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SUR LE SPECTRE DE L’EQUATION DE DIRAC
(DANS r? OU rR?) AVEC CHAMP MAGNETIQUE

Par B. HELFFER, J. NOURRIGAT et X. P. WANG

1. Introduction et énoncé des résultats

On s’intéresse dans cet article a la nature du spectre de I'opérateur de Dirac avec
champ magnétique opérant a priori dans CQ (R3, C*) et défini par :

3
(1.1) Dy= ¥, o;(Dy—A; () +au

Jj=1

ou A (x)=(A;(x), A,(x), A;(x)) est une fonction C* sur R3, a valeurs dans R* (le
potentiel magnétique), ou les a; sont des matrices 4 x 4 définis par :

0 o; I 0
1.2 = J 1<j<3), =| 2
(1.2 o [Gj 0] (1=j=3) Oy [0 _Iz:l

et ou les o; (j=1, .. .) sont trois matrices hermitiennes 2 x 2 (matrices de Pauli) satisfai-
sant aux relations :

(1.3) 6;0,+0,0;=290; 1 6,0,=i03, 0,03;=i0,;, 03;0,=i0,
On peut prendre (cf. [LA-LI]) par exemple :
0 1 0 —i 1 0
1.4 o,= s o,= R o=
-9 ‘[10] 2[:‘ 0] 3[0-1]

On s’intéressera également a I’analogue dans R2 Il nous suffit alors d’une fonction
A, (x), C® sur R? (a valeurs réelles) et D, est défini par :

(1'5) DA=al(Dx1_A1(x))+cx2Dx2+a4

Rappelons tout d’abord deux résultats sans doute classiques mais dont nous redonne-
rons une démonstration au paragraphe 2 (résultats vrais pour n=2, 3).

ProposITION 1.1. — L’opérateur D, est essentiellement auto-adjoint.
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516 B. HELFFER, J. NOURRIGAT ET X. P. WANG

On consideére alors son extension auto-adjointe et on a la :

ProrosiTioN 1.2. — Le spectre de D, est disjoint de Tintervalle ]—1, +1[. Le spectre
et le spectre essentiel de D, sont tous deux symétriques par rapport a I origine.

Rappelons maintenant la relation classique :

(1.6) D2=(Pa+1)I,+i Y oo B*

i<k

o B*=(0A ;/0x,) — (9A/0x;)) désigne le champ magnétique et P, =) (D,,—A)* désigne
J
lopérateur de Schrodinger avec champ magnétique.
Dans le cas de la dimension 3, on identifiera la 2-forme champ magnétique

Y. B¥*dx; A dx, avec le vecteur B(x)=(B,, B,, B;) de R*® défini par :
i<k

1.7 = As _0A;
0x,  0x3

On introduit une suite de fonctions £(x) (r=0) dont les majorations vont exprimer
une croissance tempérée de B (x) a I'infini. On pose :

g0 (x)=|B(x)]
et,sir=1:
PR
(1.8) ‘ g (x)= I+ S |D°‘B|E —
lal<r 1+j§,om,~(x)

On introduit pour tout >0, ’hypothése suivante :

(H,) 1l existe une suite de boules B, disjointes, de rayon =1, telles que la fonction &, (x)
soit bornée sur la réunion de ces boules.

On démontrera le :

THEOREME 1.3. — Si n=2 ou 3 et s’il existe un entier r =0 tel que I'hypothése (H,) soit
vérifiée, alors la résolvante de D, n’est pas compacte.

Il est clair que (H,) est une hypothése trés faible satisfaite dans des cas trés variés
comme :

(1) le cas ou A (x) est polynomial;

(2) le cas ou |B(x)| >0 (ou le résultat est connu compte tenu d’un résultat de
Leinfelder [LE] (¢f. [C.F.K.S.], Thm. 6.1).

Nous conjecturons que la résolvante de 'opérateur D, défini en (1.5) (sans champ
¢lectrique) n’est jamais compacte. Il est alors naturel de caractériser le spectre essentiel
de D, [qui est clairement le complémentaire de ]—1, +[ dans le cas ou B(x) — 0]. Pour
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EQUATION DE DIRAC 517

cela, nous introduisons I’hypothése plus forte :

(H;) 1 existe une suite de boules B, disjointes, dont les rayons tendent vers + oo, telles
que la fonction @, (x) restreinte a la réunion de ces boules, tende vers 0 a I'infini.

Onale:

THEOREME 1.4. — Si n=3, et s’il existe un entier r=0 tel que I'hypothése (H;) soit
vérifiée, alors le spectre essentiel de I'opérateur D, est le complémentaire de lintervalle
1-1, +1[.

En particulier, si les composantes de B (x) sont des polynomes de degré <r, ’hypothése
(H;,,) est vérifiée, donc, si n=3, le spectre essentiel de D, est le complémentaire de
I'intervalle 1—1, +1[. Ce phénomeéne est spécifique de la dimension 3 car le résultat
devient faux en dimension 2, comme le montre la proposition suivante :

PrOPOSITION 1.5. — Si n=2 et si |B(x)| >+ o0 quand |x|—+ oo, le spectre essentiel
de D, ne peut contenir d’ autres points que 1 et —1.

Pour étudier ce spectre essentiel dans d’autres cas, en dimension 2, on introduit un
ensemble #_, de réels, analogue a celui de [HE-MO)], lui-méme inspiré de travaux de
Helffer-Nourrigat [HE-NO]. On désigne par %, I'’ensemble des réels / tels qu’il existe
une suite (x,) tendant vers linfini, telle que B(x,)= —(0A,/0x,) (x,) tende vers I. On
note S ’ensemble suivant :

So={reR, A=+ /1+2k]|l]|, keN, le B} si 0¢4,,
S,=]—00, —1]U[1, + oo si 0e4&,,

qui est évidemment fermé (mais qui peut étre vide, par exemple si |B (x)| — 0).

THEOREME 1.6. — Si n=2 et si l'une des fonctions gy (x) ou €, (x) tend vers 0 a Pinfini
alors le spectre essentiel de D, est formé de I'ensemble S, ainsi que des points 1 et —1.

Si €, (x) tend vers 0 a infini (r=2), le spectre essentiel contient les points 1 et —1.

Ce travail a son origine dans les résultats concernant I'opérateur de Schrddinger avec
champ magnétique P,. A la suite des travaux de J. Avron, 1. Herbst et B. Simon
[AV-HE-SI], A. Dufresnoy [DUF], S. I. Kuroda [KUR], et surtout des plus récents de
A. Iwatsuka [IWA] (1), (2), un théoréme de [HE-MO], combiné avec une condition
nécessaire d’Iwatsuka [IWA], caractérise les champs magnétiques pour lesquels la résol-
vante de P, est compacte lorsque le champ électrique est nul, et lorsque la fonction &, (x)
définie en (1. 8) est bornée. 1l faut et il suffit alors, pour que la résolvante soit compacte,
que :

r

Y. m;(x) > quand |x|— o0
j=0

Il était alors naturel de se demander si on avait des résultats analogues pour I'opérateur
de Dirac. Le théoréme 1.3 montre qu’il n’en est rien, puisque, sous les hypothéses de
[HE-MO], la résolvante de D, n’est jamais compacte. Nous pouvons conjecturer que la
résolvante de D, n’est jamais compacte lorsque le champ électrique est nul.
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518 - B. HELFFER, J. NOURRIGAT ET X. P. WANG

Nous renvoyons a [BE-GE] pour des résultats sur le spectre ponctuel. Dans certains
cas, 'appartenance de {1} et { —1} au spectre essentiel résulte du fait que Ker (D, +L)
est de dimension infinie. Cela est 1ié au résultat de Aharonov-Casher dont on trouvera
une présentation au paragraphe 6.4 de [CFKS]. Pour d’autres calculs dans des cas
particuliers ou annexes, nous renvoyons a [GA-LA], [AV-SE], [LO-YA], ... En particulier,
on trouvera un noyau de dimension infinie chaque fois qu’on aura trouvé une solution
¢ de Ap=B dans R? telle que e® ou e~ ® soit dans & (R?) (cf. la démonstration de [AH-
CA], p. 126-127 dans [CFKS] et [AV-SE]).

Nous tenons a remercier A. Mohamed pour d’utiles conversations autour de la
proposition 1.5 et du théoréme 1.6, et M. Loss pour d’utiles remarques.

2. Préliminaire
Preuve de la proposition 1.1 — 1l suffit de montrer que :
uel? et (Dpxi)u=0 = u=0
Soit donc ueL? tel que (D,+i) u=0. Remarquons que u est C*, d’aprés Dellipticité

locale du systéme de Dirac. Soit x une fonction réelle égale a 1 sur la boule B(0, 1), et a
support compact. On a, pour tout n=1

3
;0
(DA+i)(x<f>u>=—i y Y —X<5>u
n j=1 n 0x;\n
et, par conséquent

[ )]+ oale ) ) [ <ono(x(5) )

ou C>0 est indépendant de n. En faisant tendre n vers + oo, on en déduit que u=0.

2
+

2

=

2 _C
n?

]

Preuve de la proposition 1.2. — On introduit 'opérateur suivant, agissant dans
Z(R3, CY:
3
(2.1 D=}’ 0;(D,;—A;(x)
ji=1

Pour tout ¥=(¥,, ¥,) dans ¥ (R3, C*), on peut écrire (D,—A) ¥=(f, f,), avec

f1=D¥,+(1-0)Y,
fo=D§¥, —(1+0M)Y¥,

On en déduit, en intégrant par parties que :

A= ¥, P +A+0) [ ¥ [P =Rel(f1, ¥1) —(f2 ¥2)]
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Si Ae]—1, 1], soit ¢c(A)=inf(1—A, 1+2)>0. On en déduit que :
cW¥llliflh vYes ®, Ch

de sorte que A n’est pas dans le spectre de D,.

Pour prouver la seconde affirmation, il suffit de remarquer que, si ’on pose
Y=0y...04 0naD,y=—7D,.

La preuve des théorémes 1.3 & 1.6 utilisera les deux remarques suivantes :

REMARQUE 2.1. — Soit A un réel tel que |\|=1. Si /A7 —1 est dans le spectre essentiel

de D [défini en (2.1)], alors A est dans le spectre essentiel de D,.

Démonstration. — Si k=_/A?—1 est dans le spectre essentiel de DY, il existe une

suite (@,) dans L?(R3, C?), engendrant un espace de dimension infinie, telle que || ¢,||=1
et || (D¥*—k) @, — 0. Si A>1, posons

Tio,
¥, = P
/A—10,
On voit facilement que |[(D,—A)¥,|| tend vers 0. Le raisonnement est identique si
A<—1

REMARQUE 2.2. — Pour montrer qu'un réel A est dans le spectre essentiel de D, il suffit
donc de construire une suite de fonctions @, dans C (R3, C?), a supports dans des boules
B, disjointes, telles que

2.2) lool=1 e |O%- /A =De,|-0

Pour prouver que la résolvante de D, n’est pas compacte, il suffit de construire une suite
de fonctions ¢, dans CZ (R3, C?), a supports dans des boules B, disjointes, telles que

2.2 loll=1 e ||O%- /A=De,|=C

ou C>0 est indépendant de n.

Les démonstrations de (2.2) et (2.2’) étant trés voisines, nous ne détaillerons pas la
preuve du théoréme 1.3.

Preuve du théoréme 1.4 quand r=0. — Soit A un réel tel que |7»|gl. Soient (B,) la
suite des boules de I'hypothése (Hg), et (x,) leurs centres. Pour tout n, soit A"(x) le
potentiel magnétique défini :

A"(x)=‘[1 tB(x,+t(x—x,)) A (x—x,)dt
0

Le rotationnel de A" est égal a B. Il existe donc une fonction réelle @,(x) telle que
grad ¢,=A —A". Pour tout p=1, on a évidemment

sup |A"(9|<p sup [B(¥)]

B (xp, p) B (xn, p)
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520 B. HELFFER, J. NOURRIGAT ET X. P. WANG

11 existe un entier n, (p) tel que, pour n=n, (p), la boule B(x,, p) soit contenue dans B,
et

(2.3) sup |B(x)|§i2 donc sup |A"(x)|§1
p P

B (xp, p) B (xn, p)

Soit ¢ un vecteur de C? tel que |g| =1 et o3 =g. Soit y, une fonction dans C (R?), a
support dans la boule unité, dont la norme L? est égale a 1. Posons, pour tout p=>1 et
pour tout n=n, (p)

1 X—X, \ : .
q)n, (.)C) — x ( n ) eupn (x)+ikxy q
T p

ou k=_/A*—1. On vérifie facilement que :

|®,.,||=1 supp®, ,=B,

et, d’apres (2. 3), il existe C>0, indépendant de p et n, tel que :

C
”(D:‘:d—\/}" ——l)q)n,pllég

Soit @, la fonction obtenue en faisant p=k et n=n, (k). Cette suite de fonctions vérifie
(2.2). D’aprés les remarques 2.1 et 2.2, A est donc dans le spectre essentiel de D,.

REMARQUE 2.3. — La méme méthode prouve que, si n=2, et si g,(x) tend vers 0 a
linfini, le spectre essentiel est S =]—o0, —1]U[1, oo[, et aussi que, si n=2 et si
I’hypothése (Hp) est vérifiée, le spectre essentiel contient les points 1 et —1.

Lorsque r=1, le théoréme 1.4 sera démontré au paragraphe suivant. Il-s’en déduira
facilement pour tout r =2 grace a la proposition suivante :

ProposITION 2.4. — S’il existe r =2 tel que I’hypothése (H}) soit vérifiée, alors I'une des
hypothéses (Hg) ou (HY) est vérifiée.

Démonstration. — On suppose que (H;) est vérifiee (r=2) et que (Hp) ne I'est pas.
Soient (B,) la suite des boules de I'hypothese (H;), x, leurs centres, et R, leurs rayons.
Puisque (Hg) n’est pas vérifiée, il existe y, tel que | y,,—x,,|§R,,/2 et tel que la suite
|B(y,,)| ne tende pas vers 0. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe C,>0 tel que :

(2.4 |B(yw)|=Co
Pour tout p=1, soit z, un point tel que:

(2.5) z—v|<p et |BG)= swp [B@)|
p

lz=ynl =

4¢ SERIE — TOME 22 — 1989 — N° 4
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Nous allons démontrer le lemme suivant:

LEMME 2.5. — Avec les notations ci-dessus, il existe C>0 et a >0, indépendants de p,
et, pour tout p=1, il existe un entier ny(p), tels que

nzny(p), |af <r}

o C
x| Sap Bl a)cB, e |EBM|= B

Si B est la boule de centre z, (k) (pour p=k) et de rayon a k, on voit que 'hypothése
(H}) est vérifiée dans la suite des boules B;. La proposition 2.3 est donc une conséquence
du lemme.

Preuve du lemme. — Posons:

M(x, p)=1+ Y [0:B(x)[p'"!

la| <

Une telle fonction apparait dans un contexte différent dans [HE-NQO] (§ 3, chap. IX).
D’apres la définition (1.7), on a:

Y [D:BM|<e Mk p), V2l

la) =r
La formule de Taylor nous montre que, si |x~ y,,l <2p,ona

M(xa p)écl M(ym P)+C1 pr Sup 8r(y)M(y’ p)

[y=ynl £2p

ou C, est indépendant de p. D’apres I"hypothese (H;), il existe un entier n, (p) tel que:

1
nzn (p) = B(@,2p)=B, et sup Clp’sr(y)éi.

ly=wnl 29

Par conséquent, si n=n, (p), on a 'implication:
(2.6) ly=yal £2p = M@, P=2C, M, p).

Posons maintenant:

T,0= Y %B() (";'y")“.

la| <r

D’aprés les équivalences de normes sur I’espace des polynomes de degré <r, il existe
C,>0et C;>0 tels que:

1 1
sup IT,.(x)IzC— > |6§B(y,.)lp'“'§C—M(ymp).

|x—ynl =p 2 lal<r 3
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On a utilis¢ (2.4). La formule de Taylor nous montre que:

lx_yn|§p = iB(X)—Tn(X)l§C4pr sup 8r(y)M(ya p)'

ly=ynl =p
Par conséquent, d’aprés (2.6):

sup |B(x)[= sup |T,x)|— sup |B(x)—T,(x)]

|x=ynl =p |x=ynl =p lx=ynl =p

L M@, p)—Cop’( sup £ 0)Xx2C, M, p).

=
Cs |y=ynlSe

Il existe un entier n, (p) = n, (p) tel que:

1
nzno(p) = 2C,Cip" sup & ()S———
ly=ynl <9 2GC,

Si n=n, (p), et si z, est un point vérifiant (2.5), on a donc:

B (z)| = wlMM%éM%m

[x=ynl Sp
En utilisant (2.6), on en déduit que:
|x—z,| <p et |a| <r = pl*l|2B(x)| SM(x, p)<4C, C5|B(z,)|

Si a=inf (1,1/8 C, C;), on obtient:

|x—z,| <ap = |0,B(x)] §§%§|B(x)|

La proposition 2.3 est donc démontrée.

3. — Etude en dimension 3

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme 1.4 lorsque r=1.

3.1. SrTUATION LOCALE. — On considére un potentiel A,=(A, ,, A, ,, Aj ), dépendant
d’un paramétre p=1. On note B,=(B, , B, ,, B; ;) le champ magnétique associ€, défini
comme en (1.6). On suppose que B, est aussi de classe C', et que:
(H;) Ona |B,(0)]=1!
(H,) Ona,si|x|<p, linégalité |9,B(x)| <(1/p)|B,(0)]

On pose alors:

(3.1) P,= 3 0;(D,,—A;,).

j=1
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Lorsque r=1, le théoréme 1.4 sera une conséquence de la proposition suivante.

ProprosiTION 3.1. — Sous les hypothéses (H,) et (H,) ci-dessus. Pour tout LeR et pour
tout p= 1, il existe une fonction ¥,e C*(R?, C?) telle que:

(3.2) |¥,[|=1, supp¥,=B(0, p)

(3 =22, <5

ot C>0 est indépendant de p.

La preuve de cette proposition montrera que, si B, est de classe C*, ¥, I'est aussi. Le
théoréme 1.4 (pour r=1) sera déduit de cette proposition dans la section 3.4. Pour
prouver la proposition, nous allons effectuer un difféomorphisme pour nous ramener au
cas ou le potentiel A vérifie une hypothése supplémentaire, (3.6).

3.2. UN DIFFEOMORPHISME
ProrosiTiON 3.2. — Sous les hypothéses (H,) et (H,) de la proposition 3.1, pour tout

p=1, il existe un difféomorphisme local de classe C?, noté y — x (y), défini pour |y| <ap,
(ot a>0 est indépendent de p), tel que:

(1) On a x(0)=0, et la différentielle a l'origine de y — x (¥) est orthogonale.
(2) Il existe C>0, indépendant de p, tel que:

(3.4) 5%, sCpt 71l i fa| £2 et |y[=ap
(3) Si on pose:

%,

0y; »

3
(3.5 A, 0)=2 A, (x()
k=1

et si Ep est le champ associé comme en (1.6), on a:
(3.6) ]§1,p(03 0, Y3)=]§z,p(0s 0, y3)=0 si lyal ZSap et IE3,p(O)| = lB(O)I 21

Démonstration. — Soit U (x)=B, (x)/|Bp (x)|. Il existe une application t — @ (t) de
classe C2?, définie dans un intervalle de R de la forme [—ap, +ap] (ou a>0 est
indépendant de p), a valeurs dans R3, telle que:

d ?; ®)
dt

=U;(e@®), Jj=123 et ¢(0)=0.

Il existe C>0, indépendant de p, tel que:
[Fo@|=Cp* ! si |t|<ap et |a]|=2.

On peut trouver des vecteurs n, (¢) et n, (¢) tels que le triedre (n, (¢), n, (t), ©’(t)) soit
orthonormé direct. De plus, il existe C>0 tel que:

|on; ()| S Cp~ 1t i |t|<ap et || <L

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Il existe une application y — x (y) définie pour | y| <ap, de classe C?, telle que:
(1) On a: x(0, 0, y3)=¢(y;) si |.V3| <ap.

(2) On a: (9x/dy;) (0, 0, y3)=n;(y;) si |y3| Sapetj=12

(3) 1l existe C>0, indépendant de p, tel que: (3.4) soit vérifié.

Si ]~3p est le champ magnétique associé au potentiel défini en (3.5), et si (j, k, [) forme
une permutation circulaire de (1, 2, 3), on a:

(3.7) ﬁ,zBl(% Oxy _ 0xy %) +Bz(% oxy 0%, %)
0y, 0y, Oy, Oy 0y Oy Oy Oy

+B@3%L@ﬂﬁ>
e Oy Oy Oy

En tout point (0, 0, y;), la matrice (0x;/0y,) est une matrice de rotation, d’apres ce
qui précede. Par conséquent:

0x,

B;(0, 0, y3)= Z Bk(<l>(y3)) (0,0, y3)

y;

0x;

4mem2nhwm» ©, 0, y3)

J

IMMMHZMWONiWOH)

k=10 i

Les égalités (3.6) s’en déduisent aussitot. La proposition est démontrée.

On voit que le difféomorphisme inverse, que 'on notera x —0,(x), est défini pour
|x| <bp, ou be]0, 1[ est indépendant de p. Posons

3
(3.8) 0= X o 2 )
et
3
(3.9) Q= ¥ 50D, —A,, 0}

On voit que, pour tout ¥ e C* (R?)

(3.10 (P,—2)(¥-0,)=((Q,—A) ¥)-0,.
La proposition 3.1 résultera donc de son anologue pour le potentiel Kp, mais le
difféomorphisme ci-dessus remplace aussi les matrices o; par les Gj (y) définies en (3.8).

Notons les propriétés de ces derniéres, qui seront les hypothéses de la proposition
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suivante:
(H;) 1l existe C>0 tel qu'on ait:

2G| <Cp 12l si |y|<ap et |a|<1

(Hy) Siy;=y,=0cet IJ’3| Sap,ona:
aj(Y)a'k(J’)'f'a'k(J’)a'j()’):szk (1), k<3)
81 ()’)820’)=i83()’),

On a utilisé le fait qu’en ces points, la matrice (dy;/0x;) (x (»)) est une matrice de rotation.
On démontrera au paragraphe 3.3 la proposition ci-dessous, (ou ’on omet les signes ~).

PRrOPOSITION 3.3. — Soit A, un potentiel dépendant d’'un paramétre p 2 1, dont le rotation-
nel B, vérifie les hypothéses (H,) et (H,), ainsi que (3.6). Soient c;(x)(1=j<3) des
matrices hermitiennes de type (2.2), définies pour |x| <ap (ou a>0 est indépendant de p),
et vérifiant les hypothéses (H;) et (H,). Soit Q, 'opérateur défini en (3.9). Alors, pour
tous LeR, y>0 et p21, il existe une fonction ¢,e C5(R>, C?) telle que

(3.11) o]l =1 et suppg, <= B(0, v,)

(.12 @Myl 57

ou C>0 dépend de \ et de vy, mais non de p.

Fin de la preuve de la proposition 3.1. — D’aprés les majorations (3.4), il existe y>0 et
C,>1, indépendants de p, tels qu’on ait:

b 1
(3.13) v v = x| sop et o= |detx” ()| £C;.
1

Soit ¢@,(p=1) une fonction vérifiant (3.11) et (3.12). Le support de la fonction
¥,=¢,°0, est bien contenu dans B(0, p), et, d’apres (3.13), on a

p||2_§C1.

Ls|w
C,

On déduit de (3.10), (3.12) et (3.13) que

ccy?
”(Pp_)‘)qlpué pl'

La proposition 3.1 est donc démontrée.

3.3. PREUVE DE LA PROPOSITION 3.3. — Dans ce paragraphe, la constante a>0 pourra
changer d’une inégalité a I’autre, mais sera toujours indépendante de p.
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LeMME 3.4. — Sous les hypothéses de la proposition 3.3, pour tout x tel que |x| <apet
pour tout p=1, il existe un vecteur q(x) dans C? tel que:

(1) Onalqx)|=1et

(3.14) [6,(0, 0, x3)+ic,(0, 0, x3)]q(x)=[03(0, 0, x3)—I]q(x)=0.
(2) 1l existe C>0, indépendant de p, tel que:

(3.15) |otgx)| <Cp 'l si |x|<ap et |a|=1.
Preuve du lemme. — Les égalités (H,) entrainent que, si |x3| <ap,ona:

(3.16) [61(0, 0, x3)+i5,(0, 0, x3)*=0
(317) [0-1 (09 Oa X3)—i0'2 (09 0’ x3)] [01 (09 0’ x3)+i62 (Os 0$ X3)]=2(I_0'3 (Oa 09 x3))

et que les valeurs propres de o5(0, 0, x;) sont 1 et —1. Par conséquent la norme
de la matrice (o, +i0,) (0, 0, x3) est égale & 2 et son déterminant est nul. Il existe donc
un vecteur ¢g(x), de norme 1, qui vérifie les majorations (3.15) et Iégalité
(o0,+i0,)(x)q(x)=0 lorsque x; =x,=0. La seconde égalité dans (3.14) résulte de (3.17).

Fin de la preuve de la proposition 3.3. — Soit Kp le potentiel vecteur défini par:

.
tBy ,(txy, tXxy, X3)dt

Al,p(x)= _xZJ‘

0

1

AZ,p(x)= +X1J tB3’p(tx1, txz, X3)dt
0

1 1

B, ,(txy, tx,, x3)dt—xlj B,, ,(tx, tx, x3)dt.
0

K3,p (x)=xzj

0

Le rationnel de Kp est égal a B, Il existe donc une fonction reelle @, (x) telle que:
grad @, (x)=A,(x)—A,(x) si |x|=<ap.

On pose:

1
(Dl (X)= _ZB3, p(O’ Oa x3) (X% +x§)

Quitte a restreindre a, on peut supposer que:

1 .
EIBp(O)léBlp(O’ 0, x;)<2|B,(0)| si |x3]=ap
Soit y une fonction dans CZ (R?) telle que 0=y (x)<1 et

xx)=1 si lxlgg et x(x)=0 si |x|;a
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On pose:

172
0, ()= |: lBP;O)I :I x<§>ei%(x)+wl @+ikx3 g (),

Il existe des constantes C, et C,, indépendantes de p, telles que:

527

||(Pp||2§MJ e”l""dxgw_l e~ wIBO6G ) gy <,
(3.18) P Jixizap P Jixlzap
”‘Ppnzél—Bg’(R)—l e”ﬂ?”ﬁgM e—IBp(O)I(xf+x§)dng2
p Ix]=(a/2)0 p Ix|S(a/2)p

Vérifions maintenant I'inégalité (3.12). On a:

(Qp_}\') (pp(x)= |: |BP(0) | :|1/2 ei D (x)+ @y (x)+id x3
p

+ {xx<§>(ca(x>—l)q<x)+ ¥ o,-(x)[Dx,(x(E)q(x))

+x<§>q(x)<% Loo,

0x; ; 0x

j j

D’aprés (3.15), on a, dans le support de @,:
<C

(o)

et aussi, d’apres les hypothéses (H; et (H,) et les égalités (3.14)

(01 () +i0, () g ()] + | (03 )~ g () | §§(|x1| +]xs]).

D’autre part, on peut écrire:

0d, 1 00 i ,
_0"‘_. —L—A;==(x;—ix;) B3 (0, 0, x;) + R (x)
0x, i 0x,; 2
0p, 1 00 1 ,
O"“. —— 2=—=(x;—ix;) B3 (0, 0, x3)+ R, (x)
0x, i 0Ox, 2
L e
0x3 i 0xj

ou
C 2 2 .
|R,-(x)|§EIB,,(0)|(x1+x2) (i=1,23|x|<ap)
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Par conséquent, dans le support de @,, on a :

20,100,
ox; i

i

3
Y cj(x)q(x)<
j=1

_Aj (%) )

C
=B, (0)|(x}+x3)
i 0x; p

On en déduit que :

B 0 1/2e‘P1(x)
|<Qp—>»)<p,,(x)|§0[| .ﬁ)l] 1+ 2+ B, ) 1)
éC/|:|B,,(0)|]1/26-1/2-(1/3)‘|1;p(0)|(xf+x§)[1_,_IBP(O)|(x%_|_x§)]

p
Sg[ I B,(0) |:|1/2 e~ (1/16) | B, (0) | (3 +x3)
p p

et on conclut comme en (3. 18) que la norme L? de cette fonction est majorée par C”’/p,
ou C”” est indépendant de p.

3.4. Preuve du théoréme 1.4, lorsque r=1. — Soient (B,) la suite des boules de
I'’hypothése (HY), x, leurs centres, et R, leurs rayons. On peut supposer que ’hypothése
(Hp) n’est pas satisfaite, sinon le théoréme est déja démontré. Il existe donc y, tel que
| Vu—%,| SR,/2, et tel que la suite ]B(y,,)| ne tende pas vers 0. Quitte 4 extraire une sous-
suite, on peut supposer qu’il existe C>0 tel que :

|IB(y,)|=C

Pour tout p=1, il existe un entier n, (p) tel que B(y,, p) soit contenu dans B, lorsque
n=nq(p), et tel que :

1
nZno() et [voylsap = [aBIS B0

Le potentiel A, ,(x)=A (x+y,), dépendant des paramétres n et p, vérifie les hypotheéses
de la proposition 3. 1. Soit A un réel tel que l?» | =1. D’aprés la proposition 3. 1, il existe
des fonctions ¢, , dans Cg (R?, C?) telles que

o ,l=1,  suppe, ,=B(0, p)

3
<Z cj(ij_Aj, n, p)_‘/x _l)q)n,p

j=1

C

p

ou C>0 est indépendant de p. Par conséquent, la fonction ¥, ,(x)=o, ,(x—y,) vérifie
[t =D, <

D’apres les remarques 2.1 et 2.2, on en déduit que A est dans le spectre essentiel
de D,.
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REMARQUE 3.5. — En dimension 2, les arguments de ce paragraphe prouvent que, si
I’hypothése (H) est vérifiée, alors les points 1 et —1 sont dans le spectre essentiel de D,.

4. f*]tude en dimension 2

4.1. PREUVE DE LA ProposiTioN 1.5. — Elle résulte elle-méme de la proposition

suivante :

PROPOSITION 4. 1. — Si n=2, pour tout réel \ tel que |A|>1, il existe C,(A)>0 tel

qu’on ait :

4.1) [#]l=Ci (M [[(DA-1) ¥

pour tout ¥ e CY (R2, C*), pourvu que B(x) soit d’un signe constant sur le support de ¥,
et vérifie :

4.2 |B(x)|=4(A*—1), Vxesupp ¥

Démonstration. — Si 'on pose ¥=(¥,, ¥,, ¥;, ¥,), on a (D,—)) ¥=(f,, ..

avec
fi=(D,,—A,+iD, ) ¥, +(1-1) ¥,
fo=(D,,—A;—iD_)¥;+(1-1) ¥,
fy=(D,,—A+iD, ) ¥,—(1+1) ¥,
fo=(D, —A,—iD_)¥,—(1+}) ¥,

Des intégrations par parties nous donnent facilement les égalités suivantes :

(4.3) { (T+M) | P —A =D || ¥ ]|P=Re[(fi, ¥)—(far P
A+ || 5 || =R =D || ¥, ]|>=Re[(f2, ¥2)—(f3 ¥3)]

D’autre part, on a :

(4.4)  ||[(Dy,—A;—iD,)¥,||>=|(Dy,—Ay) ¥;||>+|| Dy, ¥; [P+ BX) ¥;, ¥))
Si B(x)> 0 dans le support de ¥, on applique (4.4) avec j=1, puis j=3

(4.5) [ inf B)](]|'¥, ||2+||‘1‘3||2)§||f2+(X—1)“P2([2+||f4+(x+1)\1'4||2

x esupp ¥

A f4),

L’inégalité (4.1) se déduit facilement de (4.3) et (4.5) lorsque (4.2) est vérifié. Le

raisonnement est analogue lorsque B (x) <0 sur le support de V.

4.2. PREUVE DU THEOREME 1.6. — Le cas ot g, (x) tend vers 0 a I'infini se traite avec
les techniques du paragraphe 2. Examinons le cas ou g, (x) tend vers 0 a I'infini. La
preuve de I'inclusion de S, \U{—1} U {1} dans le spectre essentiel de D, est trés proche
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de celle du résultat analogue de [HE-MO] pour I'opérateur de Schrodinger, et nous ne
la détaillerons pas. Nous allons démontrer I’inclusion inverse.

Pour tout /e R, posons
D,=0y (Dy, +Ix;)+a, D,, +0,

C’est I'opérateur de Dirac associé¢ au champ magnétique constant égal a .

LEMME 4.2. — Il existe une constante C>0 telle que pour tous LeR et [#0, et pour
tout ¥ € & (R?, C*), on ait :

Y| inf (A+ /14+2k|l||SC|(D,—M) Y
') inf [ TF2RTT|<C D~

Ce lemme est classique. Il suffit de remarquer que, si [#0, le spectre de I'opérateur
lo t+a, D, +0, est l'ensemble des +(1+2k|1|)"/2(keN).

Soit A un réel tel que |k|>1, et qui n’est pas dans S, ce qui entraine que 0¢ % .
Puisque S, est fermé¢, il existe C>0 tel que

A+ /T+2k[I[|2C, VkeN, Vie&,

Par conséquent, il existe C, (A) >0 tel que
(4.6) IZ)sC,\) ||(D—2)Y|

pour tous Ye ¥ (R?, C* etle &,
Si'C, (A) est la constante de la proposition 4. 1, on pose C;(A) =sup(C, (A), C,(N).

LEMME 4.3. — Pour tout 1>0, il existe R (1, L) >0 tel que

(4.7 [¥[|=2C; M [[(Da—M ¥ -

si e CP(R?, C* a son support dans une boule de rayon t et dont le centre x, vérifie
|xo|ZR (1, M)

Preuve du lemme. — Soit (x,) une suite de points tendant vers I'infini. Il nous suffit de
montrer qu’il existe n, (t, A) tel que I'inégalité (4.7) soit vérifiée si le support de ¥ est
contenu dans B(x,, 1), et si n=n, (1, A). 1l suffit méme de montrer que la suite x, contient
une sous-suite qui posséde cette propriété. Or, aprés extraction d’une sous-suite, on peut
supposer qu’on est dans un des cas suivants :

(1) Ou bien |B(x,,)|§8()»2— 1). Dans ce cas, puisque €, (x) tend vers 0 & I'infini, on
aura |B(x)|;4(%2—1) pour tout x dans la boule B(x,, t) si n est assez grand, et on
conclut en appliquant la proposition 4. 1.

(2) Ou bien |B(x,,)]§8()u2—l), et, aprés une nouvelle extraction de sous-suite, on
peut supposer que B(x,) a une limite /#0 (puisque 0¢ % ). Posons :

x2
A,,(X)=—J B(xla y2)dy2_lx2n

X2n
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On a, si |[x—x,|<t

|A,,(x)+lx2,,|§‘c|l—B(x,,)|+172I supl e, ) [1+|B®)|]
y—xpl|=t

Par conséquent, il existe n, (1, A) tel que :

1

nznoh) et x—xwlst = [AE+H|S o

L’inégalité (4. 6) est vérifiée pour tout ¥ e C? (R?, C*). Si le support de ¥ est contenu
dans B(x,, 1) et si n=ny (1, A), on en conclut que :

¥ [[=2Cs 0 [|(Ds, - ¥

d’ou, aprés un changement de jauge, 'inégalité (4.7). Le lemme est démontré.

Fin de la preuve du théoréme 1.6. — Elle est identique a celle de [HE-MOJ). Pour tout
>0, il existe une suite de fonctions ¥, (x) telles que :

(1) Le support de y, est conténu dans une boule de rayon t et dont le centre est
noteé Xx,,.
(2) On a ) yx,(x)*=1 pour tout xe R?,

(3) Il existe C>0 tel que :

ZIDxxn(x)PéT—CZ, VxeR? Vix1

Soit K (t) la réunion des boules fermées B(x,, 1), ou |x,,|§R(1:, A) (la constante du
lemme 4.3). Cet ensemble est compact et, pour tout f € CY (R*\K (1)), on a :

rx= X sl

| Xn | SR (5, })

Si | x,|=R(z, A), on applique le lemme 4.3 a la fonction W=y, f. En ajoutant toutes
les inégalités obtenues (€levées au carré), on obtient :

I 71228C, 02 [@3—2) £+ 1 £

pour tout f e CP (R*\K (1)). Si 1=(2C)*?, on en déduit que :
| FI2P216C3(M?|[(DA—M) f|> ¥ feCF(R*\K (1))

ce qui démontre que A n’est pas dans le spectre essentiel de D,.

Le théoréme 1.6 est donc démontré quand g, (x) tend vers 0 a I'infini. Les autres
affirmations du théoréme 1. 6 résultent des remarques 2.3 (pour r=0) et 3.5 (pour r=1)
et de la proposition 2.4 (pour r=2).
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[AH-CA]

[AV-HE-SI]

[AV-SE]

[BE-GE]

[C-F-K-S]

[DUF]

[FRO-LI-LO]

[GA-LA]

[HE-MO]

[HE-NOJ

[IWA]

[KL]

[KUR]

[LA-LI]
[LAV]

[LE]

[LI-LO]

[LO-YA]

[MQ]

[RE-S]]
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