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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES

ET

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX,

Psr M. G. DARBOUX,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE.

PREMIERE PARTIE.

La théorie des surfaces orthogonales et des coordonnées curvilignes
a pris rang dans la Science par les beaux travaux de Lamé. Les Le-
gons sur les coordonnées curvilignes contiennent une théorie complite
des systemes orthogonaux, I'étude de leurs propriétés géométriques
et de leurs applications en Physique mathématique. Toutefois, si les
recherches de Lam¢é ont mis en évidence un grand nombre de proprié-
tés des surfaces orthogonales, il faut reconnaitre que, jusqu’a ces der-
niers temps, le nombre des systemes orthogonaux connus était assez
limité. Dans un Mémoire inséré au tome LIV des Comptes rendus,
M. O. Bonnet a proposé une nouvelle méthode de recherche différente
de celle de Lamé, et reposant sur des équations beaucoup plus simples.
Décomposant le probleme en deux, M. Bonnet cherche d’abord les di-
rections des normales aux surfaces faisant partie d’un systeme triple
orthogonal. A cet effet, il exprime les neuf cosinus déterminant les
directions des normales aux trois surfaces qui se coupent en un point
au moyen des trois angles d’Euler, 0, ¢, ¢, et il trouve que ces angles
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satisfont aux trois équations

: 6
sinysing 3—:— + cos¢ %f—) =o,

. . 00 .00
(1) zan¢sm0f7——mn¢dg__m
P
99 . 0Y _
COSGd—p.;—i—-%'z-—O,

ol g, o, p. désignent les parametres des trois familles de surfaces du
systeme orthogonal.

Le systeme d’équations précédent est assurément tres-simple. L’au-
teur prouve que, en considérant ¢ comme une fonction de ¢, p, p,,
cette fonction ¢ satisfera & une équation aux dérivées partielles du
troisieme ordre dont I'intégration entrainerait celle du systeme (x).
Il ne restera plus alors qu’a chercher les quantités désignées par Lamé
sous le nom de H, H,, H,. Chacune d’elles satisfait a trois équations
aux dérivées partielles du second ordre dont I'intégration aménera
trois fonctions arbitraires d’une variable, et sera par conséquent in-
comparablement plus facile que celle du systeme (1), qui doit intro-
duire trois fonctions arbitraires de deux variables indépendantes.

Les recherches de M. Bonnet ont eu, comme on le voit, pour ré-
sultat de donner des notions précises sur I'ordre de difficulté de la dé-
termination des systemes orthogonaux. Ce probleme, exigeant l'inté-
gration d’une équation aux dérivées partielles du troisieme ordre i trois
variables indépendantes, apparaissait comme étant beaucoup plus dif-
ficile que la plupart des autres questions de la Géométrie infinitési-
male, la recherche des surfaces applicables, des surfaces minima, ete.

Dans un travail inséré au tome III de ce Recueil (1™ série), j’ai ob-
tenu une réduction nouvelle du probleme & I'intégration d’une cer- -
taine équation aux dérivées partielles du troisieme ordre. J’ai d’abord
complété un peu le théoreme de Dupin en montrant que, si deux fa-
milles de surfaces orthogonales se coupent suivant leurs lignes de
courbure, il existe nécessairement une autre famille de surfaces les
coupant a angle droit, et j’ai ensuite établi que la condition néces-
saire et suffisante pour qu'une famille de surfaces, représentée par I'é-
quation

p=9(z,y,2),
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appartienne & un systeme orthogonal, est que p satisfasse  une certaine
équation aux dérivées partielles du troisieme ordre, dont j’ai indiqué
le mode de formation, mais sans développer les caleuls.

La proposition que j’ai ainsi établie a souvent été confondue avec
celle que 'on doit & M. Bonnet. Il est vrai que, comme celle de cet
éminent géometre, elle constitue une réduction du probleme & I'inté-
gration d’une équation aux dérivées partielles du troisieme ordre;
mais il est trés-facile de reconnaitre, et il est intéressant, au point de
vue de la théorie des équations aux dérivées partielles, de remar-
quer qu’elle n’en était nullement un corollaire. Un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles, servant & déterminer plusieurs fonctions,
ne conduit pas nécessairement, par ’élimination de toutes les fone-
tions moins une, & une seule équation. Il aurait pu se faire que le
parametre p dut satisfaire & un certain nombre d’équations aux déri-
vées partielles du quatrieme ordre ou des ordres supérieurs. La seule
conclusion qu’il y avait & tirer du résultat de M. Bonnet, c’est que
I'intégration ne devait pas amener plus de trois fonctions arbitraires
de deux variables.

Pour rendre encore plus sensible, par un exemple emprunté i cette
théorie, la remarque précédente, supposons que, considérant z, y, =
comme des fonctions de p, p,, p2, 0n se propose de déterminer 'une
des inconnues x. C’est un probleme que personne, je crois, ne s’est
encore proposé; mais, précisément parce qu’il n’a pas été traité, on
ne peut affirmer @ priori que x, considérée comme fonction de p, p,,

»» devra satisfaire & une équation aux dérivées partielles du troisieme
ordre.

L’équation du troisieme ordre, dont j’avais démontré I'existence et
indiqué le mode de formation, a d’abord été calculée par M. Cayley
dans le tome LXXV des Compies rendus. A cette occasion j’ai fait
connaitre une méthode pour obtenir cette équation, que je vais d’abord
développer ici, en présentant plusieurs remarques nouvelles et dé-
montrant plusicurs résultats que je n’ai fait qu’énoncer dans les
Comptes rendus, t. LXXVI, LXXXIII et LXXXIV. Ce sera I'objet de la
premitre Partie de ce travail.
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§ I. — Définition d'une opération differentielle et formules
qui s’y rapportent.

Considérons des fonctions u, v, w, « de n variables indépendantes «,,
s, ..., T,. Je désignerai par le symbole d, I'opération suivante :

. NV N VAT RN
v “TT 0 O 0z, 0y " Ozn 0

que 'on peut écrire sous la forme plus simple

(2\ Qu== U —_— -+ U .._(.)_.
) u — q C)xz LAY n ().Z',,’

9 iy
()x‘ :

en convenant d’adopter les notations suivantes, qui seront employées
dans la suite,

(3) du 0*u u Pu
U= — Ui = —— i =
' ’ ! ().Z‘,‘ ’ ‘ ()x,- ().Z‘A ! ().%‘,' ()xg- ()xl

Il résulte immédiatement, de la définition de x, que I'on a

i}
| Og, == ——
(4 5T Oy’
(5 Oul == U Wy ... == Uty =0, U,
((:’} au(aﬁ):aau_(’ﬁaua)

et, plus généralement,
(7) 0utt (2, By ¥y o) =M, 0ue + T, Oufs 4 7, Suy .. .,

r I

T, , W, ... désignant les dérivées de u par rapporta «, 3, ...
Remarquons encore I'identité suivante, fort simple, et qui nous sera
trées-utile :
\ 0
(8) b—;_i(ouo):(?uvi—%—a,u;.
Cette formule contient des dérivées secondes. En voici une plus gé-
nérale du méme genre.
Posons

{9) (VW> = (wo) = 2 Zh0i Wi Uin, ®

u u
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on (rouvera, par un calcul facile,

’ N vw v
(10) 8, 8yt = 8, 3utw = ( ‘ )+ < )

w

880 — <w u> - (o w) ,
v u

8.0 — (u v> N <u w> :
w v

vw o
(I ]) 8vawu —+- awavu—auauu': 2 < u > == 2212% Vi Wi Uige

et de méme

ce qui donne

Japplique maintenant ces formules, tout & fait générales, a des hy-
potheses particulieres.
Supposons que les fonctions ¢, w satisfassent aux équations

(12) O0uv =20, Oyw=—o,

alors je vais établir que, si I’on a une relation quelconque entre les
dérivées du premier ordre¢, w et d’autres fonctions quelconques, on
pourra toujours, pour la différentiation, en déduire une relation du
méme genre, c’est-a-dire ne contenant que les dérivées premieres
de ¢, w. Soit

T (Viy vees Wy vney & By Yy oon) == 0O,
on aura, en appliquant la formule (7),

on o or
(13) o=dm=Y ST dui+ ¥ ST s+ Y 5T dua.

Les deux premiers termes du second membre contiennent seuls des
dérivées du second ordre de s ; mais, en appliquant la formule (8) et
tenant compte des conditions (12), on a

auui == — aoui; auwlr: - 6wu/t-

La formule (13) devient donc

(14) 0=— ()o, T & u— 20 owu;,—i-zd Sucx,

et, sous cette forme, toutes les dérivées secondes de v, w sont élimi-
nées. Cest ce qu’il fallait établir.
Ann. de I’ Ee. Normale. 2* Série. Tome VII. — Mars 1878. _ 14
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En appliquant le méme procédé a la nouvelle équation, on voit
que, par des différentiations successives, on pourra obtenir autant
d’équations qu'on le voudra, contenant seulement les dérivées pre-
mieres de v, w, et, par suite, éliminer complétement ces dérivées par

la combinaison des équations obtenues.
Examinons en particulier le cas o il existe entre ¢, w une relation

de la forme
[15) 22 A% o = o,
ou les coefficients A% sont des fonctions quelconques ne contenant

pas ¢, w; nous obtiendrons, .en appliquant la formule (14), la nou-
velle relation

(16) 230w (O, A" — Zp A uy, — S AMuy,) = o,

de forme semblable & celle d’ol1 on I’a déduite.

§ 1. — Application a la formation de l'équation aux dérivées partielles
a lagquelle satisfuit le paraméire d’une famille de surfaces faisant
partie d’un sysiéme orthogonal.

Considérons trois familles de surfaces, et désignons par u, ¢, w les
parametres de chaque famille. Pour que le systeme formé par ces trois
familles soit orthogonal, il faudra que I'on ait

(17) . 60“’:0, avu-—:o, 3wu::0.

Nous supposons les axes rectangulaires, et nous mettons x, y, z a la
place de x,, z,, ;.
Les fonctions ¢, w satisfont aux deux équations

etil y a, entre leurs dérivées, la relation
Op W0 = ¥ W, 4 VW = Gy, i= O,

En appliquant a cette relation le procédé indiqué dans I’article pré-
cédent, et qui, de ’équation (15), nous a permis de déduire la for-
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mule (16), nous obtenons la nouvelle relation

(18) (0:}) = 3T v/ wruy = o.
Cette formule résulterait aussi de I'identité (11), ot le premier membre
devient nul, en vertu des relations d’orthogonalité.

Les équations (17), (18) suffisent 2 déterminer les rapports des déri-
vées de ¢, w, et elles expriment, comme on sait, que les surfaces ¢,
coupent les surfaces u suivant les lignes de courbure de ces dermeres

De I'équation (18) déduisons encore une nouvelle équation ne con-
tenant que les dérivées premieres de ¢, w. L’équation (18) devient
identique & I’équation (15) sil’on pose

AF = yy.

L’application de la formule (16) nous donnera donc la nouvelle
équation

{19) Z: Zposwp (Outtin — 2 Sty Wi ) = ©.

Les équations (17), (18), (19) suffisent maintenant & I’élimination
des dérivées premieres de ¢, w. Elles vont ainsi nous conduire 2 une
équation du troisieme ordre a laquelle devra satisfaire le parametre u,
considéré comme fonction de , v, z; mais, auparavant je vais démon-
trer que cette équation, qui est évidemment nécessaire, est aussi suf-
fisante, et, pour cela, je substituerai, au raisonnement donné dans
mon premier Mémoire, le suivant, qui est moins élémentaire, mais
qui nous servira pour le cas de n variables, traité dans la deuxieme
Partie.

Les équations (17) et (18) déterminent complétement les rapports
des dérivées ¢, w. Sion les supposait résolues, elles nous donneraient,
par exemple pour ¢, un systeme de la forme

o0 0w o
Oz oy 03
u E-F-%

L, M, N étant des fonctions de x, y, z connues lorsque u est donné.
On peut dire qu’il faut, et il suffit, pour que le systeme précédent ne

14.
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soit pas impossible, que les relations qu'on obtient en le différentiant,
par rapport  x, y, z, et en éliminantles dérivées secondes de ¢, soient
des conséquences du systeme précédent; mais, & celle remarque évi-
dente, on peut ajouter la suivante : les relations qu’on obtient en diffé-
rentiant le systeme ne suffisent pas & déterminer les dérivées secondes
de ¢ en fonction des dérivées premieres. En éliminant ces dérivées, on
trouvera la condition d’intégrabilité

oM oN N oL
L( > M(%*W)”“N

9z Oy
et il restera cinq équations distinctes entre les dérivées secondes de ¢
qui les feront toutes connaitre sil’on donne arbitrairement 'une d’elles.
Il était clair, d’ailleurs, a priori, que I'on ne pouvait délerminer ces
dérivées secondes, puisque le systeme (20) ne change pas sil’on y rem-
place ¢ par ¢(¢), ce qui permet de donner une valeur arbitraire & I'une
des dérivées secondes.

Ce point étant admis, il est inutile, pour trouver les conditions d’in-
tégrabilité des équations qui déterminent les rapports des dérivées
de ¢, w, de résoudre les équations (1), (18). Il suffira de différen-
tier successivement, par rapport a @, y, 3z, ces quatre équations, et
d’éliminer les dérivées secondes de ¢, w. Il devra y avoir dix équations
distinctes contenant ces dérivées secondes; les autres, d’olt Pon aura
chassé les dérivées secondes, devront étre toutes satisfaites en vertu
des équations (17), (18). Or, en différentiant ces quatre équations,
on obtient douze équations dont la combinaison nous a déja donné
les formules (18), (19). Les dix équations restantes seront celles d’olt
’on ne peut plus faire disparaitre les dérivées secondes, d’apres la re-
marque précédente. Ainsi les conditions d’intégrabilité sont données
par les deux équations (18), (19). L'une d’elles (18), faisant partie du
systeme proposé, sera toujours satisfaite, et il suffira que I’équa-
tion (1g9) soit vérifiée par les valeurs des dérivées déduites du sys-
teme (17), (18).

Cette méthode montre bien pourquoi les deux conditions d’intégra-
bilité pour les fonctions ¢, w se réduisent & une seule. L’une d’elles
fait partie du systeme qui sert & la définition des fonctions ¢, w.

L’élimination des dérivées de ¢, w peut se faire de la manikre sui-

oL _ oM\ _,
dyr  ox)
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vante. Posons, pour abréger,
(21) A= 0ultit — 2 Oui Ut = U Uiky ~ Un Uy ~+ U Wity — 2 (Uit Uy ~+ Upn Upy =~ Uiy Ui ) 3 -

nous aurons d’abord les trois équations
VW A= Uy Wy = VW3 = O,
(22) COW Uy e (0 0 W) Wy - .. =0,

Lo Ay (0w + zw ) A+ L == 0.

\

Ces équations ne contenant que les combinaisons v; w;, ¢; w, - v,
symétriques par rapport a ¢, w, formons-en trois autres semblables.
Pour cela, nous emploierons les équations

U Uy = Us Vs ~ Uyvy =0,
U W, == Uy Wy~ Uy == O,
et nous les ajouterons, apres les avoir multipliées respectivement par
w;, vi, L recevant les valeurs 1, 2, 3. Nous obtenons ainsi
[ 20,016y = (Vi Wy -+ W, 02) Uy + (V05 + W, 03) U == O,
(22 bis) (013 = 020, Uy =+ 20203 Uy + (V2005 + V300) Uy = O,
(Vi 4 03\ ) 2y =+ (V205 =+ U3 000) U~ 203003 Uy = 0.
Eliminons maintenant les combinaisons ¢;w;, ¢; W, + v w; entre ces
trois équations et les équations (22), nous aurons I’équation finale

All AZ‘) ASZ} AQ.’& A.’H Al‘-’

U Urp  Uzg Uy Uy U
I I I 0] (e} (o]

(23) S = =0
ou, o o o u U

o o 22Uy U, u, o

Cette équation est, comme on le voit, linéaire par rapport aux dérivées
du troisitme ordre, du troisieme degré par rapport a celles du second,
du quatrieme par rapport & celles du premier. Elle ne contient ni la
fonction, ni les variables indépendantes. Si I'on écrit a part et que I'on
désigne par K les termes qui contiennent les dérivées du troisieme
ordre, elle est de la forme

(24) S=K—Q=o,
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ot K n’est plus que du premier degré par rapport aux dérivées du
second ordre, et @ du troisieme degré par rapport a celles du premier
ordre.

Comme vérification, retrouvons d’abord 1'équation donnée pour la
premiere fois par M. Bouquet. Supposons que ’on cherche les solutions
de la forme -
u=X+Y+2Z,
ot X, Y, Z sont des fonctions de x, y, z respectivement. Ay, uy
seront nuls toutes les fois que ¢ sera différent de £. On aura

A“ — X/ XIII__ 2X.”’, U, = X//’ e
et I’équation se réduira a la suivante :
XI XII/ — 2X//2 YI Y/I/__ 2Y"‘l/-‘ Zl lel__ 2ZI/2
S o 2X.’ Y/Zl X// Y// er ,

I I I

ce qui est conforme au résultat de M. Bouquet. _
Comme nouvelle vérification, supposons que I'on choisisse un sys-
teme d’axes pour lequel on ait

U, == 0, Uy == 0, Ugg === 0,

¢’est-a-dire pour lequel les axes des y et des z sont les tangentes aux
lignes de courbure de la surface  en un point. Il restera

(25) S=u? (uzz — uaa) (ul Wiy — 2 UppUys )

ce qui est conforme & un résultat obtenu par M. Puiseux dans son Me-
moire sur les surfaces orthogonales (Journal de Liougille, t. VIII, p. 335,
2¢ série).

L’équation précédente donne la forme la plus simple a laquelle on
puisse, par un choix convenable des axes, réduire I’équation proposée.
Les deux fonctions que nous avons appelées K et Q prennent alors les

expressions
K= u} (un et u:a) Uyzs,

{26) .

Q =23 (U — tgs) Uiz 5.

Sous cette forme réduite, on voit qu’elles ont une existence indépen-
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dante et que, si 'on remplace u par ¢(u), elles se reproduisent sépa-
rément multipliées par ¢®(«). Elles sont nulles toutes les deux si la
famille des surfaces u se compose soit de spheres ou de plans, soit de
surfaces paralleles. Tl serait facile d’établir la réciproque; mais je
négligerai 'examen de cette question pour m’attacher & une consé-
quence plus importante qui résulte de cette forme réduite.

Posons

(27) g =V=vel e+l
L’expression
0*H s
(28) EUi(/([;'()'—xTé—;‘;—(H)

se reproduit évidemment quand on change les axes. Cela résulte de
. 0w

Pexpression (11) du symbole <u> au moyen des d. Remplagons
v Wi, 9wy =+ vpw; par leurs expressions déduites des formules (22 bis)
et des deux dernieres (22), et nous obtiendrons un déterminant

H, H. H,; H, H,; H.
Uiy Uy Uz Uy Ui U
I I I (o] (o] o]
2U, © 0 o u; u,

o 2U, (6] Uy (o] U,

o 0 2uU; U, U, o

ou les symboles H;, désignent les dérivées secondes de H, qui se repro-
duira quand on changera les axes.

Voyons ce qu’il devient lorsqu’on choisit le systeme d’axes déja indi-
qué, pour lequel on a .
Uy = Uy = Uy; = O.

On trouve alors

Hs .
T= Il? (uz-) — un) H,; = —?— u‘,‘ (un -— um) (2 U Uy — U Uy ) .

On a done l'identité

(30) T = — LSH?,
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et I'on voit que I'équation aux dérivées partielles du probleme peut
aussi s’écrire
(31) T=o.

Nous démontrerons ce résultat par une autre méthode, ne reposant
pas sur un choix particulier des axes, dans le cas des systemes ortho-
gonaux & n variables. Il est donc inutile de donner ici une autre dé-

monstration.
Dans la nouvelle forme irrationnelle, le déterminant T a ses trois

premieres lignes composées avec les dérivées des trois fonctions

x° + y? + 2*

H u
] b 2

Il n’est pas difficile de voir que I'on pourrait de méme remplacer les
trois dernieres lignes par celles qui seraient formées avec les dérivées
des trois fonctions '
ux, uy, us.
Plus généralement, si¢,, ¢,, ..., v, désignent six fonctions distinctes
comprises dans le type suivant :

(32) vi==qs(w)H + a(we) (2% + 2 + 2°) + Bi(u) 2 + yi(10) y + 0:(u) 2 + Li(u),

I’équation pourra s’écrire, en égalant & zéro le déterminant formé
avec les dérivées secondes,

(33)

T 0x* dy* 0z* dy 0z dx 0z dxdy

Ce résultat se démontre aisément au moyen de combinaisons de lignes
horizontales du déterminant T. On en déduit une premiere consé-
quence, c’est que ’équation sera vérifiée si I’on annule une des fonc-
tions ¢;, ¢’est-a-dire si ’on pose

. I

(34) EH \/(5%)+ (Sf)*— )

=a(x*+y*+2*) —2bx — 2y — 2Nz + a,

a, b, ¢, h, a, étant des fonctions quelconques de u. Toutes les fonctions
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qui satisferont a cette équation du premier ordre donneront des familles
de surfaces faisant partie d’un systeme triple orthogonal. Nous allons
indiquer d’abord comment on integre I’équation aux dérivées par-
tielles (34), et comment on en déduit des systemes orthogonaux con-
tenant quatre fonctions arbitraires d’une seule variable, et dont peut
faire partie une surface quelconque.

§ lI. — Intégration de l’équation aux dérivées partielles du premier
ordre dont toutes les solutions donnent une famille de surfaces faisant
partie d’un systéme orthogonal.

La présence des fonctions arbitraires @, b, ¢, 4, a, de u dans I'équa-
tion (34) semble devoir empécher I'intégration; cependant nous allons
voir qu’on peut trouver une intégrale complete de cette équation.

A cet effet, nous allons rechercher si elle peut étre satisfaite en
prenant pour ule parametre d’une famille de spheres représentées par
I'équation
(34 bis) o(x* +y*+-3°) — 2Bx — 2yy — 2072 + @, == 0,

olt «, f, 7, 9, a, sont des fonctions de u. Si de cette équation on déduit

Ju OJu Odu

les valeurs de y —» on trouvera

oz’ _(5:7_ Jz
(28)7 (267 (26, Moz B flar — g hlas =
ox \0)‘) 0z ) = [ (@ 4=y + 3*) — 22 — zy’y—26’z—|—a’,]=’

o, B, ... désignant les dérivées par rapport 2 u de «, 3, ....Si l'on
tient compte de I'équation (34 bdis) pour simplifier le numérateur du
second membre, on trouvera

,

o «
. ;(x’+]'=+z=)--ﬁ’x——y'y—o“'s+—2'—

9

A '()il"?_:“oiz 2
()x) dy 0z
équation qui est de la forme méme de I'équation & intégrer (34). En
¢erivant que les coelficients sont égaux dans les équations, nous aurons

VB + 7+ & —ax

(35) oc’::f—l—o-c::zla, iZE:::Z).b, %:27\(;, io—::27\/l. da

du du du du
~

Ann. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VI — AvaiL 1878. 19

= 2.a,,
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en posant, pour abréger,

(36) A= B+ 7 + 0 —ao.

On voit, des A présent, que les équations (35), (36) détermineront «,
£, 7 avec assez de constantes arbitraires pour que 'on soit assuré
d’avoir une intégrale complete de ’équation aux dérivées partielles
proposée (34).

L’intégration de ces équations aux dérivées ordinaires (35) amenera
cing constantes arbitraires qui se réduiront & quatre distinctes en vertu
de ’homogénéité de ces équations. On aura donc une intégrale com-
plete & quatre constantes, ce qui est plus que suftisant pour I'intégra-
tion générale de 'équation aux dérivées partielles proposée.

Je ferai d’abord une remarque sur le systeme des équations diffé-
rentielles ordinaires (35), (36), qui, au premier abord, parait si com-
pliqué. En différentiant I’équation (36), on trouve

dh aai  ao

(37) . d—u:bﬁ+cy+d8~—2—-——2,

et, cette équation étant substituée a la formule (36), il reste un systeme

da dg +dy ds
E——-27\d, zz—u'—~2)tb, E—L_& —27\0, El;wz)\h’
(38) _
glf—'——-ﬂ\ a2 =0p+cy+dd—L a2
a2k =0 ey +dd— —a——a

entierement composé d’équations linéaires, et I'on sait combien cette
propriété facilite I'intégration. A la vérité, ce systeme est un peu plus
général que le proposé. Une de ses intégrales est

3 — 3 — y?— "+ az, == C;

il faudra poser C = o pour obtenir I’équation (36).

Supposons que "on ait intégré complétement le systeme (38), on
obtiendra, en substituant les valeurs de o, £, ... dans I'équa-
tion (35), une famille de spheres dont ’équation sera de la forme
(39) C,S[-i—Cqu—l—--.-i—CaSa:O,

Cio ..., G désignant les constantes arbitraires. En exprimant que
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I’équation (36) est satisfaite, on trouvera entre C,, .. , C, une vela-
tion homogene du second degré

CP(CUCM 200y CG)IO,'

ce qui réduira, en tenant compte de I’homogénéité, a quatre le nombre
de celles.qui figurent dans ’équation (39).

Si les fonctions a, b, ¢, 2, a, sont données a I’avance, il est impos-
sible d’intégrer d’avance le systeme (38); mais je vais montrer que,
conformément & ce qui arrive dans des cas analogues, on peut mettre
les fonctions arbitraires sous une forme telle, que I’intégratior puisse se
faire complétement.

A cet effet, nous allons d’abord leur donner une forme plus symé-
trique. Posons

. e—+1
o= &-+10Q, a:——-———f,
2
. —e+if
ai=—cc+ 19, a= — ;

¢ désignant le symbole y— 1, elles deviennent
de do dp dy ., dd _
E;-—)\e, @—l.f, a;—)\b, Eﬁ—)\(‘, @—AIL,
M=o+ B+ 9*+ & + ¢,

et elles rentrent dans le systeme général suivant :

dz, dx, dz,
— = Aa,, ‘—t—d—_—:la,, ey

(4o) du
M=z + 2 +... .+ Zn,

= 7\(1,;’

ot I'on aura a supposer n = 5.

Etudions ce systeme plus général et prouvons que I'on peut assigner
aux fonctions a,, ..., a, de u des formes telles, que les intégrales
puissent étre trouvées.

Posons

b= fadu, ..., b,=Sa.du,
et choisissons, a la place des inconnues @;, les inconnues y; liées aux
précédentes par les relations ' '

x, :7\(1)1 ——-}",), -Z'n’:—‘)u(b-)—}”'z)s ceey En= 7‘“’""]"‘)'
. 15.
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En différentiant, nous trouverons le systeme

Cl.y‘l dVﬂ - CZ"Vn .

ikl

K4I) :}"‘-—blz.}"z“‘bz—'.'—]n_bu

qui, joint a I'équation
(41 bis) (rr—b. ) 4.4 (pu— b2 =1,

déduite de la derniere des équations (40), suffit & faire connaitre les
fonctions y,, ¥a, oo, ¥n-

Or ce systeme (41) est identique & celui qui a été considéré par
M. Bonnet (Comptes rendus, t. LI, p. 971), et 'on sait, par consé-
quent, que l'on pourra donner aux fonctions b; une forme telle que
I'intégration soit possible. Nous allons donner une démonstration
nouvelle de cet important résultat, qui débute comme celle de M. Bon-
net, mais qui en differe a partir de la seconde transformation. A la
place de 'unité nous mettrons méme une fonction r* dans le second
membre de I’équation (41), qui deviendra

(41 ter) (o= 4. .. 4 (pn—ba) = re.
Posons
(42) db.=hd(ke,), db.=hd(ke.)), ..., db.=hd(ke.).

\

On substituera ainsi aux fonections &; n + 2 fonctions ¢;, £, k; on pourra
donc prendre ket k arbitrairement.
Substituons aux inconnues y les inconnues z, définies par les équa-

tions

(43) ¥yi—bi=h(z: — ke,),

on trouvera, pour les variables z, le systeme d’équations
dz, :(lz,_”__di_’

(44) ‘ 3 — koo zo— ke, T 2, — ke,

( (i — ke )P ...+ (28— keu)? = }:—:

Supposons qu’on ait choisi 4 par la relation

2

(45) ;—l;:/f’(ci-{—...—}—c,i),
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- et k par la condition

(46) =1,

les formules (42) prendront la forme

r

db, = ———— d(ke), ...,
kit ek (he:)
) dbn—t: d d kcl:—l "9
(47) kyi+ei 4. +ciy ( )
dbn - d dlf:

\ kyis+ci—+...+ciy
et la derniere équation (44) deviendra
3 4.+ 2zt —2k(cis ... 4 CioetBrnoy + 3| == O,

Prenons comme nouvelles fonctions

23, 22,
= - e t, — — —
(48) b P - T
le systeme (44) se changera dans le suivant :
dt, = dt. —=...= Do =dl,,
Cy Ca Cp—t

(49)

I
cltl+---+cn—ltn—l+tn: z_'

Ces nouvelles équations sont linéaires. On saura donc les intégrer
complétement si I’on sait intégrer le systeme obtenu en supprimant le

1
second membre 7 )

Il nous restera donc & traiter le systeme

. dt dt to-
(50) o _dt_ g,
C, Ca Cn—i
avec la condition
(561) il 4. Cumy byt =0

Ce systeme admet une intégrale évidente

12442 ... t2 = const.
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Il importe peu que nous mettions I'unité ou une constante quelconque
dans le second membre & cause de 'homogénéité. Nous écrirons done

o

B2 =

Jusqu'ici notre méthode est la méme que celle de M. Bonnet; mais,
au lieu de continuer de la méme maniere, nous effectuerons la nou- -
velle et derniere substitution de variables

= Vna - n -t — 2V
(52) . 24 !

lp— 1= —p—————5> fpoy == — by =

7 ‘ . e, . L
Vi 0, vl op (i S S

On obtient alors, & la place du systeme (50), le suivant:

Vp=1,
dv, dv, dv,_,
(53) — =...,.= - —
v — C Vo — €y Vpey — Cp—y
(oi—e) 4. oA (Vpy — Co )P =0 €] L iy,

qui est tout pareil i celui qui nous a servi de point de départ, mais qui
contient une variable de moins, en laissant de c61é I’équation ¢, = 1.
En recommencant indéfiniment les mémes opérations, on aura la solu-
tion complete du systeme proposé.

Il est donc établi qu’étant donnée I’équation

I

—— = a2 4y + 2*) — 2bx — 2¢y — 2z -+ a
\/<£)__Lf 2_*" ou 2+ ouy: ( Y ) ) ’
\()x) ()y) 0z
ol a, b, ... sont des fonctions arbitraires de u, on peut, en donnant a
ces fonctions une forme convenablement choisie, obtenir une intégrale

complete de cette équation, qui sera de la forme
(54) GS +...+GCS=o,
ou les constantes seront liées par une équation du second degré

(P(C;, ey Cg) = 0.

En donnant a Gy, C; deux valeurs numériques arbitraires, il restera
encore trois constantes indépendantes C,, C,, C;; C; sera déterminé par
I’équation précédente.
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Soit
®(2,5,%; 0,0, Ci5u) =0
I’équation du systeme de spheres ainsi obtenu. L’intégrale générale de
I’équation aux dérivées particlles proposée s’obtiendra en posant
G =71 (Cy ),

S étant une fonetion arbitraire et éliminant Ci» Gy, C; entre les équations
C.=£(Co Ca),
¢z, 5,25 Ci, G, G5 uy =1,

9o 99 9f _ - 9e 99 of
dC,  0C, 0C, T 770G, T 0C, 0C,

(55)

i

¢’est-a-dire en cherchant pour chaque valeur de u l'enveloppe des
spheres pour lesquelles les trois constantes sont liées par la relation

C, =f(C,, C.).

Or cette relation peut toujours s’obtenir en exprimant que les spheres
correspondant a une valeur u, de u sont tangentes & une surface
fixe (). Cette surface fera donc partie de la famille ainsi obtenue,
et il est ainsi démontré que 'on peut obtenir avec quatre fonctions
arbitraires du parameétre » un systeme orthogonal comprenant une
surface quelconque. '

Le résultat actuel comprend celui que 'on connait relativement aux
systemes composés de surfaces paralleles et & leurs transformées par
rayons vecteurs réciproques. Comme application, j’indiquerai le cas olt
équation qu’il s’agit d’intégrer est

H=a(x*+y*+ 2*) —2bx — 2cy — 2hz + a,

a, b, c, h, a, étant des constantes.

Les équations (35) et (36) s’integrent alors sans difficulté, et une
discussion tres-simple conduit au résultat suivant, que 'on vérifiera
sans peine et que j’ai déj donné dans les Comptes rendus.

On obtient une famille de surfaces (=) faisant partie d'un systeme
triple el admettant pour trajectoires orthogonales des cercles coupant
a angle droit une sphere fixe (S). Si cette sphere (8) grandit indéfini-
ment, les trajectoires orthogonales deviennent des droites, et 'on a
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une famille de surtaces paralleles. Si elle se réduit & un point, on a une
famille, transformée par rayons vecteurs réciproques d’une famille de
surfaces paralleles.

En dehors de ces deux cas exceptionnels, voici comment on peut
engendrer les surfaces qui, associées & une surface donnée a l’avance ('),
constituent la famille cherchée. On menera des spheres (§') tangentes
a (3'), et coupant la sphere fixe (S) sous un angle constant e, d’ailleurs
quelconque; puis, par I'intersection de ces spheres (S') et de (S), on
menera des sphéres (S”) coupant (S) sous un angle constant quel-
conque 8. L'enveloppe des spheres (S”) donnera 'une quelconque des
surfaces que I'on doit associer & (X') pour former une famille du sys-
teme orthogonal.

L’existence de ce systeme particulier avait déja été reconnue par
M. Ribaucour, mais la construction précédente est entierement nou-
velle.

On pourrait, au reste, traiter encore cette question en remarquant
que I’équation & intégrer peut toujours, au moyen d’une transformation
par rayons vecteurs réciproques ou inversion, se ramener 4 la forme

(9}1 LA C AN S
0x 5—)— 0z )z’

dont on apercoit immédiatement une intégrale complete

u:ax—i—@y'—;—f\/—zf;—ac’——ﬂ’dz—}--/,

, 3, 7y étant treis constantes arbitraires.

§ IV. — Remarques nouyelles sur I’équation aux derivées partielles
du troisieme ordre.

Nous avons vu que I'équation a laquelle satisfaitle parametre « peut
se mettre sous la forme

vow Hy+ (viws+ 0w )Hyy +. .==o0,

olt H désigne la fonction
X

H = e
. Vi + ul 4+ u?
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Sidonenous nous rappelons la significationde¢,, ..., w,, ..., et qu’au
lieu de ces dérivées nous introduisions des différentielles, dx, dy, d=
désignant les différentielles relatives au déplacement suivant une ligne
de courbure de la surface u, et 8z, Jy, 0z les différentielles se rappor-
tant & autre ligne de courbure, I’équation du probleme peut s’écrire

Hidzox +...+H,(dzdy + dydz) +...=o,

ce qui équivaut, comme on sait, & I’équation

(66) lé‘H—aH dox — oH l6y—£)£1—(loz_o,
0x Iy 0z
ol d’ailleurs les variables indépendantes sont absolument quelconques.
Sil’on suppose que I’on ait pris pour axes des a et des y les tangentes
aux lignes de courbure en un point, on retrouve I’équation
: J0*H
(67) dwoy =

donnée par M. Maurice Levy; mais cet habile géometre I’a démontrée
directement sans donner la formule (56), écrite dans un systeme de va-
riables quelconques.

Nous allons faire des applications de cette équation générale et re-
trouver d’abord 1I’équation remarquable que M. Levy a donnée au
tome LXXVII des Comptes rendus. |

Supposons que, prenant x, y, u comme variables indépendantes, on
veuille trouver I’équation a laquelle satisfait = considérée comme fonc-
‘tion de ces variables. On aura d’abord

9z
\/I +P'z -+ qz
d ant I les dérivées de =, 22, 22.
p et g désignant, suivant l'usage, les dérivées ' 0% oy

D’ailleurs, , y étant indépendantes, on peut poser
ddx=o0, ddy=o,
et ddz sera donné par 1"équation

d 8z = dp éx + dqdy = rdxdz + s(dzdy + dy oz ) + tdydy,
dnn, de {’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII, — AvriL 1878. 16
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qui montre que d 95 sera aussi nul, puisque les directions des lignes de
courbure sont conjuguées. L’équation (56) deviendra done

PR ():'H N ?I{ { Non o R Gz_E Ny ——
déH = P dz 0z + 0% 0y (dz 8y = dy dx) + e dydy == o.

C’est I’équation de M. Levy. Il suffit d’y remplacer dz, O, ... par les
quantités qui leur sont proportionnelles. L’équation des lignes de
courbure étant

dz*[(1+ p*)s— pqr] +dzdy[[1+ p*) L — {1+ g*) r] + dy*[ pgt—(1-+¢*)s]=o0,

on aura
dydy dzdy + dy oz dx dx

(1+p*)s—pqr (I+’q’)r——(r-\—-p’)—t :pqt-—-(l—}—q")s

en vertu des relations entre les coefficients et les racines d’une équa-
tion. On aura donc pour ’équation cherchée

0*H 0*H _
o2 L0+ @)s —pgtl+ oo [l p?) i — (1 ') r]

59) IH
( + gy Lpgr — i+ p)s]=o,

ce qui est le résultat de M. Maurice Levy.
Pour abréger, nous désignerons le premier membre de I’équation
précédente sous la forme

2 2
(60) AZH .B% c‘i)ylf,_

Proposons-nous, comme nouvelle application, de chercher la surface
la plus générale qui, en se déplacant sans changer de forme, engendre
une famille de surfaces faisant partie d’un systeme triple orthogonal.
Nous prendrons des axes mobiles invariablement liés 2 cette surtdce et
par rapport auxquels elle aura toujours la méme équation, et nous
choisirons comme variables indépendantes u et les coordonnées rela-
tives @, y. Les différentielles d, 0 se rapportant au cas ol u est con-
stant, il importe peu que les axes soient mobiles quand u varie; I'équa-
tion du probleme sera encore I’équation (60). L’expression seule de H
changera, et nous allons la calculer avec les nouvelles variables.

Nous aurons souvent & faire le caleul de H avec des variables quel-
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conques. Ce calcul est beaucoup simplifié par la remarque suivante :
Supposons d’abord que 'on ait rapporté les points a des axes toujours
fixes, et que ’on considere u comme fonction de «, ¥, z; on aura

I___\/ du \*? du\? Qﬁ”
a=V (%) + (7))~ (5

On déduit de la que H est la valeur minimum de %, ds désignant la

différentielle de I’arc quand, partant d’un point M, on se déplace dans
toutes les directions. Cette propriété de H va nous permetire de I'é-
crire dans toutes les hypotheses. '
Dans le cas actuel, la surface est invariable de forme, et les axes se
déplacent avec elle et changent avec . En vertu des théoremes sur le
mouvement relatif, le déplacement absolu résulte de la composition da
déplacement relatif du point et de celui qu’il aurait s’il était invaria-
blement 1ié aux axes mobiles. Si donc d’'x, d'y, d'z désignent les varia-
tions des coordonnées relatives, si dx, dy, dz désignent les projections
sur les axes du déplacement absolu, on aura des formules de la forme

dz=dz+ (a+ Pz — yy)du,

dy =dy -+ b+ yx — az)du,

dz=d'z -+ (¢ + oy — Bx)du,
a, b, ¢, a, 3, y désignant les composantes des trois translations et des
trois rotations par lesquelles on passe du systeme d’axes mobiles au

systeme infiniment voisin. D’ailleurs, la surface u ne variant pas de
forme, on a

dz=pdx—+qdy,
et, par suite,
dz —pdx — qdy =du[c— ap—bq + a(y + qz) — B(z 4+ p2z) + y(gz — py)].
On déduit de 1a la valeur minimum de 2%7 c’est-a-dire de H,

(65) W= P—ba+aly+qs)—pz+ps)+ylgz—py)

7

Vi+pi+ g
si donc on convient de poser, pour abréger,
(63) Alp)=A -2 v s P

R e — - C —
0Z i pirg 02U Jivp+g U irprg
16.



124 G. DARBOUX.

expression Ap indiquant une opération a effectuer sur p., Péquation
aux dérivées partielles deviendra

(64) ¢A(r)—al(p)—bA(g)+axA(y+qz)+BA(z+ps)+yAlgz—py)=o.

L’équation précédente doit étre satisfaite, quel que soit z, et elle se
décomposera généralement en plusieurs autres. Par exemple, si I'on
veut une surface qui, dans un déplacement quelconque, engendre une
famille faisant partie d’un systeme triple, il faudra que les six équa-
tions que l'on obtient en égalant & zéro les coefficients de a, b, ¢, «,
£, v soient satisfaites. C'est ce qui a lieu pour les spheres et les plans.
Si l'on ne veut considérer que des translations quelconques, il suffira
que l'on ait
A(1)=o0, A(p)=o0, A(q)=o.

Dans tous les cas on voit que, si I'équation est satisfaite pour deux dé-
placements, elle le sera pour tous ceux qui résultent de leur composi-
tion. Cela résulte de sa forme, linéaire par rapport aux rotations et aux
translations.

La surface contenant le plus d’arbitraires sera évidemment celle qui
n’engendre que par un seul mouvement une famille de surfaces faisant
partie d’un systeme triple. Pour une telle surface, les rapports de ,
b, ¢, o, {3, y sont des constantes. Le mouvement de la surface est donc
un mouvement hélicoidal. Supposons que I'axe de ce mouvement ait
été pris pour axe des z; on aura

a=b=a=B=o0, c=ky,

k désignant une conslante, et 'équation aux dérivées partielles de la
surface deviendra '

(65) Algze —py+k)=o.

D’ailleurs, I’équation _
Ap.=o

admettant Loujours I'intégrale

-

—_—— a2+ )+ bx+cy + hz +a
fepoo (22 +y ) y ai,
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comme il est facile de le vérifier, on voit qu’on aura des solutions par-
ticulieres de I’équation (65) en posant

(66) gz —pr+h_
’ Vi+p+g
Il est facile d’intégrer cette équation.
Prenons comme variables indépendantes les coordonnées polaires

p=\x*+y?, o =arctang %‘,

O—Z—I—If "t a2 9z g 9z \*

o) op A ’
et sous cette forme on apergoit immédiatement qu’il y a une solution
complete, somme d’une fonction de p et d’une fonction de w. On trouve

ainsi
z=ho + — f\//z—i—lr ——a’————d

ket C étant deux constantes, et de cette solution complete, qui repré-
sente un hélicoide réglé, on déduira I'intégrale générale.

elle deviendra

V. — Formation de I équation aux dérivées partielles
q - . . p
quand u est une fonction implicite de x, vy, =

Dans tout ce qui précede, nous avons suppose que I'équation de la
famille de surfaces était résolue par rapport a I’'une des variables « ou .
Nous considérerons maintenant le cas, trés-important pour les applica-
tions, ol cette équation est de la forme

(68) o{z,y,5, u)=o.
La quantité que nous avons désignée par H aura ici pour valeur

de
Ju

V-G~ ()

H=
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ou, en posant

. do ,
(69] S =

etadoptant les notations précédentes,

(7] He ot
?

Toutes les équations qui nous ont servi de point de départ,

N s <v W
O, U = 0O, Oyl =20, ) == 0,
u
subsistent sans modifications quand on y remplace u par ¢ ct que, dans
les dérivées, on traite u comme une constante. Ainsi 'on a

d,v=0, Oyw=o0,

0y = (0 W = ) Q.. .= 0,

En effet, comme ces équations sont celles qui déterminent les direc-
tions des lignes de courbure et comme u est constant pour chaque sur-
face, il importe peu que I’équation soit résolue ou non par rapport a «;
elle est toujours implicite par rapport aux variables x, y, z.

Quant & I'équation du troisieme ordre, elle est toujours la méme

U|W|I'I|| -t (0| Yo ~~ Wluz) I:.[n -+ .. .= 0;

mais ici, en prenant les dérivées secondes, on devrait considérer u
comme fonction de «, y, z, et tenir compte des termes qui pro-
viennent de ces dérivées. Or on verra tres-facilement que ces termes
donnent une somme nulle, en sorte que dans I’équation précédente on
pourra supposer que les dérivées de H soient prises en laissant u con-
stant. En éliminant ¢;, %y, on trouvera comme précédemment

H, H. H, H, H, H,
Qi Qa2 Paz Qa2 Qi3 @iz

) 1 1 I (8] o (]
! 7 ll: S’: = 0,
20, 0 (o] (o} @3 P2
O 20¢, (o] D3 (o] Q4

) o0 20, 9, ¢ o
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ouw toules les derivées doivent étre prises, en laissant w constant. On voit
qu’en définitive I'équation exprime une relation entre les dérivées par-

. . . 0
tielles par rapport a 2, y, s de deux fonctions ¢ et ¢'= % Cette rela-

tion n’est pas d’ailleurs nécessairement identique, et il suffit qu’elle
soit vérifiée en tenant compte de la relation qui lie v A 2, y, z.
L’équation précédente, étant mise sous forme irrationnelle, devient
a peu pres inutile pour les calculs. Aussi vais-je calculer la méme équa-
tion mise sous forme rationnelle. A cet effet, reprenons I'équation

Zviwngy = o,

et appliquons-lui la méthode que nous avons suivie. Prenons le 4, du
premier membre. En tenant compte de I'identité

f),, G 6, [ (’:)\y Cp') U; === 0,

et en remplacant u; par — ?P—f; on chassera toutes les dérivées secondes

de ¢, w, e, en supprimant quelques termes de somme nulle, on trouvera
fna) 2EBirviw == o,
ou l'on a

Bt = 0" Su019un — 9 294 — 20" 20adu - 0 20a0in + ¢; 2 @aQune
On obtiendra ainsi I’équation finale
By, Bx. By By B. Be
Pu Gn Pu Pu P n

, I 1 I 0O ] o]

(72 =0,
2¢, © o 0 o @
o 2¢: 8] @i o @y

0o "o 295 @ ¢ O

qui n’est pas beaucoup plus compliquée que I’équation résolue par
rapport & u. Ce résultat paraitra intéressant si I’on songe au nombre
de termes qu’aurait pu introduire le calcul des dérivées secondes et
troisiemes de « défini comme fonction implicile.
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En développant le déterminant, on trouvera

¢¢ [Bus[9n— @u) + 01 (B —Bu)] + ...
+ 02 0.[2B1:02s — 2B 0y + Bnow — Bugn + By — Bipu] + ..
— 0*¢s[2B1s¢2s — 2By 05 + By o — Bizgys + Bin@re — Bugia ] 4.
~+ 0:9:05[ But (P22 — 9as) =+ Baa (92 — @ur) ~+ Bas (91 — 9} ] = 0.

Les termes non écrits se déduisent des trois premiers par des per-
mutations circulaires.

Faisons une application de ’équation précédente, et cherchons tous
les systemes orthogonanx comprenant une famille de surfaces & centre
du second degré, ayant les mémes plans principaux. Soit

. xi .»},-2 zz .
I’équation des surfaces ot A, B, C sont des fonctions inconnues du pa-
rametre . En exprimant que I'équation précédente est satisfaite, on
trouve

xt oy

N ] 2 '
(04) wys <-A- i+ ic) [(B— C)AdA~+ (C—A)BdB + (A—B) CdC] = o.
On devra donc avoir, entre les trois fonctions A, B, C, la relation diffé-
rentielle

(75) (B—C)AdA + (C—A)BdB + (A — B) CdC = o.

Cest ’équation obtenue par M. Maurice Levy dans un important Mé-
moire inséré au XLII® Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique. La
méthode par laquelle nous 'obtenons sert de vérification & nos caleuls.

L’équation différentielle précédente établissant une seule relation
entre trois fonctions arbitraires d’'une seule variable, on pourra y sa-
tisfaire en prenant pour B une fonction quelconque de A, etl’on aura
ensuite i intégrer cette équation, qui deviendra une relation différen-
ticlle ordinaire entre A et B. Il y a donc un trés-grand nombre de sys-
temes orthogonaux dont I'une des familles est composée de surfaces
du second degré. M. Levy, dans le travail déja cité, en a fait connaitre
un certain nombre; mais je vais montrer qu’on peut les trouver tous et
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intégrer complétement I'équation différentielle i trois variables que
nous venons d’obtenir.
On peut, en effet, ’écrire sous la forme

(76 B(C—A)d(B—A)+C(A—B)d(C—A)=o.

Supposons que C — A soit le parametre u. Posons
C—A=uy,

et prenons arbitrairement

(77) B—A=o(u),

¢ étant une fonction quelconque de u. L’équation différentielle (76) se
réduira a I'équation finie

(78) B(C—Aj¢' (u)=Co(u),

et les formules précédentes donneront

ﬁ?;, B:_co(1¢~—9) C— uq;’(u—q)

I
—9 “g' — ¢ ug'—o

m

@
{79) A:: bl
.79 ’ w

o' désignant la dérivée de @, ce qui constilue la solutmn générale de
I"équation proposée.

Appliquons, par exemple, ces formules & la rechcrche de tous les
systemes pour lesquels il y a entre les carrés des trois axes A, B, C une

relation linéaire et homogene

mA +nB+pC=o

En substituant a la place de A, B, C leurs valeurs, nous aurons, pour
déterminer ¢, I’équation

1 — o n !
(P+—+—£P~_—:o,
w—o0 u o

m

dont 'intégrale s’apercoit immédiatement. Elle est
(16 — @ )mu" ¢? = const.

On peut encore, au lieu de suivre la marche précédente, remarquer

”~

Ann. de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — AvniL 1878, 17
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que équation (76) peut étre remplacée par le systeme suivant :

[ AdA=(mA + n)du,
(80) ) S BdB = (mB + n) du,

\

( CdC =(mC + n)du,

ou m, n sont, soit des constantes, soit des fonctions de u. Supposons,

. I . ’
par exemple, que 'on ait » = —~, m = o, on trouvera, en integrant,

AN=w+2, B=w+p C=uw-+7.

C’est un systéme dans lequel ce ne sont plus les diftérences des carrés
des axes, mais celles de leurs quatriemes pu1ssances, qui sont con-
stantes.

Quand on adopte ce dernier mode de solution, on trouve facilement
que les deux autres familles complétant le systeme sont données par
I'élimination de w entre les deux équations

x! ,y-? z'l

X -+ t'ﬁ -+ '-C' — I == 0,

2t 2 z° _
-+ -+ —1==o0,

ot z est la solution la plus générale de I’équation

tdt = (mt + n)du,

la constante arbitraire introduite par I'intégration étant considérée
comme le parametre de la famille correspondante.

Dans le Mémoire que nous avons déja cité, M. Maurice Levy a dé¢-
montré cet important théoreme que, si une famille de surfaces du se-
cond degré fait partie d’un systeme orthogonal, les plans principaux
de ces surfaces sont les mémes; par conséquent, les systemes précé-
dents, en y comprenant ceux qui sont formés avec des surfaces dé-
pourvues de centre et qui en sont un cas limite, sont les seuls qu’on
puisse former avec des surfaces du second degré. Je vais rattacher le
théoreme de M. Levy a une proposition plus générale et montrer que,
st une famille de surfaces faisant partie d’'un systeme triple est com-
posée de surfaces ayant chacune un plan de symétrie, les plans de sy-
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métrie de toutes ces surfaces doivent coincider, excepté dans certains
cas qui sont nettement définis par la démonstration elle-méme.

Pour établir cette proposition, je ferai usage d’une propriété fonda-
mentale, déja signalée, de I’équation aux dérivées partielles du troi-
sieme ‘ordre que nous avons trouvée. Cette équation peut étre consi-
dérée comme établissant une relation entre les dérivées partielles de

. do . .
deux fonctions ¢ et ¢’ = —= prises par rapport & , y, s seulement. On

pourra done, dans I’étude du probleme, rapporter les surfaces a des

axes qui seront variables quand on passera d’une surface 2 une autre,
. .. Ao
ala seule condition de calculer exactement Y

Supposons que la surface de parametre u, ait été rapportée a des axes
(ui changeront lorsqu’on passera de cette surface & la voisine, de para-
metre u, + du,. Alorsles coordonnées d’'un point fixe (@, y, z) seront
des fonctions de z dont les dérivées seront données par des ¢quations

de la forme

, : oy
(81) “—=qz—ry+a, o =% —PpE+ B,

0z
S gu =PY 4T

0
P, ¢, rétant les composantes des trois relations, et «, (3, 7 celles des
translations quand on passe du systeme d’axes choisi au systeme infi-
niment voisin correspondant & la surface u + du. Soit donc

o(x, 7,3, u)=o0

I'équation de la surface rapportée & des axes mobiles. La dérivée du
premicr membre par rapport & u sera

do  do dzxz | o dy  do 0z
u 0w ou 0y ou T 9z ou’
ou
o

ot elgg—ry+a) 4+ o(re—pz+f)+ alpy—qz+y

Telle est ’expression qu’il faudra mettre dans H ala place de ¢, ce qui
donne

ﬁo.+<pl(qz—ry+oz}—k- G(re—ps+B) -+ 0 (py—qz-+7)

(8?) I]:‘.::: Ow * . S

117.
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et, en substituant cette valeur de H dans I’équation (7r1) ou dans la

suivante : .
doH — H,ddx — H,ddy — Hiddz = o,

on aura I’équation cherchée. ‘

Cela posé, supposons qu’une surface de la famille ait un plan de
symétrie qu’elle coupe suivant une courbe (C). En un point de la
courbe (C) les directions des lignes de courbure sont: 1° celles de la
tangente & la courbe C, définie par dx, dy quelconques, et dz = o;
2° celles de la normale au plan pour laquelle

® dox=o0, Oy=o.

En substituant ces valeurs des différentielles dans I’équation précé-

dente, on trouve
——-——02H dx + —()QH dy—o0
0x 03 Jdy 0z J=0

Cette équation exprime évidemment que Z—Ig est constant en tous

les points de la courbe (C). On a donc, pour tous les points de cette
courbe,
oH

(83) P = C.

oH .
Pour calculer ==, nous remarquerons que la surface ayant pour

plan de symétrie la courbe (C), son équation ne contient que les puis-
sances paires de z. Toutes les dérivées de o, prises une foisseulement par
rapport & z, seront donc nulles pour tous les points de la courbe (C)
et méme de son plan. En utilisant cette remarque, on trouve

E)_H — gOi— PP+ 0 (py — qx + }’)’
oz Vo + o

el, par conséquent,
(83) (99— Por+9ulpy — gz +y)I'=C (9] + 91),

équation qui devra étre vérifiée en tous les points de la courbe (C).
Supposons que la forme des surfaces choisies rende cette équation
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impossible, il faudra supposer
(84) P:O, q:o, }l:o, C:o;

or les trois premiéres équations expriment que, lorsqu’on passera
d’une surface a la surface infiniment voisine, le mouvement du systeme
d’axes choisi sera tel que le plan des xy glisse sur lui-méme. Si
toutes les surfaces ont un plan de symétrie, et si, en outre, les condi-
tions (84) sont toujours remplies, on voit que tous les plans de symé-
trie des surfaces d’'un méme systeme coincideront.

Appliquons ces remarques aux surfaces du second degré. La section
par le plan principal ayant pour équation

9(z,y)=o0,
on devra avoir

(49— po:+ 0y (py—qz + 7)) =C (o} + ¢3)

en tous les points de cette section, ¢,, désignant la dérivée seconde,
par rapport a4 z, du premier membre de I’équation de la surface, qui
est nécessairement une constante. L’équation précédente exprime que
les deux droites représentées par I’équation

?‘iq)g\/——lzo

sont tangentes & la courbe, ce qui ne peut arriver, on s’en assure aisé-
ment, que si la section principale se réduit a un cercle ou a deux
droites, c'est-h-dire si la surface est de révolution ou conique. On
sait, en effet, que, dans cc cas, des surfaces peuvent faire partie
d’un systeme orthogonal sans que leurs plans de symétrie coincident.
Laissons donc cette hypothese de coté et faisons C = o.

Supposons, en outre, la section rapportée a son centre et a ses axes,
et représentée par I’équation

az’+ by +1=o,

alors, en désignant par 2« la valeur de ¢,,, I'équation, qui doit étre
vérifiée, se réduira a

qax —pby + a(py —qx +7) =0,
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ce qui donne

gl¢ —a)=0, p(b—ax)=0, ay=o.
Si I'une des trois quantités o, @ — «, b — « était nulle, la surface se-
rait soit cylindrique, soit de révolution. Ecartons ces hypotheses, et
nous trouverons .
p=q=y =o,
¢’est-a-dire que les équations (84) seront satisfaites. Nous obtenons
donc le théoréme suivant :

Toutes les fois que des surfaces du second degré qui ne sont ni coni-
ques, ni cylindrigues, ni de révolution, forment une famille faisant partie
d’un systéme triple, leurs plans principaux coincident.

Revenons au cas général. On peut donner uneinterprétation élégante
de I’équation (83).

Considérons la surface représentée par I’équation

o(x, ¥, 5,u)=o0,

ayant pour plan principal le plan des xy, et menons-lui la normale
en un point (z, y, z). Elle aura pour équations

X—2z Y—yp Z—z

’

@, @2 @y
X, Y, Z désignant les coordonnées variables, etle point ol elle coupera
le plan de symétrie sera défini par les formules

r ZCD, ¥4 @'_n
X=ma— 28, v=p - 22
Gy G

Si le pied de la normale se rapproche d’un point M de la courbe (C),
section de la surface par son plan de symétrie, = tendra vers zéro,

U; .. . , . z . A
= aura pour limite ¢,, et le point XY, défini par les équations précé-
dentes, deviendra le centre de courbure correspondant & la section

normale en M au plan de symétrie.
En appelant @', ' les coordonnées de ce centre, p le rayon de cour-
bure, on aura donc
fmp— B
x =X ?337 Y =Yy

b, T

Q33 P33
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et la formule (88) deviendra

4

(85) py' — qx' +y=Cp,

ce qui veut dire que le rayon de courbure doit, ou bien étre constant,
si p et ¢ sont nuls, ou bien étre proportionnel & la .distance du centre
de courbure & une droite fixe du plan. Cette droite est d’ailleurs la ca-
ractéristique du plan, ¢’est-d-dire I'intersection du plan avec sa posi-
tion infiniment voisine. On peut encore interpréter la condition pré-
cédente en remarquant que la sphere qui a pour centre le centre de
courbure et pour rayon le rayon de courbure, c¢’est-a-dire 'une des
deux spheres osculatrices & la surface, coupe, sous un angle con-
stant, tout plan fixe passant par la caractéristique du plan de symétric.
Nous avons donc le théoreme suivant:

Pour que des surfaces qui font partie d’un systéme triple orthogonal
et ont un plan de syméirie sotent dans une position telle que ces plans ne
coincident pas, il est nécessaire que les spheres osculatrices & ces surfaces
en tous les points de la section par le plan de syméirie, suivant la direc-
tion normale & ce plan, coupent, sous un angle constant, l'un quelconque
des plans qui passent par une droite fixe du plan de symdirie, droite qui
est alors ['intersection de ce plan et du plan de symeétrie de la surface
infiniment voisine.

Appliquons cette proposition a la recherche des systemes formés
avec des surfaces de révolution, et prenons pour axe des « I'axe de Ia
surface; alors y’ sera nul, et I'équation (85) deviendra

Co=y-—qx'.

En général, il n'y a pas une relation aussi simple entre la normale g
4 la courbe méridienne et 'abscisse du point ou elle coupe I'axe. Il

faut done que I'on ait
C= Y =(q==o0.

Il 0’y a donc pas de composante normale 4 I'axe de la rotation et de
la translation du systeme, puisque la'relation précédente a licu pour
tous les méridiens, ¢’est-d-dire que I'axe demeure fixe et est lc méme
pour toutes les surfaces. ’
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Mais supposons qu'il existe entre p et 2’ une relation de la forme
Co=y—qx'.

Si C = o, on a une sphére; si ¢ = o, on asoit une sphere, soit un cy-
lindre de révolution; enfin, dans les autres cas, on a un méridien ree-
tiligne, ¢’est-a-dire un cone de révolution : ces cas d’exception étaient
faciles & prévoir. On sait, par exemple, que I'on peut former un sys-
teme triple avec une famille de cones de révolution quelconques assu-
jettis seulement & avoir le méme sommet. La proposition générale éta-
blie plus haut est donc confirmée par cette application.

Une proposition analogue a la precedente peut étre démontrée dans
le cas ou I'on a une f'mnlle de surfaces qui sont chacune analla@ma-
tiques par rapport & une sphere particuliere. Chaque surface coupe la
sphere qui lui correspond & angle droit et suivant une ligne de cour-
bure (C). Les directions des lignes de courbure en un point de cette
courbe sont la tangente & la courbe et le rayon de la sphere. Si 'on
prend des axes qui changent quand on passe d’une surface a I'autre et
soient assujettis & avoir pour origine le centre de la sphere par rapport
a laquelle la surface est anallagmatique, I'équation du troisieme ordre
prendra la forme

0rH
doH = I

de + LB dy o ydz) =
zdx ()xdy(x ly +ydx)+ ...=o,
dx, dy, dz indiquant des déplacements suivant la courbe (C). L’équa-
tion peut s’écrire
oH oH oH 3
d(x—a;—f—]’?)y—l—z-a———-:ﬂ) =o,
et, par conséquent, pour tous les points de Ia courbe (C), on aura

oH oH oH
(86) H——x%——y—()—;——z-b—z—_—C,

C désignant une constante.
Or on verra facilement que, si

T+ —-R=o0

est1’équation de la sphere par rapport & laquelle la surface est anal-



SUR LA THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES, ETC. 137

lagmatique, I’équation de la surface peut s’écrire

o(s, 2, 5,3 u)=o,
s désignant
s=a+ )+ 22+ R
et ¢ une fonction homogene de z, y, =, s, et I'on trouvera sans peine

i 09
9=+ ei(gs—ry+a)+g(ra —pz+f)

9 ' IR
+ o (pr—gqz+y) 250 (ow+ﬁy-r}'2+ R(—,;)

!

- R . do’ 2
\/‘PI+CP2+<P§—4I{’<'£“>

Quant a ’équation (86), par suite de I'introduction de la variable s,
elle prend la forme

OH oH JH . N
H— —o;——y—oy——z—d—z——z(x +y’+z)—o~s——C,

et, comme en tous les points de la courbe (C) on a

2 (22 4y + 2%) =3,

on trouve
oH . oH oH oH

oz "Voy TP T =6

H—=x
Or la fonction H est la somme de deux foncuons homogeénes de «, y, z, s,
l'une de degré 1, qui s’élimine de lequauon preccdente en vertu du
théoreme des fonctions homogenes, et I'autre de degré zéro, et pour

laquelle I'opération
0 Jd 0

rr T-y()]‘ 2T

donne un résultat nul. En tenant compte de cetlte remarque, on a sans
calcul

i}
(88) a<p|+ﬁcP,-r—ycps+2Rd C\/CP +(Pz+<?3—4[{2< (P>

en tous les points de la courbe (C). Or, sila nature de la surface rend
Ann. de I’Ec, Normale. 2¢ Série. Tome VIL — AvmiL 1878. 18
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cette équation impossible a vérifier, il faudra que I'on ait
dR
C=o0, a=o0, f=o, y=o, - =0
Ces équations expriment que l'origine des coordonnées est fixe et que
le rayon de la sphere est invariable, ce qui donne le théoréme suivant :

Un systéme orthogonal étant formé de surfaces anallagmatiques, toutes
ces surfaces doivent élre anallagmatiques par rapport a la méme sphere,
@ moins que la relation (88) ne puisse étre satisfaite.

On verra facilement que la relation (88) peut se ramener a la forme
suivante. Considérons la sphire osculatrice en un point M de (C)a Ia
surface suivant la direction de la ligne de courbure normale & (C), ligne
de courbure dont la tangente est dirigée suivant le rayon. L’équation
(88) donne, entre les coordonnées o/, /, 2’ de son centre et son rayon,

la relation
oR

(8¢) ax’—!—{iy’—%—yz’—R(T:?:Cp,

qui exprime que cette sphere doit couper un plan fixe sous un angle
constant. Ce plan est Uintersection de la sphere et de la sphere infini-
ment voisine par rapport a laquelle la surface infiniment voisine est
anallagmatique.

Il suit du théortme général précédent que, si I'une des familles
d'un systeme triple est formée de cyclides, ces surfaces doivent étre
anallagmatiques par rapport aux cinq mémes spheres, ce qui simplifie
beaucoup la recherche de pareils systemes.

Mais, avant d’entreprendrg cette recherche, nous allons donner
quelques notions sur un systeme particulier de coordonnées dont nous
aurons & faire usage dans cetlte recherche et dans celles qui suivront.
Ce systeme a déja é1é étudi¢ dans notre ouvrage Sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces algébrigues. Nous allons en rappeler
rapidement la définition et les propriétés.

§ VI. — Notions sur les coordonnées pentasphériques.
Considérons une sphere quelconque rapportée a des axes peclangu-
laires; on peut toujours écrire son équation sous la forme
x? —*T y-? + Z? — Rz L - },.z - 22 4 Rz

(9o) o =" SR T aytas el = o
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i désignanty — 1, et en supposant que 'on ait
‘g1 ol ol ..+ al=1.

Si I’on désigne par &/, ', =’ les coordonnées du centre et par p le
rayon de cette sphere, on trouvera facilement

"(-)0) o e, R , I R o ) a;R R
R oy~ Loty

— 3 = 4 —r
cy + Loy o+l oy = L

el par suile, pour un point quelconque de ’espace, le premier membre
de I'équation (9o ) aura pour valeur

fo3 24174 32— R2 ) ) ~ . X -z - R2
(93) a R Y N R P o0

:RP—:
2p

S désignant la puissance de ce point par rapport & la spheére. Remar-
quons, une fois pour toutes, que si la sphere se réduisait & un plan,
si Pon avait ¢, + fo; = o, § devrait étre remplacé par la distance au
plan. '

Supposons que 'on ait deux spheres représentées par les équations

x? - y? - 2t — R?

o, Ty ‘X ... =0,
xt - y* - 22 — R2
B TR + Bz +...=o.

Les calculs les plus élémentaires donnent la condition pour que les
deux spheres se coupent & angle droit. On trouve ainsi

e By ot B -t oy By - 2 B4 - o B == 0.

La forme de cette relation nous conduit & une théorie trés-simple du
systeme de cing spheres orthogonales. Considérons cinqg spheres S,, ...,
S; de rayons R,, ..., B, et écrivons leurs équations sous la forme

§ X2yt 3t — R?

3 I3 P. R x4 224 R2 S,
(94) «, AR o, Xt Yo s la =

s 2R Y T

qui convient & la sphere Sy, et ot 'on devra donner a 4 les valeurs 1,
2, ..., 5. Nous aurons d’abord, par hypothese,

(95L (“k)z"{‘ (”-/'f)z'l— R (alg)’: 1,
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ct en second lieu, les spheres étant orthogonales,

I3

96 ok ot kol 4. ..+ afal =o.
h 1 2 2 5 5

Ces deux groupes de formules rattachent la théorie du systeme des
spheres & celle d'une substitution linéaire orthogonale & cing variables.
On voit, en effet, qu’il y a entre les coelficients «; les relations qui ca-
ractérisent ces substitutions. '

On déduit de cette remarque une premiere propriété fondamentale
dans cette théorie. En élevant ’équation (94) au carré et-faisant la
somme des équations ainsi obtenues, on a

2

ol 2 2 2 _| 2__ P2\ 2 2 i A 2 - R2\ ¢
) (R e (AR,

{ 23/.

Ainsi, entre les puissances d’un point quelconque par rapport aux cinq
spheres, on a la relation identique

(97) Y (&) =0
97 A\ Ry -
Nous pouvons maintenant définir le nouveau systeme de coordon-

nées que nous avons proposé. Nous définirons, comme coordonnées
pentasphériques d'un point, les cing quantités a, proportionnelles

.S
a-R—k,
i S
(98) Z= A

et, comme nous n’emploierons que des équations homogenes, le fac-
teur A n’aura aucune influence sur les résultats. On aura d’ailleurs, en
vertu de la formule (97),

{99) Zi+ 2 +.. . +2xl=o0;

ainsi les cinq coordonnées devront étre liées par I’équation précédente.
Examinons d’abord comment on passera de ces coordonnées aux

coordonnées ordinaires. La formule (94), en tenant compte de I'équa-

tion (98), s’écrit

§ Xy zt—R? b

3 , . x'l 2 2 2
o i i o d il T E R

s 2R - 21"’”'

(100)
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Si I'on donne & £ les cinq valeurs 1, 2, ..., 5 et que I’on résolve ces
équations par rapport aux cing inconnues

24y 4+ =R 2432+ R
2R ’ 2R ’

X, Y 3,

ce qui se fait de la maniere la plus simple, on trouvera

'+ +z2—R R

2R 27\(a:x.+a3x,+---+a3xs)v

R, : .
x—_q—)\(agxl-i—aczxa—k--v-"' “'."rf')’

(101) — R '+ alx, e ad
.‘7'___21(@3 el 4. O(;,xs)a
R { 2 ' 5 \
Z,__Q)\(a“x‘—{. a‘x2~1—...+a4xh/v

24yt R =i 2

. = (a'm,+ X At
2R 2k (T )

En retranchant la premicre et la derniere de ces équations, on
frouvera

(102)  2RA=—z (a! +ia)) —x:(al+ia}) —.. . — 2 (ot +Tat),

et X étant connu, les formules (1or) feront connaitre =, y, z,
x* + y* -+ z*, qui seront des quotients de fonctions linéaires de x,,
Loy o0 oy Ly

Sil’on prend la différentielle de la formule (roo0) et que I'on effectue
la somme des carrés des équations oblenues en donnant & £ les va-
leurs v, ..., 5, on trouvera

v dyre der= 2N o (2T
dx+dy+dz_42[d<}~>]7

ou, en se rappelant que l’on a

¥

Zx;=o,

et, par conséquent,
Zxpdxy= o,

(103) dx? - dy* + dz* = 1—17\—’ (dzt+ dx} + ...+ dx}).
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Proposons-nous maintenant d’établir les relations d’orthogonalité

dans ce systeme de coordonnées.
Nous remarquerons d’abord les relations suivantes, faciles a véri-
fier, entre les puissances d’un point par rapport aux cinq spheres or-

thogonales:
0S; 08;\2 08y
el = 4 (S
(@) = ()= (3) = asem.

( 0S; 0S¢ 0SSy Sy 0S; 0Sy

(104
—J;T)}——i—d—y;@—_—i—m—?;:«(&-i—%)-
Cela posé, considérons les équations de deux surfaces
(105} (S, .., 8)=0, Y(S,...,8)=o0,
contenant les cing quantités S;, et formons I’expression

o 09 0y  d9 9y | Jo ‘)V
V)= —L L 4 %
{106) (¢ &) dx 0z dy dy 0z 03’

3 ()q/
(o 4) Z Ey 08k Ub/. S,

¢’est-d-dire, en tenant comple des formules (104),

_ Jo o Jdo 9y
(e, ¢) =2 (ZS” os,,) o:’,, <ZS’ da,f> < 0m> + 42 R, 55 78,7

si donc les fonctions ¢, ¢ sont homogenes, on aura, en vertu des équa-

tions (105),
S —npmo, Yadi-

et la condition d’orthogonalité prendra la forme
Z"k 081 0%~
ou, en introduisant les quantités x,

J9 9% _
dxy dzx

on aura évidemment

(ro7)

1
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équation qui est de forme toute pareille & la relation ordinaire, mais
qui exige que les équations aient é(¢é mises sous forme homogene.

Or il est trés-facile d’atteindre ce résultat. D'abord, si les expres-
sions ¢, ¢ onl éLé exprimées en , ¥, 5, en substiluant pour x, y, s
leurs valeurs déduites des formules (ror1), et qui sont homogenes, on
aura des équations homogenes; mais supposons qu’on ait trouvé direc-
tement une relation non homogene entre S,, ..., S;,

si on se reporte a la relation (102), et que I'on remarque que, pour
)\ =1,

Xi== 557

et que l'on a, d’aillears, en vertu des formules (92 ),

T R
o o = g

on voit que cette relation (102) deviendra

s 8, 8,
(108) 2 e :

t

Il ya donc entre les cing puissances S; une relation non homogene
dont on peut profiter pour rendre homogene toute relation ou elles
figurent.

I’équation (107) nous conduit immédiatement au systeme ortho-
gonal formé de (rois familles de cyclides; considérons, en effet, les
surfaces représentées par 1'équation

2 . 2 2 2 2
x] ) x? : x:

= ol -+ = =
r— a, A—a, ) — a, h— a, A— a

x

[109) =0,
toute pareille & celle des surfaces du second degré. 11 passe (rois de ces
surfaces par un point quelconque de Pespace. Deux quelconques d’entre
clles se coupent & angle droit. Je ne reviendrai point sur tous ces
points, pour lesquels je renverrai & mes Mémoires antérieurs ¢t & mon
Ouvrage déja cité, ct je me contenterai de rappeler que, pour le systeme
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précédent, on trouve

ds*= dz*+ dy*+ dz*

[(P —plle—p)dp  (p—p) (pr—pa)dpl | (p2—p) (pnfff')llpi‘],
fle) flpy) fles) -

(110)

L
e
ol I'on a posé
fA=0—a)A—a) ..., (A—a).

§ VII. — Des systémes orthogonaux formés d’une famille de cyclides.

Bien que nous ayons déja indiqué un théoreme général qui conduit
a admettre que les cyclides faisant partie d’une méme famille doivent
_ étre anallagmatiques par rapport aux cinq mémes spheres, nous allons
donner une autre démonstration qui s’applique aussi aux surfaces du
second degré.

L’équation d’une famille de ¢yclides peut toujours étre écrite

x

(r11) : =0
pourvu que I'on regarde dans cette équation les quantités o; comme
des fonctions du parametre u et les quantités ; comme des quantités
variables, fonctions linéaires de @, y, 7, #* +y* 4+ z*, dont les coeffi-
cients dépendront de u. Les équations

Xi=— 0

représentent les cing spheres par rapport auxquelles la cyclide de para-
metre u est anallagmatique. Les quantités x; dépendant de u et étant
d’ailleurs liées par la relation

z} 4. +xi=o0,
on aura pour leurs dérivées des expressions de la forme

0x;
(112) ———':az,-,m—i—...-’r—a,-sxs,

du
ot les o sont des fonctions de u satisfaisant aux conditions

Qii == 0, g =+ i == O.
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Ces équations sont toutes semblables & celles que 1’on rencontre dans
la théorie du déplacement d’une figure.

Cela posé, siles cyclides font partie d’un systeme orthogonal, chaque
surface des deux autres familles leur sera orthogonale et les coupera
suivant une ligne de courbure.

Si donc on considere la cyclide (C)

—_==0
hed L
faisant partie du systeme, toute autre surface (=) de I'une des deux

autres familles pourra étre considérée comme 'enveloppe de la cy-
clide (C')

x}
(113) Z(Ii_‘_zz(a,

qui coupe la premitre cyclide orthogonalement suivant une ligne de
courbure, ¢ étant une fonction convenablement cheisie du parameétre w.
Pour avoir cette enveloppe, prenons la dérivée par rapport & u de I’é-
quation (r13), nous aurons

o _dx,-
n Z x? (lt_gﬁ>+z x,%—
rd) (ai—t)* \du ~ du a—1t
L’équation (ri14), si 'on y remplace les %—%’ par leurs valeurs dé-

duites des formules (112), devient du second degré et représente une
cyclide qui doit couper la cyclide () (113) suivant la ligne de courbure
intersection de (C) et de (C’). Or I'équation générale des cyclides pas-
sant par U'intersection de (C) et de (C’) s’obtient en combinant linéai-
rement leurs équations. Il faut donc que I’équation (114), aprés qu’on

, dz; .
y aura remplacé _— par leurs valeurs, ne contienne pas de rectangle,

ce qui entraine les équations

-

I I ° a; — Q.
o B T =l § R 4 B
i a;—t ar— t ‘k(ai—t)(a;f——l)’

donc, tant que les cyclides considérées seront les cyclides générales ct
Ann, de UEc. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Mar 1878. 19
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que 'on n’aura pas

a; = ax,
il faudra que l’on ait

%k = 0,
et, par conséquent,

(lx,- .

du = 7

ce qui exige que les cinq sphéres par rapport auxquelles la cyclide
-est anallagmatique soient fixes. On retrouve ainsi notre premiere pro-
position.

En exprimant que I’équation (r14) est une combinaison linéaire de
(rr1)et (r13), on trouvera des équations qui définiront les fonctions ;
et ¢ de u, et qu’on peut ramener au type suivant :

~ da; 2
(115) a;:l,—lzzm—%—znai—}-pa,-,
. dt
(116) Lom =m -+ 2nl + pl,

ou m, n, p sont des fonctions quelconques de ». Une fois qu’on aura
déterminé les fonctions a; par les équations (115), 'intégration de la
formule (116)avec une constante arbitraire donnera pour ¢ une fonction
de u et de la constante e; ¢ sera le parameétre des deux autres familles
qui complétent le systeme. On obtiendra leur équation en éliminant u
entre les équations (1171) et (113).

Supposons, par exemple, que ’on prenne

n=o, p=o0, m=ry,
on aura

¢1z=ze+ oi, P=—u -+ c¢.

[’équation de la famille des cyclides sera

Y=
= == 0,
Vi + o

les deux autres familles du systeme s’obtiendront en éliminant u entre
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N
~3

les équations

x! x!
_— 0, -=o,
Vie+ «; Vo — Vu+e

¢ désignant le parametre de ces familles.

§ VIII. — Ewxtension de la méthode de formation de I’équation aux
dérivées partielles du troisieme ordre a I’étude de problemes diffé-
rents. ' :

La méthoede que nous avons suivie pour former I’équation aux déri-
vées partielles du troisieme ordre dont dépend la recherche des sys-
temes orthogonaux repose sur ’élimination progressive des dérivées
d’ordre supérieur de deux fonctions que nous avons appelées ¢, . Elle
s’étend donc naturellement a I’étude de Ja question suivante :

Trois fonctions u, v, w salisfaisant aux équations

04V =10, Oyw=—o0, T=o0,

ou n ne contient que les fonctions ¢, s et leurs dérivées premiéres, cher-
cher Iéquation & laquelle satisfait u.

Nous avons vu, en effet (§ I°"), que I’on peut, en prenant d,x, éli-
miner toutes les dérivées secondes de ¢, w au moyen des deux pre-
mieres équations et former ainsi une équation nouvelle ne contenant
que les dérivées premieres de ¢, w. En opérant de la méme maniere
on en formera une troisieme, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on ait
assez d’équations pour éliminer les dérivées de ¢, w.

Appliquons cette méthode & la solution du probleme suivant. On sait
qu’il existe une infinité de systemes doubles orthogonaux définis de
la maniére suivante : la premiere famille (2) est formée des surfaces
lieux des points dont la somme des distances a deux surfaces fixes (A)
et (B) est constante; la deuxieme (Z) esl formée des surfaces lieux des
points pour lesquels la différence des distances aux mémes surfaces
est constante, on demande si I’on peut compléter le systeme et ad-
joindre aux deux familles une troisitme, formée de surfaces (S), les
coupant & angle droit. Il est clair que cetle question est identique a la

19.
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suivante : Etant données les surfaces paralléles a deuzx surfaces fixes (A)
et (B), y a-t-il une troisieme famille de surfaces les coupant & angle droit?
On aura, pour les équations du probleme,

. N
(117)  ol4id+ei=1, w!+wi+wli=1, dv=o0, duw=o0,

qui rentrent dans le type que nous avons examiné. On en déduira les
suivantes :

(118) ViU 20,0, +. .22 0,
puis
(r1g) 22500k (Outtir — 2.0,,244) = 0,

et des équations semblables pour w, et ce qui conduira & deux équa-
tions du troisieme ordre pour la fonction u.

Mais la question se simplifie beaucoup si 'on emploie quelques con-
sidérations géométriques. Les surfaces ¢, o étant paralleles et ortho-
gonales aux surfaces u, leurs normales doivent étre en chaque point
tangentes aux surfaces u. Il faut donc nécessairement que les surfaces «
contiennent ces droites qni sont des trajectoires orthogonales des sur-
faces ¢, w. Les surfaces u doivent donc pouvoir étre engendrées de
deux manieres par une droite, ce qui exige qu’elles soient des plans
ou des surfaces du second degré.

Le cas ol les surfaces sont des plans est facile a traiter. En effet, si,
dans un plan, on trace deux familles de courbes paralléles et que 1’on
fasse rouler ce plan sur une surface développable; les courbes paral-
leles engendreront des surfaces paralleles répondant & la question
proposée.

Le cas véritablement intéressant est celui ol I'on suppose que les
surfaces (u) sont du second degré. Comme ces surfaces font partie d’un
systeme orthogonal, elles devront avoir les mémes plans principaux.
Commengons par supposer qu’elles ont un centre, et que leur équation
soit
(119 bis) ax*+ by’ +cz* =1,

ol a, b, ¢ sount des fonctions de u.
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On devra avolr ici

it vi+vi=r, W+ wi W=,
(120)

axvi+ byv, +czv, =0, axw, + byw,+ czw,=o,

et, en appliquant I’équation (118),

av? + bo? +cv? =o,
(r21)

awi—+ bw?+ ewl=o.

Ces équations sont d’ailleurs géométriquement évidentes; elles expri-

ment que les normales aux surfaces ¢, o sont les génératrices recti-

lignes de la surface. En écrivant que la deuxieme équation (120) et

la premiere (r21) sont compatibles, c’est-ia-dire que leur crochet est

nul, on trouvera, apres quelques réductions,

‘ (@b +0*d) (o, —y0 )+ (b + *b') (v — z0,)

(r22)
+ (¢td +arc' ) (30— z0,)* =0,

et une équation semblable pour w; or, en combinant les équations (120),

(121), on obtient facilement

(123) ab (xv, —y 0 ) 4+ be(yvs —z0:) H-ca(z¢— 20, )P = o.

Les équations (122), (123) devant étre vérifiées aussi quand on y
remplace ¢ par w, doivent étre identiques, 'une aI’autre, ce qui donne,
comme conditions :

@l + bd 0+l ctd 4 ate
. ab T be T ac

si 'on écrit équation (r1g bis) sous la forme

les équations précédentes deviennent
(124) C(dA -+ dB) = B(dA + dC) = A (dB + dC),

et elles définissent complétement le systeme cherché. On verra sans
peine qu'elles entrainent, comme cela devait étre, la relation (75).
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Les équations (124) ne paraissent pas intégrables par les procédés
connus. Il convient donc de traiter la méme question pour les surfaces
dépourvues de centre, et I’on sera ainsi conduit, au moins, au systeme
des paraboloides que M. Serret a fait connaitre le premier.

Un caleul tout semblable au précédent nous a donné comme solu-
tion la famille de paraboloides représentée par I’équation

:y‘? 4 2

—ox+alogu
a+-u ' a—u g

(125)

ol « est une constante arbitraire. Pour les cas ol elle est nulle, on

retrouve le systeme de M. Serret.
On pourrait trouver des familles de surfaces de révolution satisfaisant
aux équations (r24); mais je laisserai de coté 'examen de tous ces cas

particuliers.




