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FONCTIONS ZETA LOCALES D’IGUSA A PLUSIEURS
VARIABLES, INTEGRATION DANS LES FIBRES,
ET DISCRIMINANTS

Par F. LOESER

Introduction

Soit K un corps local de caractéristique nulle. On étudie dans cet article les poles
d’intégrales de la forme

ZF(sl,...,s,‘)=j file. | £l o] dx]
K'l

Dans cette expression, les f; sont des polynomes appartenant a K [x,, ..., x,] s’annulant
a Porigine (ou des fonctions analytiques dans le cas archimédien), F=(f;, ..., f), @ est
une fonction test & support compact (localement constante dans le cas p-adique, C* dans
le cas archimédien), et |dx| désigne la mesure de Haar standard sur K"

On démontre de la méme manicre que dans le cas d’une seule fonction (k=1), en
utilisant le théoréme de résolution des singularités d’Hironaka ([A], [B-G], [I1]), que
I'intégrale Zg (s,, . . ., S), a priori seulement définie pour Re(s;) > 0, se prolonge analyti-
quement en une fonction méromorphe sur C* dont les pdles sont situés sur des hyperplans,
et dans le cas non-archimédien que Z; est une fonction rationnelle des variables ¢™%, g
étant le cardinal du corps résiduel. Il est utile de prolonger Z; en une fonction

Zp(@y, - -y mk)=f 0, (f). ..o (f) e |dx|
K’l

les variables ®,, ..., ®, étant des quasicaractéres, les propriétés précédentes restant
valides dans ce cadre.

On appelle pentes du morphisme F les directions des hyperplans polaires des intégrales
Ze (o4, ..., @), @ décrivant 'ensemble des fonctions test. On note £ (F) I’ensemble des
pentes. C’est un ensemble fini.

On se propose dans cet article de relier 2 (F) a la géométrie du discriminant de F a
I'origine. Le discriminant Ag de F est par définition I'image réduite par F du lieu critique
de F. En général Ap peut étre pathologique. Nous imposons donc & F la condition
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436 F. LOESER

suivante : F est sans éclatement en codimension zéro. Cette condition entraine en particu-
lier que Ag est une hypersurface. Elle a été étudiée en détail par Henry, Merle et Sabbah
dans [H-M-S]. Elle est vérifiée dans les cas suivants: k=1; le morphisme F est fini; les
fibres de F sont des intersections complétes de codimension k ayant des singularités
géometriquement isolées; F est de la forme ( f, ) avec f quelconque et [ une forme linéaire
générale s’annulant a I'origine. On considére le (k—1) squelette de I’éventail associé au
polyedre de Newton a I'origine de A et 'ensemble 2 (Ag ) des directions d’hyperplans
associées a ce (k—1) squelette. Ce n’est un ensemble fini que pour k=2.

Le résultat principal de cet article est que sous une certaine hypothése de finitude sur
le morphisme F (le morphisme est « bon ») I’ensemble des pentes £ (F) est contenu dans
2 (Ag, o)- Nous montrons que dans le cas archimédien cette hypothése est toujours vérifiée
si F est sans éclatement en codimension zéro. Dans le cas non-archimédien nous ne
savons montrer qu’elle est vérifiée que dans le cas ou F est fini, et nous conjecturons
quelle est vérifiée en général pour F sans éclatement en codimension zéro. De fagon
imageée cette hypothése peut s’exprimer ainsi: aprés tout changement de base tel que
I'image inverse du discriminant soit un diviseur & croisements normaux, les intégrales
dans les fibres admettent des développements asymptotiques du type « singulier-régulier ».

Une des motivations initiales de ce travail est de déduire de la connaissance des pentes
de F=(f, I) avec | une forme linéaire générale s’annulant a I’origine, des renseignements
sur les poles de I'intégrale Z,. Dans le cas archimédien les poles de I'intégrale Z (s) sont
de la forme s,=a—k, avec a une racine du polyndme de Bernstein de f et k un entier
positif, en particulier exp(2ims,) est une valeur propre de la monodromie locale. Dans
le cas non-archimédien on a montré dans [Lol] que si n=2 les parties réelles des poOles
de Z, sont des racines du polynome de Bernstein de f. Il est naturel de conjecturer des
énoncés analogues pour n quelconque (voir [Lo 2], [Lo 3] pour des conjectures précises);
en particulier on conjecture que dans le cas p-adique, si s, est la partie réelle d’'un péle
de Z,, exp(2ims,) est valeur propre de la monodromie agissant sur la cohomologie de
la fibre de Milnor associée a un point de f,=0, f, étant un polyndme complexe obtenu
en choisissant un plongement t de K dans C. D’autre part, dans le cas p-adique, si
n: X > K" est une modification de K" telle que E=n"'(f!(0)) soit un diviseur a
croisements normaux, les parties réelles des poles de Z, sont de la forme —np/Np, avec
D une composante irréductible de E et N (resp. np,—1) la valuation de f (resp. |dx |) le
long de D. Un probléme important est de trouver un critére pour que —np/Np ne soit
pas la partie réelle d’'un pole.

En utilisant notre résultat sur les pentes nous obtenons la conséquence suivante sur

les pdles de Z,. Pour simplifier son énoncé supposons ici que f=0 n’a que des singularités
géométriquement isolées (I'énoncé général est donné en 1.8). Si F=(f, I) est « bon » (ce
qui est conjecturalement toujours le cas) alors pour que a soit la partie réelle d’un pdle
de Z, il est nécessaire (4 moins que o= —1) qu’il existe une composante irréductible D
de E telle que a= —np/Nj, et telle que le rapport des valuations de fet de [ le long de D
soit la pente d’une face du polygdne de Newton de F a I'origine (qui ne dépend que
de f). D’aprés la description de la monodromie par les carrousels ([L]) un énoncé
similaire vaut pour les valeurs propres de la monodromie. Ce résultat est donc un indice
encourageant en faveur de la conjecture reliant les poles de Z, aux valeurs propres de la
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FONCTIONS D’IGUSA A PLUSIEURS VARIABLES 437

monodromie, bien qu’il ne livre tout son sel que si 'on sait que tout morphisme sans
éclatement en codimension zéro est « bon ».

Dans le cas archimédien C. Sabbah a montré dans [S1] que les pentes de F sont
contenues dans un ensemble fini calculé a I'aide de variétés caractéristiques de systémes
différentiels. Dans le cas de deux fonctions (k=2) cet ensemble coincide avec 2 (A ).
Si k > 2 cet ensemble est moins aisé a décrire concrétement mais devrait étre contenu
dans 2 (Ag, o). La démonstration de C. Sabbah repose sur ses résultats sur les polyndmes
de Bernstein a plusieurs variables. Comme une telle approche n’est pas possible dans le
cas p-adique, nous avons été amenés a en trouver une plus élémentaire (qui nous semble
donc déja intéressante dans le cas archimédien) qui soit adaptée au cas p-adique, et qui
est celle utilisée dans cet article.

Cet article contient quelques autres résultats d’intérét indépendant. Dans le cas archimé-
dien, pour les morphismes sans éclatement en codimension zéro, on obtient un théoréme
d’existence de développements asymptotiques pour les intégrales dans les fibres
(théoréme 2.4). D’autre part, comme nous I’a suggéré C. Sabbah, on peut déduire du
théoréme sur les pentes des résultats sur la variation avec le paramétre ¢ des intégrales
Z,, quand f, est une famille de fonctions.

Une partie des résultats de cet article a été annoncé dans [Lo 3].

Remerciements

Je remercie C. Sabbah pour les nombreuses discussions que nous avons eues pendant
la préparation de ce travail.

1. Le cas non archimédien

1.1. PrRELIMINAIRES. — 1.1.1. Notations et conventions. — Soit K une extension finie
de Q, d’anneau des entiers R, d’idéal maximal 2 et de corps résiduel R/Z=F,. On note
K> le groupe multiplicatif de K, R* le groupe des unités de R et R le groupe des
caractéres continus de R* a valeurs complexes. On fixe une uniformisante © de R, et
pour x dans K on note v(x) la valuation #-adique de x, |x|=q "™ et a(x)=xn""™.
On note p la mesure de Haar sur K" de masse totale 1 sur R” pour n > 1. Si K" est
muni de coordonnées x=(x, ..., X,) on note |dx| la mesure p et |d* x| la mesure

(1/1—g~ " |dx|/| x;]. . .| x,| sur (K*)" Sur K" on dispose de la norme |x|= sup |x;|
1sisn

pour x=(X); <i<n

On fixe une cloture algébrique K de K. Si X est un schéma défini sur K on note
Xk (resp. Xg) I'ensemble des points a valeurs dans K (resp. K). Sur Xy on distinguera
les ouverts de Zariski et les ouverts p-adiques de X vus comme espaces K-analytiques.
On note A" I'espace affine de dimension n sur K. On note & (K") I’espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat sur K", c’est-a-dire I’espace des fonctions a valeurs complexes localement
constantes a support compact sur K"
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438 F. LOESER

Un élément de N* est dit primitif si ses coordonnées sont des entiers premiers entre
€ux.

1.1.2. Transformation de Mellin. — 1.1.2.1. Soit Q(K*)=Hom (K>, C*) le groupe des
homomorphismes continus de K™ dans C* (appelés quasicaractéres). De I'isomorphisme
K> ~Z xR* défini par x — (v(x), a(x)) on déduit un isomorphisme Q(K*) ~ C* xR.
Tout quasicaractére @ s’écrit de fagon unique o (x)=2z"* x (a(x)) avec z dans C* et
dans R. Le groupe Q(K*) s’identifiant au produit de C* par un ensemble discret
dénombrable, il est naturellement muni d’une structure de variété analytique complexe.
On écrit z de C* sous la forme ¢q~° on note o(w) la partie réelle de s et Q, (K*)
I’ensemble des quasicaractéres ® avec o (®) strictement positif.

1.1.2.2. DEFINITION. — Soit A une partie finie de C/Z1(q), l1(q)=2riflogq, et soit m un
entier strictement positif. Z, ,,(Q(K™)) est I'ensemble des fonctions Z a valeurs complexes
sur Q(K™) telles que :

(i) pour tout y, de R il existe des nombres complexes b, j.y tels que, en notant Z, la
restriction de Z a C* x {y}, la fonction

o b
e
Ry N =R (e 7
appartienne a C|z, z71].
(i) pour presque tout y la fonction Z, est identiquement nulle.

1.1.2.3. DEFINITION. — Soit A une partie finie de C/Z 1(q) et soit m un entier strictement
positif. F, . (K*) est I'ensemble des fonctions F a valeurs complexes définies sur K* telles
que:

(i) F est localement constante.
(i) F(x) est nul pour | x| suffisamment grand.
(iii) Si|x| est suffisamment petit on a :

FO=3% Y ¥ &, x@®)|x[og|x[y™!

AeA j=1 yeR

avec @, ; , des nombres complexes nuls pour presque tout .

1.1.2.4. Igusa a démontré que la transformation de Mellin établit une correspondance
bijective entre #, ,,(K*) et Z, ,(Q(K™)):

TuEoREME 1.1.2.4. [I1], [I2). — Si les éléments de A sont de partie réelle positive
(i) pour tout F de # , ,(K*), l'intégrale

MF(m)=J F(x)o(x) |d" x|

définit une fonction sur Q,(K*) dont le prolongement analytique appartient a
Zy, m(Q(K7)).
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FONCTIONS D’IGUSA A PLUSIEURS VARIABLES 439

(i)) M établit une correspondance bijective entre F , ,,(K*) et Z, ,(Q(K™)).
(ii)) M~ est donné par

M™'Z) ()=}, (Res(Z,(2)z™" P Hy(a(x)™*

xeR z=0

o+l(q)
-y 1(q><f Zx(q‘s)]xl"dS)x(a(x))"

xeR* c—l(g
pour c=Re(s) > 0.
(iv) M induit la correspondance suivante entre b, ; , et a ; ,:

m
by, ;, x=IZ‘ e, ;(—log ) a1, 1
=j

les ¢, ; étant définis par Tidentité

poioy g, D@D (D)
= G-

1.1.2.5. Le résultat suivant nous sera utile. C’est une conséquence directe de la démons-
tration du théoréme précédent.

ProposiTION 1.1.2.5. — Soit F une fonction appartenant a %, ,(K*), les éléments de
A étant de partie réelle positive. L’égalité 1.1.2.3. (iii) est vérifiée pour |x|<q~° si et
seulement si pour tout caractére x, on a une égalité :

m
b, .
(MF), ()= —ll 4P (7,27Y)
* ng jgl (1—g7*zy .
avec P, un polynéme de Laurent de degré en z strictement inférieur a e.

1.1.2.6. Ce qui précéde peut étre généralis¢é de la fagon suivante aux fonctions de
plusieurs variables. On considére K* muni dc coordonnées (x,, ..., x;). On fixe des

parties finies A; de C/ZI(g), 1 £i <k, et m an cntier strictement positif. On note A le
produit [ A, On identifie Q(K*)* a (C )* x R* en associant 4 @=(0,, ..., o) le
15isk

couple (z, x) avec z=(z4, ..., z) et Xx=(X1 - - -» X&) On écrit z;=q%. On définit alors
Z, .(Q(K*)*) comme I'ensemble des fonctions Z a valeurs complexes sur Q (K *)* telles
que:

(i) pour tout y appartenant & R¥ la restriction de Z & (C*)* x {x} est de la forme

Z,(= Y Y Y Py, )

1S (h oo m Vel jeqt womt  (1—@772)
avec A1=H A, (1 __q—le)j=n (1—g7 Mz, A=A)icr J=Gdic1 et P ;, un polynéme
iel iel
complexe en les variables z; et z; !, i n’appartenant pas a L
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440 F. LOESER

(i) pour presque tout  la fonction Z, est identiquement nulle.

De méme on définit #, ,,((K*)*) comme I'ensemble des fonctions F a valeurs comple-
xes sur (K *)* telles que :

(i) F est localement constante.
(i) F(x) est nul pour | x| suffisamment grand.
(i) pour |x| suffisamment petit on a une égalité

F=Y ) Y gy, I x@@) |x [ (log]x [y
R k

reA jeql,..,mk yeRF 12is

avec g, ; , des nombres complexes nuls pour presque tout .

Par la méme démonstration que celle de 1.1.2.4 on obtient que la transformation de
Mellin

MF (o) = Fx) o) |d* x| -

K>k .

établit une bijection entre #, ,(K*)" et Z, ,,(Q(K*)"), les éléments de A, étant de
partie réelle positive.

1.1.3. Soit f un polyndme appartenant a K [x,, ..., x,]. On suppose que f s’annule a
I'origine de K" et n’est pas constant. Le lieu critique C, de f est par définition le sous
schéma de A" défini par annulation des dérivées partielles de f.

Pour toute fonction de Schwartz-Bruhat ¢ sur K" I'intégrale
Z¢(03)=J P (X o(f(x)|dx]|
K'l

définit une fonction holomorphe sur Q, (K ™).
On considére également, pour t appartenant a K"\ f(Cy, x), l'intégrale dans la fibre

Iq) (t) = (p ut
r=t
avec p, le résidu de la mesure p le long de f=t.
On rappelle le résultat suivant, dd a Igusa ([I1], [12]) :

TutorEME 1.1.3. — Si C; ¢ nintersecte le support de @ que dans la fibre f=0, alors :

(i) Z, admet un prolongement analytique en une fonction de Z, ,(Q(K*)) pour un choix
convenable de A, les éléments de A étant de partie réelle positive.

(i) la fonction | x|1, appartient & F , ,(K*) et M(|x|/(1—q~ ") 1,)=Z,

1.1.4. Soit F: A" > A* un morphisme dominant défini sur K. On suppose que F
s’annule a l'origine. On écrit F=(f}, ..., f) avec f; appartenant a K[x,, ..., x,]. Soit
¢ une fonction de Schwartz-Bruhat sur K" et x=(;, . . ., X) avec x; appartenant a R.
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FONCTIONS D’IGUSA A PLUSIEURS VARIABLES 441

L’intégrale :
k
Zy,, (s)=j ¢ H |f;|si xi(@a(f)u
K"  i=1

converge pour Re(s;) > 0, avec s=(sq, . .., S
Soit m: Xg — Ag une application K-analytique propre surjective de la variété K-
analytique lisse X sur Ag vérifiant les conditions suivantes :

k
(i) ot ( U fi ! (0)) est un diviseur a croisements normaux.

i=1

k
(ii) la restriction de m 4 Xpun ™! ( U f i_l (O)) est un isomorphisme sur son image.
i=1

k
On note EJ, jel, les composantes irréductibles du diviseur n ! < U f i“(O)), N/ la
i=1

multiplicité de f; le long de E/ et Nj—1 la valuation de n*(p) le long de E/. On a le
résultat suivant, dii & Igusa ([I1], [I2]) quand k=1, dont la démonstration s’adapte sans
difficulté au cas k > 1.

TueoREME 1.1.4. — L’intégrale Z, , (s) admet un prolongement analytique a C* en une
fonction rationnelle de q~*1, ..., q”%:

P, (s

. L
l"[ (1 _q—(Nb+ji:1 N}Sj))

iel

Z,, (s)=

avec P, , (s) un polynome en les variables q~*, q%. Les parties réelles des poles de Z, ,
appartiennent a la réunion des hyperplans d’équation

™M =

i=1
1l existe un voisinage p-adique U de 'image inverse de I'origine par F dans K", tel que si
le support de @ est inclus dans U, Z,, , est nulle pour presque tout .

Remarque. — Malheureusement on ne dispose pas pour k > 1 d’analogue convenable
de 1.1.3. En geénéral, pour ¢ ayant son support contenu dans U, Z, n’appartient pas a
Zy p—i+1(Q(K*)¥ pour A convenable.

On note P(¢, ) I'adhérence dans R* de {(Re(s,), . .., Re(sy))/s pdle de Z,, ctPla

réunion des P(¢, x). D’aprés le théoréme P est une réunion finie d’hyperplans H,, le L.
k

Chaque hyperplan H, admet une unique équation Y, a} o,+ah=0 avec a'=(a}); <; < un
i=1

vecteur primitif de N* et a}) un rationnel positif.

On note 2 (F) 'ensemble des a' pour ! décrivant L. Un élément de 2 (F) est appelé
pente. En général 2 (F) dépend du corps K.
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442 F. LOESER

1.2. PoLyEDRES DE NEWTON. — 1.2.1. Généralités. — Soit g un polyndme de
K[x;, ..., x;] s’annulant a I'origine. On écrit
g= ) g,x* et supp(g)={peN¥g, #0}.
peN"

L’enveloppe convexe I', (g) de supp (g) + N* dans R* est le polyédre de Newton a I’origine
de g. On appelle facette une face de dimension k—1 de I', (g) et on note I' (g) la réunion
des facettes compactes de I', (g).

On note ¢ , » le produit scalaire standard sur R*. Pour a appartenant a R% , on pose

m(a@)= inf <da,p).

pel+ (9)

On définit la relation d’équivalence suivante sur R% :
a~a si {pel,(®)/<a pd>=m(a)}={pel, (®)/Ka,p)=m(a)}

Les classes d’équivalences sont des cones convexes rationnels de sommet I'origine dans
(R ¢)* On les décrit de la fagon suivante. Une facette § de I', (g) posséde un unique
vecteur primitif orthogonal x(3). On note & (g) '’ensemble de ces vecteurs. Les classes
d’équivalences sont exactement les cones

op={ Z A:x (8)/M€R, o},

SifEm

F décrivant ensemble des faces de I', (g), les §,, 1 < i < m, étant les facettes contenant
F. Il existe une partition & raffinant cette partition en cones simpliciaux de la forme :

o={ Z Mia;/\eR, o}

1is1

avec a,, ..., a; des vecteurs linéairement indépendants de & (g). Un tel cone étant
donné, on choisit un sommet p de I', (g) tel que pour tout x de o on ait {x, p >=m(x).
On compléte la famille (a,, . .., @) en une base (a,, . .., a,) de R* telle que les a;, j > |
soient des vecteurs de & (g) orthogonaux aux faces de I', (g) qui contiennent p. On
obtient ainsi un cone G={ Y. Ma/MheR, o). Bien sir G n'est pas uniquement

15isk

déterminé par o. On écrit a;=(a}), <; < et on considére le morphisme :
KF > K*
Ty yimx= [ P 15isk
15jsk

Par définition de la fonction d’appui m on a:

(1.2.1) €mp)0)= [I »W¥g0)

1€isk
pour y=(y)); < < r» aVec g; un polynéme de K[y, ..., y,] vérifiant g;(0) # 0.
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FONCTIONS D’IGUSA A PLUSIEURS VARIABLES 443

1.2.2. Le cas des courbes. — Supposons k=2, g est alors un polynéme de K [x,, x,]
s’annulant a I'origine. L’équation g=0 définit une courbe C. On note Cg , le germe
formel de Cg a Iorigine et Cg 4 deD, les composantes irréductibles formelles de Cg .
On supposera que Cg , est a singularité isolée. On note m, ; la multiplicité d’intersection
a Porigine (éventuellement infinie) de Cg , avec la droite x;=0, et a, le vecteur primitif
de N? proportionnel a [m, ,, m, ,]. On convient que si m, , [resp. m, ,] est infini a, est
le vecteur (1, 0) [resp. (0, 1)]. L’ensemble & (9) admet la description suivante :

F @ ={astac0 U{(1, 0} U{(0, D}.

1.3. MORPHISMES SANS ECLATEMENT EN CODIMENSION ZERO. DISCRIMINANT. — 1.3.1. La
notion de morphisme sans éclatement en codimension zéro a été introduite par Hironaka
et étudiée en détail par Henry, Merle et Sabbah dans [H-M-S], pour un morphisme
analytique complexe. Nous allons rappeler cette condition dans le contexte un peu
différent qui est le notre.

Soit F: X=A" - Y =A* un morphisme dominant défini sur K. Soit X° I'ouvert de
Zariski dense de X sur lequel le morphisme est lisse. Sur X° on dispose du fibré conormal
aF:

T X°={(x, v)/xeX® veT; X, V1, xp(,, =0}

T*X étant le fibré cotangent 4 X et Xg(, la fibre de F au point F(x). On note
P (T X°) le fibré projectif associé et Cp X I’adhérence dans P(T* X) de P(Ty X°). On
dispose d’un morphisme naturel tz: Cg(X) — X.

DEFINITION. — Soit F: X =A" - Y =A¥ un morphisme dominant défini sur K. On dit
que F est sans éclatement en codimension zéro si le morphisme composé (Fo1g)g:
Cr(X)g = Y est a fibres équidimensionnelles de dimension constante.

Nous renvoyons a [H-M-S] pour d’autres définitions équivalentes. Donnons quelques
exemples importants de morphismes sans éclatement en codimension zéro :

(a) les morphismes finis

(b) les morphismes dont les fibres géométriques sont des intersections complétes de
dimension n—k et ont pour seules singularités des singularités géométriquement isolées.

(c¢) dans le cas k=2, F=(f,, f,) avec f; arbitraire s’annulant a l'origine et f, une
forme linéaire générale s’annulant a I’origine.

1.3.2. Discriminant d’un morphisme sans éclatement. — Soit F: A" — A* un morphisme
dominant défini sur K s’annulant a P'origine. Le lieu critique Cy de F est le schéma
défini par ’annulation de tous les mineurs d’ordre k de la matrice jacobienne de F. On
note Ap I'image réduite de Cp par F (C’est une partie constructible de A*) et Ag , la
réunion des composantes irréductibles de Ag auxquelles appartient I’origine.

ProrosiTiON 1.3.2. — Si F est un morphisme sans éclatement en codimension zéro, le
discriminant Ag est purement de codimension 1 ou vide.

Démonstration. — On remarque tout d’abord qu’il suffit de démontrer I’énoncé analo-
gue dans le cas analytique complexe local. Considérons un morphisme dominant F défini
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sur un petit voisinage ouvert de I'origine a valeur dans un ouvert de C¥, représentant un
germe de morphisme sans éclatement en codimension zéro. D’aprés ([H-M-S], prop. 3.3)
la restriction de F a Cp est sans éclatement en codimension zéro et donc en particulier
toutes les fibres sont de dimension n—k. C'est alors une conséquence du théoréme de
préparation de Weierstrass que 'image réduite de Cy par F est ensemble analytique. En
effet rappelons le résultat bien connu suivant :

LEMME. — Soit f: A —» B un morphisme analytique entre germes d’espaces analytiques
réduits. Si toutes les fibres de f sont équidimensionnelles et ont la méme dimension alors
| f (A)I est analytique.

Démonstration. — Si la dimension des fibres est zéro, c’est une conséquence facile du
théoréme de préparation. Si la dimension des fibres est d > 0, on plonge A dans (CN, 0).
Si x4, ..., x; sont d formes linéaires générales, le morphisme F=(f(x), x;, ..., X,):
A > Bx(C% 0) est a fibres de dimension zéro, et par conséquent |F(A)| est analytique.
Comme |F(A)|=]| f(A)| x(C% 0), il en est de méme de | f(A) |-

On va démontrer le résultat par récurrence sur n—k. Si n—k est égal a zéro le
morphisme F est fini et le résultat est connu.

Soit A; une composante irréductible de Ag, p; un point général de A, F~!(p)) la fibre.
On distingue deux possibilités.

1. CeNF~1(p,) a une composante irréductible de dimension non nulle.
2. CeNF~!(p,) n’a que des points isolés.
Dans le premier cas on considére une composante irréductible X; de Cx NYF~1(p,) de

dimension non nulle et x; un point général de X, Soit | une forme linéaire générale
s’annulant en x;, U; un petit voisinage ouvert de x; et

P { Ui—)Ck+1

x = (F(x), 1(x)).

D’aprés [H-M-S] F’ est sans éclatement en codimension zéro. On considére la variété
polaire relative locale P,, qui est par définition I’adhérence dans U, du lieu critique de la
restriction & UNCg de F', et le dirimant D,, qui est par définition I'image réduite de P,
par F’. D’aprés [H-M-S] la restriction de F’ a P, est un morphisme fini sur son image
D,. Le discriminant A’ de F” est égal a la réunion de D, et F'(Cg N U,). Une conséquence
directe de la définition de morphisme sans éclatement en codimension zéro (cf. [H-M-
S], p. 241), est que P, ne contient pas toute la fibre F~!(p,) N\ U,. Soit z; un point de
F~1(p,) N U\P, Son image F’(z,) par F’ appartient 4 A'\D,. La composante irréductible
de A’ qui contient F’(z;) n’est donc pas contenue dans D, mais dans F'(Cz N U,). Par
hypothese de récurrence F’(Cy (M U;) est une hypersurface et son image par la projection
de C**! sur C* est un voisinage ouvert de p; dans A,.

Dans le cas ou Cx N\ F~*(p;) n’a que des points isolés, on sait d’aprés le théoréme de
préparation de Weierstrass que Cy est fini sur son image par F au voisinage de p,, et
donc que Cy est de dimension au plus k—1 au voisinage de p,, Mais d’autre part Cg est
I'image inverse de la variété déterminantielle des matrices (n, k) dont tous les mineurs
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d’ordre k sont nuls. Cette variété étant de codimension n—k+1 dans la variété des
matrices (n, k), Cg est donc de codimension au plus n—k +1, d’ou le résultat, au vu de
ce qui précéde.

1.4. FONCTIONS DE TYPE SINGULIER-REGULIER ET INTEGRATION DANS LES FIBRES.

1.4.1. DerFINITION. — Soit U un ouvert p-adique non vide de K", A un sous-schéma
réduit défini sur K de A" et m un entier positif. Une fonction F définie sur UNAg a
valeurs complexes est de type singulier-régulier d’ordre m, en abrégé S-R (m), le long de
A si elle satisfait les conditions suivantes :

1. F est localement constante sur U\Ag.

2. Pour tout morphisme n: Y — A" avec Y lisse irréductible de dimension n défini sur
K tel que:
(i) = est défini sur K;

(ii) ®~*(A) est un diviseur 4 croisements normaux dont toutes les composantes
irréductibles qui contiennent un point K-rationnel sont définies sur K;

(i) le lieu critique de m est contenu dans ' (A);
pour tout point p de (n7'(A))x Nn~*(U), si sur un voisinage W, de p le support de
n~1(A) coincide avec y,...y,=0, (yy, ..., ;) faisant partie d’un systéme de paramétres
y=Wy, - - ., y,) défini sur K en p, on a alors pour || suffisamment petit :

FaoN=Y ¥ X @y, [1 u@)|ynf(og|yl

le“je(l,...,m+1}k xeRk 1sisk

avec a, ; , des nombres complexes nuls pour presque tout .

1.4.2. Intégration dans les fibres. — Soit F: A" - A* un morphisme dominant défini
sur K qui s’annule a Porigine. Si ¢t appartient 3 KA\A,, on note |dx/dF |t le résidu de la
mesure |dx| le long de la fibre (F ! (t))x. Pour ¢ une fonction de Schwartz-Bruhat sur
K" 'intégrale dans la fibre de F est la fonction :

dx

I (H)= =
o () ? |5

t

F~ 1ok
définie pour ¢ appartenant a3 KM\A,.

DEFINITION. — Un morphisme F: A" — A¥ dominant défini sur K et s’annulant a I'origine
est bon au voisinage de I'origine s’il existe un voisinage p-adique U de T origine dans Ak tel
que la restriction de 1, @ U\Ag soit de type singulier-régulier d’ordre n—k le long de
U N Ag, pour toute fonction de Schwartz-Bruhat .

Exemple :

2 2
Le morphisme F: { K _’Ij
(x15 X3) > (1 =X7 X3, y2=X3)

n’est pas bon au voisinage de I’origine.
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Cependant nous proposons la conjecture suivante :

CoNJECTURE. — Si F: A" — A* est un morphisme dominant défini sur K, sans éclatement
en codimension zéro et s’annulant a lorigine, alors F est bon au voisinage de I origine.

Comme nous le verrons dans la deuxiéme partie I’analogue archimédien de cette
conjecture est vérifié. D’autre part tout morphisme fini est bon au voisinage de 'origine
d’apreés (1.4.3).

1.4.3. Morphismes finis.

ProprosITION 1.4.3. — Tout morphisme fini F: A" — A" défini sur K s’annulant a I’ origine
est bon au voisinage de I origine.

Démonstration. — Notons Ag le discriminant de F. Soit ¢ une fonction de Schwartz-
Bruhat sur K". Nous allons montrer que I, est de type S-R (0) le long de Ag.
Vérifions la condition 1. Considérons x, appartenant 3 K™A,. Comme x, n’est pas une
valeur critique et @ est localement constante le cardinal de (F~!(x))x M Supp(o) est
constant au voisinage de x,, et donc également

L(x)= 2 |j(F) (Zi)i_l 0 (z)

zie F~ L )k

JF (F) désignant le déterminant jacobien de F.

Montrons maintenant que I, vérifie la condition 2. Pour cela considérons n: Y — A"
vérifiant les hypothéses de 1.4.1, p un point de (n~ ! (A))x et y=(yy, .. ., ¥,) des coordon-
nées locales sur un voisinage W, de p comme en 1.4.1. Soit X le schéma obtenu par
produit fibré :

X - A"
! F
Y5 A
et X obtenu en normalisant X :
X 5 A
Fl IF
Y 5 A

Pour y appartenant a (Y\n~*(A))x on a

L= X If(n)(y’)|_’J (PoT) By

yer lmonk F 1ok

avec |, le résidu de la mesure ¥ (p) le long de (F~!(y))x. Comme sur un voisinage
p-adique de p, | #(m) (»)|=C|y,|*...|yc|* avec C une constante non nulle et o; des
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entiers, il suffit de montrer que

10)= (9o

F ok

est du type demandé. D’aprés un résultat d’Abhyankar ([SGA 1] XIII5.2 et XII5.3), il
existe un entier strictement positif N tel que I'image inverse par le morphisme

wl’ - WP
A: )=, 15igk
(o OV=E,  1sis
0)=@), k<isZn
de la restriction X’ du revétement ramifié normal X a W, est un revétement non ramifié.

On note (K*)™ I’ensemble des puissances N-iémes d’éléments de K* et on choisit des
p;de K, iel, tels que K* =_1I p,(K*)™. Pour j=(j,, . .., j,) deI" on note A; 'application

iel

Wp,K —»WP’K
@)=, 1=5igk

A
@ = )=, k<izn

Par produit fibré on obtient un diagramme :

nj ﬂi(
X ; = Xg - A}
il Fx | F ]
;"j nK
n
Wox = Wyk = Ak
' et F’ étant les restrictions de 7 et F a X”. Comme le revétement X; est non ramifié on

a pour t appartenant a A; ' (W \r ™! (A))y)

o= Y |20 @) (PoTxom) By,

reriloje) File)
avec ;. le résidu de la mesure (mgom)*p le long de F;'(¥). Remarquons que
(ngom)* (W= | V| F¥(w avec ¥ une fonction régulire sur X ; dont le lieu réduit des zéros

dans (A;oF;)7'(0) est contenu dans I'image inverse par F; du diviseur t,...%,=0.
L’intégrale

j (Qomgeomy) 1y,
Filw

est donc égale a une somme finie de termes du type

Cleg .. .|t
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les o; étant des entiers. Pour conclure on remarque que la fonction caractéristique de
Y(K*)™, pour y dans K*, coincide au voisinage de I'origine avec une fonction de
F A, 0(K™) pour A convenable.

1.5. ENONCE DU RESULTAT. — Soit F: A” > A* un morphisme dominant défini sur K et
s’annulant a I'origine. Soit Ag , le discriminant de F a I'origine (1.3.2). On suppose que
Af, o est une hypersurface [c’est le cas si F est sans éclatement en codimension zéro (1.3.2)].
Soit & (Ag, o) 'ensemble des vecteurs primitifs associés au polyédre de Newton a I'origine
de Ag ¢(1.2.1). On note 2(Ag ) l'ensemble des vecteurs primitifs de N¢ qui sont
combinaison linéaire & coefficients rationnels positifs d’au plus k —1 vecteurs de & (Ag, ).
On remarquera que si k=2, 2(Ag, o) coincide avec & (Ag, o) tandis que si k > 2, (A, o)
est en général infini.

THEOREME 1.5. — Soit F: A" —» A* un morphisme dominant défini sur K et s’annulant a
Porigine. On suppose que F est bon et que Ag , est une hypersurface. Alors I'ensemble
2 (F) des pentes du morphisme F est inclus dans 2 (Ag, ).

1.6. PREUVE DU RESULTAT. — 1.6.1. L’énoncé concerne une estimation des poles de
I'intégrale

k
Z, )= j 0 TT 1 @G| 6] d].
K" i=1

On peut supposer que ¢ est une fonction caractéristique, et, quitte a effectuer une
homothétie que le support de ¢ est contenu dans {xeK"/| f;(x)| <1, 1 i<k}

Si t appartient 4 (A\Ap)g le résidu de la mesure |dx| le long de (F~!(£))k est une
mesure localement finie sur (F ! (t))k notée | dx/dF |,. On a donc

k
z, ()= [T %@ |61, |de]
RF\Ap x i=1
avec
dx
I, ‘=J Q||
! #tox |dF|

Soit & une partition en cones simpliciaux associée au polyédre de Newton a 'origine de
A comme en 1.2.1: les cones ¢ appartenant & & sont de la forme

o={ ) MajaeF (As ), \;> 0}

1ism

avec m < k, les g; étant linéairement indépendants. A un tel cone ¢ on associe un cone
o comme en 1.2.1. On note S,={(x;)eR*/(v(x;))ec}. Les S,, o décrivant &, forment
une partition de (R\ {0})*. Si U™ est égal 4

{(yi)e(Kx)k/Iyi| <L1£ism, |)’i|=1, i>m}
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on remarque que m;(U™) est inclus dans S,. Il nous suffit d’étudier les poles de

. :
Zpro®=| Tlal@@)|ull,, |dt].

Sg i=1

Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant, di a J. Denef [D].

LEMME 1.6.1. — Sous les hypothéses précédentes

L mz ym: U™ - nz(U™) est localement K-bianalytique et les fibres sont de cardinal fini
constant.

2. 1 existe un nombre fini d’éléments v,, . . ., v, de (K*)* tels que
S;=mz(U™) Ly, (U™ ... Ly,mz(U™).

1.6.2. Comme le discriminant de F et celui de v;F ont méme polyédre de Newton a
Iorigine il suffit d’étudier les poles de

k
J IT x:(@@)) |51, , | de|

5 U™ i=1

ou encore de f ¥ avec
Um

k
V= I_-[1 1% @@ O [ y: [ %= w2 (T, ).

On écrit le diviseur réduit sous-jacent a m; *(A) sous la forme (U L;UA avec L,
15igk

l’hyperpléin y;=0et A ne contenant aucun L, D’aprés 1.2.1 I'origine n’appartient pas a
A. Soit U, un voisinage p-adique de I'origine dans K" qui ne rencontre pas Ay. Comme
I, . est de type singulier-régulier le long de A par hypothése, le calcul direct nous montre

que les parties réelles des podles de f ¥ sont contenues dans une réunion finie
Ui ntu™

d’hyperplans {a;, o )+a=0 avec g; appartenant a3 ¥ (Ag o) et a rationnel strictement

positif. On a le méme résultat pour tout petit voisinage p-adique d’un point de U™\ A.

1.6.3. Par partition de I'unité, il reste 4 montrer que si p est un point de U™ N Ay, les

poles de f V¥ sont du type requis, pour U, un petit voisinage p-adique de p.
Uz

Pour p un tel point, soit L, ieA, < {1, ..., k}, les hyperplans de coordonnées qui
contiennent p. Sur un petit voisinage U, de p dans U™ on a

IRER
Uy Uy
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avec

V,=C, [] %:@:0))) [y %> n2 (I, W)

ieAp

et C, une constante.

Soit A: Z — U, une modification, provenant d’une modification algébrique définie sur
K de A%, avec Z lisse et ™! (U, N (n5 ' (A))g) diviseur a croisements normaux, vérifiant
les conditions de 1.4.1. Si g est un point de Z il existe sur un voisinage p-adique V de ¢
des coordonnées locales (z, ..., z,) telles que le support de A~ !(n; ! (A)x) NV soit
contenu dans la réunion des hyperplans z;=0. On conclut par un calcul direct semblable
a celui de 1.6.2 en exprimant A* s, sur V en fonction des z; et en remarquant que A, est
strictement inclus dans {1, ..., k}.

1.7. FONCTIONS D’IGUSA ET DEFORMATIONS. — Soit f, une famille de polyndmes apparte-
nant 3 K[x,, ..., x,]. Autrement dit on a un morphisme F: A"*! — A? défini sur K
avec F=(f,, t), les coordonnées sur A"*! étant (x,, ..., X,, t). On suppose que F
s’annule a I'origine. Pour ¢ une fonction de Schwartz-Bruhat sur K", on s’intéresse a la
variation avec la parameétre t de 'intégrale

22,,(m)=fn<pw(f,) "

On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro. Soit 2 (Ag, o) 'ensemble des
pentes du discriminant a I'origine du morphisme F, et 3 (F) 'ensemble des quotients a/b
avec (a, b) appartenant 4 2 (Ag ), b non nul.

THEOREME 1.7. — Si le morphisme F=(f,, t) est bon, alors pour |t| suffisamment petit
et nonnul on a:

Zo@=3Y X X X Zipige@x@®)|t P log|t]

aed(F) peB j=0 xeR

avec B une partie finie de C, Re(B) > —1 si BeB, et Z,
nulle pour presque tout Y.

B, i1, o Une fonction méromorphe

Démonstration. — Soit m: Xg — Ax*! une modification K-analytique vérifiant les
conditions données en 1.1.4 (avec la convention f,=f,, f,=t). On note E/, jel, les
composantes irréductibles de ™! ((f; f5)~*(0)), N/ la multiplicité de f; le long de E’ et
Ni —1 la valuation de n*(p) le long de E’. Si @ (x) appartient 2 (K" on lui associe le
produit ¢’ (x, )= (x) @, () avec @, la fonction caractéristique de R.

Si X=(X1, XZ)’ avec y, et X, dans R, on a

P,M(.sl, sz)
1—[ (1 _q—(N'1 sy +Nb s2+N5))

iel

Zy. 4510 5= f O @D A @) £ =
Kn+l
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\

avec P, (s, s;) un polyndme a coefficients complexes en les variables
q~ %, g~ %2, ¢*1, ¢°2. On note

L,={ieI/N, #0}, I,={iel/N}=0}
et

R(s;)=[] (1—q~®b+Nisw),

iely
Si i appartient a I, on pose

_Nj+Nis,  l(gk
N N

i, k

pour 1 £k <N, Ona:

P(p, X (Sl, S2)
[1 (A-q%xq )R (sy)
1

(1) Zo’,x(sl’ s2)=

En décomposant en éléments simples on obtient :

Dy s s
Z@’,x(sl’ S;)= Z Z M +-@3,,(51, 52)

acA 1Sjsm (l—q_a_sz)j

avec A ={a; ,/iel,, 1 £k < Nj} et m un entier naturel convenable; R (s,) 2, ; o ,(s1) est
un polyndme en q~°tetg®, tandis que R (sl).@g, (81, ;) est un polyndme en
q ", 472, g, g2

Pour 0=(s,, %) fixé, avec Re(s;) > 0, on a I'égalité :

t t
Mt <|1|_Lq0_(1) Zg, t (0))> = Zq)', x (s19 s2)

M, désignant la transformation de Mellin par rapport a la variable . Comme le degré
de 29 , (s, s,) par rapport a la variable ¢~ *2 est borné indépendamment de s, on déduit
de 1.1.2.4 et 1.1.2.5 qu’il existe € > 0 tel que si |t]| <&

m—1
(2) Zg.r((o)=z Z Z ZAZa,B,i,q’.x(m)X(a(t))|t|“+pl°g|t|j’

aeM BeB j=0 yxeR

avec B fini, Re(B) > —1 si BeB, et R(s;)Z, 5, ,,,(®) polyndme en g *1 et g°1. Si F est
bon, d’apres le théoréme 1.5 on peut remplacer I, par

I’={ieIO/IIjT:1ey(F)}
2
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dans l’égalité (1). Dans I’égalité (2) on peut donc remplacer M par v (F). Il reste a vérifier
que m est au plus égal & n+1, ce qui est une conséquence directe du théoréme de
résolution des singularités. ’

1.8. RELATION AVEC LA MONODROMIE. — 1.8.1. Soit f un polynéme non constant appar-
tenant & K [x,, ..., x,4+,] et s’annulant a I’origine. Soit n: Xx — K"*! une modification
K-analytique comme en 1.1.4. On écrit n~* (f~*(0))= ), N; E; avec E, irréductible. On

iel
note n; ce qui était précédemment noté Ni, c’est-a-dire la valuation de n* (p) le long de
E; augmentée de 1. On note p,, , (f) lensemble des parties réelles des pdles de la fonction

ZQ,X(S)=J ex@(N |fFr
krtl

¢ étant une fonction de Schwartz-Bruhat et x un caractére. Soit p(f) la réunion des
Do, (f), €t p'(f) la réunion des p, , (f) avec @ s’annulant a lorigine. Nous allons
donner, modulo la conjecture 1.4.2, une condition nécessaire pour qu’un quotient —n,/N;
appartienne 4 p (/)\p’ (/).

Pour cela on considére une forme lin€aire générale ! s’annulant a lorigine. Un
changement de coordonnées permet de supposer que [ est la coordonnée x,,;. Le
morphisme F=(f, I) est sans éclatement en codimension zéro. Soit A son discriminant.
L’ensemble 2 (A,) ne dépend que de f. Soit m; la valuation de n* () le long de E,.

THEOREME 1.8.1. — Soit f un polynéme non constant appartenant a K[x,, ..., x,.,] et
s’annulant a Iorigine. Soit | une forme linéaire générale s’annulant a T'origine. On suppose
que (f, 1) est bon, ce qui est le cas si la conjecture 1.4.2 est vérifiée.

Soit m: Xg = K"*! une modification comme précédemment. Soit E,, i€1,, 'ensemble des
diviseurs E; tels que (N,, m;) soit proportionnel a un élément de P (A,) et m; soit non nul.
Soit o un péle dont la partie réelle appartient a p (f\p’ (f). Alors il existe un diviseur E;
avec i appartenant a 1,, tel que la partie réelle de o soit égale a —n;/N,. En particulier si
Porigine est une singularité isolée de f et si le support de ¢ ne contient pas d autre
singularité, si o est péle de Z,, , alors la partie réelle de o est de la forme —n;/N;, pour E;
un diviseur avec i appartenant a 1,, a moins qu’elle ne soit égale a —1.

Démonstration. — D’aprés la preuve de 1.7, il existe € > 0 tel que pour 0 < |t| <&

J _<px(a(f))|f|‘u=2 Y Y Y Zikgy G (@@)]|e]etPurlog|e]

ielp k=1 j=0 y'eR

avec o;=(N;/my), B; ,=(n;/m;)—(kl(g)/m)—1 et Z
de y et @).

Le probléme étant local a I’origine on peut supposer que le support de @ est contenu
dans {xeK"*!/|x,,, | < €}. Fixons s de partie réelle strictement positive.

k, j,y méromorphe sur C (dépendant
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Comme Re(o;s+p; ) > —1 on a I'égalité

ielp k=1 j=0 y'eR ltl<e

Z,,0)=Y% Y Y ZAZi,k,j,x’(s) X (@@®)|t]*Piklog |t} | dt|

d’aprés le théoréme de Fubini.
Tous les termes de cette égalité étant méromorphes elle vaut pour s quelconque.

Soit o un podle de Z, , dont la partie réelle n’est pas de la forme —n;/N; avec i
appartenant a I,. D’aprés I’égalité précédente o est pdle d’au moins une fonction Z; , ; .
On note D I'ensemble des quadruplets (i, k, j, ') et D, I’ensemble des d appartenant a
D tels que a soit un pdle de Z,. Si d est égal a (i, k, j, 1) on note k, (s, t) la fonction

X (a(®) | t|*+Pixlog |t

et K, (s) 'intégrale

f k, (s, t).
|t] <e

LeMME. — Il existe un ouvert non vide U de {teK/0 < |t| < €} tel que o soit péle de
Pintégrale

J i ox@(N)|fIn

pour t appartenant a U.

Démonstration. — On considére sur D, la relation d’équivalence suivante: d est

équivalent a d’ si les deux fonctions k,(a, t) et k, (o, t) sont égales. Soit L,=\J L, la
ceC

partition associée, k. (o, t) [resp. K (a)] la valeur commune des fonctions k,(a, t)
[resp. K, (2)] pour d dans la classe c¢. Si la conclusion du lemme était en défaut, pour

chaque classe c la fonction Y. Z,(s) k,(s, t) n’aurait pas de pdle en la valeur o, et comme
dec

k.(a, ) est non nul pour ¢ non nul, la somme Y Z,(s) n’aurait pas de péle en la valeur

dec
o. Mais alors la somme Y Z,(s)K,(s) n’aurait pas non plus de pdle en a, ce qui serait

dec

contradictoire.

Pour conclure la démonstration du théoréme, on remarque que si @, est le produit de
¢ avec la fonction caractéristique de [~! (U), U étant donné par le lemme, o est un pole
de Z"’o' v
Remarque. — L’ensemble 2 (A,) a été introduit par L€ et Teissier ([L], [T]).

1.8.2. Remarque. — La condition nécessaire donnée par le théoréme 1.8.1 n’est malheu-
reusement pas suffisante. Examinons le cas ou f est un polyndme de deux variables. On
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considére I'arbre dual A associé a la résolution canonique de la singularité de f a Iorigine.
Les sommets de A correspondent aux diviseurs apparaissant dans la résolution. On
appelle point de rupture un sommet qui a au moins trois sommets adjacents. On appelle
bout un sommet qui a un seul sommet adjacent et qui ne correspond ni & une composante
de la transformée stricte ni au diviseur apparaissant dans le premier éclatement. On
appelle branche morte un arc connexe d’extrémité un bout et un point de rupture et
dont tous les autres sommets possédent exactement deux sommets voisins. Dans ce cas
les éléments de p (f)\p’ (f) sont de la forme —n,;/N; avec E, associé¢ a un point de rupture
(cf. [Lo1]) tandis que I’ensemble des diviseurs E,, avec i appartenant a I,, correspond a
I’ensemble des sommets appartenant 4 une branche morte (voir [L-M-W]) (auquel on
adjoint le sommet associé au premier éclatement, si il y a exactement deux tangentes
distinctes).

1.8.3. Remarquons cependant que le théoréme 1.8.1 montre que les pdles des fonctions
Z, , ont des propriétés analogues a celles des valeurs propres de la monodromie dans le
cas complexe, ce qui va dans le sens des conjectures proposées dans [Lo 2], [Lo 3].

Soit f un représentant convenable d’un germe de fonction analytique de (C", 0) dans
(C, 0). On note m (f) I’ensemble des valeurs propres de la monodromie locale a I’origine
et m’ (f) 'ensemble des valeurs propres de la monodromie locale en des points de f ! (0)
distincts de I'origine. On définit 2 (A,) de maniére analogue a 1.8.1. On considére une
modification analytique locale n de C" dont le diviseur exceptionnel est contenu dans
w1 (f~1(0)) et tel que ™ (f~1(0)) soit un diviseur & croisements normaux. On écrit
comme en 1.8.1 n7*(f~*(0)) =Y, N;E, et on définit de méme n,, m;, 1,.

iel

On dispose alors de I’énoncé suivant :

ProprosiTION 1.8.3. — Soit A une valeur propre de la monodromie appartenant a
m (f\m’ (f). Il existe une composante irréductible E; de 1! (f ~*(0)), avec i appartenant
a 1,, telle que \Ni soit égal a 1.

Démonstration. — Le résultat est une conséquence directe de I’article [L]. Indiquons la
démonstration. On considére un bon représentant F: X — P du morphisme ( f, I) avec |
une forme linéaire générale s’annulant 4 ’origine et P=D x D un polydisque de C2. On
note A le discriminant de F. La restriction de F 4 X\F ~*(A) est une fibration au-dessus
de P\A. Soit A=2Aj, 1 <j £r la décomposition de A en composantes irréductibles
locales, et m} [resp. mj] la multiplicit¢ d’intersection i I'origine de A ; avec x; =0
[resp. x,=0].

Pour a un reéel positif on considére
P,={xeX/|f@)| = |1@[3.
On ordonne les quotients finis m//m} de maniére a ce qu’ils forment une suite :
oy >0,>...>0,
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On choisit |¢| > 0 trés petit et on note F,=f " ({) "\ P,. D’aprés [L] on a:

LeEMME. — Il existe un représentant T de la monodromie locale de f da I'origine tel que
(i) Les F, sont stables par T pour o < o, avec o, > o, suffisamment petit.

(i)) Pour a;.; <o < B < o; Pinclusion de Fy dans F, est une équivalence d’homotopie
compatible avec 'action de T. (On pose a,,,=0.)

(iii) Les valeurs propres de T sur F, pour o, < a < o, appartiennent a m’ (f).

Soit A une valeur propre de la monodromie locale n’appartenant pas a m’(f). Soit
I, ={jeI/ANi=1}. L’entier m; est non nul si j appartient a I,. Montrons que nécessairement
I, a une intersection non vide avec I,.

Sinon on aurait L= U I, ;avec
0sisr

Li={jeh/ou; > Ny/m;> o4}
pouriz=1et
L, o={jeL/u; <N;/m}.
Choisissons B;, v, 1 £ i <, tels que pour tout j appartenant a I,

o > By > Ny/m; > v > o4

D’aprés la partie (iii) du lemme A n’est pas valeur propre de T sur F,, ag > a > a,. Ce
n’est pas non plus une valeur propre de T sur Fy, car sinon, d’aprés la description locale
de la monodromie d’un diviseur a croisements normaux il existerait un diviseur E, tel
que ANi=1 et a; = N;/m; > B,. D’aprés la partie (ii) du lemme, A n’est pas non plus une
valeur propre de T sur F, . On obtient par récurrence que A n’est pas valeur propre de
T sur Fy, et F,. En particulier A n’est pas valeur propre de T sur F, et donc n’est pas
valeur propre de T sur F,, ce qui est contradictoire.

2. Le cas archimédien

2.1. PrRELIMINAIRES. — 2.1.1. Notations et conventions. — Dans cette partiec K désigne
le corps R ou C. Soit | | la norme standard sur R et C. On pose | |¢=| |I[resp.| |4

si K=R [resp. K=C]. On note K* =K\ {0}. Soit Sy ={xeK/|x|=1} et/S:Ie groupe des

caractéres continus de Sy a valeurs dans C*. Si K=R [resp. C]/S; s’identifie naturellement
a4 Z/2={0, 1} [resp. Z]. Pour x un élément non nul de K on note a(x)=x/|x| Si p est
la mesure de Lebesgue usuelle sur K on pose
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et

Sur K"[resp. (K *)"] on note encore p [resp. d* x] la mesure produit. Si x=(x,, ..., X,)
appartient 4 K", A=(A,, ..., A,) a C", p a N" on notera:

= I1 =t [xP= 11 |xfs

1<isn 15iZn
si les x; sont non nuls, (log |x|)°’= [] (log|x;|), etc.
1<isn
2.1.2. Transformation de Mellin. — 2.1.2.1. Soit Q(K ™) le groupe des quasicaractéres

de K* a valeurs dans C*. On a un isomorphisme canonique entre Q(K*) et C x/S:
défini de la fagon suivante :

0 (x)=]x[kx(@(x))

T~
pour e Q(K™), (s, x)eC x Sg.

2.1.2.2. Soit A,, 1 £i <k, des ensembles finis de nombres rationnels, A= H A,
1sisk

m un élément de (Z., ,)* et R un réel strictement positif.

2.1.2.3. DEFINITION. — &, ,, g ((K*)¥) est I'ensemble des fonctions F a valeurs comple-
xes définies sur (K *)* telles que :
(i) F est nulle si inf|x,|x > R.
(ii) F est indéfiniment différentiable sur (K *)*,
(iii)¢ si K=C, F admet au voisinage de I’origine I’expression suivante :

F()= Y ) @5 () | x e (log | x[y~*

LeA k

avec @, ; des fonctions indéfiniment différentiables au voisinage de I'origine, et cette
égalité est indéfiniment dérivable terme a terme.

(iii)g si K=R, F admet au voisinage de I’origine I’expression suivante :

Fx=3% X ) @1, p, s (¥) | x [ (x)? (log [ x [~

reA pe(z/2)F k
je I

avec @, , ; des fonctions indéfiniment différentiables au voisinage de I'origine, et cette
égalité est indéfiniment dérivable terme a terme.

2.1.2.4. DEFINITION. — Sous les hypothéses précédentes on définit Z, ,, g (Q(K*)¥) par
récurrence sur k de la maniére suivante. Pour k >0, Z, ,, p (Q(K*)¥) est 'ensemble des
fonctions méromorphes a valeurs complexes Z sur Q(K*)* telles que si K=C|[resp. R]
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on ait :

P
(i) pour tout x=(x;, ..., %) appartenant a S, la fonction Z, (s), restriction de Z a

C* x {x}, est holomorphe sur
: |
I1 (C\—(A,.+ —2- +N>>
i=1

k
[resp- M (C\—(Ai+N))]
i=1
et les hyperplans polaires de la forme s;=a; sont de multiplicité au plus m,.
(ii) pour tout entier N positif, pour tout k-uplet d’entiers positifs p=(py, . .., py), il
existe une constante C(Z, N, p) telle que:

k

k
[T |s:7|Z,(s)| £ C(Z, N, p) [] RRe®
i=1

i=1
pour s vérifiant Re(s;)) > —N, 1 <i <k, et n’appartenant pas & un voisinage produit
convenable du lieu polaire de Z,.
(iii) pour tout entier i de {1, ..., k} fixé, pour tout y; de §; et tout o, appartenant a
—A;—(|%:|/2) —Niresp.—A;—N], si Z,(s) a un pdle d’ordre r le long de I'hyperplan

s; =0y, les r coefficients de la partie polaire de Z, (s) le long de 'hyperplan appartiennent

A Zy, w n(QEKX)*Y, avec A'=T] Aj et m'=(my, ..., m_y, myy, ..., m). [Cette
J#Fi

derniére condition est toujours vérifiée si k=1.]

2.1.2.5. On a le résultat suivant, dont la démonstration est entiérement similaire a
celle du cas k=1, traité dans [I1], [I2], [B-M].

THEOREME 2.1.2.5. — Si F appartient a F ,_,, x (K*)¥) la fonction
M (F) () = Fx)o(x)d™ x
®*)*

définie sur Q(K*)* pour Re(s) suffisamment grand admet un prolongement analytique en
une fonction de Z, ,, g (Q(K™)¥).

La transformation de Mellin My établit une bijection entre F, , g((K*)Y et
Zp, mr(QK™)H.

2.2. MORPHISMES SANS ECLATEMENT EN CODIMENSION ZERO. DISCRIMINANT. — 2.2.1. Soit
X [resp. Y] un ouvert de K" [resp. K¥] et F: X — Y un morphisme K-analytique dominant.

On note
Fe: Xc—Ye
le complexifié de ce morphisme.
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Soit
TFC . CFC (Xc) - Xc

le conormal relatif défini comme en 1.3.1.

DEFiNiTION [H-M-S]. — Le morphisme F est sans éclatement en codimension zéro si
le morphisme composé F¢ 1 est de dimension relative constante.

Pour éviter tout probléme au bord de X on supposera dans la suite de I'article que F
admet un prolongement en F’': X’ - Y’ avec X relativement compact dans X’. Quand
on dira que F est sans éclatement en codimension zéro, cela signifiera que F admet un
tel prolongement F’ qui est sans éclatement en codimension zéro.

2.2.2. Soit F: X - Y un morphisme vérifiant les hypothéses précédentes. Le lieu
critique Cg de F est par définition I’espace K-analytique défini par I’annulation de tous
les mineurs d’ordre k de la matrice jacobienne de F. Si F est sans éclatement en
codimension zéro, 'image de Cy par F est soit vide, soit définie localement par une
équation K-analytique, d’aprés 1.3.2. C’est par définition le discriminant Ag de F.

2.3. FONCTIONS DE TYPE SINGULIER-REGULIER ET INTEGRATION DANS LES FIBRES.

2.3.1. DeFINITION. — Soit Y un ouvert non vide de K*¥, A un sous ensemble K-
analytique réduit de Y et m un entier positif. Une fonction F définie sur Y\A a valeurs
complexes est de type singulier-régulier d’ordre m, en abrégé S-R (m), le long de A si elle
satisfait les conditions suivantes :

1. F est indéfiniment différentiable sur Y\A.

2. pour tout morphisme :

n: Z-Y

avec Z une variété K-analytique lisse irréductible de dimension k vérifiant :

(i) m~*(A) est un diviseur a croisements normaux;

(i) le lieu critique de m est contenu dans n ™' (A);
pour tout point p de m~!(A), si sur un voisinage de p le support de n~!(A) coincide
avec y,...y,=0, (yy, . .., ) faisant partie d’'un systéme de paramétres y=(yy, . .., Vi)
en p, alors au voisinage de p, identifié grice 4 y 4 un voisinage de I'origine dans K¥, la
fonction F(m(y)) coincide avec une fonction appartenant & %, , g((K*)*, pour A

1

convenable de la forme A=][] A;x{O}*"}; my=m+1 si i<l, m=1si i>1] et R
i=1
arbitraire.

2.3.2. Soit F: X - Y un morphisme K-analytique vérifiant les hypothéses données en
2.2.1. Pour t appartenant 4 Y on note X (¢) la fibre F ! (¢).

Soit ® une forme différentielle C* de type (n, n) [resp. de degré n] sur X si K=C
[resp. K=R] a support F-propre.
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Si t est une valeur réguliére de F, I'intégrale de ® dans la fibre est définie dans le cas
complexe [resp. réel] par I'intégrale :

® ®
I, ()= —_ [resp. I,®= —]
x@ 4F A dF x@® dF

avec la convention que dF=dfi A ... Adf,, si F=(f,...,f) et o/dF A dF
[resp. ®/dF] est une forme différentielle relative o, définie sur un voisinage de X (¢),
vérifiant @=dF A dF A o [resp. o=dF A a).

Le résultat suivant sera démontré dans le prochain paragraphe :

THEOREME 2.3.2. — Si F: X - Y est un morphisme sans éclatement en codimension zéro,
si @ est une forme différentielle C* sur X a support F-propre, de type (n, n) dans le cas
complexe, de degré n dans le cas réel, alors I'intégrale dans la fibre 1,(t) est une fonction
de type singulier-régulier d’ordre n—k le long du discriminant Ag.

2.4. On déduit le théoréme 2.3.2 du résultat suivant, dont la démonstration occupera
’essentiel du paragraphe.

THEOREME 2.4. — Soit F: X - Y un morphisme K-analytique vérifiant les hypothéses
données en 2.2.1. On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro. Soit n une
forme différentielle C* sur X, de type (n—k, n—k) dans le cas complexe, de degré n—k
dans le cas réel, a support F-propre.

L’intégrale

[
X

définit une fonction de type S-R (n—k) le long du discriminant Ag.
Démonstration. — Nous donnons la démonstration dans le cas complexe, le cas réel
étant similaire et un peu plus simple. '

Le morphisme F étant sans éclatement en codimension zéro il est ouvert, et donc en
employant une partition de I'unité il suffit de traiter le cas ou X est un petit voisinage
de lorigine dans C" et Y =F (X) est un petit voisinage de I'origine dans C*.

On démontre le résultat par récurrence sur n—k. Si n=k, localement le morphisme F
est fini et la démonstration est similaire au cas p-adique traité en 1.4.3.

Supposons donc n > k. On va utiliser ’hypothése de récurrence pour obtenir le résultat
suivant.

ProPOSITION 2.4.1. — Soit F: X = Y un morphisme sans éclatement en codimension zéro
avec X [resp. Y =f (X)] un voisinage ouvert de origine dans C" [resp. C"].

Il existe un voisinage X, de lorigine dans X tel que si o est une forme C® de type
(n—k, n—k) a support F-propre contenu dans X qui s’annule sur un voisinage de I origine,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



460 F. LOESER

[ s
X ()

Démonstration. — On considére une forme linéaire générale I s’annulant a I’origine.

alors Tintégrale

est de type S-R (n—k —1) le long de Ag.

Le morphisme

.. { X->YxC
C x> (F(x), 1(x)

est sans éclatement en codimension zéro.

Comme en 1.3.2 le discriminant Ag. de F’ est égal a la réunion du dirimant D, et de
I'image réduite par F’ du lieu critique de F.

D’aprés ([H-M-S] 4.3.3) la restriction de F’ a la variété polaire P, est un morphisme
fini sur son image.

L’intersection de la fibre F’~!(0) avec P, est donc un ensemble fini, et on choisit un
voisinage ouvert de l'origine X, dont Iintersection avec F'~!(0) et P, ne contient que
I'origine.

Soit o une forme C* de type (n—k, n—k) a support F-propre contenu dans X, et
s’annulant sur un voisinage de I’origine.

On veut montrer que J o est de type S-R (n—k —1). Pour cela il suffit de démontrer
X (1) '
que si g est un point de X, N (F' 7! (0)\{0}) et X, un petit voisinage de g, 'intégrale

L,(®O= c
Xgn X
est de type S-R (n —»k —1).
Pour cela considérons un morphisme

n: Z-Y

comme en 2.3.1.

On note Y, [resp. Y;] 'image de X, par F [resp. F'], A, [resp. A]] le discriminant de la
restriction de F a Y, [resp. F' a Y ]. D’aprés la définition de X,, A; est égal a
Y, N(A;xC).

Par hypothése de récurrence I'intégrale

(o

ot D=

anF'_l(t, l) dl /\ dT
est de type S-R (n—k—1) le long de A,
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Soit n': Zx C — Y x C le morphisme produit.
Le support de @ o7’ est contenu dans un tube

0<|l|<e avec £>0.

Comme

L(r()= @on' (y, Ddl A dl

0s|l|se

on obtient que I, om a un développement asymptotique du type désiré : il suffit d’intégrer
celui de pon’. 1l est clair que toutes les conditions requises sont vérifiées.

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

ProposiTioN 2.4.2. — Soit F: X > Y un morphisme vérifiant les hypothéses de la
proposition 2.4.1. 1l existe un voisinage ouvert X, de l'origine dans X tel que si ® et &
sont des formes différentielles holomorphes de degré n—k définies sur X et p une fonction
C*® a support compact contenu dans X, qui vaut identiquement 1 sur un voisinage de
Porigine, l'intégrale

j PO A @
X@

est de type S-R (n—k) le long de Ag.

Démonstration. — On note Py le faisceau des opérateurs différentiels holomorphes
sur X. Soit # le faisceau Ox des fonctions holomorphes sur X muni de sa structure
naturelle de 25 module.

D’aprés ([K-S] 8.6.1 et 9.4.1), le complexe image directe J # deéfinit un objet de la
F

catégorie dérivée des complexes de 2, modules & cohomologie holonome et régulicre.
En effet 'hypothése que F est sans éclatement en codimension zéro est exactement
I’hypothése requise dans ([K-S] 8.6.1 et 9.4.1).
n—k
En particulier le 2y module & = A est holonome et régulier.
F

Soit ©: Z » Y un morphisme analytique vérifiant les conditions données en 2.3.1. Le
92, module n* F est un module holonome régulier. On considére son localis¢ ¢ le long
de n 71 (Ap).

Soit p un point de n ! (Ag), (¥4, - - ., ¥) des coordonnées locales en p telles que sur
un voisinage Z, de p le support de n~* (Ag) soit égal au diviseur [T »i=0avecl=k.
1is1

On considére I'espace X’ obtenu par produit fibré

X' - X
! LF
z5y
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et une résolution des singularités X de X’

Y

<o X
)

X
Fl
z 5

Sur X,=F"1(Z,) on écrit y,>F =7, on note §= 1 HS l fi et ¥, [resp. ] la restriction de

IA

Flresp. n] & X‘,.

Onnote o/ =0, [yi', ..., y; '1et B#=F, ' o le faisceau de F, * (0,) modules obtenu
par image inverse.

On a besoin de I’énoncé suivant.

LEMME 2.4.3. — Si o est une n—k+ 1 forme holomorphe définie sur X il existe des n—k
Jormes holomorphes «; définies sur X, et des fonctions @; appartenant a </ telles que :

o= Y o(F)df A (TFay).
1 k

is

Démonstration. — Soit 8 une équation locale de Ag. Comme le support de

Qr;(—k+1/ Z dfi/\ Qr;(—k
1 k

is

A

est contenu dans 'hypersurface 6o F =0, il existe N > 0 et des n—k formes holomorphes

o, sur X telles que (8o F)Na= )  df; A o On en déduit le lemme.
15isk

Soit (¥ le sous % module de Q% * engendré par 7, ' (Q% ).
On a une application naturelle

o: T(X,H-T(Z,9
et le noyau de ¢ est engendré par

Tol@QrT df, A QLkY),
1 k

A

i<

Si ® est une n—k forme holomorphe définie sur X, d’aprés le lemme 2.4.3 il existe des
n—k formes holomorphes o; sur X et des fonctions @, appartenant a </ telles que

o)=Y ou(B)dfia(mEo)

1<isk

A
A

et par définition de Y on a:

9

3 (¢ (T} @)= 0; () @ (T} o).
Vi
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Comme ¥ est holonome régulier et définit une connexion intégrable en dehors de n~* (A),
il existe, quitte 4 remplacer Z, par un voisinage de p plus petit, des opérateurs différentiels
holomorphes D; définis sur Z, de la forme suivante :

D;= ] (hi,j o)y % ““i.j)

1<jsk f

avec o; j€C; k;eN; h; ; fonction holomorphe de la variable y; vérifiant h; ;(0)=1 pour
1 £i £ k; les opérateurs D, vérifiant :

D; (o (;l:: ®))=0 pour 1Zigk.
On a d’autre part
a ~ % s a ~ ~% podla =N ek i
(| meord))=| (S0D)BE@AN+Q,0)| (DT (@A D)
0y \J%, 0 %o \ OY; X,

avec X,0)=X,NF ().

Comme p vaut identiquement 1 sur un voisinage de zéro, I'intégrale

[ Zodiwna

X, ) i

est de type S-R (n—k—1) d’aprés la proposition 2.4.1, en prenant X, comme dans la

proposition 2.4.1.
L’intégrale
9 (J ™* (po A 0_)')>
0y; D)

est donc égale a
o0 | (pem (e A @)
X, »

modulo des fonctions de type S-R (n—k —1).
On obtient donc a partir du lemme 2.4.3 I’énoncé suivant.

LeMME 2.4.4. — Pour tout opérateur différentiel holomorphe D sur Z,, pour tout forme
différentielle holomorphe o de degré n—k sur X, il existe une forme différentielle o sur Xp
appartenant a Q"% telle que

() D (¢ (1} ®))=¢ ().

De plus pour toute forme o définie sur X, appartenant a O"~* et vérifiant (%), la fonction

. D<J‘~ T* (p@ A 6'))
Xp )
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coincide modulo une fonction de type S-R (n—k —1) le long de n™* (Ag) N Z,, avec Pintégrale

ﬁ o A T (p@).

)

On déduit de ce lemme que D,.(T‘, (»)) est de type S-R(n—k—1) le long de
n~ ' (Ap) N Z,, T,(») désignant lintégrale

ﬁ T* (po A @).

Xp )

De méme il existe des opérateurs différentiels D; du type précédent tels que
D;(¢(®))=0 pour 1 <i<k, et D;(I,(»)) est de type S-R(n—k—1) le long de
" (AP N Z,

La fonction Tp () est donc solution d’un systéme

Di(f)=\"i, 1§i§k
D/(H)=V¥;, 15igk

avec ;, V; de type S-R (n—k—1) le long de y,...y;=0. On en déduit que TI, (») est de
type S-R (N) le long de y,. ..y, =0 avec N assez grand. Il reste donc a vérifier que, avec
les notations de 2.1.2.3,

(i) on peut prendre A;={0} et m;=1sii> |,

(i) on peut prendre m; En—k+1, pouri <1

L’assertion (i) est claire car a la place des coordonnées y=(y,, ..., ;) on aurait pu
prendre n’importe quelles coordonnées locales y'=(y3, ..., ¥;) avec y;=y; pour i < I

Vu ce qui a été déja démontré, pour obtenir I’assertion (ii), il suffit de vérifier que la
restriction de Tp (») 4 des germes de courbes analytiques transverses a n~ ! (A) est de type
S-R (n—k). Les fibres générales de I'image inverse T de C par F sont de dimension n—k.
Comme C est de dimension 1, le résultat est alors bien connu [on peut désingulariser T
et appliquer ([I2], p. 81)].

Revenons a la démonstration du théoréme. On suppose X assez petit pour &étre égal a
Xo.

Si 1 est une forme différentielle C* de type (n—k, n—k) a support relativement propre
sur X, on note T,(n) la fonction '

o
Xp »

et Z“ (0) la transformée de Mellin de Ty (n) par rapport aux coordonnées y=(y;), notée
également Z”(s) avec y appartenant a (S¢)* ~ Z* et s a C*.

On note E, z={seC*/A >Re(s)>—B, 1 Si<k}et E,=E, 4

On dit que n s’annule a I'ordre N a l'origine si le développement de Taylor a I'ordre
N a l'origine de 1 est nul.
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LEMME 2.4.5. — Pour tout entier M > 0 il existe N > 0 tel que si 1 s’annule a I'ordre
N a Porigine alors les péles de Zn (0) appartenant a Ey sont situés sur des hyperplans
paralléles aux hyperplans de coordonnées.

Démonstration. — Soit p, une fonction C® croissante

p: [0, +oo[ =0, 1]

qui vaut O sur [0, A/2], 1 sur [A, + oof.

On note n, la forme différentielle p, ( |x,~ I»)n.
1 n

Sis

Comme Z“, . (8) s’exprime comme une intégrale sur X p» il ’est pas restrictif de supposer

k
-1
que le diviseur ( I1 Z) (0) est un diviseur a croisements normaux.

i=1

On a

(1) w)-oor

avec E la réunion des diviseurs qui ont pour image par Ep I'origine et F la réunion des
autres composantes.

Soit E® a€A, [resp. EP, BeB] les composantes irréductibles de E [resp. F].

On note N} la multiplicité de ];oip le long de E. Si E” est donné localement par une
équation x, =0, on note N} =1+d,/2, avec d, le degré par rapport 4 x, et x, de la partie
initiale du développement de Taylor de 1 au point générique de E".

On note Py [resp. Pg] la réunion des hyperplans

S NIs+Np+ =0
' 2

1sis

avec ye A [resp. B], IeN.

Si M est un entier fixé, si N est suffisamment grand, alors pour toute forme n qui
s’annule a 'ordre N a I’origine, on a I'inclusion

(%) P; c C\E,,.

On déduit alors le lemme 2.4.5 du lemme 2.4.6 et de la proposition 2.4.1.
LeMME 2.4.6. — Soit N tel que I'on ait (¥%), L un hyperplan appartenant a P et
Ly=L NE,. La partie polaire de Z,H(s) le long de Ly est la limite quand )\ tend vers

zéro de la partie polaire de Z,,M(s) le long de Ly,
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Démonstration. — Le lemme résulte d’un calcul local sur X, similaire a [I2], p. 101-
103.

Pour démontrer le théoréme on va montrer que Z‘(co) appartient a Z, ,,  (K*)"
avec A de la forme

1
A=T] A;x {0}!
i=1

m;=n—k+1, i<l my=1 i>1 R tel que le support de E;‘,‘n soit contenu dans
{xeX,/| f;(x)| <R}.

Choisissons M > 0. Les poles de Zn (w) situés sur E,; sont du type requis. En effet on
choisit N assez grand pour avoir la conclusion du lemme 2.4.5, on écrit

n= Z P.-mi/\aﬁn'
1<isd

avec o;, ®; des n—k formes holomorphes sur X, p; des fonctions C® sur X qui prennent
la valeur 1 sur un voisinage de I’origine, et " qui s’annule a 'ordre N a I’origine, puis
on applique la proposition 2.4.2 et le lemme 2.4.5.

Il reste donc a démontrer que Zn vérifie les inégalités de 2.1.2.4, ce qui est fait dans le
lemme 2.4.8.

LeMME 2.4.7. — Pour N positif, il existe une constante C(N) telle que
k
|Z,(s)| < C(N) [] RRe®
i=1

\

pour s appartenant a Ey et n’appartenant pas a un voisinage produit convenable du lieu
polaire de Zx.

Démonstration. — On remarque tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tous les
entiers positifs M et N la fonction Z” est bornée (indépendamment de x) sur Ey y
privé de voisinages produit du lieu polaire de z,,, -

Dans le cas k=1, Igusa ([I2], p. 101-103) montre ceci directement par un calcul sur
une résolution des singularités. On peut faire un calcul analogue dans le cas présent.
Supposons comme dans la démonstration du lemme 2.4.5 dont on reprend les notations

k
-1
que < 11 ];) (0) est un diviseur a croisements normaux.
i=1

Skoit g un point de Xp tel que sur un voisinage U, de g le diviseur exceptionnel
-1
( I1 Z) (0) soit de support t,...t;=0, t=(t,, ..., t,) étant des coordonnées locales
i=1

en g. On note E*1 le diviseur t;=0. On définit les multiplicités N¥ 4, 0 <i < k, comme
dans le lemme 2.4.5.
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Un calcul semblable a celui de ([I2], p. 101-103) donne que pour & > 0 fixé, I'intégrale
[ o
Uq
est bornée sur E,, y privé des tubes |l(s)| < ¢, | décrivant 'ensemble P, des fonctions

)= 3 N{"‘s,-+N{;“+%, meN.
k

15is

IA

La fonction |I[*"**!|Z, | est bornée sur

Ey n N {S/[I@ S eNs/| I ()| <6 T'e U PN}

qeXp

d’aprés le méme calcul. Si I(s)=0 n’est pas un hyperplan polaire de Zn_ » on en déduit
que |Z, | est borné sur cet ensemble d’aprés le principe du maximum. On obtient le
lemme en effectuant une récurrence sur le nombre d’hyperplans non polaires de la forme
I=0, I appartenant a P,

LemME 2.4.8. — Pour tout N positif, pour tout p appartenant a N¥, il existe une constante
C(N, p) telle que

l—-[ | S; |pi l Zx (S) I é C (N, p) n RRe (sp)

1<isk 1isk

pour s appartenant & Ey et n’appartenant pas a un voisinage produit convenable du lieu
polaire de Z,.

Démonstration. — Soit (x4, ..., x,) des coordonnées locales a I'origine de X. En
appliquant le lemme 2.4.3 aux formes dx; A ... A dx; _, ., on obtient qu’il est possible
d’écrire :

mm= Y direF@a)+ ¥ el (F)(®EB)
1 k

<i 15isk

A

avec o; et f; des formes C*® de type (n—k, n—k) sur X et @,[resp. ¢;] des fonctions sur
Z n"'(Ag) telles que [] |y;|ee; [resp. [1 |»;|@ @il soit C® sur Z, pour m un
1

1sjs1 £js1
entier convenable.

On a
0
a— Ty (n) =0; Ty (ai)
Yi
2 1,m=ei1,()
6)7, ity \Mi
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On pose

2 0y; ;

Comme la transformée de Mellin de D,-Ty(n) est égale a (s;+1) Z\ on obtient que :
1 : —
s+ 1) Zn = 2 Mc(; 9: (») Ty (o) +y; 0; () Ty (BY).

On en déduit I’énoncé du lemme pour p=(0, ..., 1, ..., 0) d’aprés le lemme 2.4.7 et sa
démonstration, et donc pour p quelconque par récurrence.

D’aprés ce qui précéde ceci termine la démonstration du théoréme.

Remarque. — Dans [S2] C. Sabbah a donné une démonstration différente du
théoréme 2.4, basée sur les résultats de [S1].

Démonstration du théoréme 2.3.2. — On suppose K=C [le cas K=R étant similaire]
et on reprend les notations utilisées dans la démonstration du théoréme 2.4.
D’aprés le théoréme des zéros de Hilbert on peut écrire

@=V(E)r*MAdfiA ... AdfAdfy A ... Adf)

avec | une fonction sur Z\n~'(Ag) telle que ( [] |y:|o™V soit C* sur Z, pour un
1is1

entier m convenable. L’énoncé est donc une conséquence du théoreme 2.4 appliqué a n.

2.5. L tHEOREME. — Soit F: X —>Y un morphisme K-analytique dominant,
X (resp. Y) un ouvert de K" (resp. K¥) contenant I’origine.

On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro et que F(0) =0. Soit Ag ,
le germe du discriminant de F a I'origine.

On définit 'ensemble 2 (Ag, ) de fagon similaire au cas p-adique (1.5) :

Soit & (Ag, o) I'ensemble des vecteurs primitifs associés au polyédre de Newton a
Iorigine de Ag , [défini comme en 1.2.1]. On note Z(Ag ,) I'ensemble des vecteurs
primitifs de N* qui sont combinaison linéaire a coefficients rationnels positifs d’au plus
k—1 vecteurs de & (A, o)-

Si n est une forme différentielle C® a support propre de type (n, n) [resp. de degreé n]
si K=C [resp. K=R], on considére la fonction

zn(m)=j o(F)n
Kn

définie pour @ appartenant a (Q (K *))* vérifiant Re(s;) > 0, 1 < i < k. (On convient que

o(F)= ]_[ o;(f)sio=(®, ..., ®), F=(f1, ..., f))

15igk
Cette intégrale admet un prolongement analytique en une fonction méromorphe sur
(Q(K™))X. Ceci est classique si k=1 ([A], [B-G], [I1]) et se prouve de fagon analogue si
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k > 1. De plus le lieu polaire de Z, (w) est une réunion d’hyperplans H; d’équation

Y. als;+ap=0

15igk

IA

avec a'=(a}); <; < un vecteur primitif de N* et af, un rationnel strictement positif.

On note 2, (F) I'ensemble des vecteurs a;, H; décrivant 'ensemble des hyperplans
polaires et Z (F) la réunion des ensembles 2, (F). L’ensemble 2 (F) est fini.

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 2.5. — Soit F: X » Y un morphisme K-analytique dominant sans éclatement
en codimension zéro vérifiant F (0) =0, avec X [resp. Y] un ouvert de K" [resp. K*] contenant
Porigine.

Alors l'ensemble des hyperplans polaires est contenu dans I'ensemble des pentes du
polyédre de Newton du discriminant a I'origine :

2 (F) = 2(Ag, o)

Remarque. — Comme il a été rappelé dans I'introduction, C. Sabbah a montré dans
[S1] que si F est sans éclatement en codimension zéro, ’ensemble 2 (F) est contenu dans
un ensemble fini, ne dépendant que de la géométrie du discriminant, qui coincide avec
2 (Ag, o) dans le cas k=2, et devrait étre contenu dans 2 (A, o) en général.

Démonstration. — Compte tenu du théoréme 2.3.2 la preuve du théoréme est entiére-
ment similaire & celle du cas p-adique (théoréme 1.5) :

Si ¢ est un cOne appartenant & & on lui associe S, = {(xi)/l x,-| <let(—log |xi |)ec}.

Le seul probléme qui pourrait apparaitre est le suivant: la transformée stricte A du
discriminant par m; peut éventuellement ne pas étre transverse au bord du polydisque
{yi/l yil < 1}. Pour remédier a cela il suffit d’effectuer une transformation linéaire
x;=\;X;, avec des A; assez généraux, pour se ramener au cas ol A est transverse au bord
du polydisque, pour tout cone 6. On peut alors effectuer la démonstration exactement
comme dans le cas p-adique.

2.6. APPLICATIONS AUX DEFORMATIONS. — Soit f, une famille de fonctions analytiques
sur un ouvert de K". Autrement dit on a un morphisme F: X - Y avec X[resp. Y] un
ouvert de K"*! [resp. K"] contenant l'origine avec F=(f, f), les coordonnées sur K"*?!
étant (x, t). On suppose que F s’annule a I’origine.

Soit n une forme différentielle C* a support compact de type (n, n) [resp. de degré n]
si K=C [resp. K=R]. Si ®=(s, %) est un quasicaractére on s’intéresse a la variation avec
le paramétre ¢t de I'intégrale :

2.0=23,,0=] oG

Si F est sans éclatement en codimension zéro on note 3 (F) I'ensemble des quotients a/b
appartenant 4 2 (Ag o), b non nul.
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THEOREME 2.6. — Si le morphisme F=(f,, t) est sans éclatement en codimension zéro,
il existe un ensemble fini B de rationnels strictement supérieurs @ —1, un ensemble fini C
de rationnels strictement négatifs, un entier N, tels que pour |t| suffisamment petit on ait

Z2 . ®=(IITG=) ¥ Y ¥ Op ;s 0|t|es*Plog|t)

ceC acd(F) BeB je{0, ..., n}

dans le cas K=C [resp.

Zg,t.x(s)=(nr(s_c)) Z Z Z z (Pa,ﬁ.j,p(s’ t)a(t)"ltl“*"loglt'f

ceC acd(F) BeB je{0,...,n peZ/2

si. K=R] avec ¢, ;lresp. ¢, ;,] des fonctions telles que o, ;(s tN)
[resp. @,,p, j, » (5, tV)] soient C* en les variables (s, t) et holomorphes en la variable s.

Démonstration. — Soit p une fonction C® a support compact qui vaut identiquement
1 sur un voisinage de I'origine dans K.

L’intégrale
2,0.6)=[ oG @0 OnrpOd:
Kn+1

est la transformée de Mellin par rapport 4 la variable ¢ de p () Zy , (®).
On écrit o=(s, ), ©" =(s', x).
On peut choisir un ensemble fini C de rationnels strictement négatifs tel que la fonction
Zy(0, o)=(]] T =)' Z, (0, o)
ceC
n’ait pas de droite polaire de la forme s—A=0.
On écrit @” =(Ns’, ) et Z; (o, ') =Z; (w, @").

LEMME 2.6.1. — Il existe un entier N strictement positif tel que pour ® fixé la fonction
Z; (o, o") appartienne a Z, , g (Q(K™)) pour A, R convenables.

Démonstration. — Elle est analogue a celle de [I2], p. 98-104.

En effectuant pour o fixé une transformation de Mellin inverse et en utilisant le
théoréme 2.5 on obtient I'énoncé du théoréme avec des fonctions @, g ;(s, )
[resp. @, p, j, » (5, t™)] qui sont a priori seulement C* en ¢ pour s fixé.

Pour conclure il suffit de remarquer que Z;(w, @) étant méromorphe les parties
polaires aux poéles de sa restriction aux droites ou s est constante varient holomorphique-
ment avec s, et que les coefficients du développement asymptotique de la transformée de
Mellin inverse sont des fonctions linéaires des coefficients polaires aux péles.
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