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FONCTIONS ZÊTA LOCALES DTGUSA À PLUSIEURS
VARIABLES, INTÉGRATION DANS LES FIBRES,

ET DISCRIMINANTS

PAR F. LOESER

Introduction

Soit K un corps local de caractéristique nulle. On étudie dans cet article les pôles
d'intégrales de la forme

Z^ . . . ,5 , )=f |/l|SKl...|/.M^|.
JK"

Dans cette expression, les ̂  sont des polynômes appartenant à K [xi, . . ., xj s'annulant
à l'origine (ou des fonctions analytiques dans le cas archimédien), F=(/i, . .., /^), (p est
une fonction test à support compact (localement constante dans le cas^-adique, C°° dans
le cas archimédien), et ] dx ] désigne la mesure de Haar standard sur K".

On démontre de la même manière que dans le cas d'une seule fonction (k==l), en
utilisant le théorème de résolution des singularités d'Hironaka ([A], [B-G], [II]), que
l'intégrale Zp(si, . . ., s^), a priori seulement définie pour Re(5,) > 0, se prolonge analyti-
quement en une fonction méromorphe sur C^^ dont les pôles sont situés sur des hyperplans,
et dans le cas non-archimédien que Zp est une fonction rationnelle des variables ^-sl, q
étant le cardinal du corps résiduel. Il est utile de prolonger Zp en une fonction

ZF((OI, . . ., o)fc)= œi(/i).. .(ûk(/k)(p|dx|
JK"

les variables 0)1, . . ., œ^ étant des quasicaractères, les propriétés précédentes restant
valides dans ce cadre.

On appelle pentes du morphisme F les directions des hyperplans polaires des intégrales
ZF((OI, . . ., Ofe), (p décrivant l'ensemble des fonctions test. On note ^(F) l'ensemble des
pentes. C'est un ensemble fini.

On se propose dans cet article de relier ^(F) à la géométrie du discriminant de F à
l'origine. Le discriminant Ap de F est par définition l'image réduite par F du lieu critique
de F. En général Ap peut être pathologique. Nous imposons donc à F la condition
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436 F. LOESER

suivante : F est sans éclatement en codimension zéro. Cette condition entraîne en particu-
lier que AF est une hypersurface. Elle a été étudiée en détail par Henry, Merle et Sabbah
dans [H-M-S]. Elle est vérifiée dans les cas suivants : k = 1; le morphisme F est fini; les
fibres de F sont des intersections complètes de codimension k ayant des singularités
géométriquement isolées; F est de la forme (/, l) avec/quelconque et l une forme linéaire
générale s'annulant à l'origine. On considère le (fe—1) squelette de l'éventail associé au
polyèdre de Newton à l'origine de Ap et l'ensemble ^(Ap^o) des directions d'hyperplans
associées à ce ( fe—1) squelette. Ce n'est un ensemble fini que pour fe=2.

Le résultat principal de cet article est que sous une certaine hypothèse de finitude sur
le morphisme F (le morphisme est « bon ») l'ensemble des pentes ^(F) est contenu dans
^(AF o). Nous montrons que dans le cas archimédien cette hypothèse est toujours vérifiée
si F est sans éclatement en codimension zéro. Dans le cas non-archimédien nous ne
savons montrer qu'elle est vérifiée que dans le cas où F est fini, et nous conjecturons
qu'elle est vérifiée en général pour F sans éclatement en codimension zéro. De façon
imagée cette hypothèse peut s'exprimer ainsi : après tout changement de base tel que
l'image inverse du discriminant soit un diviseur à croisements normaux, les intégrales
dans les fibres admettent des développements asymptotiques du type « singulier-régulier ».

Une des motivations initiales de ce travail est de déduire de la connaissance des pentes
de F=(/, ï) avec / une forme linéaire générale s'annulant à l'origine, des renseignements
sur les pôles de l'intégrale Zy. Dans le cas archimédien les pôles de l'intégrale Zy (s) sont
de la forme 5o=a—fe, avec a une racine du polynôme de Bernstein de/et k un entier
positif, en particulier exp(2i7iSo) est une valeur propre de la monodromie locale. Dans
le cas non-archimédien on a montré dans [Loi] que si n=2 les parties réelles des pôles
de Zy sont des racines du polynôme de Bernstein de/ II est naturel de conjecturer des
énoncés analogues pour n quelconque (voir [Lo 2], [Lo 3] pour des conjectures précises);
en particulier on conjecture que dans le cas 77-adique, si SQ est la partie réelle d'un pôle
de Zp exp(2inso) est valeur propre de la monodromie agissant sur la cohomologie de
la fibre de Milnor associée à un point de /==0, / étant un polynôme complexe obtenu
en choisissant un plongement T de K dans C. D'autre part, dans le cas /?-adique, si
7i: X-^K" est une modification de K" telle que E=7t - l(/ - l(0)) soit un diviseur à
croisements normaux, les parties réelles des pôles de Zj- sont de la forme —HD/ND» avec
D une composante irréductible de E et Np (resp. n^—1) la valuation de/(resp. \dx\) le
long de D. Un problème important est de trouver un critère pour que —HD/ND ne soit
pas la partie réelle d'un pôle.

En utilisant notre résultat sur les pentes nous obtenons la conséquence suivante sur
les pôles de Zy. Pour simplifier son énoncé supposons ici que/=0 n'a que des singularités
géométriquement isolées (l'énoncé général est donné en 1.8). Si F=(/ î) est «bon» (ce
qui est conjecturalement toujours le cas) alors pour que a soit la partie réelle d'un pôle
de Zf il est nécessaire (à moins que a= —1) qu'il existe une composante irréductible D
de E telle que a= —HD/ND et telle que le rapport des valuations de/et de ( le long de D
soit la pente d'une face du polygone de Newton de F à l'origine (qui ne dépend que
de /). D'après la description de la monodromie par les carrousels ([L]) un énoncé
similaire vaut pour les valeurs propres de la monodromie. Ce résultat est donc un indice
encourageant en faveur de la conjecture reliant les pôles de Zy aux valeurs propres de la
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FONCTIONS D'IGUSA A PLUSIEURS VARIABLES 437

monodromie, bien qu'il ne livre tout son sel que si l'on sait que tout morphisme sans
éclatement en codimension zéro est « bon ».

Dans le cas archimédien C. Sabbah a montré dans [SI] que les pentes de F sont
contenues dans un ensemble fini calculé à l'aide de variétés caractéristiques de systèmes
différentiels. Dans le cas de deux fonctions (fe=2) cet ensemble coïncide avec ^(Apo)'
Si k > 2 cet ensemble est moins aisé à décrire concrètement mais devrait être contenu
dans ^(AF o). La démonstration de C. Sabbah repose sur ses résultats sur les polynômes
de Bernstein à plusieurs variables. Comme une telle approche n'est pas possible dans le
cas ^-adique, nous avons été amenés à en trouver une plus élémentaire (qui nous semble
donc déjà intéressante dans le cas archimédien) qui soit adaptée au cas ^-adique, et qui
est celle utilisée dans cet article.

Cet article contient quelques autres résultats d'intérêt indépendant. Dans le cas archimé-
dien, pour les morphismes sans éclatement en codimension zéro, on obtient un théorème
d'existence de développements asymptotiques pour les intégrales dans les fibres
(théorème 2.4). D'autre part, comme nous l'a suggéré C. Sabbah, on peut déduire du
théorème sur les pentes des résultats sur la variation avec le paramètre t des intégrales
Z^ quand /^ est une famille de fonctions.

Une partie des résultats de cet article a été annoncé dans [Lo 3].

Remerciements

Je remercie C. Sabbah pour les nombreuses discussions que nous avons eues pendant
la préparation de ce travail.

1. Le cas non archimédien

1.1. PRÉLIMINAIRES. — 1.1.1. Notations et conventions. — Soit K une extension finie
de Qp d'anneau des entiers R, d'idéal maximal SP et de corps résiduel R/^=F^. On note
K" le groupe multiplicatif de K, R" le groupe des unités de R et R le groupe des
caractères continus de R x à valeurs complexes. On fixe une uniformisante 71 de R, et
pour x dans K on note v(x) la valuation ^-adique de x, \x\=q~v(x) et a(x)=xn~v(x\
On note [i la mesure de Haar sur K" de masse totale 1 sur R" pour n ̂  1. Si K" est
muni de coordonnées x=(x^ . . ., x^) on note \dx\ la mesure p, et [ d ^ x l la mesure
(1/1 —q~1)" | dx |/| Xi [. . . | x^ | sur (K x)". Sur K" on dispose de la norme | x \ = sup [ x^ |

i ^ i ^ n
pourx=(x,)i^,^.

On fixe une clôture algébrique K de K. Si X est un schéma défini sur K on note
XK (resp. X^) l'ensemble des points à valeurs dans K (resp. K). Sur X^ on distinguera
les ouverts de Zariski et les ouverts ^-adiques de X vus comme espaces K-analytiques.
On note A" l'espace affine de dimension n sur K. On note ^(K") l'espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat sur K", c'est-à-dire l'espace des fonctions à valeurs complexes localement
constantes à support compact sur K".
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438 F. LOESER

Un élément de ^k est dit primitif si ses coordonnées sont des entiers premiers entre
eux.

1.1.2. Transformation de Mellin. - 1.1.2.1. Soit QO^^Hom^, C") le groupe des
homomorphismes continus de K" dans C" (appelés quasicaractères). De l'isomorphisme
K" ^ Z x R" défini par x -^ (v(x), a(x)) on déduit un isomorphisme Q^") ^ C" x R.
Tout quasicaractère œ s'écrit de façon unique Qî(x)=zv(x) 50 (a (x)) avec z dans Cx et 50
dans R. Le groupe Î^K") s'identifiant au produit de C" par un ensemble discret
dénombrable, il est naturellement muni d'une structure de variété analytique complexe.
On écrit z de C" sous la forme q~\ on note 0(0) la partie réelle de s et ^(K^)
l'ensemble des quasicaractères œ avec o(œ) strictement positif.

1.1.2.2. DÉFINITION. — Soit A une partie finie de C/Zl(q\ l(q) = 2 n î'/log q, et soit m un
entier strictement positif. Z^ ^(^(K")) est l'ensemble des fonctions Z à valeurs complexes
sur ^(K^) telles que :

(i) pour tout 50 de R il existe des nombres complexes b^j^ tels que, en notant Z^ la
restriction de Z à Cx x {50}, la fonction

w- z z -hj^Î L6A j=i (i-q "zy
appartienne à C[z, z~1].

(ii) pour presque tout % la fonction Z^ est identiquement nulle.

1.1.2.3. DÉFINITION. — Soit A une partie finie de C/Zl(q) et soit m un entier strictement
positif. .^^(K^) est l'ensemble des fonctions F à valeurs complexes définies sur Kx telles
que :

(i) F est localement constante.
(ii) F (x) est nul pour | x \ suffisamment grand.

(ni) Si | x | est suffisamment petit on a :
m

FW=£ £ E^,,,xX(aM)N'(iogMr1
île A j = l X 6 R

avec a^ ^ ̂  des nombres complexes nuls pour presque tout 50.
1.1.2.4. Igusa a démontré que la transformation de Mellin établit une correspondance

bijective entre ̂ .m^') et Z^Q^)) :

THÉORÈME 1.1.2.4. [Il], [12]. — Si les éléments de A sont de partie réelle positive
(i) pour tout F de ^^(K^), l'intégrale

MF(œ)=f ¥(x)G)(x)\dxx\
JK^

définit une fonction sur (^(K^) dont le prolongement analytique appartient à
Z^WK-)).
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(ii) M établit une correspondance bijective entre ^^^(K^) et Z^ ^(^(K^)).
(iii) M"1 est donné par

(M-lZ)(x)=^(Res(Z,(z)z-l?^-l)x(û(x))-l

X 6 R z=0
«

o+l(q) \fo+^î)

X e R " \Ja-l(q)
= E l(q) Z,0r5) 1x1-^5 x(a(x))-1

y e R " T-<(4) /

pour CT = Re (s) > 0.
(iv) M induit la correspondance suivante entre b^ ^ ^ et a^ ^ ^ :

m

,̂ j . x = E ̂  i (-^ë î)'~1 ̂  (, x-1

i=i

les e^ j étant définis par F identité

, , - i_V. (t+j-l)(t+j-2)...(t+l)
t 'À '•j——————^.——————•

1.1.2.5. Le résultat suivant nous sera utile. Cest une conséquence directe de la démons-
tration du théorème précédent.

PROPOSITION 1.1.2.5. —Soit F une fonction appartenant à «^ ^(K^), les éléments de
A étant de partie réelle positive. L'égalité 1.1.2.3. (iii) est vérifiée pour \x\^q~e si et
seulement si pour tout caractère ^ on a une égalité :

'"^ïj.o^^-^
avec P^ un polynôme de Laurent de degré en z strictement inférieur à e.

1.1.2.6. Ce qui précède peut être généralisé de la façon suivante aux fonctions de
plusieurs variables. On considère K^ muni de coordonnées (x^ . . ., x^). On fixe des
parties finies A, de C/Zl(q), 1 ̂  i ̂  k, et m - n entier strictement positif. On note A le
produit Y[ A,. On identifie ^(K^ à (C ^ x R^ en associant à œ=(o)i, . . ., co^) le

1 ^ i ̂  k

couple (z, x) avec z=(z^, . . ., z^) et /=(/i, . . ., 5^). On écrit z^q'51. On définit alors
Z^ ^(^(K^)*) comme l'ensemble des fonctions Z à valeurs complexes sur ^(K^)* telles
que :

(i) pour tout % appartenant à Ê^ la restriction de Z à (C^ x {^} est de la forme

W- Z E Z ^x(̂ ...̂ i)
! < = { ! , ...,„} XeAi ^{i....,m}I U-^ ^

avec Ai=nA,, (l-^^n (l-^1^1, ^=(U-ei, 7=(/Aei et Pi.,,, un polynôme
1 € I I € I

complexe en les variables z^ et z^1, i n'appartenant pas à I.
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440 F. LOESER

(ii) pour presque tout ^ la fonction Z^ est identiquement nulle.
De même on définit .^A.m^K^)^) comme l'ensemble des fonctions F à valeurs comple-

xes sur (K^ telles que :
(i) F est localement constante.

(ii) F (x) est nul pour | x \ suffisamment grand.
(iii) pour | x \ suffisamment petit on a une égalité

F M = s s s ̂  L x n ni (ft (^)) i ̂  l'1 (iog l ̂  ly1" '
^ • < = A ^{1....^ xeR^ 1 ̂  » ^ f c

avec a^ ̂  ^ des nombres complexes nuls pour presque tout 7.
Par la même démonstration que celle de 1.1.2.4 on obtient que la transformation de

Mellin

MF (œ) = | F (x) œ (x) | dx x \
J^^ ^

établit une bijection entre ^^((K^) et Z^^K^), les éléments de A^ étant de
partie réelle positive.

1.1.3. Soit/un polynôme appartenant à K[xi, . . ., xj. On suppose que/s'annule à
l'origine de K" et n'est pas constant. Le lieu critique Cy de / est par définition le sous
schéma de A" défini par l'annulation des dérivées partielles de /.

Pour toute fonction de Schwartz-Bruhat (p sur K" l'intégrale

Z^(œ)=f (p(x)œ(/(x))|dx|
JK"

définit une fonction holomorphe sur Q+ (K").
On considère également, pour t appartenant à K^fÇC^ ^), l'intégrale dans la fibre

I<p(0= <P^
Jf=t

avec H( le résidu de la mesure ^ le long de /= t.
On rappelle le résultat suivant, dû à Igusa ([II], [12]) :

THÉORÈME 1.1.3. — Si Cric ^wtersecte le support de (p que dans la fibre /=0, alors :
(i) Zy admet un prolongement analytique en une fonction de Z^ ^(Q.ÇK^)) pour un choix

convenable de A, les éléments de A étant de partie réelle positive.
(ii) la fonction | x [ l < p appartient à ̂ ^(K^) et M(\x\l(\-q~1) I<p)=Z<p.

1.1.4. Soit F: A"-> A^ un morphisme dominant défini sur K. On suppose que F
s'annule à l'origine. On écrit F==(/i, . . .,/k) avec/- appartenant à K[x^, . . ., xj. Soit
(p une fonction de Schwartz-Bruhat sur K" et /=(Xi, . . ., Xfc) avec Xi appartenant à Ê.
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L'intégrale :

^(^f ^n \fi\si1Li^{fi))\iJK" 1=1
converge pour Re(Sf) > 0, avec s=(s^ . . ., s^).

Soit îi: XK-^A^ une application K-analytique propre surjective de la variété K-
analytique lisse X^ sur A^ vérifiant les conditions suivantes :

/ k _ \
(i) n l U fi 1 (0) ) est un diviseur à croisements normaux.

\i=l )
_ / k _^ .

(iï) la restriction de n à X^Ti"1 ( U fi 1 (0) ) est un isomorphisme sur son image.
\ i=l /

_ / k _ \
On note E\ jeï, les composantes irréductibles du diviseur n~1 ( U /^(O) ), N^ la

\i=l )

multiplicité de f, le long de Ej et N^-l la valuation de 7t*(n) le long de E-7'. On a le
résultat suivant, dû à Igusa ([II], [12]) quand k=l , dont la démonstration s'adapte sans
difficulté au cas fc > 1.

THÉORÈME 1.1.4. — L'intégrale Z<p,^(s) admet un prolongement analytique à (? en une
fonction rationnelle de ^-sl, . . ., ^-sfc :

Z,,^)=————^____

no-g-^i^)
I E l

avec P,,,)((S) un polynôme en les variables q'51, q"1. Les parties réelles des pôles de Z
appartiennent à la réunion des hyperplans d'équation

k

^ N^CT.+N^O.
1=1

II existe un voisinage p-adique U de l'image inverse de l'origine par F dans K", tel que si
le support de (p est inclus dans U, Z^ ^ est nulle pour presque tout %.

Remarque. — Malheureusement on ne dispose pas pour k > 1 d'analogue convenable
de 1.1.3. En général, pour (p ayant son support contenu dans U, Z^ n'appartient pas à
^.n-k+i^K-^) pour A convenable.

On note P((p, 50) l'adhérence dans R^ de {(Re(s0, . . ., Re(Sfc))/s pôle de Zy^} et P la
réunion des P((p, j). D'après le théorème P est une réunion finie d'hyperplans H,, leL.

k

Chaque hyperplan H^ admet une unique équation ^ a\ af+û^=0 avec ̂ =(0^ ^ ^ ^ ^ un
1=1

vecteur primitif de ̂ k et a^ un rationnel positif.
On note ^(F) l'ensemble des a1 pour l décrivant L. Un élément de ^(F) est appelé

pente. En général ^(F) dépend du corps K.
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1.2. POLYÈDRES DE NEWTON. — 1.2.1. Généralités, — Soit g un polynôme de
K[xi, . . ., xj s'annulant à F origine. On écrit

ê= I Sp^ et supp^^eN^^O}.
peN*

L'enveloppe convexe F+ (g) de supp^+N* dans 1̂  est le polyèdre de Newton à l'origine
de g. On appelle facette une face de dimension k — 1 de F+ (g) et on note F (g) la réunion
des facettes compactes de F+ (g).

On note < , > le produit scalaire standard sur Rk. Pour a appartenant à R^ o on P086

m(a)== inf <a, j9>.
per+ (g)

On définit la relation d'équivalence suivante sur R^ o :

a^a' si {^e^+(^)/<a,^>=m(û)}={pe^+fe)/<a/,^>=m(a/)}.

Les classes d'équivalences sont des cônes convexes rationnels de sommet l'origine dans
(R^ o)^ O11 IGS décrit de la façon suivante. Une facette 8 de r+ (g) possède un unique
vecteur primitif orthogonal x(ô). On note 3P'(g) l'ensemble de ces vecteurs. Les classes
d'équivalences sont exactement les cônes

^F={ E WÔ,)/^eR>o},
1 ^ i ̂  m

F décrivant l'ensemble des faces de F+ (g), les ô^, 1 ̂  i ̂  m, étant les facettes contenant
F. Il existe une partition y raffinant cette partition en cônes simpliciaux de la forme :

^={ Z W^eR>o}
1 ^ i ̂  l

avec û4, . . ., Oj des vecteurs linéairement indépendants de ^ (g). Un tel cône étant
donné, on choisit un sommet p de F+ (g) tel que pour tout x de <j on ait < x, p > ==m (x).
On complète la famille (a^, . . ., a;) en une base (a^, . . ., a^ de Rk telle que les a? j > l
soient des vecteurs de ^ ( g ) orthogonaux aux faces de F+(g) qui contiennent p. On
obtient ainsi un cône 5 = { ^ ^a^eR>o}. Bien sûr o n'est pas uniquement

1 ^ i ̂  k

déterminé par a. On écrit a^=(api ^ i ^ k et on considère le morphisme :

( K^K^
^ ^x,= n ^ i ^ ^ f e

l 1 ̂  J ^ k

Par définition de la fonction d'appui m on a :

(1.2.1) (g°^)(y)= n yT^gsW
1 ^ i ^ k

pour y=(y^ ^ i ^ k, avec ^5 un polynôme de K \y^ .. ., y^] vérifiant gs(0) + 0.
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1.2.2. Le cas des courbes. — Supposons k=2, g est alors un polynôme de Kjxi, xj
s'annulant à l'origine. L'équation g=0 définit une courbe C. On note CK,O 1e germe
formel de C^ à l'origine et C^,^ deD, les composantes irréductibles formelles de CK,O*
On supposera que C^. o est à singularité isolée. On note m^ , la multiplicité d'intersection
à l'origine (éventuellement infinie) de C^ avec la droite Xf=0, et a^ le vecteur primitif
de N2 proportionnel à [m^ i, m^ 2]- O11 convient que si m^ ^ [resp. m^ 3] est infini a^ est
le vecteur (1, 0) [resp. (0, 1)]. L'ensemble ^ (9) admet la description suivante :

^te)={^LeDU{(i ,o)}u{(o,i)}.
1.3. MORPHISMES SANS ÉCLATEMENT EN CODIMENSION ZÉRO. DISCRIMINANT. — 1.3.1. La

notion de morphisme sans éclatement en codimension zéro a été introduite par Hironaka
et étudiée en détail par Henry, Merle et Sabbah dans [H-M-S], pour un morphisme
analytique complexe. Nous allons rappeler cette condition dans le contexte un peu
différent qui est le nôtre.

Soit F: X=A"-»>Y=A f c un morphisme dominant défini sur K. Soit X° l'ouvert de
Zariski dense de X sur lequel le morphisme est lisse. Sur X° on dispose du fibre conormal
à F :

Tp? X°={(x, tO/xeX°, veT^ X, i^x^=0},

Tx X étant le fibre cotangent à X et Xp ̂  la fibre de F au point F (x). On note
P(TF' X°) le fibre projectif associé et CpX l'adhérence dans PfT' X) de P(Tp' X0). On
dispose d'un morphisme naturel ïp: Cp(X) -^X.

DÉFINITION. —Soit F: X=A n -^Y=A f c un morphisme dominant défini sur K. On dit
que F est sans éclatement en codimension zéro si le morphisme composé (F ° ïp)^ :
CpWK -> YK est à fibres équidimensionnelles de dimension constante.

Nous renvoyons à [H-M-S] pour d'autres définitions équivalentes. Donnons quelques
exemples importants de morphismes sans éclatement en codimension zéro :

(a) les morphismes finis
(b) les morphismes dont les fibres géométriques sont des intersections complètes de

dimension n—k et ont pour seules singularités des singularités géométriquement isolées.
(c) dans le cas k=2, F=(/i,/2) ^GC /i arbitraire s'annulant à l'origine et f^ une

forme linéaire générale s'annulant à l'origine.

1.3.2. Discriminant d'un morphisme sans éclatement. — Soit F: A" -> Ak un morphisme
dominant défini sur K s'annulant à l'origine. Le lieu critique Cp de F est le schéma
défini par l'annulation de tous les mineurs d'ordre k de la matrice jacobienne de F. On
note AF l'image réduite de Cp par F (c'est une partie constructible de A^ et Ap o la
réunion des composantes irréductibles de Ap auxquelles appartient l'origine.

PROPOSITION 1.3.2. — Si F est un morphisme sans éclatement en codimension zéro, le
discriminant Ap est purement de codimension 1 ou vide.

Démonstration. — On remarque tout d'abord qu'il suffit de démontrer l'énoncé analo-
gue dans le cas analytique complexe local. Considérons un morphisme dominant F défini
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sur un petit voisinage ouvert de l'origine à valeur dans un ouvert de C\ représentant un
germe de morphisme sans éclatement en codimension zéro. D'après ([H-M-S], prop. 3.3)
la restriction de F à Cp est sans éclatement en codimension zéro et donc en particulier
toutes les fibres sont de dimension n—k. C'est alors une conséquence du théorème de
préparation de Weierstrass que l'image réduite de Cp par F est ensemble analytique. En
effet rappelons le résultat bien connu suivant :

LEMME. — Soit f : A -» B un morphisme analytique entre germes d'espaces analytiques
réduits. Si toutes les fibres de f sont équidimensionnelles et ont la même dimension alors
| /(A) | est analytique.

Démonstration. — Si la dimension des fibres est zéro, c'est une conséquence facile du
théorème de préparation. Si la dimension des fibres est d > 0, on plonge A dans (C^ 0).
Si Xi, . . ., x^ sont d formes linéaires générales, le morphisme F=(/(x), x^ . . . , x^\
A -> B x (C^, 0) est à fibres de dimension zéro, et par conséquent | F (A) | est analytique.
Comme | F (A) | = | /(A) | x (C^, 0), il en est de même de | /(A) |.

On va démontrer le résultat par récurrence sur n—k. Si n—k est égal à zéro le
morphisme F est fini et le résultat est connu.

Soit Af une composante irréductible de Ap, pi un point général de A(, F"1^^ la fibre.
On distingue deux possibilités.

1. CF n F~1 (pi) a une composante irréductible de dimension non nulle.
2. CF 0 F~1 (p^ n'a que des points isolés.
Dans le premier cas on considère une composante irréductible X^ de Cp H F~1 (p^ de

dimension non nulle et x, un point général de X,. Soit l une forme linéaire générale
s'annulant en x^ U^ un petit voisinage ouvert de x^ et

fU^C^
[ x ^(F(x),;(x)).

D'après [H-M-S] F' est sans éclatement en codimension zéro. On considère la variété
polaire relative locale Pi, qui est par définition l'adhérence dans H du lieu critique de la
restriction à U)\CF de F", et le dirimant D^, qui est par définition l'image réduite de Pj
par F'. D'après [H-M-S] la restriction de F" à P( est un morphisme fini sur son image
D,. Le discriminant A' de F" est égal à la réunion de D, et F'(Cp 0 U,). Une conséquence
directe de la définition de morphisme sans éclatement en codimension zéro (cf. [H-M-
S], p. 241), est que P, ne contient pas toute la fibre F'^^nU». Soit z .̂ un point de
F"1 (pi) H U)<Pj. Son image F'(Zf) par F" appartient à A'\D,. La composante irréductible
de A' qui contient F^z,) n'est donc pas contenue dans D, mais dans F^CpOUf). Par
hypothèse de récurrence F'(Cp H Uf) est une hypersurface et son image par la projection
de C^1 sur Ck est un voisinage ouvert de pi dans A .̂.

Dans le cas où Cp 0 F~1 (pi) n'a que des points isolés, on sait d'après le théorème de
préparation de Weierstrass que Cp est fini sur son image par F au voisinage de p^ et
donc que Cp est de dimension au plus k — 1 au voisinage de pi. Mais d'autre part Cp est
l'image inverse de la variété déterminantielle des matrices (n, k) dont tous les mineurs
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d'ordre k sont nuls. Cette variété étant de codimension n — k + 1 dans la variété des
matrices (n, fe), Cp est donc de codimension au plus n — f e + 1 , d'où le résultat, au vu de
ce qui précède.

1.4. FONCTIONS DE TYPE SINGULIER-RÉGULIER ET INTÉGRATION DANS LES FIBRES.

1.4.1. DÉFINITION. — Soit U un ouvert /p-adique non vide de K", A un sous-schéma
réduit défini sur K de A" et m un entier positif. Une fonction F définie sur U\AK à
valeurs complexes est de type singulier-régulier d'ordre m, en abrégé S-R (m), le long de
A si elle satisfait les conditions suivantes :

1. F est localement constante sur lAA^.
2. Pour tout morphisme n : Y -^ A" avec Y lisse irréductible de dimension n défini sur

K tel que :
(i) 7i est défini sur K;

(ii) TC'^A) est un diviseur à croisements normaux dont toutes les composantes
irréductibles qui contiennent un point K-rationnel sont définies sur K;

(iii) le lieu critique de n est contenu dans 71-1 (A);
pour tout point p de (7l - l(A))K^l^ - l(U)5 si sur un voisinage W^ de p le support de
7t~1 (A) coïncide avec y ^ . . .^=0, (y^, . . ., y^) faisant partie d'un système de paramètres
y=(y^ . . ., y^ défini sur K en p, on a alors pour \y \ suffisamment petit :

F^OO)=E E Z ^...x n ^^(^l^hoogl^ly'1-1
^ • < = A J6{ l . . . . ,m+l} k xeR* i ^ i ^ k

avec a^ ^ ̂  des nombres complexes nuls pour presque tout ^.

1.4.2. Intégration dans les fibres. — Soit F: A"-> A1' un morphisme dominant défini
sur K qui s'annule à l'origine. Si t appartient à KAA^, on note | dxld¥ [^ le résidu de la
mesure \dx\ le long de la fibre (F'^r))^. Pour cp une fonction de Schwartz-Bruhat sur
K" l'intégrale dans la fibre de F est la fonction :

vo=f
•/(F'^OK

dx
dF

définie pour t appartenant à K^A^.

DÉFINITION. — Un morphisme F : A" -> A^ dominant défini sur K et s'annulant à l'origine
est bon au voisinage de l'origine s'il existe un voisinage p-adique U de l'origine dans A^ tel
que la restriction de I<p à U\A^ soit de type singulier-régulier d'ordre n—k le long de
U n AK, pour toute fonction de Schwartz-Bruhat cp.

Exemple :

, . _ f K^K2
Le morphisme F : ^

i (̂ i. ^2) -^ (yi=^î ̂  y 2 = ̂ i)
n'est pas bon au voisinage de l'origine.
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Cependant nous proposons la conjecture suivante :

CONJECTURE. — Si F : A" -> A^ est un morphisme dominant défini sur K, sans éclatement
en codimension zéro et s'annulant à l'origine, alors F est bon au voisinage de T origine.

Comme nous le verrons dans la deuxième partie l'analogue archimédien de cette
conjecture est vérifié. D'autre part tout morphisme fini est bon au voisinage de l'origine
d'après (1.4.3).

1.4.3. Morphismes finis.

PROPOSITION 1.4.3. — Tout morphisme fini F: A" -> A" défini sur K s'annulant à l'origine
est bon au voisinage de l'origine.

Démonstration. — Notons Ap le discriminant de F. Soit (p une fonction de Schwartz-
Bruhat sur K". Nous allons montrer que ly est de type S-R (0) le long de Ap.
Vérifions la condition 1. Considérons XQ appartenant à KAA^. Comme XQ n'est pas une
valeur critique et (p est localement constante le cardinal de (F-l(x))K^Supp((p) est
constant au voisinage de XQ, et donc également

W= ^ ^(FKz,)!-1^)
zie(F~l(x))ïi

^(F) désignant le déterminant jacobien de F.
Montrons maintenant que 1̂ , vérifie la condition 2. Pour cela considérons K : Y -> A"

vérifiant les hypothèses de 1.4.1, p un point de (n~1 (A))^ et y=(y^ . . ., y») des coordon-
nées locales sur un voisinage Wp de p comme en 1.4.1. Soit X le schéma obtenu par
produit fibre :

X-> A"
i ^
Y^- A"

et X obtenu en normalisant X :

X ^A"
H ^
Y ^A"

Pour y appartenant à (YXît"1 (A))^ on a

i^oo)= Z |.w(/)|-1 f ((P°ÏK)^
y'en"1^)^ JF 1 O^K

avec jly. le résidu de la mesure îc^(^) le long de (F"1^))^. Comme sur un voisinage
7?-adique de p, \/(n)(y)\=C\y^ |011. . .[^[ak avec C une constante non nulle et a, des
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entiers, il suffit de montrer que

T(j)= ((P0^)^
^(F'^y^K

est du type demandé. D'après un résultat d'Abhyankar ([SGA 1] XIII 5.2 et XII 5.3), il
existe un entier strictement positif N tel que l'image inverse par le morphisme

X:
W,-.

(̂

w,
0;.)=(tN),
(y.)=(t,),

l ^ i ^ k
k < i ^ n

de la restriction X' du revêtement ramifié normal X à Wp est un revêtement non ramifié.
On note (K^^ l'ensemble des puissances N-ièmes d'éléments de K" et on choisit des

Hf de K, tel, tels que K" =_[L ^(K^^. Pour7=(/\, . . ., ;„) de P on note À .̂ l'application

W,,K^W,,K

(yi)=(^), ï ^ i ^ k^ (t.) ^
^ (yi)-(t,), k<i^n

Par produit fibre on obtient un diagramme :

X, 4 Xî, - A^
F4 ^i FK^

W^W,^ A"K

n' et F' étant les restrictions de îi et F à X'. Comme le revêtement X .̂ est non ramifié on
a pour t appartenant à ̂ -1 ((Wp\ir~1 (A))^

= z i^(^r(of1(^(0) =
t 'e 'k j l('kj(t)) «/Fj ^î'Fj" (0

((P°ÎCK°^)^.('

avec ^^ le résidu de la mesure (7tK°7t/)*n le long de F^"1^'). Remarquons que
(^K ° ̂ j)* (l^) = | ̂  | FJ' (n) avec v|/ une fonction régulière sur X .̂ dont le lieu réduit des zéros
dans (À^oF^)"1^) est contenu dans l'image inverse par ¥j du diviseur ^ . . . ^==0.
L'intégrale

((p°<°7i,)n^
JF.-^O

est donc égale à une somme finie de termes du type

C | îi I"1.. . | tk \^
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les a, étant des entiers. Pour conclure on remarque que la fonction caractéristique de
-/(K^^, pour y dans K", coïncide au voisinage de l'origine avec une fonction de
^A.O^") pour A convenable.

1.5. ÉNONCÉ DU RÉSULTAT. - Soit F : A" -> À^ un morphisme dominant défini sur K et
s'annulant à l'origine. Soit Ap o le discriminant de F à l'origine (1.3.2). On suppose que
AF. o est une hypersurface [c'est le cas si F est sans éclatement en codimension zéro (1.3.2)].
Soit ^(AF, o) l'ensemble des vecteurs primitifs associés au polyèdre de Newton à l'origine
de Ap,o( 1.2.1). On note ^(Ap^o) l'ensemble des vecteurs primitifs de ^k qui sont
combinaison linéaire à coefficients rationnels positifs d'au plus k— 1 vecteurs de ^(Ap o).
On remarquera que si k =2, ^(Ap, o) coïncide avec ^(Ap, o) tandis que si k > 2, ^(A^ o)
est en général infini.

THÉORÈME 1.5. — Soit F: A" -> Afc un morphisme dominant défini sur K et s'annulant à
l'origine. On suppose que F est bon et que Ap o est une hypersurface. Alors l'ensemble
^(F) des pentes du morphisme F est inclus dans ^(Ap o).

1.6. PREUVE DU RÉSULTAT. — 1.6.1. L'énoncé concerne une estimation des pôles de
l'intégrale

r k
Z,., (5) = (p (x) n X. (a (f, (x)) \ f, (x) ̂  [ dx \.

JK" » = i

On peut supposer que cp est une fonction caractéristique, et, quitte à effectuer une
homothétie que le support de (p est contenu dans {xeK"/] fi(x) \ ̂  1, 1 ̂  i ̂  k}.

Si t appartient à (A^Ap^ le résidu de la mesure \dx\ le long de (F'^t))^ est une
mesure localement finie sur (F~1 (t))^ notée | dx/d¥ |^. On a donc

^.x^f nx.(a(r,))|^jA
JR^AF.K *=i

avec

i. dx,,,-f
J(F-1

(p —
(F-^OK ^It

Soit y une partition en cônes simpliciaux associée au polyèdre de Newton à l'origine de
AF comme en 1.2.1 : les cônes o appartenant à y sont de la forme

^ = { S ^ ̂ i e ̂  (AF, o), ̂  > 0}
1 ^ i ^ m

avec m ^ k, les a^ étant linéairement indépendants. A un tel cône CT on associe un cône
a comme en 1.2.1. On note S^^x^eR^uGx^eCT}. Les S ,̂ a décrivant ^, forment
une partition de (RXJO})^ Si LT est égal à

{(^(K^/l^.l < 1, 1 ̂  i^ m, |;.,|=1, i > m}
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on remarque que ^(LP") est inclus dans S<,. Il nous suffit d'étudier les pôles de

r kz^^s)=\ nx^^N^jAi.
JSo i=l

Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant, dû à J. Denef [D].

LEMME 1.6.1. — Sous les hypothèses précédentes
1. KS |u"«: L^-^Tt^Lr) est localement K-bianalytique et les fibres sont de cardinal fini

constant.
2. Il existe un nombre fini d'éléments y^, . . ., Yg de (K^ tels que

S^T^U^liYi^U") . . . HY^m

1.6.2. Comme le discriminant de F et celui de y» F ont même polyèdre de Newton à
l'origine il suffit d'étudier les pôles de

r k
nKM,))\t^ï^\dt\

JnSiV"1) 1=1

f
ou encore de \|/ avec

^= n x^((^oo),)) b^^ 7^(1,., H).

On écrit le diviseur réduit sous-jacent à ^(A) sous la forme U L^.uâ avec L,
1 = i = k

l'hyperplan ^,=0 et à ne contenant aucun L,. D'après 1.2.1 l'origine n'appartient pas à
à. Soit Ui un voisinage /7-adique de l'origine dans K" qui ne rencontre pas â^- Comme
1 ,̂ est de type singulier-régulier le long de A par hypothèse, le calcul direct nous montre

que les parties réelles des pôles de \|/ sont contenues dans une réunion finie
JUi n U"

d'hyperplans <â,, o>+a=0 avec a, appartenant à ^(A^o) et a rationnel strictement
positif. On a le même résultat pour tout petit voisinage ^-adique d'un point de U^â^.

1.6.3. Par partition de l'unité, il reste à montrer que si p est un point de U"* 0 â^ les

pôles de v|/ sont du type requis, pour L^ un petit voisinage /sadique de p.
JU2

Pour p un tel point, soit L,, f e A p c {1, . . ., fe}, les hyperplans de coordonnées qui
contiennent p. Sur un petit voisinage U^ de p dans LT on a

~ f f
M^M^

JU2 JU2
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avec

^=Cp n ̂ ((^(ym^^^nS^^)
l'eAp

et Cp une constante.
Soit À, : Z -> U^ une modification, provenant d'une modification algébrique définie sur

K de A*, avec Z lisse et ^"^(U^ n(ît^1 (A))^) diviseur à croisements normaux, vérifiant
les conditions de 1.4.1. Si q est un point de Z il existe sur un voisinage /?-adique V de q
des coordonnées locales (z^, . . ., Zj,) telles que le support de 'k~1 (n^1 (A)y) HV soit
contenu dans la réunion des hyperplans 2;=0. On conclut par un calcul direct semblable
à celui de 1.6.2 en exprimant À*\|/p sur V en fonction des z; et en remarquant que Ap est
strictement inclus dans {1, . . ., k}.

1.7. FONCTIONS DTOUSA ET DÉFORMATIONS. — Soit f^ une famille de polynômes apparte-
nant à K[XI, . . ., xj. Autrement dit on a un morphisme F: A"'1'1 -^A2 défini sur K
avec F=(/(, t\ les coordonnées sur A"^ étant (x^, . . ., x^, t). On suppose que F
s'annule à l'origine. Pour (p une fonction de Schwartz-Bruhat sur K", on s'intéresse à la
variation avec la paramètre t de l'intégrale

Z^(œ)=f cpœC^H.
JK"

On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro. Soit ^(Ap o) l'ensemble des
pentes du discriminant à l'origine du morphisme F, et 8 (F) l'ensemble des quotients a/b
avec (a, b) appartenant à ^(Ap 0)5 b non nu!*

THÉORÈME 1.7. — Si le morphisme F=(/p t) est bon, alors pour \t\ suffisamment petit
et non nul on a :

z$,<(<»)= 1 Z Z £,z.,p.^,,>(œ)x(a(0)M"+l)logMJ
ae5(F) peB j'=0 y,efi

avec B une partie finie de C, Re(P) > — 1 si ReB, et ZQ( p ^ ^ y une fonction méromorphe
nulle pour presque tout ̂

Démonstration. — Soit n: X^-^A^1 une modification K-analytique vérifiant les
conditions données en 1.1.4 (avec la convention /i ==/(,/2 = 0- O11 n0^ E^jel, les
composantes irréductibles de 71-1 ((/i f^) ~1 (0)), N^ la multiplicité de/; le long de Ej et
N^—l la valuation de 7i*(n) le long de E^. Si (p(x) appartient à ^(K") on lui associe le
produit (p^x, t)=cp(x)(po(0 avec (po la fonction caractéristique de R.

Si X=(Xi» Xi), avec 5Ci et ̂  dans R, on a

^-(51?52)=L^/xl(a(/l))l/llslx2(a(/2))l/2's2^=^(
i e l
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avec P<p,x(si,52) un polynôme à coefficients complexes en les variables
q~8^ q~^ ^i, ^2. On note

Io = {i € I/N, ̂  0}, Ii = {f e I/N1, = 0}

et

R(si)=n (l-^6^11^).
i g l l

Si i appartient à Io on pose

_No+N^ ;((?)k^""^""^r
pour 1 ^ k ^ N2. On a :

(1) Z<p .(^ 52)=—————————py>x(s l ? s2 )————————v > x n O-^-^^-^R^)
l'elo

1 ^ fc ^ N1!

En décomposant en éléments simples on obtient :

z î, ̂ 2)= Z E ,ftt)J)y^x(50 +^°x(^ 52)
a e A 1 ^ j ^ m U — ^ 2)

avec A={a^fc/i'elo, 1 ̂  k ^ N3} et m un entier naturel convenable; R(si)^^y^(si) est
un polynôme en q~^ et q51, tandis que R(si)^$^(si, s^) est un polynôme en
q-\ q-^, q^, q^.

Pour œ=(si, %i) fixé, avec Re(si) > 0, on a l'égalité :

M^I^^Z^^œ^Z,,,,^,^

M( désignant la transformation de Mellin par rapport à la variable t. Comme le degré
de «â^ (Si, 5^) par rapport à la variable q'52 est borné indépendamment de s^ on déduit
de 1.1.2.4 et 1.1.2.5 qu'il existe £ > 0 tel que si 11 \ < e :

m-l

(2) Z$,,((û)=^ S S ^Z^^œ^a^ltl'^logI^,
a e M p e B j=0 ^eR

avec B fini, Re(P) >-1 si peB, et R(si)Z^^(œ) polynôme en ^-s! et q81. Si F est
bon, d'après le théorème 1.5 on peut remplacer Iç par

r=L€lo/^6y(F)l
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dans l'égalité (1). Dans l'égalité (2) on peut donc remplacer M par y (F). Il reste à vérifier
que m est au plus égal à n+1, ce qui est une conséquence directe du théorème de
résolution des singularités.

1.8. RELATION AVEC LA MONODROMIE. — 1.8.1. Soit / un polynôme non constant appar-
tenant à K[xi, . . ., x^+i] et s'annulant à l'origine. Soit n: X^-^K"'^1 une modification
K-analytique comme en 1.1.4. On écrit n-1 (/-1 (0))= ̂  N; E, avec E, irréductible. On

f e l

note n; ce qui était précédemment noté No, c'est-à-dire la valuation de u*(\t) le long de
Ef augmentée de 1. On note/?^ (/) l'ensemble des parties réelles des pôles de la fonction

Z..x (5)=f (pxW))!/!^JK"-^
(p étant une fonction de Schwartz-Bruhat et ^ un caractère. Soit p (/) la réunion des
PV, x (^)5 et P ' ^f^ ^a ré11111011 des p^ ^ (/) avec cp s'annulant à l'origine. Nous allons
donner, modulo la conjecture 1.4.2, une condition nécessaire pour qu'un quotient —Ui/Nf
appartienne à p (f^p' (/).

Pour cela on considère une forme linéaire générale l s'annulant à l'origine. Un
changement de coordonnées permet de supposer que l est la coordonnée x^+i. Le
morphisme F=(/, l) est sans éclatement en codimension zéro. Soit A son discriminant.
L'ensemble ^(Ao) ne dépend que de/. Soit m^ la valuation de 7i*(7) le long de E,.

THÉORÈME 1.8.1. — Soit f un polynôme non constant appartenant à K[^i, . . ., x»+i] et
s'annulant à l'origine. Soit l une forme linéaire générale s'annulant à l'origine. On suppose
que (/, f ) est bon, ce qui est le cas si la conjecture 1.4.2 est vérifiée.

Soit n: X^-^K"^1 une modification comme précédemment. Soit E(, l'el^, l'ensemble des
diviseurs E^ tels que (N .̂, m^) soit proportionnel à un élément de ^(Ao) et m, soit non nul.
Soit a un pôle dont la partie réelle appartient à p (f\p' (/). Alors il existe un diviseur E^
avec i appartenant à 1̂ , tel que la partie réelle de a soit égale à — Hi/Nf. En particulier si
l'origine est une singularité isolée de f et si le support de (p ne contient pas d'autre
singularité, si a est pôle de Zy ^ alors la partie réelle de a est de la forme — Ui/N;, pour E^
un diviseur avec i appartenant à 1̂ , à moins qu'elle ne soit égale à — 1.

Démonstration. — D'après la preuve de 1.7, il existe £ > 0 tel que pour 0 < 11\ < e :

r mi n

cpx(^(/))|/|^=Z Z Z Ez,,,,.^(5)x/(û(0)|rh•s+p^log|^p
Jxn+i=t l'eÏA k=l j=0 x 'eR

avec af=(Nf/Wf), ^i,k=(nilmi)~W(.(l)/mi)~^ et Zf , fc , j ,x ' méromorphe sur C (dépendant
de x et (p).

Le problème étant local à l'origine on peut supposer que le support de cp est contenu
dans {xeKn+l/\Xn+^\< s}. Fixons s de partie réelle strictement positive.
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Comme Re((XfS+p^) > -1 on a l'égalité
w,

z^)=z z z zz^,x^)f ^(^(oi^h-^^iogirnAi
i 6 lA f c = l j=0 x ' e K J | t | < e

1
l'elA f c = l J=0 x ' e K

d'après le théorème de Fubini.
Tous les termes de cette égalité étant méromorphes elle vaut pour s quelconque.
Soit a un pôle de Z<p^ dont la partie réelle n'est pas de la forme -n»/Nf avec i

appartenant à 1̂ . D'après l'égalité précédente a est pôle d'au moins une fonction Z^ , ..
On note D l'ensemble des quadruplets (f, k, ;, /') et D, l'ensemble des à appartenant à
D tels que a soit un pôle de Z^' si à est égal à (f, k, j, ̂ ) on note k^ (s, t) la fonction

^(OM^^logItp'

et K^ (s) l'intégrale

ka (s, t).
1 < e

LEMME. — II existe un ouvert non vide U de {teK/0 < \ t\ < e} tel que a soit pôle de
l'intégrale

f (pxW))!/!^
Jxn+l=t

pour t appartenant à U.

Démonstration. — On considère sur D^ la relation d'équivalence suivante : à est
équivalent à à' si les deux fonctions k^(a, t) et fc^(a, t) sont égales. Soit L,= U 4 la

c e C

partition associée, fe^(a, t) [resp. K^(a)] la valeur commune des fonctions k^(a, t)
[resp. K^(a)] pour d dans la classe c. Si la conclusion du lemme était en défaut, pour
chaque classe c la fonction ^ Z^(s)fed(s, 0 n'aurait pas de pôle en la valeur a, et comme

d e c

fe^(a, t) est non nul pour t non nul, la somme ^ Z^(s) n'aurait pas de pôle en la valeur
d e c

a. Mais alors la somme ^ Z^(s)K^(s) n'aurait pas non plus de pôle en a, ce qui serait
dec

contradictoire.
Pour conclure la démonstration du théorème, on remarque que si (po est le produit de

(p avec la fonction caractéristique de F^U), U étant donné par le lemme, a est un pôle
deZ. ,.<PQ. X

Remarque. - L'ensemble ^(Ao) a été introduit par Le et Teissier ([L], [T]).

1.8.2. Remarque. — La condition nécessaire donnée par le théorème 1.8.1 n'est malheu-
reusement pas suffisante. Examinons le cas où / est un polynôme de deux variables. On
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considère l'arbre dual A associé à la résolution canonique de la singularité de/à l'origine.
Les sommets de A correspondent aux diviseurs apparaissant dans la résolution. On
appelle point de rupture un sommet qui a au moins trois sommets adjacents. On appelle
bout un sommet qui a un seul sommet adjacent et qui ne correspond ni à une composante
de la transformée stricte ni au diviseur apparaissant dans le premier éclatement. On
appelle branche morte un arc connexe d'extrémité un bout et un point de rupture et
dont tous les autres sommets possèdent exactement deux sommets voisins. Dans ce cas
les éléments dep(f)\p'(f) sont de la forme -n»/N, avec E, associé à un point de rupture
(cf. [Lo 1]) tandis que l'ensemble des diviseurs E(, avec i appartenant à 1̂ , correspond à
l'ensemble des sommets appartenant à une branche morte (voir [L-M-W]) (auquel on
adjoint le sommet associé au premier éclatement, si il y a exactement deux tangentes
distinctes).

1.8.3. Remarquons cependant que le théorème 1.8.1 montre que les pôles des fonctions
Z ont des propriétés analogues à celles des valeurs propres de la monodromie dans le
cas complexe, ce qui va dans le sens des conjectures proposées dans [Lo 2], [Lo 3].

Soit / un représentant convenable d'un germe de fonction analytique de (C", 0) dans
(C, 0). On note m (/) l'ensemble des valeurs propres de la monodromie locale à l'origine
et m" (/) l'ensemble des valeurs propres de la monodromie locale en des points de/"1 (0)
distincts de l'origine. On définit ^(Ao) de manière analogue à 1.8.1. On considère une
modification analytique locale n de C" dont le diviseur exceptionnel est contenu dans
K~l(f~l(0)) et tel que n~l(f~l(0)) soit un diviseur à croisements normaux. On écrit
comme en 1.8.1 Ti"^/"1 (0))= ̂  N^ et on définit de même n;, w,, 1̂ .

t e l

On dispose alors de l'énoncé suivant :

PROPOSITION 1.8.3. — Soit À, une valeur propre de la monodromie appartenant à
m(fj\m'(f). Il existe une composante irréductible E, de n~1 (/^(O)), avec i appartenant
à 1̂ , telle que À^1 soit égal a l .

Démonstration. — Le résultat est une conséquence directe de l'article [L]. Indiquons la
démonstration. On considère un bon représentant F: X -^ P du morphisme (/, l) avec l
une forme linéaire générale s'annulant à l'origine et P=DxD un polydisque de C2. On
note A le discriminant de F. La restriction de F à XVF'^A) est une fibration au-dessus
de F\A. Soit A=^A^., 1 ̂ j^r la décomposition de A en composantes irréductibles
locales, et m{ [resp. m{] la multiplicité d'intersection à l'origine de A .̂ avec Xi==0
[resp. X2==0].

Pour a un réel positif on considère

P^={xeX/\f(x)\^\l(x)\a}.

On ordonne les quotients finis m{/m{ de manière à ce qu'ils forment une suite :

a^ > oc2 > . . . > a,.
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On choisit 1 1 \ > 0 très petit et on note F,=/~1 (t) 0 P,. D'après [L] on a :

LEMME. — II existe un représentant T de la monodromie locale de f à T origine tel que
(i) Les ¥^ sont stables par T pour a < aç avec aç > a^ suffisamment petit.

(iï) Pour (Xf+i < a < P < o^ l'inclusion de Fp dans F, ^st une équivalence d'homotopie
compatible avec l'action de T. (On pose a^+i=0.)

(iii) Les valeurs propres de T sur F, /wur ai < a < ao appartiennent à m' (/).
Soit ^ une valeur propre de la monodromie locale n'appartenant pas à m'(/). Soit

I^= [ J G Ï / ' ) ^ J = 1}. L'entier mj est non nul si j appartient à 1̂ . Montrons que nécessairement
1̂  a une intersection non vide avec 1̂ .

Sinon on aurait I^= U 1̂  i avec
0 ^ i < r

\i={i^/^i > N,./m, > a,+i}

pour i ̂ . 1 et

\o={jeïJ^ <N,/yn,}.

Choisissons ?„ y,, 1 ̂  i ^ r, tels que pour tout j appartenant à 1̂

a,> P f > N , / y n , > y , > a , + i

D'après la partie (iii) du lemme X n'est pas valeur propre de T sur ¥^ ao > a > 04. Ce
n'est pas non plus une valeur propre de T sur Fp^ car sinon, d'après la description locale
de la monodromie d'un diviseur à croisements normaux il existerait un diviseur E, tel
que ̂ ^ 1 et ai ^ N^/m, > Pi. D'après la partie (ii) du lemme. À, n'est pas non plus une
valeur propre de T sur F^. On obtient par récurrence que À. n'est pas valeur propre de
T sur Fp^. et F .̂. En particulier X n'est pas valeur propre de T sur F^ et donc n'est pas
valeur propre de T sur F(), ce qui est contradictoire.

2. Le cas archimédien

2.1. PRÉLIMINAIRES. — 2.1.1. Notations et conventions. — Dans cette partie K désigne
le corps R ou C. Soit [ | la norme standard sur R et C. On pose [ |K=| | [resp. | |2]
si K=R [resp. K=C]. On note K" =K\{0}. Soit SK={^ceK/ |x |=l} et^le groupe des
caractères continus de S^ à valeurs dans C". Si K=R[resp. C]̂  s'identifie naturellement
à Z/2={0, 1} [resp. Z]. Pour x un élément non nul de K on note a(x)=x/\x[ Si n est
la mesure de Lebesgue usuelle sur K on pose

ri'^—^— si K=R,
2\x n
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et

dxx=——p—— si K=C.
2 i n | x |c

Sur K"[resp. (K")"] on note encore [i [resp. dx x]\3i mesure produit. Si x==(xi, . . ., x^)
appartient à K", À,=(À^, . . ., ^) à C", p à N" on notera :

^= n x?l. M^= n i^h
l ^ i ^ n l ^ i ^ n

si les x, sont non nuls, (log [ x \)f)= ]~[ (log | x» l)^, etc.
1 ^ i ̂  n

2.1.2. Transformation de Mellin. — 2.1.2.1. Soit Î^K") le groupe des quasicaractères
de K^ à valeurs dans C". On a un isomorphisme canonique entre Q^^ et CxS^
défini de la façon suivante :

w(x)=\x\^(a(x))

pour œeQ^"), (5, %)eCxS^.
2.1.2.2. Soit Af, 1 ̂  i ̂  fc, des ensembles finis de nombres rationnels, A= RJ A^,

1 ^ i ^ k

m un élément de (Z> o)^ et R un réel strictement positif.

2.1.2.3. DÉFINITION. — ^A.m.RC^^) est l'ensemble des fonctions F à valeurs comple-
xes définies sur (K^ telles que :

(i) F est nulle si inf | x^ \^ > R.
(ii) F est indéfiniment différentiable sur (K^.

(iii)c si K=C, F admet au voisinage de l'origine l'expression suivante :

F(X)=I: E (p^(x)|x|s;(iog|x|y-1
Î L € A k

j e n {1, ...,mf}

avec (p .̂ des fonctions indéfiniment différentiables au voisinage de l'origine, et cette
égalité est indéfiniment dérivable terme à terme.

(iii)g si K=R, F admet au voisinage de l'origine l'expression suivante :

F M = S E S ^ p, j W \^ W (log 1 x \y-1

^ € A p6(Z/2)k k
j e H {1, ...,mf}

avec cp^ p ^ des fonctions indéfiniment différentiables au voisinage de l'origine, et cette
égalité est indéfiniment dérivable terme à terme.

2.1.2.4. DÉFINITION. — Sous les hypothèses précédentes on définit Z^ ^ ^(^(K^) par
récurrence sur k de la manière suivante. Pour k > 0, Z^^R^K^) est l'ensemble des
fonctions méromorphes à valeurs complexes Z sur ^(K^ telles que si K=C[resp. R]
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on ait :

(i) pour tout 5C=(xi, . . ., Xk) appartenant à S ,̂ la fonction Z^(s), restriction de Z à
C^ x {^}, est holomorphe sur

nfc\-fA,+^i+N))
f = i \ \ 2 //

[resp. n (C\-(A,+N))1
L » = i J

et les hyperplans polaires de la forme Sf=af sont de multiplicité au plus m,.
(ii) pour tout entier N positif, pour tout fe-uplet d'entiers positifs p=(p^ . . .,/^), il

existe une constante C (Z, N, p) telle que :
k kn i^z^i ^c(z, N,;o n R^-», -L^,

1=1 Ï = l

pour s vérifiant Re(s,) > —N, 1 ̂  f ^ fe, et n'appartenant pas à un voisinage produit
convenable du lieu polaire de Zy

(iii) pour tout entier i de {1, . . ., k] fixé, pour tout 50, de SK, et tout a, appartenant à
- Af - (| ̂ . |/2)-N [resp.-Af-N], si Z^(s) a un pôle d'ordre r le long de l'hyperplan
s,=a,, les r coefficients de la partie polaire de Z^(s) le long de l'hyperplan appartiennent
à Z^^i^K^-1), avec A'== ]~[ A .̂ et m'=(m^ . . ., m,_i, m.+i, . . ., m^). [Cette

J^ i

dernière condition est toujours vérifiée si k= 1.]
2.1.2.5. On a le résultat suivant, dont la démonstration est entièrement similaire à

celle du cas fc=l , traité dans [II], [I2], [B-M].

THÉORÈME 2.1.2.5. — Si F appartient à .^A.m.R^T) la fonction

MK(F)(œ)=f FOOœOO^x
Jdc^

définie sur ^(K^ pour Re(s) suffisamment grand admet un prolongement analytique en
une fonction de Z^ „, R (0 (K x ̂

La transformation de Mellin M^ établit une bijection entre ^ „ ^((K^) et
Z^^QOC^).

2.2. MORPHISMES SANS ÉCLATEMENT EN CODIMENSION ZÉRO. DISCRIMINANT. — 2.2.1. Soit
X [resp. Y] un ouvert de K" [resp. K*] et F : X -> Y un morphisme K-analytique dominant.

On note

Fc : Xc -> Yç

le complexifié de ce morphisme.
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Soit

^c '• ^Fc (^c) -)> ̂ c

le conormal relatif défini comme en 1.3.1.

DÉFINITION [H-M-S]. — Le morphisme F est sans éclatement en codimension zéro si
le morphisme composé Fç ° ïpç est de dimension relative constante.

Pour éviter tout problème au bord de X on supposera dans la suite de l'article que F
admet un prolongement en F" : X" -> Y" avec X relativement compact dans X". Quand
on dira que F est sans éclatement en codimension zéro, cela signifiera que F admet un
tel prolongement F' qui est sans éclatement en codimension zéro.

2.2.2. Soit F : X - ^ Y un morphisme vérifiant les hypothèses précédentes. Le lieu
critique Cp de F est par définition l'espace K-analytique défini par l'annulation de tous
les mineurs d'ordre k de la matrice jacobienne de F. Si F est sans éclatement en
codimension zéro, l'image de Cp par F est soit vide, soit définie localement par une
équation K-analytique, d'après 1.3.2. C'est par définition le discriminant Ap de F.

2.3. FONCTIONS DE TYPE SINGULIER-RÉGULIER ET INTÉGRATION DANS LES FIBRES.

2.3.1. DÉFINITION.—Soit Y un ouvert non vide de K^ A un sous ensemble K-
analytique réduit de Y et m un entier positif. Une fonction F définie sur Y\A à valeurs
complexes est de type singulier-régulier d'ordre m, en abrégé S-R (m), le long de A si elle
satisfait les conditions suivantes :

1. F est indéfiniment différentiable sur Y\A.
2. pour tout morphisme :

7i: Z-^Y

avec Z une variété K-analytique lisse irréductible de dimension fe vérifiant :
(i) TI'^A) est un diviseur à croisements normaux;

(ii) le lieu critique de 71 est contenu dans TT'^A);
pour tout point p de TC'^A), si sur un voisinage de p le support de TI'^A) coïncide
avec ^i. . .^=0, (y^ . . ., yi) faisant partie d'un système de paramètres y=(y^ . . ., y^
en p, alors au voisinage de p, identifié grâce à y à un voisinage de l'origine dans K^, la
fonction ¥(n(y)) coïncide avec une fonction appartenant à ^'A.m.RU^)^ P0111* ^

i
convenable de la forme A= ]~[ A,x {0}^; m f = m + l si i ̂  l, m»=l si i > l\ et R

1=1
arbitraire.

2.3.2. Soit F: X ->\ un morphisme K-analytique vérifiant les hypothèses données en
2.2.1. Pour t appartenant à Y on note X (t) la fibre F"1 (t).

Soit œ une forme différentielle C°° de type (n, n) [resp. de degré n] sur X si K=C
[resp. K=R] à support F-propre.
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Si t est une valeur régulière de F, l'intégrale de œ dans la fibre est définie dans le cas
complexe [resp. réel] par l'intégrale :

U0=f ———— fresp.UO=f "1
JX(Q d¥ AdF |_ Jx(,) dFj

avec la convention que d¥=df^ A . . . A df^, si F=(/i, . . .,/^) et œ/dF A dF
[resp. ©/dF] est une forme différentielle relative a, définie sur un voisinage de X (t),
vérifiant œ=riF A d¥ A a [resp. œ=rfF A a].

Le résultat suivant sera démontré dans le prochain paragraphe :

THÉORÈME 2.3.2. — Si F: X -> Y est un morphisme sans éclatement en codimension zéro,
si © est une forme différentielle C°° sur X à support Y-propre, de type (n, n) dans le cas
complexe, de degré n dans le cas réel, alors l'intégrale dans la fibre ï^(t) est une fonction
de type singulier-régulier d'ordre n—k le long du discriminant Ap.

2.4. On déduit le théorème 2.3.2 du résultat suivant, dont la démonstration occupera
l'essentiel du paragraphe.

THÉORÈME 2.4. — Soit F: X ->Y un morphisme K-analytique vérifiant les hypothèses
données en 2.2.1. On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro. Soit T| une
forme différentielle C00 sur X, de type (n-k, n-k) dans le cas complexe, de degré n-k
dans le cas réel, à support Y-propre.

L'intégrale

n
Jx(t)

définit une fonction de type S-R(n-k) le long du discriminant Ap.

Démonstration. — Nous donnons la démonstration dans le cas complexe, le cas réel
étant similaire et un peu plus simple.

Le morphisme F étant sans éclatement en codimension zéro il est ouvert, et donc en
employant une partition de l'unité il suffit de traiter le cas où X est un petit voisinage
de l'origine dans C" et Y=F(X) est un petit voisinage de l'origine dans C^.

On démontre le résultat par récurrence sur n-k. Si n=k, localement le morphisme F
est fini et la démonstration est similaire au cas /?-adique traité en 1.4.3.

Supposons donc n > k. On va utiliser l'hypothèse de récurrence pour obtenir le résultat
suivant.

PROPOSITION 2.4.1. — Soit F: X -> Y un morphisme sans éclatement en codimension zéro
avec X [resp. Y==/(X)] un voisinage ouvert de l'origine dans C" [resp. C^].

Il existe un voisinage XQ de l'origine dans X tel que si a est une forme C°° de type
(n—k, n—k) à support Y-propre contenu dans Xç qui s'annule sur un voisinage de T origine,
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alors l'intégrale

a
JX(()

est de type S-R ( n — k — 1) le long de Ap.

Démonstration. — On considère une forme linéaire générale l s'annulant à l'origine.
Le morphisme

p^ f X - Y x C
lx-.(F(x)J(x))

est sans éclatement en codimension zéro.
Comme en 1.3.2 le discriminant Ap. de F" est égal à la réunion du dirimant D( et de

l'image réduite par F' du lieu critique de F.
D'après ([H-M-S] 4.3.3) la restriction de F7 à la variété polaire P; est un morphisme

fini sur son image.
L'intersection de la fibre F^'^O) avec Pj est donc un ensemble fini, et on choisit un

voisinage ouvert de l'origine Xo dont l'intersection avec F^^O) et Pi ne contient que
l'origine.

Soit a une forme C°° de type (n—k, n—k) à support F-propre contenu dans Xo et
s'annulant sur un voisinage de l'origine.

On veut montrer que o est de type S-R ( n — k — 1). Pour cela il suffit de démontrer
Jx(t)

que si q est un point de Xo H (F'~1 (0)\{0}) et X^ un petit voisinage de g, l'intégrale

l,(0= f
JXçnX(()

est de type S-R(n-k-l).
Pour cela considérons un morphisme

Ti;: Z-^Y

comme en 2.3.1.
On note Y^ [resp. Y^] l'image de Xç par F [resp. F'], A^ [resp. A^] le discriminant de la

restriction de F à Yq [resp. F" à Y^]. D'après la définition de Xq, A^ est égal à
Y,H(A,xC).

Par hypothèse de récurrence l'intégrale

•°-fJXonF'"1^. i

a
(P(t, 0=T v ? / I ï î iTJx^^-^.o dl /\dT

est de type S-R (n—k— 1) le long de A^.
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Soit TI": Z x C - ^ Y x C l e morphisme produit.
Le support de cp ° n' est contenu dans un tube

0 ̂  | ; | ̂  e avec e > 0.

Comme

i^(y))=f (po^o^Adr
Jo ^ m ^ e

on obtient que I^o 71 a un développement asymptotique du type désiré : il suffit d'intégrer
celui de (p ° n\ II est clair que toutes les conditions requises sont vérifiées.

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.2.—Soit ¥:X->\ un morphisme vérifiant les hypothèses de la
proposition 2.4.1. Il existe un voisinage ouvert XQ de F origine dans X tel que si œ et o/
sont des formes différentielles holomorphes de degré n—k définies sur X et p une fonction
C°° à support compact contenu dans XQ qui vaut identiquement 1 sur un voisinage de
l'origine, F intégrale

pœ A œ"
Jx(o

est de type S-R (n—k) le long de Ap.

Démonstration. — On note ^x 1e faisceau des opérateurs différentiels holomorphes
sur X. Soit M le faisceau (9^ des fonctions holomorphes sur X muni de sa structure
naturelle de ^x module.

D'après ([K-S] 8.6.1 et 9.4.1), le complexe image directe M définit un objet de la
JF

catégorie dérivée des complexes de ^y modules à cohomologie holonome et régulière.
En effet l'hypothèse que F est sans éclatement en codimension zéro est exactement
l'hypothèse requise dans ([K-S] 8.6.1 et 9.4.1).

çn-k
En particulier le ^y module ^ = M est holonome et régulier.

JF
Soit K: Z-^Y un morphisme analytique vérifiant les conditions données en 2.3.1. Le

^z module TC* 3^ est un module holonome régulier. On considère son localisé ^ le long
deTt-^Ap).

Soit p un point de îi'^Ap), (.Vi, .. ., y^ des coordonnées locales en p telles que sur
un voisinage Zp de p le support de n~1 (Ap) soit égal au diviseur Y[ y^O avec l ̂  k.

i ^ i ^ i
On considère l'espace X" obtenu par produit fibre

X-^X
l ^
Z ^ Y

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



462 p. LOESER

et une résolution des singularités X de X"

X Ï X
H IF

Z ^ Y

Sur Xp = F-1 (Zp) on écrit y, ° F =J;., on note S = ]~[ ^ et Fp [resp. îtp] la restriction de
i ^ i ^ f

F [resp. n] à Xp.
On note se = 0^ \y^ \ . . ., ̂ -1] et ̂  = F -̂1 j3f le faisceau de Fp 1 (^) modules obtenu

par image inverse.
On a besoin de l'énoncé suivant.

LEMME 2.4.3. — 5i a est une n — f e + 1 forme holomorphe définie sur X il existe des n—k
formes holomorphes a^ définies sur X, et des fonctions cp^ appartenant à ̂  telles que :

^a= E (Pf(F)^A(^a,).
i ^ i ^ fc

Démonstration. — Soit 5 une équation locale de Ap. Comme le support de

^-k+l/ E rf/iAûr'
1 ^ i ^ k

est contenu dans Fhypersurface §oF=0, il existe N > 0 et des n-k formes holomorphes
a, sur X telles que (ô ° ¥)^ a= ^ d/;. A a,. On en déduit le lemme.

i ^ i ^ fc
Soit û"^ le sous ̂  module de Q^ engendré par Up 1 (Q^"^.
On a une application naturelle

(P: nx^-^rcz^)
et le noyau de (p est engendré par

7^;l(rfQrfc-l+ E ^Aor'-1).i ̂  i ̂  jk
Si œ est une n-k forme holomorphe définie sur X, d'après le lemme 2.4.3 il existe des
n—k formes holomorphes a, sur X et des fonctions (p^ appartenant à ^ telles que

^(dœ)= ^ <P,(F)^A(^a,)
1 ^ i ̂  k

et par définition de ̂  on a :

3
-((p(^œ))=(p,0)(p(îi^a,).
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Comme ̂  est holonome régulier et définit une connexion intégrable en dehors de n~1 (A),
il existe, quitte à remplacer Zp par un voisinage de p plus petit, des opérateurs différentiels
holomorphes D; définis sur Zp de la forme suivante :

^•= n (hj^yi^-^j)i ^ j ^ k i \ Sy, )

avec a^-eC; ki-eN; h^ j fonction holomorphe de la variable j\- vérifiant h» j(0)=l pour
1 ̂  i ̂  k ; les opérateurs D, vérifiant :

D, ((p (Hf œ)) = 0 pour 1 ̂  ï ^ fe.

On a d'autre part

—-( ^(pœAœ'))^ (—(Po î t))^(©Aœ /)+(p,(^) (p ° n) n^ (a, A œ7)
^\Jxp(y) / Jxp(y)\^ / hp(y)

avecX^)=XpnF-10).
Comme p vaut identiquement 1 sur un voisinage de zéro, l'intégrale

r ?\
—(p^Tt^œAœ')

Jxp(y)8yi

est de type S-R(n-k-l) d'après la proposition 2.4.1, en prenant XQ comme dans la
proposition 2.4.1.

L'intégrale

^ - f f ^(pœAo)
8yi\hp(y) )

est donc égale à

(Pi00 (P°^)^(af A œ')
JXp(y)

modulo des fonctions de type S-R ( n — k — 1).
On obtient donc à partir du lemme 2.4.3 l'énoncé suivant.

LEMME 2.4.4. — Pour tout opérateur différentiel holomorphe D sur Z p , pour tout forme
différentielle holomorphe œ de degré n—k sur X, il existe une forme différentielle a sur Xp
appartenant à Ô"^ telle que

(*) D((p(^œ))=(p(a).

De plus pour toute forme a définie sur Xp, appartenant àSy^ et vérifiant (^), la fonction

- D ( ! iï^pœAœ'))
VJXp(y) /
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coïncide modulo une fonction de type S-R (n — k — 1) le long de n ~1 (Ap) 0 Z avec T intégrale

a A n^ (pœ').
JXp(y)

On déduit de ce lemme que D,(îp0)) est de type S-R(n-fc-l) le long de
n~1 (Ap) H Zp, TpOQ désignant l'intégrale

^(pœ A o/).
Jxp(y)

De même il existe des opérateurs différentiels D^ du type précédent tels que
^(^(œ^Opour 1 ̂ f ^ f e , e t D j ( T p O O ) est de type S-R(n-fc-l) le long de
Ti-^A^nz^.

La fonction Ïp (y) est donc solution d'un système

D,(/)=^., l ^ f ^ f c
DK/)=vK, l ^ f ^ k

avec \|/;, \|/f de type S-R(n-k-l) le long de y ^ . . .^,=0. On en déduit que Ï p ( y ) est de
type S-R(N) le long de y ^ . . .^=0 avec N assez grand. Il reste donc à vérifier que, avec
les notations de 2.1.2.3,

(i) on peut prendre A,={0} et m,= 1 si i > l,
(ii) on peut prendre m, ^ n—k +1, pour i ^ ?.
L'assertion (i) est claire car à la place des coordonnées y=(y^ . . ., y^) on aurait pu

prendre n'importe quelles coordonnées locales y'=(y\, . . ., yi) avec y\=yi pour i ̂  l.
Vu ce qui a été déjà démontré, pour obtenir l'assertion (ii), il suffit de vérifier que la

restriction de Ï p ( y ) à des germes de courbes analytiques transverses à îi'^A) est de type
S-R (n—k). Les fibres générales de l'image inverse T de C par P sont de dimension n—k.
Comme C est de dimension 1, le résultat est alors bien connu [on peut désingulariser T
et appliquer ([I2], p. 81)].

Revenons à la démonstration du théorème. On suppose X assez petit pour être égal à
Xo.

Si T| est une forme différentielle C°° de type (n—k, n—k) à support relativement propre
sur X, on note Ïy (r|) la fonction

^n
J X p ( y )

et Z^(œ) la transformée de Mellin de TyCn) par rapport aux coordonnées y=(y^ notée
également Z^ ^(s) avec ^ appartenant à (S^ ^ Z^ et 5 à C^.

On note E^e={seCk/A. > Re(s,) > -B, 1 ̂  i ̂  k} et E^=E+^ ^
On dit que T| s'annule à l'ordre N à l'origine si le développement de Taylor à l'ordre

N à l'origine de T| est nul.
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LEMME 2.4.5. — Pour tout entier M > 0 il existe N > 0 tel que si r\ s'annule à F ordre
N à l'origine alors les pôles de Z^(œ) appartenant à E^ sont situés sur des hyperplans
parallèles aux hyperplans de coordonnées,

Démonstration. — Soit p^ une fonction C°° croissante

Px: [0, +0)[-.[0,1]

qui vaut 0 sur [0, ^/2], 1 sur [À-, + oo[.
On note T|̂  la forme différentielle p^( ^ | x, |2) T|.

1 ^ i ^ n

Comme 2^^(s) s'exprime comme une intégrale sur Xp, il n'est pas restrictif de supposer
/ k \-i

que le diviseur ( ]~[ ^ 1 W es^ un diviseur à croisements normaux.
\ i=i /

On a

^iïn^W^EUF••((^r1
avec E la réunion des diviseurs qui ont pour image par Kp l'origine et F la réunion des
autres composantes.

Soit E", aeA, [resp. E^ P€B] les composantes irréductibles de E[resp. F].
On note N^ la multiplicité de ̂  ° îtp le long de E^ Si E7 est donné localement par une

équation Xy==0, on note NJ)= 1 +d^/2, avec d^ le degré par rapport à Xy et Xy de la partie
initiale du développement de Taylor de T| au point générique de E7.

On note Pg [resp. Pp] la réunion des hyperplans

^ N ? 5 , + N S + - 0
1 ^ i ̂  k 2

avec y e A [resp. B], îeN.
Si M est un entier fixé, si N est suffisamment grand, alors pour toute forme T| qui

s'annule à l'ordre N à l'origine, on a l'inclusion

(*) PE ̂  C\EM.

On déduit alors le lemme 2.4.5 du lemme 2.4.6 et de la proposition 2.4.1.

LEMME 2.4.6. — Soit N tel que Von ait (^), L un hyperplan appartenant à Pp et
LM=LOEM. La partie polaire de Z^(s) le long de L^ est la limite quand À, tend vers
zéro de la partie polaire de 2 ^ (s) le long de L^.
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Démonstration. — Le lemme résulte d'un calcul local sur X, similaire à [I2], p. 101-
103.

Pour démontrer le théorème on va montrer que Z^(œ) appartient à Z^ „ ^((K^)
avec A de la forme

A^nA^O}^

y n f = = n — f e + l , i ̂  l; m,=\ i>l; R tel que le support de ÎÎ^T| soit contenu dans
{xeX,l\T,(x)\<R}.

Choisissons M > 0. Les pôles de Z^ (©) situés sur E^ sont du type requis. En effet on
choisit N assez grand pour avoir la conclusion du lemme 2.4.5, on écrit

TI= E pfCOfAœ^+r i '
1 ^ i ^ d

avec o)f, (Df des n—k formes holomorphes sur X, p, des fonctions C00 sur X qui prennent
la valeur 1 sur un voisinage de l'origine, et TI' qui s'annule à l'ordre N à l'origine, puis
on applique la proposition 2.4.2 et le lemme 2.4.5.

Il reste donc à démontrer que Z^ vérifie les inégalités de 2.1.2.4, ce qui est fait dans le
lemme 2.4.8.

LEMME 2.4.7. — Pour ^positif, il existe une constante C(N) telle que
k

|Z,(s)|^c(N) n R^

pour s appartenant à E^ et n'appartenant pas à un voisinage produit convenable du lieu
polaire de 2^.

Démonstration. — On remarque tout d'abord qu'il suffit de montrer que pour tous les
entiers positifs M et N la fonction Z^ ^ est bornée (indépendamment de 7) sur E^, N
privé de voisinages produit du lieu polaire de Z^ y

Dans le cas fe=l , Igusa ([I2], p. 101-103) montre ceci directement par un calcul sur
une résolution des singularités. On peut faire un calcul analogue dans le cas présent.
Supposons comme dans la démonstration du lemme 2.4.5 dont on reprend les notations

que ( Y[ Ji \ (0) est un diviseur à croisements normaux.

Soit q un point de Xp tel que sur un voisinage Vq de q le diviseur exceptionnel
/ ^ \ - i
( F! Ti ) W solt ^e ^PP0^ ^i. . . î/=0, t=(t^ . . ., Q étant des coordonnées locales
\i=t )

en q. On note E7^ le diviseur tj=0. On définit les multiplicités N^, 0 ̂  i ̂  fe, comme
dans le lemme 2.4.5.
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Un calcul semblable à celui de ([I2], p. 101-103) donne que pour e > 0 fixé, l'intégrale

œ(7;.)^r|
Ju,

est bornée sur EM,N privé des tubes | ;(s) | ̂  e, ; décrivant l'ensemble P, des fonctions

l(s)= ^ N^5,+N^+m, meN.
1 ^ i ^ k 2

La fonction | l\n-k+l |2^J est bornée sur

BM. N n {s/\ i (s) | ̂  e}\{s/| r (5) 1 ^ e, r e u P,\{Q}
î6Xp

d'après le même calcul. Si î(s)=0 n'est pas un hyperplan polaire de Z^, on en déduit
que |Z^J est borné sur cet ensemble d'après le principe du maximum. On obtient le
lemme en effectuant une récurrence sur le nombre d'hyperplans non polaires de la forme
1=0, l appartenant à Pq.

LEMME 2.4.8. — Pour tout ̂ positif, pour tout p appartenant à N*, il existe une constante
C(N,/?) telle que

n \s^\z,(s)\^c(^p) n R^
1^ i ^ k 1 ï i ^ k

pour s appartenant à EN et n'appartenant pas à un voisinage produit convenable du lieu
polaire de Z^.

Démonstration. - Soit (x^ . . ., xj des coordonnées locales à l'origine de X. En
appliquant le lemme 2.4.3 aux formes dx^ A . . . A dx^_^^ on obtient qu'il est possible
d'écrire :

^?1)= E ^A(p,(F)(^a,)+ E ^A(pKF)(îi?Pi)
1 ^ i ̂  k 1 ̂  i ̂  k

avec a, et ^ des formes C°° de type (n-k, n-k) sur X et (pf[resp. (p^] des fonctions sur
Z^Tt-^Ap) telles que ]~[ |^|?<Pi [resp. n |^|?^] soit C00 sur Z. pour m un

1 ^ J ^ l 1 ̂  j ^ l

entier convenable.
On a

—Ïy(r[)=^î(^)
8y,

^T/îl)=(P^(P,)
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On pose

_ 1 / 9 - 8 \n=. [yi—^yi^ •2 \ 3^ QyJ

Comme la transformée de Mellin de Djy(r|) est égale à (s^+1) 2^ on obtient que :

(s,+l)Z,=lMc(J,cp,Cy)T,((x,)+^(pî(J)î,(P,)).

On en déduit l'énoncé du lemme pour p=(0, . . ., 1, . . ., 0) d'après le lemme 2.4.7 et sa
démonstration, et donc pour p quelconque par récurrence.

D'après ce qui précède ceci termine la démonstration du théorème.

Remarque. — Dans [S2] C. Sabbah a donné une démonstration différente du
théorème 2.4, basée sur les résultats de [SI].

Démonstration du théorème 2.3.2. - On suppose K=C [le cas K=R étant similaire]
et on reprend les notations utilisées dans la démonstration du théorème 2.4.

D'après le théorème des zéros de Hilbert on peut écrire

î^(œ)=v|/(F)î^(n A df, A . . . A dfk A df, A . . . A àfà

avec v|/ une fonction sur Z^Tt'^Ap) telle que ( n l^'lc)"^ soit coc sur z? P0111' un

i ^ i ^ i
entier m convenable. L'énoncé est donc une conséquence du théorème 2.4 appliqué à T|.

2.5. LE THÉORÈME. — Soit F : X -> Y un morphisme K-analytique dominant,
X(resp. Y) un ouvert de K^resp. K^) contenant l'origine.

On suppose que F est sans éclatement en codimension zéro et que F(0)=0. Soit Ap,o
le germe du discriminant de F à l'origine.

On définit l'ensemble ^(Ap o) de façon similaire au cas ^-adique (1.5) :
Soit ^(AF o) l'ensemble des vecteurs primitifs associés au polyèdre de Newton à

l'origine de Àp,o [défini comme en 1.2.1]. On note ^(A^o) l'ensemble des vecteurs
primitifs de N* qui sont combinaison linéaire à coefficients rationnels positifs d'au plus
k — 1 vecteurs de ^F (Ap o)-

Si T| est une forme différentielle C°° à support propre de type (n, n) [resp. de degré n]
si K=C [resp. K=R], on considère la fonction

Z,(œ)=f œ(F)Ti
JK"

définie pour œ appartenant à (^(K^))* vérifiant Re(s^) > 0, 1 ̂  i ̂  k. (On convient que
œ(F)= ]~[ ^(fi) si ̂ (^ • • " œ^ ̂ (/i. • • ^fk)')

1 ^ i ^ k

Cette intégrale admet un prolongement analytique en une fonction méromorphe sur
(Î^K"))^ Ceci est classique si f e = l ([A], [B-G], [II]) et se prouve de façon analogue si
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k > 1. De plus le lieu polaire de Z^(œ) est une réunion d'hyperplans H, d'équation

^ a^+û^O
1 ^ i ^ k

avec a^Ça1^ ^ ; ̂  ^ un vecteur primitif de N^^ et a^ un rationnel strictement positif.
On note ^(F) l'ensemble des vecteurs a,. H, décrivant l'ensemble des hyperplans

polaires et ^(F) la réunion des ensembles ^(F). L'ensemble ^(F) est fini.
Notre résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 2.5. — Soit F: X -> Y un morphisme K-analytique dominant sans éclatement
en codimension zéro vérifiant F(0) =0, avec X [resp. Y] un ouvert de K" [resp. K^ contenant
l'origine.

Alors l'ensemble des hyperplans polaires est contenu dans l'ensemble des pentes du
polyèdre de Newton du discriminant à l'origine :

^(F)c=^(ÀF,o).

Remarque. — Comme il a été rappelé dans l'introduction, C. Sabbah a montré dans
[SI] que si F est sans éclatement en codimension zéro, l'ensemble ^(F) est contenu dans
un ensemble fini, ne dépendant que de la géométrie du discriminant, qui coïncide avec
^(Ap^o) dans le cas fe=2, et devrait être contenu dans ^(Ap^o) en général.

Démonstration. — Compte tenu du théorème 2.3.2 la preuve du théorème est entière-
ment similaire à celle du cas ̂ -adique (théorème 1.5) :

Si a est un cône appartenant à y on lui associe Sy = {(x^)/] x j ^ l e t ( — log | x, |) e o}.
Le seul problème qui pourrait apparaître est le suivant : la transformée stricte à du

discriminant par n^ P^ éventuellement ne pas être transverse au bord du polydisque
{W|^i| ^ 1}- P0111" remédier à cela il suffit d'effectuer une transformation linéaire
x\ = ̂  Xp avec des À,, assez généraux, pour se ramener au cas où X est transverse au bord
du polydisque, pour tout cône CT. On peut alors effectuer la démonstration exactement
comme dans le cas /?-adique.

2.6. APPLICATIONS AUX DÉFORMATIONS. — Soit /^ une famille de fonctions analytiques
sur un ouvert de K". Autrement dit on a un morphisme F : X -> Y avec X [resp. Y] un
ouvert de K^1 [resp. K"] contenant l'origine avec F=(/(, t), les coordonnées sur K^1

étant (x, t). On suppose que F s'annule à l'origine.
Soit T| une forme différentielle C00 à support compact de type (n, n) [resp. de degré n]

si K==C [resp. K=R]. Si œ=(5, y) est un quasicaractère on s'intéresse à la variation avec
le paramètre t de l'intégrale :

Z^(œ)=Z,°,,(5)=f œ(/,)n.
JK"

Si F est sans éclatement en codimension zéro on note Ô(F) l'ensemble des quotients a/b
appartenant à ^(Ap o)» b non ï111!-
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THÉORÈME 2.6. — Si le morphisme F=(/^, t) est sans éclatement en codimension zéro,
il existe un ensemble fini B de rationnels strictement supérieurs à —1, un ensemble fini C
de rationnels strictement négatifs, un entier N, tels que pour 11 \ suffisamment petit on ait

z^(5)=(nr(5-c)) E Z E (^p.,(5,o|^s+Plog|^
c e C aeô(F) peB je{0, ..., n}

dans le cas K = C [resp.

z^(s)=(nr(5-c)) Z Z Z E (p.p.^^oa^lrl-^ioglîp'
ceC a6Ô(F) peB je{0,...,n} peZ/2

si K = R] avec (p^ ^ ^ [resp. (p^. p, ̂  p] des fonctions telles que (p^ p^ ^ (s, t^)
[resp. q>^ p^ ̂  p (s, r^] soient C00 en les variables (s, t) et holomorphes en la variable s.

Démonstration. — Soit p une fonction C00 à support compact qui vaut identiquement
1 sur un voisinage de l'origine dans K.

L'intégrale

Z,(œ, a/)= f (O(/(O)(O'(OTI A p ( t ) d x t
JK"-^

est la transformée de Mellin par rapport à la variable t de p (t) Z^ ^ (œ).
On écrit œ=(s, 7), œ'^s', 7').
On peut choisir un ensemble fini C de rationnels strictement négatifs tel que la fonction

Z,(œ, œ')=( n ns-cr^œ, œ')
c e C

n'ait pas de droite polaire de la forme s—À-==0.
On écrit (^(Ns', xO et Z^(œ, œ^Z^o), œ").

LEMME 2.6.1. — II existe un entier N strictement positif tel que pour wfixé la fonction
Z^(œ, œ") appartienne à Z^^iJQ^")) pour A, R convenables.

Démonstration. — Elle est analogue à celle de [I2], p. 98-104.
En effectuant pour œ fixé une transformation de Mellin inverse et en utilisant le

théorème 2.5 on obtient l'énoncé du théorème avec des fonctions (p^p^s,^)
[resp. (p^ p,j.p(s, t^)] qui sont a priori seulement C°° en t pour s fixé.

Pour conclure il suffit de remarquer que Z^(©, ©/) étant méromorphe les parties
polaires aux pôles de sa restriction aux droites où s est constante varient holomorphique"
ment avec s, et que les coefficients du développement asymptotique de la transformée de
Mellin inverse sont des fonctions linéaires des coefficients polaires aux pôles.
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