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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE
ET MICROLOCALISATIONS
D’ORDRE SUPERIEUR 1

Par J.-M. BONY et N. LERNER (*)

Le but de cet article est d’associer a des classes de symboles sur (des ouverts de) R2",
des opérateurs agissant dans R", de maniére a pouvoir utiliser un calcul symbolique
asymptotique. Nos classes de symboles seront définies comme dans [6], chap. 18, a ’aide
de métriques sur I'espace des phases. La différence essentielle avec le calcul de Weyl de
Hormander est que celui-ci nécessite une hypothése de tempérance sur la métrique,
hypothése que nous ne ferons pas, et qui nous interdit d’utiliser telle quelle la régle de
quantification de Weyl.

Pour les applications que nous avons en vue, la propagation des singularités pour les
équations aux dérivées partielles non linéaires, on est amené a souhaiter I’existence
d’opérateurs dont le symbole ait un comportement singulier au voisinage du conormal
d’une hypersurface S, plus ou moins singuliére, de R". Il se trouve que la condition de
tempérance n’est jamais satisfaite pour ces types de symboles, méme dans le cas de la
seconde microlocalisation qui a permis (voir [1], [2]) I’étude de la propagation des singula-
rités dans des cas relativement simples. Par contre, ces classes de symboles, et d’autres
associées a4 des hypersurfaces S nettement plus singuliéres (voir le § 9) vérifieront les
conditions de notre calcul.

Bien que le lecteur puisse trouver cet article un peu technique, nous voudrions le
convaincre du fait que I'utilisation du calcul k-microdifférentiel est aussi facile que celle
du calcul pseudo-différentiel usuel. On doit introduire une famille de meétriques dans
I’espace des phases

8158:=...5&

et vérifier les conditions 5.1.1 4 5.1.3 (tempérance symétrique relative, comparabilité,
lenteur et principe d’incertitude), vérifications qui dans la pratique (voir § 9) ne sont pas
trés difficiles.

Cela fait, le calcul s’utilise exactement comme le calcul symbolique (asymptotique)
d’opérateurs pseudo-différentiels associé a une seule métrique g,, et permet de définir des

(*) Travail réalisé en partie avec le soutien du NSF-Grant DMS 860 1755.
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378 J.-M. BONY ET N. LERNER

régularités k-microlocales dans des « espaces de Sobolev » associés. La seule différence
est la nécessité de quantifier un symbole non par un seul opérateur, mais par une famille
d’opérateurs A; dépendant d’un paramétre, ce qui n’est pas plus contraignant (et en fait
de méme nature) que I'obligation de choisir un opérateur proprement supporté lorsque
I'on veut travailler localement dans un ouvert de R".

Enfin, les résultats du paragraphe 8 sur les rapports entre (k — 1) et k®-microlocalisation
assurent de la possibilitt de passer a une microlocalisation supérieure, lorsqu’il est
nécessaire de faire une analyse plus fine dans I’espace des phases, puis de revenir aux
régularités microlocales usuelles.

L’organisation de 'article est la suivante. Aprés quelques rappels sur le calcul de Weyl
au paragraphe 1, on introduit au paragraphe 2 le concept essentiel de symbole confiné
dans une boule de I'espace des phases, concept plus général, mais plus stable, que le
concept de symbole supporté dans une boule. Les estimations du composé de deux
symboles confinés dans deux boules différentes joueront un role crucial dans la suite.

Les paragraphes 3 et 4 sont consacrés a la premiére microlocalisation et a la quantifica-
tion de Weyl usuelle, lorsque la métrique g n’est définie que dans un ouvert Q de I’espace
des phases. On introduit au paragraphe 3 la condition de température symétrique, qui
doit remplacer dans ce cas la condition de tempérance de Hormander. Elle garantit que
le composé de deux symboles confinés dans des g-boules est encore confiné dans celles-ci,
avec des semi-normes qui décroissent de maniere contrdlée lorsque les boules s’éloignent.

Le paragraphe 4 décrit alors le calcul symbolique associé & cette premiére microlocalisa-
tion, calcul trés voisin de celui développé par Hormander dans R?". 1l y a lieu toutefois
de distinguer entre opérateurs internes, associés a des symboles a support fortement inclus
dans Q, et les opérateurs externes (essentiellement ceux qui opérent sur les précédents par
composition), dont les symboles peuvent croitre a la frontiére de Q.

Le paragraphe 5 décrit les conditions sous lesquelles une suite de k-métriques
g:=...=g, pourra donner lieu & un calcul k-microlocal. L’hypothése essentielle
(hypothése 5.1.1) est une condition de tempérance relative, exprimant que chaque
métrique est symétriquement tempérée dans les boules de la métrique précédente. Le
point crucial est alors I'introduction au paragraphe 6 des symboles k-confinés. Ceux-ci,
construits comme des « sandwiches » de symboles confinés pour les métriques g, . . ., g
et qui cumuleront les propriétés de presque orthogonalité dues aux diverses tempérances
relatives, auront un composé suffisamment petit lorsqu’ils sont confinés dans des boules
¢éloignées (théoréme 6. 6. 6).

I1 devient alors facile de définir les opérateurs k-microdifférentiels comme des intégrales
sur I’espace des phases d’opérateurs associés a des symboles k-confinés et de prouver,
par exemple, des résultats de continuité sur L? a 'aide du lemme de Cotlar. Ces opérateurs
constituent une algebre, et le calcul symbolique asymptotique est valide.

Au paragraphe 9, nous donnons un certain nombre d’exemples de microlocalisations
d’ordre supérieur associées a des données géométriques simples : une sous-variété isotrope,
deux sous-variétés lagrangiennes se coupant franchement, plusieurs branches des courbes
dans le plan ayant un contact d’ordre p (non nécessairement entier) avec I'axe des x.
Nous en déduisons, dans ce dernier cas, la bonne définition des distributions conormales.
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 379

Des articles ultérieurs seront — nous I’espérons — consacrés a I’action des transforma-
tions canoniques, aux propriétés multiplicatives, et aux applications a la propagation des
singularités non linéaires.

Une partie de ce travail a été réalisée au cours de deux s¢jours de I'un des auteurs
(J.-M. B.) d’une part a I'Institut Mittag-Leffler, d’autre part a 1'Université Purdue.
Il tient & remercier chaleureusement ces deux institutions ainsi que L. Hérmander et
M.S. Baouendi.
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1. Notations et rappels

1.1. QuanTiFicaTION DE WEYL. — La quantification de Weyl associe a une distribution
ac ¥’ (R%"), avec RZ"=R"x R?, un opérateur a* de & (R") dans &’ (R") défini par
(voir [13))

(1.1.1) a“’=ja(X) T, 2" dX,

ou (X, w()=u@Rx—y)e*' % aveci=2n_/—1 ().
L’opérateur Zy est unitaire et autoadjoint sur L*(R") et F, ,(X)=(Zxu, v) est une
fonction de & (R?") si u et v sont dans & (R"), ce qui donne un sens 4 (1.1.1).

La formule (1. 1. 1) fournit également

(1.1.2) (awu)(x)=”ei<x"yvé>a(%Z@)u(y)dydg,

() i=2n_/—1. On sest efforcé de ne jamais s’écarter de la terminologie regue sans de trés sérieuses raisons.
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 381
ainsi que la formule originale de Weyl [15]
(1.1.3) a‘"=f¢3(9) eoMdp,  B=(x, {)eR?",
ou 0. M est 'opérateur autoadjoint x.x+&.D,.

Pour de bonnes fonctions [dans & (R®") par exemple], on définit la loi de
composition # par

(1.1.4) (a#b)Y=a¥ob",
et'on a
(1.1.5) (a#b)(X)=22"jJe‘“[Y‘x' Z-X1g(Y) b(Z) dY dZ,

ou [., .] est la forme symplectique définie par
(115,) [(xa &)a ()’, "'I)]=<§, ,V>—<1”I,x>

On a également
(1.1.6) (a#b)(X)=exp {% [Dx,, szl} a(Xy) b(X3);x,=x=x,

ou exp i/2 [Dy,, Dx,] est 'opérateur de convolution dans R*" correspondant a la multipli-
cation par exp i/2[E,, E,] en transformée de Fourier.

La loi # n’est pas locale, et, pour de bonnes classes de symboles, on pourra donner
un sens asymptotique a la loi #, locale mais pour le moment purement formelle, obtenue
en remplagant 'exponentielle de (1. 1.6) par son développement-en série. On obtient

(1.1.7) (a#b)(X)= Y %(%) a(X) b(Y)y=x
k=0 K:

Cest-d-dire a#b=ab+(1/2i) {a, b}+..., en notant { ., . } le crochet de Poisson. On
notera

(1.1.8) o,(a b)(X)= ¥ %(@

osj<vl]!

)’a(X) b(Y)|y-x

1.2. CLASSES DE SYMBOLES DEFINIES PAR DES METRIQUES

Soit Q un ouvert de R?” muni d’une métrique g (i. e. 4 tout point X de Q on associe
mesurablement une forme quadratique définitive positive gy sur R%").

On supposera que celle-ci est lentement variable, i. e. il existe C,>0 tel que pour tous
les X, Y dans Q, pour tout T dans R?",

(1.2.1) ex(X=Y)<Co' = Cg'gy(T)=gx(T)<Cogy (D).
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382 J.-M. BONY ET N. LERNER

On réservera le nom de poids a des fonctions m:Q — 10, + oo [ telles que ’on ait, pour
une constante C>0,

(1.2.2) gx(X-Y)=Cy' = C's=m(X)/m(Y)<C.

DerFiNtTION 1.2.1. — Pour Q, g, m comme ci-dessus, on notera S(m, g, Q) I'espace des
aeC*(Q) tels que, pour tout keN, il existe une constante C, telle que I'on ait, quels que
soient X dans Q et T, ..., T, dans R",

k
(1.2.3) |<a®(X), T;®...®T, )| <Cim(X) [] gx(T)*?,
i=1
ou a® (X) est le tenseur k-dérivé de a au point X pour la structure affine de R2".

Rappelons en outre que la métrique duale de gy s’identifie via I'isomorphisme symplecti-
que a la métrique g% sur I’espace des phases,

T, W)?
(1.2.4) g%(T)= sup ﬂ
w=o &x(W)

On notera également A, (ou }) la fonction définie par

. (T 1/2
(1.2.5) A, (X)= inf (gx( )) .

t#0 \ 8x(T)

1. 3. PRINCIPE D’INCERTITUDE ET CALCUL ASYMPTOTIQUE. — Nous supposerons toujours,

dans la suite, que pour tout X de Q
(1.3.1) 8x=8%:

cette condition affirmant que la localisation dans la boule {X’|gx (X'—=X)<r?} nest
pas « interdite » par le principe d’incertitude. On a alors le résultat suivant, qui n’a
d’intérét que si la fonction A ci-dessus n’est pas bornée supérieurement.

THEOREME 1.3.1. — Sous les hypothéses précédentes, pour tout couple de poids m, m,
(1.2.2), la série formelle (1.1.7) définit une application bilinéaire # de
S(my, &)/S(my A%, &) x (S(my, 8)/S(my A", g) dans S(mym,, g)/S(mym, A", g), ou
SmA~®, g)=NS(mA™N, g).

N

On a noté ici S(m, g) 'espace S(m, g, Q) de la définition 1.2. 1. En fait, dans la série
(1.1.7), les termes successifs sont dans S(m, g), S(mA~1, g), ... et un argument « a la
Borel » assure qu’il existe un élément de S(m, g), uniquement défini modulo S(mA~>, g),
tel que ses différences avec les sommes partielles d’ordre N de (1.1.7) appartiennent a
SmA N, g).

Remarque 1.3.2. — Les classes de symboles introduits par 'un des auteurs [1] pour
la seconde microlocalisation le long d’une variété lagrangienne A rentrent dans ce cadre
lorsque A est le conormal d’une sous-variété linéaire de R". Si celle-ci a pour équation

4¢ SERIE — TOME 22 — 1989 — N° 3



QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 383

x"”"=0 (dans R} =RZ, x R%"P), on définit la métrique g par

1 72 ’7 2
v dg’' 4+ —— (5 X dg
avec (E)*=1+|E|% AM2= 24| x| €|

La fonction A est alors précisément celle définie en (1.2.5). Les classes de symboles
™ ™ de [1] sont exactement les classes S({&D>™A™, g). Par contre, si A est une sous-
variété lagrangienne quelconque, ou méme le conormal d’une sous-vari€té courbée, les
classes de symboles =™ ™ ne se laissent plus décrire a 'aide d’une métrique comme au
paragraphe 1.2. Dans une publication ultérieure, I’€tude de I'invariance par transforma-
tion canonique nous permettra notamment de quantifier de tels symboles.

(1.3.2 gx dx’2+<&> dx"?+ —

1.4. PoOSITION DU PROBLEME
Lorsque Q=R2", et lorsque g vérifie en outre la propriété (tempérance) suivante :

(1.4.1) gy=Cex(1+g3(X-Y)N,

pour C et N fixés, si le poids m vérifie une condition analogue, la théorie de Hormander [6]
permet d’associer [e. g. par la formule (1. 1.2)] a tout élément a de S (m, g) un opérateur
a” continu de & (R") dans lui-méme, de &’ (R") dans lui-méme et, lorsque m=1, de
L?(R") dans lui-méme. Les formules (1.1.4) (1. 1.5)‘ (1.1.6) restent valables,
I'opération # appliquant S(m,, g) xS(m,, g) dans S(m, m,, g). On peut vérifier facile-
ment que les métriques (1. 3.2), méme pour p=0 (seconde microlocalisation par rapport
a lorigine), ne satisfont pas a (1.4.1), et que les formules (équivalentes) (1.1.1) (1.1.2)
(1.1.3) ne permettent pas de quantifier des symboles de S(m, g) en opérateurs définis
sur & (R").

Notre objectif est de définir, sous des hypothéses plus faibles que la tempérance (1.4.1)
— et vérifiées dans les applications que nous avons en vue — un calcul symbolique
compatible avec la loi #. Nous introduirons des classes d’opérateurs O (m, g) et une
application symbole o de O (m, g)/O (m A~ >, g) dans S(m, g)/S(mA~*®, g) telles que

() o(A°B)=0(A) o (B),

(b) le symbole d’un bon opérateur (différentiel, pseudo-différentiel classique, . ..) est
(la classe de) son symbole usuel.

(¢) o est bijectif (4 quelques restrictions de support prés lorsque Q#R2"),

2. Estimations de confinement

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des estimations pour le composé a#b défini
par (1.1.5) de deux éléments de &.

2. 1. CONFINEMENT.

DEFINITION 2. 1. 1. — Soit g une forme quadratique définie positive sur R>" vérifiant
g=g° soient ae C®(R*") et UcR?". On dit que a est g-confiné dans U si, pour tout entier
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384 J.-M. BONY ET N. LERNER

k et pour tout N, il existe C, y tel que, quels que soient X, Ty, ..., Ty, on ait

k

(2.1.1)  |<a®X), T, ®...®T,)|<C, x [ &(TP"*(1+g°(X—-1)) N2,

i=1
avec g°(X—U)= inf g°(X—Y) (g° défini en 1.2.4).
YeU

Notons que, ici comme dans tout le paragraphe 2, la métrique g est constante. L’espace
des symboles g-confinés coincide avec &, mais il sera muni des semi-normes suivantes

(2. 1.2) “a”i’ g: sup |<a(k’)(X), T1®~ .. ®Tk’ >|(1 +go(X_U))N/2’
X, Ty, ..., Ty
1k’§k *
g(T1), ..., g(Tx)=1
et
2.1.3 lally v=max|a]l; &
k=p
N=p

Pour les applications ultérieures au cas de meétriques variables, il sera important
d’obtenir des estimations avec des constantes indépendantes de g.

Lorsque g, et g, sont deux formes quadratiques définies positives sur V=R?", on
définit g A g5 (moyenne harmonique), forme quadratique définie positive sur V, par la
formule

(2.1.4) g‘{Ag‘;:(%).
On vérifie facilement que 'on a
(2.1.5) (8178 (T)=2 inf (g9(T,)+g3(T))).
T1+T2=T

On a en outre les propriétés élémentaires suivantes :

(o3 o‘< o .=
(2.1.6) {glAgz=2g;’, j=L2
gingz281 si g1=gy,

ainsi que la « formule de la médiane »
(2.1.7) 287(X—X,)+285(X—X) =(g] A 83) (X; —X2) +2(g7+£3) (X=X 3),

ou le point X,, ne dépend pas de X. C’est en fait le point ou la fonction quadratique
figurant au membre de gauche atteint son minimum.

LEMME 2.1.2. — Soit a un symbole g-confiné dans la g-boule U, , de centre 0 et de
rayon 1. Alors, pour tout €€]0, 1[, on a

(2.1.8) a=f az|g|**dzZ,
Uo, 1+s
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QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE ET MICROLOCALISATIONS 385

ou ay est g-confiné dans la g-boule U, , de centre Z et de rayon ¢ et vérifie les estimations
suivantes [en utilisant la notation (2.1.3)]

(2.1.9) lazlly *z<C, n, &) ][5 "o-1.

On a noté |g| le déterminant de g. Il est important de noter son invariance par les
transformations symplectiques de R2".,

Preuve. — Soit xeCZ(R), a support dans lintervalle [—1,1] et telle que
J %(]Z|* dZ=1. On peut alors écrire
RZn

(2.1.10) a(X)=J5Y(X) |g|*2ay,
ou on a posé
ay(X)=¢ g (e ?g(X—Y)) a(X).

La fonction a a son support dans Uy, , et on obtient aisément, quels que soient k, N, N,
les estimations

2.1.11) [ay||g Y1 =Clk, m ) ]|aflg Bea 1+ min g (S-T)N
N

€Up, 1, TeUy, ¢

Introduisons maintenant, pour tout point Y € R" le point n,(Y)eU, , . qui réalise le
minimum de la g°-distance de Y a U, 4, On voit d’abord que le minimum figurant
dans la relation ci-dessus est égal a g°(Y —m.(Y)).

D’autre part, pour tout point X du support de ay, qui appartient donc a Uy ,, on a
g (X-U, ), J=8°(X—Uy, ;). On peut donc majorer les semi-normes de confinement

de ay dans U, (y, . par les semi-normes correspondantes relatives a U, ;. On déduit
donc de (2.1.11) I'estimation

(2112 [lay|lf x=®==Clk, m o) [|alf Rt (1+8°(Y = Uo, 1.)) ™

Nous pouvons maintenant obtenir la décomposition (2.1.8), ou € sera remplacé par
2 &. Posons '

(2.1.23) | az(X)=jay(X)e""x(e‘zg(Z—ne(Y)))lgl”de-

On a bien a=-[aZ |g|*/?dZ et il est clair que a; est identiquement nulle si Z n’appartient

pas a U, ;.. D’autre part, pour g(Z—mn,(Y))<¢ les semi-normes de confinement dans
Uz, ;. sont majorées par les semi-normes correspondantes dans la boule U, ) . qui est
incluse dans la précédente. On déduit donc de (2.1.12) et de (2.1.13), en minorant g°
par g,

l|laz||g: Yz 22<C(m, k, &) || a||g Non f (1+8(Y—U,, 142)) "V |g|2dY.
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386 J-M. BONY ET N. LERNER

En choisissant N’ supérieur a 2n, I'intégrale précédente est finie et indépendante de g.
On a donc obtenu P'estimation (2.1.9), ce qui achéve la démonstration du lemme.

LemME 2.1.3. — Soit a un symbole g-confiné dans une g-boule U et soit G une forme
quadratique définie positive telle que G<g. Posons p=max(g(T)/G(T)) 2. Alors a est
T

G-confiné dans la G-boule V de méme centre et de méme rayon, et on a
(2.1.14) la]l&~ <p* N allg 5.
11 suffit en effet de remarquer que g<p>G, g°=p 2G® et que 'ona UcV.

2.2. ESTIMATIONS DE BICONFINEMENT. — Le théoréme suivant constitue le résultat princi-
pal du paragraphe 2 et signifie essentiellement que a,#a, jouit simultanément des
propriétés de confinement de a, et de a,.

THEOREME 2.2.1. — Soient g, et g, deux formes quadratiques définies positives sur R*"
vérifiant g;< g5 et soient a, et a, respectivement confinés dans des gi-boules U; de rayon < 1.
On a alors, quels que soient k et |

(2.2.1) |(a;#a)"X) T'|2 A, 1 (g1 +22) (D>

x (1+(g7 A g3) (X —U,) +(g7 g3 (X—U,) 2,
avec

Ak, 1=C(n, k, l)”al ||2n+1+k+l”a2”2n+1+k+l'
On a noté ici || a; |, = a;||% Y [cf. (2.1.3)].
Nous utiliserons fréquemment le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.2.2. — Pour tout (p, N), il existe g=q (p, N), C=C(p, N) tels que pour
a,, a, vérifiant les hypothéses du théoréme 2.2.1, on ait

(2.2.2) |lay#a, |52 V1| a, #a, |51 92 V2
=Cllay||gr Ptllas |3z V2 (1 + (g5 AgD) (U, —Uy) ™.
C’est une conséquence immédiate du théoréme, il suffit d’appliquer I'inégalité triangu-
laire y(U, —U,)"><vy (U; =X)"?+7v (U, —X)"/? pour y=g§ A g5.

COROLLAIRE 2.2.3. — Soient g,, g,, U;, U, comme dans le théoréme 2.2.1 avec U,,
U, de méme centre et g, <g,. Alors pour tout p il existe C, q tels que pour a,, a, vérifiant
les hypothéses du théoréme 2.2.1 on ait

las#azll5 V2 +[|az #a, [|5 “2<Cllay[|3 "l ay |13 2

On a g,<g, et donc g] Ag5=g3 [cf (2.1.6)]. L’estimation (2.2.1) fournit alors le
résultat.
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Preuve du Théoréme 2.2.1. — Considérons 0=0y  yx de sorte que g,(0)=1 et
[0, Y, —X]=g5(Y,—X)"2. On a alors, pour k entier,

k
<%<9, DY2> +1> e~ 2ilY1—X, Yy-XI_ ,—2i[¥;-X, YZ—X](1+g;(Y1_X)1/2)k.
Par suite

(a,#ay)(X) =fja1 (Y) Y al(Y,)(1+g5(Y,—X)1?)~*

0=<Isk
xe—z;[Yl—x, Y, —X] 22ndY1 de

k .\ . . s
avec a5”=(l)a(2" 0’, en notant ©' la l-iéme puissance tensorielle symétrique de 6. On

obtient, quels que soient k, k, et N,

|(a;#a)(X) | éf J llas llo, & (1485 (X—U) " /2 (1+g5 (Y, —X)) ¥
x “ a, “k n(1+83(Y,—U,) " N222*kgyY, dY,.
On remarque alors que

(1+g3 (Y, —U))"2 (1 +g5 (Y, —X) 2 21+ (Y, — Uy +£5 (Y, —X))"/?
22712 (1+g7 AgY (X —U)H2,

et il en résulte que I'on a, pour k=k, +k,,

(2.2.9) | (a, #a,)(X) l=<—. ” a, ”o, k1 ” a, ”k N22HRH D (1 4 (g7 A g5) (X —Uy)) /2
JJ(Hg‘E(Yl—X))_"Z”(l +85(Y,—Uy) V2 dY, dY,.
D’autre part, si X, est le centre de la g,-boule U,, on a, pour tout Y,eU,,
148,(Y,—X5) S1+428,(Y,—Y5) +285(Y5-X,) =3+285(Y,—Y2),

car g,<gj et le g,rayon de U, est inférieur a 1. On obtient donc
14+g,(Y,—X,)<3(1+g3(Y,—U,)) et (2.2.4) nous fournit 'estimation

|[(a,#a)(X) [SC(m, N, k, k1) ay[|o, i, || a2 ||, n(1+(g3 Ag3) (X—Uy) "7

x J f (1485 (Y1 —X)) "2 (1 4.8, (Y, —X7)~V2dY, Y.

Choisissons maintenant k, et N égaux a 2n+1. En utilisant le fait que le produit des
déterminants de g, et de g§ est égal & 1, on obtient pour tout entier k,

(2.2.5) |(a1 #a,) (X) l <C(ky, m) “ a IIO,kl ” a, ”2n+l+k1, am+1(1+(ET A gD X _U1))_k‘/2
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On obtient de maniére analogue

(2.2.6) |(a1 #a,) (X) Iéc(kl, n) ” a, ||0,k1 ” a; ”2n+1+k1,'2n+1 (1+(@E1Arg2)(X-Uy) ~ki/2

En prenant le minimum des membres de droite dans (2.2.5) et (2. 2. 6), et en remplagant
k, par k, on obtient

l(al #a,) (X) |§C(k, n)||a1 ||2n+1+k||a2 ||2n+1+k
x(1+(@5A8)(X—U,)+(g5rg) (X—Uy) ™2

Ceci donne le résultat (2.2.1) pour I=0. Pour /=1, il suffit de remarquer que pour
toute dérivation D, on a D(a#b)=Da#b+a#Db. La preuve du théoréme 2.2.1 est
compléte.

PROPOSITION 2.2.4. — Soient a,, a, satisfaisant les hypothéses du théoréme 2.2.1. On
pose

1

i j
(2.2.7) R,(ay, ay)=a,#a,— Z _'<E [Dxls szl) (a,®a,) |Diagonale'

j<vl]:
Alors R, (a,, a,) vérifie les estimations suivantes quels que soient k et |
(2.2.8) |R,(as, )P (X) T'[SA, 1, yALY (81 +82) (T)"
x (1+(g7 A g3)(X—U,) +(g3 £ g3) (X=Uy) ™2,

ou 'on a posé

o 1/2 o 1/2
2.2.9) A12=inf<§1 (T)) =inf(§2(T)> ,
T 2(T) T 1(T)
et
(2.2.10) Ay 1, v=C(k’ n, I, V)”al ||%’+I{1+k+t+v”a2”%’+U12+k+l+v

Preuve. — Notons tout d’abord que la proposition 2.2.4 fournit 'analogue suivant
du Corollaire 2.2.2. Quels que soient p, v et N, on a une estimation

(2.2.11) || Ry(ay, ay)|[91*92 Y1+||R, (ay, ay) |5+ oz V2

§” a ”Z’(}:,Uv‘, N)” a, ”J’}’(};,Uvz, wmAL Cl, v, N)(1+(g] Ag%) (U, —Uz))_N-

Désignons par o lisomorphisme symplectique de R?" sur son:- dual défini par
[Y, Z]=<Z, 6 Y ). Pour a, et a, dans ¥ (R?"), la formule suivante résulte de (1.1.5)

(2.2.12) (a, #az)(X)=J‘a1 (X +%c'15)ei<x' £>a,(E) dE
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Par suite, on a
) 1 —1—~j1i<xa>A = J=
(a,#a)(X)= Y aP(X) ;% E j—'e B4, (B)dE
0 .

Sj<v

v—1 -1 v

(l(v 9)1)' JagV>(x+9°2 “)(%o-la) e <X 4, (8)d2 do,
o

et donc

1(1 e)v 1
o (v—1!
e—2i[Y1_xy Y2—X]a2(Y2) 22ndY1 dY2 de'

R, (ay; a,)(X)= ffa(v) (X+0(Y; —X) (Y, —X)"

Considérons T=Ty, x tel que g,(T)=1et [T, Y,—X]=g3(Y,—X)'%
On a alors, pour k entier

k
(%(T, DY2>+1> e—zi[Yl—x, Yz‘X]=e—2i[Y1—x, Yz"x‘(1+g‘2’(Y1—X)”2)".

Il vient donc, en réutilisant la notation (2. 1.2), les métriques et les boules €tant sous-
entendues

I Rv (al’ a2) (X) |

J” - 9)1v)v1 274y [, w (1+87 (X +0(Y—X) ~Uy) 472

g (Y, _X)Vlz ” a, “k n(1+g5(Y,—X)) k2 (1+g5(Y,—Uy) N2 dY ,dY, db.

Comme 0€[0, 1], on a g5(Y,—X)2g3(0(Y,—X)), et on a, pour k=k,+k,+v et

v=1
|R (al’ az)(X)|<J‘J‘ (1 9)1)' 2n+k2+v+3k1/2“a ”v K
x(1+(g1Ag2)(X U,)) M2 Ay |a2||k1+k2+v 2n+1
x(1+g5(Y,—X)) 22 (1+g3(Y,—U,) " ?"+ 124y, dY, de.

Comme dans la preuve du théoréme 2.2. 1, on obtient le résultat (2.2.8) pour I=0 qui
se généralise facilement au cas = 1.

2.3. CaLcuL DE WEYL ET CALCUL STANDARD. — Nous allons étudier le groupe d’opéra-
teurs J', défini (par exemple) sur & (R?") par

Ja(x, £)=e*<Px DO g(x, E).
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Ces opérateurs jouent un réle important pour le passage du calcul de Weyl au calcul
symbolique classique. On a en effet (voir [6], [14])

a*=(J'"2a)(x, D), a(x,D)=(J""*a)*,

ainsi que la formule pour I’adjoint

(a(x, D))*=(J"a)(x, D).

ProPOSITION 2.3.1. — Soit g une forme quadratique définie positive sur R*"=R? x R}
telle que g<g° et g(x, §)=g(x, —&). Soit ae C*(R?") g-confinée dans une g-boule U de
rayon r<1 (définition 2. 1. 1). Quels que soient les entiers p et v, il existe C(p, V), q(p, V)
et u(p, v) tels que I'on ait

g, U
<llallge. wr 7" A+t ® V" Cp, v)

p

Fa— Y (itD,.Dy

a
0<j<v ]'

2.3.1 ’

ou

A=inf (myn.
T \g(T)

Nous nous bornerons a donner la démonstration (beaucoup moins technique) d’un
résultat un peu plus faible, qui est par ailleurs celui que nous utiliserons: le théoréme est
valable en remplagant, dans le membre de gauche de (2.3.1), la boule U par toute boule
U’ de méme centre (qu’on prendra égal a I'origine), et de rayon r'>r. Compte tenu du
lemme de découpage 2.1.2, il suffit de le prouver avec r'=r \/5

Comme g(x, §)=g(x, —&), on peut se ramener, par une transformation lin€aire de
R", au cas ou

g=Yhdx}+de),  O<msL.

On notera y la forme quadratique ) h;dx? dans R", et, trés abusivement, y° la forme
quadratique ) h; 'dx?. On a

Fa &= [e om0 ag, mayan|ef»
Des intégrations par parties en 1, fondées sur I'identité suivante

" k
{1"‘ 2 t_lhi—l(xj_yj)Dnj} (e~ rmxnme))
=1

J

=e_,-t—1 (y=x,n—E&> (1 +t'22hj_l (y,--—xj)z)k,
J
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donnent immédiatement
|Ta(x, 8] sC f j (141297 =) ™2 a1 47 (05 M= U) N2 dydn,

En introduisant les y-boules V et W, de rayon r, dans R} et R} respectlvement pour
k=N=I+n+1, on obtient

[Ja(x, 8] §C||a||k,uf{(1+t'27"(x—y))—”2(1+Y"()'—V))"’2}

x {1+ (x=y) "2 A +y" (= W) " V2 dyd .

En reprenant les arguments précédant et suivant (2.2.4), on obtient respectivement le fait
que la premiére accolade est majorée par [1+7°(x—V)]~ Y2 et le fait que l'intégrale de la
seconde accolade est finie car on peut estimer [1+7°(n—W)]~®* Y2 par [1 +y(n)] " ®* V2,

On obtient donc, pour tout [,
|Ta(x, &) = Cil|allisnss A+ (x—V)) 72

En échangeant les roles de x et de £ on obtient une estimation analogue en
[14+y°(E—W] "2, et donc, pour v=0, Pestimation voulue de confinement dans la g-
boule de rayon r \ﬂ (le calcul est identique pour les dérivées, J* commutant avec les
opérateurs de dérivation).

L’estimation pour v>1 s’obtient en utilisant la formule de Taylor pour J* et le
confinement déja obtenu (v=0) de J®'a.

2.4. ESTIMATION DE LA NORME % (L?)

PRrOPOSITION 2.4.1. — Soit a un symbole g-confiné dans une g-boule U de rayon <1 (on
suppose toujours g=<g°). Il existe alors des constantes c, et d, ne dépendant que de la
dimension telles que

(2.4.1) (a) ”a ||.Y(L2) ¢ ||a||2n+1
(2.4.2) (b) l[allo.o=llall==l|a*[le w+dr™" [|alg:5,

llall, et || @ll,: étant les semi-normes définies par (2.1.3) et (2.1.2)

Preuve. — La formule de Segal ([11], th. 18.5.9 dans [6]) assure que, si % est une
transformation symplectique de R2”" on a (a°y)*=U*a"U, ou U est un opérateur
unitaire sur L2, II suffit donc de démontrer le résultat lorsque g<A~!T,, en notant T,
la métrique canonique de R%". On sait en effet que ’on peut se ramener i ce cas par
une transformation symplectique linéaire (voir [6] lemme 18.6.4).

L’opérateur unitaire correspondant a la translation de vecteur Z=(z, {) est ’opérateur
1, défini par t,u(x)=u(x—z)e'* %% 9, On a donc

@’ tzu, ,u)y=ka"1,u, wy=(a(. —2))"u, u).
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Appliquons ceci a la fonction u,(x)=2"*e~*1*I>_ 11 est facile de calculer le troisiéme

membre de la relation ci-dessus a l'aide de la formule (1.1.1), un calcul élémentaire
montrant que (Sy ug, uo)=e_ 2" Y1>, On obtient

(@* 5 uq, tzu0)=2"fa(X—Z)e"z"'x'de=(a*\|1)(Z),

en posant (Y)=2"¢ 2"1YP?,

11 suffit maintenant d’écrire la relation
1
(ax \Il)(Z)=a(Z)+2"ﬂ (1-8)a” (Z+0Y)Y2e 21Y* Y d6,
0

et on obtient

lalb=zllax ¥lo+d, sup g)]ae.o

Par suite, si g(Y)<A7'|Y|% on obtient le résultat (b) de la proposition 2.4.1. Quant a
la premiére estimation, elle découle immédiatement de la relation ||a* || 12 < || d||L1, qui
résulte elle-méme de (1.1.3).

3. Tempérance symeétrique et confinement

3.1. PrReLIMINAIRES. — On se donne, pour les paragraphes 3 et 4, une métrique g, dans
un ouvert Q de R?", satisfaisant a (1.2.1) (lenteur) et (1.3.1) (principe d’incertitude). On
notera Uy , la boule

(3.1.1) Uyx, ,= {Y, gx(Y=X)<r?}.

On dira qu’un ouvert est g-conique s’il est réunion de boules de rayon r pour un r>0
fixé (%). Pour V et V’ ouverts contenus dans €, on notera

(3.1.2) V,={XeV,Ux,cV},
(3.1.3) VeecV <« 3r>0, VeV,

(?) Les exemples-types de tels ouverts sont, pour la microlocalisation classique associée & g=dx?+d &2/ | 13 ]2,
les ouverts de la forme o x T, ou ® et I' sont respectivement un ouvert et un cone ouvert de R” dont les
frontiéres sont lisses.
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DeFINITION 3.1.1 (Tempérance symétrique). — Nous supposerons que g vérifie la condition
suivante, pour C, et N fixés:

(314 gv()/ex () SC (1485 (X—Y))0
ou
+ <
8% =8% A 83 = (g——" 2‘“) :

Remarque 3.1.2. — Lorsque Q=R?", cette condition est équivalente a la condition de
tempérance (1.4.1) de Hérmander. Pour Q#R?", la tempérance symétrique est plus forte
que (1.4.1) sur Q, mais n’est requise que sur Q. Dans le cas Q=(ouvert de R}) x R on
pourra consulter Dencker [5].

THEOREME 3.1.3 (Partitions de Punité). — Soit Q un ouvert de R*" et, pour 0<r<r’,
soient Q, et Q, les ouverts définis par (3.1.2). Il existe alors une famille de fonctions
(®y)ycq, a support dans les boules Uy ,, uniformément bornées dans S (1, g) (voir définition
1.2.3), c’est-a-dire vérifiant pour tout k

k
sup |<(P§’(‘)(X), T,®... ®T">l/ H gx(Tj)1/2<OO,

XY, Ty, ..., Tk j=1

et telle que I'on ait
(3.1.5) f oy|gy['?dY=1 sur Q,.
o

Preuve. — Soit s — %, (s) une fonction réelle décroissante, de classe C* égale a 1 pour
s<1/2 et a 0 pour s=1. En désignant toujours par C, la constante de lenteur de (1.2.1),
posons

(X, 8)=f X0 (37 gy (X—Y))|gy |2 dY
Q

pour 8<Cy L.

Il est facile de vérifier qu’il existe des constantes L,>0 et K,, ne dépendant que de
Co, 1, 1, 3, telles que I'on ait

(3.1.6) VXeQ, I'(X,8)==L,,

et
k

(3.1.7) VXeQ, [KTW(X,8),T,®... 0T, > <K, []ax(T)"
ji=1
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D’autre part, il résulte immédiatement de la condition de lenteur que, pour 3 suffisam-
ment petit (en fonction de C,, r, 1), on a les relations

(3.1.8) Uy s NQ#F = YeQ,
(3.1.9) YeQ, = Uy,;cQ.

Le résultat découle aisément de (3.1.6)-(3.1.9) en posant
Oy(X)=T(X, 8) ' %0 (8 7' gy (X-Y)).

Notons que le théoréme (3.1.3) n’utilise que la lenteur (1.2.1) de g. Ces partitions
continues joueront le méme rdle que les partitions discrétes de [6]. Si a € S(1, g, Q)
(1.2.3) est a support dans Q,. (r'>0) on peut poser ay=a @y et on a

(3.1.10) a= jaY|gy|1/2dY,

les ay étant uniformément bornées dans S(1, g, Q) et a support dans Uy ,.
Toutefois le support de ay#ay (1.1.5) contiendra en général des points extérieurs a Q,
ou I'on ne dispose pas de métrique pour I’évaluer. C’est la raison de I'introduction du
concept de confinement (2.1.1) moins restrictif que la condition de support.

Nous aurons a utiliser le lemme suivant, dont la démonstration est analogue.

LeMME 3.1.4. — Soient 0<r<r’. On peut trouver d>0 tel que, pour toute famille
(ay)y c g uniformément bornée d’éléments de S(1, gy), avec Supp (ay) = Uy ;, la fonction a
définie par

a(X)= f ay|gy|'?dY
ﬂr:

appartienne da S (1, g, Q) et soit a support dans Q,.

DeriniTION 3.1.5. — On notera, pour X, Y dans Q,,
(3.1.11) 5, (X, Y)=1+inf {g%y(X'—Y"), X’eUx ,, Y'eUy ,}.

Pour ae & (R?") on utilisera la notation suivante pour les semi-normes de confinement
définies en (2.1.3):

(.11) lall.s..= lale-oe

3.2. ConFINEMENT. — Les théorémes qui vont suivre constituent le point essentiel de
la construction d’un calcul de Weyl dans un ouvert Q. Le théoréme suivant assure que
le composé de deux symboles confinés en Y et Z est confiné en ces deux points, les semi-
normes de confinement décroissant comme toute puissance de la «distance» 3,(Y, Z)
définie ci-dessus. Le théoréme 3.2.2 assure une croissance suffisante de 8, pour Y loin de
Z.
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THEOREME 3.2.1 (Biconfinement). — Soit g une métrique sur Q vérifiant les conditions
(1.2.1) (lenteur), (1.3.1) (principe d’incertitude) et (3.1.4) (tempérance symétrique). Quels
que soient p, N, v, il existe un entier q et une constante C, ne dépendant que des constantes
de lenteur (Cy) et de tempérance (C,, N,) et de p, N, v, tels que I'on ait 'estimation
suivante, pour a, be & (R"), pour r<Cq /2, et pour Y, ZeQ,,

(3.2.1)

a#b— z (I[Dx‘, ) ( ® b) lDlagonalc

0§k<vk, 2

p, Y, r

=Cllallg.v.[Iblla. 2.2 ()8 (Y, 7N

[A, est défini en (1.2.5) et Q, en (3.1.2)].

Preuve. — C’est une conséquence du théoréme (2.2.1), de la proposition (2.2.4) et de
la tempérance symétrique. Remarquons d’abord que pour r><Cq ! et Y, Z dans Q,, on
a

(3.2.2) sup®r O <5 (v, ZMoco*2 .

¢ 8z(1)
On a en effet §,(Y, Z)=(1+inf g$, (Y’ —Z") et en supposant r><Cg?, il vient [pour le
N et le C, de (3.1.4)]

8 (Y Z)N°>(1+1nfg§ Z(Y/ Z/))N0C0N0>C IC Nomng (t) -1C No-— zgY(t)
&z (t) 8z (t)

la premiére et la derniére inégalité étant des conséquences de la lenteur de g, la deuxiéme
découlant de (3.1.4).

L’estimation (2.2.11) donne, pour tout entier N’,

IR, B lge*om oo a1 81655, 0¥, 27 sup 220 ) €, v 0,

q(p, v, N q(p, v, N') z( )

En vertu de (3.2.2), on peut remplacer gy +g, par gy dans le membre de gauche, et gJ
par g% dans le membre de droite, en perdant des puissances controlées de 3,. Il vient,
avec C;=C, Clo*2,

1R 8l ol 1 ()73, (X, 2ot g,

11 suffit alors de choisir N'=N+ N, (p + v)/2 pour conclure.

THEOREME 3.2.2. — Il existe des constantes Ny, N,, C,, C;, C,, r, ne dépendant que
des constantes de lenteur [C, en (1.2.1)] et de tempérance [C,, N, en (3.1.4)] telles que I'on
ait

(3.2.3) sup f 5,(X, Y) ™M gy |24 Y <C,,
Q

XeQ,
ngcal
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et

(B2.4) (rSret gx(Y—X)2C3r) = (A, (X)+A,(Y)SCur 28,(X, Y)N).

Preuve. — Soient X et Y appartenant a Q,. Il résulte immédiatement de I'inégalité
triangulaire et de (3.2.2) que 'on a, quels que soient X', Y’ et T,

1+gx(Y=X)=CFo "2 C, 3, (X, Y)o
4(1+gx(X—X)+2gx (X' =T) +gy(T-Y') +gy (Y =Y)).

En majorant g par g°, puis en prenant I'infimum de la parenthése pour X'e Uy , Y’ e Uy ,,
TeR?", on obtient

3.2.5) (1+8x(Y=X))£8,(X, Y)Y {8r7+25,(X, Y) } C3o 2 C,.

D’autre part, I'inégalité (3.2.2) entraine la relation suivante sur les déterminants

(3.2.6) lgy |2 < | gx|'? 8, (X, Y)Nom (CFo*2Cy)™

Les inégalités (3.2.5) et (3.2.6) prouvent que I'intégrale dans (3.2.3) peut étre estimée,
pour N, assez grand, par celle de (1 +gx(Y —X)) 2" *|gx |/ qui est fixe.

Démontrons (3.2.4). On peut trouver des points X', Y’, Z tels que
5, (X, Y)=1+2g%(X"—-2Z)+2g%(Z—-Y").
L’estimation (3.2.2), et la définition (1.2.5) de A, donnent alors

g (X)? gx (X' —Y) Sg% (X' —Y) £8,(X, Y)No "1 CFo*2C,.
)

En choisissant C; assez grand devant la constante de lenteur C,, il résulte de I'hypothése
gx(Y—X)=C;3r? que I'on a

(3.2.7) g (X' =Y')=r2

L’estimation (3.2.4) pour A (X) résulte alors de (3.2.7) et celle pour A(Y) de la conséquence
suivante de (3.2.2):

A (Y) N
(3.2.8) 00 <C3§,(X, Y)No.

4. Calcul symbolique

Dans ce paragraphe, comme au paragraphe 3, g est une métrique sur un ouvert Q de
R?" satisfaisant a (1.2.1), (1.3.1) et (3.1.4).
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4.1. PoIDS ADMISSIBLES.

DErFINITION 4.1.1. — On appellera poids admissible, un poids m vérifiant (1.2.2) tel qu’il
existe C et N avec

m(Y) o N
(4.1.1) —m(x)§C(1+gxy(X Y))",

pour tous les X, Y dans Q.
Exemples 4.1.2

Les fonctions X - gy (T,) et A, (X)* sont des poids admissibles [conséquence de (3.2.2)
et (1.2.1)].

Pour tout T, le poids p(X) = |[X, To]| + g%(T,)*/* est un poids admissible.
En effet, on a

|IX, Tol| = |IY, Tol| +&y(X—Y)!?g%(To)""
< LY, Tol| +C'(gx A 8) (X—Y) 2 g5 (To) "2 (1 +g5%y (X = Y)).

On a donc P'estimation _
RX)SC7 u(Y) (1+ g%y (X —Y))No* 1,

On vérifie facilement que la fonction L (X)=[X, T,] appartient & S(u, g, Q) (déf. 1.2.1).

Remarque 4.1.3. — 1l résulte de (4.1.1) et de (1.2.1) qu’il existe C et N tels que I'on
ait, quels que soient X et Y dans Q,, avec r2<Cg !,

(4.1.2) mX)m(Y) 1<Cs, (X, V)N
4.2. OPERATEURS INTERNES.

DEFINITION 4.2.1. — Soit m un poidsv admissible, et V un ouvert de Q. Nous dirons que
Popérateur A appartient & O(m, g, V) s'il existe r<Cq /%, ¥'>r et une famille (ay)
mesurable, uniformément bornée de symboles confinés dans Uy , (i.e. sup | ay|, v,, <o

Y

pour tout p) tels que
4.2.1) A= j m(Y)a¥|gy|?dY.
YV,

Remarque (4.2.1). — La décomposition (4.2.1) n’est bien entendu pas unique. En
utilisant le lemme (2.1.2) et (1.2.1), on peut supposer r aussi petit que ’on veut. L’intégrale
(4.2.1) a un sens pour la convergence forte, comme ’assure le théoréme suivant.

THEOREME 4.2.2 (continuité). — (a) Les opérateurs internes sont continus de & (R") dans
F (R") et de & (R™) dans &’ (R"), Pintégrale (4.2.1) convergeant fortement.

(b) Si m=1, ils sont continus de L*(R") dans L*(R"), lintégrale (4.2.1) convergeant
fortement.
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(c) Les opérateurs internes forment, pour la composition, une algébre graduée par le
groupe multiplicatif des poids admissibles, stable par adjonction. Plus précisément, si
AeO@m,, g, V), BeO(m,, g, Q) alors AB et BAeO(m,m,, g, V).

Remarque. — Dans le cas g=g°, le résultat (b) a été obtenu par Unterberger [14]. Ce
dernier, en utilisant les oscillateurs harmoniques associés aux formes quadratiques gy,
démontre la continuitté L2 des opérateurs de poids m=1 lorsque
k(Y, Z)=(1+ (gy A g2) (Y —Z)) "N est le noyau d’un opérateur borné sur L2 (R2?").

Nous donnons ici une version précisée du lemme de Cotlar ([4] [7] [3], lemme 18.6.5
dans [6]). Le point nouveau est I'estimation (4.2.3) qui constitue ’expression optimale de
la presque orthogonalité des A ;.

LeMME 4.2.3. — Soient H un espace de Hilbert, (A;); .y une suite d’opérateurs bornés
sur H, tels que

4.2.2) sup Y ||A¥A,||'?<M; sup Y ||A;A¥]|M* =M.
ik ik

Alors, pour tout ueH, on a

(4.2.3) Y Y I(Au Ay <M3||ul,
ik

ce qui implique la convergence forte de A=) A et || A “ <M.

Nous utiliserons et prouverons en fait la version plus générale suivante.

LemMME 4.2.3'. — Soient H un espace de Hilbert, (Q, dv) un espace mesuré avec dv
positive et o-finie, (A)), . o une famille mesurable &’ opérateurs bornés sur H, tels que

(4.2.2) sup | ||AX¥A,||"2dv()SM; sup | ||A,A¥||Y?dv(z)SM.

yeQJo - yeQJa

Alors, pour tout ueH, on a

423 H (A, 1, A, w)g]dv ) d v <M |ull,
axe

ce qui implique la convergence forte de

A=JAydv(y) et |All =M.
Q

En pratique, nous utiliserons ce lemme avec dv(Z)=|g;|">*dZ dans un ouvert Q
de R?".

Preuve. — La mesure dv étant o-finie, et 'application y+—| A, || étant partout finie,
I'espace Q est réunion dénombrable d’ensembles mesurables K vérifiant v(K)<oo et
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sup || A, || < o0. Pour un tel K, posons
K
Ty, e='[ AFA.0(y, 2) dv(y) dv(2),
KxK

0 étant une fonction mesurable, vérifiant |0|<1.
On a || Tk, o|*™=||(TE ¢ Tk, o)™ || et par suite

”TK, 0||2m=“j " A:1 A}’l A; Az1 et A:mAYmAy*mAzm
K m

00y 21)- - .G(Z:,,, z,) dv(zy)...dv(z,)

On utilise maintenant ’argument classique de Cotlar. Dans le produit d’opérateurs ci-
dessus, on regroupe les termes deux par deux (en commengant par le premier ou par le
second) et on majore la norme du produit de deux opérateurs consécutifs. Cela fournit
deux estimations dont on prend la moyenne géométrique. On obtient alors, en
utilisant (4.2.2),

T, of <M v (&) (sup [| A, ).

En prenant la puissance (1/2 m) de chaque membre et en faisant tendre m vers I'infini,
on obtient || Ty, || S M2

Soit alors uy,€ H et soit 8(y, z) de module 1 tel que
(Az Uo, Ay uO)H 9 (y’ Z) = | (Ay Uo, Az uO)H I

On a donc

(Tk, otos uO)H=j (A A ug, ug) 0(p, 2) dv(y) dv(2),

K xK

et par suite
180 Aol av0) v @M
K xK

ceci donnant le résultat (4.2.3)".

Démonstration du théoréme 4.2.2 (b). — Le théoréme (3.2.1), pour v=0, donne
4.2.9) lay#azl,, v, ,+lay#azll,, v. ,SCO, N ||ayl,, v. (llazlly, 2 -8,CY, D7,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



400 J.-M. BONY ET N. LERNER

ou g=q(p, N). Il résulte alors de (2.4.1), (4.2.4) et de l'uniformité dans la
définition 4.2.1 que 'on a

[l (@)* a2 ||Fe2) + || a¥ (a2)* || 43z
§|SZ"_1] 23"(”5v#a¥”é/3+1, Y, r+”aY#dZ“%/3+l, Y, ")

<C'(sup ||ayll,, v, ) 8,(Y, Z)"N2<C”3,(Y, 2) V2
Y

Le Théoréme 3.2.2 (1) assure alors que la condition (4.2.2)" est vérifié¢e. On peut
donc conclure en utilisant le lemme (4.2.3)".

LEMME 4.2.4. — Pour tout ' >0, et pour tout r suffisamment petit devant r’, si (ay)
est une famille uniformément bornée de symboles confinés dans Uy ,, et si m est un poids
admissible, I'application

un—e'[ m(Y)||ayul|.2|gy |2 dY
vy

est une semi-norme sur & (R"). En particulier, lopérateur A défini par (4.2.1) applique
contintiment & dans L2.

Soit Y, un point de V,.. Le calcul symbolique (usuel!) pour la métrique fixe gy, permet
d’écrire, pour chaque v :

1=B,#y,+r,
ou
Yv(X)=[1+gy,(X—=Y)I"
BoeS(y, 8yy R>")
reS(Yy ®, gy R?™).
Pour chaque semi-norme de confinement dans Uy, ,, on a ||r,||,. v, ,<o0, et on a

également || B, ||,. v,, ,<o0 pourvu que v soit supérieur 4 un certain v(p) [comparer les
définitions 1.2.1 et (3.1.12)].

Pour chaque entier N, il résulte du théoréme 3.2.1 et de la Proposition 2.4.1 que
I'on a

||“¥° vaHz wy=C8,(Y,, Y)"“Havllp, Y, r” Bv”p, Yo. r

ou p ne dépend que de N.

On a donc, pour v choisi assez grand devant N, et C” indépendante de Y (mais pas
de Yo !):

ayu=(ay°Py) oy utayorlu

la¥ullz=C”8,(Yo—Y) N[ v ullez+]|ull2)-
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Il suffit maintenant de choisir N (puis v) assez grand pour compenser le rapport
M(Y)/M(Y,) [voir (4.1.2)] et rendre sommable I'intégrale [voir (3.2.3)]. On obtient

[ mOn llazulus a2 ax s MY (1 ula+
v,

Le membre de droite est bien une semi-norme sur & (R").

LEMME 4.2.5. — Pour toute forme linéaire L sur R2", il existe un poids admissible m
tel que les applications

a—m(Y) 'L#a
a—m(Y) ta#L

appliquent continiiment, uniformément en Y, espace des symboles confinés dans Uy, , dans
lui-méme.

On a a#L=a.L+(1/2i) {a, L}. Si L(X)=[X, T,], nous avons vu (exemple 4.1.2)
que LeS(p, g, Q) ou p=|L(X)|+g%(To)*? est un poids admissible. 11 suffit de choisir
m=yp et le résultat découle de la formule de Leibniz.

Démonstration du théoréme 4.2.2 (a). — Soit donc

A=fm (Y)ay|gy|"?dY.

Il suffit de démontrer que A applique ¥ dans L2. En effet, en utilisant ceci pour les
opérateurs (L, # . . . #L,#a)* qui sont du méme type d’aprés le lemme 4. 2.5, on obtient
la continuité sur &.

D’apres le lemme 4.2.4, on a
'[Au||Lz§fm(Y)||a¥u||Lz]gY|”2dY<oo

deés que ue ¥, et donc le résultat.

Démonstration du théoréme 4.2.2 (c). — La stabilité "par adjonction est triviale, les
symboles confinés étant (uniformément) stables par conjugaison complexe. Soient mainte-
nant A=J m,(Y)a¥|gy|'?dY et B=J m,(Z) by |g,|""*dZ deux opérateurs internes

\A Q,
du type 4.2.1. En utilisant la remarque (4.2.1)" on peut supposer que les rayons de
confinement des ay et b, sont les mémes.

Grace au théoréme 3.2.1 pour v=0, le symbole ay # b, est biconfiné de méme rayon
avec un « gain » de 8,(Y, Z) N avec N aussi grand que 'on veut, ce qui permet, en
particulier, « d’absorber » le rapport m,(Z)/m,(Y) grace a (4.1.2). Le résultat (3.2.3)
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prouve alors que les symboles

m,(Z) 1
Cy= ay#Db 24z
Y .[mz(Y) y # zlgzl

sont uniformément confinés en Y et on a
AB=fm1(Y) m,(Y) c¥|gy | dY.

Remarque 4.2.6. — La démonstration précédente montre que, pour AeO(m, g, V),
les applications a+ b définies par b*=m(Y) ' a" A [ou b*=m (Y) "' A a"] sont uniformé-
ment continues de I’espace des symboles gy-confinés dans Uy , dans lui-méme.

4.3. QUANTIFICATION EXACTE. — On peut définir 'espace des « symboles internes » de
poids m comme 'espace des a de la forme

4.3.1) a(X)=J m(Y) ay(X)|gy|"*dY,

sous les conditions du paragraphe 4.2. On peut démontrer que ce sont des fonctions C*
dans R2", a croissance lente, ainsi que chacune de leurs dérivées. L’opération # s’étend
a ces espaces, qui forment une algébre graduée, isomorphe (par ar—a®) a celle des
opérateurs internes. Les caractérisations que I'on peut donner de ces espaces ne sont
toutefois guere plus explicites que (4.3.1). Par contre, modulo des symboles négligeables,
ils coincident avec les espaces de symboles a support dans V, ce qui rend le calcul
asymptotique beaucoup plus maniable.

4.4. QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE
DEFINITION 4.4.1. — (a) On note S, (m, g, V) lespace des a€S(m, g, V) qui vérifient
Supp accV [voir (3.1.3)].

(b) On note S,,.(m, g, V) l'espace des acC® (V) tel que, pour tout V'V, il existe
beS(m, g, V) tel que a=b dans V'.

Si aeS,(m, g, V), Popérateur a* est a priori défini de & dans &’. On peut le mettre
sous la forme

a”:_[m(Y) m(Y) "' oya]”|gy|"?dY

ol @y est une g-partition de 'unité (théoréme 3.1.3), ce qui assure que a*eO(m, g, V).

Réciproquement, si A eO(m, g, V) est mis sous la forme (4.2. 1), on peut lui associer
un élément o, (X) de S, (m, g, V), dépendant en fait de I’écriture (4.2. 1), par

(4.4.1) cA(x)=f m(Y) ay(X) xy (X)| gy [*? dY,
Vv,
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ou les yy forment une famille uniformément bornée d’éléments de S(1, g, V), a support
dans Uy , et égaux a 1 dans Uy ,., avec r<r” <r’".

THEOREME 4.4.2. — Soient a;eSy(m;, g, V), j=1, 2, alors
R=aYca;—[o,(a, a,)]"€0(m;m, 17", g, V).

Rappelons (1.1.8), que o,( , ) désigne la somme des v premiers termes de la série
définissant a, #a,. En posant a;y=a; Py, OU @y est une partition de I'unité, on a

R =Ji['"1 (Y)my(Z)[a, y#a,z—0,(ayy, a5 2)]" |gY Il/2 |gz Illde dZ.

En reprenant mot pour mot la démonstration du théoréme 4.2.2 (c), et en utilisant
I’estimation (3.2.1), on obtient

R =Jm1 (Y)my(Y) M(Y) "V c¥| gy ' dY

avec les ¢y uniformément confinés, et donc le résultat

Remarque 4.4.3. — Comme dans la remarque 4.2. 6, on obtient également le résultat
suivant. Si ae S, (m, g, V), 'application

bsm(Y) "t M(Y) [a#b—o,(a, b)]

est continue, uniformément en Y, de I'espace des symboles confinés dans Uy , dans lui-
méme.

THEOREME 4.4.4. — Si A appartient @ O@m, g, V), la classe deo, dans
So(m, g, V)/So(mA~%, g, V) ne dépend que de A, et non de Iécriture (4.2.1) ou du choix
des Yy.

La quantification de Weyl et l'application A — o, induisent des isomorphismes, inverses
Pun de Tautre, entre les algébres graduées S,(m, g, V)/So(mA~%, g, V) muni de la loi #
[voir (1.1.7)] et O (m, g, V)/O (m L~ %, g, V) muni de la composition.

Montrons d’abord que, si A€O(m, g, V), on a A—ocleO(mA™ %, g, V). Cela résulte
du fait que, avec les notations précédentes, A(Y)N(ay—yyay) est une famille uniformé-
ment bornée de symboles confinés pour tout N. En effet, I'estimation de
confinement (2.1.1) dans Uy ,, et I'inégalit¢ g5 >A(Y)?gy, permettent de gagner une
puissance arbitraire de A (Y) hors de Uy _,...

Il reste a prouver que, si aeSy,(m, g V) et si a"eOmA™ ", g, V), on a
aeS,(mA~*, g, V). Pour chaque N, il résulte de la remarque 4.2.6 que les symboles
MZ)Nm(Z) ™' (a# ) constituent une famille uniformément bornée de symboles confinés
dans U, ,.. D’autre part, en remarquant que o,(a, xz) =a dans U, , il résulte de
la remarque 4.4.3 que les symboles A(Z)Nm(Z) ' (a#yxz—a) restreints & U, , sont
uniformément bornés dans S(1, gz, U, ,). Les semi-normes de a dans S(mA™N, g, V)
sont donc finies, ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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4.5. REGULARITE MICROLOCALE.

DEFINITION 4.5.1. — Soient ue &’ (R"), m un poids admissible, et V un ouvert g-conique
contenu dans Q. On dit que ueH(m, g, V) [ou est dans H (m) microlocalement dans V] si,
pour tout A€O (m, g, V), on a AucL?(R").

THEOREME 4.5.2. — (a) Si B appartient a O (m, g, Q), alors pour tout V<Q, B applique
H(m', g, V) dans Him'm™, g, V).

(b) Si B appartient a O (m, g, V) et s’il applique H(m’, g, V) dans Him’m~*A™=, g, V)
pour un poids admissible m’, alors BeO (mA™ >, g, V).

Le point (a) résulte immédiatement du fait que, pour AcO(m'm~1, g, V), on a
ABeO(m’, g, V).

Nous nous bornons ici & décrire bri¢vement la preuve de la partie (b). En effet, cette
démonstration sera faite dans un cadre plus général au lemme 7.4.4.

On se raméne par calcul symbolique au cas ou m’=1 [on a alors L2cH(m, g, V)]
Grice a une récurrence et a un argument d’interpolation classique, on peut se borner a
prouver que A (Z) m(Z) ! b(Z) est borné. Une application du théoréme du graphe fermé
permet de montrer que les A(Z) m (Z) ! (x,#b)" constituent une famille uniformément
bornée dans £ (L?). D’autre part, les m(Z) ~* (y,#b) constituent une famille bornée de
symboles confinés dans U, ,., d’aprés la remarque 4.2.6. La proposition 2.4.1 (b)
montre alors que les A(Z) m (Z) ! (x,#b) sont uniformément bornés dans L, et donc
le résultat.

4.6. OPERATEURS EXTERNES. — Les opérateurs différentiels a coefficients constants ou
modérés, et notamment I'identité, ne sont pas en général des opérateurs internes, mais
ils opérent sur ces derniers par composition. Ils appartiennent aux classes suivantes qui
jouissent encore d’un calcul symbolique, associé aux espaces S,.(m, g, V)
[cf. Déf. 4.4.1 (b)].

DEFINITION 4.6.1. — On note O ext(m, g, V) l'espace des opérateurs A continus de
& (R") dans lui-méme, de &’ (R") dans lui-méme, et tel que, pour tout be & (R?") il existe
b, et b, dans & (R*"), avec

Aob*=b%,  boA=bY,
||b,-||,,, v, =Km(Y) ||b||q Y, r

pour tout peN avec q=q (p) et ou K=K (p, r, V') est indépendant de Y lorsque Y parcourt
un ouvert V'.cV,, r'>r.

Les opérateurs externes forment une algebre graduée pour la composition (conséquence
immeédiate de la définition), et les opérateurs internes en constituent un idéal gradué
(idem). Les O ext croissent quand V décroit.

THEOREME 4.6.2 (a). — Il existe un et un seul homomorphisme d’algébre injectif
c:0ext(m, g, V)/O ext (mA™%, g, V) = S, (m, & V)/S;,c(MA™%, &, V) qui prolonge
Pisomorphisme du théoréme 4.4 . 4.

(b) Les éléments de O ext (m, g, V) appliquent H(m’, g, V) dans H(m’ m~1, g, V).
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La partie (b) est une conséquence immédiate des définitions, et du fait que le composé
d’un opérateur externe avec un interne est un opérateur interne.

Pour construire le symbole d’un élément B de O ext (m, g, V), on considére, pour tout
V'ccV, des éléments yy., appartenant & S,(m, g, V) et valant 1 sur V’. Les symboles
(fournis par le théoréme 4.4.4) des opérateurs internes B o x¥. restreints a V’ constituent
une famille filtrante qui définit un élément unique de S, (m, g, V)/S,,.(mA~>, g, V).

5. — Données géométriques

5.1. HypotHEses. — Dans tout ce qui suit, on se donne une suite décroissante
QY505 o5QW=0Q douverts de R2", et une suite croissante de métriques
g,5g,<...<g, définies respectivement dans les Q®. On a donc, pour Y e Q¥

&1 vyS8&1+1, Y§g7+1, v=g7 v

On utilisera les notations géométriques du paragraphe 3, avec un indice I (U, y ,; 3, ,;
A pour Ag; g7 xy. . .) pour les notions relatives 4 (Q%, g,) et éventuellement sans indice
(Q,, V'ccV, . ..) pour (Q¥, g,). On supposera également Q!*V<ccQ® (au sens de g,
bien entendu). Lorsque ! croit, le calcul symbolique est de plus en plus fin, mais le
« gain » de ce calcul, donné par A, décroit. Pour quantifier le calcul asymptotique, nous
n’aurons besoin que des trois hypothéses suivantes.

HypoTHESE 5.1.1. — Tempérance symétrique relative.

Dans chaque g;-boule de rayon assez petit, la meétrique g;,; est symétriquement
tempérée, avec des constantes uniformes. Plus précisément, g, vérifie (3.1.4) dans Q"
et il existe C, N avec

(5.1.1) g x(X=Y)sC™' = g—ﬂ <C(1+&0 1, xy(X=Y)N
1+1, X

pour I=1,..., k—1,et X, YeQ!*D,

HypoTHESE 5.1.2. — Comparabilité.
Il existe C et N tels que

(5.1.2) 8i+1, ngX,(X)Ng,, x>
pour I=1,..., k—1, XeQ!*D,
HyrPoTHESE 5.1.3. — Lenteur et principe d’incertitude.
On suppose que chacune des métriques g, vérifie les propriétés (1.2.1) et (1.3.1).

Remarque 5.1.4. — Les hypothéses 5.1.1 et 5.1.3 joueront évidemment un rdle
crucial. L’hypothése 5.1.2 qui peut sembler moins naturelle est heureusement presque
toujours réalisée dans la pratique. En effet, dans les applications d’origine géométrique,
on a fréquemment g x=27?(X)g, x. Cest notamment le cas pour tous les exemples
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donnés au paragraphe 9. Dans ces conditions, ’hypothése g,<g,, ; implique
&8 158l SeT =g

et donc (5.1.2) est automatiquement vérifiée.

Une partie de la théorie reste valable sans ’hypothése 5.1.2, notamment I’existence
d’une quantification globale associant aux éléments de S,(1, g,, Q®) des opérateurs
bornés sur L2(R"). Par contre, cette hypothése de comparabilité semble indispensable
pour avoir une bonne théorie des régularités k-microlocales.

5.2. FoNcTION D'ORTHOGONALITE. — Cette fonction, qui servira a contrdler la presque
orthogonalité est définie par récurrence de la fagon suivante, avec K fixé assez grand et
r<r, assez petit. On pose

(5.2.1) A (Y, Z)=8, (Y,Z) (voir 3.1.11),
MY)M(D) A, (Y, 2)
(5.2.2) A4y (Y, 2)= si g y(Y=2)>Kr* ou g ,(Y-Z)>Kr?

Min {},(Y) M(Z) Ay, (Y, Z); 8144, (Y, Z)} sinon.
La constante K est supposée assez grande pour que (cf. 3.2.4)
(5.2.3) Max{g, y(Y-2), 8, .(Y-2)}2Kr* = M(Y)=C3§ (Y, DN

On choisit enfin r, tel que Kr, soit inférieur a la constante C~! de (5.1.1) et que
QY= Q. Quels que soient I, Y, Z, I'une au moins des implications (5.1.1) ou (5.2.3)
est utilisable.

On prouve par récurrence le théoréme suivant.

THEOREME 5.2.1. — (a) La fonction A, , est décroissante en r, et il existe N tel que,
pour 0<r<r,,

sup J Ay, (Y, Z)N|g,, 2|'?dZ < .
Q,

YeQ,

(b) Il existe C, N tels que g, y(Y—Z)2=Cr? implique \,(Y) <A, ,(Y, ).

Preuve. — Le théoréme 5.2.1 (a) est vérifié par 3, , d’aprés le théoréme 3.2.2, la
définition 3.1. 11 impliquant directemenf la décroissance en r. Celle-ci est alors clairement
vérifiée pour A, ,.

Considérons alors

LY, 2)=Ary, (Y, D)7V g141, 2|V
et posons
E,={Z; ZeQ!*", max (g, y(Y—2), g 2(Y—-Z))>Kr?},
E,={Z ZeQ!"Y, max(g, y(Y—-2), g, .(Y—-2Z))<Kr?,
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)"I(Y) 7\.1(2) Al, r(Ya Z) é 8l+ 1, r(Y9 Z) },

Ey;={Z ZeQ!"Y, max(g, y(Y—-2), g, ,(Y—-2Z))<Kr?
MY)MEDA, (Y, 2)>8,.,, (Y, 2) }.

Comme (5. 1.2) implique

(5.2.49) Igl+1, le/léco)",(Z)Nolgl’ lelz’
I'intégrale

J L(Y, 2) dZ§2I CoM(Z)™N*No A, (Y, Z) Vg, | dZ
E1 VE;y of)

est bornée par hypothése de récurrence pour N assez grand. En outre, 'intégrale
J‘ L(Y, Z)dZ=J‘ Oy, (Y, Z)_N|gl+1, zlllzdz,
E3 E3

est bornée d’aprés (5.1.1) et le théoréme (3.2.2) (1), ce qui achéve la preuve de la
partie (a).

Prouvons (b). Comme A, <A, _,, le seul cas 4 envisager est le cas ol g,y (Y —Z) <K r?
et ou le minimum dans (5.2.2) est atteint par §, ,(Y, Z). C’est alors une conséquence
immeédiate de (5.2. 3).

5.3. PoIDS ADMISSIBLES

Ils sont définis par récurrence sur k de la fagon suivante. Pour k=1, ce sont les poids
admissibles pour g au sens du n° 4. 1. Les poids admissibles d’ordre k sont les fonctions
de la forme M(Y)m(Y), ou M est admissible d’ordre k—1, ou m vérifie (1.2.2) pour
g, et ou I'on a, pour X, Y dans Q®, les relations suivantes

C ' Mo (V) NEm(V)SCho (MY,

(5.3.1) { b . N
g1, x(X=Y)=SC™" = m(Y)m(X)"'=C(1+gxy(X-Y))

On obtient alors facilement, par récurrence, la propriété suivante

(5.3.2) m(Y)m(X) "' <CA, (X, V)N,

ol la constante est uniforme pour X, Y eQ®. Les poids admissibles les plus importants
sont les fonctions

(5.3.3) w(Y) =2 (V)1 . A (Y)*™
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6. Confinement d’ordre supérieur

6.1. Espaces E#F

Soient & et # deux sous-espaces de &’ (R?"), dont chacun est muni d’une suite (indexée
par N) de semi-normes qui en fait un espace de Fréchet. On suppose que I’application
# (1.1.5) envoie continiment & x & dans %’ (R?"). Le produit tensoriel projectif complété
& ® & est alors muni canoniquement d’une suite de semi-normes, et il existe une unique
application linéaire rendant commutatif le diagramme ci-dessous.

ExF26QF
N f
7 (R?")

Nous noterons £#% Iimage de n, muni de la suite canonique de semi-normes de
€ ® Z [Ker . C’est un espace de Fréchet. En fait, tous les espaces de symboles confinés
que nous considérerons seront égaux a & (R?") en vertu de la proposition suivante, mais
ce qui nous importe ici n’est pas seulement la structure de Fréchet, c’est la suite indexée
des semi-normes.

ProrposiTION 6.1.1. — Avec les notations précédentes,
& (R # & (R™) =% (R?).
Preuve. — On a & (R*") ® & (R*")=¢ (R*") et I'application 7 ci-dessous est définie
par

(mar) (X) =exp (%[Dxl, Dx;]) % xy=X=Xp

Soit maintenant ae%(R?*"). Pour ¢@eZ(R*"), ¢(0)=1, et P définie par
B(Xy, Xy)=a((X,;+X,)/2) (X, —X,), on a, en utilisant la notation (1.1.6),

i i
B=exp ( '2‘ [Dx,, Dx2]> exXp < - E[Dxl’ Dx;]) B.

On a donc
a=n(e” WP Dx,. Px,1g)

ce qui donne le résultat de la proposition.

Nous utiliserons systématiquement (pour des applications multilinéaires) la conséquence
suivante des propri€tés universelle du produit tensoriel et du quotient, que nous n’énon-
gons ici que pour des applications bilinéaires.

THEOREME 6.1.2. — Soient &y, ¥y, Yy, trois familles dépendant de Y d’espaces de
Fréchet munis de suites de semi-normes (indexées par peN et par Y). Pour que les
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applications linéaires Ty de Ey# Fy dans %y soient continues uniformément en Y, il faut
et il suffit que les applications bilinéaires (e, f)+> Ty (e#f) soient continues uniformément,
ie.

Vp’ aq’ HC’ VY, Ve’ Vf; ”TY(e#f)”p, Yéclle”q, Y“f”q, Y

ou ||.||,, v est la p-iéme semi-norme dans I'espace adequat.
6.2. DEFINITION RECURRENTE DES SYMBOLES K-CONFINES.

DEFINITION 6.2.1. — On notera W-Conf (g,, Y, r) l'espace [muni de sa suite de semi-
normes (2.1.3)] défini en (2.1.1) des symboles confinés dans la boule U, y , pour la
métrique gy.

DEFINITION 6.2.2 [Symboles k-confinés (au sens strict)l. — Les espaces Conf(l, Y, r)
sont définis par récurrence comme suit :

Conf(1, Y, )=W-—Conf(g,, Y, r),
Conf(l, Y, )=Conf(I—1, Y, r)#W —Conf (g, Y, r)#Conf(I—1, Y, 7).

Notons que ces espaces sont stables par conjugaison complexe. Les symboles k-
confinés peuvent donc s’écrire (avec des semi-normes contrdlées) comme des (séries de)
« sandwiches » de symboles W-confinés pour les diverses métriques g,. L’idée essentielle
est que ’on pourra cumuler, pour le composé de deux tels symboles, les propriétés de
presque orthogonalité (type théoréme 3.2. 1) dues aux propriétés de tempérance de toutes
les g, Ce cumul sera précisément exprimé par la fonction A, , introduite au paragraphe
5.2,

6.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES SYMBOLES k-CONFINES. — Les trois propriétés suivan-
tes expriment (avec uniformité) que

(a) les symboles k-confinés sont confinés pour le g,-calcul de Weyl,
(b) un symbole k-confiné dans une boule centrée en Y est k-confiné dans des boules
(de rayon un peu plus grand) centrées aux points voisins,

(c) si on place un symbole borné entre deux sandwiches, et si on remplace les termes
du milieu par leur compos€, on obtient encore un sandwich.

ProposITION 6.3.1. — (a) L’application identique est continue, uniformément en Y, de
Conf (k, Y, r) dans W—Conf (g, Y, 7).

(b) Pour tout K, il existe K’ tel que, si r est assez petit devant K™, Papplication
identique est continue (uniformément en Y et en Z) de Conf(k, Y, r) dans Conf (k, Z, K'r)
dés que g,y (Y—Z)<K?*r2

(c) L’ application (a, b, c)+—>a#b#c est continue uniformément en Y, de Conf (k, Y,
r)x S (1, g.y) X Conf (k, Y, r) dans Conf(k, Y, r).

Preuve. — La partie (a) est triviale pour k=1. Supposons la propriété vérifiée pour
k—12=1 et examinons Ay #by#Cy avec Ay, CyeConf(k—1, Y, r) et by e W-Conf(g,,
Y, r). Par hypothése de récurrence les symboles Ay et Cy appartiennent & W-Conf (g, _;,
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Y, r) (avec controle des semi-normes). Le Corollaire 2.2.3 appliqué d’abord au couple
(Ay, by) puis & (Ay#by, Cy) donne le résultat (avec contrdle des semi-normes).

Montrons (b). Soit (gy) une métrique lente sur un ouvert Q et soit Uy , la g-boule de
rayon r centrée en Y. On obtient facilement, pour gy(Z—Y)<K?r?<C;!, l'inégalité
g5 (X~Uy )2Co'g3(X—Uy g,) avec K'=C}/?+K. Ceci prouve I'assertion (b) pour
les symboles W-confinés, au vu de la définition 2.1.1 et en particulier pour k=1. Une
récurrence permet de conclure.

Pour prouver la partie (c), remarquons d’abord que les applications a, b+ a#b ou
b#a sont continues, uniformément en Y, de W-Conf (g,, Y, r) xS(1, gy, R*") dans W-
Conf (g, Y, r) (voir la remarque 4.2.6 pour les métriques constantes g;y). Cela prouve
le résultat pour k = 1. Pour k > 1, il suffit (theoréme 6. 1. 2) de prouver que les applications
multilinéaires

Ay, by, Cy, Sy, Dy, ey, Fy> Ay #by #Cy #Sy#Dy#ey#Fy

sont continues, uniformément en Y, a valeurs dans Conf(k, Y, r), pour Ay, Cy, Dy,
FyeConf(k—1, Y, r); by, e,e W-Conf(g,, Y, r) et Sy eS(1, g.y)-

D’aprés la partie (a), Conf (k—1, Y, r) s’injecte dans W-Conf(g,_,, Y, r), donc dans
S(1, gk—1, y» R?™ et donc dans S(1, gy, R?"). Le composé des 5 termes du milieu
appartient ainsi (avec uniformité en Y) a W-Conf (g,, Y, r), d’ou le résultat.

LEMME 6.3.2. — Pour tout entier p, il existe C(p), N(p) tels que pour aeS on ait la
relation suivante entre les semi-normes de a dans Conf (k, Y, r) et Conf(k—1, Y, r)

”a“k—l, »Y, réc(p)()"k—l(Y))N(p)“a”k, Y, r

Preuve. — Notons tout d’abord que le méme résultat est vrai pour les espaces W-
Conf (g, Y, r) et W-Conf(g,_,, Y, r), comme conséquence directe du lemme 2.1.3 et
de ’hypothése de comparabilité 5.1.2.

Pour k quelconque, il suffit d’estimer les semi-normes dans Conf (k—1, Y, r) de
Ay by Cy. Grice a ’hypothése 5.1.2, on peut considérer by e W-Conf(g,, Y, r) comme
un élément de S(1, g, y,» R?") dont les semi-normes sont a croissance lente en A, _, (Y).
Le résultat découle alors de la proposition 6.3.1 (c).

6.4. EXISTENCE DE PROJECTEURS

THEOREME 6.4.1 (projecteurs de type r, r’). — Soient 0<r<r'. Il existe alors une
Sfamille TI, e Conf (k, Y, ') pour Y €Q,., uniformément bornée en Y telle que

(@) Pour tout N, les applications a = A, (Y)N (a—TIIy #a) et a— A, (Y)N(a—a#11y) sont
continues, uniformément en Y, de Conf (k, Y, r) dans Conf(k, Y, ).

(b) On a Ily=yy+ @y, ou Xy appartient uniformément a S(1, g;), vaut 1 dans U, y ,
et 0 hors de U, vy ,, et ou, pour tout N, M (Y)N@y appartient uniformément ¢ W-
Conf (g, Y, 7).

Preuve. — Prouvons (a) : Pour k=1, il suffit de prendre les IT, égaux aux fonctions
%y décrites ci-dessus. Sinon, on prend II¥ =TI " V#x, #IMF Y, ou les II¢ Y sont des
projecteurs relatifs a (k—1).
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11 suffit d’étudier la différence
D=TI¢"V#yy #TE V# Ay #by#Cy— Ay #by #Cy.
On a

D=(TI§ " V#Ay) #(by#xXy) #(I§ " V# Cy) — Ay # by # Cy + TI§ ™ Vit ey #Cy,
avec ey =Yy #I¢ V# A #by— Ay #by#xy #II¢ .

Le calcul de Weyl assure que A, (Y)Ney est uniformément borné dans W-Conf(g,, Y, )
et le dernier terme de D est donc du type voulu. Il en est de méme de la différence des
deux premiers termes, II¢ V#Ay—Ay, by#xy—by, II¥ V#C,—Cy restant bornés
aprés multiplication par A, (Y)Y dans leurs espaces respectifs. La preuve de (a) est
compléte, et celle de (b) est immédiate.

6.5. BICONFINEMENT.

THEOREME 6.5.1. — Il existe C>1 et ry>0 tels que pour r<ry, pour Y, ZeQ,, et
pour tout N, I'application

(a, b)HAk, Cr(Ys Z)Na#ba

de Conf(k, Y, r) x Conf (k, Z, r) dans Conf (k, Y, Cr) N Conf (k, Z, Cr), est continue, uni-
formément en Y et en Z.

En vertu du théoréme 6. 1.2, il suffit de prouver la continuité, uniforme en Y et en Z,
du produit par A, (Y, Z)N de I'application multilinéaire

(Ay, by, Cy, Az, bz, C)) > T=Ay#by#Cy#Az#b,#C,

de Conf(k—1, Y, r)x W-Conf(g,, Y, r)xConf(k—1, Y, r)xConf(k—1, Z, r)x W-
Conf(g,Z, r) xConf(k—1, Z, r) dans Conf(k, Y, Cr). On procéde par récurrence, en
notant vy la constante C relative au théoréme supposé établi au rang (k — 1). On distinguera
deux cas.

1° Cas :
max {g,_y, y(Y=2), g1, 2(Y-Z) } <K7?,
ou K est la constante de (5.2.2). On a dans ce cas
Ay, (Y, D) 2A, (Y, )28, (Y, 2).

On peut écrire T=A,#B#C; et on a C;eConf(k—1, Y, K'r) avec des semi-normes
controlées, en vertu de la proposition 6.3.1 (b). Quant aux semi-normes de
B=(by#Cy) #(Az#bz), le théoréme 3.2.1 permet de les estimer uniformément, en
« gagnant » des puissances arbitraires de 3, (Y, Z) et donc de A, (Y, Z).

2° cas :
max {g,_q, y(Y—2Z), 8k-1, 2(Y=Z)} 2K 72
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On a dans ce cas A, (Y, Z)=M_; (Y) M1 (Z) Ay (Y, Z), et donc, d’aprés le théoreme
5.2.1(b),

Ak, r(Y> Z)§CAk—1,r(Y9 Z)N()-

On introduit une famille de projecteurs I1y du (k—1) calcul (cf. § 6.4) relatifs aux
rayons r et 2r par exemple, et on décompose T=T, +T, comme suit.

(@) Tl=AY#bY#{(CY#Hz)#(AZ#bZ#CZ)}'

La seconde parenthése peut €tre considérée comme un €lément de Conf((k—1), Z, r)
d’aprés la proposition 6.3.1 (c) et le lemme 6.3.2, avec des semi-normes croissant
comme des puissances de A,_,(Z). Par contre, la premiére parenthése est, d’aprés
I’hypothése de récurrence, un élément de Conf(k—1, Y, 2yr) dont les semi-normes
décroissent comme toute puissance de A, _; ., (Y, Z) et donc [d’apres le théoreme (5.2. 1)
(b)] comme toute puissance de A,_;(Z). Une nouvelle application de I’hypothése de
récurrence montre que I'accolade appartient a Conf(k—1, Y, 2v%r), avec gain d’une
puissance arbitraire de A, _, ,,2,(Y, Z) et donc de A, ¢, (Y, Z) pourvu que C>27y2.

(b) T2=AY#bY#{CY#([AZ—HZAZ]#bZ#CZ) }

Les semi-normes de la parenthése dans Conf(k—1, Z, 2r) s’estiment & l'aide de la
proposition 6.3.1 (c), les pertes a croissance lente en A, _, (Z) sur b, étant compensées
par le gain a décroissance rapide sur (A;—1II, A;,) [théoréme 6.4.1 (a)]. L’hypothése de
récurrence montre que les semi-normes de ’accolade dans Conf(k—1, Y, 2 yr) décroissent
comme toute puissance de A,_; ,,(Y, Z) et donc de Ay (Y, Z) si C>2y. La preuve
est compléte.

6.6. CONFINEMENT LARGE. — Il sera commode d’adjoindre aux symboles k-confinés
(stricts) les symboles confinés « négligeables » des calculs précédents.

DEFINITION 6.6.1. — On appellera Neg(l, Y, r) [resp. W-Neg(g,, Y, r)] 'espace Conf (,
Y, r) [resp. W-Conf(g,, Y, r)] muni de la famille de semi-normes

lall,. ;=2 (Y)?|lall, ou ||all, est la g-iéme semi-norme de Conf(l, Y, r) [resp. W-
Neg(gla Y) T)]
Notons qu’une famille uniformément bornée (ay) dans Neg(l, Y, r) est une famille

telle que pour tout N, (A,(Y)Nay) soit une famille uniformément bornée de symboles
confinés.

DEFINITION 6.6.2. — On appellera Conf (k, Y, r) 'espace somme

k—1

Conf(k, Y, r)+ ). Neg(, Y, r)
1

avec les semi-normes canoniques (réindexées par N) de l'espace somme.
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LEMME 6.6.3. — Il existe C>0 tel que pour Cr<ry, [lapplication
(@ b)— A1 o (Y, Z)N(a#b), de Conf(k, Y, r)xNeg[k—1, Z, r] dans Neg (k—1, Z,
Cr) N Neg(k—1, Y, Cr) est continue uniformément en (Y, Z).

Preuve. — Considérons Ay#by#Cy#D, avec Ay, CyeConf(k—1, Y, 7,
D,eNeg(k—1, Z, r) et bye W—Conf (k, Y, r). Chaque semi-norme de b dans Conf (k —1,
Y, r) est majorée par une semi-norme de b dans Conf(k, Y, r) multipliée par une
puissance fixe de A,_;(Y) (¢f. Lemma 6.3.2). Le théoréme de biconfinement 6.5.1
montre que Cy#DzA,_, (Y, Z)N est biconfiné (au sens k—1). Comme
D eNeg(k—1, Z, r) les semi-normes de Cy#DzA,_; (Y, Z)N sont a décroissance
rapide en A,_,(Z) et donc d’aprés (5.3.2) en A,_,(Y). Comme les semi-normes de
Ay#by dans Conf (k—1, Y, r) sont a croissance lente en A,_, (Y), on obtient le résultat
par une nouvelle application du théoréme 6.5.1 (avec N=0 cette fois-ci).

PrOPOSITION 6.6.4. — (a) L’application identique et la conjugaison complexe sont conti-
nues, uniformément en Y de Conf (k, Y, r) dans '

W-Conf(g,, Y, )+ Y  W-Neg(g, Y, ).

1<1<k—1

(b) Pour tout K, il existe K tel que si r*K est assez petit, I'application identique est
continue de Conf (k, Y, r) dans Conf (k, Z, K'r) dés que g,y (Y —Z) <K%

(¢) L’application (a, b, ¢c)—>a#b#c est continue, uniformément en Y, de
Conf (k, Y, r) xS(1, gxy) X Conf (k, Y, r) dans Conf (k, Y, r).

Preuve. — Le point (a) [resp. (b)] découle immédiatement de la définition 6.6.2 et de
la propriété (a) [resp. (b)] dans la proposition 6.3. 1.

Démontrons (¢). Compte tenu de la proposition 6.3.1 (c) il suffit d’examiner les
termes du type

(6.6.1) v#B#C
avec veNeg.(, Y, r), BeS(1, gxy), CeConf (k, Y, r), et les termes
\Z1 # B # vV,

avec v, eNeg(l,, Y, r), BeS(1, g.y) et v,eNeg(l,, Y, 7).

Pour ce dernier terme, on peut remarquer que I'on a BeS(1, g;,y) avec des semi-
normes a croissance lente en A, (Y), d’aprés ’hypothése 5.1.2. En supposant [, </,, on
peut, en utilisant le lemme 6.3.2 considérer v,, comme un élément de Conf(l,, Y, r)
dont les semi-normes sont a croissance lente en A, (Y). En appliquant la
proposition 6.3.1 (¢), il vient v, # B # v,e€Conf(l,, Y, r) avec des semi-normes a
décroissance rapide en A;, (Y), ce qui donne le résultat.

Pour le terme (6.6. 1), le Lemme 6. 3.2 implique que Ce Conf(l, Y, r) avec des semi-
normes a croissance lente en A,(Y) et la propriété (5.1.2) montre que BeS(1, g) avec
des semi-normes a croissance lente en A,(Y). Il suffit d’appliquer la propriété (c) de la
proposition 6.3.1 (avec k =I), pour obtenir le résultat.
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ProPOSITION 6.6.5. — Soit Iy des k-projecteurs de type (r, r’) (cf. Th. 6.4.1). Pour
tout N, les applications ars A, (Y)N(a—TIy#a) et ars A (Y)N(a—a#11y) sont continues
uniformément en Y, de Conf (k, Y, r) des Conf (k, Y, ).

Preuve. — 11 suffit d’examiner A, (Y)N(a—a # I1y) pour aeNeg(l, Y, r), 1<I<k. On
a A (Y)EM(Y) et donc A (Y)NaeNeg(l, Y, r). D’autre part, on a II,eConf(k, Y, r)
et il résulte du lemme 6. 3.2 que Iy appartient a Conf(l, Y, r’) avec des semi-normes a
croissance lente en A,(Y). Par suite, a # IIyeNeg(l, Y, r') ce qui donne le résultat.

THEOREME 6.6.6. — Il existe K>1 et r,>0 tels que pour r<ry, pour Y, ZeQy, et
pour tout N, Iapplication

(@ b)y— A . (Y, Z)Na#b

de Conf (k, Y, r) x Conf (k, Z, r) dans Conf (k, Y, K r) N Conf (k, Z, K r), est continue uni-
formément en Y et en Z.

On obtient le résultat en utilisant le théoréme 6.5.1, et le lemme 6.6.3 pour
k,k—1,...,1L

6.7. CONTINUITE.

THEOREME 6.7.1. — (a) L’application a+— a* est continue, uniformément en Y, de
Conf (k, Y, r) dans £ (L?).

(b) Si M(Y) est un poids admissible et si (ay) est uniformément bornée dans
Conf (k, Y, r) (et mesurable en Y), I'application

qu M(Y)||a¥u||.2|gy |2 dY
Q,

est une semi-norme sur & (R").

(c) Pour toute forme linéaire L sur R?", il existe un poids admissible M tel que les
applications a—M(Y) 'L #a, M(Y) Ya# L soient continues, uniformément en Y, de
Conf (k, Y, r) dans lui-méme.

Preuve. — Soit acConf (k, Y, r). Il résulte de la proposition 6.6.4 (a) que 'on a

aeW—Conf(g, Y,r)+ Y W—Neg(g,Y,r) (avec contrdle uniforme des semi-normes).
1=<I<k

L’estimation (2. 4. 1) fournit alors le résultat (a).
Prouvons (b). La propriété est vérifiée pour k=1 (lemme 4.2.4). Pour k=1, il suffit
d’examiner, pour ae & (R"),

(6.7.1) JM(Y)||A¥b¥C¥uIIL2|gn|”2dY
et
(6.7.2) JM(Y)IID‘Y”ullmlgM”de’
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avec Ay, Cy uniformément bornés dans Conf(k—1, Y, r), Dy dans Neg(l, Y, r) Ik—1)
et by dans W—Conf(g,, Y, r). Les opérateurs AY, b¥ étant uniformément bornés sur L?
[proposition 6. 3. 1(a)], on peut estimer (6.7. 1) par

jM(Y) Mty [|Cyulle e, v (2 dY

ce qui donne le résultat par récurrence car il résulte de (5.3.1) que M(Y) AN, (Y) est
majoré par un poids (k —1)-admissible. On estime de méme (6.7.2) en remarquant que
M (Y) ,(Y)N est majoré par un poids l-admissible. Ceci achéve la preuve de (b).

La partie (c) est vraie pour k=1 (lemme 4. 2. 5): avec un poids 1-admissible M ne
dépendant que de L. On obtient le résultat pour k=1 par une récurrence évidente avec
le méme poids M. La preuve du théoréme 6.7.1 est compléte.

7. Calcul symbolique k-microlocal

7.1 OPERATEURS K-MICRODIFFERENTIELS.

DEFINITION 7.1.1. — Soient M un poids admissible, V un ouvert de Q® et r inférieur
au ro du théoréme 6.6.6. On dit que A est un opérateur k-microdifférentiel de poids M,
interne a V, de rayon de confinement r, ce qu’on notera A€ O,(M, k,V) si on a

(7.1.1) A=J M(Y)a¥|g”|”2dY
v,

oti ay est une famille mesurable uniformément bornée d’éléments de Conf (k, Y, r),  avec
r'>r.

Contrairement a ce qui se passe en premiére microlocalisation, il n’est pas possible en
géneéral d’avoir des décompositions (7.1.1) d’'un méme opérateur A avec des rayons de
confinement arbitrairement petits. Les inconvénients qui en résultent, notamment pour
la composition, seront levés par I'introduction des opérateurs a paramétre (§ 7. 3).

Lorsque Q®#R2" ni les opérateurs différentiels, ni méme I'identité n’appartiennent
aux O,(M, k, Q™). Nous introduirons au (§ 7.5) des opérateurs dits externes pour
combler cette lacune.

THEOREME 7.1.2. — (a) Les éléments de O,(M, k, V) sont continus sur & (R") et
S (R7)
(b) Les éléments de O, (1, k, V) sont continus sur L2 (R").

Pour démontrer (b), d’aprés le théoréme de Cotlar (lemme 4. 2. 3’), il suffit de démon-
trer (4 des conjugaisons complexes prés)

(7.1.2) Supf“(ay#az)‘””_l?ézmz)|gkzl”? dZ < co.
Y
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D’aprés le théoréme 6. 7.1, cette norme s’estime par une semi-norme de ay #a, dans
Conf (k,Z,Cr) et (7.1.2) résulte du théoréme 5.2.1 et du théoréme 6.6. 6.

Soit maintenant ue ¥. Pour démontrer que 'intégrale définissant A u converge dans
&, il suffit de montrer que

p
(7.1.3) f M(Y)||TTLY o a%u
v, 1

'2|gky|1/2dY<oo
L

pour L,, ..., L, formes linéaires sur R*>". D’aprés le théoréme 6.7.1(c), le membre de
gauche de 7.1.3 peut se réécrire

f M (Y) || o2 | gay |2 Y
Ve

ou M’ est un poids admissible, et by une famille bornée dans Conf (k, Y, r). Le théo-
réme 6.7.1(b) entraine immeédiatement (7. 1. 3).

THEOREME 7.1.3. — Soit r<r,/K (constantes du Théoréme 6.6.6), et soient
A;eO,(M,k,V);i=1,2, avec ¥ >Kr dans (7.1.1). On a alors

AjoA, €0k, (M; M, k, V),
A¥eO, (M, k, V).
On a, avec des notations évidentes,

M, (2)

M, (Y) (ayy#ay )" |gk z |1/2 dZ.

AjoA,= JMl(Y) M, (Y) |gkY|l/2

D’aprés le théoréme 6.6.6, a, y#a, ; appartient & Conf(Y,k,Kr) avec des semi-
normes décroissant comme A, ¢, (Y, Z)N pour tout N. L’intégrale de droite définit donc
une famille uniformément bornée d’éléments de Conf (Y, k, K r): il suffit de choisir N
assez grand pour, d’une part absorber le rapport M,(Z)/M,(Y) d’aprés (5.3.2) et,
d’autre part, rendre I'intégrale convergente d’aprés le théoréme 5.2. 1.

La seconde propriété résulte immédiatement de la stabilité de Conf (k, Y, r) par
conjugaison complexe.

Remarque 7.1.4. — La méme démonstration assure que, pour A e O,(M, k, V), I'appli-
cation by — Cy avec

Cy=M(Y) *A-b}
est continue, uniformément en Y, de Conf (k, Y, ) dans Conf (k, Y,K 7).

7.2. QuaNTIFICATION. — C’est dans la définition suivante qu’apparait 'idée essentielle
des microlocalisations d’ordre supérieur. Un symbole a étant écrit comme somme de
morceaux a(.) @y (.), chacun de ceux-ci sera quantifié, non par la formule de Weyl brute,
mais a4 'aide d’'un « sandwich » entre deux projecteurs, pour accroitre I’orthogonalité.
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Le contrdle des rayons de confinement peut paraitre un peu pénible, mais disparaitra
heureusement en paragraphe 7. 3. Pour rendre plus parlants les énoncés, nous utiliserons
" systématiquement les deux conventions suivantes.

Une propriété (P) dépendant de o sera dite vérifiée « pour o assez petit » s’il existe
une constante 6 ne dépendant que des constantes de lenteur, tempérance et comparabilité
du n° 5. 1. (via notamment les constantes K et r, du théoréme 6. 6. 6) et éventuellement
des constantes du n° 5.3 relatives aux poids considérés, telle que la propriété (P) soit
vérifiée pour o < 6.

Nous dirons qu’une famille (by) est uniformément négligeable dans une famille d’espa-

ces (&y), munis de suites de semi-normes, si pour tout N, la famille (A, (Y))Nby) est
uniformément bornée dans (&y).

Par exemple, nous utiliserons fréquemment la conséquence suivante du théoréme 6.6.6
et de (5.2.2) : si (ay) et (by) sont uniformément bornés dans Conf(k, Y, r,), alors, pour
Y, ZeQ,,, les (ay #b;) sont uniformément négligeables dans Conf (k, Y, r) pourvu que r,
ryfr, rifr; et ry/g, v (Y —Z) soient assez petits.

DEFINITION 7.2.1. — Soient O<e<r<r Zr,. Soit Ily une famille de projecteurs, de
type (r—2¢, r—g), du k-calcul, et soit (¢y) une g, partition de lunité, avec @y a support
dans Uy , (voir théoréme 3.1.3). Si g/r et r/r’ sont assez petits, on associe & toutes ces
données une application Q (quantification) de So(M, g,, V,) dans O,(M, k, V) par

(7.2.1) aQ=f Iy (pya)* o Iy du(Y),
\L

avec du (Y) = | g,y |2 dY.

11 est en effet clair que M (Y) ~* Iy #(@y a) #I1y est une famille uniformément bornée
d’éléments de Conf (k,Y,r—¢).

DEFINITION (provisoire) 7.2.2. — Soient O<r<r,<r'<r,, et A€O,(M,k, V). On dit
que aeSy(M, k, V) est un symbole de A s'il existe une écriture (7.1.1) de A, et une famille
(oy) uniformément bornée dans S(1, g,v), & support dans Uy ., valant 1 dans Uy, , telles
que

(1.2.2) a(X)= J M (Y) ay (X) @y (X) dp (Y).
V,

L’appartenance de a a S,(M, g,, V) résulte du lemme 3.1.4. Le calcul de a dépend
non seulement du choix des @y, mais encore de I’écriture (7.1.1) de A.

LemMmE 7.2.3. — Soit A€O,(M,k,V,) et soit a un symbole de A. Si r’, p, r/t’, r/p
sont assez petits, on a

A—a%O,(MA; *,k, V).
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En supposant, pour simplifier, M=1, on a avec les notations des définitions précédentes

(7.2.3) A=Ia2’du(Z),

(7.2.4) a%= ”H¥°[¢yaz¢z]‘”°n¥du(Y) dn(2).

Dans (7.2.3), modulo des éléments de O,(A, ©,k,V), on peut remplacer aj par
IT7 o ay - I17 en vertu du théoréme 6.4.1(a), puis par I1} (P, a,)" -1y en vertu de la
proposition 2.2.4. On a donc

(7.2.9) A= ﬂn¥°[¢z az oy]* o TIZ dp.(Y) dp.(2).

Dés que r/p, est assez petit, I'intégration est limitée a { (Y,Z)|gy(Y—2)"*<p,}, le
produit ®, @y étant nul sinon. Soit maintenant II, une famille de projecteurs de type
(p—s&, p—2¢), de telle sorte que A, (Y)N(f1,II,—11y) et A, (Y)N(I1,IT,—11,) soient
uniformément bornés dans Conf (k, Y, p) sur le domaine d’intégration. Cela est réalisable
pourvu que p,/p soit assez petit. On a donc, modulo O, (A, ©, k, V),

A= J 11y o bz o Ty dp (Y) dp.(2)

ou by, =11, #[®, a; oy #I1, différe de ®, a, ¢y par une famille uniformément négligeable
d’éléments de W—Conf(g,, Y, 7).

Le méme argument s’appliquant a ’expression (7.2.4) de a% on obtient

A= .[[ﬁvo[q)zaz(PY]w°ﬁEaQ

modulo O, (A; %, k, V).

LEMME 7.2.4. — Avec les notations de la définition 7.2.1, soit aeSy(M, g, V,) tel
que a%€ O, (M A, ®, k, V). Alors aeSy(MA; ®, g, V).
Nous supposerons encore M=1. On a d’aprés la remarque 7.1.4.

Iy o a%- ITy = b},

avec b, uniformément négligeable dans Conf (k, Z, K?r), et
b= fnz #Iy #(@ya) #Iy # 11, du(Y).

Si on n’intégre que sur Uy ,, Perreur commise est uniformément négligeable pourvu que
r/p soit assez petit. D’autre part,

Iy #(eya)#1ly—@ya
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est uniformément négligeable dans W —Conf(g,, Y, r) d’aprés le théoréme 6.4.1(b). 1

en résulte que, en posant
Cz = HZ # [a ‘[
Uz,

la famille C, est uniformément négligeable dans Conf(k, Z, p). Le fait que

Qydp (Y)] #11,,

P

f ¢@ydu(Y)=1 dans U, ,, joint au théoréme 6.4.1 (b) assure que C; coincide avec a
Uz,p

dans U, ,, modulo une erreur uniformément négligeable dans S(1,g,, Uz ,), et donc le
résultat.

Remarque 7.2.5. — Si a, et a, sont deux symboles d’'un méme opérateur A de poids
M, Tlopérateur (a;—a,)? est de poids MA,® (Lemme 7.2.3), et donc
a,—a,eS(MA; ®, g, V) (lemme 7.2.4).

Si b est un symbole de a on a (b—a)? de poids MA, ® (lemme 7.2.3) et donc
b—aeSMMA, ®, g, V).

Si Q' est une autre quantification du type de la définition 7.2.1, le Lemme 7.2.3
(pour Q) s’applique a lopérateur a® On obtient a®?—b¥eO,(MA, *, k, V), et donc
a?—a¥eO,(MA; ®, k, V).

Remarque 7.2.6. — Soit AeO,(M A, ®, k, V). Par définition, pour chaque v, I'opéra-
teur A posséde une écriture (7.1.1) dépendant de v, avec A(Y)" a,, y uniformément borné
dans Conf (k, Y, r). En fait, A posséde aussi une écriture (7. 1. 1) fixe, avec pour chaque
v, A(Y)'ayeConf (k, Y, p). En effet, si a est un symbole de A, 'opérateur a? est de ce
type, et les termes d’erreur apparaissant dans le lemme 7.2.3 sont également de ce type.

THEOREME 7.2.7. — Soient a;eSy(M,, 8, V,), i=1,2. Avec les notations des

définitions 7.2.1 et 7.2.2, soit b un symbole de aQ-a. On a alors pour tout v :
v—1 .
1] i -v
(7.2.6) b— Z j_'[E[DX’ DY]:ral X)a, (Y) | y=x€S(M; M, Y, g, V).

0

On prendra encore M, =M, =1 pour simplifier, et on notera ,(a,, a,) la somme
figurant dans (7.2.6). Le lecteur pourra vérifier que les constantes p, p’, p”, 8 peuvent
étre choisies proportionnelles au r de la définition 7.2. 1, avec des facteurs ne dépendant
que des données du n° 5. 1, pourvu que r et /r’ soient assez petits.

En choisissant p assez grand devant r, en vertu du théoréme 6.6.6 et de (5.2.2), on
a modulo un élément de O(A, ©, k, V)

a? ° ag’=‘ jj H?, ° ((le a)”e H¥1 ° HYZ ° (‘Pvz a,)”e Hvz du(Y,)du(Y,),
Yz e Uyl, p
et, d’aprés le théoréme 6.4.1(b)

afoa=B= J:[ Iy, o (@y, @) (<PY2 a)*o Iy, dp(Y,)du(Y,).
Y2eUy,,,
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En choisissant des @y valant 1 dans Uy ,, avec p’ assez grand devant p, comme dans la
Définition 7.2.2, on obtient un symbole b de B par

b= ” Dy, My, #(9y, a) # (@y, a) #TIy,1du (Y 1) dia (Y ).
Y2eUy,,p

Choisissons maintenant & assez petit devant r. Pour X e U, ; l'intégration ci-dessus
est limitée a une boule de rayon p”’ centrée en Z, ou on peut supposer que g, est
symétriquement tempérée. On peut alors appliquer le calcul de Weyl relatif a g,, et
modulo un terme uniformément négligeable dans S(1, g, Uz ), on a b=a, #a, dans
Uy, 5 avec

ai=aij Oy du(Y).
U (z,p)

La fonction a; coincidant avec a; dans U, ; on a o,(a,, a,)=w, (2, a,) dans cette
boule, et le résultat est une conséquence immediate de la proposition 2.2.5.

7.3. OPERATEURS k-MICRODIFFERENTIELS AVEC PARAMETRE. — Dans la quantification
définie en 7. 2. 1, on doit faire le choix, par ailleurs arbitraire, d’un rayon de confinement.
La composition des opérateurs accroit ces rayons de confinement qui doivent néanmoins
rester inférieurs a la constante r,. Cette difficulté, et le moyen de la résoudre, apparaitront
peut-étre plus clairement sur un exemple simple.

Exemple 7.3.1. — On prend pour métrique g, la métrique usuelle dx?+d&?/{ € »?, et
pour g, la métrique dx?+d&?/(1+E2). Le symbole £, %, tronqué prés de &, =0, définit
un élément de S(A; !, g,, R*"), que I'on peut quantifier par

Au(x)=) @;(x) Jxl Q; (5, x)u(s, x’) ds

ou les @; sont une partition de 'unité de R", et les ®; valent 1 prés du support de @,.

Cet opérateur ne préserve ni le front d’onde (usuel), ni méme le support singulier. Cela
dit, il les augmente d’autant moins que les supports des ®@; sont petits. Si les @, ¢;, A
dépendent d’un paramétre J, et si le diamétre du support des @, tend vers 0 avec §, on
aura la propriété suivante : si ue C* prés de x,, alors A;ue C® prés de x, pour J petit.

Dans le cas général, nous associerons a un symbole toute une famille A; d’opérateurs
dont les rayons de confinement tendent vers 0 avec 8. On disposera d’un calcul symbolique
asymptotique jouissant des mémes propriétés que les calculs usuels, pourvu que le nombre
d’opérations sur les opérateurs reste fini.

DEFINITION 7.3.2. — On notera O (M, k, V) I'espace des (germes de) familles of =(A;),
8€]0, [ telles que

(a) chaque A; appartient a O, 5(M, k, V), avec r(8) = 0 pour & — 0.

(b) Le nombre r’ intervenant dans (7.1.1) est indépendant de 9.

(c) Pour tout N, A;—A; €O,(MA; %, k, V) avec r=Max(r(8), r (8")).
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Soient IT3, @ vérifiant les conditions de la définition 7.2. 1, pour des valeurs r=r (3),
e=¢g(0) tendant vers 0 avec 3. On a, pour chaque  assez petit, une quantification Q; de
So(M, g, V, ) dans O, 5, (M, g, V), et donc I'application

(7.3.1) ars of =(a%).

Si o/ et # sont deux opérateurs a paramétre, nous noterons &/ % la famille des
(As°Bj), qui est bien définie (théoréme 7. 1. 3) pour d assez petit.

THEOREME 7.3.3. — (@) L’application de quantification (7.3.1) envoie So(M, g, V)
dans O(M, k, V) et induit une bijection, indépendante du choix des TI}, ©%, de
SoM, g1, V)/Se(MA; %, g, V) sur O(M, k, V)/O(MA; >, k, V). On notera o+ o ()
Papplication (symbole) « inverse » :

G (O(Ma ka V)HSO (M, 8 V)/SO(M)\'k_OOa 8 V)

(b) L’ensemble des O (M, k, V), indexé par le groupe des poids admissibles M, constitue
une algébre graduée, stable par adjoint.

(¢c) Ona
o(A-B)=0c(H) # c(B)
o(H*) =0o(H).

le symbole # étant déja défini au théoréme 1.3.1.

SiaeSy(M, g, V), onaaeS,(M, g, V) pour un p>0, et les a% sont du type (7.1.1)
avec r'=p/2 dés que r(6)<p/4C. Compte tenu de la remarque 7.2.5, on a
AeO(M, k, V), et le résultat est indépendant des choix des II, ¢% modulo
OMM >, k, V).

Si LeO(M, k, V), il résulte du lemme 7.2.3 qu’il est, modulo O(MA, %, k, V),
I'image d’un élément a de S, (M, k, V) : il suffit de prendre pour a 'un des symboles de
I'un des A;. De méme, le lemme 7.2.4 garantit 'injectivité, aprés passage au quotient,
de I'application (7.3.1).

Si

die@(Mi, k, V), i=1,2,

il résulte du théoréme 7.1.3 que &/, °f,eO(M;M,, k, V), avec r'=Min(r}, ry) et
d(r)=KMax(3,(r), 8,(r)). La partie (¢c) du théoréme résulte immédiatement du
théoréme 7.2.7 pour le produit. Pour I'adjoint, elle résulte du fait que I’adjoint de
lopérateur (7.1.1) est

A*=fM(Y)E¥du(Y)

et qu’on peut calculer o (&/*) par la formule (7.2.2) appliquée a 'un des /.
7.4. REGULARITE k-MICROLOCALE. .
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DEFINITION 7.4. 1. — Soient ue &’ (R"), M un poids admissible et V un ouvert de Q®. On
dit que u appartient k-microlocalement @ H(M) dans V, ce que I'on noteraue H(M, k, V) si
pour tout V' =cV, il existe r(V’) tel que Pon ait AueL? pour tout opérateur

A=J M (Y) a2 dp (Y)
v

avec ay uniformément borné dans Conf(k, Y, r(V’)).

La quantification avec paramétre nous améne a considérer également des germes de
familles u; de distributions, pour & — 0.

DEFINITION 7.4.2. — Soit U = (u5), 6€]0, Oy[, une famille d’éléments de &’ (R"). On dit
que U e ¥ (M, k, V) si pour tout V'ccV, il existe r(V’) et 8 (V') tels que A use L% pour
A comme ci-dessus, et 3<3(V’).

On notera que, en général, aucun des u; n’appartient a H(M, k, V), mais que, pour
V'ccV, on a uze H(M, k, V') pour 3 <d(V’).

On a e H# (M, k, V) si et seulement si on a, pour tout V ccV, e (M, k, V).
Enfin, une famille constante uz=u appartient a # (M, k, V) si et seulement si
ueH(M, k, V).

THEOREME 7.4.3. — (a) Si BeO(M, k, Q) et Ue # (M,, k, V), on a
BU e H (MM, k, V).
(b) Soit ZeO (M, k, V) tel que, pour tout % € # (M,, k, V), on ait
BUeH M\, /M, k, V).

On a alors Be O (M A, =, k, V).

(a) Nous noterons r,(V’), 8,(V’) les fonctions de la définition 7.4.2, relative a
UeH (M, k, V). Nous noterons r,(3) la fonction de la définition 7.3.2 relative a
BeOM, k, Q).

Soit maintenant
A= fw, M, (Y)/M(Y) aydu(Y)
avec ay uniformément borné dans Conf (k, Y, p). On a
AB;= J‘w' M, (Y) C¥5sdu(Y)

d’apres le théoréme 7. 1.3, ou les Cy, ; sont uniformément bornés dans Conf (k, Y, p’),
p'=K(p+r;(9)).
On a donc AB;uzeL? pourvu que

K(p+r,@)<r (W) et  5<8(W).
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I1 suffit donc de prendre p<r, (W’)/2K, puis & assez petit pour rendre r,(8) inférieur a
r, (W")/2K pour conclure.
(b) Par une récurrence évidente, on se raméne a prouver que, si Ze O (MA,, k, V), et
s’il applique o (M,, k, V) dans 5# (M,/M, k, V), alors Ze O (MA;, k, V) pour tout €>0.
En prenant M=M, =1 pour simplifier les notations, 'opérateur B; appliquant
H(1, k, V) dans H(1, k, V') pour §<8(V’), c’est une conséquence immédiate du lemme
suivant.

LEMME 7.4.4. — Soit V' ccV et soit BeO, (A, k, V) tel que, pour tout ue H(1, k, V)
on ait BueH(1, k, V'). Si b est un symbole de B, on a beS(A;, k, V) N\ L® (V') pour
tout £>0.

On a (théoréme 7.1.2b) L2 « H(1, k, V), et il résulte de I’hypothése, que pour V' = V,
I’application

a—a?-B

envoie {aeS(l, g, V)|Suppa c V’'} dans #(L? L?), et envoie continiment ce méme
espace dans % (L?, &’). En vertu du théoréme du graphe fermé, la famille des ®$- B,
ou ®y est uniformément borné dans S, (1, gy, Uy,,) et vaut 1 sur Uy ,/,, est uniformé-
ment bornée dans & (L?).

Il résulte de la proposition 2.4.1(b) que le symbole de Weyl de @3- B, qui coincide
avec b dans Uy ,, modulo une famille uniformément négligeable dans S(1, g, Uy, ,,),
est uniformément borné dans L®. On a donc

O'(B)ESO()\,,(, gk’ V,) m Luo < SO()\‘fv gk, V/)

7.5. OPERATEURS EXTERNES. — Ce concept sera de peu d’intérét lorsque Q® =R2" (on
aR™ccR™et Sy(M, g, R*=S(M, g, R?") auquel cas on peut se limiter & considérer
des opérateurs de O(M, k, R?"). Pour Q,#R?", il est d’ailleurs difficile d’exhiber des
opérateurs externes, a I’exception des opérateurs différentiels et des opérateurs qui sont
internes dans un ouvert plus grand pour les g,, . . ., g, (voir théoréme 8.1. 3).

DEFINITION 7.5.1. — On dit qu'une famille B =(B;) d’opérateurs appliquant & et &’
dans eux-mémes, est un élément de Oext(M, k, V) s’il existe, pour tout V'ccV, des
constantes 8 (V’), r(V’), et une fonction py. (9, r) définie pour 6 <3(V’) et r<r(V’), tendant
vers 0 lorsque & et r tendent vers 0, telles que T'on ait les deux propriétés suivantes, en
posant

B;oa* =aj;; a” o By=ajz;
(a) Les applications a+—>M(Y) 'a;; sont continues, uniformément pour YeV’, de
Conf (k, Y, r) dans Conf (k, Y, py- (3, 7)) lorsque 6 <3 (V) et r<r(V).
(b) Pour & <d<d(V’), r<r(V), NeN, les applications ar>M (Y) ! A (Y)N(a;s—a;s)
vérifient la méme propriété.

THEOREME 7.5.2. — (a) Les Oext(M, k, V) forment une algébre graduée stable par
adjonction, et les O(M, k, V) en constituent un idéal.

(b) Pour V, cV,, ona Oext(M, k, V,) c Oext(M, k, V,)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



424 J.-M. BONY ET N. LERNER

(c) Pour tout BeOext(M, k, V), et tout V'V, il existe o/ € O(M, k, V) tel que
B—AeOext(MA; =, k, V).

Il est évident, au vu de la définition, que le composé de deux opérateurs externes, en
est un. Si &/ est un opérateur interne, on a, avec des notations évidentes, et en prenant
les poids égaux a 1 pour simplifier,

B; As= J Bsoay, sdp(Y)
v

et les B;oay; sont confinés, avec un rayon de confinement py. (3, (3)) qui tend vers 0
avec 8. En outre, la propriété 7.5.1(b) garantit que ByA;—B; A, est régularisant.
L’inclusion (b) étant évidente, il reste & prouver la partie (c).

Soit % un élément de 0O(1, k, V,), dont le symbole est égal a 1 sur V,, avec
VecV,ccV,ccV. En posant &/ =%A%, on a bien L e€O(M, k, V), et il reste a
examiner I’action de & —% sur un c%, avec cyeConf (k, Y, r)etYeV'.

Il résulte facilement de la démonstration du théoréme 7.2.6 que, en posant pour
chaque 3

L5 o C¥ = d¥
I'application cy A, (Y)N(cy —dy) est continue, uniformément en Y, de Conf (k, Y, r)
dans Conf(k, Y, C(r+r(8))). On a donc
(As—Bg) ccy=B;o(dy—cy)
et (of — %) vérifie les propriétés (a) (et donc (b)) de la définition 7.5.1 avec le poids
M2, N pour tout N.

THEOREME 7.5.3. — Il existe une application o de Oext(M, k, V) dans
SiecM, g1 V)/S1oc (MA,°, g, V) qui  prolonge Tlapplication symbole définie sur
O (M, k, V) et qui induit un isomorphisme (d’ algébres graduées avec adjoint)

(geXt(M9 k$ V)/(g eXt(MA‘k_ 009 k’ V) :; Sloc(M3 gk’ V)/Sloc(M )"k— oo, gk’ V)

A Tlexception peut-étre de la surjectivité, c’est une conséquence évidente du
théoréme 7.5.2(c) et des propriétés correspondantes des opérateurs internes
(théoréme 7.3.3). Pour ZeOext(M, k, V) et tout V'ccV, on écrit £ = +(%— ),
avec L €O(M, k, V) et (B—AL)eOext(MA, °, k, V'), et 6(%) est défini par

(B |y=0 () |y

Si maintenant b appartient a S, . (M, k, V), on choisit une famille (V;) tendant vers V,
avec VzccV, on choisit une quantification Q; de rayon de confinement tendant vers 0
avec 8, et une famille y;€S,(1, g, V) valant 1 sur V. En posant B;=(y;b)%, on a bien
BeOext(M, k, V) et 6(#B)=b.
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THEOREME 7.5.4. —(a) Si HBeOext(M,k, V) et UeH# M, k, V), on a
BU e H# (MM, k, V).
(b) Si BeOext(M, k, V), et si pour tout UeH# (M, k, V) on a

'@%e‘#(Ml 7"1:00’ ka V)’

alors BeOext(MA, ®, k, V).

Il suffit de montrer que, pour tout V'=cV, les conclusions sont vraies en remplagant
V par V. On se raméne alors immédiatement au cas des opérateurs internes
(théoréme 7.4.3), a l'aide de la décomposition du théoréme 7.5.2¢).

8. D’une microlocalisation a Pautre

Dans les applications, la métrique g, sera le plus souvent la métrique usuelle
dx?+dE%/{ €Y% Le but essentiel du k°-calcul étant de prouver la régularité microlocale
de solutions d’équations (pseudo)-différentielles usuelles, il est d’une importance capitale
qﬁe, d’une part, les opérateurs usuels soient des opérateurs k-microdifférentiels et que,
d’autre part, on puisse remonter des régularités s (M, k, V) aux régularités microlocales
usuelles.

On rappelle que V'=cV au sens de g, signifie que V et V' sont des ouverts contenus
dans Q, et que toute g,-boule de rayon assez petit, centrée en un point de V’, est contenue
dans V.

8.1. TRANSFERT DES OPERATEURS.

PropPosITION 8.1.1. — Soient V' =<V au sens de g, _,, et M un (k — 1)-poids admissible.
Alors il existe C>0 tel que l'on ait

O,(MA %2, k—1, V') € O,(MA;%, k, V) < Og,(MA-%, k—1, V)

pour r assez petit.

La premiére inclusion résulte simplement du fait qu'un élément A de
O,(MA; %, k—1, V) se met sous la forme (voir remarque 7.2.6)

A=JM(Y)aY|g,c_1,Y|1/2dY

avec ay uniformément borné dans Negl(k—1, Y, r). Il suffit de remarquer que
Negl(k—1, Y, r) = Conf (k, Y, ), et que | g1, v| < | &y |-

Pour démontrer la seconde inclusion, avec pour simplifier M =1, remarquons d’abord
que si un opérateur A est de la forme

(8.1.1) A=J‘a¥lgkY|l/2dY
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ou pour tout v, la famille (A,_, (Y))" ay est bornée dans Conf (k, Y, r), il appartient
alors & Oc, (A5, k—1, V). En effet, d’'une part, chaque semi-norme de a, dans
Conf (k—1, Y, Cr) est majorée par une semi-norme de ay, dans Conf (k, Y, r), multipliée
par une puissance fixe de A,_;(Y) (voir lemme 6.3.2), d’autre part, on a
| gy | < ot (V)N | gi g, v |-

Soit AeO, (A, 9, k, V'), et soit

I=P5+R5

avec e0(1,k—1,V) et ZeOext(A, 5, k—1, V') la décomposition fournie par le
théoréme 7.5.2(c). En supprimant I'indice & et en utilisant seulement A €O, (1, k, V),
on obtient

RA=JR°a¥|gkY|1/2H

ou Roa¥y=>by, avec A, _,(Y)" by uniformément borné dans Conf (k, Y, r). L’opérateur
RA est donc du type (8.1.1).
On a d’autre part

PA = fjpg°a$,v|gk—1,z|l/2|gkY|1/2dZdY
pour chaque v, avec A, _; (Y)"ay, , bornés dans Conf (k, Y, r). Si on pose
Qz= J‘PZ # ay, vlgkY |1/2 ay,

Il résulte du théoréme 6.6.6 que le produit de chaque semi-norme de Q, dans
Conf(k—1, Z, Cr) par chaque puissance de A,_;(Z) est uniformément borné, ce qui
donne le résultat.

PROPOSITION 8.1.2. — Soient V un ouvert de Q®, et M un (k—1)-poids admissible. Il
existe C tel que, pour A€ O,(M, k—1, V), on a AeOc, (M, k, V). Si, en outre un symbole
de A appartient @ So(MA P AL g, V), avec p, qeR, alors A appartient a

OCr(M )“k—!l 29 k, V)
Si a est un symbole de A, on peut écrire, modulo un opérateur de
OCr(M)"k_—wl’ k— 1’ V) < OCr(M)“k——wD k’ V)’
AEfn¥°(¢ya)”°ﬂ¥|gk-1,y|”2dY,

ou les ITy sont des (k—1)-projecteurs, et ¢y une g, _;-partition de I'unité. Soit {, une
g,-partition de 'unité. On a

AEJ‘Jing"((Py-‘I’za)w°H¥|gk—1,Y|1/2 ng2|”2de2-
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Les intégrales en Y (qui sont limités aux boules g;_, (Y —Z)'><Cte r) fournissent des
éléments de Conf (k, Z, r) qui, multipliés par M(Y) ' A,_, (Y)? A, (Y) 7 constituent une
famille bornée, ce qui entraine le résultat.
THEOREME 8.1.3. — Soit V < Q® et soit M un g, _ ,-poids admissible.
(@ Si SLeOM k—-1,V) on a HLeOM,Kk,V). Si de plus
o () €So (MM P M, g V) (modulo S (M5, g1, V), ona L e O(MMAL A k, V).
b) Si VecV pour g,_, et si BeOext(M, k—1, V), on a BeOext(M, k, V') avec la
méme amélioration lorsque o (%) € Syoc (M AP AL 81 V).

La partie (a) résulte immédiatement de la proposition 8.1.2 appliquée a chacun des
A; constituant .

Soit maintenant £ e @ ext(M, k—1, V). On peut alors écrire (théoréme 7.5.2(c)).
B=A+R

avec L eOM,k—1,V) et ReOext(MA, 9, k—1, V). En outre, o(«/) [qui vaut
o(A) # o(¥) dans la preuve du théoréme 7.5.2(c)] appartient & Sy (M A, P, AL, g;, V)
sous la seconde hypothése, et I'opérateur A appartient donc a O (M A, P, AL, g,, V) d’aprés
la partie (a) du théoréme.

Il est d’autre part clair que Z€ 0 ext(M,; 5, k, V).
En effet, les applications ay+— by, ; définies par

R5°a¥=b¥

sont uniformément bornées de Conf (k, Y, r) dans Neg(k—1, Y, Cr) pour YeV’. La
preuve est compléte.

8.2. TRANSFERT DES REGULARITES MICROLOCALES.

THEOREME 8.2.1. — Soient V'ccV pour g, _,, et M un (k — 1)-poids admissible. On a
@HM, k-1, V) cHM, k, V)<cH(M, k-1, V')
B AME-1L,V)cH MLk V)c#M, k—1,V).

Les inclusions de droite sont évidentes, compte tenu du fait que
O,(M, k—1, V') € Oc¢,(M, k, V') (proposition 8.1.2).

Pour prouver les inclusions de gauche, soient peSo(M ™%, g,_1, V), g€So(M, gi—1, V)
avec pg=1 sur V, (V' =<V, cc V). En quantifiant p et g, on obtient

I=P8°Q5+R5

avec PeOM™ Y k—1,V), 2e0M, k—1, V), ZeOext(A; %, k—1, V).
Soit maintenant # € # (M, k—1, V). On veut prouver que, pour AeO,(M, k, V'),
avec r assez petit dépendant de V' mais pas de 3, on a

A uz=(AP;) Qzu; +(AR,) uze L2,
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L’opérateur AP, appartient a O, (1, k, V), avec r’ tendant vers 0 avec r et J, et est
borné sur L2 Les Q;u; appartenant a L2 par hypothése, il reste 4 prouver que (AR;) u;
appartient a L2,

On a

ARSEOr’(M }"k_—qi! ka V/) < OCr(M ;"k_—wl, k_la Vl)

d’aprés la proposition 8.1.1, avec r’ tendant vers 0 avec r et d.

En choisissant r(V’) et 8(V’) assez petits, I’hypothése % € # (M, k—1, V) entraine que
(ARy) use L? pour r<r(V’) et §<8(V’). Cela termine la démonstration de la partie (b)
du théoréme, celle de la partie (a) €tant analogue (et plus simple).

8.3. NoraTiONS SIMPLIFIEES. — Lorsque le poids M est de la forme Aj1, ... A%, on
parlera d’opérateurs de (multi)-ordre (sq, ..., s,) au lieu d’opérateurs de poids M. De
méme, on notera H°1 - - - *K(V) 'espace H(M, k, V).

Quitte éventuellement a réduire V, le théoréme 8.1.1 assure qu’un opérateur d’ordre

(my, ..., m,_,) est aussi un opérateur d’ordre (m,, ..., m,_,, 0). Il peut éventuellement
étre d’'un ordre meilleur, par exemple (m,, ..., m;_,;—1, 1), et cela se lit sur le symbole.

Le théoréme 8.2.1 assure que ’appartenance a H*1 - - - *k-1 est (presque) équivalente a
appartenance a Hst» - - -+ S%k-1.0,

La restriction éventuelle sur V est inévitable. Les définitions font appel, soit a 'ensemble
filtrant croissant des V'ccV pour g,_,; soit 4 ’ensemble (strictement plus fin) des
V'ccV pour g,.

8.4. QUANTIFICATION DE WEYL ET QUANTIFICATION STANDARD

Sous ’hypothése
(8.4.1) &y =gy —1),

on peut définir I'opérateur formel J'/>=exp((i/2) D,.Dg) comme un opérateur bijectif
de S, (M, g, Q¥)/S,.. (M A, ®, g, Q®) dans lui-méme, et on a la propriété analogue en
remplagant S, par S,. On vérifie en effet facilement que le p® terme de la série,
(1/p)) ((i/2) D, Dy)” applique S (M, g,) dans Sy, (M A, ?, gy).

L’isomorphisme J'/2 transforme la loi # en la loi de composition asymptotique
«classique» ou «standard», correspondant a la régle de quantification mettant les
multiplications «a gauche des dérivations». Tout ceci n’utilise que la lenteur, le principe
d’incertitude et (8.4.1), et serait valable sans aucune hypothése de tempérance sur g,.

Il en résulte que, en adjoignant (8.4.1) aux hypothéses du n° 5.1, on dispose d’un calcul
symbolique asymptotique standard pour les mémes classes d’opérateurs, en associant a
tout opérateur & le symbole J/2 5 (4).

Si on suppose maintenant que toutes les métriques g, vérifient g,y (¢, T)=g,y(t, —7), il
résulte de la proposition 2.3.1 que les Conf (k, Y, r) sont invariants par les (vrais)
opérateurs J*1/2 définis au n° 2.3. On peut donc, a tous les stades du calcul, utiliser la
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quantification standard
a(x, D)u(x)= Je“"”’)a(x, 0a®de

des symboles confinés, et la loi de composition classique de ces symboles.

9. Exemples

Dans tous les exemples qui vont suivre, nous partirons d’'une donnée géométrique qui
sera plus précisément un sous-module .# [sur S(1, g,_,)] de fonctions sur R?". Ce
module, dont les éléments auront vocation a étre des symboles d’ordre A, pour une
métrique g, a construire, sera involutif (stable par le crochet de Poisson) et de type fini,
engendré par une famille (m;).

Le lecteur vérifiera dans chaque cas que la métrique que nous exhiberons est bien
l'unique métrique (a équivalence prés), pour laquelle on ait A, =(1+) m?)'? gi=Alg;
les m; sont des symboles d’ordre A,; g, est supérieure a la métrique g, _, imposée. Toutes
ces métriques vérifient les hypothéses (5.1.1), (5.1.2) et (5.1.3), si bien que I'on peut
quantifier les symboles associés, et notamment les fonctions homogénes de ’ensemble
des m;(X).

Faute d’avoir développé [linvariance par transformations canoniques (voir
remarque 1.3.2), nous choisirons des coordonnées dans lesquelle la géométrie conduisant
a A est «plate». Enfin, la premiére métrique sera toujours la métrique usuelle:

dg?
2 .
g1=dx +<§>2: A=<E>.
9.1. SECONDE MICROLOCALISATION LE LONG D'UNE VARIETE LAGRANGIENNE A. — Si la

variété A a pour équation x”’ =& =0 dans R2 x R%., le module .# est formé des symboles
d’ordre 1 qui, modulo ceux d’ordre 0, s’annulent sur A. Il est engendré par les &; et les
x;"A;. On obtient la métrique (1.3.2) ou la fonction A, est donnée en (1.2.5).

Il n’est pas trop difficile de démontrer que la quantification décrite ici coincide avec
celle décrite dans [1], [2] (au probléme de la quantification avec paramétre prés, voir [2]
remarque 1.7). Le role des sandwiches [IIy#ay#I1y]* de (7.2.1) était tenu par des
expressions ¢ (277D) a,, (x, D) 9(277D) en théorie de Littlewood-Paley.

Par contre, il est moins évident d’établir des liens précis entre notre théorie et les
secondes microlocalisations analytiques développées par Kashiwara et Laurent (par voie
cohomologique, voir [8]) et par Sjostrand (par transformation de FBI, voir [12]). Le
probléme est le méme pour la seconde microlocalisation de Lebeau [9] et les microlocalisa-
tions itérées de Sjostrand [12] que nous définissons en 9.2 et 9.4. Nous disons qu’il s’agit
de la méme microlocalisation parce que les ouverts dans lesquels on peut parler de
régularité microlocale (analytique pour ces auteurs, Sobolev pour nous) sont les mémes,
mais il serait intéressant d’avoir des liens plus étroits entre ces théories.
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9.2. SECONDE MICROLOCALISATION DE LEBEAU. — Celle-ci est associée a une variété
isotrope Z, et plus précisément au module des fonctions s’annulant a Iordre 1 sur
lorthogonal (symplectique) de Tx X en chaque point X de Z. Si R"=RZxR% et si X a
pour équation y=x=E=0, le module ./ est engendré par A, y;, A, x;X;, x; &, &&;/A,. La
métrique est donnée par

)‘2 = [1 + )\'2 (yz +x4+€4/}\'4)]1/2
dg?

g2=hdx2+)“d +— +———.
Ay A2 A, A2

9.3. TROISIEME MICROLOCALISATION ASSOCIEE A DEUX VARIETES LAGRANGIENNES SE COUPANT
FRANCHEMENT (Cleanly). — Une tranformation canonique permet de mettre ces deux
variétés A et A’ sous la forme suivante (et méme sous une forme plus simple mais moins
symétrique, voir [6] théoréme 21.2.10): R™=R:xRExRIxR?, A est définie par
x=y={=1=0, et A’ par x=t=1={=0. La seconde microlocalisation utilisée sera celle
relative & A. On a donc A, =~ ||+ |t| +A, (| x| + |p|) et

A2 1 1
8= S @ +dy?) +dz? +dt* + — (A& +dn?)+ 5 (dG +d7?)
Az A %

La troisiéme microlocalisation sera associée au module des symboles [d’ordre (0,1)]
s’annulant sur A (U A’. Il est engendré par les {, x&, yn, t1, yt& nt/A;. On définit A,
comme la racine carrée de la somme des carrés de ces fonctions augmentée de 1, et la
meétrique g5 est donnée par

2

A A2 A2 A2 1
9.3.1 =Ldx?+ “Ldy? +dz? + Magrp Laery 2 gy Ly e
(9.3.1) gs= ¥ ¥ y ¥ ¥ &+ A2 n? ¥ o+ xz

On remarquera la dissymétrie des roles joués par A et A’ dans la métrique, bien qu’elles
jouent des roles symétriques dans la définition de .#.

9.4. MICROLOCALISATIONS D’'ORDRE SUPERIEUR DE SJOSTRAND. — Nous ne décrirons ici
que la troisiéme. La situation géométrique €tant exactement celle du n° 9.3, on prend
comme module .# I'espace des symboles s’annulant sur A, et s’annulant a ’ordre 1 sur
A’ le long de AN A’. Ce module ne dépend bien siir que de I'image de T A’, restreint a
AN A, dans le fibré normal T, R?", image qui s’identifie 4 une sous-variété lagrangienne
de T* A par I'isomorphisme symplectique. On retrouve les données géométriques introdui-
tes par Sjostrand ([12], n° 16).

Le module .# est engendré par {, xA;, ())>Ay, ¥T, (1)%/Ay, ¥ M, t¥ Ay, NT/A4, t1. SiOn
définit A; comme la racine carrée de la somme de ces fonctions augmentée de 1, la
métrique g5 est exactement donnée par I’expression (9.3.1).

9.5. TROISIEME MICROLOCALISATION ASSOCIEE A UN ELEMENT DE CONTACT D’'ORDRE p—1. —
On se place pour simplifier dans R2, avec la seconde microlocalisation relative au
conormal de Porigine: A, =2, (x*+y?)'/? et

)\'2
g2= 5 (@x* +dy*)+ (dé’+dn2)
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Le module # sera constitué des symboles d’ordre (0,1) dont la restriction au conormal
de l’axe des x s’annule d’ordre p a I’origine, ou p>1 est un nombre réel donné. Il est
engendré par x&, y&, yn, x’n. On a

}\'3=(1+x2€2+y2§2+y2n2+x2pn2)1/2
2
1

2 2 1
g3—k_dx2+hdy2+_)2_ —

= de?+
ERA LA VIVELIY

dn2

En fait, lorsque A;=c>1, les métriques g, et g, sont équivalentes en dehors d’une

zone |y| <|x|et |E| <|n|, et on a dans cette zone
_dx?  dy*  dg  dn?
LR e e A

avec s=|x|P" 1+ |y|/| x|+ |E]/|n|; Ma=s|x]||n].

9.6. DISTRIBUTIONS CONORMALES ASSOCIEES A LA REUNION DE PLUSIEURS COURBES AYANT UN
CONTACT D'ORDRE (p—1). — Soit C la réunion d’un nombre fini de (demi)-courbes
Cy, ..., Cy, d’équations y=f;(x) (pour x>0 ou x<0). On suppose f;(x)=0;x"+0 (xF)
et (d/dx)' f;(x)=0 (x*"*). On suppose en outre que les a; relatifs & x>0 (resp. x <0) sont
distincts et, pour simplifier, que si a;=0, alors C; est I'axe des x.

On définit les espaces H®1**2*3(C, k) par la propriété:

(9.6.2) Z,0Z,...oZjueH 2%, 1=0, ...,k

ou les Z; parcourent I'espace des opérateurs 3-microdifférentiels de poids A, [i. e. de tri-
ordre (0,0,1)] dont le symbole s’annule sur le conormal des C;. Les exemples typiques de
tels opérateurs sont ceux de symbole x &+ xf’;(x)/f; (x) ym ou [y—f;(x)]n, tronqués hors
d’un petit voisinage g;-conique du conormal de C;.

Dans le cas particulier ou C est la cubique d’équation y*>—x*>=0, (p=3/2), on peut
définir cet espace par la condition (9.6.2) ou les Z; sont 'un des deux opérateurs de
symbole 2xE+3ym) et (Ay/A3) (2yE+3x2n). Cest ce facteur (A,/A;) qui fait que la
définition ci-dessus est strictement plus forte qu’'une définition fondée sur une formule
(9.6.2) pour les Z; champs de vecteurs C* tangents 4 C (ou, ce qui est équivalent, pour
les Z; pseudo-différentiels d’ordre ‘1, dont le symbole principal s’annule sur les conormaux
de C et de 0). Le champ de vecteurs 2y D, +3x2D,, est «trop plat» a I'origine, et ce
n’est qu’en 3° microlocalisation que ’on peut le remplacer par un opérateur de symbole
moins plat.

La situation est analogue dans le cas particulier ou C est constitué de plusieurs courbes
lisses simplement tangentes (p=2). Pour s, =s,=s;=0, la définition 9.6.2 redonne les
espaces introduits par Melrose et Ritter [10] et pour lesquels ils démontrent un théoréme
de propagation non linéaire.

Plus généralement, lorsque des courbes C; sont tangentes a I'axe des x a des ordres
pouvant étre différents: p, <... <p,, on définit les espaces de distributions conormales
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par le méme procédé, en utilisant la (k+2)° microlocalisation associée a
8158,5831=5...5g3,, 0U g3 ; est la métrique notée g5 ci-dessus, pour p=p,.

Index des notations

Dans I'ordre du papier:

a® (1.1.1) (1.1.2) (1.1.3)
a#b (1.1.5) (1.1.6)
a#b (1.1.7) Théoréme 1.3.1
®,(a, b) (1.1.8)

S(m, g, Q) Définition 1.2.1
g° (1.2.4)

A, (1.2.5)

la|le: R (2.1.2)

||a||f,'U (2.1.3)

5 4 (2.1.4)

R, (a4, a;) Proposition 2.2.4
VeccV (3.1.3)

g%y Définition 3.1.1
5,(X,Y) Définition 3.1.5
||a||p, Y.r (3.1.12)

0(m, g, V) Définition 4.2.1
So(m, g, V) Définition 4.4.1
Siec (M, g, V) Définition 4.4.1
H(m, g, V) Définition 4.5.1
Oext(m, g, V) Définition 4.6.1
A (Y, Z) (5.2.1) (5.2.2)
E#F (6.1.1)

W-Conf (g,, Y, r) Définition 6.2.1
Conf (k, Y, 7) Définition 6.2.2

11, Théoréme 6.4.1
W-Neg(g, Y, r) Définition 6.6.1
Neg(l, Y, r) Définition 6.6.1
Conf (k, Y, 7) Définition 6.6.2
O,(m, k, V) Définition 7.1.1
a? Définition 7.2.1
O@m, k, V) Définition 7.3.2
H(M, k, V) Définition 7.4.1
H (M, k, V) Définition 7.4.2
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