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MEMOIRE
SUR L’ELIMINATION,

Par M. H. LEMONNIER,

DOCTEUR ES SCIENCES, PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE HENRI IV.

Dans les séances du 11 et du 25 janvier 1875, M. Bertrand a bien
voulu communiquer a I’Académie les principaux résultats d’un travail
que j’ai 'honneur de soumettre aujourd’hui (26 juillet, méme année)
4 son appréciation.

Ce Mémoire, annoncé par M. le Secrétaire perpétuel, dans la séance
du 25 janvier, est divisé en trois Parties.

La premieére a pour objet de mettre en évidence 'intime liaison qui
unit, au point de vue analytique, les méthodes d’élimination connues
sous les noms d’Euler, de Sylvester, de Cayley, de Bezout, de Cauchy.
Jen ai déduit I'expression et la formation, par des déterminants, des
ronditions suffisantes et requises pour que deux équations entieres

en x,
Flz)=Ax"+...4+ An,. flz)=az"+...+a,

aient p racines communes, ainsi que de 1’équation propre & donner ces
racines, ou du plus grand commun diviseur de F(x) et f(x).

La deuxieme Partie consiste dans ’étude des polyndmes qu’il con-
vient de former de proche en proche pour obtenir ces conditions et
I'équation aux racines communes. L’application en est immédiate au
théoreme de Sturm. Les polynémes qui proviennent d’une fonction
entiere et de sa dérivée sont des fonctions équivalentes aux fonctions
de Sturm proprement dites. Les premiers termes, les derniers, tels
termes qu'on veut, peuvent se calculer & part. Le procédé de calcul
nous parait d’une grande sireté et d’une simplicité qui pourra contri-
buer & donner un intérét pratique au théoreme de I'illustre Genevois.
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78 H. LEMONNIER.

Dans la (roisitme Partie, les mémes considérations sont appliquées
a la résolution de deux équations entiéres en x et y,

Oz, y)=0, ¢z y)=o.

Les solutions du systéme s’obtiennent sans omission et directement,
sans calculs qui portent & faux, avec I"avantage, si les deux polynémes
ont un plus grand commun diviseur dépendant de « et de y, de le faire
trouver en méme temps que I'équation finale due & sa suppression.

Ajoutons que les systémes particuliers auxquels conduit la méthode
de M. Labatie s’obtiennent ¢galement par Papplication de notre pro-
cédé, de sorte que I’équation finale peut étre débarrassée des racines
qui y figurent. Mais la méthode de M. Labatie, par la succession méme
des divisions, donne lieu & une complication qui ressort des liaisons
qui unissent nos polynomes, comme du rapprochement que nous faisons
entre les deux procédés.

Il n’est question, du reste, dans ce travail, que de racines communes
ayant des modules finis, et de solutions communes pour lesquelles les
inconnues ont des valeurs finies, déterminées.

'PBEMIERE. PARTIE.

B N,

1. Soient
F(x\) = A.Zm+ A,Zm-"'f"- ce Am: o,

flz)=ax* + a2 +...+ a, = o,

(mZn), deux équations entiéres en .
Flz) N
~— De peut étre
Jla) PP

Si aucune racine ne leur est commune, la fraction

~

simplifiée. :
Si elles ont une racine commune 7, les deux termes étant divisibles
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~3
<O

par « — r, la fraction peut se réduire a
F.(x)
F,(«) désignant un polynome du degré m—1,
Coy ™ o T L L O
et fi(z) un polynome du degré n —r,

Boant + B o+ By

Quand il n’y a qu’une racine commune, la simplification ne peut se
pousser plus loin.

Lorsqu’il y a p racines communes, sans qu’il y en ait davantage,
(p<n), la fraction peut se réduire &

Folz)  opy 2™t ...~ oy

Fol@) T Bt B

et ne comporte pas une plus grande réduction. _

Au cas d’une racine commune, les rapports entre les coefficients de
F,(2), fi(x) ont des valeurs déterminées; il en est de méme au cas de
p racines communes, pour les rapports entre les coefficients de F, (),

Jo ().

2. D’apres cela, on peut se proposer de trouver des valeurs de o, 5,
telles qu’on ait identiquement dans un cas

Flz)(cwzm 4ot oty ) — F(2) (By"t 4+ .o 4 Buey) = 0,
et dans I'autre
fl2) (g 2" P ot ctn) — F (@) By "7 . . .4 By ) = 0.

Dans le premier cas, si I’on égale & zéro les coefficients des diffé-
rentes puissances de @, on a, pour déterminer les «;, 3;, ou plutdl
leurs rapports, un systeme de m —+ n» équations du premier degré,
homogenes. Ce systeme sera satisfait autrement que par a;=o, 3;=o0;
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mais il ne présentera qu’une seule solution pour les rapporis entre ces
inconnues.

En conséquence, le déterminant des coefficients des «; et ; sera nul,
et les déterminants mineurs d’ordre m -+ n —1 ne seront pas tous nuls.
Par la suppression de I'une des équations du §ysteme, alors que le dé-
terminant général est nul, on a donc un systeme de m + n —1 équa-
tions propres 4 déterminer, par exemple, les rapports de o, o, ..., B,
£is .5 Bn 2 a,. Pour obtenir la racine commune, il y aura d’ailleurs &

. . . . oy , O
diviser F(x) par F, (@), ce qui n’exigera que d’avoir évalué —-

0

Dans le second cas, en égalant & zéro les coefficients de
fla) (gpmam P4 4 otuey) = F(2) (Bpmr 2™ =4 o Bri)

on aura en «; 3; des équations homogeénes du premier degré dont le
nombre sera m + n — p +1. Les indéterminées y seront en nombre
égal & (n —p+1)+ (m—p-+1)=m-+n— 2p-+ 2. Les rapports
a en déduire sont ainsi en nombre égal & m+n — 2p +1. Il y a done
p équations de trop.

Les valeurs de ces rapports, tirées de m +1n — 2p + 1 équations,
devront satisfaire aux p autres : de la p équations de condition. On
les obtiendra en égalant & zéro les déterminants formés des coefficients
dans m + n — 2p +1 équations et y joignant tour A tour les coeffi-
cients de chacune des p autres équations.

D’ailleurs I’équation propre & donner les p racines communes s’ ob-
tiendra en égalant & zéro le quotient de F(a) par

Olp—i XP A= Oy e

Ajoutons que la fraction ;—%% pourra se changer d’unc infinité de

manieres en fractions dont les termes soient de degrés supérieurs i
m — p et n — p, de sorte qu’on pourra avoir identiquement

Sflz) (agm 2"t 4o+ otney) — F(2) (Bpmi 277+ . .~ P ) = 0,

q étant > p, sans que les rapports entre les o; et {3; soient la déter-
minés.
Tel est, en substance, le procédé d’Euler.
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IT.

Procéde de M. Sylpester.

3. Considérons le cas ou les équations F(x;, = o, /(2] = o ont ou
doivent avoir une seule racine commune.

Nous venons de voir que si les équations F(x) = o, /(x)=o0 ont
une racine commune, et une seule, on peut avoir identiquement

(1 filx) a4+ . auy) — F(2) (Byz 4. . .+ Bu_i) =0,

et cela d’une seule facon; que, réciproquement, les deux équations ont
une racine commune, et une seule, quand I'identité est possible d’une
seule manicre.

Or, st 'on considere le systeme

{ Sz =¢c, Flz)=o,

; | afizico,  aF(ei=o,
( ............ 3, reerereriaes R

a,””"‘.f“\.x') =0, 2" F (’Z =0,

il est h remarquer qu’avoir I'identité (I), c’est avoir nulle identique-
ment une combinaison lindaire de ces équations (11).

Faisons passer les exposants en indices dans ce systeme II; il se
changera en un systeme (II) de m + n équations du premier degré,
contenant m -+-n —1 INCONNUES X, Loy +..» Lmyn_,- Par 12 'identité
se rapporte & une combinaison linéaire de ces équations, dont le
nombre surpasse d’une unité celui des inconnues.

Du moment que les équations F(x) = o, f(«) = o ont une racine
commune, cette racine satisfait & Loutes les équations du systeme (II).
Ses puissances successives @, &°, ..., ' constituent, en se prenant
respectivement pour valeurs de @, s, ..., ,,,—,, une solution du
systeme (II). Des lors le déterminant D des coefficients des inconnues
et des termes indépendants des inconnues, termnes en z,, se trouve nul.

4. SoitD =='o. Soit en méme temps différent de zéro le déterminant
des coefficients des inconnues dans m --n —1 équations du sys-

Ann. de ¢’ Ec. Normale. 2¢ Série. Tome V1I, — Mans 1878. 11
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teme (II)’. Les valeurs des inconnues pourront se tirer de ces
m 4+ n —1 équations, et, substituées dans la (m + n)‘““", elles y sa-
tisferont.

Cette derniere équation est alors une combinaison linéaire des
autres. Il y a une combinaison linéaire des m + n équations qui est
nulle identiquement; mais, de plus, il n'y en a qu’une. L’identité
d’Euler est possible, et d'une seule fagon; donc alors les équations
F(z)=o0, f(x) = o ont une racine commune, et une seule. Comme
les puissances successives de cette racine satisfont aux équations (II)',
en se prenant pour valeurs de @, @, ..., %y, elles en constituent
'unique solution. Le calcul de o, donnera donc la racine commune.

Ainsi les équations F(«) = o, f(x) = o ont une racine commune,
et une scule, lorsque le déterminant D est nul, et que le déterminant
des inconnues dans m 4+ n —1 des équations (I1)' n’est pas nul.

5. Réciproquement, telles sont les circonstances qui ont lieu quand
les équations F(x) =o, f(2)= o0 ont une racine commune, et une
seule. :

Observons d’abord qu’il est déji établi qu on a D=o,¢silyaunc

racine commune.

D’autre part, les déterminants mineurs dérivant de D et de tous
ordres ne peuvent étre nuls & la fois. Soit m -+ n — £ un ordre pour
lequel les déterminants mineurs ne sont pas tous nuls, ceux de tout
ordre supérieur I'étant.

Dans cet ordre, il y aura au moins un déterminant formé des coeffi-
cients des inconnues qui ne sera pas nul; car, si, dans un systeme
de m + n — k équations, les déterminants de 'ordre m -+ n — £ rela-
tifs aux coefficients des inconnues sont tous nuls, tandis que 1'un de
ceux o figurent les termes indépendants des inconnues ne 'est pas, ce
systeme ne comporte aucune solution. ,

Dans I’hypothese faite que F(x) et f(«) ont une racine commune,
les équations (II) ayant au moins une solution, cela n’arrivera pas;
donc, si les déterminants mincurs sont tous nuls jusqu'a ceux de
I'ordre m -+ n — k exclusivement, il se trouve un déterminant de cet
ordre, formé des coefficients des inconnues, qui est différent de zéro.
On pourra déduire du systéme correspondant d’équations m +n — &
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inconnues en fonction des autres, et leurs valeurs substituées dans les
équations restantes y satisferont; mais alors, si % est >1, ce n’est plus
une seule combinaison des équations (II)’ qui est identique, il y ena
une infinité. Les équations F(x) = o, f(«) = o auraient plus d’une
racine commune. '

Done, lorsque les équations F(x) = o, f(«) = o ont une racine
commune, et une seule, le déterminant D est nul, et de plus «,,
3y «vry Lypen—, peuvent se déterminer par m + n —1 des m + n équa-
tions (1I)’, en ce que les coefficients des inconnues y forment un dé-
terminant différent de zéro.

Comme conditions suffisantes et nécessaires du fait que les équations
F(x) = o, f(x) = o aient une racine commune, et une seule, nous
avons ainsila nullité de D, et cette particularité qu’un déterminant
formé des coefficients de x,, @5, ..., Zpiny dans m -+ n —1 des équa-
tions (II)’ ne soit pas nul.

6. Il est & remarquer que, dans le systeme (II), 2™*"~' ne figure
que par les équations ™' f{x) = o0, "' F(x) = o, avec les coef-
ficients @ et A différents de zéro.
~ Siune seule de ces équalions figure dans le systeme des m + n —1
équations qui donnent par les coefficients des inconnues un détermi-
nant différent de zéro, il en résultera que le déterminant des coefficients
de x,, 23, Zimin—ss c}ans les équations

.f\ﬁx)::o’ ¥Flz)==o,
(111} 5 zflz)=o, z T (z)=o,
( = f(x); =0, 2" F(a)=o,

n’est pas nul. Réciproquement, quand ce déterminant est différent de
zéro, il en est de méme de celui qui concerne "ensemble de ces équa-
tions et de soit «™' f(x) = o, soit "' F(x) == o.

Or, si 'on considere ces équations (III), on voit qu’elles sont satis-
faites par les puissances successives de la racine commune prises pour
valeurs de @, @3, ..., @pin_s. Cestleur unique solution; car, s'il en

était autrement, une combinaison linéaire de ces équations serait iden-
1.
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tique, de serte qu’on aurait identiquement

(b +dx—+. cot Dy fla) —{p, +~wx ..+ [J.,,,_-:x""‘:}F(x) = 0;

d’oti il s’ensuivrait pour F(«) et f () plus d’une racine commune, con-
trairement & 'hypothese.

Done, lorsque les équations F(z) = o, f(ax)=o0 ont une racine
commune, et une seule, le déterminant D est nul, et le déterminant des
coefficients des inconnues dans le systeme (IIT) ne I'est pas. Récipro-
quement, quand ces deux conditions sont remplies, les équations
F(z) = o, f(x) = o ont une racine commune, et une seule.

I11.

7. Considérons le cas ol il s’agit d’avoir p racines communes, tout
au juste.
La question est d’exprimer avec Euler qu’on a identiquement

) fla) gy 2 e s o) — F(2) By @0 oo fuy) == 05

\

par une seule détermination des rapports entre ¢, ...%u—s Lpeis B
Cela revient 2 ce qu'une combinaison linéaire, et une seule, des
équations

fle)=o, Fiz)=o,

(1) zf(x)=o0, x2¥F (x) =0,
......... . e,

xmPfx]=o0, P iz)c o,

soit nulle identiquement.

Si l'on fait passer les exposants en indices, on a la un systeme (11
de m -+ n -— 2p + 2 équations du premier degré entre x,, @,, ...,
Lnrn—p-

Dans le cas traité plus haut de p =1, le nombre des équations sur-
passe d’une unité celui des inconnues.

Au cas de p=2, ily a m -+ n — 2 équations et autant d’inconnues.

Aucas de p>2,onam-+n— 2p+2<_m-+n—p. Le nombre
des inconnues surpasse de p — 2 celui des équations.

Toute racine commune aux équations F(x) = o, /' (x) = o satisfait
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aux équations (II). En prenant chacune 'd’elles et ses puissances suc-
cessives pour valeurs de x,, @, ..., @u,.n_p, 00 2 une solution du
systeme (I1)'.

Si la relation (I) a lieu identiquement et d’une seule manitre, une
combinaison linéaire et une seule de ces équations (I sera identique.

8. Proposons-nous de reconnaitre & quelles conditions cela aura lieu.

Désignons par N le nombre 7 -+ n — 2p + 2 des équations, et par
m;; le coefficient de rang j dans 'équation de rang ¢.

Le systeme des équations devient par la

J=Nep—1

(1LY 2 mi;xj—, = o,

j=1

¢ variant de 1 & N et o, étant de valeur égale & 1.
La somme de ces équations multipliées respectivement par des fac-
teurs M; sera nulle identiquement si ’'on a

i=N
(111) ZMim,-,j:' 0,

i=1
Jvariant det & N +p —1.

Il s’agit ainsi de satisfaired N 4+ p —1 équations homogenes du pre-
mier degré en M,, M,, ..., My par des valeurs de ces indéterminées
qui ne soient pas toutes nulles.

Prenons les N dernieres équations de ce systeme (IIT). Pour qu’elles
soient satisfaites, il faudra que le déterminant

m,, m,, ceeomy,
1 T L Cee e
My, Nap—t Mo, Ngp—t  + v« NN N4 p—t
soit égal a zéro.
Ce déterminant est d’ailleurs celui des coefficients de =?-!, 7, ...,
" -P dans les équations (II).
Cette condition remplie, si un déterminant mincur d’ordre N —«
relatif au méme ensemble d’équations n’est pas nul, N —1 des multi-
plicateurs M; pourront se déduire des N — 1 équations correspondantes
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en fonction du Nitee Ces valeurs déterminées, substituées dans la

Nitme gquation du groupe, y satisferont en raison de ce que Dy = o;

puis chacune des autres équations (III) sera également satisfaite

moyennant une relation analogue, ce qui fera p équations de condition.
Par exemple, si le déterminant suivant :

)nl,p.,;_‘ In-,,,,.,_; e mN_.,P_,_.
my, p42 My, pyn S My, pter

b
My, Negop—t Mo, Ngp—t oo DIN—1,Nop—1 |

qui est celui des coefficients de @,, Zp.1s ..\ Ziman—p dans le systeme (II)’
J=N+p—1

privé de I’équation E my;xj_, = o, est différent de zéro, les rap-
L~

ports MM, M
My" My My

tions (I1I), et leurs valeurs satisferont aux autres, si le déterminant Dy

et ceux qu’on forme en y remplacant les éléments de la ligne supé-

rieure tour 4 tour par ceux des lignes précédentes dans le systeme (III)

sont tous nuls.

Il ny a alors qu’une combinaison linéaire des équations (II) qui soit
nulle identiquement.

Il est du reste & observer que, de quelque facon qu’on prenne
N équations dans le systeme (III), le déterminant qui les concerne est
nul. ' ' '

Lorsque, pour ce systeme (IIT), il n’y a aucun déterminant mineur
d’ordre N —1 qui soit différent de zéro et qu’il s’en trouve un d’ordre
N — 2 qui ne soit pas nul, on pourra des N — 2 équations correspon-
dantes déduire les valeurs d’autant de quantités M; en fonction des
deux autres. Et ces valeurs, sans qu’aucune dépendance s’établisse
entre les deux derniers multiplicateurs, satisferont aux différentes
autres équations. '

Si les déterminants mineurs d’ordre N — 2, comme ceux d’ordre
N — 1, sont tous nuls, et ainsi de suite jusqu’a un déterminant d’ordre
N — k qui ne le soit pas, il y aura N - % des quantités M; qui pourront
s’exprimer en fonction des autres, et, sans que ces derniéres soient
liées entre elles, elles satisferont a toutes les équations (III).

seront déterminés par les N — r dernieres équa-
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Mais, dans de telles circonstances, il y aura une infinité de combi-
naisons linéaires des équations (I1) susceptibles d’étre identiques.

Par conséquent, pour qu’il n'y en ait qu'une, il faut qu'un détermi-
nant mineur d’ordre N — t ne soit pas nul.

9. Alors que les relations (III) sont satisfaites par des valeurs
déterminées de N —1 des quantités M; en fonction de la Ni#®e, [es
équations (II)" elles-mémes sont telles que N —1 d’entre elles déter-
minent N —1 des inconnues «,_, en fonction des p autres, et que ces
valeurs substituées dans la Ni*»¢ la vérifient, quelles que soient les
valeurs de ces derniéres inconnues. .

Pour que cela s’applique au systeme (II), il faut avoir x, =1; c’est
donc un déterminant d’ordre N — 1, formédes coefficients de x,, ,, ...,
Zpin—pdans N — 1 de ces équations, qui devra étre différent de zéro.

10. En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
combinaison linéaire des équations (II) soit identique et qu’elle soit
unique sont que le déterminant des coefficients de N — 1 des incon-
NUeS &, L, «+.y Lypupnp dans N —1 des équations (II) soit différent de
zéro, et que les valeurs de ces inconnues tirées du systéme correspon-
dant satisfassent & la Ni¥me, quelles que soient les valeurs attribuées aux
autres inconnues. ,

Les relations par lesquelles s’exprime ce fait consistent en ce que les
déterminants formés par les coefficients des N —r inconnues dont il
s’agit dans les N équations, quand on y joint tour & tour ceux de cha-
cune des p —1 autres inconnues, et les termes indépendants des incon-
connues sont nuls séparément.

Cela étant, I'identité (1) a lieu, et d’une seule facon. Donc les équa-
tions F(@)=o0, f(2) == o ontalors p racines communes sans en avoir
davantage.

Puis, réciproquement, quand il y a p racines communes et p seule-
ment, il doit en étre ainsi.

Les conditions exprimées sont donc celles qui sont nécessaires et
suffisantes pour que les équations F(x) = o, f(x) = o aientp racines
communes et n’en aient pas davantage.

11. Ce n’est pas tout. Il nous reste & voir comment c’est le déternii-
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nant d’ordre N — 2 des coefficients de x”, a#+', &7~ ', dans le systeme

C flal=o, F(x) o,

7. zf{x =o, zflz) ==o,
v, :

: I L N B .-y T e e e . . RS |

\ pm—p=-1 f(x) = o, LRyl F (x" == o,

qui doit étre différent de zéro, puis quel heureux parti on peut tirer
du systeme (Il) pour obtenir I'équation aux racines communes, et
former par Ih méme le plus grand commun diviseur des polyndmes
Fla), /().

Nous avons déja fait observer que chacune des p racines communes
a F(x) et f(a) satisfait au systeme (IT), de sorte que le systeme d’équa-
tions du premier degré admet au nombre de ses solutions, comme va-
leurs de z,, @1, ..., Zpin—p, chacune des p racines communes et ses
puissances successives jusqu’au degré m -+ r» — p. Dans ces solutions,
Zpy Zprts -+vr Lpen—psOnt les mémes fonctions déterminées de x,,,, ...,
x,-,. Les p racines communes sont données, en eflet, par une ¢quation
de degré p, laquelle détermine «” en fonction de z, 2°, ..., "', et de
laquelle on peut déduire, en fonction des mémes quantités, les puis-
sances suivantes xf*', x*, ..., &"+"P D’apres quoi, pour ce qui re-
garde toute racine commune, les valeurs de @,, @,.4, ..o, Zyon-, sODL
déterminées dans le systeme (II) en fonction de x,, ., ..., ,_,. Donc
le déterminant de leurs coefficients dans N — 1 des équations doit étre
différent de zéro.

Ce fait acquis, remarquons que ,.,_, ne figure que par les équa-
tions ™ P f(x) = o0, 2" PF(x) = o, avec des coeflicients @, A différents
de zéro. ’

Il en résulte que, si une seule des deux entre dans le systéme des N— 1
équations pour lesquelles les coefficients de x,, ..., #,.,_, forment un
déterminant différent de zéro, les autres donnent & elles seules les va-
leurs de z,, ..., @p4u-p—y en fonction dex,, ..., 22,,, €L, par consé-
quent, clles présentent alors un déterminant différent de zéro, c¢’est-a-
dire qu’alors le déterminant des coefficients de ,, ., Zn—p—s, dans
le systeme des N — 2 équations (IV), n’est pas nul; puis_les conditions

établies deviennent que les déterminants formés des coefficients de «,,
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Zprts ++s Timin—p dans les N équations, en y joignant tour i tour ceux
de Xp_y, Xp_y s vy X4, %, soient égaux i zéro.

Pour reconnaitre qu’il doit en étre ainsi, soit 6 (x) le plus grand
commun diviseur de F(x), f(«), et posons

flz)=06(z)o(x), F(x)=06(x)d(z)

Considérons le systeme (IV), ou plutdt ce qu’il devient, quand on y
fait passer les exposants en indices. C’est un systeme de m + n — 2p
équations auquel on satisfait par les valeurs de P, aP+!, x™+-r—* dé-
duites de I'équation 6 () = o, en les prenant pour x,. Z,., ...,
Lintn-p—i+

Si cette solution est unique, en tant que x,, ..., &ypn_p, soient les
inconnues, le déterminant des coefficients de ces inconnues est différent
de zéro; mais il en serait autrement si la solution n’était pas unique,
et alors une combinaison linéaire des équations serait nulle, de sorte
qu’on aurait identiquement

(oo P eeimt Pnp ™ P 0 (2) — (A 4+ A2 4.0 Ay 2" PY) @(xj =o.

D’aprés quoi les polynomes o(x), ®(x), étant des degrés m — p,
n — p, auraient au moins une racine commune, tandis qu’ils sont pre-
miers entre eux. Donc, du moment que F(x) et f(«) n’ont que p ra-
cines communes, le déterminant dont il s’agit est différent de zéro.
D’ailleurs, quand ce déterminant n’est pas nul, celui des coefficients
de ar, xr+', ..., 2"+ dans I’ensemble des équations (IV) et de
I'équation ™7 f(x) = o ou "7 F(x) = o ne I'est pas non plus.

A la place des conditions générales formulées au n° 10, nous pou-
vons donc poser, comme conditions plus précises, que le déterminant
d’ordre m + n — 2p des coefficients de xP, 2+, ..., 2™+P-1, dans les
équations (IV), soit différent de zéro, et que les déterminants d’ordre
m -+ n — 2p -+ 2, formés des coefficients de 7, 27+, ..., £”+*P, joints
tour & tour & ceux de aP~', 2P%, ..., @, 2° dans le systeme (II), soient
nuls.

12. Nous pouvons maintenant nous proposer d’obtenir les p racines
communes au moyen des équations (1I) elles-mémes.
Si l'on exclut du systeme (II) les deux équations #™7f(x) = o,
Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Mans 1878, 12
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2"PF(x) = o, les autres, comme on vient de le reconnaitre, déter-
minent &, ..., @, n_p- en fonction de z,, 2, ..., Z,_, de sorte qu’on

peut poser
x, =h+hx+...+ hpes Zpi,

Zpp1 = k -+ ]f]-Z'x .. pr-—l Zp—iy
MaissiI’on exclut du systeme des N équations les équations F (x) = o,
J(z) = o, les autres, quand on les divise par @, reproduisent le sys-
teme précédent, sauf d y voir pour inconnues, a la place de @, Zp,is -

x x — Xy X Z,
les rapports =22, ..., T2 op =, 5 .oy £ 4 la place de ay, @, ..,
Z, & Z Xy Z .

x,-,- On aura en conséquence

X Z x
LE=h+ =4 A Ny 2
X, X X

X pger X x
-—p—'—'——::.]z"—i—/f. —_ s /1‘,,-_. ._f,
x x x

..............................

Si I'on prend pour z,, ,, ..., x, des valeurs qui satisfassent &
’équation
b =h+ hx+.. .+ by 2r,

comme puissances successives de «, il s'ensuivra

x, .

L= bz Pz o Dy 2y =z,
i

Zp+a A Y/ . A

7 = -+ It 2, '+'lizx2 e i ]lp_.|.x1,_| - Z'p+|,
1

et, par conséquent,
Tp == Xpx, = Px = 2P+,
Zpar T= Hpg Xy = xPH2,
Les équations F(x) = o, f(«)= o seront done vérifiées par cha-
cune des racines de I’équation

xP =N+ x4 A Dy xr—t
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Ainsi on obtient I’équation dont les racines sont les p racines com-
munes a F(x) = o, /() = o, toutes conditions remplies, bien entendu,
par I'élimination de a?*+', zP+2, ..., 2™ P-* dans le systeme d’équa-
tions (IV). _

On obtiendra une équation équivalente par toute élimination des
mémes inconnues et de 2™+ entre les équations (II).

13. Finalement, le théoréme suivant est établi : .

Etant données deux équations entiéres en x, F(x)=o0, f(x)=0
de degrés m et n (mZ n), sotent considérées les m + n — 2p + 2 équa-
trons

f(x)=o, F(z)=o,
zf ()= o zF(z)=o,
zn—r f(z) =o, zPF(x)=o.

St l'on égale a zéro les déterminants formés des coefficients de a?, ...,
2P dans ces équations, en y associant tour & tour ceux de x'~',
2P, ..., x et x°, les p relations, posées par la entre les coefficients de
F(x) et de f(x), sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les équations proposces aient p racines communes, finies, déterminées,
sans en avoir davantage, pourvu que le délterminant formé des cocffi-

cients de 2P, aP**, ..., 2™ P, dans les équations

o, Flz)=o,
zf(x)=o, zF(z) =",

sout different de zéro.

De plus, I'équation aux racines communes s’obtiendra par I’élimi-
nation de «r+', 2P**, ..., &™"P-! entre ces m + n — 2p dernikres
équations.

t4. Pour faire I'éliminalion, on pourra prendre le déterminant des
coefficients de «”, aP*!, ..., &™+"=P=' dans les m + n — 2p équations,
et le développer par rapport aux coefficients de «”. Si U'on multiplie
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les équations respectivement par les multiplicateurs de ces cocfficients
et que 'on ajoute les résultats, I’équation qui s’ensuivra sera I'équa-
tion aux racines communes. Les coefficients de «?, ™, ..., z, 2" y
seront le déterminant considéré et ceux qui en résultent quand on y
remplace tour & tour la colonne des coefficients de «” par celles des
coefficients de P, 2, ..., x et x°.

Il'y ala un mode de formation de I’équation aux racines communes,
et, par suite, du plus grand commun diviseur en  des polynomes F(x),
- f(@), qui a une importance considérable, comme la suite de ce M¢-
moire le fera voir. ,

Les déterminants qui y figurent sont d’ordre m + n — 2 p, et ceux
qui s’égalent a zéro pour constiluer les p équations de condition sont
d’ordre m + n — 2p + 2; mais noustverrons plus loin que les mémes
relations peuvent s’obtenir, avec plus d’avantage, au moins, s’il s’agit
de calculs numériques, sous forme de déterminants d’ordre m — p -+ 1
(mZn).

IV.

15. Quand les équations F(x) = o, f(2) =0 ont une ou plusieurs
racines communes, chacune de ces racines satisfait & I'équation

T(z') flx) — fla)Flx)

z —z

— 2

quelque valeur qu’on attribue a 2.

Orona -
Flz')= (' —x)F, (') +F(x),

F,(z') étant le quotient de F(a’) par 2’ — w, c’est-a-dire

A xim—t - Ax x’m—? -+ sz x/m—a_'_. L
— A| - A]-x
-+ A,

et soit de méme f,(a') égale &
ax'™ + ax ‘ Z't e axt |2 A4 L
-+ @ -+ ax

~+
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Il en résulte, pour toute racine commune, I’identité en o/,

Soit considéré d’abord le cas de 7 = n. En égalant & zéro les coef-
ficients des diverses puissances de #’, on trouve

| Af(z)—aF (2)=o,
(Az +A,) f(z)— (ax + a)F(z) =o, .
(o) Az + Az + Ay) flo)— (ax* +ax +a) F(z) =o,

............................................... ,
(‘ (Azm=t 4. .. Ap) fl2) — (@2 +. ..+ @ny ) F(2) = 0.
Ces équations se réduisent &

rAlax™ X A A ) — a (A =A™ -+ AL) =,
s Az + A (@z" 2 +.. .+ an) — (a2 4+ a,) (Azz™ 2 +. . .+ A,) = o,

qui sont, sous une autre forme,

A A4+ A,
@ @x" ...+ an
Az +A _ Ayem4...+A,

A% + A G A an
(") Az Az A A 4.+ Ay
AT+ X+ @ @™ ...+ an

Axm— .. 4+ An A,
ax™" = ... a"" - an

On aainsi, d’une part, les équations dites de Bezout, de 1’autre celles

V(') flz) —f(2) Flz)

- : » in-
xr —x

de Cauchy, et1’on voit comment ’identité

diquée par M. Cayley, peut y conduire.

16. Elles se rattachent, du reste, immédiatement aux équations de
M. Sylvester, car elles n’en sont que des combinaisons linéaires.
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Considérons, en effet, le systeme

flz)=o, F(z)=o,
e | afiei=e  srlei=e,
( " f(x)=o, z"'F(z)=o,

et, en méme temps, les équations précédentes sous leur premikre
forme.

La premiére de celles-ci est une combinaison linéaire des deux qui
sont & sur la premiere ligne; la seconde en est une des deux qui sont
sur la seconde ligne et des deux précédentes, et ainsi de suite.

17. Au cas de m > n, 'identité
Fi(z') f(x) — fi(z')F(x) =0
se resout en

{ Af(x) =0,

(Axm-—u—l -+ A..Z‘"‘_"—z ‘- Am--n—-l),f(x) == 0,
(Azm=r . 4+ Aps) f(2) — aF(2z)=o,
(Agm—rtt o 4 Apar) flz) — (@ + a) F ()= o,

équations qui peuvent également se regarder comme combinaisons
linéaires des équations

L fla)=o,

zf (@)= o,

(o \ xm—-n—lf(x):(),
B = f(z) = o, Fla)=o,
xm-—n+lf(x):_—0, .'JC'F(%'):O,
xm—l/(x):o’ Q;'"""F(.Z‘J::()
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Drailleurs, les m — n premieres peuvent se remplacer par les équa-

tions
flz)=o, ‘,xf(.x)::o, cevy & flz)=o,

et les suivantes se poser sousla forme

Az A e Ay A 2 L A,
T 9

a T @ar ..,
Azm=H e A" oA A A" - A,
(&) ax —+ T ..+
............................................... ,
Aam=t 4 .4 Apy _ Ane
A o ey

18. Reprenons, au moyen de ces équations ol ne figurent que x,
2%, ..., 2", le probleme d’avofr pour F(x) = o, f(x) =0 une ra-
cine commune, une seule, ct celui d’avoir p racines communes, p seu-
lement. :

Pour le premier probleme, les équations (a') et («,) peuvent ren-
placer respectivement les équations () et (£2,). Elles sont au nombre
de m, elles dépendent de =, 2%, ..., ™', & les considérer comme
équations du premier degré par rapport a ces quantités.

Pour que F(x) et f(a) aient une racine commune et une seule, il
faut et il suffit que le déterminant des coefficients de x, 22, ..., 2!
et des termes indépendants de « dans les m équations soit nul, et
quescelui des coefficients de =, «*, ..., "' dans les'7z — 1 premitres
ne le soit pas; de sorte que la racine commune peut se déduire de
celles-ci par I’élimination de 2°, ..., ™. T

Considérons, en effet, au cas de n = m, simultanément les équa-
tions («) et les équations (3), apres y avoir fait passer les exposants
en indices, comme systemes du premier degré.

Les deux premitres équations f(x)=o, F(x)=o0 du systeme (3)
peuvent se remplacer par I'une d’elles et la premiere du systeme («).
Comme la seconde du systeme « provient des quatre premitres du sys-
teme 3, cclles-ci équivalent ensuite aux deux premieres du systeme («),
et, par exemple, aux deux équations f(a)=o0, xf(a)=o0. De méme,
les six premitres équations du systeme () peuvent étre remplacées
par les trois premitres du systeme («) et par f(x) = o, of(x) = o,
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2*f(x)=o. En continuant ainsi, on obtient, & la place du sys-
teme (), comme systeme équivalent, celui des équations («) avec
les m équations f(x)= o, af(x) =0, ..., 2" f(x) =o0. Oril se
trouve la que les équations («) ne contiennent pas z™, x™',
2*=1, ou plutdt ., Limers +2vr Lomey, €L qUE CES dernieres inconnues,
quand les équations («) sont possibles, sont respectivement déter-
minées par f(z) = o, zf(x)=o, ..., 2" f(x) = o, de proche en
proche. .

Donc il faut et il suffit, pour que les équations () aient une solu-
tion et une seule, qu’il en soit de méme des équations («); donc «,
x*, ..., ™" doivent pouvoir se déterminer par 7 — 1 de ces équa-
tions (a), etleur substitution dans la m'®° donner une identité.

Comme, pour les équations (B), @,, ®,. ..., Zam—o doivent s’obtenir
par les 2m — 2 premieres équationd, el que ces am — 2 équations
sont susceplibles d’étre remplacées par un systeme ol ne figure pas
la derniere des équations («), on voit encore que les »2 — 1 premieres
équations du systeme (o) doivent déterminer x,, @, ..., Z,_,, tandis
que 'équation de condition répond & ce que les valeurs de ces incon-
nues, ainsi déterminées, satisfont a la mi™e, Le déterminant des coef-
ficients de «,, x,, ..., x,—, doit donc étre différent de zéro pour les
m — 1 premieres équations (a). -

Au cas de m>n, les mémes considérations s’appliquent aux équa-
tions (3,) et aux équations (e, ), puis («,). Les conclusions y sont les
mémes. .

seey

19. Pour le probleme d’avoir p racines communes et p seulement,
le systeme qui nous a occupé est, au cas de m =n,

S(x)=o, F(z)=o,
8 e T
zm™P f(x) = o, zm?F(z)=o.

Considérons maintenant le systeme
Af(xz)—aF(x)=o,
(Az + A f(z)— (az +a,) F(z) =0,

(o)

........... . L R R A ARy

Az™ P 4. ..+ Anyp) fl2)— (az™ P +. ..+ app) F(x) =0,
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qui est, sous une autre forme,

A Azt 4. .. 4-A,
2 ,
a a.x”"" + .. _|"am

Az + A Axm 4. A,
- ]
ax + a, A" L Uy

Axmn—p 4 .. 4+ Am__p _ Am—p+| Xl 4. A,,,
ax™rP ... - am_,‘ am—p-l-l xP! e I e A,

Supposons les exposants passés en indices de part et d’autre; nous
aurons deux systemes d’équations du premier degré, le premier de
m--n—2p—+ 2 équations en &,, Ly, ..., Lpenp, lesecond de m —p + 1
équations en x,, Ly, ..., Lppy-

A la place des deux premieres équations du systeme (f3,), on pourra
prendre f(x) = o et la premiere équation du systeme («,); ala place
des quatre premietres du systeme (f3,) les équations f(x)=o,
zf(x)=o0, et les deux premieres du systeme («.), et ainsi de suite.
De la, au lieu des 2m — 2p premieres équations du systeme (f.,),
les équations f(x) = o0, zf(x)=o0, ..., x" 2 f(x)=o0, ct lesm — p
premieres du systéme (). Au lieu du systeme (f3,), on peut prendre
les équations f(z) = o, xf(x)=o0, ..., 2" P f(x) =o0, avec le sys-
teme (a,).

Mais comme, dans les équations (e,), il ne se trouve pour incon-
nues que &y, Lo, +ovy Lip—sr €L qU€ Ly, Lypyrs +v» Lam—p 56 produisent
de proche en proche dans les équations f(x) =0, »f(z)=o, ...,
" P f(x) = o, les expressions de x,, ®piis ..., Zp—y en fonction de
Zyy Xy ..., Lpy, qui doivent pouvoir se déduire des 2m — 2 p pre-
mieres équations du systeme (), seront données par les m — p pre-
mieres du systeme (o), puis leurs valeurs devront satisfaire a la der-
niere équation de ce systeme, quelles que soient les valeurs attribuées
A @, @, ..., &,. Ensuite c¢’est par les équations f(x)=o,
xf(x)=o0, ..., 2" Pf(x) = o que seront successivement détermi-
nées les valeurs de @, Zppyy» -..» Limp €0 fonction de x,, 2,, ..., 2,

Ann. de UEc, Normale. 2 Série. Tome VII. — Mars 1878. 3
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Au cas de m >n, le systeme des m — p -+ 1 équations
flz)=o0, xf(z)=o0, .., z" ' f(x)=o,
\ (Azm=r ...+ Apoy) fl2z) —aF(z) =0,
') ? (Azm=r+t 4= o A ) f(2) — @z + @) T (z) = o,
............................. P
V(A e Ay ) f) — (azt T .o+ aup) F(z) =0,
celles-ci pouvant se prendre sous la forme

Azm—n 4, ..+ Am-—n Am—u-!~l Z" A o A
frvpd ?

a ax" "t =L .+ Ay

A‘Z’"""—H —+ .+ Am—n+l . Am_.n.‘._g x? T Am
wx + a, T @xtt 4.+ a,

b

AP 4. .+ Ay A p 2P 4. Ay
- == ?
X" = oo = Ayp Qupi 8™+ Loy

se préte & des considérations et conclusions analogues relativement
au systeme

S(z)=o,

zf(x)=o,

@) zm=r=! f(xz) =o,
; ) xm._uf(x)___;o, ].:(x)::(),
zm=r f () = o, xFlz)=o,
z"r f(z) =o, 2" Flz) =o.

20. D’aprés cela, les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les équations F(o) = o, f(x) = o aient p racines communes sans en
avoir davantage sont que le déterminant des coefficients de a7, 27+, ...,
™" dans les m — p premitres équations du systeme (<) soit diffé-
rent de zéro, et que les valeurs de «?, 7', ..., ™, qui résultent
de ces m — p équations, substituées dans la dernitre du systeme, v
satisfassent, quelles que soient les valeurs de @, 2?, ..., 2.

L’élimination de a?*', ..., "~ entre les m — p premieres équa-

,

tions conduira & I'équation des racines communes. On pourra effec-
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tuer I'élimination en multipliant les équations respectivement par les
multiplicateurs des coefficients de «? dans le déterminant que forment
les coefficients de «f, 2"+', ..., 2™' dans ces équations, puis en
ajoutant.

En résumé, les m — p + 1 équations a considérer étant constituées
et ordonnées suivant les puissances décroissantes de r, si I'on y re-
leve les coefficients de ™', &2, ..., «?, el que, tour & tour, ony
joigne ceux de ', ", ..., @, #°, on aura, en égalant 2 zéro les
p déterminants d’ordre m — p -+ 1 que formeront ainsi les colonnes de
coefficients, pourvu que le déterminant des coefficients de ™', ...,
a” dans les m — p premieres équations ne soit pas nul, les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les équations F(x) = o, f(x)=o0
aient tout au juste p racines communes, finies, déterminées.

Puis ’équation aux racines communes s’obtiendra en égalant & zéro
le polynome de degré p, ol les coclficients de «”, x"—*, ..., x° seront
les déterminants formés par les coefficients de ™', ..., 2", en y
adjoignant tour 4 tour ceux de «?, 27", ..., 2° dans les m — p pre-
migres équations considérées.

Le polynome ainsi formé sera le plus grand commun diviseur de
F(x) et f(x), siles relations de condition sont satisfaites.

21. 1l importe de remarquer que, si les équations F(x)=o, / (x)=0
ont p racines communes, sans en avoir davantage, le déterminant
d’ordre m + n, dit de Sylvester, ou le déterminant de Cauchy ou de
Bezout, d’ordre m, ainsi que les déterminants mineurs qui en dérivent,
jusqu’a ceux de l'ordre m +n—2p -+ 2 d’un coté, de 'ordre m —p +1
de l’autre inclusivement, sont tous nuls.

Considérons, en effet, en supposant ¢ < p, le systeme d’équations

fle)=o0,  Fa)=o,
zf(x)=o, zF(z)=o,
amif(x)=o, z'-1F(z)=o.

D’aprés ce quia été reconnu a l'occasion du procédé d’Euler, une
combinaison linéaire de ces équations pourra étre nulle, et cela méme

d’une infinité de manieres.
13.
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En conséquence, si 'on y fait passer les exposants en indices et que
I'on y applique ce qui a été fait au n® 8, en désignantm -+ n — 2¢ + 2
par N’, les multiplicateurs étant M,, M,, ..., My, la somme sera nulle
identiquement moyennant m -+ n — g -+ 1 relations homogenes du
premier degré par rapport i ces indéterminées, de sorle que le
nombre des relations surpassera de ¢ — 1 celui des multiplicateurs.
Ces relations pouvant étre satisfaites a la fois par des valeurs des mul-
tiplicateurs, si on prend N’ de ces relations, n’importe comment, le
déterminant des coefficients de M,, M,, ..., My dans le groupe sera
nul. Or les déterminants dont la nullité apparait ainsi seront, en fai-
sant varier ¢ de p — 1 & 1, tous les déterminants mineurs en question
et le déterminant Sylvester lui-méme.

Le méme fait s’étend aux équations de Cauchy, au moins comme
conséquence de U'étude générale qui va suivre, des déterminants qui
naissent des deux systemes d’équations (o) et (£').




