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SUR LES GROUPES EXT" DES REPRESENTATIONS
DES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

Par A. GUICHARDET

Introduction

Etant donnés un groupe de Lie G et une classe de représentations unitaires irréductibles
n de G, on peut se poser des problémes de trois types (parmi bien d’autres. . .):

(a) déterminer les groupes Exty (m, m) et la structure d’algébre de cohomologie (pour
le cup-produit) de leur somme directe Extg (n, =);

(b) décrire la catégorie Ext(G, n) des G-modules de longueur finie, & sous-quotients
simples isomorphes a T;

(c) étudier la « géométrie différentielle » de G au voisinage de m: algébre des jets
d’ordre infini de fonctions C® au voisinage de =, déformations C*® de &, vecteurs tangents
a G en m, etc.

Il se trouve que ces problémes sont assez intimement liés, comme le montrent les
considérations — souvent trés formelles — qui suivent.

(i) Si G est compact, les trois problémes sont triviaux.

(ii) Prenons G=R™ alors G=R™, Ext% (m, m) est I'algébre extérieure A* C™, la catégorie
Ext(G, w) est équivalente a celle des A-modules de dimension finie a sous-quotients
simples triviaux, ou A est l'algébre de polynémes C[X,, ..., X,]; enfin I'algébre des
jets d’ordre infini de fonctions C® au voisinage de m est ’algébre de séries formelles
ClX,, ... Xl

(iii) Les résultats de (i) ont été généralisés, sous une forme moins simpliste, au cas
d’un groupe G nilpotent simplement connexe par F. du Cloux ([3], [4]); dans ce cas les
assertions relatives a Extg(m, n) et & Ext(G, m) sont vraies « génériquement », et cela
semble devoir se généraliser a tous les groupes de Lie (voir [11] et [12] pour d’autres cas).

(iv) Le groupe G étant maintenant quelconque, considérons une réalisation U de =
dans un espace E, et une déformation C® de U, i.e. une famille & un paramétre de
représentations unitaires U, de G dans E telles que U,=U et que les applications
t— U, (g) soient C*; posons

o@)=—il| U@).UE™"
dt 0
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334 A. GUICHARDET

alors @ est un 1-cocycle sur G a valeurs dans End E; nous noterons [®] sa classe dans le
groupe Ext (, n); la formule correspondante pour P'algébre de Lie g est

ox)=—i L U,X) VXeg
dt |o

11 est clair que ®(g) et ®(X) sont hermitiens, ce que nous écrirons
[@®] € Extg (w, m),;
de plus [@] est de cup-carre nul, comme on le voit en dérivant deux fois la relation
U, (g,82)=U,(g,)- U, (g,)
nous écrirons cela
[®] € Extg (T, Mo, 5

Nous dirons qu’un tel 1-cocycle ® « s’obtient en dérivant une déformation de U »; on
a montré dans [14] que, dans le cas des groupes de déplacements, tous les €léments de
Extg (m, m),, , S'Obtiennent par ce procédé.

A ce point il est bon de rappeler qu’en Géométrie Algébrique, on définit couramment
espace tangent a une variété V en un point x comme étant espace Ext} (x, x) ol A est
I’algébre des fonctions algébriques sur V.

Revenant au cas qui nous intéresse, 'indice 0 (condition de « cup-carré nul ») indique
clairement une situation non commutative; I'indice h est di, bien entendu, au fait que
I’on ne considére que des représentations unitaires. Signalons aussi un phénoméne assez
inattendu : il peut arriver que deux déformations équivalentes fournissent des 1-cocycles
non équivalents; plus précisément il peut exister deux familles & un paramétre (U,), (U;)
vérifiant Uy=Ug=1U, et des entrelacements A,: U, —» U; n’ayant aucune limite lorsque
t—0, si bien que les 1-cocycles obtenus ® et @' peuvent ne pas étre équivalents; ce
phénomeéne se produit pour le groupe nilpotent G 5, et semble étre intimement lié a
celui, étudié par J. Ludwig [17], des suites d’orbites dans g* qui convergent plusieurs fois
vers une orbite donnée.

(v) Pour les groupes G ayant des Ext” non nuls entre représentations irréductibles
distinctes, il s’avére intéressant de considérer aussi des représentations n non irréductibles,
a condition de remplacer Ext{ (m, m), , par son sous-ensemble Extg (, m)o 4, i, fOrmé des
classes o qui sont irréductibles au sens suivant : pour tout élément @ de a, les opérateurs
U(g) et ®(g) forment un ensemble irréductible; puis de diviser ce dernier par I'action
(par conjugaison) du groupe %* des éléments unitaires du commutant ¢ de U. Prenons
par exemple le groupe des déplacements du plan: G=R2K SO(2); G est formé des
caractéres y,, neZ, de SO(2), et d’'une famille de représentations de dimension infinie
p,, reR%; Extd (%, %) est nul pour tout n; par contre si I’on considére la représentation

=@ Y, un calcul direct montre que Ext (r, m), , ;,,/€" est naturellement homéomorphe
n

a la famille des p,; celle-ci doit donc étre considérée comme une déformation C* de , et
N
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GROUPES EXT" 335

non des divers y,, bien que, pour la topologie de Fell, elle converge vers tous les y,. On
trouvera dans [13] une étude plus compléte de Extg (m, 1), 4, ;,,/€" dans le cas des groupes
de déplacements quelconques.

Le but initial du présent travail était d’examiner les problémes ci-dessus dans le cas ou
G est un groupe semi-simple, et ou 7 est un (g, K)-module « série principale généralisée »
Ip 5 . il est encore bien loin d’étre atteint! Nous décrivons les espaces vectoriels
Ext; x (Ip, 5, v Ip, 5,,) sans autres hypothéses, mais nous ne décrivons la structure d’algébre
de Ext* « (Ip 5. Ip 5,) que lorsque le groupe WY , est trivial et v imaginaire pure.

Nous tenons a remercier trés chaleureusement ici P. Delorme dont la compétence dans
le vaste domaine « semi-simple » nous a été indispensable tout au long de I’élaboration
de ce travail, ainsi que J.-B. Baillon et J. Soto Andrade qui nous ont fourni des démonstra-
tions du lemme 8.10; a la demande du rapporteur nous avons reproduit la seconde, plus
intuitive et « géométrique » que la premiére.

1. Préliminaires

1.1. NOTATIONS GENERALES

Dans tout ce travail on note :

— G un groupe de Lie réel semi-simple connexe de centre fini;

— g son algébre de Lie;

— K un sous-groupe compact maximal de G;

— P=MAN un sous-groupe parabolique cuspidal;

— p=m+a+n son algébre de Lie;

— I=dimA;

— Ky=KNM;

— p la demi-somme des racines de a dans n;

— W=Ng(A)/Zs(A) le groupe de Weyl de A;

— 3 un élément de M, (série discréte de M);

— v un élément de a* avec Re ve—C, (chambre de Weyl négative fermée);
— W;,, le stabilisateur du couple (3, v) dans W, qu’on peut écrire comme une extension

lqwg,v—’wﬁ,v—*Rﬁ,v_)l

— Ip;,, la série principale correspondante, induite au sens C* dans sa réalisation
compacte, a savoir :

I2; ,={feC?(K, By | f(km)=8(m)~*.f (k) VkeK, meKy};

— Toul ; , le (g, K)-module correspondant;
— U ou U ; , la représentation dans I, ; .;
— & =S (a,) 'algebre symétrique de a,;
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336 A. GUICHARDET

— & 'ensemble des éléments de o invariants par W{ ;
— %, la catégorie des A-modules C*;

— Ext(A, v) sa sous-catégorie pleine formée des A-modules de longueur finie a sous-
quotients simples isomorphes a C;

— @b, x la catégorie des (g, K)-modules;

— Ext(g, K; I) sa sous-catégorie pleine formée des modules de longueur finie a sous-
quotients simples isomorphes a I (lorsque celui-ci est simple);

— #=Ext) « (I, 1) le commutant de I;
— &* le groupe des ¢léments inversibles de %;

— lorsque Rev=0, %" le groupe des ¢léments unitaires de €;

Ext} ¢ (I, I), le sous-ensemble de Ext} « (I, I) formé des éléments de cup-carré nul;

— Ext; (L, I),, le sous-ensemble de Ext} (I, I) formé des éléments o qui sont irréduc-
tibles au sens suivant: pour tout l-cocycle ®ea, I'’ensemble des opérateurs U(X) et
®(X), ou X eg, ne laisse stable aucun sous-espace non trivial de I;

— lorsque Rev=0, Ext;,K(I, I), le sous-ensemble de Ext;,K(I, I) formé des classes
contenant au moins un cocycle hermitien;

- Exf;, x (I, Do, 1, ire Uintersection des trois sous-ensembles précédents.

On fait agir €* dans Ext;’K(I, I) par conjugaison; plus précisément, le transformé d’un
1-cocycle @ par un élément T de €* est le 1-cocycle X —T.®(X).T™!; de méme lorsque
Rev=0 on fait agir ¥* dans Ext, (I, 1),

1.2. STRUCTUREDE I}, 5 . (Voir [6], [16], [18]).

On rappelle que I est somme directe d’une famille finie de sous-modules indécomposa-
bles, famille qui a méme cardinal que R; ,; nous noterons I* ou If ; |, avec xeR; ,, ces
sous-modules; chacun d’eux a un unique sous-module simple noté J* ou J§ ; ..

1.3. CasoU Rev=0.

Dans ce cas les sous-modules I*=J* sont deux a deux inéquivalents; pour tout we W;
on notera A (w) lopérateur d’entrelacement unitaire associé, normaliseé de fagon que
A (w) |,1 =id; alors A est un morphisme de groupes, de noyau Wy ; les A (w) avec we R;, .
forment une base de I'espace vectoriel €; enfin on peut choisir I'indexation I* de fagon
que

A (W) [p=2x(w).id.

1.4. AppLICATIONS LINEAIRES T": A" a} — Extg (I, I). (Voir [10] et [12].)

On dispose d’un foncteur T: €, — €,  associant a tout A-module = le (g, K)-module
induit au sens K-fini par le (p, Ky)-module 8 xe?n x 1; il en résulte des applications
linéaires

T": A" a¥=Ext;(v, v) = Ext; ¢ (I, I);
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GROUPES EXT" 337

pour tout £eA”a* et tout yeR;, on notera T™*(§) la restriction de T*(§) a
Ext; ¢ (I%, I).
Enfin notant T* la somme directe des divers T", n = 0, on a

(1.1 T*(&; A &) =T*(§)—T*(&y)

pour &,, &, € A* a¥, ou— désigne le cup-produit.

2. Enoncé des résultats

THEOREME 1. — Les données sont celles du 1.1; en particulier ve a¥.
(i) On a des isomorphismes d’espaces vectoriels

Ext? o (I, I) ~ Exth (v, V)  VyxeR,,
Ext? « (I, ) ~ C'Ra.v! @ Extly (v, ).

(i) Pour tout Eea¥, T'(E) est la classe du 1-cocycle

d
QBXHE Up, 5, v (X)
0

pour toute courbe différentiable t— v (t) vérifiant v (0)=v, v’ (0) =E&.

(ii) Ecrivons a*=V,@®V, ou V, (resp. V,) est le sous-espace de o¥ ou WJ , opére
trivialement (resp. la somme des sous-espaces isotypiques non triviaux), puis

Aa¥=@® (A" PV,®@A?V));

p=0

alors

n

KerT"*= @ (A""?V,® APV,).
p=1
N.B. — On a

Exty (v, v) ~ Ext%, (v, v) ~ A"a¥

puisque # est, comme &/, une algébre de polyndmes a n indéterminées; mais cet isomor-
phisme n’a rien de canonique!

ProposITION 1. — Si Rev=0 on a, pour tout E€ A" a} et tout we W; .,

T"(w.5)=A (W).T"(E).A (W)~ L
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338 A. GUICHARDET

THEOREME 2. — On suppose ici W;, , trivial et 1 simple.

(i) T" est bijectif pour tout n = 0.

(ii) L’algébre de cohomologie Ext} ¢ (I, 1) est isomorphe a I'algébre extérieure A* a.
(iii) Tout élément de Ext; (I, I) s'obtient en dérivant une déformation de 1.

(iv) Si Rev=0, tout élément de Ext} y (I, 1), s'obtient en dérivant une déformation
unitaire de 1.

(v) Le foncteur T, défini en 1.4, induit une équivalence de catégories de Ext(A, v) sur
Ext(g, K; I).

N.B. — Les assertions (i), (i), (v) ont déja été démontrées dans [12], ’assertion (V)
dans [7].

THEOREME 3. — On suppose maintenant Wy ,={1} et Rev=0.
(i) T™* est bijectif pour tout n = 0 et tout xeR; .
(ii) Ona

EXt;, K(I“’ Ilz) ~ (An a:)XI_ 1 %2 v X1> X2 € R&, v

ou Pindice y; !y, signifie qu on prend le sous-espace isotypique de type y; 'y, pour I'action
de R; ..

(iii) L’algébre de cohomologie Ext} y (I, I) est isomorphe au produit croisé A* af K Rs, -
(iv) T? induit des bijections

(a:)irr/RB, v - EXt;, K (I’ I)O, irr/(g*

~

(ia*);,/Rs, — EXt;, k(L Do, p, i/ €"

ott (aY¥);,, est limage réciproque de Ext} g (I, 1), par T'.

(v) Tout élément de Ext} y (I, I)o i, (resp. de Ext} (I, 1), ,, i, S’obtient en dérivant une
déformation irréductible (resp. unitaire irréductible) de 1.

N.B. — L’assertion (i) ne suppose pas Re v=0.

Remarque 1. — On sait ([5]) que les assertions suivantes sont équivalentes :

— T'une des représentations I* est une limite de séries discrétes;

— toutes les I* sont des limites de séries discrétes;

— (a});(=(a¥®e>) est nul.

On retrouve donc le fait que, si V est un (g, K)-module limite de séries discrétes,

Ext;’K(V, V) est nul; en réalité les Ext; ¢ (V, V) le sont aussi, d’aprés un résultat de
Schmid et Zuckerman communiqué par D. Vogan.

Remarque 2. — Le cas ou Wy , est non trivial semble nettement plus difficile; nous
espérons y revenir dans un travail ultérieur; signalons toutefois que, lorsque R, ,={1}, il
existe une équivalence de catégories entre Ext(4, v) et Ext(g, K; I) (¢f. [7], théoréme 2).
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GROUPES EXT" 339

Remarque 3. — 11 peut étre intéressant de rapprocher le théoréme 3 de certains résultats
connus concernant le dual réduit de G.

(a) Considérons ’ensemble des représentations unitaires obtenues par complétion des
divers I§ ; , oo P=MAN parcourt I’ensemble des sous-groupes paraboliques cuspidaux
a association prés, € M,/W, veia*/W,, xeﬁs, »» cet ensemble est celui des représenta-
tions tempérées de G, et constitue le dual réduit G, de G ([8], 2.3).

(b) Fixant P et 3 on obtient un sous-ensemble S, ; de G, qui est ouvert et fermé dans
G, ([8], 2.3); notons €, (ia*/W?) I'algébre des fonctions continues nulles & l'infini sur
ia*/Wg, et formons la C*-algébre produit croisé o/p ;=% (ia*/W?) KX R;; les représenta-
tions irréductibles de cette algébre sont en correspondance bijective avec les éléments de
Sp, 5» comme on le voit en appliquant la théorie de Mackey a op ;.

(c) La C*-algébre réduite de G est Morita-équivalente a la somme des diverses &p ;
([19], théoréme 9).

(d) Supposons, comme au théoréme 3, que W?  ={1}, formons le groupe produit
semi-direct H=AKR; ,, et notons T la représentation réguliére de R; , considérée
comme représentation de H; alors il est facile de voir que l'algébre de cohomologie
Ext}(T, T) est isomorphe a A*a*XxR;, donc a lalgébre de cohomologie
EXt;K(IP, s, v b3, V-

EXEMPLE

Prenons pour G le groupe SL(2, R) et pour P le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures; alors M est réduit a I et —I; on note 0 et 1 ses caractéres, 0 étant le caractére

- . . . . \ »a1z 1 0
trivial; on identifie a* 4 C en associant a tout vea} sa valeur sur I’élément (0 1>.
On se place au point v=0; alors W; ,=Z,.

Examinons d’abord le cas §=0. Alors R , est trivial et Wy ,=Z,; le théoréme 1
montre que
si n=0,1

1
dim Ext; ¢ (I, I) =dim A" a;":{ )
’ 0 sinon

mais que 'application T! est nulle; le théoréme 3 ne donne évidemment rien, mais on
peut montrer directement que tout élément de Ext] . (I, I) (resp. Ext} (I, I),) s’obtient
en dérivant une déformation (resp. une déformation unitaire) de I; mais le paramétre
par rapport auquel on doit dériver est v2 et non pas v.

Examinons maintenant le cas §=1. Alors Wy , est trivial, Ry ,=Z,; le théoréme 1
montre que

2 si n=0,1

dim Ext} (I, T) ={ 0 sinon;

le théoréme 3 s’applique; (a¥),, et (ia*),, s’identifient respectivement a C* et R*;
(a})ie/Rs,, €t (ia%);,/Rs, — a C*/{1, —1} et R%; les déformations mentionnées au
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340 A. GUICHARDET

théoréme 3 (v) sont formées respectivement de « séries principales non sphériques » et de
« séries principales unitaires non sphériques ».
PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DES THEOREMES (ajouté a la demande du rapporteur)

(a) On a des 1somorphismes successifs

Exty ¢ (I, )=H"(g, K; Hom (I%, I))
Vi
H" (p, Ky Hom (T%, 8 x (v+p) x 1))
K
H"(a, Hom,, g, (Ho(n, %5 y1, 8% (v+p)))
(i
Extg (v, v).

J, n’est autre que l'isomorphisme de Shapiro. J, s’obtient en écrivant la suite spectrale
de Hochschild-Serre pour I''déal n de p, puis en utilisant divers résultats de Hecht et
Schmid, Vogan, Zuckerman sur la structure des m+a-modules H (n, 1¥), et la nullit¢
des Ext” entre séries discrétes. Enfin J5 résulte d’un théoréme de Delorme sur la structure
du a-module dont on prend la cohomologie.

(b) Comme I est somme directe des I%, on en déduit des isomorphismes

Ext? (I, 1)
ih
H"(p, Ky; Hom(I, 8 x(v+p) x 1))
|
H"(a, Homy,, g\ (Ho (1, D)5, v+ 8 x(v+p)))
1%
C'®Re.v! @ Extly (v, v);

ceci démontre le théoréme 1 ().
(c) On a de plus des applications (associées au foncteur T: €, — €, ) :

T": Ext, (v, v)=A"a¥ - Ext; (I, I);

on a une formule explicite (3.7) pour 'application composée J, > T" on en déduit le
théoréme 1 (ii) qui affirme que T! s’obtient en dérivant des déformations, puis I'équiva-
riance de T" relativement a W; , opérant dans a} de fagon naturelle, et dans I par les
opérateurs d’entrelacements (prop. 1). Cette équivariance est la clef du théoreme 1 (iii),
si Pon se souvient en outre de ce que A (w) est scalaire si et seulement si weW{ ; la
démonstration compléte du théoréme 1 (iii) utilise aussi la forme explicite de I’application
J30J,0J, oT" donnée par (5.4).

(d) Le théoréme 2 est une conséquence facile du théoréme 1 et, pour I’assertion (v),
d’un lemme catégoriel démontré dans [12].
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GROUPES EXT" 341

(e) Théoréme 3: (i) est une conséquence facile du théoréme 1; (ii) de I’équivariance
énoncée a la proposition 2; (iii) est un calcul sans mystére; (v) résulte facilement de (iv).
Dans (iv), la partie difficile est la surjectivité de I’application

(0)irr/Rs, v — EXt;, k(L Do, ir/€*;

le lemme 8.9 la rameéne & un probléme combinatoire consistant a mettre certaines fonctions
sur un groupe Z’ sous une forme « canonique » — probléme qui ressemble beaucoup,
mais en plus difficile, a celui qui consiste a écrire un 2-cocycle sous la forme d’un cobord;
c’est ’'objet du lemme 8.10.

3. Description des isomorphismes de Shapiro

(3.1) Exty i (I% T) = Exty ¢, (I*, dx(v+p) x 1)
(3.2) Exty x (L, I) = Ext] g, (I, 8 x(v+p) x 1).

3.1. On notera L I'application «évaluation en 1» de I vers E;, soit L(f)=f(1), et
L* sa restriction a I*

3.2. LEMME. — Les applications L et L* sont des (p, Ky)-morphismes surjectifs.

Démonstration. — 11 est clair que ce sont des (p, K,)-morphismes; pour montrer que
L* est surjectif, il suffit de vérifier qu’il est non nul. Supposons donc L (f)=0 pour tout
f €I on aura, pour tout ge G

0=L(U@®).N)=f@E& "

donc f=0, d’ou contradiction.

3.3. On sait (¢f. [1], III.2.5) que l'isomorphisme de Shapiro (3.1) associe a tout
n-cocycle ®e Z"(g, K; Hom (I%, 1)) le n-cocycle @ défini par

(3.3) X, ..., X)=Le®(X,, ..., X,) VX, ...,X,ep
ou encore par

(3.4 ' (py, ..., p)=Lo®@y, ..., p,) Vpy, .., D,€P

3.4. Prenons en particulier un 1-cocycle ® « dérivée de déformation » de la forme

. d -
®(g)=—i— UP,S,v(t)(g)'UP.B,v(g) L
dt |o

’(3.4) donne

(3.5) @ (p)=—i{V'(0), logad.L
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342 A. GUICHARDET

pour p=maneP,; par suite, pour U=X+Y+Zep=m+a+n:
(3.6) ' (U)=—idVv'(0), Y).L.

3.5. CasoU @ EST DE LA FORME T™*(&) AVEC Ee A" a.

En vertu de [12] lemme 3, on sait que, pour Uy, ..., U,ep, U;=X;+Y;+Z;0on a
3.7 T™%&)'(Upy, ..., U)=<(& Yy, .05 Y, 0 LA

3.6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 (ii).

11 suffit de juxtaposer (3.6) et (3.7).

3.7. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.

En vertu de (1.1) on peut supposer n=1. Considérons une courbe v (t) vérifiant v(0) =v,
v/ (0)=¢&; introduisons les opérateurs d’entrelacement A,=Ap(w, 3, v(t)) ou weW;
vérifiant

(3.8) UP,S,w.v(t)(X)=At‘UP,8,v(t)'At_1 VXeg

et A=A (w) avec les notations du n° 1.3; posons Ag=(d/dt) |0 A, notons ® et @ les 1-
cocycles associés aux courbes v (t) et w. v(¢); dérivant (3.8) pour t=0, on obtient

O*(X)=—i.A;. U(X).Ag ' +A,. @(X). A +i.A;. U(X). A L. AG. Ap Y
comme A, permute & U(X):

D" (X)=A,.D(X). A5 +i[U(X), Aj.AgY]

d’ou
T!(w.E)=AW).TY(E).A(w)~ L.
4. Construction d’isomorphismes
Ext] (I 8x(v+p)x1) — H"(a, Hom,, g, (Ho(n, )5 4y 8% (V+p))).

4.1. On sait (cf. [1], 1.6.5) qu’il existe une suite spectrale (de Hochschild-Serre) vérifiant
(4.1) E%Z?=HP(m+a, K\; Hi(n, Hom(I*, 8 x(v+p) x 1))

= Ext} Km

(I, dx(v+p) x1).

Comme n opére trivialement dans 8x(v+p)x1, on a des isomorphismes de
(m+a, Ky)-modules

H?(n, Hom (T%, 8 x (v+p) x 1)) =Hom (H, (n, I¥), 8 x(v+p)).
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En vertu de [15], formule (2.29), le a-module H,(n, I*) est somme directe finie de sous-

modules propres généralisés que nous noterons H, (1, I¥),,, avec pea¥; sip # vona

HP?(a, Hom (H, (1, I¥),,,, v+p))=0 Vp=0;
donc, dans I’expression (4.1), seul intervient le terme en v+p, i.e.
EZ9=HP (m+a, Ky; Hom (H,(n, %), 8 x(v+p))).
En vertu de [15], 8.4.6 (voir aussi [6], proposition 7), on a
H/(n, I¥,,,=0 Vg>0;
donc la suite spectrale dégénére et on obtient

(4.2) Ext; «, (I% dx(v+p)x1) ~ H*(m+a, Ky; Hom (H, (1, %), 4, 8 X (v+p))).

p, Km

Ensuite le (m, Ky)-module H, (n, I),, , est somme directe de séries discrétes que nous
noterons & (résultat de Vogan cité dans [6], proposition 6); or, en vertu d’un résultat
non publié de Zuckerman et de Schmid, on a

H"(m, K,; Hom (&, §))=0
sauf pour &’ =39 et n=0; donc (4.2) devient

(43)  Extl g (I% 8 x(v+p) x 1) ~ H"(a, Hom,, ,, (Ho (1, P95, 4, 8% (v4+p)))

», KM
ou I’indice & indique le sous-espace isotypique de type 9.

4.2. CALCUL EXPLICITE DE L’ISOMORPHISME (4.3).

Partons d’un n-cocycle ¥ eZ"(p, K,; Hom (I* 6 x (v+p) x 1)); par suite de la nullité
de E%'? pour g > 0, on peut supposer que ¥(U,, ..., U,) est nul dés que 'un des U,
appartient a n; alors, du fait que ¥ est un cocycle, pour X;+Y,em+a,
Y(X,+Y, ..., X,+Y,) est nul sur n.I, donc définit une application de Hy (n, I¥) vers
8 x(v+p); enfin I'image ¥’ de ¥ par (4.3) s’obtient en restreignant ceci, d’'une part a
A"a, d’autre part a Hy (1, 1%); , .

4.3. CasoU ¥ EST DE LA FORME T™*(E)’ (notations (3.7)).

Le lemme 3.2 montre que L* passe au quotient en un (m+ a, Ky)-morphisme surjectif
Lr: Ho(n, 19, 4, > X (V+p);
(3.7) montre que I'image de T™ *(&)’ par (4.3) est donnée par
(4.9) T ()" (Y - Y)=(E Yy, ..., Y, 0. 10

5. Construction d’isomorphismes

H"(a, Hom,, g, (Ho (1, 1), . s 8 % (v+p)) — Extl (v, V).
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Nous poserons, pour simplifier les notations :
D=Hom,, g, (Ho (1, I");, y+4, 3% (V+p))
E=Hom,, «, (Ho(1, J¥);5 y+p 8% (V+p))
F=Hom,, g, (6, Ho (1, 195, y4p)-
5.1. STRUCTURE DU a-MODULE D.
On sait (voir [6], proposition 7) que I’application naturelle

HO (n, JX)S, v+p - HO (n> Ix)s, v+p

est un isomorphisme; donc les a-modules D et E sont isomorphes; d’autre part on a
évidemment

Ho(n, J9)5, 4, ~3Q®F
d’ou
E ~ Hom(F, v+p);
en vertu de [6], théoréme 2, on a
F ~(# ®,C,) ® C,=(Ind% C,) ® C,;
donc
(5.1) D ~ E ~ Hom(IndZ C,, C,).

5.2. IsomorpHISME H"(a, D) — Exty (v, v).

La relation (5.1) entraine
H"(a, D) ~ Ext" (Indg C,, C,);

comme o/ est un #-module libre, le lemme de Shapiro pour les algébres associatives
s’applique (cf. [9], proposition C.7) et donne
(5.2) H"(a, D) ~ Exty(v, v).

5.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 (i)

I1 suffit de juxtaposer les isomorphismes (3.1), (3.2), (4.3), (5.2).

5.4. CALCUL DE L'IMAGE DE T™*(£)”" (notations (4.4)) PAR L'ISOMORPHISME (5.2).

L’application L* de la formule (4.3) est un élément a-invariant non nul de D; par (5.1)
il devient un élément a-invariant non nul de Hom (Indj C,, C,), c’est-a-dire une forme
linéaire sur &/ de la forme P+ k* P(v) ou k* est un scalaire non nul; (4.4) signifie que
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Pélément T™*(E)”, transporté dans Ext"(Indg C,, C,), est le n-cocycle ¥ suivant :
Y(Yy, .- Y)(P)=k*(E Yy, .., Y,0 . P(V)

pour Y;eqa, Pe.o/; ¥ se prolonge en un cocycle ¥’ e Ext% (Indj C,, C,) donné par

Y (P, ..., PY)(P)=k*. (& P, ..., P,>.P(Vv)
ou (& Py, ..., P,> a le sens suivant: si & est un tenseur décomposé¢ &, A ... A&,
alors
5.3 CEPL . PY=Y & ((dP),, &1y - - . <(dP)y, gy -
SES,

L’¢lément W de Extj (v, v) qui correspond a W par (5.2) est donné par

"ll/,(Qh D) Qn)=\IJ,(Q1’ ) Qn)(l)
=k*<{EQp ..., Q) VQeZ

Finalement I'image T™*(&)”"" de T™*(&)” par (5.2) est donnée par

(5.4) T8 (Qp -+ > Q=K. (5§ Qy ..., QD

6. Démonstration du théoréme 1 (iii).

Montrons d’abord que Ker T"* contient le second membre; prencns donc & de la

forme & A ... AE, avec, par exemple, £,€V,; (5.3) et (5.4) montrent que, pour
Qs+ QER:
T"»X((\’;’)“’ (Ql, IR Qn)=kx‘ Z &s- <(dQ1)vs gs(l)>‘ .- <(dQn)v’ &s(u) >;
seS,

chacun des termes du second membre contient un facteur de la forme {(dQ)),, &,); la
forme bilinéaire sur ZxV, :

(Qi’ E.m) ind < (in)w &n >

est invariante par Wy ,, donc nulle.

Démontrons I'inclusion inverse, a savoir que si & appartient & A"V, et est non nul, il
existe Qy, ..., Q,e4% vérifiant <& Q,, ..., Q,> # 0 (on rappelle que k* est non nul).
Prenons une base Y,, ..., Y, de 'ensemble M des éléments de a invariants par WY ;

S, v

V, est le dual de cet espace A"V, est celui de A"M, donc il existe i; < ... < i, tels que
<&; Yi19 ) Yi,,> #07
enfin il est clair que les Y, appartiennent aas.
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7. Démonstration du théoréme 2.

(i) L’application T" est injective d’aprés le théoréme 1 (iii), et donc bijective pour des
raisons de dimension (théoréme 1 (i) avec R ,={1}).

(ii) résulte de la formule (1.1).

(iii) résulte du théoréme 1 (ii).

(iv) résulte de ce que Ext, (I, I) est le complexifié de sa partie hermitienne.

(v) Voir [12].

8. Démonstration du théoréme 3

8.1. DEMONSTRATION DU THEOREME 3 (i).

L’application T™* est injective d’apres le théoréme 1 (iii), donc bijective pour des
raisons de dimension (théoréme 1 (i)).

8.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3 (ii).

Fixons y, eR; , et écrivons

T™%: A"a¥ — Ext! o (I, ) = @ Ext? (I, P2);

X2
pour tout xef{s, w tout E€(A"a¥),, et tout weR; , on a, en vertu de la proposition 1

AW). T4 (E) =@ (x1 ' x2) W). T 41 (8);
x2

donc T™ 1 est en fait une bijection de (A" a¥), sur le sous-espace Ext] y (I*1, T**1),

8.3. LEMME. — On peut identifier Ext} (I, I) a I'ensemble des familles &=(&* *2) avec

1> X2 eﬁs,v et & 2e(A"a¥), ;1 ,,; dans cette identification le cup-produit devient

Eomyr =Y 15 A it

x3
enfin T" est donné par

T 2=, V{eA"a}

Démonstration :

(@) Le numéro 8.2 dit que pour tout ®eExt? g (I*, I*2) il existe un unique
Ee(APa¥),;1,, vérifiant T? () |,x1=d>; de méme pour tout WeExt? y (I*2, I*3) il existe
un unique ne(A?a}),;1,, vérifiant T?(n) |112="P; on a alors en vertu de (1.1)

T/(n)—~T* (&) =T*"*(n A )
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‘ d’ou
Y—®=T?*(n A §) .
(b) Soit maintenant @ et ¥ des ¢€léments de Ext? (I, I) et Ext? ¢ (I, I); on peut écrire

o= Y @ W=y Yo

X1 X2 X1, X2
d’apres (a) il leur correspond des éléments
G R2e(APa),r1,, MM 2e(A%af),11,,

auxquels il suffit d’appliquer la partie a).

8.4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3 (iii).

La famille & étant définie comme au lemme 8.3, il sera commode de poser
g =g i e(A"ay),
puis

Eu=) &e n"ak
4

autrement dit Ext} ¢ (I, I) s’identifie a 'ensemble des applications de Rﬁ,v dans A*a¥, le
cup-produit s’écrivant alors

(8.1) (E—mp =3 EL% Al
X2

X2 X

D’autre part le produit crois¢ A*a¥X R; , est 'ensemble des applications f de R; |,
dans A* a* avec le produit

(f*g)(W)=Z FW)Aw.gw ™! wy

définissons une application U de ce produit crois¢ dans Ext} ¢ (I, I) par

U= (q)=2 % (W).f (W)

soit encore

U =321 W).f W)y

un calcul facile utilisant (8.1) montre que
U/ * git=(U(f)—U @)
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8.5. LEMME. — Soient ® un élément de Ext} (I, 1) et & la famille associée ¢ ® par le
lemme 8.3; alors ® appartient a Extgl’ k(L D), si et seulement si pour toute partie I de RS, v
distincte de 5 et de R;_, il existe y, €J et x,€R, \J vérifiant 11 %2 £ 0,

Démonstration. — Comme les sous-modules simples I* de I sont deux a deux non
isomorphes, les sous-espaces de I stables par les U(X), Xe€g, et non triviaux sont

exactement les sommes directes @ I*, J # (J, ﬁsy »» si maintenant ¢ est un 1-cocycle de
xel

la classe @, ce sous-espace sera stable par les ¢ (X) si et seulement si @*1* *2 est nul pour
tous 3, €J, x,€R;, ,\J.

8.6. LEMME. — Un élément { de o} appartient a (X}, si ot seulement si, notanr [ la

a
composante de { dans (aY),, le sous-groupe T" de Rf,,v engendré par les y vérifiant { # 0
est égal a R , (V).

Démonstration. — Condition nécessaire : supposons I" distinct de Rs, » prenons y; €T,
xzeﬁa, I alors x1 ' x,€R;, I puis, d’aprés le lemme 8.3

T (R Cu_ Ly ™ 0
donc
TH() ¢ EXt;, k(L Dy

Condition suffisante : supposons-la réalisée et prenons J # (7, ﬁs, »» 11 existe y € f{s’ N
tel que x.J # J; par hypothése y s’écrit x,. ..y, avec {, # 0; donc il existe i tel que
x:-J # J, donc il existe " €J tel que ¥ =1y, x’ef{s, \J; enfin

Tl (C)X’v v =Cx" 1 X’ =Cm # 0’

8.7. LEMME. — L’application
(af)irr/RS, v - Ext;, K (I7 I)O, irr/(g*
est injective.
Démonstration. — Prenons {, ne(a¥),,, Ue%* et supposons que I'on ait

(8.2) T'(m)=U.T'(). U™}

on doit montrer que n appartient 4 R; .. L’opérateur U a des composantes u () e C*
dans les divers I* et on peut supposer que u(1)=1; (8.2) s’écrit

THm)* e 2 =(u(x,)) ™ uxy). TH QM »2

(*) Ou encore si et seulement si le stabilisateur de { dans Ry, est trivial.
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ou encore

(8.3) M=) " u (0 G

il suffit maintenant de montrer que u est un caractere, car alors il sera de la forme
u(x)=<x w) avec weR; .. Notons E I'ensemble des i, vérifiant

u(xy 0 =u) - u Vo

il est immédiat que E est un sous-groupe; (8.3) montre qu’il contient les y pour lesquels
€, # 0; le lemme 8.6 montre enfin que E=1A{5, "

8.8. DEMONSTRATION DE LA SURJECTIVITE DE L’APPLICATION
(0¥)iee/Rs, = Exty ¢ (L, Do, i1,/ €.
En utilisant les notations de 8.3 on doit montrer que si une famille
E=(E""%2), x4, X2 € Rs. w GF %2 E(a:‘)xfl %2
vérifie les deux conditions suivantes :

(©) YE3 A R=0  Vy,, %,
x3

(C’) pour toute partie J de IA{&V distincte de J et de IA{S, » 1l existe ¢, €], xzeﬁa, N\J
vérifiant £¥1**2 3 0 alors il existe des familles (C,), (u,) telles que

¢, e(a¥),, u,eC* g "2=ux‘11.u12‘§x1-1 o

La démonstration de cette assertion sera divisée en deux lemmes; nous écrirons pour
alléger les notations A au lieu de ﬁs, wa b, ..., x 2z ... aulieude ¥, A5 gy - - -5
E au lieu de a*.

8.9. LEMME. — On se donne :

— un groupe A isomorphe a une puissance de Z,;

— un espace vectoriel complexe de dimension finie E;

— une décomposition en somme directe E= @ E, ou certains E, peuvent étre nuls;
aeA

— une famille (x, ,) avec a, be A, x, ,€E,, vérifiant les conditions suivantes :

(C) pour toute partie J de A distincte de (J et de A, il existe aeJ, be A\J vérifiant
X570

(©) Y Xa 5 A Xy =0  Va,ceA.
b

Alors il existe des éléments y,€E, et une fonction complexe f sur A x A vérifiant les
conditions suivantes :

— Xo5=1(a, b).ya

— f(a, b).f (b, ¢)=f(a, abc).f (abc, c) Va,b, c.
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Démonstration :
(@) Ona:

(8.4) Xas A X o=0 Va,b.

En effet la condition (C’) avec a=c donne )’ x, , A x, ,=0; mais x, , et x, , appartien-
b

nent & E,, et la somme ) A* E,, est directe; d’ou 'assertion.
b

(b) On a
(8.5) Xa b A Xp o+ Xg abe A Xgpe, o =0 Va,b, c.

En effet si a=c cela résulte de (a); supposons donc a # c; dans la condition (C’) on
peut grouper les termes en b et en abc :

xa, b A xb, c + xa, abc A xabc, c € Eab A Ebc;

la somme Y E,, A E, obtenue en prenant un seul élément de chaque couple (b, abc) est
b

directe; d’ou I’assertion.
(¢) On a

(8.6) Xg a=Xp 4 Va.

En effet notons J ’ensemble des a ayant cette propriété et supposons J # A; d’aprés
la condition (C) il existe aeJ, ce A\J tels que x, , # 0; écrivons (8.5) avec b=a:

(xa, n_xc, c) A xn, c:O’

X4, 4— X, . €t X, . sont non nuls et appartiennent respectivement a E, et E
intersection nulle; d’ou contradiction.

qui ont une

ac>

(d) Montrons que pour tout b # 1 les éléments x, ,, sont tous proportionnels, et en
outre tous nuls ou tous non nuls.

Montrons d’abord que x; ,,=0 pour un d implique x, ,=0 pour tout a; notons J

I’ensemble des a ayant cette propriété et supposons J # A; il existe aeJ et ce A\J tels
que x, . # 0; écrivons (8.5) en remplagant g, b, ¢ respectivement par g, ¢, bc:

(87) xa,c A xc, bc+xa. ab A xab. bc=0;

comme ael, x, ;,=0; comme ceA\J, x, , #0; puis x, . €E,, x. ,€E,; comme
Xqap=0# X, .0n ac#ab, dou b # ac, E,, et E, ont une intersection nulle, x, . A x
est non nul, ce qui contredit (8.7).

¢, bc

Montrons maintenant que si x, , est non nul, x, ., lui est proportionnel pour tout g;
notons J I'ensemble des a ayant cette propriété et supposons J # A; il existe aeJ et
ceAN\J tels que x, #0; écrivons (8.5) en remplagant a, b, ¢ respectivement
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par a, ab, bc:
(88) Xa,ab N Xab, be =Xc,be N Xa, >

d’apres (a), x,, , est proportionnel 4 x, ,,, donc non proportionnel a x_ ., ce qui implique
¢ # ab, donc b # ac; E, et E,. ont une intersection nulle; dans la relation (8.8) x, ,, et
X, ». sont dans E, et non proportionnels, x,, ;. €t x, . sont dans E,, x, . est non nul;
cela contredit (8.8).

(e) Posons
Aj={a]|xys,#0Vb};

pour ae A\A, on posera y,=0, f (b, ab)=0 Vb; pour acA, on posera y,=x, , et on
définira f (b, ab) par x, ,=f (b, ab).y, il sera alors clair que f et les y, vérifient les
conditions de I’énoncé.

8.10. LEMME. — On se donne un groupe A isomorphe a une puissance de Z, et une
fonction complexe f sur A x A vérifiant les conditions suivantes :

(C) pour toute partie J de A distincte de (J et de A, il existe xeJ et ye AN\J vérifiant
S0 #0

(2 FG ). f 0, 2)=f(x, xy2).f (xyz,2)  Vx,p, z€A.
Alors il existe des fonctions complexes g et h sur A vérifiant
g)=1, g@#0 Vx, f(x,»)=gx)"".g().h(xy).
La démonstration est donnée en Appendice.
8.11. DEMONSTRATION DE LA SURJECTIVITE DE L’APPLICATION
(ia*);e/Rs,, > Ext} « (1, Do 4 e/ 6"

Du fait que T! est C-linéaire et que T* (&) est hermitien lorsque & eia*, il résulte que
I'on a

TH(O)*=T'(-9),

puis qu’une famille § (avec les notations du lemme 8.3) représente un élément hermitien
de Ext;, « (L, I) si et seulement si ’'on a

F’Xl’ 12 — _..{;lzv X1,

Ensuite, avec les notations du lemme 8.9, si x, ,= —m, on peut choisir les y, dans
ia*; alors f(a, b)=f (b, a); enfin, avec les notations du lemme 8.10, il suffit de montrer
que si f vérifie cette relation, g est de module 1 et h est réelle; or on a

0= f(xs y)f(y9 x)=h(xy)2
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d’ou résulte que h est réelle; pour montrer que g est de module 1, on remarque que
g | [g O] [hCew) =] f . D |=]F 0, D)= " |8 @) |- | h(xp)|

d’ou |g(x)|=|g(»)| si f (x, y) # 0; enfin on applique la condition (C,) en prenant pour J
ensemble des x vérifiant |g (x)|=1.

8.12. DEMONSTRATION DU THEOREME 3 (V).

En vertu du théoréme 1 (ii), tout élément de la forme T!(£) avec e a* s’obtient en
dérivant une déformation Uy 5, alors tout élément de la forme S.T!(8).S™! avec
Se®* sobtient en dérivant la déformation S.Up 5 ,(-S™'. Supposons maintenant
Eeia*; alors on peut prendre v (t) = ia* et Uy ; ,(, Sera unitaire; enfin on peut supposer
S unitaire, alors S. Up 5 , - S~ ' est aussi unitaire.

APPENDICE

Démonstration homotopique du lemme 8.10
par J. Soto-Andrade

1. TRADUCTION DU LEMME 8.10 EN TERMES DE GRAPHES DE CAYLEY

Soit f une fonction vérifiant les hypothéses du lemme 8.10.

LEMME 1. — Pour chaque ueA, posons A,={(x, xu) | xeA}. Alors Supp f=U A,
ues
pour une certaine partie S de A.

Démonstration. — Supposons f (x, Xou) # 0. On veut montrer que f (y, yu) # 0 pour
tout yeA. Posons J={zeA | f (z, zu)=0}. Alors J & A car x,¢J. Si J # &, on aurait,
par (C), f (x, y) # 0 pour xeJ, ye A—1J convenable. Mais alors, par (Z), il s’ensuit que

0=f(x, xu) f (xu, yu)=f (x, y) f (v, yu) # 0,

d’ou J=F, comme voulu.
CQEFD.
Notons G, le graphe d’ensemble de sommets A, dont les arétes sont les parties a deux

éléments {x, y} = A telles que f(x, y) # 0. Il est alors clair que I’hypothése (C) sur f
équivaut a chacune des conditions suivantes.

(C) le graphe G, est connexe;
(C”) la partie S engendre le groupe A.
On peut donc reformuler le lemme 8.10 comme suit.

Lemme 8.10 bis. — Soit A un groupe isomorphe a une puissance de Z/2Z et S un
ensemble générateur de A. Soit f une fonction complexe jamais nulle sur I'ensemble ag des
arétes du graphe de Cayley orienté Gg de A associé a S, telle que

(Z2) f(x, xu) f (xu, xuv)=f (x, xv) f (xv, xvu) (xeA, u, ves).
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Alors il existe une fonction complexe h sur A et une fonction complexe (jamais nulle) g sur
S telles que

f(x,y)=g—‘y)h<3> ((x, )eay).
gx) \x

Rappelons que le graphe de Cayley orienté Gg de A associé a S a pour ensemble de
sommets, 'ensemble A, et pour ensemble ag d’arétes, ’ensemble des (x, y)e A x A tels
que (y/x)eS.

Il sera commode de reformuler encore notre lemme a I’aide des notations suivantes.

Pour a=(x, y)€as, on appelle type de a et 'on note t(a), 'élément (y/x)€S. Pour une
fonction complexe jamais nulle g sur A, on pose

@) )=22  (x yeA).
g(x)

On désigne par & le groupe multiplicatif de toutes les fonctions f: ag — C* vérifiant (Z)
et par 4 le groupe multiplicatif de toutes les fonctions complexes sur ag qui sont de la
forme (dg).(hot),oug: A>C et h: S—>C™.

1l est clair que # = Z. Il s’agit de démontrer que & = B, d’ou X =24.

2. SCHEMA DE LA DEMONSTRATION DE & < 4.

L’idée de la démonstration est de décomposer f € & en parties symétrique et antisymé-
trique, au sens suivant.

Pour toute fonction complexe f jamais nulle sur a5, on pose
7 Y
Jx =0, x) (;ES>

et
fr=r5h =17

Il est clair que si f€Z, alorsil en est de méme de f, f+, f~ et f2=f*.f".

Pour f € %, on établit ci-dessous que f *, f ~ €4, d’ou %€ A. Autrement dit, on prouve
que Z%e 4. Comme il n’est pas clair a priori que Z?= %, on remarque que, évidemment,
B*=% et donc que Z2=42% On est ainsi ramené au cas f2=1, ou I'on achéve la
démonstration par une analyse directe, en se ramenant tout d’abord au cas symétrique.

3. DEMONSTRATIONDE : feZ = f e A.

LEMME 2. — Pour tout feZ, on a
S, xu) f (xu, x)=f (v, yu) f u, )~ (x, yeA, ueS).
Démonstration. — Pour xe A et seS quelconque, on a, par (Z),

S (x, xu) f (xu, xus)=f(x, xs) f(xs, xsu)
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et aussi

f (xu, xus) f (xus, xs)=f (xu, x) f (x, xs)

[, xu)  f(xs, xsu)
fxsu, xs)  f(xu, x)

(xeA, u, se8),

c’est-a-dire
f(x, xu) f(xu, x)=f (xs, xsu) f (xsu, xs) (xeA, u, se8).

Comme tout yeA s’écrit y=xs,...s, pour s, ..., S,€S convenables, le lemme
s’ensuit aussitot.

C.QF.D.

COROLLAIRE. — Pour tout fe %, on a
[T =hot
pour une fonction h: S —» C* convenable. En particulier f+ € 4.
4. DEMONSTRATIONDE: feZ =~ € 4.

DEFINITION. — Si y=(X, ..., X,) (00 (X;, X;1{)€as, 1 £i < n—1) est un chemin quel-
conque dans le graphe de Cayley Gg et @ est une fonction complexe sur ag, on pose

6(Y)=¢(x1a X3) @ (X2 X3). - - @ (X, 15 X,)-
Remarque. — Pour feZ on a
f(x, Xu, Xuv) =7 (x, xv, xvu) (xeA, u, vel),

ce qui peut s’interpréter comme une propriété d’invariance par certaines déformations de
chemins. Cette propriété suffit en fait a entrainer des propriétés d’invariance plus générales
(¢f- lemmes ci-dessous).

LEMME 3. — Soient sy, s,, ..., S,€S tels que s:=s,...s,€S et soit e Z. Alors on a,
quel que soit xeA,

@ (X, XSyy XSy Sz o vy XS, X)=Q(XS1- . .S XS1- o Sjp1s oo o5 XSqe . 8_1)

= (xs, XSy« Sy « - -5 X, XS)

pour 1 <i<m.

Démonstration. — 11 suffit de remplacer successivement le facteur ¢ (xs, x, xs,) par
@ (xS, XSy. . .8y XS1), O (XS5. . .S, XSy, XS; S,) par @ (XS,. . .S, XS3.. .5, XS;S,), et ainsi
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de suite, jusqu’a @ (xs,, XS;. . .S, _, XS) par @ (xs,, x, xs), & laide de la propriété (Z).
' CQFD.

LEMME 4. — Soient sy, ..., s,€S tels que s:=s,...s,€S et € Z. Alors on a
QO (X, XS1, XS1 825 <« o5 XS, X)=Q(X, XS, XS1. . .Sp_1s -« > XS, X)

quel que soit xe A.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3, on a
Q(X, XS15 ooy X)=Q (X, XS, XSp. « .Sy - « +5 XSp X).

Or, par des applications successives de (Z), on obtient

O(XS, XSp. « < Spy XSz« « o Spy XSpy X)=Q (XS, XSy . - Spy_ 1> XSz« - Sp_15 « « =» XSpy_15 X)
=@ (XS, XSg+ - «Sp—1> XSq+« -Sm—2> X532+ + -Sp_25 « + +5 XSpp_25 X)
=@ (XS, XSq. . Spy_1> XS1- -« -Sp2s -« +5 XS1, X).
C.QFD.

LEMME 5. — Pour f €%, la fonction T~ vaut 1 sur tous les lacets du graphe Gy et par
conséquent, pour tout x, yeA, f~ (y)=F ~(Y) quels que soient les chemins y et Y’ joignant
x a y dans Gg.

Démonstration. — Le lemme 4 montre que si d=(xg, X, - - ., X,,» Xo) €st un lacet dans
G, alors f (8)=1(5), ou & désigne le lacet opposé a 8, autrement dit

f (o x0) f(x15 X3) e o o f (s Xo) =S (X5 Xpu) - - S (X2, X1) f (15 Xo),
C’est-a-dire
]_ @)=f" (x0» X)) f~ (x15 X2)- - - f ~ (Xpus X0)=1,

comme voulu. Enfin, si y et v sont deux lacets dans Gg joignant x a y, il suffit de
remarquer que 5=1v’7 est un lacet en x et par conséquent

1=7- =" M7 ®O=T" T "
C.QF.D.
COROLLAIRE. — Pour fe %, on a f~=0g, oii g: A —C* est définie par
gX)=7"(m (xeA),

ot y est un chemin quelconque dans Gg joignant I'élément neutre e de A a x.

En effet, il suffit de remarquer que, g €tant bien définie en vertu du lemme 5, on a,
pour (x, y)eag et un chemin quelconque y=(e, ..., x) joignant e et x dans Gg,

7_(‘3, cees X y)=]_(x’ ),
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C’est-a-dire
g =g f~ (x, ),

comme annonce.

5. REDUCTION OU cas f2=1.

Si feZ, on a, d’aprés les corollaires ci-dessus,
[P=fT.f"=(he7).(%),

pour h: S—» C* et g: A - C* convenables.

Comme évidemment h (resp. g) admet une racine carrée b’ (resp. g’), on a
f=lW-1).(0g)].&, ou &: ag—>{+1} et eeZ.

Pour prouver que fe4, il suffit donc de vérifier que €€ . On est ainsi ramené au
cas feZ, f2=1.

6. REDUCTION AU CAS f2=1 et f=F.

Soit fe %, f2=1. D’aprés le lemme 2, on aura
f, x)= 8;( )f(x,Y)

pour toute aréte (x, y)eag, ou le signe €,(y/x) ne dépend donc que du type (y/x)eS de
Paréte (x, y).

LEMME 6. — Fixons une base B de A contenue dans S. Alors pour chaque be B il existe
une fonction ¢,eAB, (¢,)>=1, telle que &,, vaut —1 sur tous les éléments de S dont
Pexpression réduite relative a la base B contient b et vaut 1 ailleurs; en particulier
€y, (0)=1 pour b’ # b (b’ €B).

Démonstration. — On pose @, :=(0g,).(h,° 1), ou g, (resp. h,) est la fonction complexe
sur A (resp. S) qui vaut i sur les xe A (resp. seS) dont I’expression redulte par rapport
a B contient b, et vaut 1 ailleurs.

C.QF.D.

LeMME 7. — Si feZ%, f2=1, alors il existe 9B, ¢>*=1, telle que f':=f. ¢ soit
symétrique.

Démonstration. — On pose = []| ¢,, o0
beBf

B, ={beB | ¢, (b)=—1}.
Il est clair que €, (b)=¢,(b) &, (b) &, (b)=¢,(b) I1 €4, (b)=1, pour tout be B. Montrons
b’ eBf

maintenant que €, (s)=1 pour tout seS.
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Soit s=b,...b,eS. Considérons le lacet y=(e, by, by by, ..., by...b,_1, 5, €) en
ecA. D’aprés le lemme 4, on a ' (y)=7"(y), Cest-a-dire

f'(e; by) f7(by, byby). . .f7(s, )=f"(e, 5) f'(5, by. . .bp_y)...["(by, ©);

comme g, (b)=1 quel que soit beB, il s’ensuit que f’ (s, &)=f"(e, 5), d’ou &, (s)=1,
comme voulu.
C.QFD.

~,

On est ainsi ramené au cas feZ, f2=1, f=Ff.

7. DEMONSTRATIONDE : f€ %, f2=1, f=f= feA.
Soit donc fe %, a valeurs 1 ou —1, telle que f (y, x)=f (x, y) pour tout (x, y)€ ag.

Considérons le graphe de Cayley Gy de A associé a la base B de A. Des applications
successives de la propriété (Z) entrainent aussitot que, pour x, y,€A, on a

=7

quels que soient les chemins y et y” joignant x a y dans Gg.

LemME 8. — Il existe g: A — C* telle que f.(0g) ! vaut 1 sur le sous-ensemble ag de ag.

Démonstration. — 1l suffit de poser
g)=7y)  (xeA),

ou y est un chemin quelconque dans ag joignant e & x. Alors f et dg coincident sur ag.
C.QF.D.
On est ainsi ramené au cas ou f=1 sur ag.

LEMME 9. — Soit fe & telle que f2>=1, f=fet f=1 sur ag. Alors f=ho1, oti h: S - C*.

Démonstration. — Soient seS et xeA. On a a montrer que f (e, s)=f (x, xs). Or
x=b,...b,, pour by, ..., b,eB convenables. A 'aide de (Z), on obtient

f(e by) f(by, bys)=f (e, 5) f (s, sby)
f(by, by by) f_(b1 by, by by s)=f(by, bys) f(bys, by sz)_
fb;.. .bm_i, x) f(x,xs) =f(by...by,_q, by.. .bm_zls)f(bl. ..b,_1s, xs),
d’ou
S (e, 5)=f(by, by s)=f (b1 by, by bys)=...=f(x, xs),

puisque f=1 sur ag.
CQFD.

On a ainsi achevé la démonstration de & < 4.
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