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INTERACTION D'ONDES SIMPLES POUR DES
ÉQUATIONS COMPLÈTEMENT NON-LINÉAIRES

PAR S. ALINHAC

Introduction

Dans cet article, nous décrivons les singularités C00 de solutions d'équations (ou de
systèmes) complètement non linéaires, de la forme

F(x, u(x\ . . ., 8^u(x\ . . .)=0, |a|^m,

dans un ouvert Qc=(R", n quelconque.
Plus précisément, t étant une coordonnée représentant le temps, on décrit les singularités

de u dans le futur Q+ connaissant ces singularités dans le passé Q_(Q+=QO(± t>0) )
ou à l'instant î==0 : on se limite pour cela aux configurations les plus simples, en
supposant en outre la solution u considérée déjà assez régulière (MeH^^ÎÎ), s>n/2 au
moins), et l'opérateur linéarisé de F hyperbolique.

Dans le cas des équations (ou systèmes) semi-linéaires, c'est-à-dire de la forme

P(x, D^)M=G(X, u(x\ . . ., 8^u, . . .), |a|^m-l,

de nombreux travaux sont disponibles : M. Béais [7], Bony ([8] à [13]), P. Gérard
[15], Godin [18], B. Lascar [19], Leichtnam [20], Meirose et Ritter [2l], G. Métivier [22],
Rauch et Reed ([25], [26], [27]), Sablé-Tougeron [28].

Dans le cas général, en revanche, peu de choses sont connues : P. Gérard [15] dans le
cas analytique, P. Godin ([16], [17]) pour la dimension deux, Alinhac ([3], [4]),
Chemin [14].

Les théorèmes que nous présentons ici supposent la solution u (resp. les données de
Cauchy) C°° hors d'une ou plusieurs hypersurfaces caractéristiques dans le passé (resp.
C°° hors d'une hypersurface F de { t = = 0 }), et établissent que u est C°° dans l'avenir (resp.
dans l'ouvert) hors d'un nombre fini de surfaces caractéristiques, qui sont elles-mêmes
C°° hors de leur intersection (resp. hors de F) : les énoncés précis font l'objet du
paragraphe 1.

Le plan de l'article est le suivant :
Au paragraphe 1, on énonce les résultats principaux, en utilisant uniquement la notion

simple de distribution conormale par rapport à une hypersurface C°°.
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92 S. ALINHAC

Au paragraphe 2, on fait une théorie des espaces de distributions conormales définies
par l'action de champs peu réguliers, et du calcul symbolique pour des opérateurs à
coefficients dans ces espaces. Ce paragraphe est auto-contenu, et nous espérons que les
espaces qui y sont discutés se révéleront utiles dans d'autres applications (solutions striées,
etc.).

Au paragraphe 3, nous explicitons les constructions du paragraphe 2 dans des cas
particuliers (distributions conormales par rapport à une ou deux surfaces peu régulières,
etc.).

Au paragraphe 4, nous précisons les propriétés des distributions conormales associées
à une configuration Z de m hypersurfaces Ŝ . peu régulières se coupant selon une arête F
de codimension 2 (qui sont celles dont on a besoin ici).

Au paragraphe 5, nous considérons des configurations Z dont les surfaces 2 .̂ sont
caractéristiques pour un symbole p (x, Ç) : hous établissons un lien entre la régularité des
coefficients de p et celle des surfaces 2 .̂ et de l'arête F.

Au paragraphe 6, on étend aux distributions conormales les théorèmes usuels de
propagation des singularités W pour des solutions d'équations hyperboliques.

Enfin, le paragraphe 7 précise les preuves des théorèmes.

1. Résultats principaux

Soit QaO un ouvert de IR"(n^2) où la variable (.y, t) (teR) est notée x; on pose
Q±=on{±(>o}.

Soit F une fonction réelle C°° de ses arguments, et ueîî^Ç^Ï) une solution réelle
dans Q de l'équation

F(x, u(x\ . . ., u^(x\ . . .)=0, î Î u, |a|^m.
ôx9

On suppose dans tout l'article s>n/2, ce qui implique que H^ est une algèbre, et
l'équation a un sens.

Soit
<9F

P(^Q= Z ^(x,u(x),...,i^(x)....)^

le symbole principal de l'opérateur linéarisé de F sur u : on suppose les surfaces t==Cte
non caractéristiques pour p.

On rappelle la définition [9] des espaces H^^S), lorsque S est une hypersurface C°°
(seR, ke^) :

Hf^ (£) = { u e H^ (t2), Z,. . . Z,u € H^ (i2), ^ k,
pour tous Z, champs tangents à 2 à coefficients C°°}.

Les deux premiers théorèmes décrivent l'interaction de deux ou plusieurs « ondes
simples ».
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INTERACTION D'ONDES SIMPLES 93

THÉORÈME 1 (interaction de deux ondes simples). — Soit ueîî^ÇSÏ), 5>(n/2)+4, une
solution dans Q de F(x, . . ., ^(x), . . . )=0.

Soit (Si, . . ., 2^) m hypersurfaces de classe C1 s^ coupant le long de F, d^ codimension 2,
Fcrîi.,., ^ Jeux d deux transverses.

Nous faisons les hypothèses suivantes :
(H 1) Le domaine t2+ est d'influence de t2_ pour p (c'est-à-dire que toute caractéristique

de p issues de SÎ+ rencontre î2_).
(H 2) Les hypersurfaces 2y sont caractéristiques pour p, et les caractéristiques de p issues

des normales aux 5 -̂ en des points de F sont transverses à F.
(H 3) Dans Q_, Z^ et £3 sont coc» ^ M est c00 tor5 de E! U^; A? /^us, localement

près de Z,(i= 1, 2), on suppose ueïî8^ 00 (£,).
L^s singularités de u dans Sî peuvent alors être décrites de la façon suivante :
(i) F est C00.
(ii) Les surfaces 5^ et £3 sonî C00 hors d^ F, ainsi que les surfaces « sortantes »

y+ y+
^3 » • • • » ^w •

(iii) La solution u est C°° hors de Si U ^2 U ̂  U . . . U 2;.
(iv) Localement près de 2,\F ( f= l , 2), MeH^' "(Z,).
(v) Localement près de E,+\^0•^3), i^H^ ^(E,), où r==s+5-(n/2)-l. •

Lorsque plus de deux ondes simples interagissent, on se limite au cas (peu réaliste) du
théorème 2.

THÉORÈME 2 (interaction de plusieurs ondes simples). — Considérons la situation du
théorème 1, avec les hypothèses (H^) et (H^), Fhypothèse (îî^) étant remplacée par la
suivante :

(Hy Dans Q_, 2^ (i= 1, . . ., w) est C°°, et u est C°° hors de £1 U . • . U 2m; ̂  /^s,
localement près de S; ( f= 1, . . ., m), ueH^"*'00 (S»).

L^5 singularités de u dans Q peuvent alors être décrites de la façon suivante :
(i) restC00.

(ii) Les surfaces 2, 5onî C°° hors de F (i= 1, . . ., w).
(iii) La solution u est C°° tors ̂  £1 U . . • U^m-
(iv) Localement près de £,\F (i = 1, . . ., w), u e H^'00 (Z,). •
Ces deux théorèmes généralisent celui de Bony [9].
Le troisième théorème concerne le problème de Cauchy.

THÉORÈME 3 (problème de Cauchy à données conormales).—Soit ueîî^ÇQ),
s > (n/2) + 5, une solution dans Q de

F(x,...,M<a)(x),...)=0.

Soit F une hypersurface C00 de œ= {1=0} 0 îî.
Nous faisons les hypothèses suivantes :
(H 1) Le symbole p est strictement hyperbolique dans Q par rapport aux surfaces t=Cte,

et 0± sont des domaines d'influence de œ.
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94 S. ALINHAC

(H2) Pourj=0, . . ., m-1, D^^eH^-^-(F).
Les singularités de u dans Q peuvent alors être décrites de la façon suivante :

(i) Les surfaces caractéristiques Z^, . . ., S^ issues de F sont C°° hors de F.
(ii) La solution u est C°° hors de Si U • . . U ̂ m-

(iii) Localement près de Ef\F (i = 1, . . ., m), u e H^' °° ( .̂). •
Ces énoncés appellent quelques remarques :
1. Pour ne pas alourdir, nous avons omis les énoncés correspondants pour des systèmes,

qui ne présentent pas de difficultés.
2. Les conditions « techniques » s>(n/2)+4, s>(n/2)+5 (Cauchy) peuvent être affai-

blies pour des équations de type spécial : on prendra seulement s>(n/2)+3, s>(n/2)+4
(Cauchy) dans le cas quasi linéaire, etc.

3. Lorsqu'on dispose d'un résultat d'existence de solutions du problème de Cauchy
dans les espaces de Sobolev, comme par exemple dans le cas d'équations ou de systèmes
quasi linéaires, on peut le combiner avec le théorème 3 pour obtenir une description de
la solution près de { î=0} , car l'hypothèse (H 1) se vérifie alors à l'aide des traces de u.

4. Dans le plan (n=2), on peut établir facilement les résultats correspondants aux
théorèmes 1, 2, 3 dans les espaces de fonctions Hôldériennes, grâce au résultat de [6].

5. Nous ne savons pas si des hypothèses plus fortes sur u dans le passé (par exemple,
« piecewise smooth ») impliquent la régularité correspondante dans l'avenir (voir cepen-
dant [24]); en revanche, il semble que l'hypothèse « u conormale » soit la plus faible qui
garantisse la régularité des surfaces caractéristiques hors de F (des exemples simples
montrent qu'on ne peut espérer, en général, des surfaces régulières partout).

Notons enfin que la méthode de preuve permet d'obtenir en fait un résultat beaucoup
plus fin :

(i) une hypothèse de régularité limitée du type « MeH^^^) » dans le passé implique
la régularité correspondante des surfaces Z, et de u dans l'avenir.

(ii) On connaît le comportement des surfaces S, et de la solution u près de F, en
termes d'espaces de distributions conormales qui sont assez compliqués à décrire (§§ 2,
3,4).

Le lecteur trouvera les énoncés précisés au paragraphe 7.

2. Espaces de distributions conormales définis à Paide de parachamps

Pour une construction un peu analogue dans un autre contexte, voir [14].

2.0. NOTATIONS. — Dans tout l'article, nous utilisons les notations des articles [8] de
Bony et [2] d'Alinhac, que nous rappelons très brièvement :

(a) Les espaces de Sobolev (sur R") sont notés H5 (norme | . [J, les espaces de fonctions
Hôldériennes C0, o^Z (norme || . p. Lorsque CTGZ, (T^O, C° désigne l'espace construit
à partir de la classe de Zygmund CHc (comme dans Meyer [23]), et || ||o désigne la norme
uniforme.
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INTERACTION D'ONDES SIMPLES 95

(b) Pour opérer les « décompositions en couronnes dyadiques » (de Littlewood et
+00

Paley), on utilise des fonctions (po, (p vérifiant l=(potë)+E q^"^), et, pour
j=o

uey (tR"), on pose

+00

Vu= E u^ M_i=SoM=cpo(D)M, ^=cp(2-PD)M,
p=-i

s^= "Z «,.
î=-l

Les espaces C° (o^O) sont alors caractérisés par

IMo^2-^.

(c) Le spectre de u est le support de û. On suppose le lecteur familier avec les techniques
de localisation spectrale dans des « couronnes » ou des « boules », telles qu'elles apparais-
sent dans les articles cités; on désignera génériquement par c la couronne

c^^e^^^^cl^1},
t c J

la constante c prenant diverses valeurs suivant le contexte, et par B la boule

B^çer.l;;!^^1}.

(d) Pour un difféomorphisme 7 : ûi -̂  de classe C^l(p>0), j* désigne un opéra-
teur de paracomposition associé à ̂  au sens de [2]; lorsque uç:^(fi.^, on peut prendre

X*M=^[\|/(M^°^, où \|/eC?(Oi), \|/=1
p

au voisinage de ^(Supp ù), [ ]p désignant une «recoupe» spectrale au voisinage
d'une grande couronne c .

2.1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS. - 2.1.1. Les espaces C^(V^). - Soit a>l, et V un
C^-sous-module de C?oc(û, TQ), le module des champs Z, définis sur Q (ouvert de R"),
à coefficients C^c(û).

Posons C^^C^CU^ et supposons définis les espaces C^(^) pour
l^k-1; pour définir ̂ (^ on fait sur ̂  l'hypothèse supplémentaire (pour un certain
k^ 1, fixé) : (P^-i) les coefficients des champs de i^ appartiennent à C;^"1^).

DÉFINITION 2.1.1. — Pour 1 - a < e ̂  a, on pose

CîocW^^Cfor'Cn VZe^, Zî^C^-1^)}.

On note que Zu est bien défini dans ^'(Q), et que C^W est une algèbre pour O^e^a.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



96 S.ALINHAC

On suppose de plus, dans toute la suite, que V est de type fini au sens suivant :
(TF) II existe une famille finie Z,(l^j^N), Z.e-T, telle que pour tout Ze-T, il existe

N

des a.eC^1^-1^) avec a,Z,e-T et Z= ^ a,Z,.
j=i

2.1.2. L<?5 résultats. - Dans ce chapitre, on va construire, pour une collection "F
donnée satisfaisant, pour un k ^ l et a>l, les conditions P, j^-i et (TF), des espaces
Hîo^(^) et C^(^) (0^!^fc, 5eR, oeIR, CT^O), qui jouissent des propriétés suivantes :

(i) Pour ;=0,H^°er)=HUû), C^°(^)=C^(Q).
(ii) Pour aeC^(^), e>0, et ueH^(^), le paraproduit T^u (voir Bony [8]) est « bien

défini » module H^6'^), et T,ueH^(^). De même si ueC^OQ.
(iii) Pour l-a<£^oc, e^O, C^(^)=C^(^).
(iv) Notons ̂ (C^'r)) (e>0, e^^J) l'ensemble des symboles l(x, Q qui s'écrivent

l(x, Q=l^(x, ^)+^-i(x. y+. . . +^](^ ̂

où l^-q(x, !,) est homogène en ^ de degré m-4, C00 en Ï, (hors de 0) et de classe
Qoc^' ^ (^) en x (voir Bony [8]).

On peut définir des opérateurs paradifférentiels de symbole !, et si L est un tel
opérateur, (qu'on notera par abus T^), L applique H^(-r) dans H^^'r) et C^(i^)
dans 0^(^0(09^).

(v) Enfin, si aeE^C^^)), beE^C^r)), 0<e^a, T,T,-T,^ applique
H^(^) dans H^-^i-^^'^-r), et C^(^) dans Cî^i-^^W (si
c r — W i — m ^ + e ^ O ) .

Ici, a#b= E ^.alaDîb.
o^|a|^[e] a'

D'autres propriétés seront établies ultérieurement : invariance par paracomposition
(2.4. 3); caractère d'algèbre de ces espaces pour s>n/2 et a>0 (2.4.4).

Il est commode d'admettre la valeur a=0 dans la notation C0' (, C° désignant alors
L°° : ceci entraîne les difficultés habituelles, car ||Mp||o^C ne caractérise pas L°°; les
énoncés concernant les espaces C0 ' l sont à modifier légèrement dans ce cas : par exemple,
dans (ii) ci-dessus, si ueC^(T\ on a seulement T^ueC^1^) (pour tout 1-1 >0), mais
T^u est bien défini modulo C^(^), etc.

2.2. LES ESPACES C8'^^). — Dans toute la suite, (p désignera une fonction fixe, à
support compact dans îî, (peC?^-1 (^)- Cette fonction servira à tronquer les coefficients
des champs Z de V hors de Q.

Tous les espaces indexés par q> seront donc des espaces normes de distributions définies
sur W tout entier, tandis que les espaces indexés par « loc » seront des espaces locaux
de distributions sur Q.

2.2.1. Définition des espaces.

DÉFINITION 2.2.1. — On pose C;p' ° (V) = C8, et, pour 1 - a < e ̂  a,

e^(^)={MeCe^-l(^),VZe^,(pZMeC^-l(/îr)}.

4e SÉRIE - TOME 21 - 1988 - N° 1
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Le lemme suivant permet de définir la norme || . ||e,i sur C6'^^).

LEMME 2.2.1. — Supposons que i^ satisfasse P^k-i et (TF).
(i) Pour l-a<£^a-l, l^k, et Z^l^/^N) des générateurs de ^,

C^(n={^eC^-l(n, (pZ.MeC^-1^)}.

(ii) Si ton définit, par récurrence,

N

II^IL=II^IL-i+EII<pz,u||^.,, |Ko=IHIk 0-H1 4 ||e»

97

j=i

on obtient sur C^1^) une norme qui ne dépend pas (à équivalence près) de la famille des
Zj choisie.

Preuve. — C'est immédiat, compte tenu du fait que si aeC""1, a à support compact, la
multiplication par a applique continuement C8 dans lui-même, pour l—a<£^a--l . •

Nous aurons également besoin des espaces fl^'l (^), définis de façon analogue à partir
de H^°(y^)=L2, dont la norme sera notée | |o j. Sauf exception, et pour ne pas
alourdir, nous n'indiquons pas explicitement que les normes ainsi définies dépendent
de (p.

2.2.2. Décomposition de Little\vood-Paley pour C^l (V).

LEMME 2.2.2. —Soit \|/(Ç)eC^(lR"), et ^ sa transformée de Fourier inverse. Pour
a^'eC^, fceC;;^(l<e^a, O^e'^a-l), r^O, posons

B^ u (x) = j(a1 (x) - a1 (y))... (^ (x) - ̂  (y)) 2^ 2^ ̂  (V (x -y)) b (y) u (y) dy.

(i) Siue^\\\B,u\\^C\\u\^,

(ii) Si r^ l et y^f=0près de Ç=0, ou si ^=0près de ^=0, et si ueC^1,

||B^||o,^C2-^'||u||^,+C2-^£-l)||u||o,,

Preuve. — (a) Pour 1=0, on a

|B^(x)|^cf|2^(x-^)|r2^|^(2^(x-3;))| \(bu)(y)\dy,

d'où (i) dans ce cas, car l'intégrale est le produit de convolution de la fonction
2pn(|z|r|\|^ j^'), dont la norme L1 est constante, avec bu.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



98 S. ALINHAC

(b) Soit Z e l̂ ', (p Z = S a, ô,. Par un calcul direct, on obtient

<pZBp»(x)=Bp(pZ(fcM)

+ L1 (x) - a10'))... (̂  (x) - cf (y)) V 2"" ̂  (2" (x ->Q) (S 8, a, (y)) b (y) u (y) dy

r /• ^———*~--^_

+ E (a1^)-^)). . .(aq(x)-aq(y)). . .(fl^-a-OOKcpZa^)
4=1 J

- (p Z ̂  (j)) 2^ 2^ ̂  {V (x -^)) fc (j) u (y) dy

+ Z f(^ M - ̂  00) (a1 (x) - a1 (y))...
j=u

x (̂  Oc) - ̂  (y)) 2^(r+1) 2^ ô, (^) (2^ (x -^)) fc (y) M (j) ̂ ,

où le signe A dans le troisième terme indique l'absence du terme coiffé. Comme
ô^eC^"1^"1, on trouve, en estimant par récurrence la norme |[(pZBpM||o^-i ,
l'inégalité (i).

(c) Supposons l'hypothèse de (ii) : en itérant l fois le calcul de (b), on obtient une
expression de ( (pZ/BpM^I^Q comme somme de termes analogues à BpU.

Pour chacun de ces termes et chaque facteur tel que aq(x)—aq(y) qui s'y présente, on
applique la formule de Taylor :

ls]

^(y)=^0c)+ ^ —^(xXj-^+r^,^),
m=i P'

où ^(x, ^ [ ^ C l x — ^ l 6 . En développant les expressions obtenues par le remplacement
des aq(x)—aq(y) par leurs sommes de Taylor, on obtient deux types de termes : les
termes où aucun r4 n'apparaît (type 1), et les autres (type 2).

Un terme typique de type 1 s'écrit, en abrégé pour un certain N^r,

C8^a1. . .^^(x) [(j-x)1^- • •+lN2PN\i/(2p(x-^))S'(J)((pZ)JM(J)^,

où ^f désigne une dérivée 37 de \|/̂  ( | y | = N — r ) , |J |^<, et ?eC6'. La transformée de
Fourier de z1^^ O'=i'i+ . . . +IN) est Cte 3i (£/v|/) : comme | f | ^N== |y |+ r , cette fonc-
tion est nulle près de Ç=0 sous les hypothèses de (ii); l'intégrale ci-dessus est donc un
« bloc dyadique » de ^((pZ)^, au facteur 2P ( N~1 l l ) près : sa norme uniforme est bornée
par 002-^ 11^11^.

Un terme typique de type 2 est de norme uniforme bornée par C2p2 - p 8 | |M[|o ^, ce qui
achève la preuve de (ii). •

2. 3. LES ESPACES H^-T) ET C^OT). - On se propose de définir des espaces H^ et
C^l pour lesquels la régularité additionnelle indiquée par l'indice l se définit par l'action
de parachamps, au lieu des « vrais » champs utilisés jusqu'ici pour définir les espaces
C^OO (c'est ce fait qu'indique le ~).
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INTERACTION D'ONDES SIMPLES 99

Par « parachamp », on entend un opérateur paradifférentiel dont le symbole est celui
d'un champ de vecteur : si Ze^r, on notera z son symbole, et l'on écrira par abus zçV.

2.3.1. Principe de la construction. — La difficulté ici est que T^ n'est pas a priori
assez bien défini pour qu'une définition telle que 2.2.1 ait un sens. Cela nous conduit à
procéder par récurrence sur un ensemble de propriétés : on définit

H^« ° (VQ = H5, C;' ° (f) == C";

on suppose que, pour 0^q^l—\^k—\, les espaces Hç4 et C ,̂ munis des normes
1 \s,q et I I IL^ ont ete définis, et jouissent des propriétés suivantes :

(BD),_i. Si ueW^ et aeC^ (s>0), !> est bien défini module H^6^. et T>eH^.
De même si ueC^'4, avec la modification habituelle si a==0.

(LPh-i.

ueH^, o |^|o,^CH^2-^, avec Zd^l.

ueC^ ^ ||^||o,^C|H|^2-^, si a^O.

ueC0^ => ||Mj|o,^C||M||o,,.

(I)^_p Pour l—a<£^a ,

C^=C^ et H^=H^.

(Op)^_i. Si a est un symbole de la classe ^(C^'4), T^ applique H^'4 dans H;"^4 et
q^dansC^^a^m).

(CS),_,. Si ae^CC^) et fceS^C^), 0<£^a, T,T,-T^, applique H^ dans
^-mi-m^+e^ etC^^dansC^-^-^-^^^a-mi-m^+e^O).

On se propose alors de définir H^'l et C^'J, et de montrer les cinq propriétés ci-dessus
pour l'indice l.

Notons que pour 1=1, les propriétés (BD)o. . .(CS)o supposées sont vraies, d'après
Bony [8].

2.3.2. Définition des espaces et choix de normes. — Remarquons que pour ze^,
ueH^-1, T^u est bien défini modulo H^-1'^1, grâce à (I)^_i, (BD)^i et (Op)^_i.
Cela autorise la définition suivante.

DÉFINITION 2.3.2. —ueîî^1 si ueïî^1'1 et si, pour tout ze-T, T^^eH^"1. Pour
C^l, la définition est analogue (y compris pour o = 0).

Prouvons dès maintenant que (ï)i est vraie.

LEMME 2.3.2.1. — La propriété (ï)i est vraie.

Preuve. - Soient MeC^'^C^"1, et ze-T, (pZ=Eo,ô, : on écrit

(pZM=Zfl,ô,M=SS^_N(â,)(^^+ZS^_N(a,M)(fl,)p+r,

où r= ^ (a^(8,u\. Comme ||(û,)J|o,,-^C2-^ grâce à (!),_, et (LP),_i, et
\P-q\<N

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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IIO^pllo.i-i^C^"^6"1), on a reC^8"1'1"1 si a+e-l>0, par une extension immé-
diate de l'argument classique.

Si e>l, ||S^N(^)||(U-I^C, donc ^S^(8,u)(a^eC^1-1; si e<l,
lISp-N^^Ho.i-i^Cl^1-^ et SS^.N^uXa^eC^6-1^-1. Dans tous les cas,
(pZM—T^ueC^"1 , même si e==0 (car alors, en fait, (pZu—T^MeC^"1^"1) : cela
achève la preuve. •

Pour définir les normes des espaces H^l et C^ \ nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.3.2.1— Soient z e ' T , aee^- l(0<e^a-l) tels que aze-T. Siueïî^1-1

et T^ueHç1"1, on a alors, pour (peC(3°(Q), $=1 près de supp (p

T~ T M-T MeH^8^"1
^yfl- '-yz1 4 ^(pflZ •^'-^-^q)

Preuve. — (a) Grâce à (BD)j_i, on a, avec (pZ=So^,

T^T^M=SS^N($a)S^_N(a,)(a,M)^+Ri,

T^u=SS^_N(aa,)(a,M)p+R2,
et

RieH^6^-1, R^eH^01-1'^1.

(b) Soit bec;''"1, l<Tl^a, et posons, pour ue^(ir), rp=Sp(b)Sp(i;)-Sp(Sp(fc)î;).
On va montrer que, si N est assez grand,

||r,||o,,-^C2-^||S^i;||,_,,,_,.

En effet,

r,=2-^ ps^M-S^C^^YT (2^(x-^))S^^(j)^

et l'estimation résulte du lemme 2.2.2, (ii) avec r=l, u=Sp+^v, E=T|, e^ri—1, car
(LP),_i implique ||5^||^,_i^Cte.

(c) On pose ici
rp=Sp-N(^) Sp_N((pa)-Sp_N(a^.)

=S^N(a,)S^_N($a)-S^_N((S^_N(a,))$a)

-Sp-N((^-S^-N(^))Çû)=^+^.

D'après (b), appliqué pour T|=£+I, on a ||^||o.,-l^C2-^£+l\ et [|^||o.,-i^C2-^
d'après le lemme 2.2.2 (i), (LP),_^ et le fait que | |Mt;| |o,i-i^C||M||o,i-i ||^||o.f-r En

utilisant l'inégalité facile |^[o.<-i^C||M||o.(-i Ho.i-i» on trouve \rp(8jU)p\o^_^
^ C dp 2-^(s+6), foule résultat. 1 ' '

COROLLAIRE 2.3.2. — Soit Zj(\ ̂ /^N) un système de générateurs de V. Alors
(i) H^^eH^-ST^MeH^-1,^!, . . . ,N} .
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(ii) Si Ton pose

N

K^I^L-i+E |T^.u|^_i,
j=i

on obtient sur H5' l une norme bien définie (à équivalence près), indépendamment du choix
des Zj ou de la définition des T .̂. On définit de même une norme \\ \\^, sur C°'( (y compris
pour a = 0), qui est équivalente à \ | | [^ lorsque 1 - a < a ̂  a -1.

Preuve. - Soit ueH^-1, ze-T, z=Sa,z, selon (TF) : on a (pz=E(pa,z,, et le lemme
2.3.2.2 montre que

T~ T~ u—T M^T-T5'^01"1^-1
L V » j i V ^ j u Sa/z/"61"1^ ?

d'où (i) et (ii).
Dans le cas où ueC^1'1, la preuve est la même, sauf pour o=0 : on utilise alors

la preuve de (I,) (lemme 2.3.2.1) qui montre que T^.u-cpZ^eC;-1^-1,
T^M-cpZMeq-1^-1; si T^.GC^-1, (pZ,M aussi, donc (pZM également, et TM; de
plus,

l|T<pz^||o.i-i^C5:||T^.M||o.,-i,

ce qui complète la preuve. •
II est utile de noter que la preuve du lemme 2.3.2.1 implique que le lemme 2.2.1 est

vrai, en fait, pour l-a<e^a, les normes || H , , obtenues pour les différentes familles
de Zj équivalant à [[ |[g^.

2.3.3. Décomposition de Little\vood-Paley pour H5'l.

LEMME 2.3.3. —Soit <D6Cy(r), Ofë)=0 près de ^=0, et 0" sa transformée de
Fourier inverse.

Pour a^eC^O <8^a). ^eC^, r^O, et N assez grand (eu égard à <D, r et k\ posons

ApU(x)=^(S^al(x)-S^al(y)). . .(S^a^-S^^OO)

^S^bl(x)S^b2(y)2pr2pn^(2p(x-y))u(y)dy

(i) Si ueH^1, on a l'estimation

lA^k^CTil l^ l^l l^ l lo^l l^^^^-^lMl^ ^d^L

(ii) Si ueC^1 (y compris a=0), on a l'estimation

||A^||o.^C7r||^||,J[^||o.J|^||,^2--||«||,,

Preuve : (a) On remarque d'abord que ApU a son spectre dans une couronne c , et
ne change pas si l'on remplace u par ^ u^ pour No assez grand. Comme

I P - î l ^ N o
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|Sp-N^(^)—Sp-N^(j) | ^ c l I f l ^ ' I I J x — ^ l , on trouve donc

\A,u(x)\^Cn\\^UV\\^[\x-y 1-2^10- \(2^x-y))\u,(y)\dy;
q J

la dernière intégrale étant la convolution de | Uq | avec V ( | z I'' 10" |) (l^z), dont la norme
L1 est constante, on obtient (i) et (ii) pour (=0.

(fc) Soit ZeY^, (pZ=£ay<9^ Calculons T^ApM : comme ApU a son spectre dans une
couronne Cp on a, à cause de (BD)j_i,

^P^Z^-N^H-A^+R^i
avec

|Rjo,i-i^C|A^|o.,-i, ||Rp||o,(-i^C||Ap«||o,,-i.

En supposant les estimations (i) et (ii) vraies avec l—l au lieu de l, il suffit donc, par
récurrence, d'étudier la norme | |o,i-i (resp. || ||o,;-i) du terme Sp_N(a;)5,Ap«.

On trouve par un calcul direct

(Sp-NÛy)3,ApU

= Z [(S^N^M-S^Na1^)). . .(S^a"(x)-S^a^)...
q=l J

X(S„_NÛr(x)-S„_NÛrOO)

x[Sp_Nfl,(x)Sp_N^•a''(x)-Sp_Na,•(J)Sp_N^•aî(y)]

xS^bl(x)S^b2(y)2''r2'"•<S>v(2''Çx-y))u(y)dy

+ f(Sp_Nal(x)-Sp_NÛl(y)). . .(Sp.N^W-S^N^O'))

x[S^a,(x)S^8,bl(x)S^b2(y)

+S^bl(x)S^a,(y)S^ô,b2(y)

+S^bl(x)S^b2(y)S^8,a,(y)]

V V <D v (V (x - y)) u (y) dy

+ ((S^a^-S^a^ÇS^^W-S^a1^))...

x(S„_Nar(x)-S„_NarO))

Sp_N b1 (x) Sp_N b2 (y) V(r+1) 2"" (3, <D v) (2" (x -.p)) » (y) dj

+A^((Sp_Na,)^«)=(l)+ . . . +(4).
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(c) Étudions

?>,=S^a,S^ô,bl-S,.^S,bl)=
Sp.Na.S^N^-S^NaSp.Na,)^1)

+S,,_N((Sp_Na,-û,W)=»-p+A,,.

On a, en intégrant par parties,

^=f2(p-N)('l+l>(^-^|/v)(2''-N(x-^))(Sp_Na,(x)-S^_Na,(y))fol(J)^

+ f^-^vl/^-^-^S^^OO^OO^,

d'oùlIrpllo.i-i^ClI^llo.i-i.grâceaulemn^^^.
D'autre part,

-^=8,S^((a,-S^a,)bl)-S^((8,a,-S^8^a,)bl\

d'où

||AJ|o,,-^C(2''||a,-Sp_NÛ,-||o,,-l+||(^•a,-Sp_Na,a,)||o,,-l)||bl||o,,-l;

Grâce à (LP);_i, on obtient || a,.—Sp_NÛ,||o,1-1^02-P<;I, d'où

l lApl lo . t - i^Cl I^ l lo , , . ! .

Le « terme d'erreur » 8p, dont le spectre est dans une « petite » boule Bp, satisfait donc
à l'estimation [[ôp|[o,)- i^C[|fc1 ||o,i-r

(d) Pour estimer l'erreur ôp=Sp_Nfl,Sp_N3,a' '—Sp_N(û,3,a' '), on procède comme au
lemme 2.3.2.2 (fc) : avec

§„=Sp_Na,Sp_N^,fl''-Sp_^((Sp_Nfl,•)3,a<)+Sp_N((Sp_N-û,•)5,a»)=r„+A„,

on a d'abord

||r;||o.,-^C2-''e||a^||„,_l,
d'où

||r;||^_^CJ[û-'||^_i

grâceà(LP),_i. Déplus, ||A,,||o.,_i^C2-^||fl"|^_i, d'où

||8;IL,-i^C]|û<||,,_i.

(e) En remplaçant, dans l'expression de T^A^M obtenue en (fc), les termes
SS^^A-N^ Par l:ôp+S^-N((pZ^), ES^^A-N^1 Par S§p+S^-N(<pZb1),
j j
etc., les termes (1), (2) et (3) s'écrivent comme des sommes de termes analogues à Ap,
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dont les coefficients possèdent la régularité voulue, avec ( — 1 en place de l : ces termes
sont estimés par récurrence.

(/) Considérons (4) : à cause de la localisation des spectres,
P+NQ

(4)= E a,((S^a,)̂ ),
Î=P-NO

et d'autre part
P+NQ

Ap(T^u)=SA,((5,_^,)a,^)= ^ A,((S,_^,)a,M,),
q Î=P-NO

si No est assez grand. Donc

(4)-A,(T^)= ^ A,((S,_Na,-S,_^,)a,^),
I P - î l ^ N o

et

|(4)-A,(T^)|o,,-i

^C^EI|Sp-N^-S,_Na,||o.,-i|a,Mjo^-i

^C^S:2-^^2-^s-l)|u|„_^C^|M|,,_,2-^

et de même pour || ||o,(-r
Enfin, | Ap (T^ u) |o, j -1 ̂  C | T^ u \o ̂  _ i, ce qui achève la preuve. •
2.3.4. Preuve des propriétés (LP),, (BD)j et (Op)j. — Ces propriétés sont des consé-

quences faciles du lemme 2.3.3.
(a) Preuve de (LP), : les propriétés de Up sont une conséquence immédiate du lemme

2.3.3. Pour prouver les implication inverses, on note que T<pzM==]^T^Mp, chaque T Up
ayant son spectre dans une couronne Cy et |T^uJo (_i^C|uJo. i : d'après (LP),_i,
on a T^ueH^'^d'où le résultat.

(b) Preuve de (BD)^ : il suffit, pour prouver les différentes invariances souhaitées, de
montrer que si aeC^1 et si Up a son spectre dans Cp, avec \Up\Q^^C^dp2~ps,
E=^ûp_N^ appartient à H^8*', avec |E|,+, ^CCp En effet, grâce à (I),, et

p

(LPh,|^_N^|o.^C||^_N||o.z|^|o,z^CC,2-^^2-^

d'où la conclusion par (LP);. On démontre de même que T^ueH5^.
(c) Preuve de (Op), : II suffit de considérer le cas où a=a(Q, symbole homogène

d'ordre m. On a, pour ze^, ueH^, T^T^M=T^T^M+RM, où RueH;-^-1, d'après
(CS)^_i et (Op)(_i. Par récurrence, on en déduit T^eH^"^.

2.3.5. Preuve de (CS),. — La propriété (CS), sera une conséquence facile du lemme
suivant.
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LEMME 2.3.5.— Soit OeC?(Hr), Ofê)=0 près de ^==0, et Ov su transformée de
Fourier inverse.

Pour a3 e C^ (1 < e ̂  a), fc, e C$'!, a e C;'l (0 < T| ̂  a), r ̂  0 ̂  N assez grand, posons

^pu(x)= KS^N^M-S^Na1^)). . .(S^.N^M-Sp.N^O))

xS^_Nfrl(x)S^Nfc2(y)E^2^2^<î)v(2^(x-^))MO)^,

ÛUêC

Ep=fs,_Na<j)- S -^(^-^s.^yaMi.
L i a | ̂  h] a ! J

(i) Si u e H^(, on a l'estimation

iR^lo.^CTtlI^II.JI^IIo.Jlall^^^-^^lul,^^^!.

(ii) Si ueC^1, on a l'estimation

llR.ullo^C^ll^ll^liyilo.Jlall.^-'Xn^llull,,,

Preuve. — Elle est analogue à celle du lemme 2.3.3, mais plus délicate.
(a) Pour (=0, en remarquant que ||Ep||o^C||a||J;x:—^|'\ on obtient (i) et (ii) comme

au point (a) du lemme 2.3.3.
(b) Soit Zel^", (pZ=^o,(^. : par un calcul direct, on obtient

Sp-N^M^"

= Z [(S^N^M-Sp^a1^)). . .(Sp.N^W-Sp.NûOO/)). . .
t=i J

(S^cf(x)-S^ar(y))(S,_^(x)S^8^''(x)

-S„_Na,•0')S„_N^a<'00)

S,̂  b1 (x) S^.N b2 (y) E, V V <I>v (2" (x -y)) u (y) dy

+ ('(S^N^M-S^Na1^)). . .(S^^OO-Sp-NÛ'OO)

x(S^a^x)S^ô,bl(x)S^b2(y)

+S„_N&10c)S„_,^0')S„_N^20Q

+S^bl(x)S^b2(y)S^8,a,(y))

x Ep 2^ 1^ 0 v (2" (x -y)) u (y) dy

+f(S^a,(x)-S^a,(y))(S^al(x)-S^al(y))...

xiS^a^x)^.^^))
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S^bl(x)S^bl(y)E,2^r+^2'm(8^v)(2'>(x-y))u(y)dy

+ ((S^a^x)-^^^)). . .(Sp.Na^-S^^OO)

xS^bl(x•)S^b2(y)F,2''r2'"l^v(2''(x-y))u(y)dy

+R,,((S,,_Na,H-«)=(l)+...+(5),

avec

F^=Sp_Na,(j)Sp_Na,a(>)

- E ^(j-^^S^a.S^^jaKx)
1« I^M a1

- S ^^(S^^M^k-Na.OO
|P|S[I)]-I p! L

- S ()^S^^x)\.
l"'|^h]-|p| OC ! J

On remarque que les termes (1), (2), (3) et (5) sont analogues aux termes (1), (2), (3) et
(4) du lemme 2 .3 .3 : les procédures décrites en (c), (d), (e), (/) au lemme 2.3.3
s'appliquent ici sans changement pour étudier les termes (1), (2), (3) et (5).

(c) Le traitement du terme ¥ p dans (4) est plus délicat; montrons que
||Sp-N^Sp-N^a-Sp_N(a^^a)| |o,ï-l^C2-p11 | |fl | |^^_l : si r\ > 1, la preuve du point (rf),
du lemme 2.3.3, donne le résultat; si TI ^a— 1, on écrit la quantité à estimer

â,(S^_N^S^_Nfl-S^_Nfl,fl)-(S^_Nâ,a,S^_Na-S^_N((â,fl ,)a))=A+B;

on a ||B||o,f-l^C2 -PT1, et, en procédant comme au lemme 2.3 .2 .2 (b) (avec T|+I pour
T|), on trouve ||A ||o^-l^C2-pî1.

Par interpolation, on obtient l'estimation pour tout T| > 0. L'erreur commise en rempla-
çant Sp_N(^)Sp_N^û( par Sp_N^a,a dans le terme (l/aOO^-^a^Sp.N^Sp.N^a)
de ¥ p s'estime de façon analogue, le facteur 2 p l a l provenant de la dérivation ^a étant
compensé par la présence du terme (y—xY.

(d) On obtient donc pour T^RpU une somme de termes analogues à Rp ou à 2-pr1Ap
(lemme 2.3.3), que l'on estime par récurrence. •

COROLLAIRE 2.3.5. — La propriété (CS)i est vraie.

Preuve. - (a) Si Jfê) est homogène de degré m, et aeC^\ 0<r|^a, R=T^-T^
applique H^ dans H^"^^. En effet,

T,T,u=^(D)((S^a)^),

T^u= E ^-^^(D)^;
lai^h] a!
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comme ^(D) s'applique à des termes dont les spectres sont dans des couronnes Cp, on
a, pour une fonction <I>(Ç) nulle près de Ç=0,

et
^D)((S,.N^)^)=2pma)(2-^D)((S,_Na)^),

^ (D) Up = 2^ - ' a 1) p ̂ (a) (2 - p D) Mp.

Donc

RM=^2^ f2^0v(2^(x-^))^S^NaO;)- ^ ^(y-^S^aM^I^OO^
p J L |a|^lîi] a' J

et le lemme 2.3.5 montre que chaque terme de la somme est majoré, en norme | . |o , j?
par Cdpl-^8^!^ (si ueîî^1), d'où le résultat par (LP)^.

(b) Si a, beC^\ 0<£^a, R=T,T,-T,, applique H^ dans H^. En effet,

R^^S^NâS^Nfc-S^Nafo^+R'M, où R'ueîî^691

p

grâce à (BD)^. Comme || Sp_N a Sp-^b-Sp_^ab 110,^02"^ à cause de (Ï)i et (LP),,
RMeH^6^ grâce à (LP)^.

(c) La preuve du cas général résulte de (a) et (b) en décomposant les symboles a et fc
comme dans Bony [8]. •

2.4. LES ESPACES H^(^) ET C^(^). — 2.4.1. Définition. — On suppose toujours
V donné sur Q, satisfaisant les conditions P^-i et TF. Au paragraphe 2.3, on a défini
des espaces H^(^) et C^^) de distributions sur R", liés à V et à une fonction de
troncature donnée (p. On définit maintenant les espaces locaux correspondants.

DÉFINITION. — Soit M6^'(Q). On dira que MeH^(^) [resp. C^(i^)] si, pour toutes
(po e Cy (Q), (p e C^ ~1 a support compact,

(poMeH^CT) [r^.C;'^^)].

Le lemme suivant précise les relations entre les espaces H^'l lorsque (p varie.

LEMME 2.4.1. — Soit ue^^Q), et (peC?^ l(^r)» (p==l ^u voisinage de supp M, (p a
support compact dans fl

5'ï MeH^(^), ators MeH^(^) /?OMr roMî (pi eC?^"1, (pi a support compact dans Sî.
Preuve. — On raisonne par récurrence; c'est évident pour (=0, et supposons le lemme

vrai pour l—\ en place de l. Soit (p^eC^Q), (p2==l près de Supp M, (p=l, près de
Supp cp2 : il est clair que (p^ appartient à tous les espaces H^J et C^'J, ainsi que
(p^u—T^M; donc, pour ZG^, MeH^, on a

T^=T^(p^=T^T^+Ri=T^M+R2, avec R^eH^-1.

D'autre part, (pi (p2Z=cpi (p^cpz, donc T^^u^T^T^u+R^ R^îi^-191-1. Enfin,
T^M=T^(p2M=(p2T^u+R4, R^eïî^-1 : comme T^ueH^-1, (p^T^^eH^-1, donc
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(p2T^M(=H^~1 par récurrence, T^ueH^"1, et T^ueH^"1, ce qui achève la
preuve. •

Le lemme 2.4.1 est valable également pour les espaces C^\ y compris a=0.
2.4.2. Opérateurs paradifférentiels. — On est maintenant en mesure de définir des

opérateurs paradifférentiels à supports propres associés à un symbole ûeST" (C^(^)) :
on procède exactement comme dans Bony [8], et les propriétés des espaces H^' \ combinées
au lemme 2.4.1, assurent l'existence et les propriétés de tels opérateurs : ce sont ces
propriétés qui sont énoncées au paragraphe 2.1.2.

Notons en particulier la caractérisation suivante des espaces H^(^).

LEMME2.4.2.—H^(^)={M6H^- l(^Vze^T,MeH^- l(^)}•
Preuve. — (a) Soit ueH^, (poeCy(Q) : on a (poT^u=(poT^(piM pour une certaine

(pi€C(5°(tl) (à cause de la condition de support propre); soit (p^eC^tî), (p2=l près de
Suppcpo et Suppcpi : T^(piM=(p2T^cpiM+R, ReH^""1^ par définition de T^, donc
(poT^MeH^"1, ce qui montre que T^ueHf^"1, d'après le lemme 2.4.1.

(b) Soit ueH^"1, et (poeQ^ft) : on a (poUeH^"1 pour tout (p, et, pour
(pi e C? (Q), (pi = 1 près de Supp (po,

T^(poM=(PlT<pl^<Po^+R l»
(PiT^(po^-T,cpoM=R2, Ri, R2eH^-1.

Comme T^cpoM—cpoT^ueH^"1 , on obtient T^cpoueH^"1, c'est-à-dire (poMeH^, et
M € H^ d'après le lemme 2.4.1. •

2.4.3. Paratransport des espaces W^[(i^).

LEMME 2.4.3. — Soient ̂  des familles de champs définies sur des ouverts 0,0= L 2),
satisfaisant chacune Pa.k-i et(T¥).

Soit % : QI -^02 Mn difféomorphisme de classe C^t1^"1^!) vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) X*^i^2.
(ii) Pour (01^ (peC?^-1^^ (p0^"1^^-1^^

Ators ^M ^ ^n ^yîm, /?OMr MeH^(-r2)> modulo H^01"1^^), ^
X*ueH^(^)(;^k).

Preuve. — (a) Exceptionnellement ici, nous noterons \U\Q ̂  ̂  la norme dans H^, etc.
Soit (peC?^"^^!), (poeC^^i), et î^eC^x-^^) ^ on a l'estimation

koO^îOloj.v^CMo.^ox-1-

En effet, size^\,

(pZ((po(y°x))=(pZ((Po)(^OX)+(Po[(q>OX - l)X*Z(F)]°x:

grâce à (i) et (ii), on obtient l'estimation par récurrence.
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(b) II faut maintenant établir des estimations de « recoupe » en norme | |o j , analo-
gues à celles du lemme2.1.2 de [2]: si spectre uc couronne Cy (po6Q°(Qi),
N3 ̂  \p-q \ ̂ NI -h 1, avec Ni et N2 grands, alors

|(<Po^oX))p|o,,<p^C2-^a- l)|l;|o,„„-l.

Pour ce faire, on doit prouver une variante du lemme 2.3.3, qui s'écrit

|A,((po(^x))|o.,^C2-^a-l)|F|o.„o,-l.

Pour ;=0, l'estimation de [2] suffit. Pour 1^1, on procède par récurrence comme au
lemme 2.3.3 : les détails ne présentent pas de difficulté; seul le traitement du terme
^((Sp-N^^^oO^X))) diffère : on écrit ici

(Sp_N^a,((po(Fo^))=û,^((po(i;o^))-(^.-S^_Nfl,)^((po(F°x))=(pZ(^

L'hypothèse X'eC;^-1^) implique

Ho,,-^c2-^H^_^^-i
et il suffit de considérer <pZ((po (1:0 ̂ ))= (pZ((po)(t; °x)+(Po[(<P ̂ "^(^Z)^)] °Z ''
comme ^((po)^^"1^), on peut le remplacer par Sp_N(q>Z((po)), en commettant
une erreur majorée par C2~pa\v\o^_^^ ^-i, et le terme résultant de cette substitution
se traite par récurrence. Finalement, en notant (^of)C~l)î=(^o')c~l)^Z=^b•8^ on a,

E^^^=Z(^-s,-N^)^^+Zs,_N(^)5,F=(i)+(2);
comme plus haut, |(po(l)°x) |o.<-l.<p^C2-pa2p |^;|o.,-l.^-l et (2) n'est autre que
^vox"1)^ : le terme correspondant se traite par récurrence, car (2) a son spectre dans
une couronne Cy

(c) La vérification de l'invariance de %* (pi u selon les différentes « recoupes » choisies
ou les différentes décompositions dyadiques de (pi u se fait alors de façon standard comme
dans [2].

Ces propriétés d'invariance permettent de définir ^* sur ^(Qa)» et ^s assertions
« locales » du lemme résultent sans difficulté des assertions « globales » correspondantes.
Nous laissons les détails au lecteur. •

2.4.4. Caractère d'algèbre des espaces H^-T), H^(^).

LEMME 2.4.4.—Pour s>n/2 (resp. o^O), les espaces H^(^) et Hf^(^) (resp.
C^1^) et Q^(^)) sont des algèbres.

Preuve. - Nous allons montrer que si FeC°°(IR), F(0)==0, ueH5^, alors FQ^eïP^.
On adapte simplement la preuve de Meyer [23] pour le cas /=0, en étendant le théorème 2
de [23] au cas présent.

(a) Soit m^eC00 telle que, pour tout a,

11^110^02^1.
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L'opérateur R : u->^mpUp applique alors H^ dans lui-même, 5>0. En effet, posons
p

mkp=^)(D/C2p+k)mp, avec C assez grand : on a, pour tout a,

lln^ll <C ^"^'^"llnî II <C ^-kfs
1 1 ^ 1 1 0 ^ = ^ 0 ^ I IWpl iCT.J^^CT^ ?

et l'opérateur R^ : u -> ̂ m^Up, considéré comme opérateur de H^ l dans lui-même, a une
norme majorée par C^"^"^.

Nous appellerons dans la suite une telle famille m? un « multiplicateur de Meyer ».
(b) On écrit :

¥(u)=^¥(Sp^u)-¥{SpU)=^mpUp, ntp= F FÇSpU+sUpïds,
Jo

et il reste à montrer que m? est un multiplicateur de Meyer. On a

3«G(tO= ^ ^G{q}(v)8'i^v...8^v, SYi=^
l^^|ot|

et ici G = F", v = Sp u + su? : comme H^'J c C^' \ qui est une algèbre, on a

IIS^+sî^Ho.^C, et HF^^^S^+SM^IO^^C;

d'autre part,

||^(S^+s^)||o,^C2^^1,

ce qui achève la preuve. •

3. Des exemples utiles pour les applications : les espaces H^c W

Dans les applications que nous avons en vue, les familles i^ qui ont servi, aux
paragraphes 2.1-2.3, à définir certains espaces de distributions, seront formées de champs
tangents à une ou plusieurs sous-variétés peu régulières de W. Ce sont des exemples de
telles familles que nous étudions ici.

3.1. ESPACES LIÉS A UNE SOUS-VARIÉTÉ F. — 3.1.1. Soit Q un ouvert et F une sous-
variété de codimension d, de classe C^ç(e>2).

LEMME 3.1.1. — II existe une famille finie Z^.(/= 1, . . ., N) de champs à coefficients
Qoc1, tangents à F, telle que, pour tout champ Z à coefficients C^r^^'^e), tangent à
F, il existe des o^eC^2 tels que

Z = ̂  a, Zj et Oy Zj est à coefficients C^ç 1.

Preuve. — Par un difféomorphisme ^ de classe C^ç, on peut redresser F en la sous-
variété F={x^=. . .^x^Q}. Soit îj les champs x^S/Sxi) ( l ^ k , l ^d ) et 8/SXj
(j^d+1) : le champ Z image de Z par ^ s'écrit Z=^o,(3/&c,), et o,==0 sur F' pour
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d

j^d. Donc 0,.= E a^x^ avec o^eCf^"2, a^eC^c'1, et le lemme est vrai en prenant
k=l

pour Zj les images des Z .̂ par /-1. •
Soient alors p > 0, k ̂  1 (k e N) tels que e = p +1 + fe, et notons i^ la famille des champs

à coefficients Cj^, tangents à F : il est immédiat que -T satisfait Pp+i^-i, et, grâce au
lemme 3.1.1, (TF) (ici, a=p+l) . Ceci permet de définir les espaces H^(^), C^(^),
etc., pour l^k. Montrons que, pour l fixé, ces espaces ne dépendent ni de e ni de k.
Soit, en effet, £' > s, s' = p7 +1 -h k\ k, k ' ^ l : D'après le lemme 3.1.1, il existe une famille
Zj de champs à coefficients C^c~1 qui engendre i^ et ̂  au sens de (TF) : comme les
espaces H^, C^l (<p e C? (Q)) ne dépendent que des Z^ (corollaire 2.3.2), ce sont les
mêmes pour 'T et ^/, ainsi que Hf^, C^ (à cause du lemme 2.4.1).

DÉFINITION. — On note H^(F), C^(F), H^(F), C^(F) les espaces définis ci-dessus.

3.1.2. Un lemme d'extension.

LEMME 3.1 .2 .— Soit F={x i=X2=0} , et a(x^ x'), aeC^( {x^=0}), a>0.
(i) 7; existe une fonction a(x^ x^ x'), aeC^(F), a(0, x^, x /)=fl(x2, x').

(ii) Supposons de plus a(0, x^O, <j> 1 : on /?^MÎ choisir a comme en (i), avec en plus
â^i.O.x^O.

Pr^M .̂ - (i) Soit 9eCy(tR), 9=1 près de l'origine.
Posons a(x^ x^ x^]^^^)^^, x^ x'), avec (p(xi, x^ x/)=6(x^)a(x^ x').

p
Notons d'abord que aeC0, car m^= 8(2^X1) est un « multiplicateur de Meyer » (cf.

Meyer[23]). Calculons l'action sur a des champs tangents à F :

x,8,a=^Vx, y (2^)^+^9(2^0x1 (ô- (x,)a\

x,8,a =^ Vx, 9(2^x0 (2-^(0, (p)̂ )

x^la=^2^9/(2^l)((x,(p)^+2-^((p);)+^9(2^0x,(y(x0a^

^2^^=Ze(2^0((x2a2(p)p+2-p(^(p);)

^^=E9(2^0(^.(p)^.

Ici, (u)p désigne un « bloc dyadique modifié » de u, qui jouit des mêmes propriétés
que le standard Up (voir [3]). Comme x^aeC0'1"1, S^aeC0'191, ô^aeC0'1'1,
x^ a € C^1) î-1, on obtient par récurrence que ae C0'f.

(ii) Si o=0 pour x^=0, on écrit a==x^b, où fceC0"1^, b vérifiant en outre
x^S^beC0'191, x^8^ beC091'1. On définit alors E comme en (i), et a=x^î) : on sait
que EeC0'191, et on vérifie comme en (i) que les propriétés additionnelles de b impliquent
^2 02 S, ^2 8^ E, ^2 ̂ i Ke C""1> !, ce qui prouve ae C"'z. •

3.1.3. Un lemme de division.
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LEMME 3.1.3. —Soit F = { x i = . . . =x^=0}, d^2, et aeC^(F), a>l, a=0 sur F.
Il existe alors des fonctions a^eC^ç^^r), telles que

d
a- Ex^ ^ x,fl,eq^(F).

J=l

r1
»=^i f

Jo
Preuve. — (i) Si d=l, c'est clair, car a(;x;i, x')=x^ (8^a)(x^s, x')ds. Montrons de

Jo
plus que si ^=2, et si a(0, x')=0, alors a==x^a^ avec a^eC^1'1^). On raisonne par
récurrence, en supposant vraie la propriété pour l— 1 : on a alors

Xi 3i a = a + Xi (xi ^i û^), Xi 8^ a = ̂  (xi ̂  ̂

^2 ôi a=X2 ai +Xi (x2 ôi ai), X2 ^2 a=Xi (^2 ^2 a!)» 8^d=x^ 8^ ai;

comme x^ a e C?^1'î-1 (F), on a x^ ai e C^~1 (F) par récurrence, et les identités ci-dessus
montrent que OieC^^'^F).

(ii) Si rf=2, soit aeC^ (F) a(0, x^ 0=a(0, x^, x'), et a(xi, 0, x')=0, donné par le
lemme 3.1.2, (ii) [car a (0, x^ x ' ) e C^ ( { x^ = 0 } )]. On écrit alors

a(xi, ̂ , x^^a^i, X2, x')-a(x^ x^ xQ+a^i, ^2, x / )=Xla l+X2f l2

avec les propriétés requises, d'après (i). •

3.1.4. Propriétés des espaces C^ (F).

LEMME 3.1.4. —Soit F une sous-variété de codimension d (d^2\ de classe C^1^,
p>0, fc^ l , et 7 un difféomorphisme de classe Cp+l, dont les composantes sont de classe
C^1 fk (F). Posons r=^(T\

(i) Soit 'W la collection des champs à coefficients Cf^^'^r), tangents à F. Alors i^
satisfait Pp+i , fc- i , (TF), et les espaces C^(i^) et C^(T) coïncident pour l^k.

(ii) F' est de classe C^1-^ et si aeC^ÇF), fceC^(F), alors a°xeC^(r),
bo^-^C^Çr^poura^p+l, l^k.

(iii) Les composantes de %~1 sont dans C^^^F').

Preuve. — (a) On va montrer, par récurrence sur î, que ^ satisfait Pp+i . j et la
condition (TF) correspondante, et que les espaces C^(i^) et C%<?(F) coïncident pour
q^l, pour l^k—1. C'est clair lorsque 1=0. Supposons cela vrai pour î—1; si

d
F = { x i = = . . . =x^=0}, et Ze^, on a Z=Zoyô,, avec, pour 7^ d, a^= ^ P^x,,

4=1
P^eO^'^r) d'après le lemme 3.1.3 : les champs Xq8j(l^q,j^d) et 8^ engendrent
donc 'W au sens de (TF), avec des coefficients C^'^r^C^"1^) par hypothèse de
récurrence [dans le cas général, on obtient la même assertion en redressant F par un
difféomorphisme de classe C^14^, qui préserve les espaces C^F) (o+^p+fe)]. On
en déduit, comme au lemme 3.1.1, que les espaces C^^ÇiT) et C^^F) coïncident. Mais
alors les coefficients des champs de -YT, qui sont dans C^^'^r^C^^r), sont
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dans Cf^1'^^), c'est-à-dire que Pp+i , et (TF) sont vérifiées, et cela achève la preuve
de (i).

(b) Comme l'espace Cf^^F) peut être défini à l'aide de « vrais » champs, on voit
que 50 |r est de classe Cf^1'^, ainsi donc que F.

Montrons, par récurrence sur /, (ii) et l'assertion « les composantes de 50-1 sont dans
Qoî1'^1^) »• C'est clair pour ;=0, et supposons cela vrai pour l-l(l^k); on peut
toujours supposer F et F' redressées en { x i = . . . =x^=0}. Comme %(e)C~l(x))=x,
^(X"1^))^"1)^^. Pour l^i, j^d, on en déduit ^(^(^^(^"'/^eC00; par
un artifice (appelé « pivot ») dû à P. Gérard, on écrit

a.(x•(x-lM)x^)-..(x,.•fa-'))^^•te-^.(*, '̂)-a '̂(x-)^

analysons les différents termes :
d

^(r^Oc^Kr1) et 50= ̂  a,,x,, o^eC^F);
r= l

en utilisant à nouveau l'artifice de pivot, on écrit

^ (̂ r a,r XO = ̂  (̂ r XO a,, + 5C7 8q (a,, x,) - ô,, a,, ̂ \

ce qui montre que x.a.^'eC^1^-1^), et, par récurrence, ^(x.x^X'^eC^^^r).
Comme ^-1/^ ^(x'^eC^1-1^), et ^ est inversible, on obtient
^(^(ax-^^eC^-1, soit x.^-^^GC^^-^r).

Pour obtenir la même information sur les dérivées 8%~l/8Xj, j^d-^-1, on écrit, pour
tout k, ̂  (ô^ 1/^) (^/^/) e C00; si ^ ̂  d, B^/^x^. est nul sur F et appartient à C^1( k-1 :

«
le même argument de pivot que précédemment implique

E (SH^IQ^WX^C^f~ll^\(^ !^x)çCP+ltl~l.
q=l

Comme la matrice (8^/8Xj)(j, q^d+1) est inversible et dans C^1^"1, on obtient
^^/^(^(x^eC^1-1'1 pour q^d+1, d'où le résultat par récurrence.

Soit alors aeC^(r), et Z un champ de classe C^ tangent à
F : Z (a o 7) = [(/* Z) (a)] o 50, avec 7* Z = S ((Z 7,) o 50 -1) ̂ .; par récurrence, 50* Z a ses coeffi-
cients dans C^^-^F'), et, d'après (i), Z(a°5o)eCCT>^- l(^), soit ao^eC^^F). L'argu-
ment est le même pour montrer b o 7 ~1 e C0'z (F'). •

COROLLAIRE 3.1.4. — Soient F, F" ^t 7 comme précédemment. Alors 50* échange les
champs tangents àF à coefficients Cf^F) [resp. Cj^^^^F)] a^c fcs champs tangents à
F à coefficients C^(r) [resp. C^^^-^F')].

3.2. ESPACE LIÉS A UN COUPLE (£, F) DE SOUS-VARIÉTÉS. - Nous considérons ici la
configuration suivante : p>l, k^O; F est une sous-variété de codimension 2, de classe
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Cp+l+k, eiT. est une hypersurface contenant F, de classe Cf^'^F) (ce qui signifie qu'on
peut définir 2; par une équation F=0, VF^O, et FeQ^'^r)).

Nous noterons G(p, k) cette situation.
3.2.1 . Un lemme de division.

LEMME 3.2.1. — Soit (S, F) vérifiant G(p /, fe'). Il existe une famille finie Zj de champs
tangents à S et à F, à coefficients Cfoc^F), telle que pour toute m(x, Ç), homogène en Ç
de degré u, C00 en î, hors de Ç=0 et Cfe^F) en ^(p-hk^p'+fe ' , l<p^p'), m n^Hé? sur
les conormaux à ^ et à F, on ait m=2a^z^, Oy homogène de degré u — 1 a coefficients
dans C^'^r), a .̂ a coefficients Cf^F).

Preuve. — Soit ^ un difféomorphisme à composantes de classe Cf^'^r) qui applique
Z sur 5y={xi=0}, F sur ^/={x^==x^==0}. Le symbole m transformé de m par ^ est à
coefficients Cj^F'), d'après le lemme 3.1.4. Soit Zy la collection des champs x^8^
x^8^ x^8^ et 8^ (x/=(.)C3, . . ., x^)) : en tout point (x, Ç) n'appartenant ni à N*(S) ni à
N* (F), l'un des ïj est elliptique. Examinons la situation près de N* (Z) U N* (F) : on
peut écrire

m(x, Ç)=m(;?c, Q-m(x, ̂ , 0, 0)+m(x, ̂ , 0, 0)

=^mi(x, Ç)+^m2(x, Ï,)+x^m^(x, Ç),

avec mi, m^ à coefficients Cf^FO, m3 à coefficients CSoc1'^!^). D'autre part,

mi(x, Ï,)=m^(x, Ç)-mi(x, ̂ , ̂  0)+mi(x, ̂  ̂  0)

=Ç'm4(x, Ç)+Xim5(x, î,)+x^m^(x, î,\

avec m4 à coefficients C^, m 5 et m^ à coefficients C^1^, d'après le lemme 3.1.3. Cela
achève la preuve, les Z^ étant les images des Ïj par %~1. •

3.2.2. Définition des espaces. — Soit (S, F) vérifiant G(p, fc), p>l , k^O.
On considère la collection i^ des champs Z à coefficients Cfcc^F), tangents à S et à F

(le lemme 3.1.4 montre que v n'est pas vide) : les lemmes 3.1 4 (i) et 3.2.1 montrent
que ̂  satisfait Pp^ et (TF); on peut donc définir les espaces H^(-r), C^(^), etc.

D'autre part, le lemme de division 3.2.1 et le corollaire 2.3.2 permettent de montrer,
comme en 3.1.1, que ces espaces ne dépendent que de (S, F), et non de p et fe.

DÉFINITION. — On note H^(£, F), H^(£, F), C^(E, F), C^(S, F) les espaces ainsi
définis (^fe+1).

3.3. ESPACES LIÉS A DEUX HYPERSURFACES 2^ ET S^' — Nous considérons la situation
géométrique suivante : p>l, fe^O; F est une sous-variété de codimension 2, de classe
Cp+l+k, et Si et 2:2 sont deux hypersurfaces contenant F, de classe CS^^F), non
tangentes le long de F.

Nous notons G(p, k) cette situation.
3.3.1. Un lemme de division.

LEMME 3.3.1 .— Soit (£1, 2:2) vérifiant G(p', feQ.
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II existe une famille finie Zj de champs tangents à 5^ et 2:2, à coefficients C^c^r),
telle que pour toute m (x, Ç), homogène en Ç de degré p,, C°° en Ç hors de ^=0 et Cfec^F)
en x (p + k ̂  p' + fe', 1 < p ̂  p'), m m^Hé? 5Mr ^5 conormaux a 2:i, 2:2 é?r F, on ait m = 2: o .̂ ẑ .,
a, homogène de degré \ji-\ à coefficients dans Cfoc^^r), a^. a coefficients Cj^F).

Preuve. — Elle est analogue à celle du lemme 3.2.1, et laissée au lecteur. •

3.3.2. Définition des espaces. - Soit (2:i, 2:2) vérifiant G(p, k\ p>l , k^O.
On considère la collection V des champs Z à coefficients Cf^F), tangents à Si et à

2:2 : les lemmes 3.1.4 (i) et 3.3.1 montrent que -T satisfait Pp ^ et (TF); on peut donc
définir les espaces H^(Y^), etc.

D'autre part, le lemme de division 3. 3.1 et le corollaire 2.3.2 permettent de montrer,
comme en 3.1.1, que ces espaces ne dépendent que de (2^, 2^), et non de p et k.

DÉFINITION. - On note H^(Z,, ̂ \ H^(2:,, 2:,), C^(2;,, Z,), C^(^ 2:,) les espa-
ces ainsi définis (l^k +1).

3.3.3. Un lemme de structure de H (̂2:i, 2:2).

LEMME 3 .3 .3 .— Soient ÇL^ S^) vérifiant G(p, fe), p>2, fe^O.
(i) PoMr roMr (peCy(Q), H;'^, ̂ )=îî^(^^ r)+H^(2:2, r) !â norm^ sur

H^(2:i, E^) ^îonr équivalente à la norme naturelle sur l'espace somme (à savoir Tinfimum
de la somme des normes sur toutes les décompositions possibles).

(iï) H^(S,, 2:2) =H^ (2:,, r)+H^(2:2, F).
(iii) Les points (i) et (ii) sont valables aussi pour les espaces C°'z, CT -^ 0.

Preuve. — Ça) Soit 7 (^, D) un opérateur pseudo-différentiel de symbole ̂  nul pour x
hors d'un compact, homogène de degré 0 en ^, nul au voisinage de N* 2:2. On va montrer
sue l'application u->^(x, D)u=u^ est continue de H^(2:i, 2:2) dans H^(2:i, F). C'est
clair pour (=0, et supposons cela vrai pour l—\ (7^fe+l); soit Z tangent à F et 2:i, à
coefficients C^(F), et 5c nul au voisinage de N*2:2» valant 1 près du support de ^ :
comme u^—^u^ est négligeable, on a

T,^l=T„T^,=T^,^,+R,eHS,-l+P•J-l(2:„^);

d'autre part, (cpz) # % = (p z /+ symbole d'ordre 0, donc il suffit de prouver

T^^eH^-^.r).

D'après le lemme 3.3.1, on peut écrire

^EOC.Z,;

d'où

î =ET^.^ =ET^.T^.^ +R2, (p^ 1

près de suppcp, avec R2(=H^- l(2:l, F) si p>2. Comme u^H^1^^ ̂ \
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T^eH^-1^, 2:2); d'autre part

T^Mi=T,T^Mi+R3, R3€H^-l(El, F),

donc, par récurrence, T^i^eH^"1 (5^, r).
(&) Soit alors <I)eC^(R"), 0=1 au voisinage de Q : on écrit M=(I -O)M+OM, et

^ M = Xi (x, D) (<D u) + Xi (^ D) (^ ̂  avec /, comme en (a), Xi + X2 =1. Xj nul au voisinage
de N*S,. Cela achève la preuve de (i).

(c) La preuve de (ii) résulte immédiatement de (i) et des définitions. •
Bien entendu, les exemples développés ici sont seulement ceux dont on a besoin en

vue des théorèmes 1, 2, 3. D'autres algèbres sont utiles dans différents contestes (par
exemple si l'on s'intéresse aux solutions « striées » voir [14], [25], [26]).

4. Espaces associés à une configuration S

Nous considérons dans tout ce paragraphe la situation géométrique suivante, qui
généralise celle du paragraphe 3.3 : p>l, k^O; F est une so as-variété de codimension 2,
de classe C^1'^, et les 5^.(/=1, . . . , m) sont des hypersurfaces contenantT, de classe
Cfot^^r), non tangentes entre elles.

On notera G(p, k) cette situation, et 2 désignera l'ensemble de la configuration
(F, S,, ...,SJ.

Pour chaque j(l^j^m), H};^, H^c» etc- désignera les espaces H^(S,, F),
Hf^(S;, F), etc. définis au paragraphe 3.2.

4.1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS. — Dans ce chapitre, nous allons construire, pour une
configuration S donnée vérifiant G(p, k)(p>2, fc^O), des espaces H^(S) et C^(S)
(O^î^fe+1, seR, oeR, CT^O) qui jouissent des propriétés suivantes :

(i) Pour î=0, H^°(2)=HU^ C^(£)=CU").
(ii) Pour aeC^(S), £>0, et MeHf^(S), le paraproduit T^u est bien défini module

H^6'l (Z), et T^ e H^ (Z). De même si u e C^ (Z).
(iii) A un symbole (eS^C^K^)) on P^1 associer un opérateur paradifférentiel L,

noté par abus T,, qui applique H^(E) dans H^^S) et C^(S) dans
C^11^)^^

(iv) Enfin, si aeE'i^^E)) et fce^C^S)), 0<e^p, T,T,-T,^ applique
H^(Z) dans H^ml-m2+£-o• î(S), et C^(£) dans Cî^i-^6-0^). Ici, comme au
paragraphe 2.1.1, a # b = ^ ( 1/a !) ̂  a D^ &, et M e H^0'l (S) signifie que V TI > 0,

0 ̂  | a | ̂  [e]

MeH^(£).
D'autres propriétés seront établies également : caractère d'algèbre de ces espaces pour

s>n/2, <j>0(4.7); formules de (para) linéarisation (4.7); .diverses formules pour les
traces sur une hypersurface (4.6).
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4.2. DÉFINITION DES ESPACES. — (à) Pour (peC^(t2), nous posons

H^(2)=^H^,
J

la norme étant définie par | M |s, i = mf [ Uj \^, i. On définit de même C^l (2), pour CT ̂  0.
M = S Mj

(fc) On pose également H^(£)=^H]'^c» etc-» et l'011 vérifie facilement que
j

H^(S)={MeH^(Q), Vq>, ^eCy(Q), (pueH^(£)},

grâce au lemme 2.4.1, dont l'analogue dans le cas présent est vrai.

4.3. PROPRIÉTÉS DES ESPACES H^'^S). — Elles se déduisent des propriétés des espaces
H^, dont une liste figure au paragraphe 2.3.1.

4.3.1. Invariance du paraproduit.

LEMME 4.3.1.— Si aeC^(Z), ueîl^ÇL), T> est bien défini modulo H^^Z),
T^ueH^S). De même si ueC^1^), avec la modification habituelle si CT==O.

Preuve. - Soit a==Z^, M =5; M, : T^=ZT^Mj, et l'assertion (BD)( (§2.3.1) pour
l'espace H^(Zi, Z^) implique T^^.eH^+H^^ d'après le lemme de structure 3.3.3.
L'invariance se prouve de la même façon. •

4.3.2. Opérance des pseudo-différentiels.

LEMME 4.3.2. — S i A est un opérateur paradifférentiel de symbole a e y (C^'l (S)),
A applique H^(S) dans H^-^^S).

Preuve. — Quitte à écrire a sous la forme

a (x, Ç) = 2 a, (x) ;, fé) (cf. Bony [8]),

il suffit, compte tenu du lemme 4.3.1, de considérer le cas a=a(ïy), homogène de
degré m. On a alors

A u = Z A UjG S H}^J, d'après (Op)^, §2.3.1. •

4.3.3. Décomposition de Littlewood-Paley.

LEMME 4.3. 3.—(i) ueH^(£)^|up |o. ̂ 0^2-^1 M |̂ , S^l.
(ii) 5'oft <j>0. A/ors M e C^1 (2) => V e, CT^£>O,

HM II <^2-p(<y-£)llMll||Mp[[e^^2 ll^lkr

Inversement, si, pour uns, ar^e>0, ||Mp[^^C2~p(<T-e), ators ueC^^S), ||u||^^CteC.

Preuve. — (i) Soit M=SI^ : (u)p=ï(Uj)p, et donc

l^|o.^S|(^|H^^C^2-^(i:|u,|H5^)
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d'après (LP)^ §2.3.1.
Inversement, supposons \Up\Q^^C^dp2~ps : pour chaque/?, il existe une décomposi-

tion ̂  = ̂  (Mp), telle que
j

\(u,)^2C,d,2-^

Comme Up•=^(2~I''D)Up pour une (p(^) supportée dans une couronne,

M,=^(p(2-''D)(«,),=i:^,,
J J

avec spectre

^,ŒC, et |^,|H^^2C^,2-^

Donc ̂ .eH ,̂ avec \^v^j\^i^2CC^ soit ueH^(5:), avec \u\^^îmCC^
p P

(ii) La difficulté ici est qu'on ne peut utiliser les normes || |[o, i, qu'on n'a pas définies;
par ailleurs la preuve est la même qu'en (i). •

4.4. CALCUL SYMBOLIQUE. — 4.4.1. Une inégalité de normes.

LEMME 4.4.1. — Soit 8, 0<£^p.
(i) M, v e C^ (S), âto-5 ̂  e q;! (S), ̂  || uv \\^ ̂  C || u ||,, J| y ||,,,.
(ii) Si ueC^ÇL), veïî^1^), alors MreH^(S), et

\uv\^i^C\\u\\^i\v\o^.

Preuve. — (i) On a u="Lu^ v=^Lvp donc uv=^LUiVj: comme C^ÇL^^j) est une
algèbre définie par des « vrais » champs, u^ Vj e C^'l (Z^, S^), et

ll^^llc^^Z.^^CllMjl^^ll^llc?:^

grâce au lemme 3.3.3, u^ Vj e C^l (S), et

IIMfî;Js,^^cll^î;7llc^(^Z,).

ce qui achève la preuve de (i).
(ii) Dans l'hypothèse de (ii), pour chaque couple (1,7), on sait que ^^.eH^'^Sf, 2 .̂),

avec en fait

I u, Vj |H$. i (E, ̂  ̂  C II M, ||c^ 1 v, IHO ,̂

car les espaces considérés sont définis à l'aide de « vrais » champs. •

4.4.2. Calcul symbolique global.

LEMME 4 .4 .2 .— Soit a e^(Ç^1 (S)), b e S^ (C^ (S)), 0<E^p. Alors T^-T^
^i^ H^(2:) rfans H^i-^6-0^!).
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Preuve. — Comme au corollaire 2.3.5, la preuve s'effectue en deux étapes.
(à) Soit l=l(D) un opérateur de symbole homogène de degré m : alors ?T(,—TJ^

applique H^(S) dans H^-^-^CZ). En effet, b =2;^, u =2: M , :
?T^=^T^,=ZT^M,+SRy, où R,,6H———2^(^, .̂) d'après (CS),

(b) Soient a, b deux fonctions de C^'f CL). Le lemme est vrai dans ce cas, et la preuve
est exactement la même qu'au corollaire 2.3.5, compte tenu des lemmes 4.4.1 et 4.3. 3.

(c) Le cas général suit de (a) et (fc) de façon standard. •

4.4.3. Opérateurs paradifférentiels. — Comme au paragraphe 2.4.2, on constate que
les lemmes 4.4.2 et 2.4.1 nous permettent de définir, exactement comme Bony [8], des
opérateurs paradifférentiels à supports propres associés à des symboles ae5y"(C^(S)).
Les lemmes 4.3.1, 4.3.2 et 4.4.2 impliquent alors les propriétés (ii), (iii), (iv) du
paragraphe 4.1.

4. 5. UNE CARACTÉRISATION DES ESPACES Hf^(S). — C'est l'analogue du lemme 2.4.2.

LEMME 4.5. — Soit i^ l'ensemble des symboles a, homogènes en Ç de degré 1, à coeffi-
cients C^ (F), tels que a = 0 sur N* F U N* Si U . . . U N* 5 .̂ Alors, pour 1 ̂  ; ̂  k + 1,

^(^{MeH^-1^ Vae-T, T^eH^-'^)}.

Preuve. — (i) Remarquons d'abord que si MeHf'i^ç, et ^ est un pseudodifférentiel
d'ordre 0, de symbole nul près de N*Z^, alors u^=%(x, D)ueïî^(T). La preuve est
totalement analogue à celle du lemme 3.3.3 (a), le lemme de division 3.2.1 remplaçant
le lemme 3.3.1.

(ii) On déduit de (i) que si le symbole 7 est nul près de U N* 5 ,̂ et si u e H^ (S),
J ' ^ i

alors x(^ D)MeHf;i^.
(iii) Soit alors 2^=1 une partition de l'unité où chaque symbole .̂ est nul près de

^ N* 1̂ .. On pose u^ = ̂  M, u = S u^.
J ^ i

Si Z est tangent à F et Z;, on a, grâce à 4.4. 3, si

ueîî^-1^) : T,^=T,^+Ri=T^+R2,

avec

R.eH^1^-0^-1^), R^H^-^S).

Orzx.e^, doncT^eH^-1^).
D'autre part, T^M=^T^M+R3, R3eHf'i^1 : d'après (ii), on trouve

T.X^eH?;^1, c'est-à-dire x^eHf;^, et ueïî^(L).
(iv) Pour montrer l'inclusion inverse

H^(S) c {ueH^-1^ Vae-T, T^eH^-1^)},
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on remarque que, pour tout i, un symbole aei^ s'écrit, d'après le lemme3.2.1,
a=Ea^0. On a alors, si u =2 M,, T^=T^T^)Mf+R, avec ReHf' i^: comme
T^)M,eHf;^1, on en déduit T,u,eHf;^1, soit T^ueH^-1 (£). •

4.6. TRACES SUR UNE HYPERSURFACE. — Dans ce paragraphe, nous considérons la
situation géométrique suivante : F est une sous-variété de codimension 2, de classe
Qoî14^ contenue dans l'hypersurface Si = {x^ =0}; et E et 5V sont des hypersurfaces de
classe Cf^^F), contenant F; 2 et Si sont non tangentes, ou bien S=Si, et de même
pour S'.

LEMME 4.6.1. — Soit u e C^(S, F), a>0 [r^s .̂ MeH^(£, r)s>l/2], ^fc+1. AJors
^eC^(F) [r .̂ Ml^H^^r)].

Preuve. — Notons d'abord les deux inégalités, valables pour toute (peC^(Q), et
toute v :

lll;kl|c$^(^)^cllî;llc$•ï(s.^),

l^;kl^4•^(^)^clï;|H^+l/2•f(£,^)» 0<£<1/2.

Ces inégalités résultent du fait que les espaces considérés sont définis à l'aide de vrais
champs, et qu'il existe une famille finie de champs, tangents à S, Zi et F, dont la
restriction à £1 engendre les champs tangents à F.

Soit alors

vl/eCo^Q) : v|̂ =$:(v|/u),, et \\(^u),\\^^^C2-^
p

[resp.K^^^i^i^.D^C^^-^5-6-1/2)), 0<£<s-(l/2)]. Comme (vM^ a son
spectre dans une boule Bp, les inégalités ci-dessus impliquent ^u^eC^^ÇT) [resp.
\|/ u \^ e H^2'l (F)], d'où la conclusion. •

LEMME 4.6.2. — Soit aeC^(Z, F), MeH^(E', F) (n?^. ueC^(^, F)), e>0, s>l/2
(r^sp. a>0).

Alors T,M|^-T,^M|^+RM, a^c RiieH^^^-^^F) [re5p. Q (̂F)].

Preuve. — On peut supposer a et M à supports compacts, et l'on note d=a\^, etc. On
a alors a-Spa= ^ a^,

9^P

r,(a)=S,a-S,(a)=- I: (a;)+ $: «
4^P 4^P

D'après la preuve du lemme 4.6.1, on a

kp^llc^n^C^"^8; de même, pour 0<r)<s—-,

Ir (iA\ « i <C il J-P(s-l/2-v\)\ ' p W IHÎ' ï (F) ̂  ̂  "p z
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On écrit _alors T,u='L(S^a)u,, d'où TaU=^S^a(u,,)+ïr^(a)(u,,). Comme
r,,_N(a)(«p) est à spectre dans une boule Bp, et

|^_N(a)(u;)|H5,,^^C||^,_N(a)||c$,.(^)|(u;)|H,°.'(^)^C^2-''<s-<l/2)--+l)

le deuxième terme est dans H^172-"-0-^?) [resp. C^^r)]. Enfin,

Mp=Sp+iU-SpU, («,;)=(«)„+»•„...! («)-?•„(«),

et

ESp_Na(«;)=T,-t(+S(Sp_Nû)(r^i(«)-rp(i()):

le second terme s'écrit, en sommant par parties, î.(a\_^r .^ (u)+f, fey, et il appartient
à H^1/2^-0.^) [resp. q^'d-)]. •

LEMME 4.6.3. — Soit x=(Xi. • • - , X») un difféomorphisme de classe C^1 (p>0), te;
que x(?i) «= Si. Aîors, /»our U6C^(CT>1), en notant 5C=x|ïp

(X^^IÏ^W^I^+RM, RueC^1-1-8, e=inf(o-l,p+l).

Preuve. - Avec les notations de 4.6.2, on a, d'après la formule de linéarisation 3 1
de [2],

«°X=X*«+T«,^5c+RiU, RlUeCfot1^,
et

uoy.=(Ï)*u+^^^^ï+R^u, R^ueC^1-1-'.

Or(u^)=uc^etT,,^7x=T,,7^^+R3u, R3U6C^1+E d'après le lemme 4.6.2.
Comme/i=0, et «^"^("x^X^")^0/^^), on obtient le résultat en soustrayant
membre à membre. •

4. 7. FORMULE DE PARALINÉARISATION.

LEMME 4.7. — Sod E vérifiant G(p, fe)(p>2), et s>n/2 (res/». CT>O).
(i) L'espace H^(S) [res .̂ C^'(S)] est une algèbre.

(ii) Si FeC^CR), ueH^(2) [resp. C^'(Z)], on a F(U)=TF.(«)U+R(«), avec
RWeîi^-"2-0'1^) [resp. C,2,?-0-'^)].

Preut;e. - (a) Montrons d'abord que si M6C;-'(S), pour r|>0, et (peCy(îî), et si
FeCy(R), alors F(u)6C;-'(S).

La preuve copie celle de Bony [9] : on écrit u=2y,, M,.6C^, et F(u)= le'^F^dÇ.

Pour chaque j, d'après le lemme 2.4.4 et sa preuve, on a e'"^ 6 C'1'', et
lle'"^l|c7•,^C(l+|Ç|)N pour unN. Grâce au lemme 3.3.3, e•"ç=^e'l'^eC;•'/(2), et

||e^||,.,^C(l+ \^' : on en déduit F^eC^ÇS).
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(b) Supposons maintenant MeH^(S), FeC^tR), et F(0)=0. En reprenant la preuve
de Meyer [23], on obtient la formule (ii) avec ici

R(M)=Zm^, mp=\ F(SpU+su,)ds-S^r(u).
J o

Posons r=5—(n/2), et prenons T[, 0<r|<r : on a ueC^ÇL), et d'après les lemmes 4.4.1
et 4. 3. 3, il suffit d'obtenir l'estimation

| |aamJ^^C2p( la i+11)2~pr pour tout |a |=^grand.

Or

||ôaS^NF/(M)||^C2p(î-r+Tl), car F- (u) e q;l (S).

D'autre part, en notant v=SpU-{-sUp, on a

8^ F (v)= ^ ^ F^ (t;) 8^ v . . . 8^-1 u, avec S y, = a :
2^m^q+l

comme d'habitude [2] [23], on remarque que

^nspu+su^^c^^^1-^-^.
Il reste à montrer que

||F^(tO||^C,

pour conclure ||ôaF/(î;)||^C2p(î-'•+11) : cela résulte du fait que ||î;||̂ C, et d'une
simple inspection de la preuve de a).
On obtient finalement R^iOeH^"^1^), et la preuve s'achève de façon standard,
comme dans Bony [8]. •

Bien entendu, la formule de paralinéarisation est vraie en général dans les algèbres
HîcxK^Q» %J(^), avec la régularité optimale du reste : pour ne pas alourdir le texte,
nous n'avons donné que l'énoncé 4.7, qui nous servira par la suite.

5. Configurations caractéristiques pour un symbole

Nous considérons dans ce paragraphe une configuration de surfaces 5 -̂ satisfaisant
G(p, fe) (p>2) (cf. § 4), chaque surface étant caractéristique pour un certain opérateur
différentiel.

LEMME 5.1. — Soit Û90, t une coordonnée dans R", et Q± = Q O { ±î>0}. Soit S une
configuration de m surfaces (m ̂ 2) dans Q, satisfaisant G(p, k), avec F c= Q+. Soit
p =p (x, v (x), Ç) un symbole réel différentiel homogène d'ordre m sur 0, dont les coefficients
sont des fonctions C°° de (x, v) avec v=(v^, . . ., v^) une fonction réelle donnée sur Q,
veC^1^).
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On suppose que les surfaces ^.(1 ̂ j^m) sont caractéristiques pour p, et que les courbes
caractéristiques pour p issues des normales aux £y en des points de Y sont transverses à Y.

On suppose de plus yeCf^1 '^1^), 0+ domaine d'influence de Q_ pour p.
(i) Si les Z, sont de classe Cf^2 dans Q_, alors F est de classe Cf^2, et S satisfait

G(p,k+l ) .
(ii) Si 2^ et ̂ (j\^j^ sont de classe C^2 dans Q_, alors F est de classe Cf^2,

et les 2, sont de classe Cf^1'^1 (F) rfans k domaine d'influence de Y (pour les caractéristi-
ques sur Sy).

(iii) Si F c: { î=0}, 5f FeCS^4'2 et si Q+ é?sî domaine d'influence de Q H {î=0}, ators
2 satisfait G(p, fe +1).

Preuve. — La preuve s'appuie sur deux énoncés intermédiaires.

(a) LEMME 1. —5oiî 5C MU difféomorphisme de classe C^^r), eî S'==^(2:). 5ofr
weC^E'), O<CT^P, ^fe+1 ; ators wo^eC^(2:).

Preuve. - Notons que S' vérifie G(p, fe), d'après le lemme 3.1.4, et que les algèbres
CJ;i^ sont définies à l'aide de vrais champs.

La propriété est vraie pour J=0, et supposons la vraie pour / - l ( l ^ ; ^ k + l ) : s i Z
est un champ tangent à S, et F à coefficients Cfcc^F), on a, avec w=Zw^
^^^[Oc^Z)^]^; comme ^Z est à coefficients Cfec^F'), (z^Z^eC?^"17,
et Z (w, o ̂ ) e q;/^ \ d'où w o ̂  e C^ (£). •

(fc) LEMME 2. — Soit (ù3 0 MU ouuert dé? [R"~1, x=(r, ^), éîî F Mné? hypersurface de classe
cllwl+k contenue dans œ+. 5'oiî Y un champ réel de symbole y, à coefficients C^(F),
transverse à F, et a e C^1 ' l (F) ( p > 2, ;^ k).

5'oft MeCioc^^r) satisfaisant l'équation

T^M=I|/, a^c vkeC^11^1^).

(i) 5i ueC^1 de œ_, ^ 51 œ+ est dans l'influence de œ_ pour Y, ators MeC^c^^^r).
(ii) Si M|r ̂  ̂  classe C^\ ueC^1'^1^) dans l'ouvert d'influence de Y pour Y.
Preuve. — Nous montrons le résultat par récurrence sur l.
(i) Soit ^=0, et z un symbole de champ tangent à F, à coefficients Cf^. On a

^Ty^î^Ty+^M+T^+^y+^M+Ri, avec RieC2^-3,

d'après le calcul symbolique de Bony.
D'autre part, p^=z#y-y#z est à coefficients C^1, et p^y+^^z^ pour un

système convenable de champs Z^ engendrant les champs tangents à F, avec ^
o^eCf^1. Donc

T^u = T, T,u + Z T^ T^ M + R,, R, e C2^- 3.

On en déduit, en prenant pour z l'un des z ,

T^,T,M+ZT^T,^eC^1 si 2p-3^p-l, Le. p^2.
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Dans le cas (i), T^ ueC^1 de œ_, et le résultat de propagation des singularités
Hôldériennes pour les équations du premier ordre de Bahouri et Dehman [6] implique
T^eC^SsoitMeCS,;1'1^).

Dans le cas (ii), comme T^u-Z^eCf^, T^u^eC^, et le résultat mentionné
donne la conclusion.

(ii) Supposons le lemme vrai pour î- l( l^?^k), et montrons le pour ;. Avec z=z^
on a maintenant RieCi2^"3'^), d'après 2.1.2. D'autre part, p^ est à coeffi-
cients Cfej-^F), et 7?i=^+2a^, avec À,, a.eCfej-^F) : on en déduit
R2€:C^-3t!(^) c: Cf^^F), et finalement T^T^+ST^T^MeC^^r).

Par récurrence, on en déduit T^ueC^c^^r), d'où le résultat. •
(c) Notons x=(y^ t, /), z=(t, /). Fixons j, et supposons E, transverse à l'axe des

y^ : F étant une équation de £; de classe Cf^^F), soit / : (.Vi» t, /)-^(F, t, /) un
difféomorphisme de classe Cf^^F) appliquant S, sur {^i=0}, F sur F', S sur S'. En
prenant (p(t, /)=(x-l)l(0, t, y ' ) , on obtient un paramétrage ^i=(p(z) (zeœ, projection
de E. 00) de Z,, et (peC^'^r') à cause des lemmes 3.1.4 et 4.6.1. Comme E, est
caractéristique, on a

/?((p(z), z, t^(cp(z), z), -1, (p^)=0.

En dérivant cette équation par rapport à Zj et à z^, on trouve

^(Pzz,Zfc+^<Pzz^zz,+ Z A^,(p^+Ri=0,
p.î

avec
Z Ap, , (P,̂  == U>^Py^ (Pz^ + ,̂ (Pz,Zfc +^Z/ (PzZfe

P.î

+ î,Ç (^yi <Pz, + ̂ z) (Pzzfc +/?^ ̂ i ̂ zjzk

+ [Pçyi <Pzfc +^Zfc + .̂ ( î (Pzfc + ̂ )] (Pzz,

et

RI =<Pz,^m ̂ Pyl^Pylv^vi ̂ ^^Py^^P^

+P^v (Vy, (Pzfc + ̂ zfc) + (P.yi <Pzfc +^zfc

+ .̂. ( î (Pzfc + ̂ )) (Vy, (p,, + U )̂ +^ (a,, F^ (p .̂ + ̂  U .̂).

Comme (peCf^^^r), (p^.eCfe^F'), et u((p(z), z)eC?^+l(^/) d'après (a) et le
lemme 4.6.1, car t;((p(z), z)^^''1)^^ de P1118»

(D^XcpCz), z, F((p(z), z)), -1, (p^eC^^FQ

grâce au lemme 2.4.4. Comme reC^1'^1^), Vy, ou ^.eCfe^1^), et t^((p(z), z),
^.((p(z), z)eCf^+l(r) : cela montre que A^eC^F') et R^eC^^^^FQ.

(d) Paralinéarisons l'équation obtenue en (c) : on obtient

TpÇ <Pzz,Zfc + ̂ p^, ̂ j + ̂ ^ <Pzzfc + s rT^ , <PzpZ, = RI»
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avec RieCioe1'^1^), si p^2 (on utilise ici la variante suivante, facile, du lemme 4.7
(ii) : si aeC^(r) et beC^ÇF), afc=T,fc+T,a+R avec ReC^^F')).

Pour tout; dans le cas (i), et pour7=/\ ou j==j^ dans le cas (ii), on peut appliquer le
lemme 2 de propagation du point (fc), (i), Y étant le champ p[. 8^ qui est la projection
sur ;q =0 de la projection sur la base de Hp pris aux points de N* 2^ : les hypothèses de
domaines d'influence et de transversalité sont des conséquences des hypothèses correspon-
dantes sur Hp. On obtient

^^^•^(r), soit (peCi^'^Or).

(e) Nous montrons que si (pGCS^1'^1^), S, peut être définie par une équation
F=0, FeCS^^^F) : il suffit de montrer qu'il existe GeC^1'^1^), G|^o=^
G;^0. En effet:

(i) L'application ^Q : (y^ r,y)-^(G, t , / ) est alors un difféomorphisme de classe
Cfot1^1^) qui applique {^=0} sur 2 ,̂ F sur F.

(ii) L'inverse /o1 est de classe C^^^F) : il suffit d'écrire XoOCo1^))^
Xote'WKXo1)^)^ et le lemme 3.1.4 implique ^(Xo'OO^Cfe^^r), d'où
(Xo^cs^or).

(iii) On peut prendre F=(Xo1)! comme équation de E .̂.
Pour montrer l'existence de G, on peut se ramener au cas où ^={^=0} . En effet,

soit Xi : (t, y)-^(T, YQ un difféomorphisme du plan {^i=0}, de classe Cf^14^, appli-
quant r sur {T^}^" : (pi^xr^cpeCi^1'^1^) d'après le lemme 2.4.3; grâce
au lemme 3.1.2, il existe GiëC^1'^1^), Gi y ,=o=(Pi; considérons G^xTGi, où
Xi : (Yi, t. Y)-^(y^ Xi(^ Y)) '' Gi^C^1'^1^), et, d'après le lemme 4.6.3,
G 2 ^ = o = x T < P i + R i , RieCi2,^^1; d'autre part, xî^Pi-cp+R^ ^^C^^1, donc
G = G 2 — R i — R ^ convient.

(/) Soient maintenant S^ et 2^ définies par des équations F et G de classe
Q^1'^1^)- Supposons par exemple (F^, F^) non colinéaire à (G^, G^) : le dif-
féomorphisme X : (x!.-^2» x/)-^ (F, G, x7) applique F sur F^x^x^O}. Comme
XeCS^'^^r), X^C^^^F') d'après (^), (ii), et donc X~ 1 Ir^Cf,:^2 : c'est un
paramétrage de F, donc FeCf^2, et la preuve est complète dans le cas (i).

(g) Dans le cas (ii), soit j différent de7\ et j^ et (p le paramétrage de S,. Comme F est
de classe Cf^^2, F' aussi, et (pIr 'eCf^^2 : l'équation vérifiée par (p, pour laquelle F'
n'est pas caractéristique, implique alors que (p'Ir'eCf^^1, (p" r^Q^. Le lemme 2, (ii)
montre qu'alors cp^eC^c^^'^^F') dans le domaine d'influence de F', ce qui prouve (ii).

(h) Dans le cas (iii), on sait a priori que FeCf^^2, et le raisonnement est identique à
celui de (g). •

6. Propagation des singularités conormales

6.1. PROPAGATION DES SINGULARITÉS I (INFLUENCE DU PASSÉ). — On considère la situation
suivante :

Soit Q90, t une coordonnée, û ± = Û O { + î > 0 } . Soit £ une configuration de m
surfaces satisfaisant G(p, k) (p>2, fe^O), et p un symbole différentiel réel homogène
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d'ordre m, à coefficients 0^(1), l^k. On suppose que Q+ est un domaine d'influence
de Q_ pour p, et que les surfaces 2^ sont caractéristiques pour p.

LEMME 6.1. — Supposons p>3, ^ soit ueîî^^ÇL) un vecteur vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Localement dans 0_, ueîî^1^1^).
(ii) Lî^T^+^^MeH^;1'^1^), avecp^_^ un symbole (matriciel) pseudo-différentiel

homogène d'ordre m—\, à coefficients de classe C^c2'^)-
Alors MeH^'^^S).

Preuve. — (a) Montrons le lemme suivant :

LEMME 1. — Si a est un symbole homogène d'ordre a, à coefficients C^ÇL) (0<a^p),
nul sur UN*!,, il existe un symbole K, homogène de degré a— m, a coefficients C^(r),

i
t^ ̂  a-À-j9 soit m^ sur N* F U N* Si U . • . U N* 2 .̂

Preuve. — Considérons a au voisinage d'un point de N* 2^ H N* F, et redressons S, et
F par un difféomorphisme ^ de classe CS^^IT) en r^x^x^O} et 2^={xi=0}.
Notons ûe t^ les symboles transformés, à coefficients 0^(2^) et 0^(2^) respectivement
[cf. lemme 5 (a)]. Comme la trace sur F d'une fonction de C;^(2V) appartient à C^, les
symboles û(0, 0, x\ ̂  ̂  0) et^"(0, 0, x\ ̂  ̂  0), qui s'annulent pour ^2=°. s'écrivent

a(0, 0, x\ ̂  ̂  0)==a^, ^"(0, 0, x\ ̂  ̂  0)=^^

avec a, ̂  à coefficients C^1 et Cj^1 respectivement.
D'autre part, comme ^(0, 0, x', ^, ^2» ^) possède déjà m zéros réels distincts dans le

plan des (^, ^2). (^ °) est un zéro simple et p^Q près de (1,0). En choisissant X=a/^,
qui est bien défini au voisinage du point considéré, et en étendant X en X pour ^/ -^ 0, on
obtient que a — X ^ = 0 sur N*F.

Au voisinage de points n'appartenant pas à N* Z, Ç\ N* F pour un f, l'existence de À-
est triviale.

(b) Nous aurons également besoin du lemme de division suivant, qui étend le lemme
3.2.1.

LEMME 2. — Soit S vérifiant G(p, fe). Pour tout 7, i7 ^cfs^ une famille Z^ dé champs
tangents à Y et à 2 .̂, a coefficients Cf^F), ^ls (^ ^our îoMt symbole m homogène de
ô°^ à coefficients 0^(2:), nu? 5Mr N*rUN*2:,, on ait m=2:a^z^, a^c a^ de degré
U-l, à coefficients dans C^c1'1^) ( l<(T^p, ^^+1).

Preuve. — Grâce au lemme 5 (a), on peut se ramener au cas r = { x i = X 2 = 0 } ,
S .={xi=0}, et les champs Z^ que l'on considère sont alors x^o^ x^8^ x^ô^ ô^. Il
suffit de montrer ici, en suivant la preuve du lemme 3.2.1, les deux points suivants :

(i) si aeC^(2:), a=0 sur X i=0 (resp. X2=0), alors a=x^a^ avec a^eC^^1^) [resp.
a=x^a^a^C^lflW].

(ii) Si âeC^(S), avec o=0 sur F, il existe un âeC^(2:), â==0 sur X2=0, tel que
a=a sur Xi=0.
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Soit a==Ea,, a^eC^^: comme aj^o6^^) (lemme 4.6.1), il existe, d'après
le lemme 3.1.2, a, e C^ (F), avec ^ - ̂ . = 0 sur x^ = 0. Donc
a=ai- f l i+ . . . +a^-i-^_i+^+(ai+. . . +fl^_i)=S^, avec ^eCJ;^, et b,=0 sur
Xi=0.

Pour diviser fc^ dans CJ'i^, on peut toujours supposer de plus 2^={x2=0} (si 7^ 2) :
posons bj=x^ cf, on a

x^S^b^bj+x^x^S^ Cj), x^ 8^ bj = x^ Cj + Xi (x^ ^i .̂),
X2 ^2 b,=x, (x2 ^2 ̂ ). ^ b, = Xi ̂ , c,, d'où c, e CJJ^'!

comme au lemme 3.1. 3 (i). Si j= 1, on vérifie de même que c^eC^~^1, ce qui prouve (i).
Le point (ii) résulte des lemmes 4.6.1 et 3.1.2 (ii).
(c) Soient ^ ( l ^ ï^m) des symboles classiques, homogènes de degré 0, tels que Xi=0

au voisinage des N*Sy(/^f), et S^=l.
Posons m,^=^z^ : c'est un symbole à coefficients C^(F), nul sur

N*rUN*Si U . . . UN* 2 ,̂ et tout symbole m de ce type s'écrit m=£a^m, ^ a, q à
coefficients Cf^1^ (F).

Sous les hypothèses du lemme, avec m = m ^ , on a

et

ou

T1 'T —T1 T' _LT -1-R P • T-TS', F _. Tjs'-m-1+p-0, F
^ m l p — l p ^ m ^ l m # p - p # m • i v l î ^l • ^loc "̂  ^loc »

^^-i-^-i^T^+R,, R, : H^^H?,;^?-2-0^',

^=m#^_l-^-l#meEm- l(C^3•^(£)).

Comme

m#p-p#m=l:{m,p}^ r^^-^O^1^)),

et

{m,7?}=À</?+Zaf^mf^,

^eS^C^^^r)), a^e^-1^2^)),

d'après (a) et (&), on a

T^,^=T^+ET^^^=T,T,+2;T^^T,^+T^+R3,

avec r3e£w- l(C^2 'z(E)), et R3 : H^' -^ H^-^P-2-0^.
Finalement,

Tm ^id+pm- i = ̂ pid+pm- 1 ̂ w — l ̂  ̂ «1. gfd ^Wf, q ~l T^ Tp^ + T,. + R,
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avec re^-^C^3'^)), R : H^' -^H^P-2-0^
(rf) Sous les hypothèses du lemme, on déduit de (c) que

^pi^p^-JrnU-i^^^UEW^1^.

Si !==0, le théorème de propagation des singularités de Bony [8], appliqué au système ci-
dessus (m décrivant les m,^), montre que T .̂ ̂ e 11 (̂0), soit ueH^^Z).

Si l^ 1, on conclut par récurrence, en supposant le lemme vrai pour ;— 1. •

6.2. PROPAGATION DES SINGULARITÉS II (PROBLÈME DE CAUCHY). — On considère la
situation suivante :

Soit Û90, t une coordonnée, Q ± = Q n { ± t > 0 } . Soit Z une configuration de m
surfaces satisfaisant G(p, fe) (p>2, fe^O), pour laquelle F est C^, rc{t=0}, et p un
symbole différentiel réel homogène d'ordre m, à coefficients C{^(S), l^k. On suppose
que Q+ et Q_ sous domaines d'influence de QH { ^ = 0 } pour p, que p est strictement
hyperbolique par rapport aux surfaces t = Cte, et que les S, sont caractéristiques pour p,

LEMME 6.2. — Supposons p>4, et soit ueîî^^ÇL) un vecteur vérifiant les conditions
suivantes :

(i) D^l^o^H^-^^^n.^O, . . . , m - l .
(ii) LMEET^^MeH^1^1^), L^eH^2'^^), OM 7^-1 ^ comme au

lemme 6.1.
AforsueH^^1^).
Preuve. — Elle suit l'argumentation de Bony [13].
(a) Montrons d'abord un lemme de traces.

LEMME 1. — Soit veîîi^1^ T^eH^'^).
Alors ̂ 4=0^^-^(^,7=0, . . ., m-1.

Preuve. - (i) Pour J=0, le résultat est classique (cf. par exemple [13], [28]).
(ii) Montrons le lemme par récurrence sur l : soit m' (x, Ç) un symbole classique

homogène d'ordre 1, nul sur N* F : il existe une extension m (î, x, Ç) à coefficients
Cfe^ (F), telle que m = 0 sur U N* 2^ U N* F.

j
D'autre part, si / est un symbole classique homogène d'ordre 0, nul près de Ç=0, égal

à 1 hors d'un voisinage de Ç=0, on a (l-^ueH^''1'^), car/? est elliptique dans les
directions (0, ± 1) : il suffit alors de prouver le lemme pour ^ ̂  en notant que
T^eH^1'1^). On écrit

T^T^-T.T^+^T^^+Ri, R^H^^S),

d'où, comme au lemme 6.1 (c), TpT^veH^1'1-1^).
Comme D^'T^= E T^-^+R^ avec R^H^-7-1^'^), où

0^v^[p]

m^=m^(t, x, Ç) est homogène de degré 1 à coefficients CSoc^^r), mo=m, on a, grâce au
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lemme 4.6.2 et à l'hypothèse de récurrence,

I^'I»/4=o=T,,-(I^xiO|,=o+R3, RaeH^'""-'-'"1^);

on en déduit T„,(D^^O|^oeH^m-^'-l(^), soit I^4=o6H^m--'•'(^). •
(fc) Nous aurons également besoin du lemme de division suivant.

LEMME 2. — Soit a un symbole homogène d'ordre a, à coefficients C^(S). Il existe b
homogène d'ordre y.-m, et a'=a'(t, x, !,), à coefficients Cfe^S), tels que a=bp+a'.

Preuve. - En chaque point, soit p est elliptique, soit il s'écrit
p=(r-Kj(t, x, Ç))^.(t, x, T, Ç), q^O, ̂  réel : on a alors

a = (T - X,) a3 + a (t, x, .̂, ï,) = î^p + a (t, x, À,, Ç). •

(c) Soit m=w,_y comme au lemme 6.1(c): il existe des symboles q, p'o,p,i, m',
d'ordre 1 -m, 0, -1,1, po et m' tangentiels, tels que

mid •= q # (pid) + q #p^, _ i +p'^ +p _ ^ + m' id.

En effet, avec q=aoid+a^ (ûo d'ordre 1-w, ai d'ordre-m), il suffit d'avoir
m=aop+m', (8^ao.D^p)id+aip+aop^_i=po : le lemme 2 de (b) fournit dy et m', puis
ai et p'o. On observe de plus que (x, 0, î,, À,,(x, 0, Ç))eN*S; lorsque (x, Ç)eN*r, donc
m' (0, x, Q s'annule sur N* F.

(d) Si / est un symbole classique d'ordre 0 nul près de ^=0, égal à 1 hors d'un
voisinage de Ç=0, (l-^MeH^2-'-^), et

LxueH^1-^1^), L^ueH^2-'"-'^^).

Avec m=m^y on veut montrer D{^n,u\,^eîî^m-•l•'(D, et il suffit de le prouver
pour / u : or

T»Z"=T,TP^_^»+T^XU+TP_^"+T^X"+RI,

avec R 1 6 Hf;» +1 • ' (S), donc

I^T^5c"=I^T,Lxu+T^D^-x»+[I^,T^]5c"+I^Tp_iX"

+T^D^y+[D^Tj5c"+I^Ri.

Comme en (a), [D ,̂ TJ= ^ T,^D^V+R„ ^ tangentiel d'ordre 0,
lgp-2

[D^ T^,]= ^ T^D^-V+R3, m^ tangentiel d'ordre 1, R^ et R3 étant respectivement
lêvSp " r

-j+p-2 et -j'+p-l régularisant. Grâce au lemme 4.6.2, on obtient

Tpb^Xfl^o-T.^o.^yCI^'x^l^oeH^"--'-1/2^-2-".'^),
T^vD^-VÎC"l>=o-T^,(o,.,y(I^-vx")|(=oeH^m-^-l/2+•>-2-o•'(D,

Tm-D/Xyl^o-T^^^ç^D^^l^oeH^'"-.'-1^^-''.'^),

T^I^-VXM|,=o-T^(o.x,y(I^-VX")|,=oeH^m-^-l/2+P-<»•'(^),
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et, par ailleurs, D^'Ri et D^Tp_lX"eH^m + l-A ((E).
On trouve donc

I^T^u|,=o=^T,Lx«|t=o+Tm'(0,^)W'XM)|t=0+R4>

avec R^eH^-'-^r).
Comme m'(0, x, Q est nul sur N*F, T„,(o,,.ç)(D^l^)|t=oeH^m-•'•'(^). Enfin,

LT^Lxu^L.TJLxu+T^xueH^1-'^),

et le lemme 1 de (a) implique DÎTyL^u^^oe'H.^'^'Çr}, d'où l'assertion sur les traces
deT^y.

(e) Pour démontrer le lemme 6.2 par récurrence, il faut vérifier que
I/T^ueH^1''^), L^T^yeH^'"-'-2-^^), I/ étant un opérateur (matriciel) de même
structure que L, avec l— 1 remplaçant l.

Or, d'après le lemme 6.1 (c),

T^L=LT^-(ST^,,T^+T,L+T,+R,

OÙ

re2:w-l(C^3tJ(£)), ae^C^^S)), ^^m-l(C^2flW)

et
R : H^-^H^-^-2"0^.

Si l'on note simplement Tu le vecteur dont les composantes sont celles des T^ u
mises à la suite, on trouve ainsi

TL=I/T+T^L+T,+R,

où a, r et R sont des matrices (D, d) (à, D nombres de composantes de M, Tu), et
L^T^^. On en déduit

^T^TL^T.L^T.L-RL-T^^T.L-ET^TJL+T.T^^L

-T^-T^T.-rr,, TJ-T.L+T.T^-I/R,

d'où I/TMeH^'^Z), L^T^eH^2'^), car l'hypothèse p>4 implique que R est
au moins 2 — m régularisant, et que [Tp, TJ est d'ordre 2m—2.

(/) II reste à examiner le cas ;=0 : on a alors TueH^"1^), D^'T^l^o^H^"7'
et I/TMeH^1^). La conclusion résulte alors des travaux d'Alabidi [1] et Sablé-
Tougeron [28]. •

7. Preuves des théorèmes

7.1 . THÉORÈME 1. — Posons 5=(n/2)+(p+l).
(i) La configuration Z dont on a supposé l'existence n'est déterminée en fait que dans

le domaine d'influence de F : elle est alors de classe Cf^1? car le symbole principal p de
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l'opérateur linéarisé est à coefficients C{^1. On la prolonge alors (le cas échéant) à tout
Q, en une configuration Z de classe Cf^1, caractéristique pour;?.

(ii) Supposons que £ satisfasse G(p, fe), MeH^'^S), et ueîî^^ hors de
EI U 2:2 U S/, où S^ désigne la partie sortante de F de 5 .̂ (qui est uniquement détermi-
née).

D'après le lemme 4.7, u est solution d'une équation de la forme Tp+p _ u=R (u\ où
p et^_i sont à coefficients Cf^^S), et R^eH^-"72-0'^^). Le le^me 6.1 montre
qu'alors u eH^^1 (S).

(iii) Le lemme 5, cas (ii), implique qu'alors les E, sont de classe C^1'^1^) dans le
domaine d'influence de F, qui est Cf^^2.

Hors de S^U^US/, ueîîs^m+k+\ sauf peut-être microlocalement sur les
conormaux aux ^(j'^1,2): le théorème 6.2 de Bony [8] montre alors qu'en fait
ueïîs^m+k+l partout hors de E^ U^2 US/.

Il ne reste plus qu'à prolonger arbitrairement à Q la configuration £ hors du domaine
d'influence de F en une configuration caractéristique satisfaisant G(p, fe+1) (ce qui est
possible car, là où le prolongement a lieu, ueC^^^2): on est ramené à la situation
de (ii), avec k+1 au lieu de fe, d'où la conclusion. L'amélioration de la régularité sur les
S/ (/^3) s'obtient de façon standard comme dans Bony [9].

7.2. THÉORÈME 2 ET THÉORÈME 3. - Les preuves sont presque les mêmes, et plus
simples, que celle du théorème 1 : le théorème 2 utilise le lemme de propagation 6.1 et
le point (i) du lemme 5 concernant la régularité de la configuration S, tandis que le
théorème 3 utilise le lemme 6.2 et le point (iii) du lemme 5.

Les énoncés correspondant aux théorèmes 1, 2, 3 pour des hypothèses de « régularité
limitée » (cf. § 1) sont en fait ceux que l'on prouve dans ce paragraphe.
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