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_INTERACTION D’ONDES SIMPLES POUR DES
EQUATIONS COMPLETEMENT NON-LINEAIRES

Par S. ALINHAC

Introduction

Dans cet article, nous décrivons les singularités C* de solutions d’équations (ou de
systémes) complétement non linéaires, de la forme

F(x, u(x),..., 0%u(x),...)=0, |a|<m,

dans un ouvert Q< R" n quelconque.

Plus précisément, t étant une coordonnée représentant le temps, on décrit les singularités
de u dans le futur Q, connaissant ces singularités dans le pass¢ Q_(Q, =Q N (+t>0))
ou a linstant t=0: on se limite pour cela aux configurations les plus simples, en
supposant en outre la solution u considérée déja assez réguliére (ue Hi, ™ (Q), s>n/2 au
moins), et 'opérateur linéarisé de F hyperbolique.

Dans le cas des équations (ou systémes) semi-linéaires, c’est-a-dire de la forme

P(x, D)u=G(x, u(x), ..., u,...), la|sm—1,

de nombreux travaux sont disponibles : M. Beals [7], Bony ([8] a [13]), P. Gérard
[15], Godin [18], B. Lascar [19], Leichtnam [20], Melrose et Ritter [21], G. Métivier [22],
Rauch et Reed ([25], [26], [27]), Sable-Tougeron [28].

Dans le cas général, en revanche, peu de choses sont connues : P. Gérard [15] dans le
cas analytique, P. Godin ([16], [17]) pour la dimension deux, Alinhac ([3], [4]),
Chemin [14].

Les théorémes que nous présentons ici supposent la solution u (resp. les données de
Cauchy) C* hors d’une ou plusieurs hypersurfaces caractéristiques dans le passé (resp.
C= hors d’une hypersurface I' de {t=01}), et établissent que u est C* dans I'avenir (resp.
dans Pouvert) hors d’un nombre fini de surfaces caractéristiques, qui sont elles-mémes
C® hors de leur intersection (resp. hors de I'): les énoncés précis font I'objet du
paragraphe 1.

Le plan de I’article est le suivant :

Au paragraphe 1, on énonce les résultats principaux, en utilisant uniquement la notion
simple de distribution conormale par rapport a une hypersurface C*®.
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92 S. ALINHAC

Au paragraphe 2, on fait une théorie des espaces de distributions conormales définies
par l'action de champs peu réguliers, et du calcul symbolique pour des opérateurs a
coefficients dans ces espaces. Ce paragraphe est auto-contenu, et nous espérons que les
espaces qui y sont discutés se révéleront utiles dans d’autres applications (solutions striées,
etc.).

Au paragraphe 3, nous explicitons les constructions du paragraphe 2 dans des cas
particuliers (distributions conormales par rapport a une ou deux surfaces peu régulicres,
etc.).

Au paragraphe 4, nous précisons les propriétés des distributions conormales associées
a une configuration £ de m hypersurfaces X; peu réguliéres se coupant selon une aréte I
de codimension 2 (qui sont celles dont on a besoin ici).

Au paragraphe 5, nous considérons des configurations £ dont les surfaces X; sont
caractéristiques pour un symbole p (x, £) : hous établissons un lien entre la régularité des
coefficients de p et celle des surfaces Z; et de I'aréte I'.

Au paragraphe 6, on étend aux distributions conormales les théorémes usuels de
propagation des singularités H® pour des solutions d’équations hyperboliques.

Enfin, le paragraphe 7 précise les preuves des théorémes.

1. Résultats principaux

Soit 230 un ouvert de R*"(n=2) ou la variable (y, t) (teR) est notée x; on pose
Q. =N {xt>0}.

Soit F une fonction réelle C* de ses arguments, et ue H},t™(Q) une solution réelle
dans Q de I’équation

le|
F(x, u(x), ..., u®(x),...)=0, u®= —aa——u, |a|<m.
xu

On suppose dans tout I'article s>n/2, ce qui implique que H;j est une algébre, et
I’équation a un sens.

Soit
P 8= ) a—F(x, u), ..., u9(x),...)e

lal=m 6u‘°"

le symbole principal de I'opérateur linéarisé de F sur u : on suppose les surfaces t=Cte

non caractéristiques pour p.

On rappelle la définition [9] des espaces H; *(Z), lorsque T est une hypersurface C*

(seR, keN):
Hy (D) ={ueH.(Q, Z,.. . ZiueH;, (), sk,
pour tous Z, champs tangents a = a coefficients C* }.

Les deux premiers théorémes décrivent l'interaction de deux ou plusieurs « ondes
simples ».
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INTERACTION D’ONDES SIMPLES 93

THEoREME 1 (interaction de deux ondes simples). — Soit ue Hit™(Q), s> (n/2) +4, une
solution dans Q de F(x, . .., u® (x),...)=0.

Soit (X4, . . ., Z,) m hypersurfaces de classe C' se coupant le long de T, de codimension 2,
I'cQ,, et deux a deux transverses.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

(H1) Le domaine Q. est d’influence de Q_ pour p (c’est-d-dire que toute caractéristique
de p issues de Q. rencontre Q_).

(H2) Les hypersurfaces X, sont caractéristiques pour p, et les caractéristiques de p issues
des normales aux X; en des points de I sont transverses a I'.

(H3) Dans Q_, Z, et Z, sont C*, et u est C* hors de X, \JX,; de plus, localement
prés de X, (i=1, 2), on suppose ue Hi;:™ © (X)).

Les singularités de u dans Q peuvent alors étre décrites de la fagon suivante :

(i) T est C*.

(i) Les surfaces X, et X, sont C® hors de I, ainsi que les surfaces « sortantes »
)P el

(iii) La solution u est C® horsde £, UZ,UZ; U...UZ}.

(iv) Localement prés de T\TI (i=1, 2), ue Hjt™ ©(Z)).

(V) Localement prés de £ \I' (i23), ue Hi{f™ *(X), ot t=5+s—(n/2)—1. A

Lorsque plus de deux ondes simples interagissent, on se limite au cas (peu réaliste) du
théoréme 2.

THEOREME 2 (interaction de plusieurs ondes simples). — Considérons la situation du
théoréme 1, avec les hypothéses (H,) et (H,), hypothése (H;) étant remplacée par la
suivante :

(H) Dans Q_, X, (i=1,..., m) est C*, et u est C*® horsde Z, U ... UZ,, de plus,
localement prés de ; (i=1, . . ., m), ueHjt™ * (Z).

Les singularités de u dans Q peuvent alors étre décrites de la fagon suivante :

(i) T est C*.

(ii) Les surfaces X; sont C® horsde T (i=1, ..., m).

(iii) La solution u est C® horsde X,\J ... UZ,.

(iv) Localement prés de E\I (i=1, ..., m), ueHjt™* (). W

Ces deux théorémes généralisent celui de Bony [9].

Le troisiéme théoréme concerne le probléme de Cauchy.

TuEoREME 3 (probléme de Cauchy a données conormales). — Soit ueH;i™(Q),
s>(n/2)+5, une solution dans Q de

F(x,..., u®(),...)=0.

Soit T une hypersurface C*® de o={t=0} N Q.
Nous faisons les hypothéses suivantes :

(H1) Le symbole p est strictement hyperbolique dans Q par rapport aux surfaces t=Cte,
et Q. sont des domaines d’influence de ®.
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94 S. ALINHAC
(H2) Pour j=0,...,m—1, Dju|,_oeH}t" %> (T).

Les singularités de u dans Q peuvent alors étre décrites de la facon suivante :
(i) Les surfaces caractéristiques X, . . ., X,, issues de I" sont C* hors de T'.

(ii) La solution u est C® horsde Z,\J ... UZ,.
(iti) Localement prés de T\I (i=1,..., m), ueH:™*(ZX). M

0

Ces énonceés appellent quelques remarques :

1. Pour ne pas alourdir, nous avons omis les énoncés correspondants pour des systémes,
qui ne présentent pas de difficultés.

2. Les conditions « techniques » s>(n/2)+4, s>(n/2)+5 (Cauchy) peuvent étre affai-
blies pour des équations de type spécial : on prendra seulement s> (n/2)+3, s>(n/2)+4
(Cauchy) dans le cas quasi linéaire, etc.

3. Lorsqu’on dispose d’un résultat d’existence de solutions du probléme de Cauchy
dans les espaces de Sobolev, comme par exemple dans le cas d’équations ou de systémes
quasi linéaires, on peut le combiner avec le théoréme 3 pour obtenir une description de
la solution prés de {t=01}, car I'hypothése (H 1) se vérifie alors a I'aide des traces de u.

4. Dans le plan (n=2), on peut établir facilement les résultats correspondants aux
théorémes 1, 2, 3 dans les espaces de fonctions Holdériennes, grace au résultat de [6].

5. Nous ne savons pas si des hypothéses plus fortes sur u dans le passé (par exemple,
« piecewise smooth ») impliquent la régularité correspondante dans I’avenir (voir cepen-
dant [24]); en revanche, il semble que ’hypothése « u conormale » soit la plus faible qui
garantisse la régularité des surfaces caractéristiques hors de I' (des exemples simples
montrent qu’on ne peut espérer, en général, des surfaces réguliéres partout).

Notons enfin que la méthode de preuve permet d’obtenir en fait un résultat beaucoup

plus fin :

(i) une hypothése de régularité limitée du type « ue H{,"™*(Z,) » dans le passé implique

la régularité correspondante des surfaces X; et de u dans I’avenir.

(i) On connait le comportement des surfaces X; et de la solution u prés de I', en

termes d’espaces de distributions conormales qui sont assez compliqués a décrire (§§ 2,
3, 4).

Le lecteur trouvera les énoncés précisés au paragraphe 7.

2. Espaces de distributions conormales définis a Paide de parachamps

Pour une construction un peu analogue dans un autre contexte, voir [14].

2.0. NoraTtions. — Dans tout I’article, nous utilisons les notations des articles [8] de
Bony et [2] d’Alinhac, que nous rappelons trés briévement :

(a) Les espaces de Sobolev (sur R") sont notés H* (norme | . |s), les espaces de fonctions
Holdériennes C°, o ¢Z (norme ||. ||,). Lorsque o€ Z, o+#0, C° désigne 'espace construit
a partir de la classe de Zygmund Cj (comme dans Meyer [23]), et H ||0 désigne la norme
uniforme.
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INTERACTION D’ONDES SIMPLES 95

(b) Pour opérer les « décompositions en couronnes dyadiques » (de Littlewood et
+ o0

Paley), on utilise des fonctions @, ¢ vérifiant 1=0,(&)+ Y ¢ (277€), et, pour
i=0

ue &’ (R"), on pose

+
u= Y u, u_;=Su=0,(D)u, u,=e(27?D)y,

p=-1

p—1
S,u= Y u,

q=-1
Les espaces C° (o #0) sont alors caractérisés par
o277

(c) Le spectre de u est le support de ii. On suppose le lecteur familier avec les techniques
de localisation spectrale dans des « couronnes » ou des « boules », telles qu’elles apparais-
sent dans les articles cités; on désignera génériquement par c, la couronne

cp={&,eR", %2P§|§|§c 2”“},

la constante ¢ prenant diverses valeurs suivant le contexte, et par B, la boule
B,={EeR" |E|<c27*!).
p+1

(d) Pour un difféomorphisme x : Q, — Q, de classe C{, ' (p>0), x* désigne un opéra-
teur de paracomposition associé a , au sens de [2]; lorsque ue &’ (Q,), on peut prendre

Xu=TW @], on  YeCH @) V=1

au voisinage de x~'(Supp u), [ ], désignant une « recoupe » spectrale au voisinage
d’une grande couronne c,,.

2.1. RESUME DES RESULTATS. — 2.1.1. Les espaces Ci!(¥7). — Soit a>1, et ¥ un

oC

C*-sous-module de C{,. (2, TQ), le module des champs Z, définis sur Q (ouvert de R"),
a coefficients C3 (£).

Posons Ci2(¥)=C50=C: (Q), et supposons définis les espaces Ci!(#7) pour

loc

1<k —1; pour définir C&¥(¥"), on fait sur ¥ ’hypothése supplémentaire (pour un certain
k=1, fixé) : (P, ,_,) les coefficients des champs de ¥~ appartiennent a C&X~1(¥").

loc

o
loc

DEFINITION 2.1.1. — Pour 1 —a<g=a., on pose

Cor()={ueCelt(v),VZev, ZuecCe 1 (v)}.

loc loc

On note que Zu est bien défini dans 2’ (Q), et que C3¥(¥") est une algébre pour 0<e<o.

loc
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96 S. ALINHAC

On suppose de plus, dans toute la suite, que ¥~ est de type fini au sens suivant :
(TF) Il existe une famille finie Z;(1<j<N), Z;e V", telle que pour tout ZeV’, il existe
N

des ;€ CLo "1 (V) avec 0, Z,;eV et Z= Y. o,Z;.
i=1

2.1.2. Les résultats. — Dans ce chapitre, on va construire, pour une collection ¥~
donnée satisfaisant, pour un k=1 et a>1, les conditions P, ,_, et (TF), des espaces
H ! (7)) et CLL(¥) (0L1Lk, seR, ceR, o#0), qui jouissent des propri€tés suivantes :

(i) Pour I=0,H};,0(¥) =Hi,.(Q), C%.(¥)=C}. (D).

(i) Pour aeC:l(¥), £>0, et ueH;! (¥), le paraproduit T,u (voir Bony [8]) est « bien
défini » modulo H = !(¥), et T,ueH;! (¥). De méme si ue C3l (7).

(i) Pour 1 —a<e=<a, e#0, C&!(¥)=Cil(¥).

(iv) Notons Z™(C5l (7)) (>0, £¢ N) ’ensemble des symboles I(x, &) qui s’écrivent

1o, &) =1 (X, )+l (% )+ -+ (x, &),

ou l,_,(x, &) est homogeéne en § de degré m—gq, C® en § (hors de 0) et de classe
Ci. @1 (") en x (voir Bony [8]).

On peut définir des opérateurs paradifférentiels de symbole I, et si L est un tel
opérateur, (qu’on notera par abus T)), L applique H};!(¥") dans Hj.™!(¥") et C3l(¥)
dans CZ;™ ' (¥) (c#m).

(v) Enfin, si aeZ™ (CLl(¥), bez™ (C,oc(“//)), O<e<a, T,T,—T 4, applique

Hil(¥) dans  Hjm~™*=l(¥), et CR/(¥) dans  Ciommtel(¥) (s
o—m,—m,+e#0).

Ici, a#tb= ), i6‘g‘aD‘j‘,b.

oslalsi &!

D’autres propriétés seront établies ultérieurement : invariance par paracomposition
(2.4.3); caractére d’algebre de ces espaces pour s>n/2 et >0 (2.4.4).

Il est commode d’admettre la valeur 6=0 dans la notation C* ', C° désignant alors
L® : ceci entraine les difficultés habituelles, car ||u,||o<C ne caractérise pas L®; les
énoncés concernant les espaces C* ! sont 4 modifier 1égérement dans ce cas : par exemple,
dans (ii) ci-dessus, si ue C!(¥), on a seulement T,ueC,;»!(¥") (pour tout n>0), mais
T, u est bien défini modulo C5;!(¥"), etc.

2.2. LES ESPACES C:;’(“V ). — Dans toute la suite, ¢ désignera une fonction fixe, a

support compact dans Q, ¢ e C% ¥~ 1 (¥"). Cette fonction servira  tronquer les coefficients

des champs Z de ¥ hors de Q.

Tous les espaces indexés par ¢ seront donc des espaces normés de distributions définies
sur R* tout entier, tandis que les espaces indexés par « loc » seront des espaces locaux
de distributions sur Q.

2.2.1. Définition des espaces.
DEFINITION 2.2.1. — On pose C5°(¥)=C", et, pour 1 —a<e<a,
Col()={ueCy' ' (), VZeV, 9Zuels'" ' (v) }.

4¢ SERIE — TOME 21 — 1988 — N° 1



INTERACTION D’ONDES SIMPLES 97

Le lemme suivant permet de définir la norme ||. ||; , sur C&' ().

LeEMME 2.2.1. — Supposons que ¥~ satisfasse P, , _, et (TF).
(i) Pour 1—a<e<a—1, ISk, et Z;(1<j<N) des générateurs de V',

T () ={uels' " (), 9Zuely - () ).

(ii) Si l'on définit, par récurrence,

N
”"”;,l=”“”;,z—1+ Z ||‘PZJ“||2,1—1’ ”““2,0=”“”v

j=1

on obtient sur C‘;”(V ) une norme qui ne dépend pas (a équivalence prés) de la famille des
Z; choisie.

Preuve. — C’est immédiat, compte tenu du fait que si ae C* "1, a a support compact, la
multiplication par a applique continuement C* dans lui-méme, pour 1 —a<e<a—1. W

Nous aurons également besoin des espaces ﬁg" (7¥"), définis de fagon analogue a partir
de HY°(¥)=L2 dont la norme sera notée | |, , Sauf exception, et pour ne pas
alourdir, nous n’indiquons pas explicitement que les normes ainsi définies dépendent
de o.

2.2.2. Décomposition de Littlewood-Paley pour C‘:' ).

LEMME 2.2.2. — Soit Y (£)eCP(R"), et ' sa transformée de Fourier inverse. Pour
deCy!, beCs ! (1<e<a, 0’ Sa—1), r20, posons

B,u (>€)=_[(a1 () —a' ). . . (@ () —a" )27 27" Y (2 (x—p) b ) u () dy.

() SiueCdl ||B,ullo, , <C|lulls, -
(i) Sir=1 et VYy=0 prés de £=0, ou si y=0 prés de =0, et si ueC:,'”,

|B,ulo,,SC277¢||ul;, ,+C27P¢EV||u

’
o,

Preuve. — (a) Pour /=0, on a
|B,u(x)]| éCJI x=y2"| v @ (x—y)| | (bw) ()| dy,

d’ou (i) dans ce cas, car lintégrale est le produit de convolution de la fonction
27 (|z|'| ¥ |)(27), dont la norme L! est constante, avec bu.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



98 S. ALINHAC

(b) Soit Ze¥", 9 Z=X a;0; Par un calcul direct, on obtient
©ZB,u(x)=B,0Z(bu)

+f(a1 () =a* (). .. (@ (X)=a (¢))27 27" (2P (x—)) (2 0;a;(0)) b () u () dy

+Z f @0 =a'0). .. @ED-EO). . (@ () ~a M) (O Za ()
—9Za () 272" (2 (x—)bM)u () dy
+Jé j (400 -4,0) @ (9—a' 0)). ..
X (@ ()—a" ()2 V20,0 27 (x—)bO)u() dy,

ou le signe A dans le troisiéme terme indique I’absence du terme coiffé. Comme
0;a,eC:i %71, on trouve, en estimant par récurrence la norme ||@ZB,uly -y,
I'inégalite (i).

(c) Supposons I'hypothése de (ii) : en itérant I fois le calcul de (b), on obtient une
expression de (¢ Z)" Bpu(| I [ =I) comme somme de termes analogues a B, u.

Pour chacun de ces termes et chaque facteur tel que a?(x)—a?(y) qui s’y présente, on
applique la formule de Taylor :

[e]

A)=a )+ T %aﬁawx)(yax)'wﬂ(x,y),
IBl=1 .

ou |r1(x, y)|<C|x—y|°. En développant les expressions obtenues par le remplacement
des a?(x)—a?(y) par leurs sommes de Taylor, on obtient deux types de termes : les
termes ol aucun r? n’apparait (type 1), et les autres (type 2).

Un terme typique de type 1 s’écrit, en abrégé pour un certain N>r,
Cota'.. -5iNaN(x)J(y—x)"1+ S TNPNG (2P (x =) B () (0 2) u () dy,

ou  désigne une dérivée 8" de ¥ (|y|=N—r), |J|<I, et beC®. La transformée de
Fourier de z' 01y~ (i=iy+. .. +iy) est Ctedi (£"{) : comme |i|2N=|y|+r, cette fonc-
tion est nulle prés de £=0 sous les hypothéses de (ii); I'intégrale ci-dessus est donc un
« bloc dyadique » de b (@ Z)'u, au facteur 2? ™11 prés : sa norme uniforme est bornée
par Cte2 77 ||u., .

Un terme typique de type 2 est de norme uniforme bornée par C2P27 7| u|
achéve la preuve de (ii). H

6, 1 €€ qul

2.3. LES ESPACES pr"(“// ) ET Cg"(“// ). — On se propose de définir des espaces H:;' et
C:" pour lesquels la régularité additionnelle indiquée par I'indice [ se définit par 'action
de parachamps, au lieu des « vrais » champs utilisés jusqu’ici pour définir les espaces
Co'(¥) (Cest ce fait quindique le 7).
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INTERACTION D’ONDES SIMPLES 99

Par « parachamp », on entend un opérateur paradifférentiel dont le symbole est celui
d’un champ de vecteur : si Ze¥”, on notera z son symbole, et ’on écrira par abus ze ¥".

2.3.1. Principe de la construction. — La difficulté ici est que T, n’est pas a priori
assez bien défini pour qu’une définition telle que 2.2.1 ait un sens. Cela nous conduit a
procéder par récurrence sur un ensemble de propriétés : on définit

Hy () =H, C3°(#) =C

on suppose que, pour 0<g=<I-1=<k—1, les espaces Hy? et C;'?, munis des normes
| laetll [, ont été définis, et jouissent des propriétés suivantes :

(BD),_;. SiueH et acC? (6>0), T,u est bien défini modulo H™> % et T,ucH %
De méme si ue C3 4, avec la modification habituelle si o=0.

(LP),_;.
ueHSY, < |u,lo ,<Clul, 4,277, avec ZTd2<l.
ueCy? < |u,llo ,£C|lullo 277 si o#0.

ung’q = ||“p||o,q§C||“”o,q-
(D,_;. Pour 1—a<e=aq,
v d — & 0.9 _ 130,
Cyi=Cx9 et HY9=HY
(Op);— ;- Si a est un symbole de la classe ™ (C; %), T, applique Hy ? dans Hy™™ 7 et

Cy % dans C3~™%(c#m).

(CS);—;. Si aeX™(C59) et beX™2(Cy9), 0<e=a, T,T,—T,s, applique Hy? dans
H; ™~ m2*% 4 et C3'4 dans C™™ ™% 4 (c—m, —m,+€#0).

On se propose alors de définir H:;’ et Cy’ ! et de montrer les cinq propriétés ci-dessus
pour l'indice I

Notons que pour [=1, les propriétés (BD),. . .(CS), supposées sont vraies, d’apres
Bony [8].

2.3.2. Définition des espaces et choix de normes. — Remarquons que pour ze?¥,
ueH5'™!, T,,u est bien défini modulo H{**~ ', grice a (I),_y, (BD),_, et (Op),_;.
Cela autorise la définition suivante.

DEFINITION 2.3.2. — ueH' si ueHy'™" et si, pour tout ze¥", T, ueH'™'. Pour
Cy ! la définition est analogue (y compris pour  =0).
Prouvons dés maintenant que (I), est vraie.

LemME 2.3.2.1. — La propriété (1), est vraie.

Preuve. — Soient ueC:' *=C5'"! et ze ¥, Z=X2 4,0, : on &crit
0Zu=Xa;0;u=ZS,_y(a;)(0;u),+ZS,_n(0;u)(ay),+T,

oi r= Y (a),(8;u), Comme |(a),llo,-;SC27%, grace & (I),_, et (LP),_,, et
Ip—q| <N
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|(@;w),]lo,;-1 SC277€"1), on a reCi*<~ !~ si a+€—1>0, par une extension immé-
diate de ’argument classique.
Si e>1, ||S,-n(8;w)]lo.;-1<C, donc XS, n(3;u)(a),eC:'"Y; si e<l,

IS,-x(3;8) |0, ;-1 SC2P*79, et =S, y(0;u)(a),eCi**" 1!~ Dans tous les cas,

@Zu—T,ueCy'"!, méme si e=0 (car alors, en fait, 9Zu—T, ueC; "'"1): cela
achéve la preuve. W
Pour définir les normes des espaces H;" et Cy ! nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.3.2.2. — Soient ze ¥, ae T}~ (0<eSa—1) tels que aze ¥". SiueHy' ™!

loc

et T,,ueH%'™, on a alors, pour 9eCg (Q), =1 preés de supp ¢
TiaTosth— Tog ue HY &1,
Preuve. — (a) Grace a (BD),_,, on a, avec 9 Z=Xa;0,,

Tﬁa TQzu"—'E Sp—N(EP, a) Sp—N(aj) (a_] u)p+Rl9

Tooz =28, _n(aa;) (6;u),+R,,
et
Rl EH;+5,I—1, R2 eI_I;+a—1, l—l_

(b) Soit beCY'"!, 1<n=o0, et posons, pour ve & (R, r,=S,(b)S,[®)—S,(S, () v).
On va montrer que, si N est assez grand,

75 ll0.1-1 SC277 IS, ool q-1,1-1-

En effet,
r,,=2‘”j(s,,b(X)—S,,b(y)) 2027 (2P (x—y) Sp4nv (V) dy,

et Iestimation résulte du lemme 2.2.2, (ii) avec r=1, u=S,,yv, €=, ¢'=n—1, car
(LP),, implique ||S,b||, ;- <Cte.
(¢) On pose ici
rp=Sp—N(aj) Sp—N((T’a)_Sp—N(aaj)
=Sp—N(aj)Sp—N((Ba)—Sp—N((Sp—N(aj))(T)a)

—S,-n((@;—S,-n(a)) @ a)=TL+T12

D’aprés (b), appliqué pour n=¢e+1, on a ||r}||o, -, SC277E*Y, et ||rZ|o -, SC27 ™

d’aprés le lemme 2.2.2 (i), (LP),_, et le fait que ||uv|o, ;-1 <C||u]lo,1=1]||?]lo,1-1- En

utilisant P'inégalité facile |uv|o ,_;SCllu|lo,1~1|0,1-1» on trouve |r,(3;u),|o, -1
<Cd, 27769 Qo le résultar. M :

CoROLLAIRE 2.3.2. — Soit Z;(1 <j <N) un systéme de générateurs de ¥". Alors

() Hy'={ueHy' !, T, ueH' ', j=1, ..., N}.

j 9

4¢ SERIE — TOME 21 — 1988 — N° 1



INTERACTION D’ONDES SIMPLES 101

(i) Si l'on pose

N
Iuls,l=|u|s,l—1+ 2 |T¢z,~u|s,l—1>
ji=1

on obtient sur H* ' une norme bien définie (a équivalence prés), indépendamment du choix

des Z; ou de la définition des T,, . On définit de méme une norme || ||, , sur C>' (y compris
pour o=0), qui est équivalente a ” “; lorsque 1 —a<o=<a—1.

Preuve. — Soit ueHj;"l, ze¥’, z=ZXa;z; selon (TF) : on a o z=X @a;z;, et le lemme
2.3.2.2 montre que

Tga; Tos; = Too; . e HE e 1171,

§aj 1§z 902
d’ou (i) et (ii).
Dans le cas ot ueCJ'"%, la preuve est la méme, sauf pour o=0: on utilise alors
la preuve de (I) (lemme 2.3.2.1) qui montre que T, u—¢@ZueCy '™,

Ty u—@ZueCi 1171 si T,zjecg"'l, ©Z;u aussi, donc ¢ Zu également, et T, u; de
plus,

| Tozttllo,1-1 SCZ|| Tg;ullo,1-15

ce qui compléte la preuve. W

Il est utile de noter que la preuve du lemme 2.3.2. 1 implique que le lemme 2.2.1 est
vrai, en fait, pour 1 —a<e<a, les normes || ||, , obtenues pour les différentes familles
de Z; équivalant a || |, .

2.3.3. Décomposition de Littlewood-Paley pour Hy !

LemME 2.3.3. — Soit ®eCg(R"), ®(E)=0 prés de £=0, et ®" sa transformée de
Fourier inverse.

Pour deC5'(1<e=a). BeCy, r20, et N assez grand (eu égard a @, r et k), posons

A, u(x)= f (Sy-na" ()=S,_na' (). . . (S,-n@ () —S,_na ()
xS, b (x)S,_nb? () 27 27" D (22 (x—)) u () dy

(i) SiueH', on a Pestimation

|Apulo <Crlld [l [0 [lo, |62 llo,1 4,27 |4, Zdj<1.
(i) SiueCy' (y compris 5=0), on a Pestimation
Apullo, iSCrll@|l., o[ 6 [lo, 1 |6*lo, . 277 || la,

Preuve : (a) On remarque d’abord que A, u a son spectre dans une couronne c,, et

ne change pas si 'on remplace u par Y u, pour N, assez grand. Comme
Ip—ql =No
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|S,-na’(x)—S,_n@ (»)| <c| @|.| x—y], on trouve donc
A SO LIPS, [lx-3 27270 |02 e 1, 0
q

la derniére intégrale étant la convolution de |u,| avec 27" (|z|"|®" |) (27 z), dont la norme
L! est constante, on obtient (i) et (ii) pour [=0.

(b) Soit Ze¥", 9 Z=Z a;0; Calculons T,, A, u: comme A,u a son spectre dans une
couronne c,, on a, a cause de (BD),_,,

Tq,zApu:Z SP_N(aj) aJApu‘*'Rp,
j

avece
IR, l0.1-1SC|Aufo,i-1s  [[Rpllo, -1 =C|A,ullo, -1

En supposant les estimations (i) et (ii) vraies avec I—1 au lieu de [, il suffit donc, par
récurrence, d’étudier la norme | |y, ,_; (resp. || |lo,;—1) du terme S,_yx(a;) 9;A u.

On trouve par un calcul direct

(S,-na) 0;A u
’ /\
= Z: j(Sp_Nal(x)—Sp_Nal(y)). . (Spmnat(x)=S,_Na'(p). . .

X(S,-na" (x)=S,_na" ()
X[S, na;(x)S, n0;a%(x)—S, na;(»)S, n0;a (V)]
xS, nb' (x)S, D> (n) 27 27" @ (27 (x—y)) u(y) dy

+J‘(SpNal (x)_Sp—Na1 0. .. (S,_na" (x)=S,_na" (»)
><[Sp_,,,aj(x)Sp_l\,i?jb1 (x)Sp_sz(y)
+Sl,_Nb1 (x)Sp_Naj(y)Sp_Najbz(y)
+Sp—Nbl(x)sp—sz(y)Sp—Najaj(y)]
200270V (2P (x—y))u () dy
+J(S,,—Naj(x)—S,,—Na,-()/))(s,,—Na1 ()=S,_na' (). ..

X(S,-na"(X)—8,_na" (1)
S,-nb' (X)S,_nb? (1) 22T D22 (3;07) (27 (x—y)) u (y) dy
+A,((S,-na) u)=(1)+ . . . +(4).
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(¢) Etudions
8p=Sp—N ajsp_N 5jb1 —Sp_N(aj aj b1)=
Sp—N aj Sp—N ajbl —Sp—N((Sp‘—N a]) ajbl)
+8,_n((S,-naj—a) d;bY)=r,+A,

On a, en intégrant par parties,
r,= j 207N @+ (3,4 ) 22N (x 1)) (Sp-n 4 () —S,-n a; D) b () dy

+‘[2(p—N) " (22 N(x—y))S,_n0;a;(») b (v) dy,

d’ou ||7,||o, 11 SC||b* ||o, -1, grace au lemme 2.2.2.
D’autre part, '

—A,=9;S,x((a;—S,-xa)b)—S,_x((8;a,—S,_xd;a;)b"),
d’ou
[8pllo,1-1 £C Q27 || a; =S, _nayllo, i1 4[| @388, -n ;8 [lo, 1= D || 6" [lo, 1= 13
Grace a (LP),_,, on obtient ||a;—S,_ya;|lo,;1-1 C2 7™, d’on
185 llo, -1 = C[B* [lo,1-1-

Le « terme d’erreur » §,, dont le spectre est dans une « petite » boule B, satisfait donc
a Pestimation ||8,lo. ;-1 SC||5* [lo. 1~ 1

(d) Pour estimer l'erreur 8,=S,_ya;S,_n0;a?—S,_y(a;0;a%, on procéde comme au
lemme 2.3.2.2 (b) : avec

8,=S, na;S, n0;a"—S,_y((S,—-na))0;a)+S,_n((S,-n—a)) 0;a")=r1,+A,,
on a d’abord v
Hr;||o,z-1 écz_pal]aqle,l—l’
d’ou
71l 1-1=Cll @l 1
0.1-1SC277| @, ,_, d’ou

(e) En remplacant, dans lexpression de T, A,u obtenue en (b), les termes
Y. S,-na;S,_nd;a" par ) 8,+S, N(9Za%, 3. S, na;S,_n0;b' par ¥.8,+S, n(@ZbY),
i j

etc., les termes (1), (2) et (3) s’écrivent comme des sommes de termes analogues d A,

grice a (LP),_,. De plus, ||A;

S;Hs.l—l SCHaq”:,z—r
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dont les coefficients possédent la régularité voulue, avec I—1 en place de I : ces termes
sont estimés par récurrence.

(f) Considérons (4) : a cause de la localisation des spectres,

p+Ng
4= Z a,((S,-~nay) d;u,),
q4=p—No
et d’autre part
p+Ng
Ap(Tq.u) =3 Ap((S,-na)0ju)= > N A, ((S4-na)) 0;u,),
q a=p—No

si N, est assez grand. Donc

(4)——Ap(T¢zu)= Z Ap((Sp—Naj—Sq—Naj)ajuq)’

| p—al=No

et

|(4)_Ap(Tq)zu)|0,l—l ‘
éCdeH S,,_Na,-—S.,_NajHo,,_l|6,-u.,|o_,_1
<Cd,Y277d, 2796 V|u| ,_,<Cd,|ul, , 277,

et de méme pour || |lo. ;-

Enfin, |A,(T,u)|o, ;-1 SC|T,ulo,,-,, ce qui achéve la preuve. M

2.3.4. Preuve des propriétés (LP),, (BD), et (Op);, — Ces propriétés sont des consé-
quences faciles du lemme 2. 3. 3.

(a) Preuve de (LP), : les propriétés de u, sont une conséquence immédiate du lemme
2.3.3. Pour prouver les implication inverses, on note que T, u=Y T, u, chaque T, u,
ayant son spectre dans une couronne c,, et | To, u,|o, ;-1 SC|u,|o ,: d’aprés (LP),_,,
ona T, ueH;' ,dou le résultat.

(b) Preuve de (BD), : il suffit, pour prouver les différentes invariances souhaitées, de
montrer que si aeC%' et si u, a son spectre dans c, avec |up|o,,§C1 d,27F,
E=Ya,_yu, appartient 4 H:**', avec |E|,,, ,<CC,. En effet, grace a (I),, et

p

(LP), |ay_nt,|0,1=Cl[@p_nllo, 1] #p] 0,1 S CC, 277d, 277,

d’ou la conclusion par (LP),. On démontre de méme que T,ue Hy !
(¢) Preuve de (Op),: Il suffit de considérer le cas ou a=a(§), symbole homogéene
d’ordre m. On a, pour ze ¥, ueHs!, T, T,u=T,T,, u+Ru, ot RueH; ™', d’aprés

(CS),-, et (Op),_,. Par récurrence, on en déduit T,ueH; ™",

2.3.5. Preuve de (CS),, — La propriété (CS), sera une conséquence facile du lemme
suivant.
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LemME 2.3.5. — Soit ®eCF(R"), ®(&)=0 prés de £=0, et ® sa transformée de

Fourier inverse.
Pour deC;'(1<ew), b;eCy ', acCYy! (0<n=0), 20 et N assez grand, posons

R, u(x)= f (Spona' () =S,_ya" O). . .(S,-n @ () —S,_na ()
xS, b (x)S,_nb? () E, 27 2" ®¥ (2 (x—y)) u () dy,

avec

Ep=[S,,-Na(y)— > L(y—>6)°‘S,,_N8"41(30]-

lal = O!

(i) SiueHS', on a lestimation

IRyl SCR o ol iy 2770, , TS,
(i) SiueCZ', on a lestimation
IR ullo, i =Cr|d |l i[|B[lo, || alla, 1 277+ ||ul,,

Preuve. — Elle est analogue a celle du lemme 2. 3. 3, mais plus délicate.
(@) Pour =0, en remarquant que ||E, ||, <C||a||,|x—» ", on obtient (i) et (ii) comme

au point (a) du lemme 2.3. 3.
(b) Soit Ze¥", 9 Z=) a;0; : par un calcul direct, on obtient

S,-n(a)d;R,u
r //\
=y J(s,,_Na1 ()—S,-na' (). - -5,y @ X)—S,_na* D). . .

q=1

(Spond ()=, _n& 0))(S,-n;()S,_n ;0" ()
~8,-n8;0)8,_n0;a ()
S,-nb' ()S,_nb? 0)E, 2" 2" ®" (22 (x—y) u () dy

+ f (Sy-na" ()=S,_na 0)). - . (S,_n@ () =S,_xa ()

x(S,-na;(x)S,_n0;b' (x)S,_nb*(¥)

+8,_nb' ()S,-na;(»)S,-n0;b* ()

+S, .~ b' (x) S,-N b (») S,-n0;a;(»)
xE, 2P 2P"®Y (2P (x—y))u(y) dy

+j(SP—N a;(x)—S,-x3;()(S,-ya' (*)=S, a'(®). ..
X(S,-na"(x)—S,_na" ()
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S,-nb' (X)S,_Nb* (V) E, 22+ V2P (9,0) (27 (x— ) u(y) dy
+f(S,,.Na1 ()=S,-na' (). ..(S,-na (X)—S,_na ()

xS,_nb' (X)S,_nb2 () F, 27 27 OV (27 (x— y)) u () dy
+R,((S,-na) ;W) =(1)+. .. +(3),

avec
F,=S, ~a;(0)S,_x0;a(»)

R N R RN N 165
fe|=Mml %
=P

Iplsm-1 B!

(Sp—N aﬂﬂja(x)) |:Sp—N aj()")

ov—x"

’
lo|sm-1p1  &'!

S,-n0* aj(x):l.

On remarque que les termes (1), (2), (3) et (5) sont analogues aux termes (1), (2), (3) et
(4) du lemme 2.3.3: les procédures décrites en (c), (d), (e), (f) au lemme 2.3.3
s’appliquent ici sans changement pour étudier les termes (1), (2), (3) et (5).

(c) Le traitement du terme F, dans (4) est plus délicat; montrons que
IIS,-xa;S,-n;a—S,-x(a;0;0)lo.1-1 SC27™|a||, -y : sin>1, la preuve du point (d),
du lemme 2. 3.3, donne le résultat; si n<a—1, on écrit la quantité a estimer

0;(S,-na;S,-na—S,_na;a)—(5,_n0;a;S,_na—S,_n((0;a;)a))=A +B;

onal B, ;<C27, et, en procédant comme au lemme 2.3.2.2 (b) (avec n+1 pour
n), on trouve || A ||o,,-; C27™

Par interpolation, on obtient I’estimation pour tout n>0. L’erreur commise en rempla-
cant S,_y(a)S,_n0;a par S,_ya;0;a dans le terme (1/a!) (y—x)*3*(S,-n(a;)S,-n0;0)
de F, s’estime de fagon analogue, le facteur 2?1*l provenant de la dérivation ¢* étant
compensé par la présence du terme (y —x)*

(d) On obtient donc pour T,, R, u une somme de termes analogues 4 R, oua 277"A,
(lemme 2. 3. 3), que 'on estime par récurrence. W

COROLLAIRE 2.3.5. — La propriété (CS), est vraie.

Preuve. — (a) Si I(§) est homogéne de degré m, et aeCP', 0<n<a, R=T,T,—T,,,
applique HY' dans H;™™*™'. En effet,

T, Tu=1(D)(S,-na)u,),

e ¥ Sen(0

1®(D) u,,;
|a|<nl a!
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comme [ (D) s’applique a des termes dont les spectres sont dans des couronnes ¢, On
a, pour une fonction @ (&) nulle pres de £=0,

I(D)((S,-na)u,)=2""®(27"D)((S,-na) u,),
et
l(“)(D) up=2("'_ | I)pq)(a)(z—pD) U,

Donc

Ru=22pmj2p”¢v (27 (x—y)) [Sp_Na(y)—-

p

) PR

la|sm] &*-

et le lemme 2.3.5 montre que chaque terme de la somme est majoré, en norme |. |, ;
par Cd, 2~ ®*972P" (si ue HS '), d’ou le résultat par (LP),.
(b) Sia, beCy'!, 0<e<o, R=T,T,—T, applique H;' dans H}**'. En effet,

R“'—"Z(SP—NGS,,_Nb—Sp_Nab)up+R’u, ou R’ueH;+e.l
p

grice & (BD),. Comme ||S,_yaS,_xb—S,_nab|lo,,SC27% a cause de (I), et (LP),
RueH" ! grice a (LP),.

(c) La preuve du cas général résulte de (a) et (b) en décomposant les symboles a et b
comme dans Bony [§]. W

2.4. Les espaces H§; () BT CLl(¥). — 2.4.1. Définition. — On suppose toujours
¥~ donné sur Q, satisfaisant les conditions P, ,_, et TF. Au paragraphe 2.3, on a défini
des espaces HS'(¥") et C3''(¥") de distributions sur R", liés & ¥~ et a une fonction de
troncature donnée @. On définit maintenant les espaces locaux correspondants.

DEFINITION. — Soit ue 2’ (Q). On dira que ue H;! (¥) [resp. C%l(¥")] si, pour toutes
0o€CE(Q), peCxk =1 4 support compact,

loc

ooucH (¥) [resp. C3'(¥)].
Le lemme suivant précise les relations entre les espaces pr" lorsque ¢ varie.

LEMME 2.4.1. — Soit ue &’ (Q), et 9eCx*~1(¥), ¢=1 au voisinage de supp u, ¢ d
support compact dans Q.

Si ueHS'(¥), alors ue HS ! (¥") pour tout ¢, €k, @, a support compact dans Q.

Preuve. — On raisonne par récurrence; c’est évident pour /=0, et supposons le lemme
vrai pour I[—1 en place de I Soit ¢,eC§(Q), ¢,=1 prés de Supp u, ¢=1, prés de
Supp @, : il est clair que @, appartient a tous les espaces H:;’ et Cy ! ainsi que
@, u—T,, u; donc, pour ze ¥, ueH', on a

Tou=Tg 0u=T, T, u+R;=T

s, 1—1
01z Los u+R,, avec R,eH .

1922 ?1

D’autre part, ¢; ¢,z=¢; ¢, ¢z, donc T, .. u=T, , T, u+Rs RyeH; * !~ Enfin,

91922z 9192
,I-1 . ,I-1 ,1-1
To,u=To, @, u=0¢, T, u+R,, RyeHy " : comme T,,ueH; ", ¢, T,,ueH; ™', donc
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¢, T, ueH'™" par récurrence, T,ueH}'™!, et T, ueHS'™!, ce qui achéve la
preuve. H

Le lemme 2.4.1 est valable également pour les espaces C3' !y compris o=0.

2.4.2. Opérateurs paradifférentiels. — On est maintenant en mesure de définir des
opérateurs paradifférentiels & supports propres associés a un symbole ae X™ (Cg!(¥)) :
on procéde exactement comme dans Bony [8], et les propriétés des espaces H:; , combinées
au lemme 2.4.1, assurent I'existence et les propriétés de tels opérateurs : ce sont ces
propriétés qui sont énoncées au paragraphe 2.1.2.

Notons en particulier la caractérisation suivante des espaces H;! (7).

LemMme 2.4.2. — HR () ={ueH}! " (¥), Vze ¥, T,ueH! 1 (¥) }.

loc
Preuve. — (a) Soit ueHs;!, ¢,eCF(Q): on a ¢, T,u=¢, T, @, u pour une certaine
¢, €CZ (Q) (a cause de la condition de support propre); soit @,eCZ (), ¢, =1 prés de
Supp ¢, et Supp o, : T, u=¢,T,,, ¢, u+R, ReH;* ! par définition de T,, donc

@0 T,ueH ™", ce qui montre que T,ueH};.™?, d’aprés le lemme 2.4. 1.

(b) Soit ueHi‘oé 1, et @,eCP(Q): on a @oueHy'™' pour tout ¢, et, pour
9,€Cg(Q), ¢, =1 pres de Supp ¢,

TOIZ Pou=0, Tqylz (p0u+R19
@3 Ty, 9ou—T,0ou=R,, Ry, RyeHj/™"

Comme T, Qou—@, T, ucH};. ™", on obtient T, , oueH} '™, Cest-d-dire @, ueH/, et

ueH;! d’aprés le lemme 2.4.1. W

loc

2.4.3. Paratransport des espaces H},! (V).

LEMME 2.4.3. — Soient ¥"; des familles de champs définies sur des ouverts Q;(j=1, 2),
satisfaisant chacune P, ,_, et(TF).

Soit x : Q, = Q, un difféomorphisme de classe CLt**~1(¥",) vérifiant les propriétés
suivantes :

(@) xx 7?17,

(ii) Pour toute peCxr=1(¥v"), poy~teCrk-1(v,).
Alors Y*u est bien défini, pour ueHL(V,), modulo HL* LYY, et
x*ueHy (V) (k).

Preuve. — (a) Exceptionnellement ici, nous noterons |ul|, o 1a norme dans HJ"', etc.

Soit eeCLE ™1 (7)), 9o€CF (Q)), et veC} ~1(¥",) : on a I'estimation
|00 (o) ]0,1,0=C|v]0, 1,005 -
En effet, si ze v,
O Z(9o(v°0)=0Z(Po) (vo) +@o[(@°x ™ N Ax Z(®)]x:
gréace a (i) et (ii), on obtient ’estimation par récurrence.
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(b) 11 faut maintenant établir des estimations de « recoupe » en norme | |, , ,, analo-
gues a celles du lemme 2.1.2 de [2]: si spectre vccouronne c, ©,€CF(Q,),
N,2|p—gq|=N,+1, avec N, et N, grands, alors

I(‘Po(”oX))plo,l,¢§C2_p(u—l)|UIO,l,vox_l‘
Pour ce faire, on doit prouver une variante du lemme 2. 3. 3, qui s’écrit
IAp((PO(UOX))|0,I,¢§C2—p(u—1)Ivlo,l,q’ox_l'

Pour /=0, l'estimation de [2] suffit. Pour /=1, on procéde par récurrence comme au
lemme 2.3.3: les détails ne présentent pas de difficulté; seul le traitement du terme
A, ((S,-na)) 0;(9o (vo1y))) différe : on écrit ici

(S,-na) 0;(9o (o x))=a;0;(9o (v° X)) —(a;—S,-na)) 0;(Po (Vo) =P Z(Po(vox)) +T.

a, k—1

L’hypotheése x’ e Ciz*~ ' (¥",) implique

|r|0.t—1.o§C2_W2p|UIO.I-I,oox_‘

et il suffit de considérer @Z(@o(v°x))=0Z(Po) (v°x)+Pol(®°x™)(AxZ) @)]°% :
comme ¢ Z(¢,)eC%¥~1(¥,), on peut le remplacer par S,-n(®Z(¢y)), en commettant
une erreur majorée par C277*|v, -1, oy~ 1» €t le terme résultant de cette substitution

se traite par récurrence. Finalement, en notant (@oy ") Z=(@ox ") x«Z=).b;0;, on a
2.b;0;0=Y (b;=S,-nb) 0,0+ 3.S,_n(b) ;v =(1)+(2)

comme plus haut, |@o(1)ox) |0, 1-1,eSC2772%|v|6 _1 0,1 €t (2) West autre que
Tpoy1zv : le terme correspondant se traite par récurrence, car (2) a son spectre dans
une couronne c,.

(c¢) La vérification de 'invariance de x* ¢, u selon les différentes « recoupes » choisies
ou les différentes décompositions dyadiques de ¢, u se fait alors de fagon standard comme
dans[2].

Ces propriétés d’invariance permettent de définir x* sur 2'(Q,), et les assertions
« locales » du lemme résultent sans difficulté des assertions « globales » correspondantes.
Nous laissons les détails au lecteur. W

2.4.4. Caractére d’algébre des espaces H3'(¥"), Hpl (¥).

loc

LemME 2.4.4. — Pour s>n/2 (resp. 20), les espaces Hy HY) et HEL(Y) (resp.
Co1(¥) et Cl(¥)) sont des algébres.

Preuve. — Nous allons montrer que si FeC®(R), F(0)=0, ueH', alors F (u) e H '
On adapte simplement la preuve de Meyer [23] pour le cas =0, en étendant le théoréme 2
de [23] au cas présent.

(@) Soit m,eC™ telle que, pour tout a,

[|6*m,||o, S C27=l
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L’opérateur R : u—»ZmP u, applique alors H:;’ dans lui-méme, s>0. En effet, posons
14

m';,=(p(D/C 2P ym » avec C assez grand : on a, pour tout o,
[m5llo.: = Co27#* 0| m, ||, < Co 27",

et 'opérateur R, : u — ) mbu, considéré comme opérateur de Hj' dans lui-méme, a une

PP
norme majorée par C,27*€~9),
Nous appellerons dans la suite une telle famille m, un « multiplicateur de Meyer ».

(b) On écrit :

Fw=YF(S,.,u)—F(S,w)=Y m,u, mP=J1 F' (S, u+su,)ds,

V]
et il reste 4 montrer que m, est un multiplicateur de Meyer. On a

*G(v)= Z *GD((p)ory. .. v, Zyi=a,

12q=<]al
etici G=F’, v=S,u+su, : comme H'=CJ'', qui est une algébre, on a
IS, u+su,llo . <C, et ||[FO"V(S,u+su,lo ,<C;
d’autre part,

110%(S, u+su,)|o, < C2211,

ce qui achéve la preuve. W

3. Des exemples utiles pour les applications : les espaces HS;! ()

Dans les applications que nous avons en vue, les familles ¥~ qui ont servi, aux
paragraphes 2.1-2. 3, a définir certains espaces de distributions, seront formées de champs
tangents a une ou plusieurs sous-variétés peu régulicres de R". Ce sont des exemples de
telles familles que nous étudions ici.

3.1. ESPACES LIES A UNE SOUS-VARIETE I'. — 3.1.1. Soit Q un ouvert et I' une sous-
variété de codimension d, de classe C; . (e>2).

13
loc

LemME 3.1.1. — I existe une famille finie Z;(j=1, ..., N) de champs a coefficients
e1, tangents a T, telle que, pour tout champ Z a coefficients Ci.; ! (2<¢’ <g), tangent a

£/ — 2

T, il existe des a;€ Cj;; * tels que

Z=Yo,Z; et o;Z;estacoefficients Cj,; 1.

loc

Preuve. — Par un difféomorphisme y de classe C;,., on peut redresser I en la sous-
variété I'={x,=...=x,=0}. Soit Z; les champs x,(0/0x,) (1=k, ISd) et 0/dx;

(j=d+1): le champ Z image de Z par y sécrit Z=Zaj(8/6xj), et a;=0 sur I' pour
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d

j<d. Donc a;= Y o x,, avec aeCio 2 a,x,e€Ci ", et le lemme est vrai en prenant
k=1

pour Z; les images des Zj pary~ ' W

Soient alors p>0, k=1 (keN) tels que e=p+1+k, et notons ¥~ la famille des champs
a coefficients Cf;*, tangents a I : il est immédiat que ¥ satisfait P,,, ,_,, et, grice au
lemme 3.1.1, (TF) (ici, a=p+1). Ceci permet de définir les espaces H;! (7)), CLl(¥),
etc., pour I[<k. Montrons que, pour [ fixé, ces espaces ne dépendent ni de ¢ ni de k.
Soit, en effet, ¢’ >¢, € =p'+1+k’, k, k’=1: D’aprés le lemme 3. 1.1, il existe une famille
Z; de champs a coefficients C;; ' qui engendre ¥~ et ¥” au sens de (TF) : comme les
espaces Hy Y C;"((pecg" () ne dépendent que des Z; (corollaire 2.3.2), ce sont les
mémes pour ¥~ et ¥, ainsi que Hf;!, C%;! (4 cause du lemme 2.4.1).

loc

DEFINITION. — On note H3 H(I), C3''(TD), H, L (T), Cl(T) les espaces définis ci-dessus.

loc

3.1.2. Un lemme d’extension.

LeMME 3.1.2. — Soit T={x;=x,=0}, et a(x,, x'), aeCL!({x,=0}), c>0.

(i) Il existe une fonction a(x,, x,, x), ac CE (), a(0, x,, x")=a(x;, x).

(ii) Supposons de plus a(0, x')=0, c>1 : on peut choisir a comme en (i), avec en plus
a(xy, 0, x')=0.

Preuve. — (i) Soit 0 CY (R), =1 pres de 'origine.

POSOI'IS a(xb X325 x,)=ze(2pxl) (Pp(xh X2, X/), avec (P(xh X2, x/)=9(xl)a(xl’ xl)'
14

Notons d’abord que aeC®, car m,=0(2x,) est un « multiplicateur de Meyer » (cf.
Meyer [23]). Calculons I’action sur a des champs tangents a I :

X1 0,=Y.22x, 0" (2°X,) 9, +Y.0(27x;) X, (8’ (x1) ),
X1 0,a=Y.2"x,0(2°x;) (277(0, 9),)
X,0,a=Y 2P0 (2P x,) ((x, 0),+27P(9),)+Y.0(27x,) x, (0" (x1) a),
X,0,a=Y.0(27x;)((x,0,9),+27 (0, ¢);)
0;,3=3.0(2°x;) (04, 9),
Ici, (u), désigne un « bloc dyadique modifié¢ » de u, qui jouit des mémes propriétés

que le standard u, (voir[3]). Comme x, (ZZaeC"”‘l, 0,aeC°™ V! 9aeC™il
x,aeC°*1!71 on obtient par récurrence que ae C*".

(i) Si a=0 pour x,=0, on écrit a=x,b, ou beC° '\, b vérifiant en outre
x,0,beC® L1 x,d, beC®'"1, On définit alors b comme en (i), et a=x,b : on sait
que be C°~ 1! et on vérifie comme en (i) que les propriétés additionnelles de b impliquent
x,0,b, x,0,, b, x,0,b6eC°~ ", ce qui prouve acC*". W

3.1.3. Un lemme de division.
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LemME 3.1.3. — Soit T={x,=...=x,=0}, d<2, et aeC3}(), 6>1, a=0 sur T.
Il existe alors des fonctions a;e C,; 1! (T), telles que

a=y xja; et x;a;€Cyl(T).

1
Preuve. — (i) Si d=1, Cest clair, car a(x;, x')=x1f (0, a)(x, s, x")ds. Montrons de
V]
plus que si d=2, et si a(0, x)=0, alors a=x, a,, avec a; eCg !
récurrence, en supposant vraie la propriété pour /—1 : on a alors

(I'). On raisonne par

x;01a=a+x(x,0,a,), x; 0,a=a;(x,0,a,),
X,0,a=Xx,a;+x;(x,0,a,), x,0,a=x,(x,0,a,), 0,.a=x,0,4a,;
comme x,aeCgt ' 1(I), on a x, a, e Cg!~ (') par récurrence, et les identités ci-dessus

montrent que a, € Cg,; 1 (T).
(ii) Sid=2, soit aeC%! () a(0, x,, x)=a (0, x,, x'), et a(x,, 0, x')=0, donné par le
lemme 3. 1.2, (ii) [car a(0, x,, x")eCELl({x,=0})]. On écrit alors

a(xy, x, X)=a(xy, Xy, x’)—E(xl, X5, x’)+E(x1, X, X)=Xx,8,+X,a,

avec les propriétés requises, d’aprés (i). H

3.1.4. Propriétés des espaces C5l(ID).

LEMME 3.1.4. — Soit T une sous-variété de codimension d (d<2), de classe C**1*¥
p>0, k=1, et x un diffeomorphisme de classe C°*!, dont les composantes sont de classe
CotLk(TD). Posons T" =y (I).

(i) Soit W la collection des champs a coefficients C5,- 1%~ ('), tangents a . Alors W~

loc

satisfait P, ,_,, (TF), et les espaces C5;} (#) et Cf;}(T) coincident pour 1<k.

loc
(i) T” est de classe C**'** et si aeC3l(I), beCyl(D), alors a-yeCgl(D),
boyx 1eC&:I(I) pour c<p+1, IZk.

loc

(iii) Les composantes de y,~* sont dans CSt 1% (7).

loc

Preuve. — (a) On va montrer, par récurrence sur I, que ¥ satisfait P,,, ; et la

condition (TF) correspondante, et que les espaces Ci2(#") et C5;2(I') coincident pour

g=<l, pour IZk—1. Cest clair lorsque I=0. Supposons cela vrai pour I—1; si
d

F={x;=...=x,=0}, et Ze#', on a Z=%w;d, avec, pour j<d, a;= ) B;x

[ Bat'd
q=1

jqu""“l (') d’apres le lemme 3.1.3: les champs x,0;(1=q, j<d) et 0, engendrent
donc #  au sens de (TF), avec des coefficients C***~1 (I')c C* !~ (#") par hypothése de
récurrence [dans le cas général, on obtient la méme assertion en redressant I' par un
difféomorphisme de classe C*P*!** qui préserve les espaces C%'(I') (c+I<p+k)]. On
en déduit, comme au lemme 3.1.1, que les espaces C*'(#") et C*!(I') coincident. Mais
alors les coefficients des champs de #7, qui sont dans CLt1*"1(I<=Ct 1 !(T), sont

loc

4° SERIE — TOME 21 — 1988 — N° 1



INTERACTION D’ONDES SIMPLES 113

dans C{,{!(#"), Cest-a-dire que P,,, ; et (TF) sont vérifiées, et cela achéve la preuve
de (i).
(b) Comme P'espace C5'*(I') peut &tre défini 4 'aide de « vrais » champs, on voit

que x |- est de classe Cf,5 ' **, ainsi donc que I

Montrons, par récurrence sur , (ii) et I'assertion « les composantes de y ! sont dans
CLtLH(I) ». Cest clair pour I=0, et supposons cela vrai pour /—1(I<k); on peut
toujours supposer I' et I" redressées en {x,=...=x,=0}. Comme x(x ' (x))=x,
x (X" 1(x) (") =id. Pour 1<i, j<d, on en déduit y (x~'(x))x;(dx '/0x;) e C>; par
un artifice (appelé « pivot ») di a P. Gérard, on écrit

-1

- 0 fny— 0 ! (g — 0 - (v~ _—-——a -
6q(x'(x ') x5 )=6,,(x,~x(x NE— ‘)aq<x,~ - )—Sﬁ,x(x HT—

i

analysons les différents termes :
d
0 (=) et x=Y ax,  o,eCE(T)
r=1

en utilisant a nouveau I’artifice de pivot, on écrit
a,, (x, oy x)= aq x, %) o+ X a,, (o, x,)— 8,,, o X

ce qui montre que x, o, €C**1¥71(I"), et, par récurrence, 0, (x;x (x~ ) eC*!~1(I").
Comme 0y 'ox, x'(x )eC™'"'(I"), et 7y est inversible, on obtient
0, (x; (0%~ /ox)eC*' 71, soit x; (9~ '/ox)e CPH 1!~ 1(I).
Pour obtenir la méme information sur les dérivées dy~'/dx; j=d+1, on é&crit, pour
tout k, Y (dx; */0x,) (9x,/0x,) € C*; si g <d, dy,/0x; est nul sur I et appartient 4 C°*1-*~1
q
le méme argument de pivot que précédemment implique

d
Zl Oxe 1/6xq) (6xq/axj)ecp+ 1,1-1
a=

Comme la matrice (9%,/0x;)(j, g=d+1) est inversible et dans C°**~1, on obtient

Oy ox, (x (x))eCP* 1!~ 1 pour g=d+1, d’ou le résultat par récurrence.

Soit alors aeCZ/(I), et Z un champ de classe CP** tangent a
[:Z(aox)=[x+Z) @]y, avec x+ Z=Z((Zx;)°x~ ") 0;; par récurrence, Y Z a ses coeffi-
cients dans CP**!~1(I"), et, d’aprés (i), Z(a°y)eC®' 1 ('), soit aoy e C®'(I'). L’argu-
ment est le méme pour montrer boy " 1eC>!(I). W

COROLLAIRE 3.1.4. — Soient I', I et x comme précédemment. Alors yx échange les

champs tangents a T a coefficients C.¥ (') [resp. C{.t+*~1(I')] avec les champs tangents a
I a coefficients CLX (I7) [resp. CoE 1 *~1 ()]
3.2. ESPACE LIES A UN couPLE (Z, I') DE sous-variETES. — Nous considérons ici la

configuration suivante : p>1, k=0; T est une sous-variété de codimension 2, de classe
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Cr*1+*k et T est une hypersurface contenant I, de classe C5 % *(I') (ce qui signifie qu’on
peut définir T par une équation F=0, VF#0, et Fe C{t 1" ¥(I)).
Nous noterons G (p, k) cette situation.

3.2.1. Un lemme de division.

LemMmE 3.2.1. — Soit (£, T) vérifiant G(p’, k'). 1l existe une famille finie Z; de champs
tangents a T et a T, a coefficients CL.* (), telle que pour toute m(x, &), homogéne en &

de degré n, C* en & hors de £=0 et C3X(I) en x(p+kZp' +k/, 1<p=Zp’), m nulle sur

loc
les conormaux @ X et a T, on ait m=Xa;z;, o; homogéne de degré p—1 a coefficients

Jj“p

dans C§,. 2 ¥(I), a,z; a coefficients C5(T).

loc

Preuve. — Soit  un difféomorphisme a composantes de classe C{/;"*** (') qui applique

loc
Tsur ¥'={x,=0}, [sur I"={x,=x,=0}. Le symbole m transformé de m par y est a
coefficients Cf:¥(I'"), d’aprés le lemme 3.1.4. Soit Zj la collection des champs x, d,,
X105 X,0, €t 0, (x'=(x3, ..., X,)): en tout point (x, &) n’appartenant ni & N*(X) ni a
N*(I'), 'un des EJ est elliptique. Examinons la situation prés de N*(X) UN*(I') : on
peut écrire

T;'l(x, E_,)=YE(X, &)—ﬁ(x, E.vl’ 0’ O)+TE(X, &1’ Oa 0)
=& my(x, §)+& m,(x, &) +xym;(x, §),

avec m,, m, a coefficients C:*¥(I""), m; a coefficients C,.**(I"’). D’autre part,

loc loc

ml(x’ E.a):ml (x’ (C:)_ml (xa &1’ &2’ 0)+m1(x’ &1’ E.n2, 0)
=&'m,(x, E)+x,ms(x, ) +x,mg(x, E),

avec m, a coefficients C**, ms et mg a coefficients C°~1'*, d’aprés le lemme 3.1.3. Cela
achéve la preuve, les Z; étant les images des Zpary . W

3.2.2. Définition des espaces. — Soit (£, I') vérifiant G(p, k), p>1, k=0.
On considére la collection ¥~ des champs Z a coefficients Cf;%(I'), tangents a et a T’

(le lemme 3.1.4 montre que v n’est pas vide) : les lemmes 3.1.4(i) et 3.2.1 montrent
que 7~ satisfait P, , et (TF); on peut donc définir les espaces H:L(¥), C&L(¥), etc.

loc loc

D’autre part, le lemme de division 3.2.1 et le corollaire 2. 3.2 permettent de montrer,
comme en 3.1.1, que ces espaces ne dépendent que de (Z, I'), et non de p et k.

DEFINITION. — On note H3'(Z, T), HLU(Z, I, Co'(Z, ), Cil(Z, T) les espaces ainsi
définis Ik +1).

3.3. ESPACES LIES A DEUX HYPERSURFACES X, ET X,. — Nous considérons la situation
géométrique suivante : p>1, k=0; I' est une sous-variété de codimension 2, de classe
CrP*i*k et ¥, et X, sont deux hypersurfaces contenant I, de classe CLt!*(I), non
tangentes le long de T'.

Nous notons G (p, k) cette situation.

3.3.1. Un lemme de division.

LemMmE 3.3.1. — Soit (£,, X,) vérifiant G(p’, k).
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Il existe une famille finie Z; de champs tangents a X, et ,, a coefficients C{.* (I),

loc

telle que pour toute m(x, &), homogéne en & de degré p, C* en & hors de £=0 et C{X(T)
enx (p+k=<p +k’, 1<p=p’), m nulle sur les conormaux a £,, X, et I, on ait m=X a;z,

o; homogéne de degré p—1 a coefficients dans Cfy ' *(I), a;z; a coefficients CfX ().

loc loc

Preuve. — Elle est analogue a celle du lemme 3.2. 1, et laissée au lecteur. W

3.3.2. Définition des espaces. — Soit (X, X,) veérifiant G(p, k), p>1, k=0.

On considére la collection ¥~ des champs Z a coefficients C{;*(I'), tangents 4 X, et a
%, : les lemmes 3.1.4 (i) et 3.3.1 montrent que ¥~ satisfait P, , et (TF); on peut donc
définir les espaces H;! (7)), etc.

loc
D’autre part, le lemme de division 3.3.1 et le corollaire 2. 3.2 permettent de montrer,
comme en 3.1. 1, que ces espaces ne dépendent que de (X,, Z,), et non de p et k.

DEFINITION. — On note H ' (24, £,), HRH(Z,, Z,), CTHEy, 2,), CRl(Z4, ) les espa-
ces ainsi définis Ik +1).

3.3.3. Un lemme de structure de H};! (Z,, Z,).

loc

LemME 3.3.3. — Soient (£,, Z,) vérifiant G(p, k), p>2, k=0.

(i) Pour tout ¢eCZ(Q), HL'(Z,, Z)=H'(Z,, N+H; (Z,,T) la norme sur
Hy '(Z,, T,) étant équivalente & la norme naturelle sur I'espace somme (a savoir Pinfimum
de la somme des normes sur toutes les décompositions possibles).

(il) Hyo(Zy, Zp)=Hjo (24, D +H (2, 1)
(iii) Les points (i) et (ii) sont valables aussi pour les espaces C*', o #0.

Preuve. — (a) Soit x(x, D) un opérateur pseudo-différentiel de symbole y, nul pour x
hors d’un compact, homogéne de degré 0 en &, nul au voisinage de N* X,. On va montrer
sue I'application u — x (x, D)u=u, est continue de H'(Z,, X,) dans H5'(Z,, I'). Cest

clair pour /=0, et supposons cela vrai pour I—1 (ILk+1); soit Z tangent 4 I" et X,, a

coefficients C,*(I'), et % nul au voisinage de N*X,, valant 1 prés du support de y :

comme u; —7 U, est négligeable, on a

Ty uy =Ty, Tu; =T g4z + Ry eHY e l=1(z  T);
d’autre part, (¢ z) # x =@z ¥ +symbole d’ordre 0, donc il suffit de prouver
Tozu €HS 71 (E,, ).
D’aprés le lemme 3.3.1, on peut écrire
zi:Zajzj;
d’ou
Touithy = Tousz; 41 =, Tora; Toz, 41 + Ry, 07 =1
prés de suppe, avec R,eH}'"'(Z,T) si p>2. Comme u,eHS! (T, Z,),
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Tz 41 € eHy'"1 (Z,, T,); d’autre part

Tpzthh =T; Tozu +R;,  RyeHEII(E,, T,

‘PZX X ez

donc, par récurrence, T, ;u, eHS '™ (24, I

(b) Soit alors ®eCZ (R"), ®=1 au voisinage de Q: on écrit u=(1—-®)u+du, et
Qu=1y, (x, D) (®u)+x, (x, D) (®u), avec x; comme en (a), X, +x, =1, x; nul au voisinage
de N*Z,. Cela achéve la preuve de (i).

(c) La preuve de (ii) résulte immédiatement de (i) et des définitions. W

Bien entendu, les exemples développés ici sont seulement ceux dont on a besoin en
vue des théorémes 1, 2, 3. D’autres algébres sont utiles dans différents conte:tes (par
exemple si I'on s’intéresse aux solutions « striées » voir [14], [25], [26]).

4. Espaces associés a une configuration X

Nous considérons dans tout ce paragraphe la situation géométrique suivante, qui
geéneéralise celle du paragraphe 3.3 : p>1, k=0; I est une sous-variété de codimension 2,
de classe C°*1*¥ et les X;(j=1, ..., m) sont des hypersurfaces contenant I', de classe
C?r1-¥(I'), non tangentes entre elles.

On notera G(p, k) cette situation, et X désignera I’ensemble de la configuration
Tz, ....,%).

Pour chaque j(1<j<m), HJ o Hj’ locs €tC. désignera les espaces Hj;’()ij, ),
H§;!(Z;, T, etc. définis au paragraphe 3. 2.

4.1. RESUME DES RESULTATS. — Dans ce chapitre, nous allons construire, pour une
configuration £ donnée vérifiant G(p, k)(p>2, k=0), des espaces H5;!(Z) et C3l(X)
(0=IZk+1, seR, ceR, 6#0) qui jouissent des propriétés suivantes :

(1) Pour [= 0 Hloc (2) Hloc(Q) ﬁo’co (Z) Cloc(g)

(i) Pour aeC;l(Z), €>0, et ueH;! (Z), le paraproduit T,u est bien défini modulo
Hi = (Z), et T,ue H! (X). De méme si ue Cgl(T).

(i) A un symbole leZ™(C§! (X)) on peut associer un opérateur paradifférentiel L,
noté par abus T, qui applique H{!(Z) dans Hi ™'(Z) et CIM(X) dans

Cic™'(Z) (o #m).

(iv) Enfin, si aeZ™ (C:l(Z)) et beZ™(C:l(Z)), 0<e=<p, T,T,—T,,, applique

H§!(Z) dans H ™1~ ™2+~ 0l(%), et C3}(Z) dans Cg ™~ m2*e~%!(%). Ici, comme au
paragraphe 2.1.1, a#b= Y (1/a!)dfaDib, et ueH;, > ' (Z) signifie que Vn>0,

0< |a| <[l

“eHloc'l l(z)

D’autres propriétés seront établies également : caractére d’algébre de ces espaces pour
s>n/2, 6>0(4.7); formules de (para) linéarisation (4.7); diverses formules pour les
traces sur une hypersurface (4. 6).
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4.2. DEFINITION DES ESPACES. — (a) Pour ¢ € C3 (Q), nous posons

H;'(D)=Y H!
j

J 9

la norme étant définie par |ul, ;= inf |u;|yy1. On définit de méme C5''(Z), pour o #0.

u=ZXuj

(b) On pose également H§;! (2) =) H% |, etc., et I'on vérifie facilement que
j

Hi: (2)={ueH, (Q), Vo, ¥eCP(Q), pueH'(D)},
grice au lemme 2.4. 1, dont ’analogue dans le cas présent est vrai.

4.3. PROPRIETES DEs ESPACES H( '(Z). — Elles se déduisent des propriétés des espaces
Hj; :,, dont une liste figure au paragraphe 2.3. 1.

4.3. 1. Invariance du paraproduit.

LEMME 4.3.1. — Si aeC3'(Z), ueH: ' (Z), T,u est bien défini modulo Hy >'(Z),
T,ueHy Y(X). De méme si ueCy L(X), avec la modification habituelle si c=0.

Preuve. — Soit a=Xa; u=Xu;: T,u=XT,u; et 'assertion (BD), (§2.3.1) pour
espace H3'(Z, Z;) implique T, u;eHy L+ H5 L d’aprés le lemme de structure 3.3.3.
L’invariance se prouve de la méme fagon. W

4.3.2. Opérance des pseudo-différentiels.

LeEMME 4.3.2. — Si A est un opérateur paradifférentiel de symbole ae ™ (C:;'(Z)),
A applique H' (Z) dans Hy™™ ' ().

Preuve. — Quitte a écrire a sous la forme

a(x, £)=Za,(x)I,(§)  (cf Bony [8)),

il suffit, compte tenu du lemme 4.3.1, de considérer le cas a=a(€), homogéne de
degré m. On a alors

Au=ZAueXH; ™! daprés(Op), §2.3.1. M
4.3.3. Décomposition de Littlewood-Paley.

LEMME 4.3.3. — (i) ueH: ' (Z) <> |u,|o,,<Cd, 277 |u|, , Td2<1.
(i) Soit 6>0. Alors ueC3'(Z£)=>Ve, 62£>0,

” Up “s 1§C2—p(u_a) ” u ”c r

Inversement, si, pour un &, c2e>0, ||u, ||, ,<C272€"9), alors ueCy'(®), |lu]le, S CteC.

Preuve. — (i) Soit u=Zu; : (u),=Z (u;),

I up |0, ,§2 | (uj)p |H2’$§Cdp2_ps (Z l ui IH’I!v)
j

et donc
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d’aprés (LP),, §2.3.1.
Inversement, supposons |up |0, 1=C;d,277 : pour chaque p, il existe une décomposi-
tion u, =Y (u,); telle que
J

|(p);hag=2C1d, 277

Comme u,=¢ (27?7 D) u, pour une ¢ (£) supportée dans une couronne,

u,=Y,¢ (277 D) (u,);=Y 0,

avec spectre

v, ;<S¢ et |v,;ln9i=2C, d, 27"

J, @

Donc Y. v, ;eHj, avec | Y v, ;|ugt <2CC,, soit ue Hy ' (Z), avec |ul, ,<2m CC,.
p p

(i) La difficulté ici est qu’on ne peut utiliser les normes || ||o.,, qu’on n’a pas définies;
par ailleurs la preuve est la méme qu’en (i). W

4.4. CALCUL SYMBOLIQUE. — 4.4.1. Une inégalité de normes.

LEMME 4.4.1. — Soit g, 0<e=Zp.
(i) u, veC5'(2), alors uweCL (D), et ||uv]l, , SCllull, || 2]l v
(ii) SiueCs'(Z), veHY ' (), alors weHY ' (Z), et

|uvlo, = Cllull..i[0lo,

Preuve. — (i) On a u=ZXu;, v=2Xv;, donc uw==Xuy;v;: comme Cfp"(Z,., X)) est une
algébre définie par des « vrais » champs, y; vjeC:;’(E,-, X)), et

[0 lless i) S Cll i lles [ 05 lese 15
grice au lemme 3.3.3, u;v;,€ C5 ' (2), et
|| vjlla,zécllui ”j”cs,"(z.-, zjp

ce qui achéve la preuve de (i).
(ii) Dans I'hypothése de (ii), pour chaque couple (i, j), on sait que w;v;e HY ' (Z;, X)),
avec en fait

lu;v; IH,‘?' I zp=C [|u; HC?,'J vj |H?,»q£a
car les espaces considérés sont définis a ’aide de « vrais » champs. W
4.4.2. Calcul symbolique global.

LEMME 4.4.2. — Soit aeZ™ (C5'(2)), beZ™2(C5'(Z)), 0<e=p. Alors T,T,—T
applique H; ' (Z) dans H} ™™~ "2+~ % (%),

a#b
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Preuve. — Comme au corollaire 2. 3. 5, la preuve s’effectue en deux étapes.

(a) Soit I=I1(D) un opérateur de symbole homogéne de degré m : alors IT,—T,,,
applique ~ HJ'(X) dans H; ™ ™™2*®/(X). En effet, b=Xb, u=3Zu;:
IT,u=21T, u;=XT,,, u;+ZR,;, ou R;;eH; " m2*>! (T, %) d’aprés (CS),

(b) Soient a, b deux fonctions de Cﬁ;’(Z). Le lemme est vrai dans ce cas, et la preuve
est exactement la méme qu’au corollaire 2. 3. 5, compte tenu des lemmes 4.4.1 et 4.3.3.

(¢) Le cas général suit de (a) et (b) de fagon standard. W

4.4.3. Opérateurs paradifférentiels. — Comme au paragraphe 2.4.2, on constate que
les lemmes 4.4.2 et 2.4.1 nous permettent de définir, exactement comme Bony [8], des
opérateurs paradifférentiels 4 supports propres associés a des symboles aeX™(C5!(2)).

Les lemmes 4.3.1, 4.3.2 et 4.4.2 impliquent alors les propriétés (ii), (iii), (iv) du
paragraphe 4. 1.

4.5. UNE CARACTERISATION DES ESPACES Hi:!(Z). — C’est 'analogue du lemme 2.4.2.

loc
LEMME 4.5. — Soit ¥~ 'ensemble des symboles a, homogénes en & de degré 1, a coeffi-
cients Ci:X (), tels que a=0 sur N*T UN*Z, U ... UN*X . Alors, pour 1<I<k+1,
H}. ()= {ueH};,, "' (2), Vae 7', T,ueH},; " (D)}

loc

Preuve. — (i) Remarquons d’abord que si ueH$! , et x est un pseudodifférentiel

i, loc>

d’ordre 0, de symbole nul prés de N*X, alors u; =y (x, D)ueH§;!([). La preuve est
totalement analogue a celle du lemme 3. 3.3 (a), le lemme de division 3.2.1 remplagant
le lemme 3.3.1.

(ii) On déduit de (i) que si le symbole y est nul prés de U N*XZ, et si ueH! (D),

j#i

alors y(x, D)ueH{ | .

(iii) Soit alors X ;=1 une partition de I'unité ou chaque symbole yx; est nul pres de
Y N*X, On pose u;=7;u4, u=2u;
Jj#i

Si Z est tangent a I" et X, on a, grace 4 4.4.3, si

ueHR "N (2): T, ,,u=T,,, u+R,=T_ u+R,,

ZHEA T
avec

R,eHi *0-174(T),  R,eHp! "' (®).

loc

Or zy;e¥, donc T, ueH} " (Z).
D’autre part, T,xu=xT,xu+R;, RyeHyl ': daprés (i), on trouve
T,x,ueH [ 1, Cest-a-dire y,ue Hy |, et ue Hi ! (Z).

(iv) Pour montrer I'inclusion inverse

H3! () = {ueH}! (D), Vaey, T,ueH! " 1(D) ),

loc

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



120 S. ALINHAC

on remarque que, pour tout i, un symbole ae¥” sécrit, d’aprés le lemme 3.2.1,

a=ZXa,z). On a alors, si u=Zu, T,u;=T, T,ou;+R, avec ReH}| : comme
T.ou,eHy |1, on en déduit T,u,eHy | !, soit T,ueH!"1(Z). W
4.6. TRACES SUR UNE HYPERSURFACE. — Dans ce paragraphe, nous considérons la

situation géométrique suivante : I' est une sous-variété de codimension 2, de classe

Cpt1*k contenue dans I'hypersurface £, ={x,=0}; et T et X’ sont des hypersurfaces de

classe Cf,t1*(I), contenant I'; T et X, sont non tangentes, ou bien Z=X,, et de méme

pour X',
LeEMME 4.6.1. — Soit ueC3l(Z, I), 6>0 [resp. ue HR (Z, T)s>1/2], ISk +1. Alors
uls, €Cul(T) [resp. ulg, e H5 2 H(D)].

Preuve. — Notons d’abord les deux inégalités, valables pour toute @eCg(Q), et
toute v :

[|o e, ”C?q&l on=C IE ||c2"(>:, Iy

|v|zl |H:;le(r)§c|”IH:,“/“(z,na O<e<l1/2.

Ces inégalités résultent du fait que les espaces considérés sont définis a 1’aide de vrais
champs, et qu’il existe une famille finie de champs, tangents a X, X, et I', dont la
restriction a X, engendre les champs tangents a I'.

Soit alors

VeCy(Q): Vu=Y (yu), et [[(Vu),|lg1enSC277

[resp. | (W), |H:+1/z,x(z‘r)§Cdp2"’(“"”2’), 0<e<s—(1/2)] Comme (yu),, a son
spectre dans une boule B, les inégalités ci-dessus impliquent \llu|xleC;'|'zl (I') [resp.

uly, eH3TY24(T)], d’ou la conclusion. M
1 olZ1

LEMME 4.6.2. — Soit aeC5L(Z, I), ue HL (T, T) (resp. ue Cel(Z, T)), €>0, s>1/2
(resp. 0>0).

Alors Tuly, = a|z,“|£1+R“’ avec RueH{, 12+~ %) [resp. C,te ()]

Preuve. — On peut supposer a et u a supports compacts, et I’on note a =a|21, etc. On
aalors a—S,a= ) a,
qzp

rp(a)=$-sp(a)=_ Z (—a_;)+ Z (E)q'

q2p q2p

D’aprés la preuve du lemme 4.6.1, on a
1
|7, @]|co.t ¢y SC277; de méme, pour 0<n<s— >
®
|7, @) |[in.t S Cd, 2776127,
L4
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On écrit alors T,u=X(S,_Na)u,, d'od T,u=%S, ya(u,)+Zr,_n(a)(u,). Comme
r,—n(a)(u,) est a spectre dans une boule B, et

|7p-n(a) (u )|H, o=Cllr,- N(a)”d“(r)l(“ )|H, 1nSCd, 277" W™D

le deuxiéme terme est dans Hj, /2%~ % {(T') [resp. Cg,*!(I)]. Enfin,

loc
up=sp+1u_spu’ (a;)=(;)p+rp+1(u)—rp(u),
et
z Sp—-NE(;;):Ta";"'E(Sp-NZ) (rp+1 (u)_rp (“)) :

le second terme s’écrit, en sommant par parties, Z:(E),,_er,+1 u)+f, fe ¥, etilappartient
a Hi Y2+~ % T [resp. CLi='(I)]. M

LeMME 4.6.3. — Soit x=(y, - - ., X,) un difféomorphisme de classe Ci}*' (p>0), tel
que ¥ (Z,) = X,. Alors, pour ueCg_(c>1), en notant 7_C=X|zp

O* W)z, =()* w|z)+Ru,  RueCic'*s, e=inf(c—1, p+1).

Preuve. — Avec les notations de 4.6.2, on a, d’aprés la formule de linéarisation 3.1
de [2],

uoyx=y*u+T,,, x+R;u, R,ueCytt+e
et
uox=(0*u+Tg ;X +Rou,  RpueCfi'™*e

Or (uoy)=ucy, et T“.oxx =Ty x+R3u R,ueCiit*® daprés le lemme 4.6.2.
Comme y, =0, et u, A= (u, Do x (u) oy (j=2), on obtient le résultat en soustrayant
membre & membre. I

4.7. FORMULE DE PARALINEARISATION.

LeMME 4.7. — Soit X vérifiant G(p, k) (p>2), et s>n/2 (resp. c>0).
(i) L’espace Hi!(Z) [resp. Cgl(Z)] est une algébre.

(i) Si FeC®(R), ueHL! (Z) [resp. C3l(X)], on a F(u)=Tg wu+R(u), avec
R(u)eHZ: ™27 %Y(Z) [resp. C2c~%1(D)]).

loc loc

Preuve. — (a) Montrons d’abord que si ung"(Z), pour >0, et peCy(Q), et si
FeCg (R), alors F (u)eCY' (2).

La preuve copie celle de Bony [9] : on écrit u=Zu;, u;eC},, et F(u)=Je‘“§? (&) dt.

Pour chaque j, d’aprés le lemme 2.4.4 et sa preuve, on a e“*eC},, et

[| €*[legs <C(1+ |E])N pour un N. Gréce au lemme 3.3.3, e“*=[]e**eCr!(Z), et
j

| e“*]l,.:SC(1+ |E])Y : on en déduit F (1) e CI'(Z).
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(b) Supposons maintenant uerp"(E), FeC? (R), et F(0)=0. En reprenant la preuve
de Meyer [23], on obtient la formule (ii) avec ici

1
R(w=Zm,u, mp=f F'(S,u+su,)ds—S,_ yF'(u).

0

Posons r=s5—(n/2), et prenons n, 0<n<r:ona ueC;;’(Z), et d’apres les lemmes 4.4. 1
et 4.3.3, il suffit d’obtenir I’estimation

||o*m,||, ,C2rUel*m2=P  pour tout |a| =g grand.

|6*S, nF W], , SC27@"*, car F’'(u)eCy'(Z).
D’autre part, en notant v=Spu+sup, on a

PF ()= Y *F™@)dnv... dm-1y, avec Xy;=o:

2<m=sgq+1
comme d’habitude [2] [23], on remarque que
” 6V(Spu+sup) Hn 2C lylp A= -n)a),

Il reste a montrer que
||Fm000”ml§(l

pour conclure ||8*F(v) ||, ;SC2P@ """ : cela résulte du fait que ||v||, ,SC, et d’une
simple inspection de la preuve de a).

On obtient finalement R(u)erp*""”(Z), et la preuve s’achéve de fagon standard,
comme dans Bony [§]. H

Bien entendu, la formule de paralinéarisation est vraie en général dans les algebres

HS (), CLL(¥)), avec la régularité optimale du reste : pour ne pas alourdir le texte,
nous n’avons donné que I’énoncé 4.7, qui nous servira par la suite.

5. Configurations caractéristiques pour un symbole

Nous considérons dans ce paragraphe une configuration de surfaces X; satisfaisant
G(p, k) (p>2) (cf. § 4), chaque surface étant caractéristique pour un certain opérateur
différentiel.

LEMME 5. 1. — Soit Q30, t une coordonnée dans R", et Q, =Q N { +t>0}. Soit = une
configuration de m surfaces (m=2) dans Q, satisfaisant G(p, k), avec T < Q.. Soit
p=p(x, v(x), &) un symbole réel différentiel homogeéne d ordre m sur Q, dont les coefficients

sont des fonctions C* de (x, v) avec v=(vy, ..., Uy) une fonction réelle donnée sur Q,
veCLIL(Q).
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On suppose que les surfaces X;(1<j<m) sont caractéristiques pour p, et que les courbes

caractéristiques pour p issues des normales aux X; en des points de T sont transverses a T'.

On suppose de plus ve CLt ¥+ 1(X), Q, domaine d’influence de Q_ pour p.

(i) Siles Z; sont de classe C3,;**? dans Q_, alors T est de classe Cjt** 2, et T satisfait
G(p, k+1).

(i) Si XZ;, et T;,(j, #j,) sont de classe Cot**? dans Q_, alors T est de classe C{t**?,
et les X; sont de classe C5; ' ** (') dans le domaine d’influence de T (pour les caractéristi-
ques sur ).

(ii)) SiT < {t=0}, siTeCt**? et 5i Q, est domaine d’influence de QN {t=01}, alors
¥ satisfait G (p, k+1).

Preuve. — La preuve s’appuie sur deux énoncés intermédiaires.

(a) LeMME 1. — Soit x un difféomorphisme de classe C5,51**(T), et &' =y (). Soit
weCLH(E), 0<o<p, ISk +1 : alors woy e CLl(Z).

loc loc

Preuve. — Notons que X’ vérifie G(p, k), d’aprés le lemme 3.1.4, et que les algébres
C3 1 sont définies a I'aide de vrais champs.

La propriété est vraie pour [=0, et supposons la vraie pour [—1(1ZI<k+1):5si Z
est un champ tangent 4 X; et I & coefficients CLK(I), on a, avec w=Zw,
Z(wiox)=[(x*Z)w;loy; comme y*Z est a coefficients C3X(I"), (x*Z)w;eCT 1.,
et Z(w;on)eCyct, dou woyxeCil(z). M

J loc

(b) LEMME 2. — Soit ®30 un ouvert de R"™, x=(t, y), et I" une hypersurface de classe
Clr1** contenue dans ®,. Soit Y un champ réel de symbole y, a coefficients Cf;}(T),
transverse a T, et aeC. 2 H(D) (p>2, ISk).

loc

Soit ue C8, .+ (') satisfaisant Iéquation
Tyrou=V, avec YeCh "' ().

() SiueClt'de w_, et si @, est dans Pinfluence de o_ pour Y, alors ue Cf;; " '*1(I).

(ii) Si u|r est de classe Cfy', ue C, ' * 1 (I) dans Pouvert d’influence de T pour Y.

Preuve. — Nous montrons le résultat par récurrence sur I
(i) Soit I=0, et z un symbole de champ tangent a T, & coefficients C5t*. On a

= 2p—3
TzTy+au_Ty+aTzu+Tz#(y+a)—(y+a)#zu+R1’ avec Rleclorc’: ’

d’apres le calcul symbolique de Bony.

D’autre part, p,=z#y—y#z est a coefficients C{!, et p1=Ay+Zo,z, pour un
systtme convenable de champs Z, engendrant les champs tangents a I', avec A,
o, €Ch. . Donc

T, u=T,T,u+XT, T, u+R,  R,eCi™>

loc
On en déduit, en prenant pour z 'un des z,,

T, o T,u+ZT, T, ueCi;! si 2p—3=p—1,ie p=2.

loc
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Dans le cas (i), T,queC;",:l de @_, et le résultat de propagation des singularités
Holdériennes pour les équations du premier ordre de Bahouri et Dehman [6] implique
T, ueCh;l, soit ue Cogt 1 (I).

Dans le cas (i), comme T, u—Z, ueC{cF, T,qulreCfo;‘, et le résultat mentionné
donne la conclusion.

(i)) Supposons le lemme vrai pour /—1(1<I<k), et montrons le pour I. Avec z=z,
on a maintenant R,eCZ *!(I), d’aprés 2.1.2. D’autre part, p, est a coeffi-
cients Cy! (I, et p,=Ay+Za,z, avec A, o,€Ci!"'(I): on en déduit

loc

R,eCe*H(D) < Cf (D), et finalement T, T,u+) T, T, ue Cic ! '(I).

loc

Par récurrence, on en déduit T, ueCfc"'(I), d’ot le résultat. M

(c) Notons x=(yy, t, y'), z=(t, y). Fixons j, et supposons X; transverse a I'axe des
y; : F étant une équation de Z; de classe C{,t"*(I), soit x: (¥, t, ¥) = (F, t, ) un
difféomorphisme de classe Cf,'**(I') appliquant Z; sur {y, =0}, T sur I, £ sur X’. En
prenant @ (t, y)=(x" 1), (0, t, '), on obtient un paramétrage y, =9 (z) (z€ ®, projection
de ;N Q) de Z;, et peCft*(I") 4 cause des lemmes 3.1.4 et 4.6.1. Comme Z; est
caractéristique, on a

p(9(2), z, v(9(2), 2), —1, (pz) =0.
En dérivant cette équation par rapport a z; et 4 z,, on trouve

PE q)zzjzk +P££ (Pzzk (p22j+ Z Ap, q (Pzpzq+ Rl =0’
p-q

avec
Z Ap, q (pzpzq = (szl’y,; (pzzk +Py‘ (pzjzk +pzj§ (pzzk
p.q
+pv§ (vyl (sz + vz) (Pzzk +p:: vyl (pzizk
+ [p§y1 (pzk +p§zk +p§v (vyl (sz + vz,,)] (Pzzj
et

Ri=0,,yy; P+ Pyyz H Py (Vg @+ 0)) +Dy,2, 02+ D2,
+P2 Uy, 92+ 02) + Doy, 9z + Doy
+Poo Uy, O +02)) (v, 0, +0,)+p; (0, 0y, 0,40, 0,).
Comme @eC{:™*(I"), o€ Cr(T), et v(@(2), 2)eCRk*1(I") daprés (a) et le
lemme 4.6.1, car v(¢(2), z)=(veox )|, =0; de plus,
(D*p) (9 (2), z, v(9 (2), 2)), —1, ¢,)eCRA(T)

grice au lemme 2.4.4. Comme veCic**1(Z), v, ou v, €CHET1 (), et v, (¢(2), 2),

loc
v, (¢ (2), 2)eClS T (I”) : cela montre que A, LECRET) et R eCR 1+ 1(T).
(d) Paralinéarisons ’équation obtenue en (c) : on obtient

«

Tp'; Pzzjz + Tpg;ozz,, Pzz; + TP;c'Pzz j Pz + z TAp, g Pzpzg = Ry
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avec R,eCf 1**1(I"), si p=2 (on utilise ici la variante suivante, facile, du lemme 4.7

(ii) : si ae CEH(I) et be CEN(T), ab=T,b+T,a+R avec ReCLtP ().

Pour tout j dans le cas (i), et pour j=j, ou j=j, dans le cas (ii), on peut appliquer le
lemme 2 de propagation du point (b), (i), Y étant le champ p;. 0, qui est la projection
sur x; =0 de la projection sur la base de H, pris aux points de N*X; : les hypothéses de
domaines d’influence et de transversalité sont des conséquences des hypothéses correspon-
dantes sur H,. On obtient

Qo €CRVFTIIY),  soit @eCHLh ().

loc

(e) Nous montrons que si @eCft**1(I"), X; peut étre définie par une équation

F=0, FeCyt"** () : il suffit de montrer qu’il existe GeCLt**1(I"), G|,,-o=0,
G}, #0. En effet :

(i) L’application yq: (v, t, ¥) = (G, t, ) est alors un difféomorphisme de classe
Cp+ 1,k+1

o (I') qui applique {y, =0} sur X, I'" sur I'.

(i) L’inverse xg' est de classe CLEM**1(T): il suffit d’écrire x4 (%o ! (X)) =x,
oo (x) (X0 1) (x)=id, et le lemme 3.1.4 implique x5 (%o *(x))eCRr* (I, d’ou
(Xo 1) €CRETH(T).

loc
(i) On peut prendre F=(yq 1), comme équation de X -
Pour montrer I'existence de G, on peut se ramener au cas ou I'={¢=0}. En effet,
soit %, : (¢, ) = (T, Y’) un difféomorphisme du plan {y, =0}, de classe C.,!*¥, appli-

loc

quant I sur {T=0}=T": @, =(x; H*0eC: - *¥*1(I"’) d’aprés le lemme 2.4.3; grace
au lemme 3.1.2, il existe G, eCt ¥+ 1(I'), G, |,, -o=0;; considérons G,=x}G,, ou

loc
Xi: Ot Y)=>0n Xt ) G,eCUELFTITY), et, daprés le lemme 4.6.3,
G2|y1=0=x71k(P1+R1’ R, eCia*** Y, dautre part, x¥@;=¢0+R,, R,eC 1, donc
G=G,—R,—R, convient.

(f) Soient maintenant X; et X; définies par des équations F et G de classe

CPt ¥ 1(T). Supposons par exemple (F, F; ) non colinéaire a (G,,, G;,) : le dif-

x1°
féomorphisme y : (x4, X,, X') = (F, G, x") applique T'" sur I"={x,=x,=0}. Comme
XECHEL (), x e CLt 1 (I) d’aprés (e), (ii), et donc x| eCht**?: Cest un

paramétrage de I, donc [e C{t** 2, et la preuve est compléte dans le cas (i).

(g) Dans le cas (ii), soit j différent de j, et j,, et ¢ le paramétrage de X, Comme I" est
de classe Cf,t**2, T aussi, et | eCt**? : Péquation vérifiée par ¢, pour laquelle I”
n’est pas caractéristique, implique alors que @ | e C0t¥ ™1 o” | e CLLx. Le lemme 2, (ii)

loc

montre qu’alors ¢’ e Cf,. ¥+ 1(I") dans le domaine d’influence de I", ce qui prouve (ii).

(h) Dans le cas (iii), on sait a priori que ['e Ct¥*2, et le raisonnement est identique a
celuide (g). W

6. Propagation des singularités conormales

6. 1. PROPAGATION DES SINGULARITES I (INFLUENCE DU PASSE). — On considére la situation
suivante :

Soit Q50, ¢ une coordonnée, Q, =Q N {+¢>0}. Soit £ une configuration de m
surfaces satisfaisant G(p, k) (p>2, k=0), et p un symbole différentiel réel homogéne
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d’ordre m, a coefficients C:;!(X), I<k. On suppose que Q, est un domaine d’influence
de Q_ pour p, et que les surfaces X; sont caractéristiques pour p.

LEMME 6. 1. — Supposons p>3, et soit ue H{;;™ ' (X) un vecteur vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Localement dans Q_, ue H3\™!*1 (%),

loc
(i) Lu=T,ys,, ,ucHi" ' (), avec p,,_, un symbole (matriciel) pseudo-différentiel
homogéne d’ordre m—1, a coefficients de classe C{,;*'(Z).
Alors ue H{:™ "1 (%),

loc

Preuve. — (a) Montrons le lemme suivant :

LEMME 1. — Si a est un symbole homogéne d ordre a, a coefficients CZ!(Z) (0<o <p),

loc

nul sur \JN*Z,, il existe un symbole A, homogéne de degré a.—m, a coefficients C31(T),

tel que oo—Ap soit nul sur N*T UN*Z, U ... UN*Z .

Preuve. — Considérons a au voisinage d’un point de N* X, "\ N* I, et redressons X, et
I par un difféomorphisme y de classe CLt1*(T) en I'={x,=x,=0} et Z;={x,=0}.

Notons a et p les symboles transformés, a coefficients Cg:/(Z’) et C%:!(Z’) respectivement

loc loc

[cf. lemme 5(a)]. Comme la trace sur I'” d’une fonction de Cg;/(Z’) appartient a C5, les

symboles a(0, 0, x’, &, &,, 0) et p(0, 0, X, &,, &,, 0), qui s’annulent pour &, =0, s’écrivent
5(09 0> X/, gla éz, 0)=5&2, E(O’ 0, xl’ ‘tala &27 0):52’;27

avec a, p a coefficients CZ?' et CLt! respectivement.

D’autre part, comme p (0, 0, x’, &,, &,, 0) posséde déja m zéros réels distincts dans le
plan des (&,, &,), (1, 0) est un zéro simple et p#0 prés de (1,0). En choisissant X =aj/p,
qui est bien défini au voisinage du point considéré, et en étendant X en A pour & #0, on
obtient que a—Xp=0 sur N*T.,

Au voisinage de points n’appartenant pas a N*X, Y N*I" pour un i, I’existence de A
est triviale.

(b) Nous aurons également besoin du lemme de division suivant, qui étend le lemme
3.2. 1.

LEMME 2. — Soit T vérifiant G (p, k). Pour tout j, il existe une famille ZY de champs
tangents a I" et a X;, a coefficients C&:*(I), tels que pour tout symbole m homogéne de

loc

3, a coefficients Cl (), nul sur N¥*IT'\UN*Z, on ait m=Xo,z, avec o, de degré

n—1, a coefficients dans C_''(X) (1<c<p, ISk+1).

loc

Preuve. — Gréce au lemme 5(a), on peut se ramener au cas I'={x,=x,=0},
Z;={x,=0}, et les champs Z{ que I'on considére sont alors x; d;, x; 0,, X;0,, 0. Il
suffit de montrer ici, en suivant la preuve du lemme 3.2. 1, les deux points suivants :

(i) siaeCgl(Z), a=0sur x, =0 (resp. x,=0), alors a=x, a, avec a, e C3; *(Z) [resp.

loc loc
a=x,a, a,eCe 11 ()]

_ (i) Si aeCgl(Z), avec a=0 sur T, il existe un aeC%}(Z), a=0 sur x,=0, tel que
a=a sur x, =0.
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Soit a=Xa; a;eCy} log © comme 4]y =0€Cid (F) (lemme 4.6.1), il existe, d’apres
le lemme 3. 1.2, a; eC‘,’oc’ (1), avec a —a;=0 sur x1 =0. Donc
a=a,—a,+...+ay 1 —ap_+a,+@+...+a,_;)=Xb, avec b;eCT|, et b;=0 sur
x,;=0.
Pour diviser b; dans C$y,, on peut toujours supposer de plus Z,={x,=0} (si j=2):
posons b;=x, c;; on a

Js loc’

xl 51 bj=bj+x1 (xl al C]), xza b~=x20'+x1 (X2 al CJ),

1,1
x2 62 bl=x1 (x2 62 CJ), 6x, bj=x1 ax CJ, d Oll C: GC;, loc

comme au lemme 3.1.3 (i). Sij=1, on vérifiec de méme que ¢, e C{ %", ce qui prouve (i).

Le point (ii) résulte des lemmes 4.6.1 et 3. 1.2 (ii).

(¢) Soient yx; (1<i<m) des symboles classiques, homogénes de degré0, tels que ;=0
au voisinage des N*X;(j#1), et Zy;=1.

Posons m; ,=y,z9: cest un symbole & coefficients C{X(I), nul sur
N*I'UN*Z, U ... UN*Z, , et tout symbole m de ce type s’écrit m=Zo; ,m; ,, &; , &
coefficients C{- 1+ *(I).

loc

L Ti,q

Sous les hypothéses du lemme, avec m=m; ,, on a

i, q°

TuT,=T, T+ Tnsp psm+Ri  Ry: HpF s Hp m 170700

loc

et
TmTPm—l-—TPm—le=Tr1+R2’ R2 : Hiocl Hi;c—m+p—2—0, l"
ou
Py =M#Dpy =Py #meZ™ 1 (CL > (D).

Comme

1

m#p—p#m=—{m,p}+r,  r,eZ"1(CL > (D),

i

et

{m, p}=7»p+20ci aMi, o
AeZ0(Co (D)), ez H(Ci 2 (D),
d’aprés (a) et (b), on a

Tim py =T, +ZET =T, T,+XT, T, ,+T,+R;,

%, q™i, q

avec ry €™ (Ciro (D)), et Ry : Hig! — Hyj me 2700,

loc
Finalement,

Tm Tptd+pm 1 Tpid+p,,,_1 Tm_lz Tai, q4id Tmi, q——iTk Tpid+Tr+ R,
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avec reX™ 1 (Co (D), R : Hi ' > HL mte—270.1

(d) Sous les hypothéses du lemme, on déduit de (c) que
T

pid+ppm—1 loc

Tu—iST, T, ueHEM (2).

mi,
Si I=0, le théoréme de propagation des singularités de Bony [8], appliqué au systéme ci-
dessus (m décrivant les m; ,), montre que T, quer;;"‘(Q), soit ue Hjt™ 1 (X).

Si [=1, on conclut par récurrence, en supposant le lemme vrai pour [—1. H

6.2. PROPAGATION DES SINGULARITES II (PROBLEME DE CAUCHY). — On considére la
situation suivante :

Soit 050, ¢ une coordonnée, Q, =QN{+t>0}. Soit ¥ une configuration de m
surfaces satisfaisant G (p, k) (p>2, k=0), pour laquelle I" est C®, I'<{t=0}, et p un
symbole différentiel réel homogéne d’ordre m, a coefficients Cf!(X), I<k. On suppose

que Q. et Q_ sous domaines d’influence de QN {¢t=0} pour p, que p est strictement
hyperbolique par rapport aux surfaces ¢t =Cte, et que les X; sont caractéristiques pour p.

LEMME 6.2. — Supposons p>4, et soit ue H.:™'(X) un vecteur vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Dju|,_oeHi " #1*1(I), j=0, ..., m—1.

(i) Lu=T ueH§I L1 1(Z), LiueH{ "*>'*1(Z), ou p,_, est comme au
lemme 6. 1.

Alors ue H{ ™11 (%),

loc

pid+pm—1

Preuve. — Elle suit ’argumentation de Bony [13].
(a) Montrons d’abord un lemme de traces.

LeEMME 1. — Soit veH};t™ ' (2), T,veHj. "' (Z).

loc loc

Alors Djv|,_oeHijm (T, j=0, ..., m—1.
Preuve. — (i) Pour =0, le résultat est classique (cf. par exemple [13], [28]).

(i) Montrons le lemme par récurrence sur [: soit m’(x, §) un symbole classique
homogéne d’ordre 1, nul sur N*I'": il existe une extension m(t, x, §) a coefficients
CLE(T), telle que m=0 sur (UN*X;\UN*T.

J

D’autre part, si y est un symbole classique homogéne d’ordre 0, nul prés de £=0, égal
a 1 hors d’un voisinage de £=0, on a (1—y)veH ™" 1:!(X), car p est elliptique dans les
directions (0, 1) : il suffit alors de prouver le lemme pour v, en notant que

T,xveHj: " (Z). On écrit

1
Tmexv=TmTva+;T{p,m)xv+R1, R, eH{ M H(X),

loc

d’ou, comme au lemme 6.1 (c), T, T, xveHjt"! "1 ().

Comme D{T,xv= Y T,D{Vxv+R, avec R,eHji"/"'*»I(E), ou
0=v=ip]
m,=m,(t, x, &) est homogeéne de degré 1 a coefficients Cf,.>*(I'), m,=m, on a, grace au

loc
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lemme 4.6.2 et a ’hypothése de récurrence,

D/T, v |t=o=Tm'(D{XU) |t=0+R3’ RyeH" 17 1(I);

loc lo

(b) Nous aurons également besoin du lemme de division suivant.

on en déduit T,, (Dixv)|,—o e Hje™ !~ *(I), soit Djv|,_oeHLt™ #}(I). W

LEMME 2. — Soit a un symbole homogéne & ordre o, a coefficients C!(Z). Il existe b
homogéne d’ordre o—m, et a’ =a’ (¢, x, £), a coefficients C;!(Z), tels que a=bp+a’.

Preuve. — En chaque point, soit p est elliptique, soit il sécrit
p=(—M(t x, &) q;(t, x, 1, &), q;#0, A, réel : on a alors

a=(T—-A)d+a(, x, A, ) =bp+a(t, x, 1, &). W

(c) Soit m=m, ,, comme au lemme 6.1(c): il existe des symboles g, py, p_;, m’,
d’ordre 1—m, 0, —1,1, py et m’ tangentiels, tels que

mid=q# (pid)+ q#ppn_1+Po+p -, +m’id.

En effet, avec g=ayid+a, (a, d’ordre 1—m, a, d’ordre —m), il suffit d’avoir
m=a,p+m’, (6 a,.D,p)id+a,p+ayp,_1=p; : le lemme 2 de (b) fournit a, et m’, puis
a, et p. On observe de plus que (x, 0, &, A;(x, 0, §))eN*Z; lorsque (x, §)e N*T, donc
m’ (0, x, £) s’annule sur N*T".

(d) Si x est un symbole classique d’ordre O nul prés de £=0, égal a4 1 hors d’'un
voisinage de £=0, (1—y)ueHL ™" 2!+ 1 (%), et

loc

LxueHs+1,l+l(z), szueH’”""’"“(Z).

loc loc

Avec m=m, ,, on veut montrer D] T, u|,_oeHi:m />!(I), et il suffit de le prouver
pour yu: or

Taxu=T,T,,, xu+T,xu+T,  xu+T,xu+R,,

avec R, eH;im*1:}(%), donc

loc
D/T,xu=D]T,Lyu+T,D/xu+[D] T,]xu+D{T,_ yu
+T, D{yu+[D], T,lxu+D/R,.

Comme en (a), [D}T,l= Y T, DI™V+R, p;, tangentiel d’ordre O,

1=<p-2

D}, T,]= Y T, D{V+R;, m, tangentiel d’ordre 1, R, et R, étant respectivement
1svsp

—j+p—2et —j+p—1 régularisant. Grace au lemme 4.6.2, on obtient
prD{xult=O—pr(O,x, g)(DfX“)|t=oer;m—j—”“p—z_o'l(r)a
Ty, DI X tt]i=0=Tpp , 0, x5 (D VX W)|,=o e HiLm /7 H2¥P=2 70T,

loc

T, D{X“ lt=0—Tm’ ©, x, g)(D{X“) |:=05Hs+m_j_1/2+p—o' '(F),

loc

Tm,vD{'_qu |t=0—Tm(,(0,x, g)(D{—vXu) l:=oEHs+m_j—1/2+p_o’ YT,

loc
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et, par ailleurs, D/R; et D/ T,_; yueHj"*' 7 !(%).

1o

On trouve donc
D{meu|t=0=D{Tquult=0+Tm’ (o,x,g)(D{X“)lt=o+R4,

avec R, eH ™~ I().

loc

Comme m’ (0, x, &) est nul sur N*T, T, o, . &) (Di X %) ;=0 € Hjoe™ > }(I). Enfin,

loc

LT,Lyu=[L, TJLyxu+T,L*yueHj "' (%),

O
et le lemme 1 de (a) implique D{Tq Lyu |,=Oero*c""_j' 1(I'), d’ou Iassertion sur les traces
de T, u
(e) Pour démontrer le lemme 6.2 par récurrence, il faut vérifier que
L'T,ueHy " (Z), L'?T,ueH, "*>!(Z), L’ étant un opérateur (matriciel) de méme
structure que L, avec [— 1 remplacant I.
Or, d’aprés le lemme 6.1 (¢),

T,L=LT,—iXT, 4T, +T,L+T,+R,

reZHCRMN(D),  aeZ(CRMI(D), oy €T H(CRM(D)

loc loc

et

R : HE! - Hy me 2700,

Si 'on note simplement Tu le vecteur dont les composantes sont celles des T, M
mises a la suite, on trouve ainsi

TL=L'T+T,L+T,+R,

ou a, r et R sont des matrices (D, d) (d, D nombres de composantes de u, Tu), et
L'=T,y+q,_,- On en déduit

L?T=TL>*-T,L>~T,L—RL-T, _ T,L—[T, T]L+T,T, L

1

~T,L*~T, _ T,—[T, T,]-T,L+T,T,

om 'm— 1

—L’R,
dou L'TueH{ ! (Z), L' TueH;j;;"*2!(Z), car 'hypothése p>4 implique que R est

au moins 2 —m régularisant, et que [T,, T,] est d’ordre 2m—2.

(/) 1l reste & examiner le cas /=0: on a alors TueH};" ' (Q), D{ Tu|,_oeH}t" "/

et L'TueH{:'(Q). La conclusion résulte alors des travaux d’Alabidi [1] et Sablé-
Tougeron[28]. W

7. Preuves des théorémes

7.1. TueoreME 1. — Posons s=(n/2)+(p+1).
(i) La configuration X dont on a supposé I’existence n’est déterminée en fait que dans
le domaine d’influence de T : elle est alors de classe Cf,-%, car le symbole principal p de

loc »
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Popérateur linéarisé est a coefficients C2'1. On la prolonge alors (le cas échéant) a tout

loc

Q, en une configuration X de classe C&*!, caractéristique pour p.

loc >

(i) Supposons que X satisfasse G(p, k), ueH ™*(Z), et ueH ™** hors de
Z,UZ,UZ], ou I désigne la partie sortante de I' de X; (qui est uniquement détermi-

née).

D’aprés le lemme 4.7, u est solution d’une équation de la forme T,,, _,u=R(u), ou
p et p,_, sont a coefficients C5,t 1 *¥(Z), et R (u)e HZ ™20 ¥(Z). Le lemme 6. 1 montre
qualors ue H{ ™ *¥*1 (%)

(iii) Le lemme 5, cas (ii), implique qu’alors les X, sont de classe Cf,"*-**1(I') dans le
J oC
domaine d’influence de T, qui est C2.F*+2

loc .

Hors de 2, UZ,UZ/, ueHj"***!, sauf peut-étre microlocalement sur les

conormaux aux X; (j#1,2): le théoréme 6.2 de Bony [8] montre alors qu’en fait
ueHj;m***1 partout hors de £, UX, UZ}.

Il ne reste plus qu’a prolonger arbitrairement a Q la configuration £ hors du domaine
d’influence de I" en une configuration caractéristique satisfaisant G(p, k+1) (ce qui est
possible car, 13 ou le prolongement a lieu, ue Cir}?*¥*2): on est ramené a la situation
de (ii), avec k+1 au lieu de k, d’ou la conclusion. L’amélioration de la régularité sur les
X/ (j=3) s’obtient de fagon standard comme dans Bony [9].

7.2. THEOREME 2 ET THEOREME 3. — Les preuves sont presque les mémes, et plus
simples, que celle du théoréme 1 : le théoréme 2 utilise le lemme de propagation 6.1 et
le point (i) du lemme 5 concernant la régularité de la configuration X, tandis que le
théoréme 3 utilise le lemme 6.2 et le point (iii) du lemme 5.

Les énoncés correspondant aux théorémes 1, 2, 3 pour des hypothéses de « régularité
limitée » (cf. §1) sont en fait ceux que ’on prouve dans ce paragraphe.
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