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CONSTRUCTION DE LAPLACIENS
DONT UNE PARTIE FINIE DU SPECTRE
EST DONNEE

Par Yves COLIN DE VERDIERE

L’article de M. Kac « Can one hear the shape of a drum? » [KC] a été l'origine de
nombreuses contributions au probléme spectral inverse : déterminer certains invariants
géométriques ou topologiques d’une variété riemannienne compacte a partir du spectre
du laplacien. Moins d’attention a été portée au probléme de savoir quelles sont les suites
de valeurs propres possibles pour le laplacien d’une métrique riemannienne arbitraire sur
une variété compacte donnée. D’autres problémes du méme type se posent avec la
recherche d’ouverts bornés de R? tels que le laplacien euclidien avec conditions de
Dirichlet ou de Neumann admette un spectre donné; ou encore avec I'opérateur de
Schrédinger avec champ électrique et (ou magnétique) sur une variété riemannienne
compacte donnée. Ces problémes semblent d’accés trés difficile comme le montrent les
contraintes imposées par I'existence de différents développements asymptotiques (formule
de Minakshisundaram-Pleijel, formule de Poisson). Nous nous restreindrons ici a I’étude
du probléme plus élémentaire de réaliser une suite finie sy={A,=0<X,<... <A}
comme suite des N premicres valeurs propres avec multiplicit¢ d’un opérateur a choisir
dans une famille donnée d’opérateurs.

Indiquons quelques résultats typiques :

e Si X est une variété compacte de dimension =3 et sy une suite arbitraire comme
précédemment, il existe sur X des métriques riemanniennes telles que le laplacien admette
cette suite comme suite des N premiéres valeurs propres avec multiplicité. En particulier,
il n’y a aucune restriction sur les multiplicités des valeurs propres.

e Si X est une surface compacte, la situation est moins simple, car on sait ([CG],
[BN]) que la multiplicité de la premiére valeur propre non nulle du laplacien est majorée
en fonction de la topologie de X. Les résultats obtenus montrent que cela semble étre la
seule contrainte; par exemple, toute suite {A,=0<A,<...<Ay} est la suite des N
premicres valeurs propres du laplacien pour une métrique bien choisie sur n’importe
quelle surface.

e Pour ce qui est des laplaciens euclidiens dans les ouverts de R? la situation est
différente suivant le type de conditions aux limites :

— Pour le probléme de Dirichlet, les inégalités de Payne, Polya et Weinberger ([P-P-
W] et aussi [PR]) imposent des restrictions d’un autre type que la multiplicité : par
exemple, pour tout ouvert borné de RY les valeurs propres du probléme de Dirichlet
vérifient, pour tout n, A, <3\,
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600 Y. COLIN DE VERDIERE

— Pour le probléme de Neumann, les seules restrictions sont de multiplicités : par
exemple, pour toute suite {A,=0<A,<...<MAy}, il existe un ouvert lisse simplement
connexe de R? ayant cette suite comme suite des N premiéres valeurs propres du probléme
de Neumann.

Quelques indications sur les méthodes utilisées : comme les familles d’opérateurs étu-
diées ne sont pas normalisées (i.e. sont invariantes par homothétie), il suffit de trouver
un opérateur ayant la suite esy={0=A, <€k, < ... Zgky} comme suite des N premiéres
valeurs propres. On cherche a évaluer les petites valeurs propres d’un laplacien par effet
tunnel purement géométrique (i.e. sans barriére de potentiel); cette évaluation met en jeu
une matrice dite d’interaction qui peut s’interpréter géométriquement comme un laplacien
combinatoire (avec poids) sur un graphe qui est le graphe d’adjacence d’un découpage de
la variété en régions séparées par des passages étroits (tunnels!). La matrice d’interaction
est utilisée depuis longtemps en chimie pour I'’étude de l'opérateur de Schrodinger
gouvernant les électrons dans une molécule (méthode L.C.A.O.) et une étude mathémati-
que trés compléte a été proposée récemment par Helffer-Sjostrand ([HS])).

Cette évaluation par perturbation d’un laplacien combinatoire ne permettrait pas a

priori de réaliser exactement le spectre voulu : en effet, dans le cas d’une valeur propre
 multiple, par exemple, la perturbation entraine une dispersion du paquet de valeurs
propres, c’est ici qu’intervient une idée fondamentale : utiliser la transversalité et travailler
uniformément avec les hamiltoniens dépendant d’un parameétre variant dans une boule
de RY: V. Arnold a montré ([AD]) que dans une famille de matrices symétriques a
coefficients réels I’apparition de valeurs propres multiples peut étre stable. Pour mettre
en ceuvre cette idée, on utilise une notion de stabilité (hypothéses SAH et WAH de
[CV3]) d’une famille finie de valeurs propres pour un hamiltonien d’une famille a
paramétres. Tous les spectres construits auront cette propriété, en particulier les exemples
trouvés pourront avoir un caractére générique (pas d’isométries, etc.) et on pourra lisser
les exemples non lisses.

Cet article est complémentaire aux articles [C-C], [CV 2] et [CV3]: la plupart des
résultats ont déja été présentés dans [CV 1].

Les techniques de [C-C] (lemme des petites valeurs propres, condensateurs) seront
utilisées ici, mais nous considérons des condensateurs euclidiens (§ 6). La technique du
paragraphe 7 est reprise de [CV 2] avec une adaptation pour déjouer I'invariance conforme
de I'intégrale de Dirichlet en dimension 2.

L’autre outil développé ici est ladjonction d’anses dans lesprit de [C-F] et [AE].
Conjugué avec l'utilisation de propriétés de transversalité, il permet de montrer des
résultats sur les surfaces (propriété Cy) et de construire des métriques ou la seconde
valeur propre du lapalcien est de multiplicité maximale (5) sur la bouteille de Klein. Les
hypothéses de transversalit¢t SAH et WAH introduites dans [CV 3] sont utilisées sans
nouvelles précisions.

1. Enoncés des résultats

Pour énoncer les résultats, il sera pratique d’introduire quelques notations : soit & une
famille (ensemble) d’opérateurs autoadjoints =0, a résolvante compacte et ayant 0 comme
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CONSTRUCTION DE LAPLACIENS 601

valeur propre simple. Nous introduisons les propriétés suivantes de & :

DeFiNiTions 1.1, — (i) On dira que & vérifie (Ay) si, pour toute suite
AM=0<A,=... 2N, il existe H dans & ayant cette suite comme suite des N premiéres
valeurs propres.

(ii) On dira que F vérifie (By) si on a le méme énoncé pour toute suite ., =0<X,. .. <Ay

(ili) On dira que F vérifie (Cy) si pour toute suite p; =0=p, < ... Sy, il existe H
dans F et b>0 tels que p, +b<p,+b=<... <uy+b soit un intervalle du spectre de H.

Il est clair que la propriété (Ay) implique (By) et (Cy). Si X est une variété compacte,
nous noterons & la famille des laplaciens associés a une métrique riemannienne C* sur
X. ¥ sera la famille des opérateurs de Schrodinger H=A+V sur X, dont 0 est la plus
petite valeur propre. Pour d =2, nous noterons %, la famille des laplaciens avec conditions
de Neumann sur un ouvert borné, C' par morceaux de R%

Nous avons alors les :

THEOREME 1.2. — Si X est de dimension =3, & x vérifie (Ay) pour tout N.

En général posons N (X) =sup {NI F x vérifie (Ay)}.

THEOREME 1.3. — Si X est de dimension 2, ¥ x vérifie (By) et (Cy) pour tout N.
Si X, est la surface orientable de genre vy, (Y23) :

E(3/2+ /2y+1/4 SN(X,)=47+4.

Remarque. — Dans le cas des surfaces de genre <2, on ne connait pas de minorations
significatives de N (X).

THEOREME 1.4. — %, vérifie (Ay) pour tout N si d=3. 9, vérifie (Ay) si et seulement
si N<4. ¢, vérifie (By) pour tout N.

Remarque. — Soit, pour une variété compacte X (avec ou sans bord), C(X) le nombre
chromatique de X défini comme le plus grand entier N tel qu’il existe un plongement du
graphe complet &8 N sommets dans X.

On définit aussi pour toute variété riemannienne compacte (avec ou sans bord) (X, g),
m (X, g) comme la multiplicit¢ de la premiere valeur propre >0 du laplacien (condition
de Neumann) sur (X, g). Puis m(X)=sup m(X, g), ou le sup porte sur ’ensemble des
métriques riemanniennes sur X.

On a posé dans [CV 2] la:

CONJECTURE %. — Pour toute variété compacte m (X)=C(X)—1.

Cette conjecture est vraie pour les variétés de dimension 1, de dimension plus grande
que 3 (ou m(X)=C(X)—1=+ o0 [CV2]), pour les surfaces de genre 0 et 1 ([CG], [BN]
et paragraphe 5 de cet article pour B) :

C(S?) =4, C(R?/Z2*) =7, C(P%(R)) =6, C(B)=6.
Pour les surfaces de genre y=3, le théoréme 1.3 donne :

E[1/2+ /2yv+1/4]=m(X)<4v+3,
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602 Y. COLIN DE VERDIERE

alors que, d’aprés [RL],

C(X)=E[72+ /12y +1/4.

Un pas important serait donc une majoration de m(X) en O ( \/?). Signalons en outre
que dans le paragraphe 7 on prouve le :

THEOREME 1.5. — Pour toute surface compacte X, la propriété Ay est vraie pour Sy
avec N=C(X).

En particulier, il existe sur X un opérateur de Schrodinger dont la seconde valeur propre
est de multiplicité C(X)—1.

Ce type de résultats sera essentiel dans [CV 5].

Remarque. — Les majorations de [CG] et [BN] sur la multiplicité de la seconde valeur
propre du laplacien s’étendent sans difficultés au cas de 'opérateur de Schrdodinger.

2. Cas des surfaces : propriétés Ay et By

2a. ProPRIETE Ay. — La preuve de Ay pour les surfaces de genre y=3 et
N<E(3/2+ \/274"1/4) résulte d’'une modification immédiate de [C-C] : au lieu de partir
du graphe complet Ky avec N sommets, avec un laplacien discret sur ce graphe de
spectre (0, 1, 1, .. ., 1), on munit ce graphe d’un laplacien discret ayant le spectre voulu
(ainsi qu’il est montré dans [CV 3], § 4). On remarque que les métriques trouvées peuvent
étre a courbure constante.

2b. ProprIETE By. — La preuve résulte des techniques de [C-C] et du résultat de
[CV 3] sur la propriétée By pour le graphe en étoile : il suffit de construire une métrique
sur X telle que le graphe associé comme dans [C-C], § 2, soit un graphe Ey en étoile a N

branches.
N N

X=U X; U Z; ou les Z, sont des cylindres hyperboliques recollant X, aux X,. Si on

i=0 i=1
veut que X soit homéomorphe a S?, il suffit de prendre pour X, (resp X,, i=1) la sphére
S2 privée de N disques de méme rayon et ne se rencontrant pas (resp. privée d’un disque).
Il suffit alors de recoller les Z; le long des bords de ces disques en suivant le schéma
imposé par le graphe en étoile.

3. Adjonction d’anses a une surface

Chavel et Feldmann [C-F] ont montré que I’adjonction de petites anses & une surface
ne modifie pas beaucoup les valeurs propres du laplacien. Nous donnons une construction
assez explicite permettant de contrdler les espaces propres de ce type de métriques en
deux étapes :

— Meétriques C! par morceaux obtenue par recollement direct des bords de deux petits
disques.
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CONSTRUCTION DE LAPLACIENS 603

— Régularisation de cette métrique.

La premiére étape n’est pas fondamentalement différente du cas ou on enléve des petits
disques : seule la condition aux limites est nouvelle, ce n’est ni celle de Neumann, ni
celle de Dirichlet, mais une condition de recollement du type condition de périodiciteé.
La méme construction permettra dans le paragraphe 4 de traiter le cas de la bouteille de
Klein par éclatement en un point de P?(R).

Aprés avoir montré un résultat général, nous I’appliquons a la propriété By pour les
surfaces.

Introduisons d’abord quelques notations :

X est une surface compacte munie d’une métrique riemannienne g,; X, est un point de
X; £>0; X, =X\B(xq, €), out B(x,, €) est la boule de centre x, et de rayon ¢; I'injection
j: HY (X)) o H*(X) définie par

[ sur X,

o ={Pe(f) sur B(xo, ¢),

ou P_(f) est le prolongement harmonique de fa B(x,, €); A, est I’extension de Friedrich

de la forme ¢, (f)= J |df |2, avec un domaine D, vérifiant les inclusions :
XE
H3 (X)) =D, =H' (X));

0=A <A, <...SASC<CHISA, <. ..,

le spectre du laplacien sur X; E,cH!'(X) la somme des espaces propres associés aux n
premiéres valeurs propres et de méme pour A, : 2, (¢), E, (€), on a alors avec les notations
de [CV3]le:

THEOREME 3.1. — Lorsque € > 0, X, (€) > A, et
U (g.)] j (Bn (&) | By — B,

ces convergences étant uniformes lorsque g reste dans un voisinage de g,.
En particulier, on a le :

COROLLAIRE 3.2. — Si A, valeur propre de A, vérifie WAH (notation de [CV 3]),
relativement a une famille (g,),.x, il existe a,€K, proche de 0 tel que A, , admet ),
comme valeur propre avec la méme multiplicité et vérifiant WAH relativement a la méme
famille de métriques.

Preuve. — La convergence des spectres résulte de [R-T] et [C-F], qui traitent les cas
extrémes (Neumann et Dirichlet), par application du minimax.

La convergence des espaces propres est alors claire par densité et le minimax : un
espace de dimension n ou ¢, (f)<(A,+¢)| f |* est proche de la somme des espaces propres
(voir [CV 2] pour un énoncé précis). La proximité des formes quadratiques provient de
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604 Y. COLIN DE VERDIERE

ce que, si fe H! (X) fixée, alors
f |d(P, f||* >0 lorsque € 0.
B (xo, &)

Preuve de Cy, pour les surfaces. — Soit X une surface et S={p, Sp, <. .. <py} donnés.
On choisit I tel que 21+ 1=N et il existe alors €>0 et g proche de la métrique canonique
de S? tel que le laplacien A, admette les valeurs propres [(I+1)+¢&S comme intervalle de
son spectre et que cette suite vérifie 'hypothése SAH relativement aux déformations
conformes de g (voir [CV 3], § 3). Par une homothétie, on peut donc trouver une métrique
g,=C.g ayant la suite b+ S comme intervalle du spectre et ceci de fagon a vérifier SAH
relativement aux déformations conformes de g;.

Soit alors Y une surface (orientable pour simplifier) de genre y : Y s’obtient a partir
de S? par adjonction de y anses et la construction faite au début de ce paragraphe
s'applique : elle montre lexistence d’une métrique g,, C' par morceaux, sur

2y
Y=(S>\\U B(x; ®))/c (o petit) ou o est I'identification des bords des disques 2 a 2,
i=1
telle que g, admette b+ S comme intervalle du spectre.
En effet H' (Y) s’identifie alors & un D, du type précédent.
La propriété WAH permet alors de lisser la métrique g, et de conclure.

4. La bouteille de Klein

Soit B la bouteille de Klein, surface compacte non orientable que ’on peut voir comme
quotient de R? par le groupe I' des transformations t,, ,(m, neZ) définies par :

tm, ,,(X, y)=(x+m’ (_l)my+n)

Lorsque B est munie d’une métrique localement euclidienne, celle-ci se remonte a R?
en une métrique invariante par I’ que 'on peut supposer de la forme adx?+bdy*. La
multiplicité maximale de la premiére valeur propre >0, A, du laplacien sur B pour une
telle métrique est 3; elle est atteinte lorsque, par exemple a=b=1, on a, dans ce cas:
A, =4mn? et espace propre est engendré par les fonctions cos2m x, sin 2mx et cos 2w y.

En adaptant des arguments de Cheng et Besson, on va prouver le :

TutorREME 4.1. — m(B) <S.
La technique développée au paragraphe 3 permet de montrer le :

THEOREME 4.2. — Il existe sur B des métriques riemanniennes g C* telles que I'on ait :
m (B, g)=5.

COROLLAIRE 4.3. — m(B)=5.
Ce corollaire est I'énoncé de la conjecture v, lorsque X =B, car C(B)=6 (voir [RL],
p. 71).
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CONSTRUCTION DE LAPLACIENS 605

Preuve du théoréme 4.1. — Rappelons d’abord quelques lemmes fondamentaux de
[CG] et [BN]; ici X est une surface quelconque :

LEMME 4.4. — Soit xo€X, Y1, Y25 - - -» Vi k lacets fermés d origine x, sur X tels que :
(i) les classes [y e H, (X, Z,) ne sont pas linéairement indépendantes,
(i) Vie{l, ..., k}, v;¢(U 1),

Jj#i
alors X\ (v; U v, U- ..U, rest pas connexe.

La preuve de ce lemme utilise 'application qui a [y;], [y;] associe la parit¢ du nombre
d’intersections de v; et vy;.

DEFINITION 4. 5. — Une fonction C®, f: X — R est nulle a l'ordre p en x,€X ssi
fGo)=f (xg)=...=fP(x0)=0 et [P D(x;)#0.

Dans la suite E est un espace propre (de dimension N) d’un opérateur elliptique du
second ordre a coefficients réels, symétrique, sur X.

LEMME 4.6. — Pour tout x,€E, il existe fe EN\O, nulle d un ordre 2[N/2]—1 en x,,.

LeEMME 4.7. — (a) Si feENQO, nulle a Pordre p en x,, il existe k=p+1 lacets fermés
distincts d’origine x, contenus dans f~ ' (0), vérifiant I'hypothése (ii) du lemme 4. 4.

(b) Si f1(0) a un autre point singulier que x,, alors il y a k=p+2 lacets fermés
distincts contenus dans =1 (0) et vérifiant 'hypothése (i) du lemme 4. 4.

Preuve du théoréme 4.1 (suite). — On suppose que E est 'espace propre associé a la
seconde valeur propre d’un opérateur elliptique, etc. sur B. D’aprés Courant, V fe ENO,
B\ !(0) a deux composantes connexes.

(i) D’apres le lemme 4.7, fe EN\O ne peut s’annuler a I'ordre 3 et si elle s’annule a
Iordre 2, f~1(0) n’a pas d’autres points singuliers.

(i) Si N6, il existe, pour tout x,€ B une fonction f, | qui s’annule a 'ordre 2 en x,,

(i) f,, est unique a homothétie preés d’apres 'argument de [BN], p. 122-127.

@iv) f ;01 0=y, Uy, U3, avec {[v] , i=1, 2, 3} I'ensemble des 3 vecteurs non nuls de
H (B, Z,)=Z,® Z,.

(v) Si y est un lacet de base x,, on peut déformer f,  en suivant y, on obtient ainsi
une bijection de {y,, v,, Y5} sur lui-méme, donnée par :

-1

Yi>YY:Y

ou les opérations sont au sens de I'=mn, (B, x,).

Si [y,]=1@0 et y=1,, ;, on aboutit & une contradiction, car y"y,y "=y*"y, tend
vers I'infini dans I" et donc, pour n assez grand,

YY1 Y "Y1 Y2 Y3}

Preuve du théoréme 4.2. — On considére B comme éclaté projectif en un point de
P?(R): si x,eB, muni d’une métrique riemannienne, £>0 petit, on considére le
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606 Y. COLIN DE VERDIERE

quotient C, de B,=B\ B(x,, €) par I'identification ¢ des points diamétralement opposés
de S(xq, €)={xeB|d(x,, x)=¢}.

On est dans le cadre des applications des méthodes du paragraphe 3 : La métrique g
définit une métrique singuliére le long de S(x,, €)/{c} sur P2(R)=C, et le laplacien de
cette métrique est un opérateur du type A, considéré dans le paragraphe 3;

D,={feH'(B)|V0 f(s, O)=f(e, —0)}

et donc Hy(B,)=D,. 7

Il ne reste plus qu’a utiliser comme métrique de départ sur B la métrique canonique,
go du plan projectif ou A, est de multiplicité 5 et vérifie SAH (cf. [CV 3)) relativement
aux déformations conformes.

5. Les variétés compactes de dimension >3

Indiquons ici une construction simplifiant celle [CV 2]. Soit S={A; =0<A, <. .. Sy}
donnée et (Z, g,) une surface compacte ayant S comme début du spectre avec la propriété
WAH relativement a une famille de métriques (g,),. k. L’existence d’un tel objet résulte
du paragraphe 2.

Soit X de dimension =3 une variété compacte et j: Z — X un plongement. Pour
chaque g,, on construit sur X une métrique G,, dépendant continliment de a, telle que
(Gpz=8, et G, est une métrique produit prés de j(Z). On peut alors recopier la
démonstration de [CV 2] en remplagant les voisinages tubulaires du graphe complet par
les voisinages tubulaires de j(Z). On évite ainsi les problémes liés aux singularités du
voisinage tubulaire prés des sommets du graphe complet.

6. Les domaines euclidiens

Nous allons adapter les arguments précédents et la construction de [C-C] au cas des
domaines euclidiens de R? et de R et d’abord construire des O-condensateurs euclidiens
(au sens de [C-C]).

6 a. CoNDENSATEURS. — Un condensateur euclidien est la donnée d’un triplet € =(Z,
C,, C_), ot Z est un ouvert borné de R%, a bord C! par morceaux, et bZ=C,\JC_UW,
cette partition étant en domaines C! par morceaux du bord.

DErFINITION 6.1. — La  capacité  du  condensateur €  est le  nombre
cap (%) =inf (ﬁ af |2>, ou le inf porte sur les fonctions feH'(Z) telles que fic, =1,

_fi c_~= O.

I1 existe une unique fonction f, vérifiant les conditions précédentes, pour laquelle le inf
est atteint; elle est caractérisée par Af=0 dans Z et 9f/on=0 sur W. Cette fonction est le
potentiel d’équilibre du condensateur pour les tensions indiquées. Plus généralement, on
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CONSTRUCTION DE LAPLACIENS 607

posera :
Ja, v=(a—b) f+D,
on a alors :
6.3 [ 14t =cap @1 (a7
z

On introduira ultérieurement des familles de condensateurs dont la capacité tend vers
0, et on peut axiomatiser comme suit les propriétés nécessaires (voir aussi [C-C]) :

DEFINITION 6.4. — Soit €,(e>0) une famille de condensateurs, on dira que €, est un
0-condensateur si les 4 propriétés suivantes sont vérifiées :

() lim, _, o (cap(%,)/e) =1,
(i) Va, beR, lima_,oj | fe o> =V,a®>+V_b% ou V, et V_ sont >0 et indépendants
z

de &.

(iii) Si f* est le potentiel d’équilibre de €., on a :
“ af/on ”L2 )= 0O (¢).

(iv) L’application Tr, :H'(Z)) —» L*(C%) est uniformément majorée en norme quand
e—0.

Un corollaire de la définition est que, si %, est un O-condensateur, on a :

(6.5 Va, beR, VgeH!(Z), §C£”ff1, b”Lz (ZE)”g”Hl(Zt)'

f Cdfs, | dg>

Il n’est pas clair qu’il existe des 0-condensateurs, cependant nous allons exhiber des
exemples en dimension 2 et 3.

6b. CONDENSATEURS EN DIMENSION 2. — Soit a>0 fixé et Z l'intérieur de la région de
R? limitée par Pellipse E, de centre O, de foyers F, =(+mn, 0), et de sommets principaux
S, =(za, 0) avec n=a/cosh(2¢/m). Soit Z, I'intérieur de cette ellipse, d’out I’on retranche
les segments [F,, S ]et [F_, S_],

C,.=EN{y>0}, C_=EN{y<0},

et W la réunion des 4 cotés des segments [F,, S, Jet[S_, F_].

PROPOSITION 6.6. — €, est un 0-condensateur.

La capacité et le potentiel d’équilibre de ce condensateur se calculent en utilisant
I'invariance conforme de la capacité en dimension 2 et la transformation conforme
F.(z)=m cosh z du rectangle R=[—b, b] x [0, ] sur Z, avec la relation : | cosh b=a.
Le potentiel d’équilibre pour le condensateur ainsi transformé est f=(x+b)/2 b.
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Y

-n
o HIIIIITIT

- La vérification des différentes propriétés ne pose pas de probléme séricux, la capacité
est évidemment donnée par :

cap(%)—f<i>2dxdy—£—e
< L\ 2b 2b

On aaussi: V,=V_=(1/2)na?

6 c. CONDENSATEURS EN DIMENSION 3. — Description de €,. — Soient S, et S_ deux
demi-boules euclidiennes de méme axe Oz et de méme rayon R (=1 par exemple) fixé.
On suppose que les centres O, et O_ de S, et S_ ont dans R3® les coordonnées
0,=(0,0, +)) (I>0 fixé). On se donne un nombre n>0 petit et on considére le
domaine :

Z=S,US_U{(x », 2)eR®||z|<], x> +y*<n?}.

Soient C, (resp. C_) la demi-sphére limitant S, (resp. S_), ¢.=(Z, C,, C_) est un
condensateur de capacité e=g(n) -0 lorsque n—0 (il est facile de vérifier que
g=cap(%,) Smn?/41 en testant sur une fonction constante dans les demi-boules et affine
de z dans le tube central T).

ProposITION 6.7. — €, est un 0-condensateur.

Preuve que €, est un 0-condensateur. — Soit f le potentiel d’équilibre. On lui associe la
mesure p portée par le disque D, de rayon m, de centre O, situé dans le plan équatorial
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S,
I/ Es+
Cs / Cs
S| n /1 ,
H 0= © YO+
\ D,
‘\
Fig. 2
E, de S, et définie par :
p=2. gdxdy.
0z

LEMME 6.8. — p est une mesure positive et p (1)<2¢.

Preuve. — En effet la fonction 0f/0z est harmonique dans Z, elle est dans H'(Z) [car
feH?(Z)] et 20 sur le bord : c’est clair sur C,, C_, E, et E_; sur la partie bT, c’est
moins évident. Pour tout o, les régions D,={f=a} (resp. E,={f<a}) sont connexes

[sinon on peut diminuer J | df |2 en remplagant f par a dans la composante connexe qui

ne rencontre pas C, (resp. C_)]. Soit ¢ (2)=f(n, 0, z) et supposons que : d¢/0z(z,) <O,

on aurait alors 3 valeurs —I<z, <z, <z, <l telles que @(z;)=a et il y aurait contradiction
avec la connectivité de D, et de E,. Donc 9f/0z>0 sur bZ et donc dans Z puisqu’elle est
harmonique.

De plus on a évidemment :
u(1)=2.f lafp<2e.
z=1

Soit G (m, m’) le noyau de la résolvante du probléme de Dirichlet dans la boule B,
dont S, est la moitié. On a :

VYmeS,, f(m)=l—f G(m, m)dp(m"),

D+

et comme :

G(m, O*)= L<i —1), avec r,=d(m, O,)
4n\r,
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G(m, m)=G(@m, 0,)+0(d(m’, O,)), meD, meS, avecd(m, O,)=a>0,0ona:

f(m)=1+4i(u(l))(l—L>+0(n)-8
T

Ty

<§f) —0(1)=0).
n/1s+

De plus lorsque n — 0, on voit que f— 1 dans S, \O,.
Le quatriéme axiome se vérifie aisément, car la géométrie est fixe a une distance <1/2
des plaques de €.

On peut évidemment adapter cette construction en toutes dimensions, nous l'utiliserons
en dimension 2 dans le paragraphe 7.

6d. PREUVE DU THEOREME 1.4. — La méthode utilisée est celle de [C-C]. Précisons les
notations utilisées ici :
X est un ouvert borné C' par morceaux de R?(d=2 ou 3), qui dépendra de paramétres

g;, ;>0 et éventuellement de quelques autres parameétres variant dans un compact.
N

X = U X, est une partition de X en sous-domaines connexes;
i=1
- T est le graphe dont 'ensemble des sommets est S={1, 2,..., N} et ayarit une aréte
{i, j} €A chaque fois que X, N\ X;# .
On suppose aussi qu'un voisinage de chacune de ces intersections est isomorphe a un
modéle type donné par les condensateurs de 6b et 6c¢; plus précisément, pour chaque
aréte {i, j} €A, il existe Z; ,<=X (2 a 2 disjoints) tels que, si :

Ci=0Z4 3N X, Cj=0Zy N X,

alors € =(Z;, 5, C;, C)) est isometrique au O-condensateur type €, ; de dimension d.
On pose alors X,=X,\(U,Z, ;)
Soit maintenant K, un compact convexe de (R*\0)*, on pose g ;=¢ec; ;, ou
c=(c; ) €K, et on s’intéresse au comportement asymptotique quand & — 0 des valeurs
propres du probléme de Neumann dans X.

Remarquons que les seuls paramétres géométriques faisant varier X sont les largeurs
des ouvertures en dimension 2 (resp. les épaisseurs des tubes en dimension 3) entre X et
X..

J

On applique alors le lemme des petites valeurs propres [C-C] dont les hypothéses seront
des conséquences des axiomes des 0-condensateurs, comme dans [C-C].

Précisons I’espace test Ec H! (X) déterminant I'asymptotique des petites valeurs pro-
pres.

Si V,=vol(X;), p=) V;8(i), E est 'image de I'application j : L*(S, p) - H' (X) définie

P
12g, = "t xj

par j((x)) =/ avec :
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Fig. 3
Cj,i
(X7 ) i :
i J
r
\o v J.l v J
X Xj
Fig. 4

ou f,, ., est le potentiel d’équilibre de Z;;  avec les tensions x; sur C; et x; sur C;. On a
alors par application des axiomes des 0-condensateurs :

: N
J||df||2=8 X ch p(i—x)% szz Y V.xZ.
i=1

{i, leA

Pour appliquer le lemme des petites valeurs propres, il reste a prouver que :
An+1(X)=C>0, indépendamment de . C'est une conséquence du minimax et de la
minoration uniforme A, (X;)=C,;>0. .

Le théoréme 1.4 se prouve alors simplement en regardant les graphes I' possibles :

dans R? le graphe complet & 4 sommets et les graphes en étoiles avec un nombre
arbitraire de sommets sont possibles,
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dans R?, tous les graphes finis sont possibles.

On en déduit le théoréme 1.4 par les arguments de stabilité dé&ja utilisés dans [CV 2]
et [C-C] et les propriétés SAH pour les graphes complets et en étoiles ([CV 3]).

7. L’opérateur de Schridinger sur les surfaces

La nécessité de travailler avec ces opérateurs apparait lorsque ’on veut adapter les
méthodes de [CV 2] au cas de la dimension 2 : I'invariance conforme de I'intégrale de
Dirichlet en dimension 2 oblige a séparer la mesure et la métrique, ce qui revient a
considérer des opérateurs de Schrodinger dont la plus petite valeur propre est 0, ce que
nous expliquons maintenant.

Une remarque préliminaire. — Soit (X, g) une variété riemannienne compacte et
p=a(x)v, une mesure positive sur X de support X, on peut associer a ces données

Iextension de Friedrich A, , de la forme g (f)= J [df ]; dp de domaine H' (X), relative-
X

ment a espace de Hilbert s# =L2(X, p). On obtient ainsi, lorsque ae C® (X) :
1
A, JS=Af+ ;(da|df>g.

La transformation unitaire U: L% (X, p) - L?(X, v,), qui a f associe f’ \/E, transforme
A, , en lopérateur de Schrodinger H défini par :

- 1
=, 4 (a2 4,@ )= a1

Réciproquement, si H=—A+V et que la plus petite valeur propre de H est 0 associé
a la fonction propre @,>0, la transformation unitaire V: L*(X, v,) = L2(X, p), avec
p=3 v, qui a f associe f/¢,, transforme H en 'opérateur A, .

La construction d’opérateurs de Schrédinger sur une surface est donc (aux problémes
de régularité prés) ramenée a celle d’opérateurs A, . Il en est de méme dans le cas des
graphes.

Nous allons prouver le :

THEOREME 7.1. — Soit I" un graphe fini, (A,), . x une famille de laplaciens combinatoires
sur T ayant la suite S={h, =0<X,<...<\\} de valeurs propres vérifiant la propriété
WAH.

Soit X une surface compacte telle qu’il existe un plongement j : I' — X, alors il existe un
opérateur A, , sur X dont le spectre commence par S.

CoROLLAIRE 7.2. — Il existe sur toute surface X un opérateur A, , avec pe C*(X), tel
que :

m(X, A, )=C(X)—1.
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CoRroOLLAIRE 7.3. — S§’il existe sur I un laplacien combinatoire ayant la valeur propre
A, de multiplicité N et vérifiant la propriéeté WAH, I" n’est pas plongeable dans une surface
X telle que m (X) <N.

Exemples 7.4. — Le graphe complet K n’est pas plongeable dans P?(R) ou dans B.
Le graphe complet bipartite K; ; n’est pas plongeable dans S2.

Preuve du théoréme 7.1. — La technique est trés voisine de celle de [CV 2], mais utilise
le lemme des petites valeurs propres [C-C] et les condensateurs euclidiens du paragraphe 6.

[" est un graphe donné, a N sommets, muni d’un laplacien combinatoire A, v,
vérifiant WAH relativement & {A_ v|(c, V)€K}. On dessine T sur la surface X et on
choisit une métrique riemannienne g sur X qui soit euclidienne prés de I' et telle que les
arétes soient géodésiques. On construit alors au voisinage de chaque sommet A;, un
domaine polygonal P; de centre A; et d’aire V; (s’il n’y a pas assez de place, on fait une
homothétie sur g), et dont les cOtés rencontrent les arétes de I orthogonalement. Puis
on considére le domaine

N

D=UPRPUT, ;

i=1 aeA

ou T;; est le rectangle de largeur ¢; ; ayant I'aréte y; ; comme axe.

Fig. §

Par extraction de demi-disques de rayon fixé aux bouts des rectangles T
la décomposition standard :

on obtient

i, J

N
D,=U Xiu{i, j)eAZi, i

On s’intéresse d’abord a I'opérateur A, , ou p=u, sur D, et u=(e’)2.vg sur X\ D..

En vue d’appliquer le lemme des petites valeurs propres a cet opérateur, on fixe I’espace
de Hilbert par la transformation unitaire

U: L*(X, p - L*X, v)=L*(D,, v,)®L*(X\D,, v,),
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qui, a f, associe (@, ) avec @=f|p_et Y=(f/g") x\p,
Le domaine de la forme quadratique transportée est donc :

{(¢, V) eH' (DY@H" (X\Dy) | ¥ o0, =€ 9| op,}-
Alors, si P: H'(D,) » H* (X\\D,) est le prolongement harmonique de f, on a :
P [kt cmg SC (@) | f [l 0
et on choisit & tel que : ¢’. C(g) =¢2. On pose alors E,=J(L*(S, V)), ou :

T, D£=f={J X sur X

Xiy Xj

sur Z; ;

et
J(*))x p,=¢ P(f)

Le choix des ¢; ; conformément aux données de A, y et du calcul des capacités du
paragraphe 6 donne alors :

g (x)=eQ ¢, j(x;—x)?)+0(e?)
f]J((x,.))lz v,=> V. x7+0(1).

De plus, il est clair que :

An+1 (B, ) zinf (inf {AJe(Xy)}, inf (A (W)},

ou les W, sont les composantes connexes de X\ I'. On est donc en situation d’appliquer
le lemme des petites valeurs propres et on conclut par un lissage de p comme dans
[CV2]
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