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Introduction

Soit A une sous-variété lagrangienne homogène du fibre cotangent à une variété
analytique complexe X. Nous voulons, dans cet article, définir plusieurs invariants
attachés soit à un opérateur différentiel (ou microdifférentiel) à coefficients analytiques
soit à un système d'équations aux dérivées partielles défini au voisinage de A. Ces
invariants sont conservés en particulier par les transformations canoniques quantifiées
et, comme nous le montrerons ultérieurement [17], déterminent le développement asymp-
totique des solutions du système au voisinage de A.

Cette situation a été étudiée en détails dans le cas d'une variété de dimension 1 par
Ramis [23] (après les travaux de Malgrange sur l'irrégularité [20], [21]). La situation est
beaucoup plus simple en dimension 1, d'une part parce que A est alors nécessairement le
fibre conormal à un point et d'autre part parce que l'étude des systèmes d'équations se
ramène à celle des opérateurs. Ramis définit le polygone de Newton d'un opérateur
différentiel (ou d'un système d'équations différentielles) et montre que sur ce polygone
on peut lire les indices de cet opérateur quand il agit sur les différents espaces d'ultradistri-
butions à support ponctuel et de séries formelles.

En fait, ce polygone est un sous-ensemble de Q2 qui se décompose en deux parties. La
première, que nous appellerons dans la suite « partie positive », caractérise les solutions
séries formelles non convergentes de l'équation. En particulier si l'équation est « à
singularités régulières », cette partie positive disparait et, comme on le sait, toute solution

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. - 0012-9593/87/03 391 51/$ 7.10/ © Gauthier-Viiïars



392 Y. LAURENT

série formelle de l'équation est convergente. La deuxième, la « partie négative », n'est
définie que pour les opérateurs à coefficients polynomiaux. Ramis montre qu'elle caracté-
rise le type exponentiel des solutions entières de l'équation.

Dans [15], nous avions utilisé la théorie des opérateurs « 2-micro-différentiels » pour
étudier le cas de plusieurs variables. Nous avions défini le polygone de Newton d'un
opérateur microdifférentiel au voisinage de la variété lagrangienne A (en fait seulement
la « partie positive » de ce polygone) et pour les systèmes d'équations c'est-à-dire les
^^-modu\es et les ^x•modules cohérents, nous avions associé une variété
« microcaractéristique » à chaque couple (r, s) de rationnels tels que l^s^r+oo. Ces
variétés microcaractéristiques sont des sous-ensembles analytiques involutifs du fibre
cotangent T*A à la variété A. Enfin nous avions montré comment dans certains cas
particuliers (A fibre conormal à un point) la croissance des solutions séries formelles du
système est déterminée par ces variétés microcaractéristiques.

En considérant, pour chaque entier m, l'ensemble des opérateurs dont le polygone de
Newton est contenu dans un demi-plan { ( f , fe)6[R2 /Jc^m} on définit une filtration de
l'anneau des opérateurs différentiels qui n'est autre que la filtration de Kashiwara [9].
Utilisant cette remarque Laumon [14], a redéfinit le polygone de Newton d'un opérateur
et les variétés microcaractéristiques d'un système à partir de la filtration de Kashiwara
et de la filtration usuelle par l'ordre des opérateurs. Se plaçant dans le cadre de la
géométrie algébrique, il s'est limité aux opérateurs différentiels et aux variétés A qui sont
le fibre conormal à une sous-variété de la variété de base X. (Sur ce sujet voir aussi
Sabbah [26] et Malgrange [19], [21].)

Nous reprenons ici cette construction dans le cadre microlocal. Nous redéfinissons
donc tout d'abord la filtration de Kashiwara pour les opérateurs microdifférentiels au
voisinage d'une sous-variété lagrangienne homogène A quelconque, puis, à l'aide de cette
filtration et de la filtration usuelle par l'ordre, nous redéfinissons le polygone de Newton
d'un opérateur microdifférentiel (cette nouvelle construction est plus simple que celle
de [15], en particulier elle donne immédiatement l'invariance du polygone de Newton par
transformation canonique quantifiée).

Ce polygone définit, pour chaque r rationnel supérieur ou égal à 1 ou r= +00, une
filtration sur le faisceau <fx ^es opérateurs microdifférentiels (le cas d'un nombre r non
rationnel ne présente guère d'intérêt car les sommets du polygone de Newton sont à
coordonnées entières).

Si r= +00, la filtration est celle de Kashiwara. Nous montrons que le gradué de <^x
pour cette filtration s'identifie à l'anneau Q)^ des opérateurs différentiels sur A dont les
coefficients sont des sommes finies de fonctions holomorphes homogènes sur A. Si M est
un ^x-module cohérent muni d'une « bonne filtration » son gradué est alors un ^(A)-
module cohérent dont la variété caractéristique est un sous-ensemble bihomogène de
T*A que nous noterons Ch^^).

Si r= 1, la filtration est la filtration usuelle par l'ordre tandis que, pour 1 <r< + oo, le
gradué de <fx s'identifie à l'anneau ^[T*A] des sommes finies de fonctions bihomogènes
sur T*A polynomiales dans les fibres de T*A-^A. Si M est un ^^-mod\de cohérent
muni d'une « bonne filtration », (pour la r-filtration de <^x) son gradué est un
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POLYGONE DE NEWTON ET A-FONCTIONS 393

^T^-module cohérent et définit donc un sous-ensemble analytique S^C^) (qui n'est
pas homogène). Le cône tangent de Z^(^) le long de la section nulle de T*A est une
sous-variété bihomogène de T*A que nous noterons Ch^^). On constate que les
variétés Ch^"^^) sont les variétés microcaractéristiques de [15].

Toutes ces variétés sont des sous-ensembles analytiques involutifs de T* A.
Le résultat central de cet article est que la dimension des variétés Ch^^^) et ^(e^)

est au plus égale à la dimension de la variété caractéristique du module Ji. En particulier
si M est holonome, ces variétés sont toutes lagrangiennes.

De là, on déduit que si ̂  est un ^•"^dule (ou un 2x-module) holonome défini près
de A, alors pour tout r, l<r^ +00, il existe une « b-î onction » qui annule le gradué
de^.

Pour r= +00, cette fc-fonction est un polynôme en une variable à coefficients dans C.
Kashiwara-Kawaï avaient montré l'existence de cette b-fonction lorsque le système Ji
est singulier régulier [11]. Par ailleurs cette b-î onction permet de retrouver la b-i onction
usuelle comme elle est définie dans [7].

Lorsque r< +00, la b-î onction est un polynôme en une variable dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes sur A. Elle généralise ce que Ramis appelait dans le cas
de la dimension 1, « l'équation déterminante ».

Pour terminer nous considérons les opérateurs à coefficients polynomiaux et plus
généralement les opérateurs qui sont des sommes finies d'opérateurs homogènes en un
sens convenable (cf. § 5 pour les détails). Dans ce cas nous définissons la « partie
négative » du polygone de Newton et nous prolongeons à tout r rationnel, — oo ̂ r^ + oo,
les résultats précédents.

Dans un article ultérieur [17], nous montrons comment les fc-fonctions déterminent la
croissance des solutions d'un système holonome. Par exemple si M est un système
holonome singulier régulier, Kashiwara-Kawaï ont démontré [11] que les solutions distri-
butions de M admettent un développement asymptotique. Si les opérateurs sont à
coefficients polynomiaux (ou plus généralement vérifient les conditions du para-
graphe 5. 3), la partie négative du polygone de Newton et les b-î onctions correspondantes
déterminent la croissance de ce développement asymptotique.

1. Rappels sur les opérateurs microdifférentiels

Dans ce premier paragraphe nous rappelons quelques définitions et propriétés élémen-
taires de la théorie des opérateurs microdifférentiels dont nous aurons besoin dans la
suite.

1.1. OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS ET MICRODIFFÉRENTIELS (cf. (cf. [24], [2] et [25]). — Soit

X une variété analytique complexe de fibre cotangent T* X et soit n : T* X -» X la
projection canonique. On identifie X à la section nulle T^X de T*X et on note
T*X=T*X\X.

On note ^x 1e faisceau sur X des opérateurs différentiels (d'ordre fini) à coefficients
holomorphes et ^x 1e faisceau sur T* X des opérateurs microdifférentiels.
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394 Y. LAURENT

Rappelons que ^x\Txx=^x^ q^ l'011 a un morphisme injectif de faisceaux d'anneaux
Tt'^x^^x et q^ ^x est P^ sur ^"^x- De P^s ^x et ^x sont d^ faisceaux
d'anneaux cohérents.

Si Jî est un Sx-module cohérent, la variété caractéristique de ^, que l'on notera
Ch(^), est par définition le support de J(. C'est un sous-ensemble analytique involutif
homogène de T*X. Si M est un ^^-mod}de cohérent sa variété caractéristique est celle
de^x®-!^71"1^'

Lorsque des coordonnées locales (x^, . . ., x^) ont été choisies sur un ouvert U de X,
elles déterminent des coordonnées (x^, . . ., x^ ^, . . ., i^) de T*Uc:T*X et pour tout
ouvert homogène V de T*U, les sections de €^ sur V sont en bijection avec les séries
formelles ^ pj (x, ^) de fonctions holomorphes sur V qui vérifient :

J'eZ

(1.1.1) pj (x, Ç) est homogène de degré j en Ç.
( 1 . 1 . 2 ) 3meZ, V7>m, ^.=0
(1.1.3) VKccV, 3C>0, VjeZ, ;<0, sup|^.(x, Ç)| ^C-^-j)!.

K

On dit que ^ ^.(x, Ç) est le symbole (total) de l'opérateur microdifférentiel P et on
j^m

écrit parfois P= E Pj(x, D).
j^m

Le plus petit entier m qui satisfait (1.1.2) est l'ordre de P et la fonction /^(x, ^) est
alors le symbole principal de P, noté a(P). (Ils sont indépendants du choix des coordon-
nées locales).

On note <^x, m 1e sous-faisceau de <^x des opérateurs d'ordre inférieur ou égal à m et
(PT-X [m] 1e sous-faisceau de (P^x d^ fonctions holomorphes sur T* X homogènes de degré
m dans les fibres de n.

L'application a^ : <^x, m ̂  ̂ T-xM Ç1111 associe à un opérateur P la fonction p^ induit
une bijection :

<?X,m/^X,m-l^^xN.

Rappelons encore que si P=^f(x, D) et Q==^^(x, D) on a PQ===^^(x, D) avec :
f j fc

(1.1.4) r,(x, ̂ = s l ( / a y ^ ( ^ ^ f ^ y ^ ^ y.
k=i+j-\^\ a!\3Ç/ \ax/

1.2. MODULES HOLONOMES SIMPLES. — Rappelons qu'un ^^-modMk ou un (f x-module
cohérent est dit holonome si sa variété caractéristique est lagrangienne.

Soient A une sous-variété lagrangienne lisse de T* X et M un S^-moduie holonome de
variété caractéristique A. Suivant [24], on dit qu'une section u de M est non dégénérée si
l'idéal de fi^x engendré par les symboles principaux des opérateurs de ^x qui annulent
u est l'idéal de définition de A.
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POLYGONE DE NEWTON ET À-FONCTIONS 395

Un module holonome est dit simple s'il est engendré par une section non dégénérée.
Soient Y une sous-variété (lisse) de X de codimension à et A=T^X le fibre conormal

à Y dans X. Il existe un 3)x-module holonome simple de variété caractéristique A
canonique, on le note ^y | x-

^y | x peut être défini comme groupe de cohomologie algébrique locale de Y [7] :

^Y|X=e^[Y](^x)•

Si on choisit des coordonnées locales (x^ . . ., x^ y^ . . ., y^-a) de X pour lesquelles
Y={(x , y)eX/x=Q], ^y|x s'identifie au ^^-module 2^1^ ou ^ est l'idéal de 3)^
engendré par x^ . . ., x^ Dy^, . . ., D^_^.

^Y | x a un générateur canonique que l'on note 8y j x» c'est une section non dégénérée
de^ix.

Lorsque l'on identifie ^Y|X à ^x/^ comme ci-dessus, OY|X est l'image de le^x P^
^x-^x/^

Le <^x-inodule associé à ^y | x est note ^Y | x :

^Y | X=^X®-1 ̂ 7t-l ̂ x 1 Y*

C'est un <?x-module holonome simple de support T$X.
Reprenons les coordonnées (x, y) précédentes, alors

TÎX^x.^^eT^X/^O.^O}.

Comme pour ^x? on Peut définir le symbole d'une section de ^Y|X» cîest une série

^ dj(y, ^) de fonctions holomorphes sur T$X qui vérifie les conditions (1.1.1), (1.1.2)
je2

et (1.1.3). (Le symbole de ôy ( x est égal à ^a fonction 1.)
Si u est une section de ^y | x ^ont 1e symbole s'écrit ^ dj(y, Q avec a^^O, on dit que

j^m

m est l'ordre de u et que a^ est le symbole principal de u. L'entier relatif m et la fonction
a^ sur TÇY sont indépendants du choix des coordonnées (x, y).

Remarquons encore que ^y j x | Y==^Y | x e^ ̂ w ^es sections de ̂ y [ x ont pour symboles
les sommes finies ^ ^(y)î^.

v.e^n~à

| a | ^w

Nous voulons maintenant étudier tous les modules holonomes simples dont la variété
caractéristique est une sous-variété lagrangienne lisse A de T*X.

Tout d'abord, si on se place au voisinage d'un point de la section nulle T$X de T*X,
AHTxX est une sous-variété lisse Y de X^TxX et A=TÇX. D'après [5], si Ji est un
^x^cdule holonome simple de variété caractéristique TÇ X il est isomorphe à ^y | x-

Plaçons-nous maintenant en dehors de la section nulle de T*X. Alors il existe,
localement sur t* X, une transformation canonique (p : T* X -> T* X qui transforme A
en AQ=T^X pour une sous-variété Y de X, lisse et de codimension 1. D'après [24], il
existe une transformation canonique quantifiée 0 associée à (p c'est-à-dire un isomor-
phisme de faisceaux d'anneaux 0 : <^x"^ (? ^x ̂  vérifie a(0(P))=a(P) °(p~1 . L'iso-
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396 Y. LAURENT

morphisme 0 transforme un ^^-module holonome simple M de support A en un
^x-module holonome simple Ji^ de support A()

Considérons donc une sous-variété Y de X de codimension 1 et fixons des coordonnées
locales (x, y^ . . ., Yn-i) àe X telles que

Y={(x,^)eX/x=0}

et donc

A=TÎX={(x, y, ̂  îi)eTÎX/x=0, T|=O}.

D'après [24], ch. II, théorème 4.2.5, pour tout ^^-modu\G holonome simple M de
support A, il existe a e C tel que M soit isomorphe au module M^ = ̂ x/^a °ù -^a est

l'idéal engendré par xD^+a, Dy^, . . . , Dy^ ^.
On s'est placé en dehors de la section nulle de T*X donc sur A on a i^O et, pour

tout aeZ, ^a est le symbole d'un opérateur de <^x °^ ^on note ̂ Ï'
Si P est l'opérateur microdifférentiel de symbole ^ P^(x, y, Ç, T|) alors l'opérateur

j^m

D^PD^" a pour symbole :

^y ^ ^ ,(.-.).. •<»-"+Vf ay,,^^
n! \ax^J'^TO O ^ M ^ W — J

[d'après la formule (1.1.4)].
Lorsque oc^Z, D^ n'est plus dans ^x [c'est en fait une section du faisceau <^x (c/- [24])],

mais la formule (1.2.1) définit encore un opérateur de <^x» on définit ainsi un isomor-
phisme de faisceaux d'anneaux <D<, : ^x -> ̂ x P^ ̂ (^ =DÎPD^a•

On a toujours <I)^(xD)=xD+a donc 0^ induit un isomorphisme de J^Q sur My^
au-dessus de <D^ : ̂ x-^x- (par contre si a^Z, M^ et ̂  ne sont pas isomorphes
comme (̂ x"1110^ .̂)

Remarquons encore que O^ est une transformation canonique quantifiée associée à
l'application identique de T*X dans lui-même.

Revenons au cas général d'une sous-variété lagrangienne A quelconque de t*X et
d'un <^x-module holonome simple M de support A.

Si v est une section de M, on peut définir de manière intrinsèque son ordre [24] et son
symbole principal [12], mais nous n'aurons pas besoin ici de ces notions et nous nous
contenterons de définir l'ordre et le symbole principal pour un module M muni d'un
générateur.

Soient donc Jî un module holonome simple de variété caractéristique A et M une
section non dégénérée de M qui l'engendre; on pose pour tout m e Z :

--^x,m^
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POLYGONE DE NEWTON ET ô-FONCTIONS 397

On a ^= U -^m e^ l'application o^ : <^x. m "̂  ^T*X [m] induit un isomorphisme de
me Z

faisceaux :

a,: ^/^-i^AM

où ^A^I désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur A qui sont homogènes de
degré m.

Pour montrer ce résultat il suffit de vérifier que l'application composée
^m

^x, m ̂  ^T*X [m] "~^ ^A [m] es^ surjective et a pour noyau <^x, m-1 + ̂ x. m n ^» ^ désignant
l'annulateur de M.

Or les transformations canoniques quantifiées respectent l'application or^ donc on peut
par une telle transformation se ramener à ̂ =^\x et u=^Y\x• Dans ce cas il suffit de
se placer en coordonnées locales pour obtenir le résultat.

On voit donc que le choix d'une section non dégénérée u de M détermine une filtration
(*^w)m 6 z de M et un isomorphisme

gr^= C MJM^.^ © ^Jw].
m 6 Z m e Z

2. Polygone de Newton et symboles associés

Dans ce paragraphe nous allons donner une définition microlocale de la filtration
de Kashiwara [9] et en déduire la définition du polygone de Newton d'un opérateur
microdifférentiel le long d'une sous-variété lagrangienne.

2.1. FILTRATION ASSOCIÉE A UNE VARIÉTÉ LAGRANGIENNE. — Rappelons tout d'abord la
définition de la filtration de Kashiwara [9] :

Soient X une variété analytique complexe, Y une sous-variété (lisse) de X et ^y l'idéal
de Û?x des fonctions holomorphes qui s'annulent sur Y.

On définit une filtration Fy ̂ x de Q^ en posant pour k e Z :

F^x={P^x|Y/VP^ P^cj^-*}.

(Les notations sont un peu différentes de celles de [9]). Notons

gr^ ̂ x = Fi, ̂ x/F'y- ' Sx et gr̂  ̂ x = © gr̂  ̂ x
keS.

le gradué» de ^x P01111 ̂  filtration Fy.
Il est clair que gr^y^x opère de (^/^-1) dans ( ^ l y ' k / ^ l y ' k ~ l ) pour tout / e t que,

par conséquent, grpy^x opère sur © (-^A^"1)-
lel^l
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398 Y. LAURENT

Soient TyX le fibre normal à Y dans X, T : Ty X -> Y la projection et ^yx] 1e faisceau
des fonctions holomorphes sur TyX qui sont polynomiales dans les fibres de T. L'image
directe T*^[TYX] s'identifie canoniquement à © (J^/^"1) et donc grpy^x opère sur

le^

^ ^[TYX]-

En fait, on vérifie facilement en se plaçant en coordonnées locales (cf. [18] par exemple)
que comme sous-anneau de ^^om^(9^^ ^[TYX]) ^FY^X nfest autre q116 ^^[TYX]»
image directe du faisceau des opérateurs différentiels sur Ty X à coefficients dans ^[TYX]-

Dans la suite nous allons microlocaliser cette construction en définissant une filtration
sur le faisceau ^xL des opérateurs microdifférentiels définis au voisinage d'une sous-
variété lagrangienne A du fibre cotangent T* X.

Nous verrons que lorsque A=TyX (fibre conormal à Y), on peut retrouver la cons-
truction précédente via l'isomorphisme

T!t(TÎX)^TSIt(TYX).

Soit A une sous-variété lagrangienne homogène (lisse) de T* X. Soient Ji un ^x-module
holonome simple de support A et M une section non dégénérée de M qui l'engendre.
Comme au paragraphe 1.1, on pose, pour meZ, ^n=^x, m^- (En général, A étant
donnée, M et u existent seulement localement sur A).

On définit une filtration ¥\ <^x sur ^x | A en posant pour tout k e Z :

(2.1.1) F^x={P^x|A/Vm€Z,P^c=^,^}.

PROPOSITION 2.1.1. — La filtration F^x est indépendante du choix du module holo-
nome simple ^ de variété caractéristique A et du choix de la section non dégénérée u
de M.

Remarque. — Ceci montre en particulier que la filtration ¥\ <^x est définie globalement
sur A même si M n'est défini que localement.

Démonstration de la proposition 2.1.1. — Si u^ et u^ sont deux sections non dégénérées
d'un même module M, il existe d'après [24], ch. II, théorème 4.2.5, un opérateur E
inversible tel que Ei^ =u^. Si E est d'ordre m^ on a :

E ̂ X. m =:= ̂ X, m E = <^x. m + mo

donc

? X. w ^2 = °X, m + mo u!

ce qui montre que la filtration ¥\ <^x est indépendante du choix de u à M fixé.
Nous avons vu au paragraphe 1.2 que si A est définie au voisinage de la section nulle,

on a nécessairement A=TyX pour Y sous-variété de X et ^^^y | x- II n'y a alors qu'un
choix de M (à isomorphisme près) et la filtration F^<?x es^ bien définie. Nous pouvons
donc dans la suite nous placer en dehors de la section nulle.
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POLYGONE DE NEWTON ET À-FONCTIONS 399

II existe alors une transformation canonique (p qui envoie A sur le conormal T$X à
une hypersurface Y de X et une transformation canonique quantifiée
^(^xlJ^'^xkx).

<Ï> respecte l'ordre des opérateurs donc si ¥\ <^x et ^2 <^x sont 1e8 filtrations associées à
deux modules simples M^ et M-^ de variété caractéristique A, 0(F'i<^x) et ^(F^x) sont

les filtrations associées respectivement à 0(^i) et ^(e^)-
Pour montrer que F" <?x est indépendante du choix de M, on peut donc supposer que

A=T$X et comme tout module simple M de variété caractéristique A est isomorphe à
un module ̂  (§ 1.2), il suffit de vérifier que la filtration F, <^x définie par M^ est
indépendante de a.

Comme ^(î!'îo^x)=¥^x9 il suffit de vérifier que ^(FÎ^^î^^x ce ^i se déduit
immédiatement de la formule (1.2.1) et du lemme suivant :

LEMME 2.1.2.—Soient Y une sous-variété de X et A==TÇX. Soit
(^i, . . ., Xp, y^ , . . ., Yq) un système de coordonnées locales de X dans lequel
Y= {(x, y)eX/x=0} et A== {(x, y, Ç, ^eT^X/x^O, TI=O}.

Un opérateur microdifférentiel P, dont le symbole dans ce système de coordonnées est
^P,(x, y, !;, ri), appartient à F^x si et seulement si, pour tout j, Py s'annule à l'ordre
j—k sur A.

Démonstration. — Si P est défini près de A, chaque fonction Py peut se développer en
série de Taylor sous la forme :

P,(x,^^î^)=I:P,.,,pO.,Ç)xotT^^i.
a.P

De la formule 1.1.4 et de l'égalité ^Yix.m^x.n^Yix on déduit que si u= ^ Uj(y, Ç)
J^m

est un élément de ^y | x, w? ̂ u a po111* symbole

E (-l) la lP,,pCv,Ç)(^)Y^)a^^Ç).
j,a,P \^/ \8^/i, J, a, P

P/, a. p <J» ^) (8/8y^ (818ty Ui (y, 0 est homogène de degré j - \ P | + i - \ a | donc
PeF^x sl et seulement si P, „ ,p=0 pourj— [ a [ — | P[ >k ce qui montre le lemme.

Remarquons encore que si on note cr^ (u) = u^ le symbole principal de M on a :

^(P^)= z (-i)'01'?,.,?^ o f ^ Y f^y^^ o
j - | a | - | P | = k \0y} \^/

ce qui peut s'écrire :

o^,(Pu)=Pa^u)

(2.1.2) avec

P(y, ̂  D,, D^)= S I^pC^ OD$(-D^.
\ j - | a | - | p | = k
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L'action de C* sur la variété lagrangienne homogène A définit un champ de vecteurs sur
A, le champ d'Euler e^.

Nous noterons (9^{m}= {fe^^/e^f^mf}, le sous-faisceau de (9^ des fonctions holo-
morphes homogènes de degré m (m e Z) sur A et 0^ = © ^A [m]» de même nous noterons

m e Z

^Jm]={Pe^/[^, P]=mP} le sous-faisceau de ̂  des opérateurs différentiels sur A
homogènes de degré m et 2^ = ® 3)^ [m].

meZ

Lorsqu'un module Jl de support A et un générateur u sont choisis,
g^A^FA^x/FA"1^ opère de MJM^.^(9^m\ dans .<^/^^-i^(m+k)
et donc grp^^x= © g^A^x opère sur^)-

k e Z

Lorsque A est de la forme TÇX, on peut choisir ^=%?Y|x et U=::^Y\X9 alors grp^x
opère canoniquement sur (9^ et la formule 2.1.2 montre que comme sous-anneau de
<fnri(^A))» gÎFA^x s'identifie à Os^y

Dans le cas général, l'isomorphisme grpA^x^^A) es^ défini à un automorphisme
intérieur de Q)^ près. (On se ramène au cas précédent par transformation canonique
quantifiée).

Nous avons donc la proposition :

PROPOSITION 2.1.3. — (i) Le module M et son générateur u étant fixés, grp <^x opère
sur ^P(A) et s'identifie ainsi à ^(A)- (g^A^x s'identifiant à ^^[k]).

(iï) L'isomorphisme gÎFA^x^^A) est indépendant des choix de M et u modulo un
automorphisme intérieur de Q(M (i.e. une application P—> f~1 °P° f avec f holomorphe
homogène).

En particulier le symbole principal de l'image d'un opérateur P de F^<^x /?ar

FA ̂ x -^ g^A ̂ x "̂  ^(A) ?1 est indépendant des choix de M et de u.
DÉFINITION 2.1.4. — Soit P un opérateur de <^x | A- ^n note aAO)(P) ^ symbole principal

de l'image P par ¥\ ̂ x ~^ g^A ̂ x "̂  ^(A) M P0^ f e ^ Z ^ 4^^ P soit un opérateur de
FA ̂ x mal5 non ̂  F^"1 ̂ x-

La méthode de définition de la filtration F^ montre immédiatement qu'elle est inva-
riante par transformation canonique quantifiée :

COROLLAIRE 2.1.4. — Soit (p une transformation canonique d'un ouvert de T*X^ dans
un ouvert de T*X^ qui envoie une sous-variété lagrangienne homogène A^ de T*X^ sur A^
dansT^X^

Soit (p : T*Ai-^T^A^ l'application cotangente à (p et soit <I) : <^xi->> (P - l^x2 une

transformation canonique quantifiée associée à (p.
Alors pour tout feeZ, on a ^ )(F^<?xl)=(P - lFA2<^X2 et P0^ tout P6^! on a :

^(^(P^a^P^-1.

Remarque 2.1.5. — Si NA(P) désigne le polygone de Newton de P le long de A au
sens de [15], §3, F^x est 1e sous-faisceau de ^ IA des opérateurs P tels que
^(^^{(^^e^/^i^k}.

4e SÉRIE - TOME 20 - 1987 - N° 3



POLYGONE DE NEWTON ET 6-FONCTIONS 401

En effet F^x et N^(P) sont invariants par transformation canonique quantifiée donc
il suffit de vérifier ce résultat pour A=TÇX et dans ce cas de considérer les calculs
explicites de la démonstration du lemme 2.1.2.

Remarque 2.1.6. — En dehors de la section nulle de T*X on peut encore définir la
filtration F^ suivant la méthode de [12] et [22] :

On pose ^={Pe<^x(l) IA/^P) |A=O} et ^A désigne la sous-algèbre de ^JA engen-
drée par /^.

Alors F^ <^x = ̂ A et ¥\ ̂  = <^ W S^
Mais cette définition ne donne pas l'identification gr^x^^A)-

Remarque 2.1.7. — Si Y est une sous-variété de X on a un isomorphisme

T* (T^ X) r^ T* (TY X) auquel correspond un isomorphisme Q)^ x] ̂  ^[TYX] (donné par
la transformation de Fourier dans les fibres de TyX -> Y).

Au voisinage de la section nulle de A=T$X, la filtration F^x s'identifie à la filtration

Fy ̂ x de Kashiwara et via les isomorphismes ci-dessus l'isomorphisme gr^ ̂ xr^ ^[TYX]
s'identifie à l'isomorphisme de la proposition 2.1.3.

2.2. POLYGONE DE NEWTON D'UN OPÉRATEUR. — Étant donnée une sous-variété lagran-
gienne A de T*X, é\\ ^ est muni de deux filtrations, la filtration F^x du paragraphe
précédent et la filtration usuelle par l'ordre des opérateurs que nous avons notée
/ a \
V^X.w^meZ-

DÉFINITION 2 .2 .1 .—Soi t P un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de la
variété lagrangienne A.

On définit un sous-ensemble S^(P) de R2 par la propriété suivante :

(À,n)^(P) ^ 3(fe,OeZ2, fe<^<5i+H, PeF^x+^x.i.

De la remarque 2.1. 5 on déduit immédiatement :

PROPOSITION 2.2.2. — Le polygone de Newton N^(P) ([15], §3) est l'enveloppe convexe
deS^P).

Si ^o est 1e pl^ pcti1 entier tel que PeF^o^x et ml l'ordre de P (on a Ho^^)^01^
le bord de S^(P) est la réunion de deux demi-droites A^={n=|Lio» ^<^o} et

A ^ = { ? i + H = m i , ^->Ài} et d'un nombre fini de segments compacts. On appellera « bord
distingué de S^(P) » la réunion de ceux de ces segments compacts qui ne sont parallèles
ni à Ai ni à A^, c'est encore l'ensemble des points (À,o, Ho) de S^(P) tels que :

S^(P) U{(^ ^eR2/^^, X+n^o+^o}={(^ Ho)}.

(En fait les seuls points intéressants du bord distingué de S^(P) sont les points de
coordonnées entières).

D'après la proposition 2.1.3, gr^ S^ est isomorphe (non canoniquement) à 3)^ [k] et
si Qegr^^x l'ordre de son image dans ^^[k] (pour l'ordre usuel des opérateurs
différentiels sur A) est indépendant du choix de l'isomorphisme.
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Nous noterons gr^^x^) 1e sous-faisceau de gr^^x des éléments dont l'image dans
^ [fe] est d'ordre ^m—k.

LEMME 2.2.3. — L'application canonique F^x Pi ^x.m -^ g^A^xW é?sî surjective.
Démonstration. — On peut se ramener à A=TÇX par une transformation canonique

quantifiée et il suffit alors d'utiliser les calculs de la démonstration du lemme 2.1.2.
Si QeF^xri^x.np nous noterons ^(Q) son image dans gr^^x et ^m-k^^Q)) le

symbole principal d'ordre m — k de o-jJQ) (ou plutôt de l'une de ses images dans ^^[k]).
Si Ofe(Q) est exactement d'ordre m-k on a ^-^^(Q^o-^O) par définition,

dans le cas contraire o^_fc(afe(Q))==0 et le lemme 2.2.3 montre que le point (m-k, fc)
n'appartient pas à S^(Q).

PROPOSITION 2.2.4. — L'intersection de Z2 et du bord distingué de S^(P) est l'ensemble
des points^, [i) de Z2 tels qu'il existe QeF^<?x Pi ^x,x+^ avec :

(a) P-QeFiT^x+^x.^-i^-^ ^S^(P-Q)].
(b) cT,^(a,(Q))^0.
Démonstration. — Supposons que (X, n) appartiennent au bord distingué de S^(P).

Par définition, cela signifie que les points (À-+1, ^i) et (À--1, ^i+l) n'appartiennent pas
à S^(P) donc il existe des opérateurs Qi, Q ,̂ Qa et Ç?4 tels que :

1. P=Qi+Q2=Q3+Q4.

2. Q.eFr^x et Q^x.^-
3. QseF^x et Q4e^x,^H-r

Alors Qi-Q3=Q4-Q2eF^xn<?x,x+p et P=(Q3-Qi)+(Qi+Q4) est la décomposi-
tion cherchée.

Si c73L+n(a^(Q3~Ql)) était nul le point (X, ^i) n'appartiendrait pas à S^(P) ce qui est
contraire à l'hypothèse.

La réciproque est évidente.
La fonction c^^Ç^o^a^O)) est donc indépendante du choix de Q.

DÉFINITION 2.2.5. — 5i (i, j) est un point de Z2 tel que (f, j-i) appartiennent au bord
distingué de S^(P), on note ^(^^(P) la fonction o^^Q) pour un opérateur
QeF^xn^x., tel que P-QeF^-^x+^x.j-r

Comme sous-variété homogène de T*X, A est muni d'une action de C* qui induit une
action H^ de C* sur T*A distincte de l'action canonique Ho de C* sur les fibres de
T* A -» A. (Voir §.4.3 ci-dessous pour plus de détails.)

Par exemple si A = {(x, y, Ç, -q) e T* X/x = 0, T[ = 0 }, le fibre T* A est muni des coordon-
nées (y, ^, y * , Ç*) et on a :

H, (5l, (y, ̂  y", ^))=(^, Xi;, ^*, ̂ )

Ho(^, j^ Ç*))=(y, Ç, ̂  ̂ *).

Remarquons que la fonction ^^.^(^(Q)) est bihomogène de degré (m—fe , m) pour
(Ho, H,).
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COROLLAIRE 2.2.6. — 1. ( J ^ J ) ( P ) est une fonction holomorphe bihomogène de degré (ï, j)
pour (Ho, Hi) 5MrT*A.

2. CT^.)(P) ^sî invariante par transformation canonique quantifiée i.e. avec les notations
du corollaire 2.1.4 on a :

a(,,)(0(P))=a^,)(P)o$-i.

3. Si P et Q sont deux opérateurs de <^x» si (U—0 [resp. (fe, <—fe)] appartient au bord
distingué de S^(P) [r .̂ ̂  S^(Q)] ̂  51 (f+fc, j-\-l—i—k) appartient au bord distingué de
S^(PQ) on a:

^^.^o(PQ)=^,,)(P)^,o(Q)«
Lorsque A=T$X on peut calculer facilement les symboles cr^ ^ dans un système de

coordonnées :
Soient

Y={(x i , ...,x^i, . . . , .^_,)eX/x=0}

et

A=TÇX={OC, ^, ^, r|)eT*X/x=0, T|=O}.

Si P= ^ Py(x, y, Ç, ri) est un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de A on
J^M

développe (comme dans la démonstration du lemme 2.1.2) chaque fonction P, en série
de Taylor le long de A :

p,(x, ̂ , n)=^ p^pù^)^.
oc.P

Pour tout (î, j) e Z2 posons :

P^ ^ ̂  ç*)- E p^.pCF, ç)(-^)a^p.
| a |+ IP I= t

P^ est considéré comme une fonction sur T*A muni des coordonnées (y, ^, y * , Ç*).
Comme nous Pavons vu (lemme 2.1.2), PeF^x sl ^-=0 p o u r j — f > H et Pe^x m

si P^=0 pour j > m.
Si S={(X, ^eZ^P^+^O}, S^(P) est la réunion des ensembles

^^{(^ ^e^/u^lLi, M+Î^+H} pour (À-, |Li)eS.
Si P€ F^x H '̂x (m) on a :

^(P)= E P^.(y, Ç, D,, D^)
J-f=k

etdonca,_fe(a,(P))=P^_,,
On déduit que pour tout (ij) appartenant au bord distingué de S^(P) on a

WI^I^
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Par contre lorsque (i, j) n'appartient pas au bord distingué de S^(P) mais appartient à
S^(P), les fonctions P .̂ que nous avons définies ci-dessus ne sont plus invariantes par
changement de coordonnées ou par transformation canonique et ne peuvent donc être
définies de manière intrinsèque.

Ces calculs montrent encore que lorsque (1,7) est un point du bord de N^(P) [qui est
l'enveloppe convexe de S^(P)], le symbole CT(^(P) n'est autre que la fonction Py que
nous avions définie dans [15] (cf. aussi [14]).

Nous renvoyons à [15], §. 3, pour des calculs de N^(P) et des fonctions (J(^)(P) lorsque
A n'est plus de la forme T^X.

Dessinons un exemple :

(Les points marqués 0 sont les points du bord distingué de S^(P), le bord de N^(P)
est indiqué en pointillé.)

Ce dessin peut représenter par exemple le polygone de Newton le long de
A={(x, y, Ç, r()eT*C2/x=0, n=0} de l'opérateur

P(x,y,D^Dy)=D^Dlyo+x6D9^y2DyD5^x3D^

On a alors o^^(P)=W)10; ^9)(P)=^(^)6; ̂ (P)^2^*; a^(P)=x3^
^(8.10)(P)=0.

Dans la suite nous nous intéresserons essentiellement aux sommets du polygone de
Newton N^(P).

Soit r un nombre rationnel, 1 ̂ r^ + oo, et soit D,. la droite d'appui de S^(P) de pente
— 1/r. (Pour r= 1 et r= oo, D^ est la droite qui contient A^ défini plus haut).

DÉFINITION 2 .2 .7 .—1. Pour l<r<oo, on note o^P) [resp. a^^P)] la fonction
<7(f ,J)(P) où (î',7—0 est le point du segment S^(P) OD,. pour lequel i est maximum (resp.
minimum).
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2. Si r=l , or^^P)^^1^?) désigne la fonction CT(^(P) pour laquelle (ij-i) est
l'extrémité de la demi-droite Ai=Di OS^(P) (donc j est F ordre de P et i minimal tel que
P,^0).

3. Si r=oo, a^))(P)=c400}(P) désigne la fonction CT(,^(P) pour laquelle (1,7-1) est
l'extrémité de la demi-droite A^=D^ 0 S^(P), c'est-à-dire la fonction o^P) définie plus
haut,

Remarquons qu'il n'y a qu'un nombre fini de r pour lesquels (^(P^a^P^ce sont
les pentes de N^(P).

Pour tout r et tous P, Q dans <^x | A on a toujours :

a?(PQ)=a?(P)a?(Q) et a^(PQ)=a^(P) a^(Q).

Remarque 2.2.8. — Dans [15], nous avions défini des symboles (r, s) pour
l^s^ r^+oode la manière suivante :

^si r=s,a^(P)=a^(P);

-^si s<r, CTS;s)(P)=a^(P) où (U-O est l'intersection de D, et D, (avec
^,S)(P) =o si D^ 0 D, n'est pas à coordonnées entières).

Exemple. - X=C,Y=={O},A=T*O)C, P^D^+1 (opérateur d'Euler).
-^sil^r<2, CT^}(P)=aX)(P)==x2.)c*;
^sir=2, a^}(P)=l; a^(P)=x2x*;
->si2<r^+oo, a^}(P)=aS:)(P)=l.

3. Cycles microcaractéristiques

Dans [15], nous avions défini les variétés microcaractéristiques d'un ^x-module cohérent
le long d'une variété lagrangienne. Nous allons ici définir des variétés analogues et leur
associer des cycles analytiques positifs.

3.1. VARIÉTÉ MICROCARACTÉRISTIQUE FORMELLE. — (Pour les notions de filtrations
« nœthériennes », « zariskiennes » et de « bonnes filtrations », nous renvoyons à [25]).

Suivant les notations du paragraphe 2, X est une variété analytique complexe, A une
sous-variété lagrangienne homogène de T* X; le faisceau <^x | A est muni de la filtration
¥\ dont le gradué gr^ <^x est localement isomorphe à Qi^ donc est un faisceau d'anneaux
cohérent et nœthérien.

PROPOSITION 3.1.1.—(i) Pour tout point 9 de A, la filtration (¥\S^de ^x.e ^t
nœthérienne.

(il) Si M est un ^y-module cohérent muni d'une bonne (¥\^ ̂ -filtration, le gradué
associé grp^= © ¥\jy/¥\~1 M est un (grp^ S ̂ -module cohérent.

keZ

Cette proposition est démontrée dans [15] dans le cadre des opérateurs 2-microdifféren-
tiels. D'autre part, elle est démontrée pour les points de la section nulle de A dans [18]
et on peut refaire ici exactement la même démonstration.
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D'après la proposition 2.1.3, grp^x est localement isomorphe à 3)^ et la filtration
G' (grp^ <fx) induite par la filtration usuelle de Q)^ (filtration par l'ordre des opérateurs
différentiels) est indépendante du choix de l'isomorphisme. De plus l'isomorphisme

^G^FA^X) ̂  gf^A) est indépendant du choix de l'isomorphisme grp^x ̂  ^(A)-
L'application qui a un opérateur P de ^(A) associe son symbole principal définit un

isomorphisme de gr ^(A) sur le faisceau n^ ^[T-A] image directe par K : T* A -> A du
faisceau des fonctions holomorphes sur T* A qui sont polynomiales dans les fibres de n
à coefficients dans (9^y

(Si A est muni de coordonnées locales (9^, . . ., 9^) et si (9^, . . ., 9,,, 9f, . . ., 9^) sont
les coordonnées induites sur T*A, alors ^^^^^^^(A)^*» • • - » ®î])-

Le faisceau grp^^^ est donc muni d'une filtration canonique G'(gïp^^^) et le gradué
associé grG(grFA^x) s'identifie à TÎ+^^A]-

Localement grp^x est isomorphe à Q)^ comme faisceau d'anneaux filtré, donc la
filtration G'(grF^^x) possède toutes les propriétés de la filtration usuelle de Q^^y

En particulier cette filtration est nœthérienne et si ^V est un gr?^ ̂ ^-module cohérent
muni d'une bonne filtration G' c^, le gradué associé gr^ est cohérent.

Par définition le cycle caractéristique d'un ^)-module ̂  est le cycle analytique défini
par le (^^^-mod^ile cohérent n~1 gr^, gradué associé à une bonne filtration de ^T. Ce
cycle est indépendant du choix de la bonne filtration (cf. [25] par exemple).

De même, si J^ est un gr?^ (^ ̂ -module cohérent, pour toute bonne filtration
G'J^, Tc^groJ^ est un (^^^-module cohérent et on peut donc lui associer un cycle
analytique. Ce cycle analytique est indépendant du choix de la bonne filtration (nous
l'appellerons le cycle caractéristique de ^ / " ) . En effet, si W est un sous-ensemble analytique
de T* A, l'application qui a un (Î^AfUiodule cohérent dont le support est contenu dans
W associe sa multiplicité le long de A est additive et donc d'après ([25], ch. II,
prop. 1.3.1) l'application qui à ^ associe la multiplicité de gr^J^ le long de W est
indépendante de la bonne filtration et additive.

Appliquant à nouveau le même raisonnement, on voit que si M est un ^x-module
cohérent, le cycle caractéristique de gr?^^ est indépendant du choix de la bonne
FA <^x~^ dation sur M.

DÉFINITION 3.1.2. — Soit M un ê'^-module cohérent défini près de A. Le cycle microca-
ractéristique formel de M le long de A, que l'on note Ch^ (J^) est le cycle caractéristique
de gïp^ M pour une bonne FA ^ ̂ -filtration FA ̂  de M.

La variété microcaractéristique formelle de M le long de A est le support de CHA^ (^)
et sera notée Ch^ (^).

PROPOSITION 3.1.3. — 1. ChA0^^) est un sous-ensemble analytique involutif bihomo-
gène de T* A.

2. CliA^ (^) est un cycle analytique positif.
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3. Si 0 -> M' —^ Ji -> M" -> 0 est une suite exacte de ^^-modulés cohérents et si
codim^^Ch^o)(^)^d sur un ouvert U de T* A on a sur cet ouvert U :

[Ch^ (^)L = [Ch^ (JT)L + [Ch^ (.jr)L.

([CL désigne la partie de degré d du cycle C).
On a donc Ch^ (e^) == Ch^ (^/) U Ch^ (^//).
4. 5; ̂  ^5t MH idéal cohérent de <^^et ^= <^x/^ on a :

Ch^ (^) = { 9 e T* A/V Pe J> a^ (P) (9) = 0}.

Démonstration. — Localement Ch^0^^) est la variété caractéristique d'un ^^-module
et est donc un sous-ensemble analytique involutif de T*A ([24], ch. II, th. 5.3.2).

Les deux actions de C* sur T*A ont été définies au paragraphe 2.2. La première, H^,
provient de l'action de C* sur A et donc la variété caractéristique d'un ^^-module est
homogène pour H^. La deuxième, Ho, est celle de la structure de fibre cotangent de T*A
et donc la variété caractéristique d'un ^^-module (ou d'un ^-module) est homogène
pour Ho.

Remarquons que la variété Ch^ (^) est la variété que nous notions
Ch^ (oo, oo) (e^) dans [15], et que par ailleurs T. Monteiro a défini cette même variété
dans [22].

3.2. VARIÉTÉS MICROCARACTÉRISTIQUES DE TYPE r. — Soit A une sous-variété lagrangienne
homogène de T*X et r un nombre rationel tel que 1 <r< + oo.

Soient p et q deux entiers positifs premiers entre eux tels que r =p/q.

DÉFINITION 3.2.1. — La filtration ¥\ y <^x ̂ e ̂ x | A est définie par :

VfeeZ, ¥k,^^={Pe^\^(P)^{(^^eR2/p^q^k}}.

Notons ^[T*A] Oî 7) 1e faisceau des fonctions holomorphes sur T*A homogènes de degré
j pour HI et polynomiales homogènes de degré i suivant les fibres de T*A -^ A [de sorte
que^A]= ® ^[T*A](U)]-

(i, j ) e ̂  x Z

Par exemple lorsque A={(x , y, Ç, r|)6T*X/x=0, T|=O}, alors dans les coordonnées
(y, ̂  y * , Ç*) les fonctions de 0^^ (ij) s'écrivent ^ /a p O» Qy^^ avec /^

| a | + I P I = »

holomorphe sur A et homogène de degré j— | a | en ^.
D'après le corollaire 2.2.6, gr^. <^x== F^ y ^x/Fîl7r1 ̂ x s'identifie canoniquement à

© ^ ^[T*A] (^ J ) et gfF, ̂ x = © g4, ̂ x s'identifie à n^^ le produit des opéra-
P U-i)+qi=k keZ

teurs dans ^x induisant sur n^ ^[T^A] 1e produit ordinaire des fonctions.

PROPOSITION 3.2.2. — (i) La filtration ¥\ yê^ est noethérienne pour tout re] l,+oo[.
(ii) Si M est un ê'^-module cohérent muni d'une bonne (F\ y S ̂ -filtration, le gradué

associé gr^ M est un (gr? ^^-module cohérent.
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Démonstration. — Comme la proposition 3.1.1, cette proposition est la conséquence
des résultats de [15] mais on peut aussi la démontrer directement suivant les méthodes
de [18].

Tout d'abord on peut se ramener à A={(x , y, Ç, r|)eT*X/x=0, T|=O} par une
transformation canonique quantifiée et d'après [25], chap. II, proposition 1.1.7, il suffit
de montrer que pour tout 9e A, l'anneau de Rees Ae== © ¥\ ^x, eT* est noethérien.

f c e Z

D'après le lemme 2.1.2, les éléments de Ag sont représentés par des séries

P(T)= S /^pCy.yx01^.
PJ+(q-P)i^k
i<xi+m=i

Dans cette série, la somme est finie en fe, p\ „ p est homogène de degré j—\ ?| en ^ et
pour chaque k fixé la série ̂ p^ a, p (j» Q^r^ est le symbole d'un élément de <^x-

Après le changement de variable x==rTq~px (et ï,=rTP~q!.,\ P(T) devient en posant
m=k+(q-p)(j-i):

P(T)= Z ^.apO^^T'
9J^m

ce qui peut se réécrire, en sommant en (a. P) :

P(T)= E /^O^^)1"1
qj^m

où, à m fixé, ^ p^ (y, ̂  T|, Ç) est le symbole d'un opérateur microdifférentiel.
qj^m

Si q=\, l'anneau Ae est donc isomorphe à l'anneau de Rees Be ^T" associé à la
filtration usuelle de <^x, e* Comme cette filtration est noethérienne ([24], chap. II ou [25],
chap. II, proposition 2.2.1) d'après [25], chap. II, proposition 1.1.7, Be (et donc Ag) est
un anneau noethérien.

Si q > 1 on a encore le même résultat à condition de remplacer la filtration usuelle de
<?x par la suivante :

^m <^x. e= ̂ x. e, [m/q] (avec [m/q] = partie entière de m/q).

Puisque gFr^x^^+^iT^cA]» sl ^ est un ^x"1110^^ cohérent muni d'une bonne ¥\ ^^x"
filtration, n~1 g^ M est un (P^^-module cohérent et d'après la proposition 1.3.1, chap. II
de [25] le cycle analytique associé à ce ^y^-module est indépendant du choix de la bonne
filtration.

On notera ̂ ) (M) ce cycle analytique et ̂ ) (^) son support.
^) (Jy) est un sous-ensemble analytique de T*A qui est homogène pour l'action

H,(^)=Hi (^oHo^1"') de C* sur T*A (H^ et Ho sont les actions définies au
paragraphe 2.2.), mais en général ̂ ) (M} n'est pas homogène dans les fibres de T*A -> A
c'est-à-dire pour Ho contrairement aux sous-ensembles que nous allons définir ci-dessous.
Remarquons encore que pour X = C et A = T^)) C, la filtration ¥\ y ̂ x est ^a filtration
F. 2 de Malgrange [21].
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Puisque gr^x s'identifie pour tout k à © ^^n^A^J) on P^ définir deux
PJ+(q-p)i=k

filtrations sur gr?^ <?x en posant :

(3.2.1) WeZ, G^grF^x= © ^[T*A](U)
./-i^

(3.2.2) V;eZ, GLgr^x= © ^^A](^A
j-i^z

Pour tout feeZ, ces filtrations induisent des filtrations G\ et G*_ sur gr^x et on a •'

g4±g4^x=^r^A](U)

si il existe (f, 7)8 ^J x Z tel que7—i=î , pj-\-(q—p) i=k.

=0 sinon.

PROPOSITION 3.2.3. — 1. Lafîltration G'+ (gr^x) ̂  croissante noethérienne.
2. La filtration G"_ (grp ^x) ̂  décroissante noethérienne.
3. 5l J^ ^sî MU gr^^^-module cohérent muni d'une bonne G\ (y y ̂  ̂ -filtration [resp.

G*- (gÎF^^-flItration], le gradué associé grç^ J^ ^t un gro^ gi"F^x=© 7l* ̂ [1*^(^7)-
module cohérent.

Soit M un ^x"3110^^ cohérent défini au voisinage de A. Choisissons une bonne
FA r ̂ x îl11^11011 ̂  ̂  de M et notons gr? ̂  le grp ^>x•mo(^ule cohérent associé; choisis-
sons à présent une bonne G^gr?^)"^11'̂ 1011» G'^(gTp^), le gradué associé
grç gr^^ est un n^G)^^-module cohérent.

Comme précédemment la proposition 1.3.1, chap. II, de [25] montre que le cycle analy-
tique associé à n~lgTQ^ gTp^ est indépendant des choix des bonnes filtrations
F;^etG+(gr^).

DÉFINITION 3.2.4.—Pour tout r rationnel tel que l< r<+oo , on définit les cycles
microcaractéristiques de type (r) et de type {r} de M le long de A par :

Chy(J^) est le cycle analytique associé au 6^^-module cohérent 71 -1 grQ_ gr^jy.
Ch^ (M) est le cycle analytique associé au 0^^-module cohérent n~1 grQ^ gr?^ M.
La variété microcaractéristique de type (r), Ch^ (^) [resp. de type {r}, Ch^ (e^O], de M

le long de A est le support de Ch^ (̂ ) [resp. de Ch^ (M}\
II nous reste à étudier le cas r=l . Dans ce cas la filtration F'i^x est ^ filtration

usuelle par l'ordre des opérateurs :

Fm e> jP 1
1 éX=0X, m |A

gÏFi ̂ X = g1" ̂ 'X | A == ̂ (T*X) | A-

Par définition le cycle caractéristique d'un êx-module cohérent M est le cycle analytique
associé à gr M (qui est un G^^-module cohérent) pour une bonne filtration de M.

Étant donné un cycle analytique ^ sur T*X au voisinage de A, on peut lui associer
son cône tangent le long de A qui est un cycle analytique sur T\ (T*X).
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Or si A est lagrangienne, l'isomorphisme hamiltonien H : T* (T*X) -> T (T^X) induit
un isomorphisme H : T*A -> T\ (T*X) (cf. [15], §.3.1.1) donc le cône tangent à ^ le long
de A peut être considéré comme un cycle analytique sur T*A, on le notera C^ (^).

DÉFINITION 3.2.5. — Si J^ est un ^^-module cohérent de cycle caractéristique Che^, le
cycle microcaractéristique de Ji le long de A est défini par :

Ch^(^)=C^(Ch^).

La variété microcaractéristique de M le long de A est le support Ch^ (J^) de Ch^ (Ji).
(Cette variété microcaractéristique a été définie par Kashiwara-Schapira [13] et nous

ne faisons ici que reprendre cette définition.)
Pour définir Ch^ (^) on peut aussi procéder suivant la même méthode que pour

Chy(e^0 en filtrant grF^x=^(T*x)|A P^ l'ordre d'annulation sur A, soit G^(grp^x)
cette filtration. Étant donné un êx-module cohérent M\ on le munit d'une bonne
filtration ¥\ M, puis grp^ M d'une bonne G- (gr^ (fx-filtration et le gradué associé est
un (P^^-module cohérent dont on prend le cycle caractéristique.

Remarque sur les notations. — Pour uniformiser les énoncés quand r= 1 ou r= oo nous
noterons souvent :

Ch^)(^)=Ch^}(^)
Ch^ (^) = Ch^ {M} = Ch^ (^).

PROPOSITION 3.2.6. — 1. Pour tout r rationnel, l^ r^ +00, Ch^^) et Ch^(^) sont
des sous-ensembles analytiques bihomogènes de T*A, Ch^ (^) et Ch^ (M) sont des cycles
analytiques positifs.

Si 0 -> M' -> M -> M" -> 0 est une suite exacte de ê\-moàu\es cohérents et si sur un
ouvert U de T*A la codimension de Ch^ GO [resp. de Ch^ (JT)] est supérieure ou égale à
à on a sur cet ouvert U :

[Ch<?(̂ )], = W(jy')}, + MG r̂)],
(resp. [Ch? (^)]<, = [Ch? (^/)], + [Ch^ (̂ ")],).

On a donc sur T*A :

Ch<ï> (^) = Ch^ (^/) U Ch^ (^")

et

Ch^ (^) = Ch^ (^/) U Ch^ (^").

3. Si ̂  est un idéal cohérent de <?x et J( = S^ l / , on a :

Ch^ (̂ ) = {0 e T*A/V Pe / cr? (P) (9) = 0}

Chîîi(^)={9£T*A/VPe^CTX}(P)(9)=0}.

La démonstration est la même que dans le cas r= oo du paragraphe précédent.
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3.3. VARIÉTÉS MICROCARACTÉRISTIQUES DE TYPE (r, s). — Soient r et s deux nombres
rationnels tel que 1^5<r^+oo, soient r=p/q et s = p / / q / leurs écritures sous forme
irréductible (avec la convention oo = 1/0).

Le faisceau ^JA est muni de deux filtrations F^ ^x et FA, s^x? clul définissent donc
une bifiltration par :

V ( i i\P~^2 F1-7 /0 —VP(J~i)+9i^> r\ W U~i)+q/ i ^V^,7 ;E^- , FA, r, s ^ X — ^ A , r <D X 1 1 r A, s <D X-

Un opérateur de (^JA es^ donc dans F^/^ s^x sl on polygone de Newton est contenu
dans l'ensemble :

A^={(X, ^s^A+rH^i+rO'-f^^+siLi^i+sO'-O}.

Nous noterons B^, l'ensemble A^, privé de son sommet c'est-à-dire
^,={(X,H)£A^/a,H)^(f,7-0}.

On peut alors définir le bigradué associé à F^,., s <^x P^ :

gr^^x-FA'.r.s^x/ U F^A.
(fc,f-fc)sB^

Suivant les notations du paragraphe précédent on a :

gr^^x^^^AlO;)

et

gI-F,, ^X = © g^, ̂ X ̂  ̂ * ^[T*A]-
(», J) e Z2

Si M est un (fx-module cohérent défini au voisinage de A, on dit qu'une bifiltration
(^•Ài, j)sz2 est bonne si, localement, elle est l'image de la bifiltration de ^x P^ un

morphisme surjectif.

^->J^->0.

On montrerait comme dans le paragraphe précédent que si M est un ^y-module
cohérent muni d'une bonne F^ (^ ,) ^x'bifiltration, le bigradué associé gr M est un
n* ^[TîicAr^dule cohérent et que le cycle analytique positif de T*A associé à ce n^ ^[T*A]"
module est indépendant du choix de la bonne filtration.

Nous noterons Ch^ (r, 5) (M) ce cycle analytique et Ch^ (r, s) {M} son support.
Les résultats de la proposition 3.1.3 sont encore vrais pour Ch^ (r, s) {M} et

Ch^(r,s)(Jy) [la fonction a^P) étant remplacée par la fonction CT^'^(P) de la
remarque 2.2.8.].

Soient r, s, r\ s ' quatre rationnels tels que l^s^s'<r/^r^-^co, pour tout (î,/)£Z2

on a F '̂ ^ ,) <^xc FA', ^', s') ̂ x- Donc si ^-> ̂  est un morphisme qui définit sur M une
bonne F^ ^ ,) ̂ x-bifiltration e^^. et une bonne F^ ^. ^-bifiltration M\^ on aura pour
tout (f, j) e Z2 un morphisme M^ -> M\^
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Ce morphisme induit un morphisme de TI* (P^^-module gr^-^gr^' et comme
grp (?x w gt'F^' s') ̂ x on volt facilement que ce morphisme est surjectif.

On en déduit donc que l'on a toujours

Ch^r.sKJ^Ch^,^)^)

et donc

Ch^r.sK^iDCh^sO^).

De même si M-^ est une bonne F^ ^ ,) ^x-bifiltration, la filtration {^\^\^-s_ définie
par :

F^= ^ ,̂ ( r ^ p / q )
P U-i)+qi=k

est une bonne ¥\ ^^-î'diT3ition de ̂ .
Alors l'image dans grp^^ de ^ ^y définit pour chaque l un sous-ensemble

P (j-i)+4i=k
j - i ^ l

GL gr? ̂  d'où une bonne G'_ grp ^^-îiltTa.iion sur gr?^^.
On obtient ainsi un morphisme surjectif :

gTjy-^gÎG_gTp^.

On voit donc que, pour tout s<r, Ch^(^) est contenu dans Ch^ (r, s) (^).
De la même manière on montrerait que Ch^ (^) est contenu dans Ch^'r) (^) pour

tout 5>r.
Si ̂  est de la forme ^ ^ l / , comme gre_grF M est TI* (P^^-cohéïent, il existe, pour

chaque r, un nombre fini d'opérateurs P^, . . ., P^ tels que

Ch?(^)={9eT*A/V/=l, . . ., M,a?(P,.) (9)=0}.

Si 5 est tel que aucune pente des polygones de Newton des opérateurs P^, . . ., P^ ne
se trouve dans l'intervalle [—1/5, l/r[ on aura pourj= 1, . . ., M,.

^(P^a^P,)

donc ChÏ' ^(^cCh^C^), c'est-à-dire Ch^ s)(^)=Chy(^).
Si M est un module cohérent quelconque il est de la forme M=S^u^ + . . . +<^x^N et

la proposition 3.1.3. montre que

Chy(^)= U Ch;î>(^^)
i=l , . . ., N

et de même Ch^ s) (̂ ) = U Ch^ s) (^x M»).
i=l , . . ., N
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Donc pour tout ^^-moduie cohérent M il existe r^<r tel que pour tout 5s]y*o, r[ on
ait :

Ch^C^^Ch^'5^).

On montrerait de la même manière la propriété correspondante pour Ch^^)
c'est-à-dire :

PROPOSITION 3.3.1.—Soit ^ un ê'^-module cohérent et r un nombre rationnel,
l< r<+oo .

Il existe rg et r^ rationnels, l < r o < r < r i < + o o tels que pour tout 5e]ro, r[ et tout
s'ejr, r^[ on ait :

Ch^)=Ch^(^)
Chîî}(^)=Chiî/•r)(^).

Signalons que les constructions de ce paragraphe sont reprises de [14] où les variétés
Ch^'s) (^) sont définies pour les ^^-mod^es.

PROPOSITION 3.3.2. — Soit Ji un é^-module cohérent défini au voisinage de A.
(a) Pour tout r tel que l^ r^+oo, les variétés Ch^(^) s'identifient aux variétés

Chi(r,r)(^)^[15].
(b) Pour tout (r, s) tel que l ^s<r<+oo, les variétés Chî['^(e^) s'identifient aux

variétés Ch^(r, 5)(e0 de [15].

Démonstration. — Ces variétés sont additives (au sens de la propriété 2 de la proposi-
tion 3.2.6 ci-dessus) donc il suffit de montrer la proposition lorsque Ji^S^f avec f
idéal cohérent de <^x-

Dans ce cas la proposition 2.6.12 de [15] et la proposition 3.2.6 (3) ci-dessus montrent
que l'on a :

ChyC^ChiCr, r)(^)={9ET*A/VPE^ay(P) (9)=0}

et de même :

ChX' ^(.^ChKr, s) (^)={9£T*A/VPe^aîî( ^(P) (9)=0}.

3.4. INDICES CRITIQUES D'UN MODULE COHÉRENT. — Nous allons voir dans ce paragraphe
que pour chaque (^-module cohérent, il n'y a qu'un nombre fini de variétés distinctes.

Considérons tout d'abord le cas d'un seul opérateur, c'est-à-dire ^=^x/^xP avec

P£(?X- Soient l= ro<r i< . . . <^==+oo les indices critiques de P, c'est-à-dire les
nombres rationnels r tels que — 1/r soit une pente du polygone de Newton de P.

Si r^ {y-o, . . . , r^}, la droite Dy du paragraphe 2.2 touche le polygone de Newton de
P en un seul point et on a :

^ (^) = Ch? (^) = Chî? (^) = {9 e T*A/a? (P) (9) = 0}.
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De même si r, s, r', s" sont situés entre deux indices critiques successifs
{r^s<s/<r/<r^r^,) on aura ̂ (P)^^?) et donc Ch^s)(^)=Chiî'>s')(^).

Par contre si re {r^, . . ., r^_^} ces ensembles sont distincts, Chy(e^), Ch^(^) et
^(^) sont définis respectivement par les équations o^(P) (9)=0, o-^P) (9)=0 et

E <WP)-O.
(t, J) e Dy

Dans le cas d'un <fx-i^odule cohérent quelconque ̂ , nous appellerons indices critiques
de Ji en un point x de A, les nombres rationnels r tels que, au voisinage de n~1 (x), les
variétés Ch^(^) et ^(^) soient distinctes, (n désigne la projection T*A-^A.) On
ajoutera à ces indices critiques les nombres 1 et + oo.

Remarquons que si r n'est pas un indice critique ̂ ) (^) est un ensemble bihomogène
et l'on a donc :

Chy(^)=SÏ(^)=Chy(^).

THÉORÈME 3.4.1. — L'ensemble des indices critiques d'un ^^-module cohérent est fini sur
tout compact de A.

Il est clair qu'il suffit de montrer le théorème dans le cas d'un module à un seul
générateur, c'est-à-dire de la forme ^^// pour / idéal cohérent de <^x- Dans ce cas nous
allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.2. — Si / est un idéal cohérent de <^x? si M=ê^/ et si x est un point
de A, il existe un voisinage V de x et un nombre fini d'opérateurs P^, . . ., P^ de / tels
que pour tout r, 1 ̂  r ̂  + oo, on ait :

Chy(^)nî^- l(V)={9£7^- l(V)/VJ=l, ...,N a?(P)(9)=0}.

Si r n'est pas l'indice critique de l'un des P, on aura [sur n-1 (V)] :

^(^^eT^A/V/^l, . . ., N aï(P,) (9)=0}=Ch?(^).

D'après la remarque 3.2.7, Ch^(e^) est le cône tangent à ^^C^) donc on aura
^(^)=Chy(^).

L'ensemble des indices critiques de M sur V est donc un sous-ensemble de la réunion
des ensembles d'indices critiques des Ppj=l, . . ., N, donc il est fini ce qui montre le
théorème.

Pour r fixé, il existe (localement) un nombre fini P^, . . ., PM d'opérateurs de / tels
que :

Chï(^)={9eT*A/V7=l, . . ., M a^(P,) (9) =9}

donc pour montrer la proposition 3.4.2, il suffit de montrer qu'il existe localement une
suite finie r^<r^<. , . <r^ telle que pour tout r, l^r^ +00, il existe r^.e {rç, . . ., rj
vérifiant :

Ch^^)^/^'^).
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Enfin d'après la proposition 3.3.2., il suffit de montrer qu'il existe localement une suite
finie 1 =^ro<r^ < . . . <r^= + oo telle que pour tout (r, s) vérifiant r^s<r^r^+\ on ait

Ch^' ^(e^O^Ch^-n* ̂ (^).

La proposition 3.3.2. se déduit donc du lemme suivant :

LEMME 3.4.3.. — Soit / un idéal cohérent de ^x et ^=^x//- ^l V est un ouvert de
T*A et (r, s) un couple tel que 1^5<r^+oo, nous dirons que la propriété H (r, s) est
vérifiée sur V si :

V (r\ s') s^s'<r'^r Ch^ s) (̂ ) H V = Ch '̂ s/) (̂ ) H V.

(a) PoMr tout r tel que 1 < r ̂  + oo ^ ÎOMÎ 9 e T*A, il existe s, l^s<r, et Y voisinage de
9 tels que II (r, s) soit vérifiée sur V.

(b) Pour tout s tel que 1 ̂ s< + oo ^r ÎOMÎ 9ET*A, f? ^;mî<? r, 5<r^+oo ^ V voisinage
de 9 î^h <^ II (r, s) soit vérifiée sur V.

Pour démontrer ce lemme nous utiliserons les opérateurs 2-microdifférentiels de [15] :
Pour tout couple (r, 5) tel que 1^5<r^+oo nous avons défini un faisceau S\ (r, s)

sur T*A, c'est un faisceau d'anneaux qui est plat sur n-1 (^JA) (avec TI:T*A-^A) et
d'après la proposition 3.3.2, si M est un ^^-module cohérent Ch^' s)^) est le support
du faisceau ê\ (r, s) ® n ~1 {M \^.

""^XIA)

Si (r', s') vérifie s ^ s ' < r ' - ^ r , ^(r,s) est un sous-faisceau de <?^(r',5') et ^(r',^') est
plat sur ^i(r,s). De plus les flèches n~l(^x\A) c^ ^K^^ '^'~l(^x\^ ^ ^(x^^) ^
^(r, s) ç ̂ (^^5/) sont compatibles.

Si ^ est un idéal cohérent de ^x» Ch^'s) (<^xl/) est l'ensemble des points 9 de T*A
tels que

Wr,s) ® ^C/lA^^A^e.
" ^XjA)

Pour montrer la partie (a) du lemme [la partie (b) se montrant de manière analogue],
il suffit de montrer que si / est un idéal cohérent de ^x? si r vérifie l<r^ +00 et si
9eT*A, il existe un voisinage V de 9 et 5 vérifiant l^s<r tels que:

Pour tout 9'eV, tout couple (r\s') qui vérifie s^s^r'^r

\ê\ (r\ s-) ® 71 -1 {/ \^ = S\ (r\ s\
" ^^XIA)

=> [^i(r.s) ® (Tr-^lA^-^i^^.
n'^^XiA)

Pour montrer ce résultat, il suffit de reprendre pas à pas la démonstration du théorème
2.9.12 de [15]. En effet, pour montrer que <f^00 est fidèlement plat sur ê\, on prouve
dans cette démonstration que si 1 est un idéal de ê\^ Q on si

/plao /r> T jp2oo .. T ipï
O A , 9 ® I = f ô A . 9 ^ I==°A,e -
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On peut reprendre cette démonstration en remplaçant ^°° par ^(r\s') et ^\ par
<^(r,5).

La seule différence sera que si on prend un élément P non nul de ^ ' , pour que son
symbole a^'^P) ne soit pas nul il faut que 5 soit suffisamment proche de r. (Plus
exactement qu'aucun indice critique de P ne se trouve dans l'intervalle [s, r[).

Comme la démonstration se fait en un nombre fini d'étapes on pourra toujours
supposer s assez proche de r pour que cette condition soit vérifiée chaque fois.

Nous renvoyons donc le lecteur à la démonstration de [15], en signalant seulement que
l'ingrédient essentiel est un théorème de division dans <^(r, s) (théorème 2.7.1 de [15]).

Nous remercions C. Sabbah d'avoir attiré notre attention sur le théorème 3.4.1 et
suggéré d'utiliser un théorème de division pour le démontrer.

3.5. INVOLUTIVITÉ. — Soient R = U R^ un anneau filtré et gr R = ® grk R son gradué.
k 6 Z k e Z

Notons Ôfc l'application canonique de R^ dans grR. Le crochet de deux éléments de R
est défini par [x, y] = xy—yx.

Supposons qu'il existe un entier q, q^ 1, tel que R vérifie:

(Cq) V(n,m)EZ2 [R,,RJ Œ R^_,.

Alors grR est commutatif et on peut définir (cf. Gabber [4]) une structure d'algèbre
de Lie sur gr R en posant :

V X G R , V^eR,, H^(8Jx),ô,00)=ô^,_,([^])

et en prolongeant H^ à gr R par bilinéarité.
Si R est un faisceau d'anneau sur un espace topologique T on dira que R vérifie (Cq)

si pour tout îeT, l'anneau R^ des germes de R en r vérifie (Cq) et on peut encore définir
H^ de la même manière.

Remarque. — Dans le cas usuel de la filtration des opérateurs différentiels par l'ordre
on a q=l.

LEMME 3.5.1. — Soient r e Q C}]'[,co[etr =p/q son écriture irréductible avec 1 ̂  q <p.
Le faisceau d'anneau filtré <^x= U F^ ̂ .^x vérifie (Cq) et par risomorphisme

f c e Z

gr^^x^^* ^[T*A]? H^ s'identifie au crochet de Poisson des fonctions sur T*A défini par la
structure symplectique de T*A.

Démonstration. — Le problème étant local on peut se ramener comme dans la
démonstration de la proposition 2 . 1 . 1 à A = T Ç X pour Y sous-variété de X. (D'après le
corollaire 2.1.4 une transformation canonique quantifiée respecte l'isomorphisme
grF^x^^rr^A])-

Pour montrer le lemme on peut donc se placer dans un système de coordonnées locales
(x,, . . .,x,,^, . . .,^) de X tel que \ =={(x,y)eX/x=0} et A={(x,^^,r|)eT*X/x=0,
T|=O} et que T*A soit muni des coordonnées (^,Ç,^*,^*). On reprend les calculs du
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paragraphe 2.2:

Si P= S PjO^^îl) est un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de A on
j ̂  M

développe chaque fonction P, en série de Taylor :

(3 '5 '1) PA^^E^a.^)^
a.P

et on pose pour (1,7) e ^J x Z :

(3.5.2) P^^*,Ç*)= E p,^(^)(-ç*)^.
| a | + I P I = »

L'opérateur P est dans F^x si et seulement si P,=0 pour pj-^-(q-p) i>m et Fimage
de P dans

gr?^x= © 7T*^A]K7]
PJ+(q-p)i=m

est égale à

^(p)= E P^(^Ç^*,Ç*).
W'+(î-p) >=m

Soient QeF^ ^x et R =PQ, la formule (1.1.4) montre que l'on a:

R^^)= E —(-)Y_Yp,(^^^^
» .= ,+ t - l y l -18 lY /§ / \aÇ/ \^*/
H=J+i- |Y|- |8|

/ 9 V/ 3 \6

V^A^)^'^
et si S = [P, Q] on aura donc :

s - v ! r^V/^ a Yo ( 8 V / ^ y .
^-^.^i-^rTô/L^J [^) p<-^} (^ Qt'

t>=^+(- l ï | - |S|

( 8 \( ô Yo / a ^Y ^ Y 1-(-^A^^K^)^}
Dans cette somme les termes tels que [ y [ +1 ô [ =0 sont nuls donc on a toujours

|Y[+ |ô | ^ l

et

P^+^-P)^=lpJ+(q-p)i]+lpl+(q^p)k]-q(\y\+\S\)^m-^n-q
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ce qui montre que ¥\ ̂ x vérifie (Cq). De plus pour p\\.-\-(q—p)'k=m-\-n—q on aura
pj-{-(q—p)i==m, pl-{-(q—p)k==n et | y | + | ô | = = l donc

8^n-.(S)= S —8.(P)A8„(Q)-a8,(P)——5„(Q)
,=i , . . . ,^ÇÎ 3^ 3^ a^

+ E —S^D^SJ^-^-ÔJD—Ô^Q)a=i. . . . , d '3y î ô^ a^ Syî

ce qui est bien le crochet de Poisson usuel pour les fonctions sur T*A.

PROPOSITION 3.5.2. — Pour tout € ̂ -module cohérent M défini au voisinage de A et
pour tout r tel que 1 <r< +00, E^e^) est un sous-ensemble analytique involutif de T*A.

Démonstration. — D'après le lemme précédent si r=p/q, la filtration F^x vérifie (Cq)
donc on peut appliquer le théorème îq de Gabber [4] qui montre que l'idéal de définition
de S^ (^) est stable par H^ c'est-à-dire par le crochet de Poisson de T*A.

PROPOSITION 3.5.3. — Pour tout ê\-modu\e cohérent Ji défini près de A et pour tout r
tel que l^r^ +00, Ch^(^) et Ch^(^) sont des sous-ensembles analytiques homogènes
involutifs de T*A.

Démonstration. — Si r n'est pas un indice critique de ^, on a
Ch^r}(^)=Ch5î)(^)==S(()(^) donc ce sont des ensembles involutifs d'après la proposi-
tion précédente.

Si r est un indice critique, d'après le théorème 3.4.1, ce point critique est isolé donc il
existe s<r, s non critique, tel que

Ch^ }(^)= Ch^5} (e^) = £^ (^)

et de même il existe s>r tel que Ch^e^^S^^) et on peut encore utiliser la
proposition précédente.

Signalons que la proposition a été démontrée pour Ch^'5^^) et Ch^^^) dans ([15],
corollaire 3.1.13).

4. Modules holonomes et ^-fonctions

Comme dans ce qui précède, X désignera une variété analytique complexe et A une
sous-variété lagrangienne homogène de T*X.

4.1. HOLONOMIE MICROLOCALE. — Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat
suivant :

THÉORÈME 4.1.1. — Si J( est un ê\-module cohérent on a:

Vr, l^ r^+oo, dimChy(^)^dimCh(^)
dim Ch^} (^) ̂  dim Ch (^).

(Ch^ désigne la variété caractéristique de M^ c'est-à-dire son support comme €^-modulé).
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COROLLAIRE 4.1.2. — Soit M un S y-module holonome.
(i) Pour tout r, l^r^ +00, Ch^(^) et Ch^^) sonî ^s sous-ensembles analytiques

lagrangiens bihomogènes de T*A.
(ii) Pour tout r, 1 <r< oo, S^(^) ̂  MU sous-ensemble analytique lagrangien de T*A.

Démonstration du corollaire. — D'après les propositions 3. 5.2 et 3. 5. 3, les ensembles
considérés sont involutifs dans T*A donc il suffit de montrer qu'ils sont de dimension
inférieure ou égale à dimA=dimX.

Or si M est holonome, dimCh^=dimX donc d'après le théorème 4.1.1
dim Ch^ (^) ̂  dim A et dim Ch^} (^) ̂  dim A.

Enfin on remarque que Ch^(^) est le cône tangent de E^^) le long de A considéré
comme section nulle de T*A donc dimS^(^)=dimChy(^).

Remarques sur le théorème 4.1.1. - (i) Si r=l , Ch{^} (J^) est le cône tangent à
Ch(^) le long de A et on a donc immédiatement: dimCh^ \J/) =dimCh(e^).

(ii) Dans le cas r=+oo, et pour les ^ ̂ -modules, c'est-à-dire pour la filtration de
Kashiwara, J.-E. Bjôrk a trouvé une démonstration purement algébrique de ce résultat.

(iii) Nous utilisons ce résultat (dans un article en collaboration avec P. Schapira [18])
dans le cas r== oo, pour étudier l'image inverse des ^^-modules holonomes.

Pour montrer le théorème, on remarque que d'après la proposition 3.3.2
Ct^}(Jy)=Ch^(r,r)(^) et que d'après le théorème 3.4.1, pour tout r et tout M, il
existe r ' tel que Ch^(^) =Chi(r/, r ' ) ( J ^ ) donc on doit montrer le résultat pour la variété
Chi(r,r)(^).

Nous allons tout d'abord rappeler les propriétés des opérations 2-microdifférentiels
[15] dont nous aurons besoin.

Pour tout r rationnel, 1 ̂ r^ + oo, ê\(r, r) est un faisceau d'anneaux sur T*A et on a
un morphisme injectif de faisceaux d'anneaux :

n-^^^^^r)

(avec 7i : T* A -> A).

De plus <^(r, r) est plat sur n~1 (<^x | \)'
Par définition Ch^(r, r)(^) est le support du module

<^(r,r) ® ^(^IA).
" 1^X\A)

Le faisceau ê\ (r, r) est muni d'une filtration (F^^r))^ et le gradué associé
^F^i(r,r) est lui-même muni d'une filtration (G^ (gr? <^i (r, r));^. Le faisceau
gr ̂ i (r, r) = gro grp ̂  (r, r) est égal à ® ^*A (iJ) où ̂ A O'J) désigne le sous-faisceau

(f, 7) e Z2

^e ^T*A des fonctions holomorphes sur T*A qui sont bihomogènes de degré (ij) suivant
les deux actions naturelles Ho et H^ de C* sur T*A (cf. §.2.2).

(Remarquons que les filtrations induites sur ^x|A P^ F* et par G- sont celles que
nous avons notées au paragraphe 3 ¥\, et G'+).
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Le théorème 2.5.1 de [15] montre immédiatement le résultat suivant:
Pour tout <^i(r, r)-module cohérent M^ il existe localement une résolution libre

0 ̂  (<^(r, r))^ ̂  . . . ̂  (<Ti(r, r))^ ̂  M -^ 0

telle que la suite

(^(gr^r))^ . . . ̂ (gr^r^o^gr^^O

soit exacte lorsqu'on met sur M la filtration F* induite par celle de (^(^r))1^0 et sur
gr^^ la filtration induite par celle de (gr^^r, r))^0.

Rappelons (Kashiwara [6]) que si M est un ^x-module cohérent on a :

codim^x (Ch M} ̂  d <^ S xt^ {M, <^x) = 0 P01"" J < d-

Nous allons montrer que le même résultat est vrai pour <^i(r, r) :

PROPOSITION 4.1.3. — -Si M est un S\ (r, r)-module cohérent (1 ̂ r^ + oo), on a pour
tout deM:

codim^A (^PP ̂ )^d o ^'xt^ ̂  ̂  (M, ê\ (r, r)) = 0 pour j < d.

(Supp M désigne le support du module M).
Le théorème 4.1.1 se déduit immédiatement de ce résultat.
Soit en effet M un (fx'î^dule cohérent dont la variété caractéristique est de codimen-

sion à dans T*X, alors pour7<d on a <^xt^ {M, ̂ x) =0.
Comme ^(r, r) est plat sur n~1 <^x on aura alors

^xt^-i^îï"1.^,^^7'))^ P0111' j<d

c'est-à-dire

V;<d, ^xt^(^)(^i(r,r) ® îi-1^^ ^i(^^))=0
" 1^X\A)

et donc d'après la proposition 4.1.3, codim^A (ChA} (^)) ̂  ̂ .
II nous reste à démontrer la proposition 4.1.3, pour cela nous allons suivre de très

près Kashiwara [6].

LEMME 4.1.4. — Si M est un S\ (r, r)-module cohérent on a
(i) ê>xtj(Jy,^(r,r))=Osij<codim^^(s\xpp^).

(ii) codim^A (supp ̂ xt3 {M, ̂ \ (r, r)) ̂ 7.
Démonstration. — Pour alléger les notations nous poserons ê>2=^(r,r). Comme nous

l'avons rappelé plus haut, il existe localement une résolution libre de M :

0 -> ((?2)^ ̂  (<f2)^-1 ̂ . . . -^ ((T2)^ -, M -, 0
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telle que la suite

0 -> (gr^2)^ -.. . . -. (gr^o -, gr^ -, 0

soit exacte.
Alors êxt3 (gr M, gr <^2) est le y-ième groupe de cohomologie de la suite transposée :

O^gr^o^gr^i^... -.(gr^^^O

qui est la suite graduée de la suite suivante :

0 ̂  (^TO ̂  (̂ )NI ̂  _ ^ (̂ )N, ̂  y

On a donc pour tout point 9 de T*A ([15], théorème 2.5.1)

^(gr^gr^^O => ^^'(^^^O,

Comme ̂ ^ est plat sur gr <^2 on a :

^T*A(^T*A®gr^^A)e=0 => ^X^2(^,^=0

soit

support (^xti ̂  (0^ ® gr M, (9^)) ̂  support (^x^2 (^, ̂ 2)).

Comme support (^) = support (^A ® gr^), le lemme se déduit du même énoncé dans
lequel on remplace ̂  par (9^ ce qui est un résultat de géométrie analytique bien connu.

LEMME 4.1.5.— Soit V une composante irréductible de support (J^) de codimension r.
Alors V c: support (^xf(Jy, ê\(r, r))).

Démonstration. - Soit 9 un point générique de V. Si f < r on a êxt\M, ̂ )e=0 d'après
le lemme 4.1.4 (i) (en 9 on a codim (support M} = codim V = r).

Si f>r, d'après le lemme 6.7 (ii) on a:

codim (support (^xt1 {M, <T2))) > r

donc au point générique de V ^xt1^, ̂ e^.
Si de plus ^xf {M, ê\ = 0 on obtient R ^om^ {M, €\ = 0 et donc

J^Q=R Jfom (lRjfom(^,^2), ̂ ^O

ce qui est contraire à l'hypothèse.
La proposition 4.1.3 se déduit immédiatement du lemme 4.1.4 (i) et du lemme 4.1.5.

4.2. fc-FONCTiON. - Comme au paragraphe 2 nous noterons ̂  le champ d'Euler de
A associé à l'action de C*.

^THÉORÈME 4.2.1.— Soient M un ^-module holonome, ¥\jy une bonne
^A^x-filtration de M définie sur un ouvert U de A et gr^^ le gradué associé.
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Pour tout ouvert relativement compact V de U, il existe un polynôme b (T) G C [T] tel
que sur V on ait,

VfeeZ, fc(^+fe)gr^^=0

fc esî la b-f onction de M par rapport à A.

Démonstration (cf. [18]). - Si J^ est holonome, d'après le corollaire 4.1.2, Ch^^)
est lagrangien c'est-à-dire que gr^e^ est un ^^-module holonome et donc
^nd^ (gr?^^) est localement de dimension finie sur C [5].

Or si Pegr^^x^^(A)[H on a ^A^A+^I" donc l'application
(PA^FA^-^gÏFA^ définie par (p^^ ^=^+k est un élément de ^nd^(gÎF^) et

donc, localement, il existe un polynôme b à coefficients dans \|/ tel que fc(q>J =0.
Q.E.D.

Si E^ est un opérateur de <fx| A dont l'image dans grp^x est ^A on P®^ encore écrire
le théorème 4.2.1 sous la forme suivante:

Pour tout ouvert V relativement compact dans U et toute section u de M, il existe un
polynôme b (T) e C [T] et Pe F^1 ̂ x tel q^

(4.2.1) [fc(E^)+P]u=0.

Si A est le fibre conormal à l'hypersurface Y = { ( x , Q e X / î = 0 } l'équation (4.2.1)
devient :

[fo(tD,)+rP(x,î,D,,tD,)]M=0.

Le théorème 4.2.1 avait été démontré par Kashiwara-Kawai [11] lorsque M est un
module holonome régulier; dans ce cas ils avaient montré que l'on peut trouver b et P
vérifiant (4.2.1) avec de plus P d'ordre inférieur ou égal au degré de P. (Si M n'est pas
régulier, l'ordre de P peut être quelconque).

Pour terminer ce paragraphe, montrons comment le théorème 4.2.1 permet de retrou-
ver l'existence de la b-î onction de Kashiwara [6,7] :

Étant donnés un Qi^-moduie holonome M^ une section u de Ji et une fonction
/:X-^C, Kashiwara montre qu'il existe un polynôme b(T)eC[T] et un opérateur
Pe^xM tels Q^
(4.2.2) b(s)fsu=P(s,x,D^fs+lu.

(Le polynôme classique de Bernstein-Sato s'obtient en prenant M =(9^ et u= 1).
Mais, comme l'a fait remarquer Malgrange {cf. [19]), la formule (4.2.2) peut encore

s'écrire de la manière suivante :
Soit Z = {(x, t) e X x C/t =f(x) } et soit ^ le ^x x c-1110^16 holonome

J^=jy®^z|xxo soit u=M(X)ô(t-/(x)) section de J^, alors la formule (4.2.2) est
équivalente à:

(4.2.3) [fc(-D,0-P(-D^,x,D,)î](u®8(t-/(x)))=0.
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Sous cette forme on retrouve exactement la formule (4.2.1) appliquée à J^, v et
A=T^o}(XxC).

4.3. &-FONCTIONS RELATIVES. — Rappelons quelques propriétés géométriques de la
variété T*A (cf. [15], §2.9).

Comme sous-variété homogène de T*X, A est munie d'une action de C* que nous
noterons / î :C*xA->A, à laquelle est attaché un champ de vecteur, le champ d'Euler
e^. [Par définition, on a e^ ( f) = kf pour toute fonction sur A homogène de degré k
pour h.]

La variété T*A est le fibre cotangent à A donc est munie d'une structure de variété
symplectique homogène définie par la 1-forme canonique ©o. On notera Sî la 2-forme
canonique Q==d(0o et UQ l'unique champ de vecteurs sur T*A tel que o)o=0 J UQ (produit
intérieur).

Ce champ de vecteur est le champ d'Euler d'une action de C sur T*A, qui n'est
autre que la multiplication dans les fibres de T*A -> A que nous avons notée Hç au
paragraphe 2.2.

Par ailleurs, comme nous l'avons signalé au paragraphe 2.2, l'action h de C* sur A
induit une action H^ de C* sur T*A distincte de Ho. [Pour ^ fixé h(K, .) est un
isomorphisme local de A et définit donc un isomorphisme local fl^ de T*A, par définition
HI est l'application composée H^ (^, . ) = fi^ o H() (À,, . )].

Soient u^ le champ d'Euler associé à H^ et oui =û J u^ oui est une 1-forme sur T*A.
La variété T*A est donc munie d'une 2-forme Q, et de deux champs de vecteurs UQ et

MI, on pose 9^=Q(Mo,Mi), c'est une fonction holomorphe sur T*A. On notera S^
l'hypersurface de T*A définie par l'équation {9^=0}. (S^ ne dépend donc que de l'action
h de C* sur A).

Nous avons défini au paragraphe 3.2, pour re[l,+oo], l'action
H,. (À-, . )=Hl(^ r ,Ho(À< l~ r , .)) sur T*A. A H^ sont associés le champ de vecteurs
Uy=ru^-\-(\—r)uQ et la 1-forme œ^=r(0i+( l—r)œo.

Si on se donne un système de coordonnées (x^, . . . ,Xp,ïi , . . .,T^) de A pour lequel
h(k; (x, ï)) ==(x, ^ï) (ce qui est toujours possible après transformation canonique) on aura
dans les coordonnées (x, T, x*, T*) de T*A :

^A = Z ̂  —. œo = ̂  x* dx, + ̂  T; riï,, œi = ̂  x* dx, - ̂  T, rfïf,
J ^j i J i J

çî==w A dx^w A d^ u^xr— +ZTT—
i J i °^i J ^j

Ml=Z;c?—+ET/T-. 6A=E^^*-f 8xf j 8Xj i

HO(À;(X,T,X*,T*))=(X,T,?IX*,?IT*)

Hi ()l; (X, T, X*, T*)) = (X, XT, ?IX*, T*)

H,(X; (X, T, X*, T*)) =(X, ̂ T, 5lX*, )l1 -T*).
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On voit sur ces formules que 9^ est le symbole principal de l'opérateur différentiel e^ et
que rf9^=û)o—o)i (cf. [15], proposition 2.9.5).

Remarquons que si A est définie au voisinage de la section nulle de T*X, A est de la
forme TÇX comme on l'a vu précédemment et peut être muni de coordonnées
(xi, . . . ,Xp,Ti , . . .,T^), les applications h, H^ et Ho se prolongent en des actions de C
sur A ou sur T*A; on a encore 9^=<T,T* ) au voisinage de cette section nulle. Si S est
une sous-variété lagrangienne bihomogène de T*A, Q s'annule sur Z, UQ et u^ sont
tangents à S donc 9^ s'annule sur Z. Du corollaire 4.1.2 on déduit donc:

PROPOSITION 4.3.1. — Si M est un ê'^-module holonome défini au voisinage de A, alors
pour tout rationnel re[l, +00] Ch^(^) et Ch^^) sont contenus dans S .̂

Notons n : T* A -> A la projection canonique et n : T* A -> A x C l'application définie
par n(Q ={n(Q, 9^(Q). Notons encore p : A x C -> A la projection.

THÉORÈME 4.3.2. — Soit M un ê y-module holonome défini au voisinage de A et soit r
un nombre rationnel, re]l, +oo[.

L'image de ï^(^) par n est contenue dans un sous-ensemble analytique Sy de A x C qui
vérifie :

(a) Sy est de codimension au moins 1 dans A x C.
(b) Sy est algébrique dans les fibres de p : A x C -> A.
(c) Aucune composante irréductible de Sy n'est de la forme p ~ 1 (Y) pour V sous-ensemble

de A.
(d) Sy est homogène pour l'action \ de C* sur A x C définie par

/^; (î1, H))=(W îi), 40.

Démonstration. — D'après le corollaire 4.1.2, Ey(e^) est une sous-variété lagran-
gienne de T*A donc de dimension n=dimA. De plus S^^) est algébrique dans les
fibres de n donc dans celles de n (car 9^ est algébrique).

Les résultats classiques de la théorie de l'élimination montrent que si S^=îï(£y(^)),
l'adhérence S^ de S^ dans A x C est un sous-ensemble analytique de dimension au plus n
de A x C qui de plus est algébrique dans les fibres de p : A x C -> A.

De plus sy(^) est homogène pour H^ et 9^ est homogène de degré 1 pour H^ donc
Sy est homogène pour \.

En effet dans le système de coordonnées (x, ï) de A que nous avons considéré plus
haut on a :

H,(?l; (X, T, X*, T*))^, ^T, ÎIX*, V-T*)

^(À-; (x, T, n))==(x, ^T, 40
et

U((X, T, X*, T*))=(X, T, TT*).

Il reste à démontrer le point (c). Pour cela puisque Sy est l'adhérence de S^, il suffit de
montrer que pour tout point r|o de A on a S^n/?"1^) ^^'^('no)- Soit
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^o = s? (^) ̂ Jt ~1 (^o)» on a S,0 n ̂  "1 (rio) = 9^ (S^) donc il suffit de montrer que pour
tout rio^A, 9^ est une application finie de S^-^C ou encore que d6^ est nulle sur
l'espace tangent à la partie lisse de S .̂

Comme 9^ est nulle sur la section nulle de A on peut se limiter aux points r|o de A
situés hors de cette section nulle.

Fixons donc rio^A et notons £^==H,.(C*, S^) l'homogénéisé de Z^ pour Faction H^
de C*. £^ est un sous-ensemble analytique de ^(J^) donc est isotrope. Soient Ç un
point lisse de S^ et v un vecteur tangent à £^ en Ç. Le champ d'Euler u^ de H^ n'est
pas parallèle à v donc Ç est un point lisse de £^ et M^ et v sont deux vecteurs de l'espace
tangent à S,̂  qui est isotrope donc t2(^, tQ=0.

Or, par définition, œ,.=t2 J Uy donc œ^(y)=iï(^, u)=0.
Par ailleurs (Dp est nulle sur la fibre ^^(rio) et comme on l'a vu plus haut

©^=r©i+( l—r)œo et rf9^=œo—o)i donc

œ^-l(.o)=-rrieAI"-l(no)•

Ceci montre que d9^(u)=0 pour tout vecteur v de l'espace tangent à la partie lisse de
^o-

Q.E.D.

On peut mettre le théorème 4.3.2 sous une forme plus proche de celle du
théorème 4.2.1.

COROLLAIRE 4.3.3. — Soit M un Symodule holonome défini au voisinage de A et soit
re]l, +oo[nQ.

Pour tout ouvert V relativement compact de A, il existe un polynôme by (T) e (9\ [T] qui
vérifie :

(a) II existe k tel que pour tout l le coefficient de T1 de by(T) soit une fonction holomorphe
sur V homogène de degré (k — l ) / r .

(b) Les coefficients de byÇT) sont premiers entre eux dans l7 anneau des fonctions holomor-
phes.

(ç) Pour tout bonne ¥\ y^^-fîltration F\ ^M de ̂  on a sur n~1 (V) :

^(eA)[gr^,^]=o.

Démonstration. — D'après le théorème 4.3.2, il existe un polynôme Sy.(T)e^\[T] tel
que Zy(^)c={^ (9,0=0}.

Si F\ y ̂  est une bonne ¥\ ,,-filtration, 2^ (J^) est le support de gr?^ ^ M donc il
existe un entier N tel que [?, (9^ (grp^ ̂ ) = 0.

L'entier N ne dépend que du cycle analytique £^(^) donc est indépendant de la
bonne filtration.

Enfin les propriétés (fc) et (c) du corollaire se déduisent respectivement des propriétés
(d) et (c) du théorème.

Nous dirons que by(T) est une b-fonction relative de J( pour l'indice r.
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L'ensemble des polynômes b^(T) qui vérifient le corollaire 4.3.3 est un idéal de ^AtTI
qui en général n'est pas principal et ne peut définir une fc-fonction relative unique.

Remarque. — Si r n'est pas un indice critique de M (donc pour tout r sauf un nombre
fini d'après la proposition 4.3.1) on a 2^ (-^) = Ch^ (^) <= S^ donc la variété Sy du
théorème est contenue dans A x {0} et une fc-f onction relative est by(T) ='?".

Supposons que A est le fibre conormal à une hypersurface Y de X d'équation
Y={(x, t)eX/t=0}. Si (x, r) sont les coordonnées de A et (x, T, x*, T*) celles de T*A,
la fonction by(x, T, TT*) est l'image dans grp ^x de l'opérateur B(x, Dp tD^).

Le corollaire peut encore s'exprimer sous la forme suivante :
Pour toute section u de M^ il existe un opérateur B (x, t, D() indépendant de D^

(i. e. qui commute avec x^ . . ., xj, un opérateur Q(x, t, D^ D() et un entier k tels que :
(a) (B+Q)u=0;
(b) BeF^A B^F^x, QeF^x.

En fait b^ est homogène donc peut s'écrire de manière unique

&,(X, T, TT*)^0^*^,^, T*^-4)

avec r=p/q (p, q entiers premiers entre eux) et ^(x, 0) ^ 0.
Lorsque X==C et A=T^C, le polynôme ^(T^"4) est l'équation déterminante de

Malgrange [21] et Ramis [23]. Cette équation détermine la croissance des solutions du
système (Ramis [23]).

Dans le cas général l'opérateur B(x, t, D() ne contenant pas de dérivation en x peut
être considéré comme un opérateur différentiel (ou microdifférentiel) en une variable t à
paramètres holomorphes en x. Nous verrons dans un article ultérieur [17] que grâce à
cette propriété, l'opérateur B, ou plutôt l'équation déterminante q^ contrôle la croissance
des solutions du module M comme dans le cas de la dimension 1 considéré par Ramis.

5. Prolongement du polygone de Newton

Dans le cas de la dimension 1, Ramis [23] montre que pour les opérateurs à coefficients
polynomiaux on peut encore définir le polygone de Newton pour les indices r6[—oo, 1].

Nous allons voir que l'on peut faire de même sur un fibre vectoriel en dimension
supérieure. Nous considérerons le cas des opérateurs différentiels sur un fibre vectoriel
dans le premier paragraphe et nous généralisons la construction au cas des opérateurs
microdifférentiels dans le paragraphe 5.3.

5.1. POLYGONE DE NEWTON DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.

— Dans ce paragraphe, nous supposerons que X est un fibre vectoriel de base Y, nous
identifierons Y à la section nulle de X et nous noterons p : X -> Y la projection canonique.

Le faisceau des fonctions holomorphes sur X polynomiales dans les fibres de p sera
noté ^x] et ^[x] désignera le faisceau des opérateurs différentiels sur X à coefficients
dans ^xr
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On notera pour m eN, 0^[m] le sous-faisceau de 0^ des fonctions homogènes de
degré m dans les fibres de,p et, pour meZ, ̂ [m] le sous-faisceau de ̂  des opérateurs
différentiels homogènes de degré m, c'est-à-dire tel que

^[xi [m]. <P(X] [m'] <= (P[XI [m' + m].

Si ex est le champ d'Euler du fibre vectoriel X, on a donc :

0m[m]={fe(!)^f=mf}

^[X] [m] = {f e ̂ [xi/[ex, P] = + m P}.

Les faisceaux 0^ et 3^ sont donc gradués par :

^[X]= ® ^[x][w] et ^xj= © ^[x][w].
m6psi meZ

(On note toujours ^x,,n le faisceau des opérateurs différentiels dont l'ordre usuel (i e le
degré en 8/8x) est inférieur ou égal à m). Soient A le fibre conormal à Y dans X 71 la
projection A-Y, et F:A la filtration du paragraphe 2 . 1 . 1 . Comme on est sur0 la
section nulle cette filtration et l'isomorphisme gr^x - HO^A] M sont canoniques.

PROPOSITION 5 . 1 . 1 . — Pour tout meZ, l'application canonique

FA'"^X ̂  gr^x ̂  "O*^[A] [-m]

induit un isomorphîsme Qy^ [m] [y -^ Tio* 2^ [-m].
On a donc un isomorphisme de faisceaux d'anneaux

<P: /»*^ix]-^ïto*^i[A]

qui transforme la graduation de S>^ en la graduation opposée à celle de Q.^.
Démonstration. - Choisissons des coordonnées locales (x, x t t\ àe Y

telles que Y=^0} et que les coordonnées (r, . . .. ,,) soient linéaî s. ' ' ' " <)

9

Alors ex= ^ î,D,; et les opérateurs de 3>^[m} s'écrivent :

p= £ a^(y)D^Dï.
I P I - l Y l = m

On vérifie donc immédiatement que ^[w] <= F^x et que si
(Xi, .. ., x,, Ti, . . ., T,) sont les coordonnées de A induites par (x, t) l'image de P dans
Tto* °e^ [ - m] est égale à

(5•l•l) • <P(P)= £ ^OW-D^.
I P I - l Y l = m

(On voit que <p n'est autre que la transformation de Fourier).
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DÉFINITION 5.1.2. — (i) La fîltration F'_^^[X] est définie sur ^x] | \=P*^mPar

VfeeZ , F^^x^ ® P^^wW'
m ^ k

(ii) 5ï P est un opérateur de p^ ̂ x] on définit le sous-ensemble S~ (P) de R2 par :

(^n)^S-(P) o 3(fe,OeZ2 , k>^l<K+^ PeFZ^xi+^xu.

(iii) On notë N~(P) l'enveloppe convexe de S~(P) (partie négative du polygone de
Ne\vton de P).

Soient S^(P) et N^(P) les sous-ensembles de (R2 définis au paragraphe 2.2 pour
A=TÇX.

On pose S+(P)=S^(P) ^ N+(P)=N^(P) et on définit encore S(P)=S+(P) H S-(P)
et N(P)=N+(P)nN-(P).

N(P) est le polygone de Newton de P, c'est un sous-ensemble de IR2 stable par les
translations (X, n) ->Ck—a, [i) pour a ̂  0.

Remarque. — Si P est un opérateur de ^x (lul nîest P^ dans Qi^, c'est-à-dire si un
des coefficients de P n'est pas polynomial, on a N(P) =N'^ (P) (ce qui justifie les notations
du paragraphe 2).

Soit r un nombre rationnel ou r= ± oo et (p, q)eZ x F^j, p et q premiers entre eux tels
que r=p/q [si r= ± oo on prend (p, <?)=(± 1, 0)].

DÉFINITION 5.1.3. — La filtration F^ Q)^ est donnée par :

V k e Z , F^^x]={P^*^lx]/N(P)c{()l,^l)eR2^^l+ç?l^k}}.

(Pour r ^ 1 la filtration F^ est la filtration ¥\ y du paragraphe 3.2).
Notons ^[T*A/Y] 1e sous-faisceau de ^[T*A] des fonctions holomorphes sur T*A et

polynomiales dans les fibres de

TT: T*A=T*(TÇX)->Y

et

^ A/Y] (^ J) = ̂ rP A/Y] H ̂  A] ft 7).

Les résultats du paragraphe 2.2 s'étendent mutatis mutandis au cas r < 1 et en
particulier on a pour — oo < r < + oo des isomorphismes

gr^x]= ® ÎT*<VA/YA^
pn+(î-pU=k

Pour r=-oo, on g^-^m=^^w
De même on montre :

PROPOSITION 5.1.4. — (i) Pour tout r, — o o ^ r ^ + o o , ( a filtration F^[X] êst ^oethé-
rienne.
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(ii) Si M est un 3 ̂ -module cohérent muni cTune bonne ¥^3^fîltration, le gradué
associé gïp^ est un gîp^^-module cohérent.

Si r ^ ± oo, grp^pq ^ n* ^[T* A/Y] donc 7l-1 g^^ définit un cycle analytique de T* A
qui est indépendant du choix de la bonne filtration d'après [25], chap. II
proposition 1.3.1.

Nous noterons S^e^) ce cycle et ̂ {M} son support.
Comme au paragraphe 3.2 on peut définir des filtrations G'+ et G'_ sur

grp^pc] ̂  ît* ^[T*A/Y] suivant les formules (3.2.1) et (3.2.2) et étendre à tout r ^ ± oo
la définition 3.2.4 des cycles Ch^^) et Ç^\M\

Enfin lorsque r = ± oo, la proposition 5.1.1 montre que F on a des isomorphismes
grp_ ^x] ̂  ^O^IA] ̂  gï'F ^[xi et sl ^ est un ^^-"^dule cohérent muni d'une bonne
F^xj-filtration ( r=± oo), nous noterons Ch(r)(^)=Ch{r}(^) le cycle caractéristique
de gr? M considéré comme KQ» ̂ ^j-module cohérent.

Nous avons ainsi défini les cycles analytiques bihomogènes Ch^^) et Ch^^) de
T*A pour tout re[—oo, +oo], ainsi que leurs supports Ch^^) et Ch^ÇJ^).

PROPOSITION 5.1.5. — Si M est un 3 ̂ -module cohérent et si A=TÇX, alors pour tout
r > 1 on a :

Ch<r)(^)=Chy(^x®^x]t^)

et

Ch^ (^) = Ch^ (@x ®^ ̂ \

Démonstration, - II suffit de remarquer que ^x et ^m ont le même complété pour
les filtrations F^ ^x et ^^ix] et d'appliquer alors le lemme 2. 6.0 de [15].

Nous dirons que r est un indice critique de Ji en un point x de A si r est égal à + oo
ou à -oo ou si r est un nombre rationnel tel que les variétés Ch^e^), Ch^^) et
S^ (J^) soient distinctes au voisinage de n~1 (x) (n : T* A -> A).

THÉORÈME 5.1.6. — L'ensemble des indices critiques d'un Qi^-module cohérent est fini
sur tout compact de A.

Démonstration. — Si r ^ 1, le théorème se déduit immédiatement du théorème 3.4.1
et de la proposition 5.1.5.

Il reste à étudier le cas r ^ 1. Comme nous l'avons vu dans la démonstration du
théorème 3.4.1, il suffit de montrer que si ^ est un idéal cohérent de ^x]» iï existe un

nombre fini d'opérateurs Pi, . . ., PN de ^ tels que pour tout r, (^(JQ soit engendré
par les fonctions o^Pi), . . . . CT^PN). (a^) désigne le ̂  ̂ -module engendré par
les fonctions 0^(0) pour Q élément de JQ.

Fixons un système de coordonnées locales (x^ . . ., x^ t^ . . .tq) de X telles que
Y = { ^ = . . . =t =0}, alors A a pour coordonnées (x^, . . ., x^, TI, . . ., T^) et
T*A (X,T,X*,T*).

Notons K=^x][rf1, . . ., Ç1] l'anneau des fonctions méromorphes sur
{ti=0} U . . . {t,=0} et K^x]=K®^x] ̂ [XI-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



430 Y. LAURENT

II est clair que l'on peut encore définir les filtrations F^ sur l'anneau K^xp Le gradué
associé sera le localisé le long de {TÎ'=O} U • . • {ï^=0} du gradué de ^xj, c'est-à-dire
l'anneau K=^A]M~1 , . . •^î~1].

D'autre part on peut définir sur K^pq ^ transformation v|/ associée au changement
de variables s^= l/t( pour i= 1, . . ., q. On aura \|/(^.)== 1/s^ et \|/(D^)= —sf D .̂, on constate
que \|/ échange les filtrations F^K^x] et ^i-r^^ixv

Soit ^r un idéal cohérent de K^[X], il existe un idéal ^ de ^pq tel que ,/==K (gï^x,^
et donc il existe des opérateurs P^, . . ., PN de / Ç\ Q^ tels que pour tout r ^ 1, a^^^)
soit engendré par (J^P^), . . ., CT^PN). Grâce à la transformation \|/ on a encore le
même résultat pour r ^ 1.

Si ^ est un idéal cohérent de ^x]» il existe donc des opérateurs P^ . . ., PN de ̂  tels
que pour tout- re]-oo, +oo[, 0^(10(8)^)= Kg) o^^) soit engendré par
a^(PO, . . . , (T^(PN).

Il existe donc un nombre fini d'indices r^, . . ., r^ tels que en dehors des hypersurfaces
T? =0, . . ., T^ =0 les variétés ̂ {M} et Ch^(^) soient distinctes. En faisant un change-
ment de variables sur (t^ . . ., t^ on déplace ces hypersurfaces et on voit que le résultat
est vrai en dehors de la variété Tf= . . . =T^==O.

Pour terminer la démonstration on considère le fibre X =X x C sur la même base Y et
le Q^-module M = M (§) (9^.

Il est facile de voir que pour tout r on a :

Ch^ (JQ = Ch^ (JT) x {(a, a*) e T* (Tfo} C)/a = 0}

et

2^ (J<) = E^ (̂ ) x {(a, a*) e T* (Tfo) C)/a = 0}.

D'après ce qui précède le théorème est vrai pour M en dehors de <j*==0 donc il est
vrai pour M.

PROPOSITION 5.1.7. — (i) Pour r e ]— oo, + oo[, E00^) est un sous-ensemble analytique
involutif de T* A.

(ii) Pour re[—oo, -hoo], Ch0'^^) et Ch^^) sont des sous-ensembles analytiques
involutifs bihomogènes de T* A.

Démonstration. — Le point (i) se montre en appliquant le théorème I" de Gabber [4].
Or d'après le théorème 5.1.6, pour tout r il existe r' tel que Ch^.^^Z0''̂ .^)
(cf. démonstration de la proposition 3.5.2) et de même il existe r" tel que
Ch^ (^) = ̂ (rff) (^) ce qui montre (ii).

Remarquons encore que puisque X est un fibre vectoriel sur Y on a un isomorphisme

X -^TyX. Or comme nous l'avons vu au paragraphe 2.1 on a aussi un isomorphisme

canonique T* (Ty X) -^ T* (TÇ X) donc si A=TÇX on a un isomorphisme T*X ^ T*A
et il est facile de voir que par cet isomorphisme on échange ^^(Jï) et la variété
caractéristique de M Ch {M} = Ch (^x ®^xi ̂ )-
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Nous allons à présent montrer l'analogue du théorème 4.1.1. La dimension que nous
devons considérer ici n'est plus la dimension locale de la variété caractéristique mais la
dimension globale de cette variété sur les fibres de p : X -> Y.

Soient KQ : T* X -+ Y et n : T* A -> Y les projections canoniques (A = T$ X).
Si S est un ensemble analytique notons ri (S; x) la dimension locale de S au point x.
Pour M 2^-moduïe cohérent et y e Y posons :

^(^)=^sup {d(Ch(^);x)}
no(x)=y

et pour -oo < r < +00 ^(e^Q-jsup {à^{M}\ x)}.
n(x)=y

D'après la remarque ci-dessus on a toujours dyÇ^^d^^).

THÉORÈME 5.1.7. — Pour tout 2^-module cohérent M, tout point y de Y et tout r tel
que — oo < r <+ oo on a :

d y ^ ^ d y ^ )

(avec égalité pour re[0, 1]).
Démonstration :
1. Cas 0 ̂  r ^ 1.
Si re[0, l], on a F^pQ==0 pour k < 0, c'est-à-dire que la filtration F^ est alors discrète

au sens de Bjôrk [2], chap. 2.
D'après le théorème 7.1, chap. 2 de [2], à^{M} est alors le plus grand entier à tel

que (^xt^^Çjy, ̂ xj) soit non nul surp"1^).
dy(^) est donc indépendant de re[0, 1].
(Remarquons que dans l'appendice du chapitre 2 de [2], Bjôrk montre l'égalité ci-dessus

pour r= 1/2 et r= 1 lorsque Y est un point).
2. Cas r > 1.
Dans ce cas on se ramène immédiatement au théorème 4.1.1 par la proposition 5.1.5.
3. Casr<0.
Nous allons nous ramener au cas précédent en utilisant la transformation (p de la

proposition 5.1.1.
A est un fibre vectoriel sur Y donc on peut considérer les filtrations F^^j et la

formule 5.1.1 montre immédiatement que pour tout k et tout r on a :

(p(F^)=FÏ.^.

On en déduit que pour tout ^xj-module cohérent M et tout r e ]— oo, + oo[ on a :

^(^^-^((pG^)).

Si r < 0, on a 1 —r > 1 donc d'après le cas 2 :

dy {M} = ̂  -r) (q> (^)) ^ d, ((p (^)) = d^ ((p (^)) == d^ (e^).
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COROLLAIRE 5.1.8. — Soit M un Qs ̂ -module holonôme en tout point de X (î. e. la
variété caractéristique de ^xS^rxi^ est lagrangienne).

Alors pour tout r, les ensembles Ch0'^^), Ch^^) et S00^) sont des sous-ensembles
analytiques lagrangiens de T* A.

Le corollaire 5.1.8 montre que F on peut étendre les résultats du paragraphe 4.3 au
cas r ^ 1 :

Notons, comme au paragraphe 4.3, 9^ le symbole principal du champ d'Euler e^ de
A et (9^ le faisceau des fonctions holomorphes sur A, polynomiales dans les fibres de
p : A-^Y.

COROLLAIRE 5 .1 .9 . —Soient M un 2^-module holonôme sur X, re]—oo, -hoo[ et
^\M une bonne ^Qi^-fîltration.

Pour tout ouvert relativement compact V de Y, il existe un polynôme b^(T)e(P^[T],
dont les coefficients sont premiers entre eux si r ^ 0, tel que

fcr(9A)(grF^)=0 surp-1^).

(La démonstration est identique à celle du théorème 4. 3.2, et du corollaire 4.3.3 sauf
pour le point c du théorème qui n'est vrai que si r + 0.)

Il reste à étudier le cas r = — o o . Mais comme on Fa vu dans la démonstration du
théorème 5.1.7, la transformation (p permet de ramener ce cas à r= +00 et alors le
théorème 4.2.1 donne :

PROPOSITION 5.1.10. — Soient M un Q)^-module holonôme sur X et ¥ _ ^ M une bonne
¥_^^^-filtration.

Pour tout ouvert relativement compact V de Y, il existe un polynôme h (T) e C [T] tel que
sur p ' 1 ^ on ait :

VfeeZ, b(^-fe)(grSL^)=0.

5.2. THÉORÈME D'ÉQUIVALENCE. — Nous montrons ici un théorème d'équivalence entre
variétés lagrangiennes munies d'un opérateur microdifférentiel particulier (proposition
5.2.2) qui nous permettra ensuite de microlocaliser les constructions du paragraphe 5.1.

Soient X une variété analytique complexe et A une sous-variété lagrangienne homogène
lisse de T*A. Soit e^ le champ d'Euler de A.

DÉFINITION 5.2.1. — Un opérateur microdifférentiel 0 sera dit adapté a A si © est
d'ordre 1 et si son image dans gr^^x^^A) est ég^ à (—e^— 1).

Un opérateur © est donc adapté à A si et seulement si :
(i) © est un opérateur d'ordre 1;
(ii) dans un système de coordonnées son symbole ©=9^ (x, Ç)+9o(x, Ç)+ . . . vérifie :
(a) 9^=Oet9o|A==0

(b) J9i =o)x module I^Q1

(û)x est ^a 1-forme canonique de T*X et 1̂  l'idéal de définition de A).
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Sous cette forme la définition 5.1 est très voisine de celle de [11].

PROPOSITION 5.2.2. — Soient © et ©/ deux opérateurs microdifférentiels adaptés à une
variété lagrangienne A.

Il existe une transformation canonique quantifiée qui conserve A et qui transforme © en
©/.

On peut supposer de plus que l'isomorphisme induit par cette transformation sur
^FA^X^^A) est l'identité et dans ce cas la transformation canonique quantifiée est unique.

Pour montrer cette proposition nous devons rappeler un résultat sur les équations de
type de Fuchs :

LEMME 5.2.3. —Soit u un champ de vecteur sur X^^xC^, muni des coordonnées
(xi, . . ., x^ y^ . . ., V p ) qui est de la forme :

"= Z ̂ + Z ̂  Y)^ f b,(x, y ) 8

i=i Sx, ,=i ôx, j = i 8yj

où les fonctions a, (i= 1, . . ., n) [resp. bj (j= 1, . . ., p)} sont des fonctions holomorphes
définies près de (0, 0) qui s'annulent à l'ordre 2 (resp. à l'ordre 1) sur la sous-variété
Y={(x,^)GX/x=0}.

Alors pour toute fonction g(x, y) nulle sur Y, toute fonction (p(>) holomorphe sur Y et
tout n-uplet (\|/i (y), . . ., \|̂  (y)) de fonctions holomorphes sur Y, les systèmes :

(5.1) J u^^
U(^y)\^o=^>(y)

(5.2) { ^=f

f^ >U=o=0, ^(x, >0|,=o=^(j), fe=l, . . ., n
ôx,,

ont chacun une et seule solution holomorphe près de (0, 0).

Démonstration. - Notons 0^, y l'espace des séries formelles /= ^ /„ (y) x" où les
a 6 M"

fonctions fy^ sont holomorphes sur un même ouvert de Y.
D'après Bengel-Gérard [1] (théorèmes 3.3 et 4.4) si /G ̂ x | Y vérifie u (f) = 0 ou u (f) ==/,

elle est holomorphe au voisinage de (0, 0). Il suffit donc de montrer le lemme 5.3 dans
^X|Y.

Développant les fonctions a^x, y) et bj(x, y) en séries de Taylor en x on vérifie
immédiatement l'existence et l'unicité des fonctions/,. Par exemple dans le cas de (1) on
aura :

/oOO^OO
puis pour ( a [ > 0, /„ sera combinaison linéaire des fonctions /p telles que [ P | < [ a |.

LEMME 5.2.4.—Soient X une variété analytique complexe munie de coordonnées
(x^ . . ., x^ t) et A le conormal à l'hyper sur face {t=0}, i.e. A={(x, t, Ç, ï)eT*X/r=0,
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Ç=0}. On se place au voisinage de A en dehors de la section nulle c'est-à-dire que l'on
suppose T^O.

Soit /(x, î, i;, ï)==î+^(x, î, £,, ï) où q est une fonction holomorphe homogène de degré
0 en (Ç, ï), nulle à F ordre 2 sur A.

J? ^xfs^ une transformation canonique homogène (unique) qui se réduit à l'identité sur A
et qui transforme la fonction f(x, t, Ïy, ï) T en t T.

Démonstration. — Cherchons cette transformation sous la forme

(x, î, Ç, ï) -^ (x, ï, Ç, î).

On veut îî==ï/(x, t, i;, r) on aura donc :

î=af et î^
a

avec a homogène de degré 0 en (Ç, ï) et o|^= 1.
L'équation {ï, î} = 1 donne :

1={Ï, ?}={', ^l= l^^(a^-T{a,/}1
[a J a|_<^ J

soit puisque f= t+q :

ôa 8a Sa Sa _ _ . . .
î—4-^—+â-—-T—+TH,(a)=0

3î ôt 3î 3ï

(H désigne le champ hamiltonien de q donc par définition H^ (a)=={q, a] ).
Si a est homogène de degré 0 on aura

( „ 8 n „ ô \ ôa „ Sa .
en notant Ç—= Y ^— , T — + ^ — = = Os^ A ^/ 8t s^

et a devra vérifier les équations suivantes :

. -, Sa - S a Sa Sa __ , . -
(5.3) y^^a+yxH,(a)=0

(5.4) a |^o .^=o=l-

D'après le lemme 5.2.3, il existe une et une seule fonction a vérifiant ces équations.
Le champ de vecteur T(Ô/ÔT)+^(^/ÔÇ) commute avec l'opérateur de (5.3) car q est

homogène de degré 0 en (^, r) donc t(SalS'€)-\-^(SalSî^ vérifie l'équation (5. 3) avec une
trace nulle sur A, l'unicité de la solution du lemme 5. 3 montre que T(ôa/3T)+Ç(ôa/ôÇ)=0
c'est-à-dire que a est homogène de degré 0 en (^, r).

Si ï=afet î==T/a avec a solution de (5.3)-(5.4) on a donc {î, î}=l, 1 est homogène
de degré 0 et T homogène de degré 1 en (Ç, ï), enfin Î|A=^-
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On aura

"-' H".a ôt a-

Hr= û H^+/H., = - a - + a H,+/H,
CT

et donc

ÎH^+ÎH^^-T-^+^-^+TH,
8t ÔT ôt

9 . 3Posons u ==r—+Ç—-j-g—4-T;H^, alors sur les fonctions homogènes de degré ^ en
ôt 8e, ôt

(Ç, r) on aura :

tH~+ÎHr=M-À-.

Appliquant de nouveau le lemme 5.3, on voit qu'il existe des fonctions uniques
îi, . . ., x^ ^, . . ., ̂  qui vérifient :

=1

. , \uÇi=l,...,n ^
i^i

"(?.)=?.
Ê -0 ôli

îsi

 A-o' r̂
^—O, k^i.

x,)=0

A=^>

-0, %

«ÎÇ,

\ aç,
Comme pour la fonction a, les équations précédentes impliquent que les fonctions x,,

i= 1, . . ., n (resp. .̂, f = 1, . . ., n) sont homogènes de degré 0 (cesp. de degré 1) en (Ç, r).
De plus H(-commute avec ÎH;+ÏH^ on aura donc, pour tout i, u(H^(Jc,))=0 et

Hr(^i)|A=0. L'unicité de la solution des ces équations donne donc H^(x.)=0 et donc
H;(x,)=0.

On montrerait de même que, pour tout i, H;(^)=0 et H^,)=0 puisque les crochets
de Poisson {x,, x,}, {Çf , Ç,}, {^, ^} sont nuls pour tout (1,7) sauf {^, Je;} qui vaut 1
pour i=l , ' . . ., n.

Nous avons donc défini des coordonnées symplectiques (x, î, Ç, î) telles que ÎÏ=/T et
(x, î, ^, î)=(x, t, Ç, T) sur A.

De plus la démonstration a montré que les fonctions (ï, î, je) et par conséquent Ç sont
déterminées de manière unique.

Démonstration de la proposition 5.2.2. - Plaçons nous tout d'abord en dehors de la
section nulle de T* X. Par une transformation canonique quantifiée on peut transformer
A en Ao=={(x, t, ̂  x)eT*X/t=0, ^=0} avec (x, t)=(x^ . . ., ^, t).
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On peut alors supposer que ©/ == t D(.
Le symbole principal de © vérifie les hypothèses du lemme 5.2.4 donc après une

nouvelle transformation canonique quantifiée on peut supposer que le symbole principal
de © est égal à ÎT.

Pour terminer la démonstration, il suffit à présent de montrer qu'il existe un opérateur
microdifférentiel R inversible d'ordre 0 près de A tel que R ©=tD^R.

Tout opérateur microdifférentiel R d'ordre 0 défini au voisinage de A peut s'écrire
sous la forme :

R(x, t, D,, D,)= ^ R,(x, D,, rD,)D^
j^o

où Rj est un opérateur différentiel d'ordre au plus j. Inversement une telle série définit
un opérateur microdifférentiel au voisinage de A si et seulement si il existe des constantes
CQ, Ci et ô strictement positives telles que :

V^O, N(R,D^,5)^CoC{

N (P, T) désignant la norme formelle de Boutet de Monvel-Kree [3].
De même les hypothèses faites sur © permettent d'écrire :

©=tD,+ZQ,(x,D,,tD,)D^.
j>o

(On a Qo=0 car © et tD^ ont même image dans gr^^x).
L'équation R © = t D( R devient :

V;>0, 7'IW^ Z R.D^Q^D^.
Oïk<j

Prenant Ro = 1, on peut ainsi déterminer R^ par récurrence sur j et la norme formelle
étant multiplicative on aura :

N(R,D,-<8)^ ^ ^R.D^^Q^D^Ô)
J 0^k<j

donc si N(0^^', 8)^CoC{, N(R,D,-7, ô) vérifiera la même relation et donc
R=ï, ^H^ est bien ^n opérateur microdifférentiel d'ordre 0, il est inversible près de

j^o

A car Ro=l.
Puisque R() = 1, l'isomorphisme induit sur Q)^ est l'identité.
Inversement si R() induit l'identité sur Q)^ il est constant donc R est déterminé à une

constance multiplicative près et la transformation P -> R ~1 PR est unique.
Il reste à étudier le cas de la section nulle. Dans ce cas A est le conormal à une

sous-variété de X et on peut donc supposer que A=T$X avec Y={(x i , . . ., x^
t^ . . ., tp)eX/t=0}. On vérifie facilement qu'il existe un changement de variables qui
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transforme © en ©o==^i—+ (P(X» 0 avec ^(^ 0)=0. Alors si a(x, t) est la fonction
8ti

qui vérifie ©o(a)==0, a(x, 0)=1, on aura a^Qo a=tD^.
On remarque donc que sur la section nulle la transformation de la proposition 5.2 est

composée d'un changement de variables et de la conjugaison par une fonction inversible
ce qui rentre dans le cadre des transformations canoniques quantifiées.

COROLLAIRE 5.2.5. —Soient A et A' deux sous-variétés lagrangiennes de T*X, © et
©/ des opérateurs microdifférentiels adaptés respectivement à A et à A\ a et a' des points
de A et A" respectivement situés hors de la section nulle de T* X.

Alors il existe une transformation canonique quantifiée d'un voisinage de a sur un
voisinage de a" qui envoie A sur A' et © sur ©/.

5. 3. POLYGONE DE NEWTON DES OPÉRATEURS MICRODIFFÉRENTIELS. — Soient X Une

variété analytique complexe et A une sous-variété lagrangienne homogène lisse de T* X.
Soit © un opérateur microdifférentiel adapté à A (définition 5.2.1).
Pour tout entier m e Z on pose :

^x,e[w]={Pe<?x/[®. P]=mP}

^x,©= © ^x.eM-
m 6 Z

Le faisceau <^x, e est un sous-faisceau d'anneaux de <^x (!111 est uluni de la graduation
©<^x,®[w] et de la filtration (^x,e,m)mez ii^uite par la filtration usuelle par l'ordre de
<^x? on PG111 donc généraliser les définitions du paragraphe 5.1:

DÉFINITION 5.3.1. — (a) Le faisceau <^x, @ [ A est ^uni de la filtration F"_ ̂  <^x, e:

VkeZ, F^x,^® <W^]|A.
m^k

(b) Si P est un élément de <?x, e rf^/îwi ÛM voisinage de A, S~ (P) ̂  ?e sous-ensemble de
R2 défini par :

(?l,H)^S-(P) o 3(fe,!)eZ2, fe>n,;<^+H, PeFl^^x.e+^x.e.i) IA.

(c) N~(P) ^sr l'enveloppe convexe de S~(P), N+(P) est égal au polygone de Newton
N^(P) du paragraphe 2.2 et enfin N(P) =N4" (P) H N~ (P).

(d) Si r=p/q avec p et q premiers entre eux et q^O la filtration F^x, e est définie par :

VfeeZ, F^x.e={Pe^x.e|A/N(P)c={(5i, ^e^/p^-^-q^k}}.

Si l'on se place dans la situation du paragraphe 5.1, c'est-à-dire si X est un fibre
vectoriel de base Y, on peut prendre A=T$X et ©o=^x (champ d'Euler du fibre
vectoriel) et on notera alors (^xj = <^x, eo- ^)ans ce cas là restriction à la section nulle de
T*X du faisceau ^x] es^ le faisceau ^pq du paragraphe 5.1.

Fixons des coordonnées locales (;q, . . ., x^ t^ . . ., tq) de X telles que Y = = { r = 0 } et
que (îi, . . ., ty) soient des coordonnées linéaires des fibres de p : X -^ Y. Les opérateurs
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de <?pq définis près de A=TÇX sont les opérateurs de <^x dont le symbole
P= ^ P^(x, r, ^, ï) dans les coordonées ci-dessus est tel que les fonctions P, sont

j^m

polynomiales en t et non nulles seulement pour un nombre fini de j.
En particulier lorsque X est un fibre vectoriel de rang 1, on a ^x] CT IA = ̂ o 1 ̂ [x] [0]

(KQ : A ->• X) et pour tout opérateur de <^x] | A il existe m tel que D" P soit dans
Tio1^]-

Les résultats du paragraphe précédent montrent que en dehors de la section nulle de
T* X on peut toujours échanger (localement) deux couples (A, ©) et (A", ©') de variétés
lagrangiennes munies d'opérateurs microdifférentiels adaptés par une transformation
canonique quantifiée.

Dans les démonstrations qui vont suivre on pourra donc toujours se ramener au cas
particulier où A est le fibre conormal T$X pour un fibre vectoriel X de rang 1 sur Y et
où © est le champ d'Euler associé.

Pour ce qui est du voisinage de la section nulle, A est alors de la forme TÇX pour Y
sous-variété de X et on peut par un changement de variables (proposition 5.2.2), se
ramener à X fibre vectoriel sur Y (plus nécessairement de rang 1) et à © champ d'Euler
de X, c'est-à-dire à la situation étudiée dans le paragraphe 5.1.

Considérons tout d'abord le cas d'un fibre vectoriel X de rang 1 sur Y.
Comme nous l'avons vu ci-dessus, pour tout opérateur P de <^[X]|A il existe m e N tel

que D^PeTtç1 ̂ pq, on en déduit facilement le lemme suivant :

LEMME 5.3.2. — Soient X un fibre vectoriel de rang 1 sur Y, A=TÇX, et KQ: A-)-Y
la projection canonique.

(a) <f[x] | A est P^ sur ̂  1 (^[x] | v) et cohérent.
(b) Si M est un é^^-module cohérent défini près de A il existe un 2^-module cohérent

^ tel que :

( 5 . 3 . 1 ) ^|A=(^X]|A)®no- l(^Xl|Y)(TC01^|Y).

(c) Soient M un ê'^-module cohérent et ^ un ^^-module cohérent qui vérifient (5.3.1).
Soit ¥'yjy une bonne F* ^^-fîltration sur M\^ et ¥\^V la bonne ¥\ Q^^-filtration

qu'elle induit sur ^ \ y. On a alors :

gr^ M = (gr^ <^[x]) ®(.o-1 grp, ̂  (^o ̂  ̂ )'

Revenons à présent au cas général :

PROPOSITION 5.3.3. — Soient A une sous-variété lagrangienne de T* X et © un opéra-
teur microdifférentiel adapté à A.

(a) Pour tout r 6 Q (r -^ ± oo), on a

^F^x.e^rr+A]-

En particulier si r > 1 on a grp <^x, e = ̂ FA ^x-
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W giFA 0 = g^F-A Q = g^FA ^X ̂ (A)-

(Rappelons que Tisomorphisme grpA^x^^A) n'est défini qu'à un automorphisme intérieur
près).

PROPOSITION 5.3.4. — Soient r rationnel, r -^ ± oo, M un <^x, © | ^-module cohérent et
F^ M une bonne F^ <^x, e-filtration de M.

Alors gTp^ est un (9^^ ^-module cohérent et le cycle analytique S0'̂ ^) qui lui est
associé est indépendant du choix de la bonne fîltration.

De plus si r>l , on a î^ (^)=£y(^x®^x e°^ (où le deuxième cycle est celui du
paragraphe 3.2).

Ces deux propositions se montrent sans difficulté en se ramenant au cas d'un fibre
vectoriel de rang 1 puis en utilisant le lemme 5.3.2 et les résultats du paragraphe 5.1.

Les formules (3.2.1) et (3.2.2) définissent des filtrations G+ et G_ sur gr?^. <?x.e ̂ i
permettent de définir les cycles analytiques C}l{r}(^) et Ch^ÇJ^) suivant la définition
3.2.4.

Enfin lorsque r= ± oo, on définit Ch^Ç^f) comme cycle caractéristique du ^^-module
gr? ̂  associé à une bonne F^ (^^ Q-filirsition de Ji. (Ici encore le cycle ne dépend pas
du choix de la bonne filtration).

S^^), Ch^ (Je) et Ch^ (^) désignant respectivement les supports des cycles analyti-
ques Î^G^O, Ch^G^O et Ch^^).

PROPOSITION 5.3.5. — Soit M un <^x, @ [ ^-module cohérent.
(i) Pour tout r rationnel, ^±00, ^(e^) est un sous-ensemble analytique involutif de

T^A.
(ii) Pour tout r, —oo^r^ +00, Ch^Çjy) et C}\{r}(^) sont des sous-ensembles analyti-

ques involutifs bihomogènes de T* A.

Pour M <^x, @ | A-1110^11^ cohérent et y e A nous poserons :

^(^)=sup{rfe^xtj^(^, <^x,e)^0}

(n est la dimension de X)

et pour — oo < r < + oo, n projection T* A -> A :

^(J^ sup {dÇL^^); x)}.
n(x)=y

Remarque 5.3.6. — Si X est un fibre vectoriel de base Y, la projection p : X -> Y
définit une structure de fibre vectoriel p : T* X -+ A = TÇ X et dans ce cas on a :

rfy(^)=j5up {rf(Ch(<?x®^x]^0;^}.
P(x)=y

Pour montrer ce résultat on utilise le lemmme 5.3.2 si X est de rang 1 et on ramène
le cas général à ce cas particulier en remarquant que si p : X -> Y et p ' : X' -^ Y' sont des
fibres vectoriels on peut définir une transformation canonique qui échange A==T^X et
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A' = Tî, X' et qui est définie globalement dans les fibres de p : T* X -> A et p ' : T* X -> A',
il s'agit d'une transformation de Legendre partielle (cf. [24], chap. II, exemple 3.3.4).

THÉORÈME 5.3.7. — Pour tout <^x, ̂ -module cohérent M^ tout point y e A et tout r tel
que — oo < r + oo on a :

d^(M}^à^M\

(Comme précédemment ce théorème se ramène au théorème 5.1.7 par transformation
canonique quantifiée et utilisation du lemme 5.3.2.)

On dira qu'un <^x, ©-module Ji est holonome sur un ouvert V de A si dy(^)=dimX
pour y e V.

Dans le cas d'un fibre vectoriel p : X -> Y, cela signifie encore que le ^^-modu\e
^x®<? EX] ̂  est holonome sur p ~ 1 (V).

Du théorème 5.3.7 on déduit que les corollaires 5.1.8 et 5.1.9 et la proposition
5.1.10 sont encore vrais pour les ^x, e-modules holonomes et donc que l'on a encore
existence de b-î onctions pour tout r.
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