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Introduction

Soit A une sous-variété lagrangienne homogéne du fibré cotangent a une variété
analytique complexe X. Nous voulons, dans cet article, définir plusieurs invariants
attachés soit 4 un opérateur différentiel (ou microdifférentiel) a coefficients analytiques
soit & un systéeme d’équations aux dérivées partielles défini au voisinage de A. Ces
invariants sont conservés en particulier par les transformations canoniques quantifiées
et, comme nous le montrerons ultérieurement [17], déterminent le développement asymp-
totique des solutions du systéme au voisinage de A.

Cette situation a été étudiée en détails dans le cas d’une variété de dimension 1 par
Ramis [23] (aprés les travaux de Malgrange sur l'irrégularité [20], [21]). La situation est
beaucoup plus simple en dimension 1, d’une part parce que A est alors nécessairement le
fibré conormal a un point et d’autre part parce que I’étude des systémes d’équations se
raméne a celle des opérateurs. Ramis définit le polygone de Newton d’un opérateur
difféerentiel (ou d’un systéme d’équations différentielles) et montre que sur ce polygdne
on peut lire les indices de cet opérateur quand il agit sur les différents espaces d’ultradistri-
butions a support ponctuel et de séries formelles.

En fait, ce polygdne est un sous-ensemble de @* qui se décompose en deux parties. La
premiére, que nous appellerons dans la suite « partie positive », caractérise les solutions
séries formelles non convergentes de I’équation. En particulier si ’équation est « a
singularités réguliéres », cette partie positive disparait et, comme on le sait, toute solution
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392 Y. LAURENT

série formelle de I’équation est convergente. La deuxiéme, la « partie négative », n’est
définie que pour les opérateurs a coefficients polynomiaux. Ramis montre qu’elle caracté-
rise le type exponentiel des solutions entiéres de I’équation.

Dans [15], nous avions utilisé 1a théorie des opérateurs « 2-micro-différentiels » pour
¢tudier le cas de plusieurs variables. Nous avions défini le polygone de Newton d’un
opérateur microdifférentiel au voisinage de la variété lagrangienne A (en fait seulement
la « partie positive » de ce polygone) et pour les systémes d’équations c’est-a-dire les
9x-modules et les &x-modules cohérents, nous avions associ€ une variété
« microcaractéristique » a chaque couple (r, s) de rationnels tels que 1<s<r+oo. Ces
variétés microcaractéristiques sont des sous-ensembles analytiques involutifs du fibré
cotangent T* A a la variété A. Enfin nous avions montré comment dans certains cas
particuliers (A fibré conormal a un point) la croissance des solutions séries formelles du
systéme est déterminée par ces vari€tés microcaractéristiques.

En considérant, pour chaque entier m, ’ensemble des opérateurs dont le polygone de
Newton est contenu dans un demi-plan {(i, k)e R* /k<m} on définit une filtration de
I’anneau des opérateurs différentiels qui n’est autre que la filtration de Kashiwara [9].
Utilisant cette remarque Laumon [14], a redéfinit le polygone de Newton d’un opérateur
et les variétés microcaractéristiques d’un systéme a partir de la filtration de Kashiwara
et de la filtration usuelle par I'ordre des opérateurs. Se plagant dans le cadre de la
géomeétrie algébrique, il s’est limité aux opérateurs différentiels et aux variétés A qui sont
le fibré conormal a une sous-variété de la variété de base X. (Sur ce sujet voir aussi
Sabbah [26] et Malgrange [19], [21].)

Nous reprenons ici cette construction dans le cadre microlocal. Nous redéfinissons
donc tout d’abord la filtration de Kashiwara pour les opérateurs microdifférentiels au
voisinage d’une sous-variété lagrangienne homogéne A quelconque, puis, a ’aide de cette
filtration et de la filtration usuelle par I’ordre, nous redéfinissons le polygone de Newton
d’un opérateur microdifférentiel (cette nouvelle construction est plus simple que celle
de [15], en particulier elle donne immédiatement I'invariance du polygone de Newton par
transformation canonique quantifiée).

Ce polygone définit, pour chaque r rationnel supérieur ou égal a 1 ou r= + oo, une
filtration sur le faisceau &y des opérateurs microdifférentiels (le cas d’un nombre r non
rationnel ne présente gueére d’intérét car les sommets du polygone de Newton sont a
coordonnées entiéres).

Si r=+ o0, la filtration est celle de Kashiwara. Nous montrons que le gradué de &x
pour cette filtration s’identifie a 'anneau 9,,, des opérateurs différentiels sur A dont les
coefficients sont des sommes finies de fonctions holomorphes homogénes sur A. Si . est
un &x-module cohérent muni d’une « bonne filtration » son gradué est alors un 9 ,,-
module cohérent dont la variété caractéristique est un sous-ensemble bihomogéne de
T* A que nous noterons Ch{® (.#).

Si r=1, la filtration est la filtration usuelle par I’ordre tandis que, pour 1 <r< + o0, le
gradué de &y s’identifie 4 I'anneau Oy.,; des sommes finies de fonctions bihomogénes
sur T* A polynomiales dans les fibres de T*A — A. Si ./ est un &y-module cohérent
muni d’une « bonne filtration », (pour la r-filtration de &y) son gradué est un
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POLYGONE DE NEWTON ET 56-FONCTIONS 393

Oprpmodule cohérent et définit donc un sous-ensemble analytique O (.#) (qui n’est
pas homogéne). Le cone tangent de X, (.#) le long de la section nulle de T* A est une
sous-variété bihomogéne de T*A que nous noterons Chy’}(.#). On constate que les
variétés Chi} (.#) sont les variétés microcaractéristiques de [15].

Toutes ces variétés sont des sous-ensembles analytiques involutifs de T* A.

Le résultat central de cet article est que la dimension des variétés Chi’} (.#) et 0 (4)
est au plus égale a la dimension de la variété caractéristique du module .#. En particulier
si ./ est holonome, ces variétés sont toutes lagrangiennes.

De 14, on déduit que si .# est un &x-module (ou un Zy-module) holonome défini prés
de A, alors pour tout r, 1<r=+ o0, il existe une « b-fonction » qui annule le gradué
de .

Pour r= + o0, cette b-fonction est un polynéme en une variable a coefficients dans C.
Kashiwara-Kawai avaient montré I’existence de cette b-fonction lorsque le systéme .#
est singulier régulier [11]. Par ailleurs cette b-fonction permet de retrouver la b-fonction
usuelle comme elle est définie dans [7].

Lorsque r< + oo, la b-fonction est un polyndme en une variable dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes sur A. Elle généralise ce que Ramis appelait dans le cas
de la dimension 1, « I’équation déterminante ».

Pour terminer nous considérons les opérateurs a coefficients polynomiaux et plus
généralement les opérateurs qui sont des sommes finies d’opérateurs homogeénes en un
sens convenable (c¢f. § 5 pour les détails). Dans ce cas nous définissons la « partie
négative » du polygone de Newton et nous prolongeons a tout r rationnel, — oo <r=< + o0,
les résultats précédents.

Dans un article ultérieur [17], nous montrons comment les b-fonctions déterminent la
croissance des solutions d’un systéme holonome. Par exemple si .# est un systéme
holonome singulier régulier, Kashiwara-Kawai ont démontré [11] que les solutions distri-
butions de .# admettent un développement asymptotique. Si les opérateurs sont a
coefficients polynomiaux (ou plus généralement vérifient les conditions du para-
graphe 5. 3), la partie négative du polygone de Newton et les b-fonctions correspondantes
déterminent la croissance de ce développement asymptotique.

1. Rappels sur les opérateurs microdifférentiels

Dans ce premier paragraphe nous rappelons quelques définitions et propriétés élémen-
taires de la théorie des opérateurs microdifférentiels dont nous aurons besoin dans la
suite.

1.1. OPERATEURS DIFFERENTIELS ET MICRODIFFERENTIELS (cf. (cf. [24], [2] et [25]). — Soit
X une variété analytique complexe de fibré cotangent T*X et soit t: T*X - X la
projection canonique. On identifie X a la section nulle T¥X de T*X et on note
T*X =T* X\ X.

On note Py le faisceau sur X des opérateurs différentiels (d’ordre fini) a coefficients
holomorphes et &y le faisceau sur T* X des opérateurs microdifférentiels.
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394 Y. LAURENT

Rappelons que & | 13x=Px, que I'on a un morphisme injectif de faisceaux d’anneaux
n 194 s Ex et que &y est plat sur 1 ' Dy. De plus &y et Dy sont des faisceaux
d’anneaux cohérents.

Si A est un Ex-module cohérent, la variété caractéristique de #, que I'on notera
Ch (), est par définition le support de .#. C’est un sous-ensemble analytique involutif
homogeéne de T*X. Si .# est un Pyx-module cohérent sa variété caractéristique est celle
de é”xg»_lgxn“ M.

Lorsque des coordonnées locales (x,, ..., x,) ont été choisies sur un ouvert U de X,
elles déterminent des coordonnées (x,, ..., X,; &;, ..., §,) de T*UcT*X et pour tout
ouvert homogéne V de T* U, les sections de &x sur V sont en bijection avec les séries
formelles ) p;(x, &) de fonctions holomorphes sur V qui vérifient :

jeZ
(1.1.1 p;(x, £) est homogene de degré j en &,
1.1.2) dmeZ, Vi>m, p;=0

(1.1.3) VKecV, 31C>0, VYjez, j<0, sup|p;(x, &)|<CTi(—j
K

On dit que Y p;(x, ) est le symbole (total) de 'opérateur microdifférentiel P et on

Jjsm
écrit parfois P= X p;(x, D).
jsm

Le plus petit entier m qui satisfait (1. 1.2) est I'ordre de P et la fonction p,, (x, £) est
alors le symbole principal de P, noté¢ o (P). (Ils sont indépendants du choix des coordon-
nées locales).

On note &y ,, le sous-faisceau de & des opérateurs d’ordre inférieur ou égal a m et
O1+x [m] le sous-faisceau de O1.x des fonctions holomorphes sur T* X homogénes de degré
m dans les fibres de =.

L’application o, : &x ,, = O«x[m] qui associe a un opérateur P la fonction p,, induit
une bijection :

5x, m/gx, m—1 = Opex [m].

Rappelons encore que si P=Y p;(x, D) et Q=) ¢;(x, D) on a PQ=Y r, (x, D) avec:
i J k

1/0\* 0 \*
(1. 14) rk(x, g)—k=i§_lal ;(a—&) Pi(x, E_,)(‘é;) qj'(X, &)
aeN"

1.2. MODULES HOLONOMES SIMPLES. — Rappelons qu'un 2y-module ou un &yx-module
cohérent est dit holonome si sa variété caractéristique est lagrangienne.

Soient A une sous-variété lagrangienne lisse de T* X et .# un &x-module holonome de
variété caractéristique A. Suivant [24], on dit qu’une section u de .# est non dégénérée si
I'idéal de O1.x engendré par les symboles principaux des opérateurs de &y qui annulent
u est 'idéal de définition de A.
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POLYGONE DE NEWTON ET 5-FONCTIONS 395

Un module holonome est dit simple s’il est engendré par une section non dégénérée.

Soient Y une sous-variété (lisse) de X de codimension d et A=T}X le fibré conormal
a Y dans X. Il existe un Dy-module holonome simple de variété caractéristique A
canonique, on le note By | x.

Ay | x peut étre défini comme groupe de cohomologie algébrique locale de Y [7] :
-@Y|x=9ffyl(@x)-

Si on choisit des coordonnées locales (x4, . .., Xz V1, - . ., Vu—g) de X pour lesquelles
Y={(x, Y)eX/x=0}, By x sidentific au Py-module Py/f ou £ est I'idéal de Py
engendré par x;, ..., X, D,, ..., D, .

Ay | x a un générateur canonique que 'on note dy |y, c’est une section non dégénérée
de By | x-

Lorsque I'on identifie By x & Dx/F# comme ci-dessus, dy | x est 'image de 1€ Dy par
Dy - Dx/ L.

Le &x-module associ€ & Ay |y est noté By |y :

— -1
%le—gxgz_lgxﬂ: ggXIY‘

C’est un £x-module holonome simple de support T3 X.
Reprenons les coordonnées (x, y) précédentes, alors

TEX={(x, », & N)eT*X/x=0,n=0}.

Comme pour &, on peut définir le symbole d’une section de %y, C’est une série
Y a;(y, &) de fonctions holomorphes sur T$ X qui vérifie les conditions (1.1.1), (1.1.2)
jeZ

et (1.1.3). (Le symbole de 3y x est égal a la fonction 1.)

Si u est une section de €y x dont le symbole s’écrit Y a;(», &) avec a, #0, on dit que
jsm
m est ordre de u et que a,, est le symbole principal de u. L’entier relatif m et la fonction
a, sur T} Y sont indépendants du choix des coordonnées (x, ).

Remarquons encore que €y | x | y =%y | x et que les sections de By | x ont pour symboles
les sommes finies Y. a,(y) &%

aeN""4
lalsm

Nous voulons maintenant étudier tous les modules holonomes simples dont la variété
caractéristique est une sous-variété lagrangienne lisse A de T*X.

Tout d’abord, si on se place au voisinage d’un point de la section nulle T X de T*X,
ANTEX est une sous-variété lisse Y de X ~T%X et A=TFX. D’aprés [5], si A est un
Px-module holonome simple de variété caractéristique Ty X il est isomorphe a By | x.

Plagons-nous maintenant en dehors de la section nulle de T*X. Alors il existe,
localement sur T*X, une transformation canonique ¢ : T*X — T*X qui transforme A
en Ay=T$X pour une sous-variét¢ Y de X, lisse et de codimension 1. D’apres [24], il-
existe une transformation canonique quantifiée ® associée a ¢ c’est-a-dire un isomor-
phisme de faisceaux d’anneaux @ : &x - ¢ ' & qui vérifie o(®(P))=o(P)o ¢ !. L’iso-
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396 Y. LAURENT

morphisme @ transforme un &x-module holonome simple .# de support A en un
&x-module holonome simple .#, de support A,

Considérons donc une sous-variété Y de X de codimension 1 et fixons des coordonnées
locales (x, ¥y, . . ., ¥,—) de X telles que

Y={(x, »eX/x=0}
et donc
A=T$X={(x, y, & ) eTFX/x=0, n=0}.

D’aprés [24], ch. II, théoréme 4.2.5, pour tout &x-module holonome simple .# de
support A, il existe aeC tel que ./ soit isomorphe au module /#,=&%/#, ou £, est
I'idéal engendré par xD,+a, D,,, ..., D

Yn—1"

On s’est placé en dehors de la section nulle de T*X donc sur A on a §#0 et, pour
tout aeZ, & est le symbole d’un opérateur de &x que I'on note DS.

Si P est l'opérateur microdifférentiel de symbole ) P;(x, y, &, n) alors 'opérateur
j=m

D% PD_* a pour symbole :

(1.2.1) o a(a—1).. .(a—n+l)§—n<i)npj+n(x, v, & m)

j<m On=m-j n! ox

[d’aprés la formule (1.1.4)].

Lorsque a¢ Z, D2 n’est plus dans &y [C’est en fait une section du faisceau &% (cf. [24])],
mais la formule (1.2.1) définit encore un opérateur de &y; on définit ainsi un isomor-
phisme de faisceaux d’anneaux @, : £x - & par @,(P)=DiPD_ "

On a toujours @,(xD)=xD+a donc ®, induit un isomorphisme de 4, sur 4,
au-dessus de ®,: &x > Ex. (Par contre si a¢Z, 4, et .4, ne sont pas isomorphes
comme &y-modules.)

Remarquons encore que @, est une transformation canonique quantifiée associée a
lapplication identique de T* X dans lui-méme.

Revenons au cas général d’une sous-variété lagrangienne A quelconque de T*X et
d’un £x-module holonome simple .# de support A.

Si v est une section de .#, on peut définir de maniére intrinséque son ordre [24] et son
symbole principal [12], mais nous n’aurons pas besoin ici de ces notions et nous nous
contenterons de définir 'ordre et le symbole principal pour un module .# muni d’un
générateur.

Soient donc .# un module holonome simple de variété caractéristique A et u une
section non dégénérée de .# qui 'engendre; on pose pour tout meZ :

Mpy=Ex .
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POLYGONE DE NEWTON ET b-FONCTIONS 397

On a #/=\ A, et l'application o, : &y ,,— Opnx[m] induit un isomorphisme de
meZ
faisceaux :

Op: My My 1S Op[m]

ou 0, [m] désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur A qui sont homogénes de
degré m.
Pour montrer ce résultat il suffit de vérifier que Iapplication composée

Ex, m 5 Orex [m] = O, [m] est surjective et a pour noyau &y, ,,—; +8x, M F, S désignant
I’annulateur de u.

Or les transformations canoniques quantifiées respectent I’'application &,, donc on peut
par une telle transformation se ramener & /# =%y |y et u=03y x. Dans ce cas il suffit de
se placer en coordonnées locales pour obtenir le résultat.

On voit donc que le choix d’une section non dégénérée u de .# détermine une filtration
(M )z de A et un isomorphisme

gM=@ My My S D O\[m)

meZ meZ

2. Polygone de Newton et symboles associés

Dans ce paragraphe nous allons donner une définition microlocale de la filtration
de Kashiwara [9] et en déduire la définition du polygone de Newton d’un opérateur
microdifférentiel le long d’une sous-variété lagrangienne.

2. 1. FILTRATION ASSOCIEE A UNE VARIETE LAGRANGIENNE. — Rappelons tout d’abord la
définition de la filtration de Kashiwara [9] :

Soient X une variété analytique complexe, Y une sous-variété (lisse) de X et £ 'idéal
de Oy des fonctions holomorphes qui s’annulent sur Y.

On définit une filtration Fy, 24 de 2 en posant pour keZ :
FY 9y ={PeDx|y/VPeN, P(F}) c sy *}
(Les notations sont un peu différentes de celles de [9]). Notons

gr§Y9x=F§?9x/F'}"@x et ey Dx= @ gr’;‘y@x
keZ
le gradué-de P pour la filtration Fy. ‘
Il est clair que gri, Px opére de (Fy/Fy ') dans (S5 %/ #7* 1) pour tout [ et que,
par conséquent, gre, Px opére sur @ (Fy/Fy ).
leN
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398 Y. LAURENT

Soient TyX le fibré normal 4 Y dans X, t: Ty X — Y la projection et O;rx, le faisceau
des fonctions holomorphes sur Ty X qui sont polynomiales dans les fibres de t. L’image

directe T« Opr,x, Sidentifie canoniquement a @ (Sy/#y ') et donc gry, Dy opére sur
leN

T Oryxy

En fait, on vérifie facilement en se plagant en coordonnées locales (cf. [18] par exemple)
que comme sous-anneau de Tx Home(Opr xp Opry x)) 8ry Px est autre que ™ Piryx;
image directe du faisceau des opérateurs différentiels sur Ty X a coefficients dans Oy ;.

Dans la suite nous allons microlocaliser cette construction en définissant une filtration
sur le faisceau &y |, des opérateurs microdifférentiels définis au voisinage d’une sous-
variété lagrangienne A du fibré cotangent T* X.

Nous verrons que lorsque A=T3FX (fibré conormal a Y), on peut retrouver la cons-
truction précédente via 'isomorphisme '

T*(T:X) 5 T*(Ty X).

Soit A une sous-variété lagrangienne homogene (lisse) de T* X. Soient .# un &x-module
holonome simple de support A et u une section non dégénérée de .# qui I'engendre.
Comme au paragraphe 1.1, on pose, pour meZ, #,=8Ex ,u. (En général, A étant
donnée, . et u existent seulement localement sur A).

On définit une filtration F), & sur &x|, en posant pour tout ke Z :
(2.1.1) Fk&x={Peébx|\/NmeZ, PMl ,c M,.,}.

ProposITION 2.1.1. — La filtration F, & est indépendante du choix du module holo-

nome simple M de variété caractéristique A et du choix de la section non dégénérée u
de M.

Remarque. — Ceci montre en particulier que la filtration F), & est définie globalement
sur A méme si 4 n’est défini que localement.

Démonstration de la proposition 2.1.1. — Si u, et u, sont deux sections non dégénérées
d’un méme module ./, il existe d’aprés [24], ch. II, théoréme 4.2.5, un opérateur E
inversible tel que Eu, =u,. Si E est d’ordre m, on a :

E€x m=Cx,mE=Ex m+mg
donc
‘gx,m“2=£x, m+m0ul

ce qui montre que la filtration F), &4 est indépendante du choix de u a . fixé.

Nous avons vu au paragraphe 1.2 que si A est définie au voisinage de la section nulle,
on a nécessairement A=T}X pour Y sous-variété de X et M4 ~%y . [ n’y a alors qu’un
choix de . (a isomorphisme prés) et la filtration F) &x est bien définie. Nous pouvons
donc dans la suite nous placer en dehors de la section nulle.
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POLYGONE DE NEWTON ET 5-FONCTIONS 399

Il existe alors une transformation canonique ¢ qui envoie A sur le conormal T}X a
une hypersurface Y de X et wune transformation canonique quantifiée
(D:(é&xlA)—’(P_l(évx % %)- '

® respecte 'ordre des opérateurs donc si F; &y et F, & sont les filtrations associées a
deux modules simples #, et .4, de variété caractéristique A, @ (F} &) et @ (F, &) sont
les filtrations associées respectivement & @ (4 ,) et (A ;).

Pour montrer que F' &y est indépendante du choix de .#, on peut donc supposer que
A=T%¥X et comme tout module simple .# de variété caractéristique A est isomorphe a
un module ., (§ 1.2), il suffit de vérifier que la filtration F, &5 définie par #, est
indépendante de a.

Comme @, (F¥ &y)=F* &y, il suffit de vérifier que @, (F% &x) =F% &x ce qui se déduit
immédiatement de la formule (1.2.1) et du lemme suivant :

LemMME 2.1.2. — Soient Y une sous-variété de X et A=T¥X. Soit
(X35 <+ 2s Xpp Y15 - -+, ¥,) un systéme de coordonnées locales de X dans lequel
Y={(x, y)eX/x=0} et A={(x, y, & N)eT*X/x=0, n=0}.

Un opérateur microdifférentiel P, dont le symbole dans ce systéme de coordonnées est
Y.P;(x, y, & M), appartient & F &x si et seulement si, pour tout j, P; sannule & Iordre
j—k sur A.

Démonstration. — Si P est défini prés de A, chaque fonction P; peut se développer en
série de Taylor sous la forme :

Pj(x9 Y, g’ Tl)= Z Pj,a,ﬂ(y’ a)x“"lb-
a, B

De la formule 1.1.4 et de I'égalité €y |x, n=Ex, mOy|x On déduit que si u= Y u(n, &

jsm
est un élément de €y |y, ,, Pu a pour symbole

Y (—1)'“'P,-,a,B@,&)(if(i)“u,-(y, £).

ij,a, B dy) \ 0%

P, .. s, £)(8/0y)* (0/0E)*u;(y, E) est homogéne de degré j—|B|+i—|a| donc
PeFX &y si et seulement si P; , ;=0 pour j— |a| — |B| >k ce qui montre le lemme.
Remarquons encore que si on note o, (4)=u,, le symbole principal de u on a :

B .
o,,,+k(Pu)=j_'u|;N=k(—1)‘“'Pj,a,p(y, §)<<—%) ((%) w9
ce qui peut s’écrire :
Onix(Pu)=Po, (1)
(2.1.2) avec

ls(y’ E.n Dy’ D§)= | IZ Pj,a,ﬂ(y9 &)DB(_Dg)a
i=lal=1Bl =k
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L’action de C* sur la variété lagrangienne homogéne A définit un champ de vecteurs sur
A, le champ d’Euler e,.

Nous noterons 0, [m]={fe0,/e, f=mf}, le sous-faisceau de O, des fonctions holo-

morphes homogenes de degré m (me Z) sur A et O ,y)= @ O, [m], de méme nous noterons
melZ

D \[m]={Pe2,/[e,, Pl=mP} le sous-faisceau de 9, des opérateurs différentiels sur A
homogenes de degré m et D)= @ D, [m].

meZ
Lorsquun module # de support A et un générateur u sont choisis,
gry, Ex=Fy &x/Fi ' &x opére de M, | M, _,=0,[m] dans M, /M, =0O\(m+k)
et donc gry, x= @ gry, Ex opére sur O ).
keZ

Lorsque A est de la forme TY X, on peut choisir # =%y x et u=38y, alors grg, &x
opére canoniquement sur (4, et la formule 2.1.2 montre que comme sous-anneau de
&End(0y), grg, Ex sidentifie 3 D,

Dans le cas général, I'isomorphisme grg, é’x:»@m est défini & un automorphisme
intérieur de 9 ,, prés. (On se rameéne au cas précédent par transformation canonique
quantifiée).

Nous avons donc la proposition :

ProposiTION 2.1.3. — (i) Le module M et son générateur u étant fixés, grg, &x opére
sur Oy, et s’identifie ainsi a 9y, (grk A Ex Sidentifiant a 9, [k]).

(i) L’isomorphisme grg, Ex — D 4, est indépendant des choix de M et u modulo un
automorphisme intérieur de 9, (i.e. une application P— f “1oPo f avec f holomorphe
homogéne).

En particulier le symbole principal de limage d'un opérateur P de FX &y par
Fk &y — gr A Ex = D [K] est indépendant des choix de M et de u.

DEFINITION 2. 1.4. — Soit P un opérateur de & [ A- On note 6 (P) le symbole principal
de Pimage P par FX &x — grt, x > D) k] pour keZ tel que P soit un opérateur de
FX &4 mais non de F\ ™1 &4.

La méthode de définition de la filtration F,, montre immédiatement qu’elle est inva-
riante par transformation canonique quantifiée :

COROLLAIRE 2.1.4. — Soit @ une transformation canonique d’un ouvert de T*X, dans
un ouvert de T* X, qui envoie une sous-variété lagrangienne homogéne A, de T* X, sur A,
dans T*X,.

Soit @ : T*A, - T* A, Plapplication cotangente a ¢ et soit ® : Ex,— @ ' &x, une
transformation canonique quantifiée associée a .

Alors pour tout keZ, on a ®(Fy, 6x,)=¢ ' Fx &y, et pour tout Pe&y ona:

ol (@(P)=c (P) oo™

Remarque 2.1.5. — Si N, (P) désigne le polygone de Newton de P le long de A au
sens de [15], §3, Fk&x est le sousfaisccau de &x|, des opérateurs P tels que
N, (P)={(h, b eRYusk).
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En effet FX &4 et N, (P) sont invariants par transformation canonique quantifiée donc
il suffit de vérifier ce résultat pour A=T$X et dans ce cas de considérer les calculs
explicites de la démonstration du lemme 2.1.2.

Remarque 2.1.6. — En dehors de la section nulle de T*X on peut encore définir la
filtration F), suivant la méthode de [12] et [22] :

On pose #,={Pe&x(1)|s/o,(P)[,=0} et &, désigne la sous-algébre de & | , engen-
drée par #,.

Alors FQ &y =&, et Fk &x=Ex (k) &,
Mais cette définition ne donne pas I'identification gr &x~ 9,

Remarque 2.1.7. — Si Y est une sous-vari€t¢é de X on a un isomorphisme

T*(T%X) S T*(Ty X) auquel correspond un isomorphisme @[T; x> Diryx (donné par
la transformation de Fourier dans les fibres de T3 X — Y).
Au voisinage de la section nulle de A=T%X, la filtration F% & s’identifie a la filtration

F% 9y de Kashiwara et via les isomorphismes ci-dessus I'isomorphisme grg, Zx > Di1yx,
s’identifie a 'isomorphisme de la proposition 2.1. 3.

2.2. POoLYGONE DE NEWTON D'UN OPERATEUR. — Etant donnée une sous-variété lagran-
gienne A de T*X, é’x| . est muni de deux filtrations, la filtration F, &x du paragraphe
précédent et la filtration usuelle par I'ordre des opérateurs que nous avons notée

(5x, m)m ez

DEFINITION 2.2.1. — Soit P un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de la
variété lagrangienne A.
On définit un sous-ensemble S, (P) de R? par la propriété suivante :

(h WESA(P) < 3(k,DeZ?  k<pl<i+p, PeFiéx+68x.

De la remarque 2.1.5 on déduit immédiatement :

PrOPOSITION 2.2.2. — Le polygéne de Newton N, (P) ([15], §3) est I'enveloppe convexe
deS, (P).

Si p, est le plus petit entier tel que Pe Fio &y et m, 'ordre de P (on a py<m,) alors
le bord de S,(P) est la réunion de deux demi-droites A,={p=po, A<Ay} et
A, ={A+p=m,, A>L, } et d’'un nombre fini de segments compacts. On appellera « bord
distingué de S, (P) » la réunion de ceux de ces segments compacts qui ne sont paralléles
nid A, nia A_, c’est encore ’ensemble des points (Aq, py) de S, (P) tels que :

SAPYN{(A WeR*AZhg, A+p2ho+ 1o } ={ (Mo, o) }-

(En fait les seuls points intéressants du bord distingué de S,(P) sont les points de
coordonnées entiéres).

D’aprés la proposition 2. 1.3, grk » &x est isomorphe (non canoniquement) a 9, [k] et
si Qegrg, £x l'ordre de son image dans 2, [k] (pour I'ordre usuel des opérateurs
differentiels sur A) est indépendant du choix de I'isomorphisme.
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Nous noterons gr A Ex(m) le sous-faisceau de grf, &x des éléments dont I'image dans
9, [k] est d’ordre <m —k.

LEMME 2.2.3. — L’application canonique F§ x N 8x ,, — g%, Ex (m) est surjective.

Démonstration. — On peut se ramener & A=T$X par une transformation canonique
quantifiée et il suffit alors d’utiliser les calculs de la démonstration du lemme 2.1.2.

Si QeF% &x M &, nous noterons 6, (Q) son image dans grk, & et o,,_, (6, (Q)) le
symbole principal d’ordre m —k de o, (Q) (ou plutdt de I'une de ses images dans 2, [k]).

Si 6,(Q) est exactement d’ordre m—k on a o,,_,(6,(Q)) =0 (Q) par définition,
dans le cas contraire o,,_,(6,(Q))=0 et le lemme 2.2.3 montre que le point (m—k, k)
n’appartient pas a S, (Q).

PROPOSITION 2.2.4. — L’intersection de Z* et du bord distingué de S, (P) est I'ensemble
des points (A, p) de Z* tels qu’il existe Qe F} &x N Ex 5.+, avec :

(@) P—QeFL™ ! 6x+8x rvu-1li-e. (A WESA(P—QL.

(b) 03+,(0,(Q)#0.

Démonstration. — Supposons que (A, pu) appartiennent au bord distingué de S, (P).
Par définition, cela signifie que les points (A+1, p) et (A—1, p+1) n’appartiennent pas
a S, (P) donc il existe des opérateurs Q,, Q,, Q; et Q, tels que :

L P=Q;+Q,=Q3+Q,.

2. QeF ™16y et Qebx 14y

3. QieFiéx et Quefy arpy-1-

Alors Q; —Q;=Q,—Q,eFy &x N 6x 1+, €t P=(Q;—Q,) +(Q; +Q,) est la décomposi-
tion cherchée.

Si o), u(cAs'u(Q3—Q1)) était nul le point (A, p) n’appartiendrait pas a S, (P) ce qui est
contraire a I’hypothése.

La réciproque est évidente.
La fonction o' (Q) = ck(tAy“(Q)) est donc indépendante du choix de Q.

DEFINITION 2.2.5. — Si(i, j) est un point de Z* tel que (i, j—i) appartiennent au bord
distingué de S,(P), on note oy ,(P) la fonction o (Q) pour un opérateur
QeFii6x N éx, ; tel que P—QeF ' 18x+6x ;1.

Comme sous-variété homogéne de T* X, A est muni d’une action de C* qui induit une
action H, de C* sur T*A distincte de ’action canonique H, de C* sur les fibres de
T*A - A. (Voir §.4. 3 ci-dessous pour plus de détails.)

Par exemple si A={(x, y, & n)eT*X/x=0, n=0}, le fibré T* A est muni des coordon-
nées (y, &, y*, E¥) etona:

H; (A (0, & % §M) =0, A5, Ay*, &%)
Ho (A & »% §9)) =0, & Ay*, AEY).

Remarquons que la fonction o,,_,(c;(Q)) est bihomogéne de degré (m—k, m) pour
(Ho, Hy).
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COROLLAIRE 2.2.6. — 1. o ;(P) est une fonction holomorphe bihomogéne de degré (i, j)
pour (Hy, Hy) sur T* A.

2. o, ;(P) est invariante par transformation canonique quantifiée i.e. avec les notations
du corollaire 2.1.4on a :

0, (@ (P) =0y ,(P) oo™

3. Si P et Q sont deux opérateurs de &y, si (i, j—i) [resp. (k, |—k)] appartient au bord
distingué de S, (P) [resp. de S, (Q)] et si (i+k, j+1—i—k) appartient au bord distingué de
SA(PQ) ona:

G(i+k,j+l)(PQ) =0, j)(P) ou, n(Q).

Lorsque A=T$X on peut calculer facilement les symboles o; ; dans un systéme de
coordonnées :

Soient
Y={(X1, -+ s X V1> -+ -» Yn-a)EX/Xx=0}
et
A=T(X={(x, y, & N)eT*X/x=0, n=0}.

Si P=") P;(x, y, & 1) est un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de A on
JsM

développe (comme dans la démonstration du lemme 2. 1.2) chaque fonction P; en série
de Taylor le long de A :

Pj(x9 s éa Tl)=z Pj,u,B(y’ &)xunﬁ-
a, B

Pour tout (i, j)e Z* posons :

P, & y% 8= ) P, 0, O (=P
lal+|Bl=i
P;; est considéré comme une fonction sur T* A muni des coordonnées (y, &, y*, £*).
Comme nous I'avons vu (lemme 2.1.2), PeF} & si P;=0 pour j—i>p et Peéy ,
si P,;;=0 pour j>m.
Si S={(Anp eZZ/Px,H}%O}, SA(P) est la réunion des ensembles
Ap w={(, V)eR*v=p, u+v=<A+p} pour (A, p)€eS.
Si PeFyéx M &x(m)ona:
E;-k(l))= Z Pij(y: a, Dy; Dg)
j-i=k
et donc o,,_, (6, (P))=P,_,..

On déduit que pour tout (i, j) appartenant au bord distingué de S,(P) on a
G(i, h) (P) = Pij'
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Par contre lorsque (i, j) n’appartient pas au bord distingué de S, (P) mais appartient a
SA(P), les fonctions P;; que nous avons définies ci-dessus ne sont plus invariantes par
changement de coordonnées ou par transformation canonique et ne peuvent donc étre
définies de maniére intrinséque.

Ces calculs montrent encore que lorsque (i, j) est un point du bord de N, (P) [qui est
'enveloppe convexe de S, (P)], le symbole o ;,(P) n’est autre que la fonction P;; que
nous avions définie dans [15] (cf. aussi[14]).

Nous renvoyons a [15], §. 3, pour des calculs de N, (P) et des fonctions o; ; (P) lorsque
A n’est plus de la forme T3 X. '

Dessinons un exemple :

A4 (1,6)
Ok

(810}

f
A
1 ] ] 1 J/ 3>
A;
(Les points marqués O sont les points du bord distingué de S, (P), le bord de N, (P)
est indiqué en pointille.)

(P . (10,11)
Q

Ce dessin peut représenter par exemple le polygone de Newton le long de
A={(x, y, & n)eT*C?/x=0, n=0} de 'opérateur

P(x, Vs Dxa Dy)=Dx D;0+x6 D3+y2 DyD,5‘+x3 D:
On a alors 610,11)(P) = (*)'% O(6,6)(P)=E"(£%)° 01,6 (P) =&’ y* 0(3,7)(P)=x>E7;
0'(8,10)(P) =0.

Dans la suite nous nous intéresserons essentiellement aux sommets du polygéne de
Newton N, (P).

Soit r un nombre rationnel, 1 <r < + oo, et soit D, la droite d’appui de S, (P) de pente
—1/r. (Pour r=1 et r=00, D, est la droite qui contient A, défini plus haut).

DEFINITION 2.2.7. — 1. Pour 1<r<oo, on note c0(P) [resp. oy} (P)] la fonction
o, ;(P) ou (i, j—i) est le point du segment S, (P) \\YD, pour lequel i est maximum (resp.
minimum).
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2. Si r=1, oY (P)=ol!}(P) désigne la fonction o ;(P) pour laquelle (i, j—i) est
Pextrémité de la demi-droite A, =D, NS, (P) (donc j est T'ordre de P et i minimal tel que
P, ;#0).

3. Si r=00, o (P)=0\"}(P) désigne la fonction o, ,(P) pour laquelle (i, j—i) est
Pextrémité de la demi-droite A, =D _ N S, (P), c’est-a-dire la fonction o' (P) définie plus
haut.

Remarquons qu’il n’y a qu’un nombre fini de r pour lesquels o (P) # o'} (P),ce sont
les pentes de N, (P).

Pour tout r et tous P, Q dans &y | A On a toujours :

R(PQ=cR(PoP(Q e of (PQ=0} (Ao (Q.

Remarque 2.2.8. — Dans [15], nous avions défini des symboles (r, s) pour
1<s<r< + oo de la maniére suivante :

—si r=s, o9 (P)=oc{(P);

-si s<r, oU?(P)=0, ;(P) ou (i j—i) est lintersection de D, et D, (avec
o'9(P)=0si D, N\ D, n’est pas a coordonnées entiéres).

Exemple. — X=C,Y={0},A=T¢,;,C, P=x?>D,+1 (opérateur d’Euler).

-sil1<r<2, o (P)=c(P)=x% x*

—sir=2, ok?}(P)=1; P (P)=x?x*;

—>s5i2<r< + o0, ol (P)=cQ(P)=1.

3. Cycles microcaractéristiques

Dans [15], nous avions défini les variétés microcaractéristiques d’un &x-module cohérent
le long d’une variété lagrangienne. Nous allons ici définir des variétés analogues et leur
associer des cycles analytiques positifs.

3.1. VARIETE MICROCARACTERISTIQUE FORMELLE. — (Pour les notions de filtrations
« neethériennes », « zariskiennes » et de « bonnes filtrations », nous renvoyons a [25]).

Suivant les notations du paragraphe 2, X est une variété analytique complexe, A une
sous-variété lagrangienne homogéne de T*X; le faisceau &x|, est muni de la filtration
F, dont le gradué gre, & est localement isomorphe 4 9,,, donc est un faisceau d’anneaux
cohérent et neethérien.

ProposiTiON 3.1.1. — (i) Pour tout point 8 de A, la filtration (F, Ex)ede &x ¢ est
neethérienne.

(ii) Si A est un Ex-module cohérent muni d’une bonne (F, &y)-filtration, le gradué
associé gry, M= @ Fy M|F' M est un (grg, Ex)-module cohérent.

keZ

Cette proposition est démontrée dans [15] dans le cadre des opérateurs 2-microdifféren-
tiels. D’autre part, elle est démontrée pour les points de la section nulle de A dans [18]
et on peut refaire ici exactement la méme démonstration.
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D’apres la proposition 2.1.3, grg, &y est localement isomorphe & 9, et la filtration
G'(grg, %) induite par la filtration usuelle de 2, (filtration par I'ordre des opérateurs
différentiels) est indépendante du choix de lisomorphisme. De plus I'isomorphisme

grg(gre, 6x) S gr 9, est indépendant du choix de I'isomorphisme gre, &x > D 4.

L’application qui a un opérateur P de 9, associe son symbole principal définit un
isomorphisme de gr%,, sur le faisceau mx 0.4, image directe par m: T*A - A du
faisceau des fonctions holomorphes sur T* A qui sont polynomiales dans les fibres de ©
a coefficients dans 0 ,,.

(Si A est muni de coordonnées locales (8,, ..., 0,)etsi(0,, ...,0, 0%, ..., 0 sont
les coordonnées induites sur T* A, alors mx Oprep; =y, 6%, ..., 6%).

Le faisceau gry, & est donc muni d’une filtration canonique G'(grg, ) et le gradué
associé grg (grg, £x) s'identifie a My Oppen.

Localement gr, &x est isomorphe a 9,, comme faisceau d’anneaux filtré, donc la
filtration G'(grg, €x) posséde toutes les propriétés de la filtration usuelle de 9y,

En particulier cette filtration est ncethérienne et si A" est un gry, £x-module cohérent
muni d’une bonne filtration G A", le gradué associé grg est cohérent.

Par définition le cycle caractéristique d’un 9 ,,-module 4" est le cycle analytique défini
par le O.,-module cohérent ™' gr A", gradué associé a une bonne filtration de A", Ce
cycle est indépendant du choix de la bonne filtration (cf. [25] par exemple).

De méme, si 4" est un grg, £x-module cohérent, pour toute bonne filtration
G W, n 'grg A est un Op.yyrmodule cohérent et on peut donc lui associer un cycle
analytique. Ce cycle analytique est indépendant du choix de la bonne filtration (nous
I’appellerons le cycle caractéristique de 47). En effet, si W est un sous-ensemble analytique
de T* A, l'application qui a un @y.,;-module cohérent dont le support est contenu dans
W associe sa multiplicit¢ le long de A est additive et donc d’aprés ([25], ch. II,
prop. 1.3.1) lapplication qui a A" associe la multiplicité de grg 4" le long de W est
indépendante de la bonne filtration et additive.

Appliquant a nouveau le méme raisonnement, on voit que si .# est un &x-module
cohérent, le cycle caractéristique de grg, # est indépendant du choix de la bonne
F, & filtration sur /.

DErFNITION 3.1.2. — Soit A un &x-module cohérent défini prés de A. Le cycle microca-
ractéristique formel de M le long de A, que Pon note Chl® () est le cycle caractéristique
de grg, M pour une bonne ¥, &x-filtration ¥ M de M.

La variété microcaractéristique formelle de M le long de A est le support de (fj\hﬁ{”)(.//l)
et sera notée Ch'® ().

ProposITION 3.1.3. — 1. Ch{®) () est un sous-ensemble analytique involutif bihomo-
géne de T* A.

2. thﬁ{"”(//l) est un cycle analytique positif.
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3.Si 0> M > M— M -0 est une suite exacte de Ex-modulés cohérents et si
codimy., Ch§® (#) =d sur un ouvert U de T* A on a sur cet ouvert U :

[Ch{®) ()], =[ChY (M) +[Ch (M),

([C), désigne la partie de degré d du cycle C).
On a donc Ch{® (M) =Ch® (") \J Chl (M").
4. Si J est unidéal cohérent de &x et M =68/ ona :

Ch{® (M) ={06eT*A/VPe s i (P)(0)=0}.

Démonstration. — Localement Ch{® (.#) est la variété caractéristique d’un 2, -module
et est donc un sous-ensemble analytique involutif de T*A ([24], ch. II, th. 5.3.2).

Les deux actions de C* sur T*A ont été définies au paragraphe 2.2. La premiére, H,
provient de I’action de C* sur A et donc la variété caractéristique d’'un 9 ,,-module est
homogéne pour H,. La deuxiéme, H,, est celle de la structure de fibré cotangent de T*A
et donc la variété caractéristique d’'un % ,,-module (ou d’un 2,-module) est homogene
pour H,,.

Remarquons que la variété Ch{® (.#) est la variétt que nous notions
Ch3 (oo, o0) () dans [15], et que par ailleurs T. Monteiro a défini cette méme variété
dans [22].

3.2. VARIETES MICROCARACTERISTIQUES DE TYPEI. — Soit A une sous-variété lagrangienne
homogéne de T*X et r un nombre rationel tel que 1 <r< + co.
Soient p et g deux entiers positifs premiers entre eux tels que r=p/q.

DEFINITION 3.2.1. — La filtration F  &xde &x | A est définie par :
Vkez, Ff,Ex={Pebx|s/Ns(P)c={(h peR*pp+gr=k}}.

Notons Or 4 (i, j) le faisceau des fonctions holomorphes sur T*A homogenes de degre
j pour H, et polynomiales homogénes de degré i suivant les fibres de T*A — A [de sorte

que Oipen;= @ Orran @ N

@i, )eNxZ
Par exemple lorsque A={(x, y, & n)eT*X/x=0, n=0}, alors dans les coordonnées

(, & y*, £*) les fonctions de Opryy; (i, j) s’écrivent Y s (0, E)y*E*P avec f,,
) la|+|Bl=i

holomorphe sur A et homogéne de degré j—|a| en &.
Daprés le corollaire 2.2.6, gry, €x=F% ,6x/Fi ' &x s'identifie canoniquement a

® T O (i, et grg. Ex= @ grk &y s’identifie & T4O;r, 4, le produit des opéra-
rrxAl B J F, X F,0Xx [TsAl
p (—-iD+tqi=k keZ

teurs dans &y induisant sur 7« Oy, le produit ordinaire des fonctions.

ProposITION 3.2.2. — (i) La filtration F),_, &y est noethérienne pour tout re]1,+ oof.

(i) Si M est un &y-module cohérent muni d’une bonne (F, ,Ex)-filtration, le gradué
associé gre, M est un (grg, &x)-module cohérent.
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Démonstration. — Comme la proposition 3.1.1, cette proposition est la conséquence
des résultats de [15] mais on peut aussi la démontrer directement suivant les méthodes
de [18].

Tout d’abord on peut se ramener & A={(x, y, & n)eT*X/x=0, n=0} par une
transformation canonique quantifiée et d’apres [25], chap. II, proposition 1.1.7, il suffit

de montrer que pour tout 8¢ A, 'anneau de Rees Ag= @ F% ,&x o T* est noethérien.
keZ

D’aprés le lemme 2.1.2, les éléments de A, sont représentés par des séries

P(M= I .0 Ox*nfT"
pit(@—p)isk
la|+]|BI=i

Dans cette série, la somme est finie en k, p¥ ,  est homogéne de degré j—|B|en & et
pour chaque k fixé la série ). p% , 5 (0, &) x*n® est le symbole d’un élément de &x.

Aprés le changement de variable x=T? ?x (et £=TP9E), P(T) devient en posant
m=k+(q—p) G—i):

P(T)= Y, 1} . 0> OX*n°T"

gj=m
ce qui peut se réécrire, en sommant en (a. B) :

P(T)= Y p7 (0, % n, HT"

qjsm

ou, a mfixé, Y. pT (¥, X, n, &) est le symbole d’un opérateur microdifférentiel.
gji=m
Si g=1, 'anneau A4 est donc isomorphe a I'anneau de Rees By , T™ associé¢ i la
filtration usuelle de &y 5 Comme cette filtration est noethérienne ([24], chap. II ou [25],
chap. II, proposition 2.2.1) d’apres [25], chap. II, proposition 1.1.7, By (et donc A,) est
un anneau noethérien.

Si g>1 on a encore le méme résultat a condition de remplacer la filtration usuelle de
&x par la suivante :

Fméx s=6x o ma (avec[m/q]=particentiére de m/g).

Puisque grg, &x ~7x Opryp) Si A est un &x-module cohérent muni d’une bonne F ,&x-
filtration, n =" gry, 4 est un Oy, ,-module cohérent et d’aprés la proposition 1.3.1, chap. II
de [25] le cycle analytique associé a ce O, ,-module est indépendant du choix de la bonne
filtration. :
On notera ZK) (M) ce cycle analytique et Zf:) (M) son support.

X’ (A) est un sous-ensemble analytique de T*A qui est homogéne pour laction
H, \)=H; (\)°H, (A'™") de C* sur T*A (H, et H, sont les actions définies au
paragraphe 2.2.), mais en général zx’ (#) n’est pas homogéne dans les fibres de T*A — A
c’est-a-dire pour H,, contrairement aux sous-ensembles que nous allons définir ci-dessous.
Remarquons encore que pour X=C et A=T,C, la filtration F, ,%x est la filtration
F. 2 de Malgrange [21].
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Puisque gry. & s’identifie pour tout k a ® s Orrya; (i, j) on peut définir deux
pit@—p)i=k
filtrations sur grg, £ en posant :

(3.2.1) VieZ, G'grgéx= @ TuOrun (i, ))
j—isl

(3.2.2) VIEZ, Gl_ ngréax= @ Tt*(o[T*A](i’j)‘
j—izl

Pour tout k € Z, ces filtrations induisent des filtrations G, et G_ sur gry &x eton a:
grlci gr‘lf", Ex =" Ogyay (i; J)
si il existe (i, j)e N x Z tel que j—i=I, pj+(q—p) i=k.

=0 sinon.

ProposITION 3.2.3. — 1. La filtration G', (grg, &x) est croissante noethérienne.

2. La filtration G"_ (grg, &%) est décroissante noethérienne.

3. 8i N est un gry &x-module cohérent muni d’une bonne G, (grg, £x)-filtration [resp.
G_ (grg, &x)-filtration], le gradué associé grg, N est un grg, gy, Ex=® Mx Oy 0, (0, j)-
module cohérent.

Soit .# un &y-module cohérent défini au voisinage de A. Choisissons une bonne
F, ,&xAfiltration F, # de ./ et notons grg . le gry, &x-module cohérent associé; choisis-
sons & présent une bonne G (grg, &y)-filtration, G’ (gry, #), le gradué associé
g, grg, A est un 7y Oy, z-module cohérent.

Comme précédemment la proposition 1.3.1, chap. II, de [25] montre que le cycle analy-

tique associé a m”'grg, gry, # est indépendant des choix des bonnes filtrations
F, M et G, (grg, ).

DEerINITION 3.2.4. — Pour tout r rationnel tel que 1<r< +oo, on définit les cycles
microcaractéristiques de type (r) et de type {r} de M le long de A par :

Ch® (M) est le cycle analytique associé au Oprynymodule cohérent n™" grg_gre M.

61/15(’ (M) est le cycle analytique associé au O, syrmodule cohérent n™' gr, gre M.

La variété microcaractéristique de type (r), ChQ (#) [resp. de type {r}, Ch¥ (#)), de M
le long de A est le support de ChY (M) [resp. de ChD (#)).

Il nous reste a étudier le cas r=1. Dans ce cas la filtration F; & est la filtration
usuelle par I'ordre des opérateurs :

F'f"'gpx::‘gx, mIA
8rF, 6’X=gré”x|,\=(9(nx)|,\-

Par définition le cycle caractéristique d’un &x-module cohérent .# est le cycle analytique
associé a gr .# (qui est un Oy, x-module cohérent) pour une bonne filtration de .#.

Etant donné un cycle analytique % sur T*X au voisinage de A, on peut lui associer
son cOne tangent le long de A qui est un cycle analytique sur T, (T*X).
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Or si A est lagrangienne, I'isomorphisme hamiltonien H: T* (T*X) —» T (T*X) induit
un isomorphisme H: T*A - T, (T*X) (cf. [15], §.3.1.1) donc le cOne tangent a ¥ le long
de A peut étre considéré comme un cycle analytique sur T*A, on le notera C, (%).

DErFINITION 3.2.5. — Si M est un &x-module cohérent de cycle caractéristique Ch.u , le
cycle microcaractéristique de M le long de A est défini par :

Ch, (#)=C, (Ch.#).

La variété microcaractéristique de M le long de A est le support Ch, (M) de (’:TlA (M).

(Cette variété microcaractéristique a été définie par Kashiwara-Schapira [13] et nous
ne faisons ici que reprendre cette définition.)

Pour définir 613A () on peut aussi procéder suivant la méme méthode que pour
ﬁf{’ (M) en filtrant gre, x=0g,x)| o Par Pordre d’annulation sur A, soit G, (grg, &%)
cette filtration. Etant donné un &y-module cohérent .#, on le munit d’une bonne
filtration F) 4, puis gry, .# d’une bonne G (grg, Ex-filtration et le gradué associé est

un Or,o-module cohérent dont on prend le cycle caractéristique.

Remarque sur les notations. — Pour uniformiser les énoncés quand r=1 ou r= 00 nous
noterons souvent : '

Ch{ (M) = Chi (M)
Ch{) (#) =ChiP) (M) =Ch, ().

ProPOSITION 3.2.6. — 1. Pour tout r rationnel, 1 <r< + oo, Ch{ () et Chil (A) sont
des sous-ensembles analytiques bihomogénes de T*A, Ch® (M) et Ch (M) sont des cycles
analytiques positifs.

Si0O> M > M— M —0 est une suite exacte de &x-modules cohérents et si sur un
ouvert U de T*A la codimension de Ch (M) [resp. de Chil (A)] est supérieure ou égale d
d on a sur cet ouvert U :

[ChY (M), = [ChR (A)], + [ChY (4")],
(resp. [Chi (M), = [Ch (M), + [ChR (A )]).

On a donc sur T*A :
ChQ (M) =Ch (4") U ChQ (")
et
Chil} () =Ch{ (#’) U Chi{ (”).
3. Si # est un idéal cohérent de &x et M =Ex/F,ona:

ChY (M) ={0e T*A/V P& # o0 (P) (6) =0}
Ch{) () ={0e T*A/¥ P # o (P) (6) =0}.

La démonstration est la méme que dans le cas r= oo du paragraphe précédent.
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3.3. VARIETES MICROCARACTERISTIQUES DE TYPE (T, s). — Soient r et s deux nombres
rationnels tel que 1<s<r=< + oo, soient r=p/q et s=p’/q’ leurs écritures sous forme
irréductible (avec la convention oo =1/0).

Le faisceau &y l A est muni de deux filtrations F ,&x et F, | &x, qui définissent donc
une bifiltration par :

VG )ez?,  FY, Ex=FRO e NFL {0 6y

Un opérateur de & |, est donc dans F; /, & si on polygone de Newton est contenu
dans 'ensemble :

Al I={(\, WeRYA+rp<itr (—i), A+sp<its (G—i)).

Pensemble AY

r, s

Nous noterons BY

r,s

BY ;={(h weA JO\, W) # G, j—D)}

On peut alors définir le bigradué associé a F, , ;& par:

grg,, s gx = FX, r,s gX/ U F’X,lr, s év)('

(k,1-k)eBY ¢

prive de son sommet Cc’est-a-dire

Suivant les notations du paragraphe précédent on a :
grg,, SEx =Tk Oppyp (s b))
et

— ij ~
g, 6x= @ grg, Ex=TxOprynr
G pez?

Si A est un &x-module cohérent défini au voisinage de A, on dit qu’une bifiltration
(M))q. 522 est bonne si, localement, elle est I'image de la bifiltration de &% par un
morphisme surjectif.

EX— M~ 0.

On montrerait comme dans le paragraphe précédent que si .# est un &x-module
cohérent muni d’une bonne F,  , &x-bifiltration, le bigradué associé gr .# est un
Tox Opr a-module cohérent et que le cycle analytique positif de T*A associé a ce Ty Orrgar
module est indépendant du choix de la bonne filtration.

Nous noterons é‘ﬁA (r, s) (M) ce cycle analytique et Ch, (7, s) (.#) son support.

Les résultats de la proposition 3.1.3 sont encore vrais pour C~hA (r, 5) (M) et
Ch, (r, s) (#) [lafonction c{®(P) étant remplacée par la fonction c§ 9(P) de la
remarque 2.2.8.].

Soient r, s, ¥, s’ quatre rationnels tels que 1 <s<s' <r'<r< + oo, pour tout (i, j) & Z>
onaF§ ) J&xcF$ 2 . Ex. Donc si X — # est un morphisme qui définit sur .# une
bonne F, . , &x-bifiltration .#;; et une bonne F, . -bifiltration .#}; on aura pour
tout (i, j)€ Z*> un morphisme .#;; - ;.
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Ce morphisme induit un morphisme de n*O[T* armodule gr.# —gr.#’ et comme
grF,, ,Ex ~ 8§, ,,€x on voit facilement que ce morphisme est surjectif.

On en déduit donc que I’on a toujours
Chy 1, ) (#)2Chy (v, 5') (M)
et donc
Ch, (r, s) (#)>Ch, (v, s') (MA).

De méme si . ; est une bonne F, . , &x-bifiltration, la filtration (F} .#), ., définie
par :

FyM = Z M ij (r=pl9)
p (j—i+qi=k
est une bonne F), ,-&y-filtration de ..
Alors I'image dans grg # de Y M ; définit pour chaque I un sous-ensemble

p (j—i)+qi=k
j—izl

G grg, # d’ol une bonne G_ grg &y-filtration sur gry 4.
On obtient ainsi un morphisme surjectif :

gr.H —grg_ ng'.,Il.

On voit donc que, pour tout s<r, Ch{ (.#) est contenu dans Ch, (r, s) ().

De la méme maniére on montrerait que Ch{’(.#) est contenu dans Ch$ " (#) pour
tout s>r.

Si A est de la forme £/ ¢, comme grg_ gry, A est mx Op,a-cohérent, il existe, pour
chaque r, un nombre fini d’opérateurs Py, . .., Py_tels que

Ch (M) ={0cT*ANj=1, ..., M, o (P) (6)=0}.

Si s est tel que aucune pente des polygdnes de Newton des opérateurs Py, ..., Py ne
se trouve dans l'intervalle [—1/s, 1/r[ on aura pour j=1, ..., M,

o (B)=of *(P)
donc Ch{: ¥ (#) = Ch{ (#), Cest-d-dire Ch' ¥ (#) =Ch (#).

Si # est un module cohérent quelconque il est de la forme A =Exu;+... +Exuy et
la proposition 3.1.3. montre que

Ch{) (#) = . U ChY (Exu)

i=1, ..., N

et de méme Ch® 9 (#)= U  Ch{ 9 (&xu,).

i=1, ..., N
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Donc pour tout &y-module cohérent .4 il existe ro<r tel que pour tout selr,, [ on
ait :

Ch® (M) =Ch 9 ().

On montrerait de la méme maniére la propriété correspondante pour Chl (.#)
c’est-a-dire :

ProposiTioNn 3.3.1. — Soit M un &Ex-module cohérent et r un nombre rationnel,

1<r< + 0.

Il existe r, et r, rationnels, 1 <ro<r<r;<-+ oo tels que pour tout selr,, r[ et tout
s'elr, ry [ on ait :

ChQ (#)=Ch * (M)
ChY (#)=Ch§" " ().

Signalons que les constructions de ce paragraphe sont reprises de [14] ou les variétés
Ch{ 9 () sont définies pour les Py-modules.

ProPOSITION 3.3.2. — Soit M un &y-module cohérent défini au voisinage de A.

(a) Pour tout r tel que 1<r<+ oo, les variétés Chil (M) sidentifient aux variétés
Ch2 (r, 7) (M) de [15).

(b) Pour tout (r, s) tel que 1<s<r<+oo, les variétés Ch{ 9 (M) s'identifient aux
variétés Chi (r, s) (M) de [15].

Démonstration. — Ces variétés sont additives (au sens de la propriété 2 de la proposi-
tion 3.2.6 ci-dessus) donc il suffit de montrer la proposition lorsque .# =&/ # avec ¢
idéal cohérent de &.

Dans ce cas la proposition 2.6.12 de [15] et la proposition 3.2.6 (3) ci-dessus montrent
que 'on a :

Chi} (M) =Chi (r, r) (M) ={0e T*A/V Pe ¢ o (P) (0)=0}
et de méme :
Ch{ (M) =ChZ(r, s) (M) ={0e T*A/V Pe ¢ c{ 9 (P) (6)=0}.

3.4. INDICES CRITIQUES D’'UN MODULE COHERENT. — Nous allons voir dans ce paragraphe
que pour chaque &y-module cohérent, il n’y a qu’un nombre fini de variétés distinctes.

Considérons tout d’abord le cas d’un seul opérateur, C’est-d-dire # =&x/ExP avec
Pe&y. Soient 1=ry<r;<...<r,=+oo les indices critiques de P, c’est-a-dire les
nombres rationnels r tels que — 1/r soit une pente du polygone de Newton de P.

Sir¢{ro, ..., r,}, la droite D, du paragraphe 2.2 touche le polygéne de Newton de
P en un seul point et on a :

Y0 (M) =ChQ (M) =Chi} (M) ={0c T*A/c (P) (6)=0}.
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De méme si r, s r,s sont situés entre deux indices critiques successifs
(r;Ss<s’'<r'<r=r;,,) on aura 6 ?(P)=c%"*)(P) et donc Ch§ ¥ (4)=Ch{ = (.#).
Par contre si re {r,, ..., r,_,} ces ensembles sont distincts, Ch (#), Ch (#) et
ZX) () sont définis respectivement par les équations o' (P) (8)=0, o'’ (P) () =0 et
Y. o 5(P)=0.
G, )eDy
Dans le cas d’'un &x-module cohérent quelconque #, nous appellerons indices critiques
de .# en un point x de A, les nombres rationnels r tels que, au voisinage de n~ ! (x), les
variétés Chi! (/) et Zf() (#) soient distinctes. (m désigne la projecfion T*A — A.) On
ajoutera a ces indices critiques les nombres 1 et + co.
Remarquons que si r n’est pas un indice critique ZX’ (A) est un ensemble bihomogéne
et 'on a donc :

ChQ) (M) =Y.0 (M) =Ch ().

THEOREME 3.4.1. — L’ensemble des indices critiques d'un &x-module cohérent est fini sur
tout compact de A. '

Il est clair qu’il suffit de montrer le théoréme dans le cas d’'un module a un seul
générateur, c’est-a-dire de la forme &/ # pour # idéal cohérent de £y. Dans ce cas nous
allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.2. — Si ¢ est un idéal cohérent de 8y, si M =Ex/ F et si x est un point
de A, il existe un voisinage V de x et un nombre fini d’opérateurs P, ..., Py de # tels
que pour tout r, 1 <r< + 00, on ait :

ChY (M) N1~ (V) ={8en L ()Vj=1, ..., N ol (P) (6)=0}.
Si r n’est pas I'indice critique de I'un des P; on aura [sur n~! (V)] :
YO(M)<{8eT*ANj=1, ..., N &% (P) () =0} =Ch) (A).

D’aprés la remarque 3.2.7, Ch¥(#) est le cone tangent & Y0 (.#) donc on aura
YA (M) =Chip ().

L’ensemble des indices critiques de .# sur V est donc un sous-ensemble de la réunion
des ensembles d’indices critiques des P;, j=1, ..., N, donc il est fini ce qui montre le
théoréme.

Pour r fixé, il existe (localement) un nombre fini P,, ..., Py d’opérateurs de £ tels
que :

Ch (M) ={8eT*ANj=1, ..., M (P, (6)=0}

donc pour montrer la proposition 3.4.2, il suffit de montrer qu’il existe localement une
suite finie ro<r;<.,.<r, telle que pour tout r, 1Sr<+oo, il existe r;& {ro, ..., r,}
vérifiant :

Ch{ () = Ch? (A).
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Enfin d’aprés la proposition 3.3.2., il suffit de montrer qu’il existe localement une suite
finie 1=ro<r;<...<r,=+ oo telle que pour tout (r, s) vérifiant r,<s<r=r,,, on ait

Ch{: 9 (M) =Chk+1 ™ ().

La proposition 3.3.2. se déduit donc du lemme suivant :

LeMME 3.4.3.. — Soit ¢ un idéal cohérent de &x et M =E8x/#. Si V est un ouvert de
T*A et (r, s) un couple tel que 1<s<r=+ oo, nous dirons que la propriété II (r, s) est
vérifiée sur V si :

V(,s) sss’<rsr Ch{ 9 (#)NV=Ch§ ) (A)NV.

(a) Pour tout r tel que 1 <r< + oo et tout 0 T*A, il existe s, 1 <s<r, et V voisinage de
0 tels que I1 (r, s) soit vérifiée sur V.

(b) Pour tout s tel que 1 <s< + oo et tout 0 T*A, il existe r, s<r=<+ oo et V voisinage
de 0 tels que I1 (r, s) soit vérifiée sur V.

Pour démontrer ce lemme nous utiliserons les opérateurs 2-microdifférentiels de [15] :

Pour tout couple (r, s) tel que 1<s<r< + oo nous avons défini un faisceau &% (r, s)
sur T*A, c’est un faisceau d’anneaux qui est plat sur ! (é’x| A) (avec m:T*A > A) et
d’aprés la proposition 3.3.2, si 4 est un &x-module cohérent Ch{" 9 (.#) est le support
du faisceau &3(r, s) @ m (M |,).

" 1@x A
Si (7, §') vérifie s<s’<r' <r, £%(r,s) est un sous-faisceau de &2 (7, s") et £ (r,s") est
plat sur &%(r,s). De plus les fléches n~*(6x|,) & E2(r,s), 1 (6x|s) & FA(F,s) et
&2 (r,s) G &3(r', s) sont compatibles.
Si # est un idéal cohérent de &y, Ch¥{ 9 (&y/ #) est 'ensemble des points 6 de T*A
tels que

[EX(rs)  ® n (I Dh#EEX( e

a1 @x|A)

Pour montrer la partie (a) du lemme [la partie (b) se montrant de maniére analogue],
il suffit de montrer que si # est un idéal cohérent de &y, si r vérifie 1 <r< + oo et si
0eT* A, il existe un voisinage V de 0 et s vérifiant 1 <s<r tels que:

Pour tout 6’ €V, tout couple (7, s") qui vérifie s<s’' <r' =r

[B3(r,s) ® N F | le=6i(,5 )y
=~ lex|a
= [63(rs) ® (n7' F|)le=8%(r,5)-

=" 1@x|a)

Pour montrer ce résultat, il suffit de reprendre pas a pas la démonstration du théoréme
2.9.12 de [15]. En effet, pour montrer que £2® est fidélement plat sur &2, on prouve
dans cette démonstration que si I est un idéal de &3 , on a

Er%®I=61% = 1=6%,
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On peut reprendre cette démonstration en remplagant £2%° par &%(r,s’) et &2 par
&% (1, s).

La seule différence sera que si on prend un élément P non nul de ¢, pour que son
symbole o9 (P) ne soit pas nul il faut que s soit suffisamment proche de r. (Plus
exactement qu’aucun indice critique de P ne se trouve dans l'intervalle [s, r[).

Comme la démonstration se fait en un nombre fini d’étapes on pourra toujours
supposer s assez proche de r pour que cette condition soit vérifiée chaque fois.

Nous renvoyons donc le lecteur a la démonstration de [15], en signalant seulement que
I'ingrédient essentiel est un théoréme de division dans &2 (r, s) (théoréme 2.7.1 de [15]).

Nous remercions C. Sabbah d’avoir attiré notre attention sur le théoréme 3.4.1 et
suggéré d’utiliser un théoréme de division pour le démontrer.

3.5. InvoLuTiviTE. — Soient R = (U R, un anneau filtré et grR= @ gr*R son gradué.
keZ keZ

Notons §, I'application canonique de R, dans grR. Le crochet de deux éléments de R
est défini par [x, y]=xy—yx.
Supposons qu’il existe un entier g, g =1, tel que R veérifie:

(Cq) V(n’ m) € Zz [Rn’ Rm] < Rn+m—q'

Alors grR est commutatif et on peut définir (¢f. Gabber [4]) une structure d’algebre
de Lie sur grR en posant:

VxeR, VyeR,,  H?(3,(x),8,(0)=8,+n-q([x. 5]

et en prolongeant H® a grR par bilinéarité.

Si R est un faisceau d’anneau sur un espace topologique T on dira que R vérifie (Cq)
si pour tout teT, 'anneau R, des germes de R en ¢ vérifie (Cq) et on peut encore définir
H? de la méme maniére.

Remarque. — Dans le cas usuel de la filtration des opérateurs différentiels par ’ordre
onagqg=1.

LeMME3.5.1. — Soientre Q N ]1, co[ et r =p/q son écriture irréductible avec 1 < q <p.
Le faisceau d’anneau filiré &x= \U Fi  &x vérifie (Cq) et par lisomorphisme
keZ
gr, Ex =T Opryp, H? S'identifie au crochet de Poisson des fonctions sur T*A défini par la
structure symplectique de T*A.

Démonstration. — Le probléme étant local on peut se ramener comme dans la
démonstration de la proposition 2.1.1 a A=T¥X pour Y sous-variété de X. (D’apres le
corollaire 2.1.4 une transformation canonique quantifiée respecte I'isomorphisme
grg, Ex > Tx Opryp)-

Pour montrer le lemme on peut donc se placer dans un systéme de coordonnées locales
(Xg5 oo 3 Xg V15 -, ¥g) de X tel que Y={(x,y)eX/x=0} et A={(x,y,& n)eT*X/x=0,
n=0} et que T*A soit muni des coordonnées (y, &, y* £*). On reprend les calculs du
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paragraphe 2.2:

Si P=Y, P;(x,, &, m) est un opérateur microdifférentiel défini au voisinage de A on
j=M :

développe chaque fonction P; en série de Taylor:

(3.5.1) Pi(x, 3,6 =2 P, 30,8 x*n®
a, B

et on pose pour (i,j))eNx Z:

(3.5.2 Pi(n &%, &*)=I l;' P o 5(3,8) (=E*) y*P.
al+|B|=i

L’opérateur P est dans F} , &y si et seulement si P;=0 pour pj+(q—p) i>m et I'image
de P dans

grg, Ex= S Tk Opr g [ 7]

pit@—p)i=m
est égale a

8m(P)= Z Pij(ya E.ny*’ &.a*)

pjt(@—p)i=m
Soient Qe F, , & et R=PQ, la formule (1. 1.4) montre que I'on a:

¥ o
Ry Eyhen= 3 #(a)(i) P, (7, & % £¥)

x—i+k—|'y|—‘|8|)~8- é& E.}
a& (?l/'

p=j+l-|ly|-]8]
1 oY/ 0 \° o Y/ 0\
Sn= )= Bl ) | = 1
).=i+k—2|:y|—|s|'Y!5![(3§) (6y*> < 5&“) (aJ’>Qk

p=j+l=|y|-|38]
v 8 v 8
) (@) mla) () o
Dans cette somme les teﬁnes tels que |y|+|8|=0 sont nuls donc on a toujours
lv]+[8]21
et
pPr+(@—p)A=[pj+(g—p)il+pl+@-p) kl—q(y|+|3)Sm+n—q
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ce qui montre que F, ,&x vérifie (Cq). De plus pour pp+(g—p)A=m+n—q on aura
pi+(q—p)i=m, pl+(q—p)k=net |y|+|5|=1 donc

0 0 0

0
8m+n—q(S)= =1Z d%sm(P)Ean(Q)_gsm(P)a_g;sn(Q)
0 0 0 i,
—39,(P)—3 ——39,(P)—9
+a:1,.2.”d'ay: m )8ya n(Q o m ( )(,}y;k n(Q)

ce qui est bien le crochet de Poisson usuel pour les fonctions sur T*A.

PROPOSITION 3.5.2. — Pour tout &x-module cohérent M défini au voisinage de A et
pour tout r tel que 1 <r< + oo, (M) est un sous-ensemble analytique involutif de T*A.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent si r=p/q, la filtration F), &y vérifie (Cq)
donc on peut appliquer le théoréme I, de Gabber [4] qui montre que I'idéal de définition
de ZQ () est stable par H? c’est-a-dire par le crochet de Poisson de T*A.

ProPOSITION 3.5.3. — Pour tout x-module cohérent M défini prés de A et pour tout r
tel que 1<r< + oo, ChQ (M) et ChQ (M) sont des sous-ensembles analytiques homogénes
involutifs de T*A.

Démonstration. — Si r n’est pas un indice critique de ., on a
Chy} (M) =ChQ (M) =29 (M) donc ce sont des ensembles involutifs d’aprés la proposi-
tion précédente.

Si r est un indice critique, d’aprés le théoréme 3.4. 1, ce point critique est isolé donc il
existe s<r, s non critique, tel que

Chiy (M) =Chi®) (M) =2 (M)

et de méme il existe s>r tel que ChQ(#)=Z¥(#) et on peut encore utiliser la
proposition précédente.

Signalons que la proposition a été démontrée pour Ch{ 9 (.#) et Chi} (.#) dans ([15],
corollaire 3.1.13).

4. Modules holonomes et b-fonctions
Comme dans ce qui précéde, X désignera une variété analytique complexe et A une
sous-variété lagrangienne homogéne de T*X.

4.1. HoLoNOMIE MICROLOCALE. — Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat
suivant:

THEOREME 4.1.1. — Si M est un &x-module cohérent on a:
Vr, 1=r=+oo, dim Ch{ (#) £dim Ch (.#)
dim Ch{/} (#) £dim Ch (.#).

(Ch A désigne la variété caractéristique de M, c’est-d-dire son support comme Ex-module).
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COROLLAIRE 4. 1.2. — Soit M un Ex-module holonome.

(i) Pour tout r, 1<r< + 00, ChQ (M) et Chi} (M) sont des sous-ensembles analytiques
lagrangiens bihomogénes de T*A.

(i) Pour tout r, 1<r<oo, Z{ (M) est un sous-ensemble analytique lagrangien de T*A.

Démonstration du corollaire. — D’apres les propositions 3.5.2 et 3.5. 3, les ensembles
considérés sont involutifs dans T*A donc il suffit de montrer qu’ils sont de dimension
inférieure ou égale a dim A=dim X.

Or si # est holonome, dimCh.#=dimX donc d’aprés le théoréme 4.1.1
dim Ch® (#)<dim A et dim Ch{"’(.#) <dim A.

Enfin on remarque que Ch{ (.#) est le cone tangent de T (.#) le long de A considéré
comme section nulle de T*A donc dim £ (#) =dim Ch{ (.#).

Remarques sur le théoréeme 4.1.1. — (i) Si r=1, Chi!} (#) est le cone tangent a
Ch () le long de A et on a donc immédiatement: dim Chi!}(.#)=dim Ch(.#).

(ii) Dans le cas r=+o00, et pour les Py-modules, c’est-a-dire pour la filtration de
Kashiwara, J.-E. Bjork a trouvé une démonstration purement algébrique de ce résultat.

(ili) Nous utilisons ce résultat (dans un article en collaboration avec P. Schapira [18])
dans le cas r= o0, pour étudier I'image inverse des Zy-modules holonomes.

Pour montrer le théoréme, on remarque que d’aprés la proposition 3.3.2
Chy (M) =ChZ(r,r)(#) et que d’aprés le théoréme 3.4.1, pour tout r et tout ., il
existe r’ tel que Ch{ (#)=Chj (v, ") (.#) donc on doit montrer le résultat pour la variété
Cha (r, ) ().

Nous allons tout d’abord rappeler les propriétés des opérations 2-microdifférentiels
[15] dont nous aurons besoin.

Pour tout r rationnel, 1<r< + oo, &% (r,r) est un faisceau d’anneaux sur T*A et on a
un morphisme injectif de faisceaux d’anneaux:

“_1(5x|,\) S éo,z\("a")

(avec m: T*A - A).
De plus &3 (r, 1) est plat sur 171 (£x ).
Par définition Ch3 (r,r)(#) est le support du module

Ei(rr) @ mTH(AM|y).

" l@Ex A

Le faisceau &2 (r, r) est muni d’une filtration (F*&2(r,7)),., et le gradué associé
gre &2 (r,7) est lui-méme muni d’une filtration (G'(grg&3(r,7)),.z- Le faisceau
gréX(r,r)=grggrpfa(r,r)estégala @ Op,a (i, )) 00 O, (i, j) désigne le sous-faisceau

(i, j)e Z?
de Or,, des fonctions holomorphes sur T*A qui sont bihomogénes de degré (i, j) suivant
les deux actions naturelles H, et H; de C* sur T*A (¢f. §.2.2).

(Remarquons que les filtrations induites sur &y, par F- et par G- sont celles que
nous avons notées au paragraphe 3 F, , et G,).
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Le théoréme 2.5. 1 de [15] montre immédiatement le résultat suivant:
Pour tout &2 (r, r)-module cohérent .#, il existe localement une résolution libre

0> (&2(r, )Nk ... > (E3(r,r))No > M4 -0

telle que la suite

0-(gr&2(r,r)Ne— ... s> (gr&2(rr))Nosgrs -0

soit exacte lorsqu’on met sur .# la filtration F' induite par celle de (&2 (r, P))No et sur
gre A la filtration induite par celle de (grg &2 (r, r))No.
Rappelons (Kashiwara [6]) que si .# est un §x-module cohérent on a:

codimp,x(Ch M) 2d <> &xth (M,8)=0 pour j<d.

Nous allons montrer que le méme résultat est vrai pour &2 (r,7):

PROPOSITION 4.1.3. — Si M est un &2 (r, r)-module cohérent (1<r< + ©), on a pour
tout deN:

codimy,, (supp #)2d <> Extiz . (A, E(r,r)=0 pour j<d.

(Supp # désigne le support du module .#).
Le théoréme 4.1.1 se déduit immédiatement de ce résultat.

Soit en effet .# un é’x-moddle cohérent dont la variété caractéristique est de codimen-
sion d dans T*X, alors pour j<d on a &xt}, (M, &x)=0.

Comme &2 (r, r) est plat sur n~! & on aura alors

Exti-1 4 (n ' M, E5(r,r))=0  pour j<d
c’est-a-dire

Vj<d, é’th,% r,r) (gzz\ (r’ r) ® n_—l ('/” |A)’ éa12\ (r: r))=0
2~ 1@x )
et donc d’aprés la proposition 4. 1. 3, codimy, , (Chi{’ (#)) 2 d.
Il nous reste a démontrer la proposition 4.1.3, pour cela nous allons suivre de trés

prés Kashiwara [6].

LEMME 4.1.4. — Si M est un &% (r,r)-module cohérent on a
(i) &xt/(M,E5(r,r))=0sij<codimy,, (supp ).
(i) codimy,, (supp &xt’ (M, E4(r, 1)) 2).

Démonstration. — Pour alléger les notations nous poserons &%= &3 (r,r). Comme nous
I’avons rappelé plus haut, il existe localement une résolution libre de .# :

0 (EYN - (EY -1 5. .. > (EYNo > M -0
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telle que la suite
0> (gréHMe—. .. s (gré&)Nosgrl -0
soit exacte.
Alors &xt’(gr M, gr %) est le j-iéme groupe de cohomologie de la suite transposée :

0-(gré&HNo o (gré?)N1— ... > (gréHNe-0

qui est la suite graduée de la suite suivante:

0 ()N ()N o ., 5 (6HN - 0.
On a donc pour tout point 8 de T*A ([15], théoréme 2.5.1)
EX(gr M,gr £%)y=0 = Ext'(M,E%)y=0,
Comme O, est plat sur gr&? ona:
Ext), e (Oran @ LM, Or,0)g=0 =  Extha (M, £%)=0
soit

support (€xt} . (Or,a ® 8 M, O, ,)) D support (Exthz (M, £2)).

TxA

Comme support (.#) =support (Oy,, ® gr.#), le lemme se déduit du méme énoncé dans
lequel on remplace &2 par Or,,, ce qui est un résultat de géométrie analytique bien connu.

LeMME 4.1.5. — Soit V une composante irréductible de support (#) de codimension r.
Alors V < support (&xt" (M, &4 (r,1))).

Démonstration. — Soit 8 un point générique de V. Si i<r on a &xt'(#, £%)y=0 d’aprés
le lemme 4. 1.4 (i) (en 6 on a codim (support #)=codim V=r).
Sii>r, d’aprés le lemme 6.7 (ii) on a:

codim (support (&xt' (M, £2))) >r
donc au point générique de V. &xt' (M, £2)y=0. '
Si de plus &xt"(#, £?)y=0 on obtient R #omy2 (M, E?)y=0 et donc
Mo=R Hom (RHom(M,E?), £%),=0
ce qui est contraire a ’hypothése.
La proposition 4. 1. 3 se déduit immédiatement du lemme 4.1.4 (i) et du lemme 4.1.5.

4.2. b-roncTION. — Comme au paragraphe 2 nous noterons e, le champ d’Euler de
A associ¢ a l’action de C*.

TutoREME 4.2.1. — Soient M un &x-module holonome, ¥, # une bonne
F,, &x-filtration de M définie sur un ouvert U de A et gry A+ le gradué associé.
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Pour tout ouvert relativement compact V de U, il existe un polynéme b(T)eC[T] tel
que sur V on ait,

VkeZ, b(es+k)grg, A =0

b est la b-fonction de 4 par rapport a A.

Démonstration (cf. [18]). — Si 4 est holonome, d’aprés le corollaire 4. 1.2, Ch{® (.#)
est lagrangien Clest-d-dire que gry, # est un 9,-module holonome et donc
é’ndg( A)(gr,.- ) est localement de dimension finie sur C [5].

Or si  Pegrf, éx>5 Py lkl, on a Pe,=(ea,+k)P donc [Iapplication
Q- 8rg, M — grg, M définie par @, |gr,§M=eA+k est un €lément de &ndy, (grr, A) et
donc, localement, il existe un polynéme b a coefficients dans Y tel que b(¢p,)=0.

QED.

Si E, est un opérateur de & | a dont I'image dans grg, &y est e, on peut encore écrire
le théoréme 4.2. 1 sous la forme suivante:

Pour tout ouvert V relativement compact dans U et toute section u de .#, il existe un
polyndme b(T) e C[T] et PeF;! &4 tel que
4.2.1) [b(E,)+Plu=0.

Si A est le fibré conormal a I'hypersurface Y={(x,t)eX/t=0} I'équation (4.2.1)
devient:

[b(tD)+tP(x,t,D,tD)]u=0.

Le théoréme 4.2.1 avait ét¢ démontré par Kashiwara-Kawai [11] lorsque .# est un
module holonome régulier; dans ce cas ils avaient montré que I'on peut trouver b et P
vérifiant (4.2.1) avec de plus P d’ordre inférieur ou égal au degré de P. (Si .# n’est pas
régulier, I’ordre de P peut étre quelconque).

Pour terminer ce paragraphe, montrons comment le théoréme 4.2.1 permet de retrou-
ver I’existence de la b-fonction de Kashiwara [6, 7]:

Etant donnés un Py-module holonome .#, une section u de .4 et une fonction
f:X - C, Kashiwara montre qu’il existe un polyndome b(T)eC[T] et un opérateur
Pe 94 [s] tels que

4.2.2) b(s)f*u=P(s,x,D) f* u.

(Le polynome classique de Bernstein-Sato s’obtient en prenant .4 =0y et u=1).

Mais, comme I’a fait remarquer Malgrange (cf. [19]), la formule (4.2.2) peut encore
s’écrire de la maniére suivante:

Soit Z={(x,1)eXxC/t=f(x)} et soit A le Dx,cmodule holondme
N =M@ By xxc» SOit v=u® 6(t—f(x)) section de ./, alors la formule (4.2.2) est
équivalente a:

(4.2.3) [b(=D,t)—P(—D,t,x,D,) ] (u ® & (t—f(x)))=0.
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Sous cette forme on retrouve exactement la formule (4.2.1) appliquée a A", v et
A=T¥%(0,(XxC).

4.3. b-FONCTIONS RELATIVES. — Rappelons quelques propriétés géométriques de la
variété T*A (cf. [15], § 2.9).

Comme sous-variété homogéne de T*X, A est munie d’une action de C* que nous
noterons h: C*x A — A, a laquelle est attaché un champ de vecteur, le champ d’Euler
e,. [Par définition, on a e, ( f)=kf pour toute fonction sur A homogéne de degré k
pour h.]

La variété T*A est le fibré cotangent & A donc est munie d’une structure de variété
symplectique homogeéne définie par la 1-forme canonique ®, On notera Q la 2-forme
canonique Q=dw, et u, I'unique champ de vecteurs sur T*A tel que ®,=Q I u, (produit
intérieur).

Ce champ de vecteur est le champ d’Euler d’'une action de C sur T*A, qui n’est
autre que la multiplication dans les fibres de T*A — A que nous avons notée H, au
paragraphe 2. 2.

Par ailleurs, comme nous I’avons signalé au paragraphe 2.2, I'action h de C* sur A
induit une action H; de C* sur T*A distincte de H, [Pour A fixé h(A,.) est un
isomorphisme local de A et définit donc un isomorphisme local H, de T*A, par définition
H, est application composée H, (A, .)=H, cH, (A, .)].

Soient u, le champ d’Euler associ¢ a H; et ©; =Q _l u;, ®, est une 1-forme sur T*A.

La variété T*A est donc munie d’une 2-forme Q et de deux champs de vecteurs u, et
u,;, on pose 0,=Q(uyu,), cest une fonction holomorphe sur T*A. On notera S,
I'hypersurface de T*A définie par I’équation {6, =0}. (S, ne dépend donc que de I'action
h de C* sur A).

Nous avons défini au  paragraphe 3.2, pour re[l,+o0], Tlaction
H, (A, .)=H, (M, Hy(A*"",.)) sur T*A. A H, sont associés le champ de vecteurs
u,=ru; +(1—r)u, et la 1-forme ©,=rw, + (1 —r) ®,.

Si on se donne un systéme de coordonnées (x;, ...,X, Ty, ...,T,) de A pour lequel
h(A; (x, 1)) =(x, A7) (ce qui est toujours possible aprés transformation canonique) on aura
dans les coordonnées (x, T, x*, ) de T*A:

5(?—, W= x}dx;+ t}tdr, o, =Y x}dx;— t;dt},
T; i j i j

eA=).T;
j J

Q=Y dx} A dx;+) dt} A dt,, uo=zx3"—a— +ZT}"i,
i ,- ot "5 oy

ulzgx;"a—i? +§:tjaitj, OAzgrit;“.
Hy (A (x, T, x*, T%) =(x, T, Ax*, A1*)
H,; (A (x, T, x*, t%)) =(x, A1, Ax*, T¥)

H, (X (x, T, x*, %)) =(x, A" 1, Ax*, A1 7" 1%),
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On voit sur ces formules que 8, est le symbole principal de I'opérateur différentiel e, et
que d8, =w,—®, (cf. [15], proposition 2.9.5).

Remarquons que si A est définie au voisinage de la section nulle de T*X, A est de la
forme T$X comme on I'a vu précédemment et peut €tre muni de coordonnées
(X4 -« -5 Xp Ty, - - -, T,), les applications h, H; et H, se prolongent en des actions de C
sur A ou sur T*A; on a encore 0, =(t,t* ) au voisinage de cette section nulle. Si X est
une sous-variété lagrangienne bihomogeéne de T*A, Q s’annule sur X, u, et u, sont
tangents & ~ donc 0, s’annule sur Z. Du corollaire 4.1.2 on déduit donc:

PropPosITION 4.3.1. — Si M est un &x-module holonome défini au voisinage de A, alors
pour tout rationnel re[1, + oo] Ch® (#) et Chi"} (M) sont contenus dans S,.

Ngtons n:T* A - A la projection canonique et 7: T* A » A x C Iapplication définie
par n(§)=(n(£), 0, (8)). Notons encore p: A x C — A la projection.

THEOREME 4.3.2. — Soit M un &x-module holonome défini au voisinage de A et soit r
un nombre rationnel, re]l, + ool.

L’image de T (M) par T est contenue dans un sous-ensemble analytique S, de A x C qui
vérifie:

(a) S, est de codimension au moins 1 dans A x C.

(b) S, est algébrique dans les fibres de p: AxC — A.

(c) Aucune composante irréductible de S, n’est de la forme p~' (V) pour V sous-ensemble
de A.

(d) S, est homogene pour I'action h, de C* sur A x C définie par
h (M, W)= M), Ap).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 4.1.2, O (.#) est une sous-variété lagran-
gienne de T* A donc de dimension n=dim A. De plus I (.#) est algébrique dans les
fibres de m donc dans celles de 7 (car 6, est algébrique).

Les résultats classiques de la théorie de I’élimination montrent que si SO =7 (Z{ (.#)),
I'adhérence S, de S? dans A x C est un sous-ensemble analytique de dimension au plus n
de A x C qui de plus est algébrique dans les fibres de p: AxC — A.

De plus T (#) est homogéne pour H, et 0, est homogéne de degré 1 pour H, donc
S, est homogéne pour h,.

En effet dans le systéme de coordonnées (x, T) de A que nous avons considéré plus
haut on a:

H, (% (x, T, x* ™) =(x, A1, Ax*, A1 77 1%)
By (s (x, T, 1) =%, A", M)

et
n((x, T, x*, ™) =(x, T, TT¥).

Il reste @ démontrer le point (c). Pour cela puisque S, est 'adhérence de S?, il suffit de
montrer que pour tout point M, de A on a SNp '(My) #p '(My). Soit
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Z,=Z0(#) N1~ (o), ona S N p~ ' (ne)=0,(Z,,) donc il suffit de montrer que pour
tout noeA, 6, est une application finie de X, — C ou encore que df, est nulle sur
I'espace tangent a la partie lisse de X, .

Comme 6, est nulle sur la section nulle de A on peut se limiter aux points n, de A
situés hors de cette section nulle.

Fixons donc ny€A et notons f,m:H,(C*, Z,,) lhomogénéisé de X pour I'action H,
de C*. 7:,]0 est un sous-ensemble analytique de T (.#) donc est isotrope. Soient { un
point lisse de X et v un vecteur tangent a £ en (. Le champ d’Euler u, de H, n’est
pas paralléle a v donc  est un point lisse de i,m et u, et v sont deux vecteurs de I’espace
tangent a flno qui est isotrope donc Q(u,, v)=0.

Or, par définition, ©,=Q _ u, donc ®, (v)=Q(u,, v)=0.

Par ailleurs o, est nulle sur la fibre ®n~'(n,) et comme on I'a vu plus haut
®,=ro; +(1—-r)o, et d0,=w,—n, donc

O 1x-1 o) _rdeA ln =1 gy

Ceci montre que d6, (v)=0 pour tout vecteur v de 'espace tangent a la partie lisse de
Z oo
QED.

On peut mettre le théoréme 4.3.2 sous une forme plus proche de celle du
théoréme 4.2. 1.

COROLLAIRE 4.3.3. — Soit M un Ex-module holonome défini au voisinage de A et soit
re]l, +oo[N Q.

Pour tout ouvert V relativement compact de A, il existe un polynéme b,(T)e O, [T] qui
vérifie :

(a) Il existe k tel que pour tout | le coefficient de T' de b, (T) soit une fonction holomorphe
sur V homogéne de degré (k —1)/r.

(b) Les coefficients de b,(T) sont premiers entre eux dans I'anneau des fonctions holomor-
phes.

(c) Pour tout bonne ¥, , &x-filtration ¥y , M de M on a sur n~* (V) :

b,(9,) [ngA, . M]=0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 4.3.2, il existe un polynéme b, (T)e0,[T] tel
que =P () = {b,(6,)=0}.

Si F ,.# est une bonne F, filtration, I (#) est le support de grg, 4 donc il
existe un entier N tel que [, (0,)]" (grg, , #)=0.

L’entier N ne dépend que du cycle analytique £{ (.#) donc est indépendant de la
bonne filtration.

Enfin les propriétés (b) et (c) du corollaire se déduisent respectivement des propriétés
(d) et (c) du théoréme.

Nous dirons que b, (T) est une b-fonction relative de .M pour lindice r.
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L’ensemble des polynomes b, (T) qui vérifient le corollaire 4. 3.3 est un idéal de 0, [T]
qui en général n’est pas principal et ne peut définir une b-fonction relative unique.

Remarque. — Si r n’est pas un indice critique de .# (donc pour tout r sauf un nombre
fini d’aprés la proposition 4.3.1) on a Z{ (#)=Ch{Q (#) = S, donc la variété S, du
théoréme est contenue dans A x {0} et une b-fonction relative est b, (T) =T"™.

Supposons que A est le fibré conormal a une hypersurface Y de X d’équation
Y ={(x, t)eX/t=0}. Si (x, 1) sont les coordonnées de A et (x, T, x*, ©*) celles de T* A,
la fonction b, (x, T, tt*) est 'image dans grg &y de 'opérateur B(x, D,, tD,).

Le corollaire peut encore s’exprimer sous la forme suivante :

Pour toute section u de 4, il existe un opérateur B(x, t, D,) indépendant de D,
(i. e. qui commute avec x,, ..., X,), un opérateur Q(x, t, D,, D,) et un entier k tels que:

(@ (B+Qu=0;
(b) BeF% &y, B¢Fi 1 &y, QeFy &y

En fait b, est homogéne donc peut s’écrire de manicre unique
b,(x, T, Tt*)=1"1*F g, (x, T*P 1P 79)

avec r=p/q (p, q entiers premiers entre eux) et g, (x, 0) # 0.

Lorsque X=C et A=T},C, le polynome q,(T?"9) est Iéquation déterminante de
Malgrange [21] et Ramis [23]. Cette équation détermine la croissance des solutions du
systéeme (Ramis [23]).

Dans le cas général I'opérateur B(x, t, D,) ne contenant pas de dérivation en x peut
étre considéré comme un opérateur différentiel (ou microdifférentiel) en une variable ¢ a
paramétres holomorphes en x. Nous verrons dans un article ultérieur [17] que grice a
cette propriété, ’opérateur B, ou plutdt ’équation déterminante g, contrdle la croissance
des solutions du module .# comme dans le cas de la dimension 1 considéré par Ramis.

5. Prolongement du polygéne de Newton

Dans le cas de la dimension 1, Ramis [23] montre que pour les opérateurs a coefficients
polynomiaux on peut encore définir le polygdne de Newton pour les indices re[— oo, 1].

Nous allons voir que I'on peut faire de méme sur un fibré vectoriel en dimension
supérieure. Nous considérerons le cas des opérateurs différentiels sur un fibré vectoriel
dans le premier paragraphe et nous généralisons la construction au cas des opérateurs
microdifférentiels dans le paragraphe 5.3.

5.1. PoLYGONE DE NEWTON DES OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.
— Dans ce paragraphe, nous supposerons que X est un fibré vectoriel de base Y, nous
identifierons Y a la section nulle de X et nous noterons p: X — Y la projection canonique.

Le faisceau des fonctions holomorphes sur X polynomiales dans les fibres de p sera
noté Oy, et Px, désignera le faisceau des opérateurs différentiels sur X a coefficients
dans O,

4° SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



POLYGONE DE NEWTON ET b-FONCTIONS 427

On notera, pour meN, O, [m] le sous-faisceau de Oy, des fonctions homogeénes de
degré m dans les fibres de p et, pour me Z, 9y, [m] le sous-faisceau de Zx, des opérateurs
difféerentiels homogénes de degré m, c’est-a-dire tel que

Dixym]. Orx,[m’] = Oy [m” +m).

o
Si ey est le champ d’Eulér du fibré vectoriel X, on a donc:

Orx [m]={f e Oxjfex f=mf}
Dixy[ml={f € Dx /lex, P|=+mP}.

Les faisceaux Oy, et Py, sont donc gradués par :

Oxi= @ Opx[m] et D= @ Dixy[ml.
meN meZ .

(On note toujours Py ,, le faisceau des opérateurs différentiels dont I'ordre usuel (i. e. le
degré en 0/0x) est inférieur ou égal a m). Soient A le fibré conormal a Y dans X, =n, la
projection A > Y, et F, &y la filtration du paragraphe 2.1.1. Comme on est sur la
section nulle cette filtration et 'isomorphisme grk A Dx = Tox Dia[k] sont canoniques.

ProprosITION 5. 1. 1. — Pour tout me Z, I'application canonique

FA"Dx = gte Dx = Tox Diay[—m]

induit un isomorphisme Py, [m] |Y = Tox Dip[—m].

On a donc un isomorphisme de faisceaux d’anneaux

O PxDx) — Tox Dy

qui transforme la graduation de 9y, en la graduation opposée a celle de Dy,
Démonstration. — Choisissons des coordonnées locales (x,, ..., X, t;, ..., t,) de X
telles que Y = {r=0} et que les coordonnées (t,, . . ., t,) soient linéaires.
q
Alors ex= )’ t;D, et les opérateurs de P x,[m] s’écrivent :

i=1

P= Y  a,,()DMPDL
IBl=lyI=m

On werifie donc immédiatement que D[mlcF"9x et que si
(X35 -+ +s Xp Tp, - -+, T,) sOnt les coordonnées de A induites par (x, t) 'image de P dans

(5.1.1) . o(P)= Y  a, ()DI(—D)Pr.
IBI=lyi=m

(On voit que @ n’est autre que la transformation de Fourier).
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DEFINITION 5. 1.2. — (i) La filtration F"_ , Dy, est définie sur Dx, | y=px Dix; par

VkeZ, Fk_oo‘@[x]= @ PxDx[m].
m=<k

(i) Si P est un opérateur de px Dx, on définit le sous-ensemble S~ (P) de R? par :

O WES™(P) < I(kDeZ? k>pl<h+p, PeFTX Dy +ps Dy 1

(iii) On note N~ (P) Il'enveloppe convexe de S~ (P) (partie négative du polygone de
Newton de P).

Soient S,(P) et N, (P) les sous-ensembles de R? définis au paragraphe 2.2 pour
A=T}X.

On pose S* (P)=S,(P) et N* (P)=N, (P) et on définit encore S(P)=S*(P)N S~ (P)
et N(P)=N*(P)N\N~(P).

N(P) est le polygone de Newton de P, c’est un sous-ensemble de R? stable par les
translations (A, p) —» (A—a, p) pour a = 0.

Remarque. — Si P est un opérateur de Py qui n’est pas dans Py, C’est-a-dire si un
des coefficients de P n’est pas polynomial, on a N(P) =N (P) (ce qui justifie les notations
du paragraphe 2).

Soit r un nombre rationnel ou r=+ oo et (p, g)€Z x N, p et q premiers entre eux tels
que r=p/q [si r= £ o0 on prend (p, 9)=(+1, 0)].

DEFINITION 5. 1.3. — La filtration ¥, 9x, est donnée par :

Vkez, F’r‘@[x1={P€P* Dx/N(P) < {(A, WeR*pu+gh < ki)

(Pour r 2 1 la filtration F est la filtration F), , du paragraphe 3.2).

Notons Oy« 5y) le sous-faisceau de O+ ,; des fonctions holomorphes sur T*A et
polynomiales dans les fibres de

n: T*A=T*(T:X)->Y
et
(Q[T‘ AlY] (i’ J) = 0[T* A/Y] m @[T‘ A] (i, f)

Les résultats du paragraphe 2.2 s’étendent mutatis mutandis au cas r<1 et en
particulier on a pour — 0 < r < + oo des isomorphismes

grlli‘,. D= ® Tx O am (A ).

prt+(@—-p)r=k

Pour r=—o00, on grg_  Dix)="No+ Dy
De méme on montre :

PROPOSITION 5.1.4. — (i) Pour tout r, —o0 <r < + o0, la filtration F, Dy, est noethé-
rienne.
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(i) Si M est un Dx-module cohérent muni d’une bonne F, Dxyfiltration, le gradué
associé gr, M est un gry Dxr-module cohérent.

Sir# + oo, grg, Dpx) ~ Tox Oprv ajyy done nt grg, A définit un cycle analytique de T* A
qui est indépendant du choix de la bonne filtration d’aprés [25], chap. II
proposition 1.3. 1.

Nous noterons £ (.#) ce cycle et ) (.#) son support.

Comme au paragraphe 3.2 on peut définir des filtrations G, et G sur
8TF, Dpx) = Tx Oppe oy SUivant les formules (3.2.1) et (3.2.2) et étendre  tout 7 # + oo
la définition 3.2.4 des cycles Ch® (.#) et Ch"} ().

Enfin lorsque r= + oo, la proposition 5.1.1 montre que 'on a des isomorphismes
8r_, Dix) = Tos Dia) ~ 8, Dx) €t si M est un Zx-module cohérent muni d’une bonne
F, 9 xyfiltration (r=+ o0), nous noterons Ch®(.#)=Ch"} (/) le cycle caractéristique
de grg, A considéré comme my. P, -module cohérent.

Nous avons ainsi défini les cycles analytiques bihomogénes Ch® (.#) et Ch' (.#) de
T* A pour tout re[— oo, + 0], ainsi que leurs supports Ch® (.#) et Ch”} (.#).

PROPOSITION 5.1.5. — Si M est un Dy-module cohérent et si A=T$X, alors pour tout
r>1lona:

Ch® (M) =ChY (Dx ® gyy, M)
et
Ch® (M) =Ch (Dx ® g1y, ).

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que P et PDx; ont le méme complété pour
les filtrations F,, , Py et F, Dx, et d’appliquer alors le lemme 2. 6.0 de [15].

Nous dirons que r est un indice critique de .4 en un point x de A si r est égal & + oo
ou & —oo ou si r est un nombre rationnel tel que les variétés Ch" (#), Ch® () et
@ () soient distinctes au voisinage de n~1(x) (n: T*A - A).

THEOREME 5. 1.6. — L’ensemble des indices critiques d'un Dx-module cohérent est fini
sur tout compact de A.

Démonstration. — Si r = 1, le théoréme se déduit immédiatement du théoréme 3.4.1
et de la proposition 5.1.5.

Il reste a étudier le cas r < 1. Comme nous l'avons vu dans la démonstration du
théoréme 3.4.1, il suffit de montrer que si £ est un idéal cohérent de Py, il existe un
nombre fini d’opérateurs P,, ..., Py de £ tels que pour tout r, ' (#) soit engendré
par les fonctions g™ (Py), ..., 6 (Py). (" () désigne le O s-module engendré par
les fonctions 6™ (Q) pour Q élément de .#).

Fixons un systtme de coordonnées locales (x;, ..., X,, t;...t;) de X telles que
Y={t;=...=t,=0}, alors A a pour coordonnées (X, ..., X, Ty, ..., T) et
T*A (x, 1, x* ).

Notons K =0[t; o, ty 11 lanneau des fonctions méromorphes sur
{t;=0}U ... {t,=0} et KD;3;=K ®¢x; D x
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Il est clair que 'on peut encore définir les filtrations F, sur I'anneau K 9, Le gradué
associé sera le localisé le long de {t¥=0} U ... {1¥=0} du gradué de P, c’est-a-dire
Panneau K=0p. o [t 72, ..., 171,

D’autre part on peut définir sur K 94, la transformation | associée au changement
de variables s;=1/t; pouri=1, ..., g. Onaura Y (t)=1/s;et Y (D,) = —s? D,, on constate
que  échange les filtrations F, K P, et F, _ K 9x;.

Soit # un idéal cohérent de K Py, il existe un idéal .# de Py, tel que F=K ®¢x;-#
et donc il existe des opérateurs Py, . .., Py de # N P, tels que pour tout r = 1, o™ (#)
soit engendré par c(P,), ..., o (Py). Grice 4 la transformation { on a encore le
méme résultat pour r < 1.

Si  est un idéal cohérent de Py, il existe donc des opérateurs P,, ..., Py de £ tels
que pour tout® re]—oo, +o, o?(K® £)=RK®c"(F) soit engendré par
o™(P)), ..., " (Py).

Il existe donc un nombre fini d’indices ry, . . ., ry tels que en dehors des hypersurfaces
13=0, ..., 1 =0les variétés ' () et Ch{l’ (.#) soient distinctes. En faisant un change-
ment de variables sur (t,, ..., t)) on déplace ces hypersurfaces et on voit que le résultat
est vrai en dehors de la variété 1f=...=15=0.

Pour terminer la démonstration on considére le fibré X =X x C sur la méme base Y et
le Dxymodule A =M & Oc.

I1 est facile de voir que pour tout r on a :

Ch (M) =Ch™ (M) x {(o, c*) e T*(T, C)/c=0}
et
IO (M)=Z" (M) x {(c, c*) e T*(T}, C)/c=0}.

D’aprés ce qui précéde le théoréme est vrai pour .# en dehors de 6*=0 donc il est
vrai pour /.

PROPOSITION 5.1.7. — (i) Pour re]— oo, + oo[, = (#) est un sous-ensemble analytique
involutif de T* A.

(i) Pour re[—oo, + ], Ch®(#) et Ch" () sont des sous-ensembles analytiques
involutifs bihomogénes de T* A.

Démonstration. — Le point (i) se montre en appliquant le théoréme I’ de Gabber [4].
Or d’aprés le théoréme 5.1.6, pour tout r il existe r tel que Ch"”(.#)=Z"(#)
(¢f. démonstration de la proposition 3.5.2) et de méme il existe r” tel que
Ch” (M) =2"" (M) ce qui montre (ii).

Remarquons encore que puisque X est un fibré vectoriel sur Y on a un isomorphisme
X - Ty X. Or comme nous I’avons vu au paragraphe 2.1 on a aussi un isomorphisme

canonique T*(Ty X) 5 T*(T$X) donc si A=T$X on a un isomorphisme T*X ~ T*A
et il est facile de voir que par cet isomorphisme on échange X™(.#) et la variété
caractéristique de #/ Ch(#)=Ch(2x ® apg )
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Nous allons a présent montrer 'analogue du théoréme 4.1. 1. La dimension que nous
devons considérer ici n’est plus la dimension locale de la variété caractéristique mais la
dimension globale de cette variété sur les fibres de p: X - Y.

Soient m,: T*X — Y et n: T*A - Y les projections canoniques (A =T$X).
Si S est un ensemble analytique notons d(S; x) la dimension locale de S au point x.
Pour # 9 x;-module cohérent et yeY posons :

d,(M)=_sup {d(Ch(M); x)}

o (x)=y
et pour —co <r<+c  d¥(A)= sup {d(Z”(A); x)}.
n(x)=y
D’aprés la remarque ci-dessus on a toujours d, () =d\" (4).

THEOREME 5. 1.7. — Pour tout Dx-module cohérent M, tout point y de Y et tout r tel
que —o0o <r<+4ooona:

49 (M) < d, (M)

(avec égalité pour re|0, 1]).

Démonstration :

1. CasO0Zrs 1.

Sirel0, 1], on a F* PD1x,=0 pour k < 0, c’est-a-dire que la filtration F, est alors discréte
au sens de Bjork [2], chap. 2.

D’aprés le théoréme 7.1, chap. 2 de [2], d(#) est alors le plus grand entier d tel
que Ext (M, Dix)) soit non nul sur p~* ().

d? (M) est donc indépendant de re[0, 1].

(Remarquons que dans I'appendice du chapitre 2 de [2], Bjork montre I’égalité ci-dessus
pour r=1/2 et r=1 lorsque Y est un point).

2. Casr> 1.
Dans ce cas on se raméne immédiatement au théoréme 4.1.1 par la proposition 5.1.5.
3. Casr<O.

Nous allons nous ramener au cas précédent en utilisant la transformation ¢ de la
proposition 5. 1. 1.

A est un fibré vectoriel sur Y donc on peut considérer les filtrations F, 2, et la
formule 5. 1.1 montre immédiatement que pour tout k et tout r on a :

o (F; Dix) =F§{_, Diar
On en déduit que pour tout P x;-module cohérent .# et tout re]—oo, +oo[ on a:
dy) (M) =d} ™" (¢ (M)).
Sir<0,onal—r>1doncdapresle cas 2 :

) (M) =d5} 7" (¢ (M) < d, (¢ (M) =d (¢ (M) =d" (M).
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COROLLAIRE 5.1.8. — Soit M un Dy-module holonéme en tout point de X (i.e. la
variété caractéristique de Dy ® glx]ﬁ est lagrangienne).

Alors pour tout r, les ensembles Ch® (#), Ch™ () et = (M) sont des sous-ensembles
analytiques lagrangiens de T* A.

Le corollaire 5. 1.8 montre que I'on peut étendre les résultats du paragraphe 4.3 au
casr<1:

Notons, comme au paragraphe 4.3, 6, le symbole principal du champ d’Euler e, de
A et Oy, le faisceau des fonctions holomorphes sur A, polynomiales dans les fibres de
p:A-Y.

COROLLAIRE 5.1.9. — Soient M un 2D y-module holonome sur X, re]—oo, + o[ et
F, M une bonne F, Dy filtration.

Pour tout ouvert relativement compact V de Y, il existe un polynéme b, (T)e O, [T],
dont les coefficients sont premiers entre eux sir # 0, tel que

b, (8,) (grg, #)=0 sur p~'(V).

(La démonstration est identique a celle du théoréme 4. 3. 2, et du corollaire 4. 3. 3 sauf
pour le point ¢ du théoréme qui n’est vrai que si r # 0.)

Il reste a étudier le cas r=—oo. Mais comme on I’a vu dans la démonstration du
théoréme 5.1.7, la transformation ¢ permet de ramener ce cas & r=+ oo et alors le
théoréme 4.2.1 donne :

PrOPOSITION 5.1.10. — Soient M un D y;-module holonéme sur X et ¥ _ ,, M une bonne
F —© @[x]'ﬁltration.

Pour tout ouvert relativement compact V de Y, il existe un polynéme b(T) e C[T] tel que
sur p~ (V) on ait :

VkeZ, b(e,—k)(gry_, M)=0.

5.2. THEOREME D’EQUIVALENCE. — Nous montrons ici un théoréme d’équivalence entre
variétés lagrangiennes munies d’un opérateur microdifférentiel particulier (proposition
5.2.2) qui nous permettra ensuite de microlocaliser les constructions du paragraphe 5. 1.

Soient X une variété analytique complexe et A une sous-variété lagrangienne homogene
lisse de T*A. Soit e, le champ d’Euler de A.

DerFNiTION 5.2.1. — Un opérateur microdifférentiel ® sera dit adapté a A si @ est
d’ordre 1 et si son image dans gry, Ex~9 4, est égale d (—e,—1).

Un opérateur ® est donc adapté a A si et seulement si :

(i) © est un opérateur d’ordre 1;

(ii) dans un systéme de coordonnées son symbole @ =0, (x, ) +0,(x, )+ . . . vérifie :

(@) 8,,,=0c¢t B, ,=0

(b) d8, = oy modulo I, Q!
(oo est la 1-forme canonique de T* X et I, I'idéal de définition de A).
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Sous cette forme la définition 5. 1 est trés voisine de celle de [11].

PrOPOSITION 5.2.2. — Soient O et @ deux opérateurs microdifférentiels adaptés a une
variété lagrangienne A.

Il existe une transformation canonique quantifiée qui conserve A et qui transforme © en
(O .

On peut supposer de plus que T'isomorphisme induit par cette transformation sur
gre, Ex =D 4, est lidentité et dans ce cas la transformation canonique quantifiée est unique.

Pour montrer cette proposition nous devons rappeler un résultat sur les équations de
type de Fuchs :

LEMME 5.2.3. — Soit u un champ de vecteur sur X =C" x C?, muni des coordonnées
(X1« + s Xps V15 -+ +» ¥,) qui est de la forme :

n

| < 0 < 0
U=y x;——+ 3, a;(% ) —+ ¥ b;j(x, y)—
i=1 X i=1 0x; j=1 3}’;
ou les fonctions a; (i=1, ..., n) [resp. b; (j=1, ..., p)] sont des fonctions holomorphes
définies prés de (0, 0) qui s’annulent a 'ordre 2 (resp. a lordre 1) sur la sous-variété
Y={(x, y)eX/x=0}.

Alors pour toute fonction g (x, y) nulle sur Y, toute fonction ¢ (y) holomorphe sur Y et
tout n-uplet (Y, (v), . . ., U, (»)) de fonctions holomorphes sur Y, les systémes :

(5.1) { u(=gf
£ M leeo=00)
(5.2) { ; u(h)=f
0D he0=0 L D] mo=O) k=1
Xk

ont chacun une et seule solution holomorphe prés de (0, 0).

Démonstration. — Notons @xw espace des séries formelles f= ). f,(y)x* ou les
ae N

fonctions f, sont holomorphes sur un méme ouvert de Y.

D’aprés Bengel-Gérard [1] (théorémes 3.3 et 4.4) si fe Oy |y verifie u () =0 ou u(f)=f,
elle est holomorphe au voisinage de (0, 0). Il suffit donc de montrer le lemme 5.3 dans
Ox vy

Développant les fonctions a;(x, y) et b;(x, y) en séries de Taylor en x on vérifie
immédiatement I’existence et I'unicité des fonctions f,. Par exemple dans le cas de (1) on
aura :

fo0)=00)

puis pour |a|>0, f, sera combinaison linéaire des fonctions f telles que | B|<|o|-

LEMME 5.2.4. — Soient X une variété analytique complexe munie de coordonnées
(%3, .- -5 X, t) et A le conormal a I'hypersurface {t=0}, i.e. A={(x, t, & 1)eT*X/t=0,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



434 Y. LAURENT

£=0}. On se place au voisinage de A en dehors de la section nulle c’est-a-dire que I'on
suppose T#0.

Soit f(x, t, &, 1)=t+q(x, t, & T) ou q est une fonction holomorphe homogéne de degré
0 en (&, 1), nulle a Pordre 2 sur A.

Il existe une transformation canonique homogéne (unique) qui se réduit a l'identité sur A
et qui transforme la fonction f(x, t, &, T)T en t 1.

Démonstration. — Cherchons cette transformation sous la forme
(x & 1)->(%1LE 1)

On veut ¥T=1f(x, t, £, T) on aura donc :

’ ~ 1
f=af et T=-—
a

avec a homogéne de degré O en (€, 7) et a | Aa=1
L’équation {7, ¥} =1 donne :

1={3, z}={£, af}=—‘1;[%(af)—t{a, f}]

soit puisque f=t+q :

ta—a+q@+a@—ta—a+th(a)=0
oo "ot ot ot

(H, désigne le champ hamiltonien de g donc par définition H,(a)={q, a}).
Si a est homogéne de degré 0 on aura

I _«. 0 da__,da
(en notant &a—&=.§1 gia_g), ra.q.gb.g_o

et a devra vérifier les équations suivantes :

da _0da dq da
5.3 t—+&—+—a+q—+1tH, (a)=0
(>-3) P P
(5.4 ali=o,e=0=1.

D’aprés le lemme 5.2. 3, il existe une et une seule fonction a vérifiant ces équations.

Le champ de vecteur t(9/0t)+&(0/0E) commute avec 'opérateur de (5.3) car g est
homogeéne de degré 0 en (&, 1) donc t(0a/dt)+ & (0a/0t) vérifie 'équation (5. 3) avec une
trace nulle sur A, I'unicité de la solution du lemme 5. 3 montre que t(da/dt)+ & (0a/0E)=0
C’est-a-dire que a est homogéne de degré 0 en (€, 7).

Si =af et T="1/a avec a solution de (5.3)-(5.4) on a donc {7, ¥} =1, ¥ est homogéne
de degré 0 et T homogéne de degré 1 en (&, 1), enfin T [s=".
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On aura
m=ll Ty
a ot a*
0
H;=aH,+fH,= —aa—+qu+fH,,
T
et donc

zH;+%H,~=tﬁ—:ﬁ+qﬁ+qu.
ot ot ot

Posons u=t 62 +& (—% +q ;— +1tH,, alors sur les fonctions homogenes de degré A en
t t

(&, t) on aura :
TH:+TH=u—A\.

Appliquant de nouveau le lemme 5.3, on voit qu’il existe des fonctions uniques
Xisovos Xy El, Ce z,, qui vérifient :

i=1,...,n {“(x")=0
ii|A=xi
u(Ei)=Ei
: a&| &
i=1, , 1 EilA:O’ _67,\—0, 5giA_1
Eio, ki
€,

Comme pour la fonction a, les équations précédentes impliquent que les fonctions X,
i=1,...,n(resp. E, i=1, ..., n) sont homogénes de degré O (resp. de degré 1) en (&, ).

De plus H; commute avec ¥H;+TH; on aura donc, pour tout i, u(Hy(X;))=0 et
H;(%X)|,=0. L’unicité de la solution des ces équations donne donc H{X;)=0 et donc
H;(%)=0.

On montrerait de méme que, pour tout i, Hz(;)=0 et H&)=0 puisque les crochets
de Poisson {%, %;}, {&, &;}, {&, X;} sont nuls pour tout (i, j) sauf {, X,} qui vaut 1
pouri=1"7..., n

Nous avons donc défini des coordonnées symplectiques (%, #, &, 7) telles que ¥T=f7 et
(%1 & D=(xt & 1) sur A. :

De plus la démonstration a montré que les fonctions (7, T, X) et par conséquent & sont
déterminées de mani€re unique.

Démonstration de la proposition 5.2.2. — Plagons nous tout d’abord en dehors de la
section nulle de T*X. Par une transformation canonique quantifiée on peut transformer
Aen Ag={(x,1 & 1)eT*X/t=0, E=0} avec (x, t)=(xy, - - ., X, b).
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On peut alors supposer que @' =t D,

Le symbole principal de ® vérifie les hypothéses du lemme 5.2.4 donc aprés une
nouvelle transformation canonique quantifiée on peut supposer que le symbole principal
de O est égal a t1.

Pour terminer la démonstration, il suffit & présent de montrer qu’il existe un opérateur
microdifférentiel R inversible d’ordre O prés de A tel que R ® =tD,R.

Tout opérateur microdifférentiel R d’ordre 0 défini au voisinage de A peut s’écrire
sous la forme :

R(xa L Dx’ Dt)= Z Rj(x’ Dx’ tDt)Dt—j

jzo0

ou R; est un opérateur différentiel d’ordre au plus j. Inversement une telle série définit
un opérateur microdifférentiel au voisinage de A si et seulement si il existe des constantes
C,y, C, et o strictement positives telles que :

¥j20, N(R;D;”, 8)<CoC}

N (P, T) désignant la norme formelle de Boutet de Monvel-Kree [3].
De méme les hypothéses faites sur ® permettent d’écrire :
®=:D,+ ) Q;(x, D,, tD,)D/ .
j>0
(On a Qy=0 car O et tD, ont méme image dans grg, &x).
L’équation R®=tD,R devient :
Vj>0, jRth_j—_- Z Rth_k j_kD:c_j.

0sk<j

Prenant Ry=1, on peut ainsi déterminer R; par récurrence sur j et la norme formelle
étant multiplicative on aura :

N(R;D;”, 8)§1' Y. N(R,D/* 8)N(Q,;_, D, 7*% )

Josk<j

donc si N(Q;D,”, 8)<C,Cj, N(R;D, 7, 8) vérifiera la méme relation et donc
R=) R;D; 7 est bien un opérateur microdifférentiel d’ordre 0, il est inversible prés de
jz0

A car Ry=1.

Puisque R, =1, 'isomorphisme induit sur P, est I'identité.

Inversement si R, induit I'identité sur 9, il est constant donc R est déterminé a une
constance multiplicative prés et la transformation P— R “! PR est unique.

Il reste a étudier le cas de la section nulle. Dans ce cas A est le conormal i une
sous-varieté de X et on peut donc supposer que A=T}X avec Y={(x,,..., X,
ty, ..., t,)eX/t=0}. On vérifie facilement qu’il existe un changement de variables qui
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transforme ® en ®0=Ztia—a-+(p(x, t) avec @(x, 0)=0. Alors si a(x, t) est la fonction
L;

qui vérifie ®,(a)=0, a(x, 0)=1, on aura a~ ! ®, a=tD,.

On remarque donc que sur la section nulle la transformation de la proposition 5.2 est
composée d’un changement de variables et de la conjugaison par une fonction inversible
ce qui rentre dans le cadre des transformations canoniques quantifiées.

COROLLAIRE 5.2.5. — Soient A et A’ deux sous-variétés lagrangiennes de T*X, ® et
@’ des opérateurs microdifférentiels adaptés respectivement a A et a A’, o et o des points
de A et A’ respectivement situés hors de la section nulle de T* X.

Alors il existe une transformation canonique quantifiée d’un voisinage de o sur un
voisinage de o’ qui envoie A sur A’ et ® sur @’

5.3. PoLYGONE DE NEWTON DES OPERATEURS MICRODIFFERENTIELS. — Soient X une
variété analytique complexe et A une sous-variété lagrahgienne homogene lisse de T* X.

Soit ® un opérateur microdifférentiel adapté a A (définition 5.2. 1).

Pour tout entier me Z on pose :

Ex,elm]={Peé/[®, P|=mP}
x,6= @ &x olm]

meZ

Le faisceau &y ¢ est un sous-faisceau d’anneaux de &x qui est muni de la graduation
@&x, e[m] et de la filtration (6, o, m)mez induite par la filtration usuelle par I'ordre de
&y, on peut donc généraliser les définitions du paragraphe 5.1 : '

DEFINITION 5.3.1. — (a) Le faisceau &y, o|  est muni de la filtration F_ , 6x o:

VkeZ, F* _ 6x o=@ é’x,e[m”/\-

m=<k

(b) Si P est un élément de &y, ¢ défini au voisinage de A, S™ (P) est le sous-ensemble de
R? défini par :

A wWeS™(P) <« 3k, DeZ? k>pl<i+p, PEF:'éo‘gx,e“"(‘g’x,e,t) |A'
(¢) N~ (P) est I'enveloppe convexe de S~ (P), N* (P) est égal au polygéne de Newton

N, (P) du paragraphe 2.2 et enfin N(P)=N*(P) "\ N~ (P).
(d) Si r=p/q avec p et q premiers entre eux et 20 la filtration F, &y ¢ est définie par :

VkeZ, F;6xo={Pebxo|s/N(P)={(A weR*pr+qusk}}.

Si 'on se place dans la situation du paragraphe 5.1, c’est-a-dire si X est un fibré
vectoriel de base Y, on peut prendre A=T¥X et @,=ex (champ d’Euler du fibré
vectoriel) et on notera alors &x;=&x ¢, Dans ce cas la restriction a la section nulle de
T* X du faisceau &y, est le faisceau Py, du paragraphe 5. 1.

Fixons des coordonnées locales (xy, . . ., X,, 1, ..., t,) de X telles que Y={t=0} et
que (¢, . . ., t,) soient des coordonnées linéaires des fibres de p : X - Y. Les opérateurs
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de &x; définis prés de A=T§X sont les opérateurs de &x dont le symbole
P= Z P;(x, t, & 1) dans les coordonées ci-dessus est tel que les fonctions P; sont

jsm
polynomiales en t et non nulles seulement pour un nombre fini de j.

En particulier lorsque X est un fibré vectoriel de rang 1, on a &;[0] [A=1tg 19, 10]
(mo: A—>X) et pour tout opérateur de &x;,, il existe m tel que D'P soit dans
o ' Dixy

Les résultats du paragraphe précédent montrent  que en dehors de la section nulle de
T*X on peut toujours échanger (localement) deux couples (A, ®) et (A’, ®’) de variétés
lagrangiennes munies d’opérateurs microdifférentiels adaptés par une transformation
canonique quantifiée.

Dans les démonstrations qui vont suivre on pourra donc toujours se ramener au cas
particulier ou A est le fibré conormal T$ X pour un fibré vectoriel X de rang 1 sur Y et
ou O est le champ d’Euler associé.

Pour ce qui est du voisinage de la section nulle, A est alors de la forme T§X pour Y
sous-variété de X et on peut par un changement de variables (proposition 5.2.2), se
ramener a X fibré vectoriel sur Y (plus nécessairement de rang 1) et 4 ® champ d’Euler
de X, c’est-a-dire a la situation étudiée dans le paragraphe 5. 1.

Considérons tout d’abord le cas d’un fibré vectoriel X de fang lsurY.

Comme nous I'avons vu ci-dessus, pour tout opérateur P de &y, il existe meN tel
que D' Peng, ! Pk, on en déduit facilement le lemme suivant :

LemME 5.3.2. — Soient X un fibré vectoriel de rang 1 sur Y, A=T}X, et ny: A>Y
la projection canonique.

(@) Epx|  est plat sur ng* (x| y) et cohérent.

(b) Si M est un &x-module cohérent défini prés de A il existe un 9D x;-module cohérent
N tel que :

(5.3.1) M| A =(Epa| N ®rst @y (o L A | )-

(c) Soient M un & x;-module cohérent et N un P x;-module cohérent qui vérifient (5.3.1).

Soit F, . # une bonne F' &y filtration sur M|, et F, A la bonne F, Dx-filtration
quwelle induit sur N | v- On a alors :

8rr, M =(8rr, E1x) x5t gre, ayyy (To ' grg, A).

Revenons a présent au cas général :

ProposITION 5.3.3. — Soient A une sous-variété lagrangienne de T*X et ® un opéra-
teur microdifférentiel adapté a A.

(a) Pour tout re Q (r# £ ), on a
81r, 6x, 6= U1y Ay
En particulier sir>1 on a gry, £y ¢=8rf, ,Ex-
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(b) gy, Ex e=8lF_ Ex, 0=8lr, Ex =D ay
(Rappelons que Tisomorphisme grg, &x~9,, west défini qu’a un automorphisme intérieur
pres).
PROPOSITION 5.3.4. — Soient r rationnel, r # £ 00, M un &y ¢ | s-module cohérent et
F, # une bonne F, &x o-filtration de M.

Alors grg M est un Opp, xrmodule cohérent et le cycle analytique £ (M) qui lui est
associé est indépendant du choix de la bonne filtration.

De plus si r>1, on a £ (M)=EQ (x®esy o-H) (0 le deuxiéme cycle est celui du
paragraphe 3.2).

Ces deux propositions se montrent sans difficulté en se ramenant au cas d’un fibré
vectoriel de rang 1 puis en utilisant le lemme 5. 3.2 et les résultats du paragraphe 5. 1.

Les formules (3.2.1) et (3.2.2) définissent des filtrations G, et G_ sur grg, £x ¢ qui
permettent de définir les cycles analytiques Ch'")(.#) et Ch™ (.#) suivant la définition
3.2.4.

Enfin lorsque r= + o0, on définit Ch® () comme cycle caractéristique du 9 ,-module
grg, M associé 4 une bonne F, &y o-filtration de .#. (Ici encore le cycle ne dépend pas
du choix de la bonne filtration).

(M), Ch"')\(/./{) et Ch‘:l/(./ll) désignant respectivement les supports des cycles analyti-
ques £© (), Ch®” (#) et Ch'"} ().

PROPOSITION 5.3.5. — Soit M un & o| x-module cohérent.

(i) Pour tout r rationnel, r# + 0o, T® (M) est un sous-ensemble analytique involutif de
T*A.

(ii) Pour tout r, — o0 <r< + 00, Ch® (M) et Ch'"} (M) sont des sous-ensembles analyti-
ques involutifs bihomogeénes de T* A.

Pour # €x, o) s-module cohérent et y € A nous poserons :

d,(M)=sup{deN/Extz2 (M, Ex o),7#0}
(n est 1a dimension de X)
et pour — o0 <r< + 00, ® projection T*A > A :

49 (M) = sup {d(E (M) x)}.

n(x)=y

Remarque 5.3.6. — Si X est un fibré vectoriel de base Y, la projection p: X -»Y
définit une structure de fibré vectoriel p: T*X - A=T} X et dans ce cas on a :

d,(M)= sup {d(Ch(Ex®sx;#); x}.

px)=y

Pour montrer ce résultat on utilise le lemmme 5.3.2 si X est de rang 1 et on raméne
le cas général a ce cas particulier en remarquant que sip: X > Y et p’: X’ —» Y’ sont des
fibrés vectoriels on peut définir une transformation canonique qui échange A=T¥X et

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



440 Y. LAURENT

AN =T% X’ et qui est définie globalement dans les fibres de p: T*X - Aet p': T*X - A/,
il s’agit d’une transformation de Legendre partielle (cf. [24], chap. II, exemple 3. 3. 4).

THEOREME 5.3.7. — Pour tout &x g-module cohérent M, tout point ye A et tout r tel
que —0<r+o ona:

40 (M) <d, ().

(Comme précédemment ce théoréme se raméne au théoréme 5. 1.7 par transformation
canonique quantifiée et utilisation du lemme 5. 3.2.)

On dira qu'un &y g-module .# est holonome sur un ouvert V de A si d,(#)=dimX
pour yeV.

Dans le cas d’un fibré vectoriel p: X —» Y, cela signifie encore que le &y-module
Ex® g x; M est holonome sur p~* (V).

Du théoréme 5.3.7 on déduit que les corollaires 5.1.8 et 5.1.9 et la proposition
5.1.10 sont encore vrais pour les &x g-modules holonomes et donc que I'on a encore
existence de b-fonctions pour tout r.
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