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MORPHISMES K-ORIENTES
D’ESPACES DE FEUILLES
ET FONCTORIALITE
EN THEORIE DE KASPAROV
(d’apres une conjecture d’A. Connes)

Par Michel HILSUM et Georges SKANDALIS

RESUME. — Soient (V,, F,) et (V,, F,) deux variétés feuilletées et f un morphisme d’espaces singuliers,
K-orienté f: V,/F, — V,/F,. Nous construisons un ¢élément f! du groupe de Kasparov KK (V,/F; V,/F,) et
calculons le produit de Kasparov de deux tels éléments. L’existence de f!, conjecturée par A. Connes [8] a
déja été établie dans des cas particuliers ([8], [4], [11]).

ABSTRACT. — Let (V,, F) and (V,, F,) be two foliated manifolds and f: V,/F, —» V,/F, a K-oriented
morphism of quotient spaces. We associate to f an element f! of the Kasparov group KK(C*(V,, F,);
C*(V,, F,)) and compute the Kasparov product of two such elements. The existence of f! was conjectured
by A. Connes [8]. Previous constructions of f! in particular cases were given in [8], [4], [11].

Introduction

Soit f: V,/F; —» V,/F, une application K-orientée de classe C*, ou V,/F; désigne la
«variété singuliére » espace des feuilles du feuilletage (V;, F;). Nous construisons un

élément f! du groupe de Kasparov KK (V,/F; V,/F,)=KK (C*(V,, F,); C*(V,, F)),
et calculons le produit de Kasparov f! ® g! de deux tels éléments. Nous réalisons ainsi
le programme défini par Alain Connes dans [8] (p. 593).

La construction de f! dans le cas ou le feuilletage F, est trivial a été donnée dans [8]
(§11) et systématisée dans [11], ou la fonctorialité (go f)!=f!® g! avait été démontrée,
et par P. Baum et A. Connes dans [4] ou la méme construction étendue au cas ou

(V4, F,) est un feuilletage propre est utilisée.
Une conséquence de la construction de f! est la suivante : soit Kg,(V;, F)) le groupe

de K-théorie géométrique du feuilletage (V;, F;) défini par P. Baum et A. Connes [4]. A

Papplication K-orientée f est associ€ un homomorphisme
JEPKE (Ve Fr) > KEL (V, Fy).

top top

L’élément f!eKK(C*(V,, F,); C*(V,, F,)) considéré comme homomorphisme de
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326 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

groupes de K théorie, rend commutatif le diagramme

top
!

K:)p (\11:l Fl) I K;p (V2:l F2)
Ka(C*(Vy, Fy)) — K (C*(V,, Fy))

ou p: K& (V;, F) - K« (C*(V,, F))) est 'homomorphisme défini dans [4]. L’existence
de f! rendant ce diagramme commutatif peut étre utilisée en vue de montrer que p est
injective : si xe Kk (V,, F;) est tel que p(f,°?(x)) n’est pas nul, alors p(x) n’est pas
nul.

Un important cas particulier est le cas de la projection p: V/F — pt. Dans ce cas p!
définit un homomorphisme K« (C*(V, F)) - Z tel que plopu=p;*: Kk (V, F) > Z. En
utilisant p! on obtient le résultat suivant :

TuEoREME. — Soit L un fibré vectoriel complexe sur V, équivariant pour laction du
groupoide d’holomonie G de (V, F). Alors il existe un élément p, e KK (C*(V, F); C) tel
que pour tout élément (M, E, f)eK} (V, F) on ait

tOp
(M, E, /) ® pp={ch(E) Uch(f*(L)) UTd(M), [M]).

Ce théoréme est un analogue en « K-homologie » du théoréme 6.8 de [10]. Nous
obtenons ainsi des homomorphismes de la K-théorie de C*(V, F) a valeurs entiéres alors
que 'approche d’A. Connes par la cohomologie cyclique donne des valeurs complexes
(ou réelles) [10]. Cependant, nous sommes obligés d’utiliser la C*-algébre « max » du
feuilletage (V, F) pour construire p;, alors que ’élément de cohomologie cyclique de [10]
est défini sur la C*-algébre réduite. Signalons qu’alors que nous savons la coincidence
de ces deux homomorphismes sur le groupe p(Kp, (V, F)), nous ne savons pas s’ils sont
égaux sur K4 (C*(V, F)).

Nous construisons d’abord f'! dans le cas ou f est une immersion ou une submersion.

Pour le cas général nous utilisons une factorisation f=poi ou p est une submersion et i
une immersion (par exemple V,/F, ey (Vi xV,/F, xF,) 2 V,/F,).

Si i:V,—>V, est une immersion (propre, injective) K-orientée, I¢lément
ileKK(V,; V,) est le produit de Kasparov i!=py ® [exp] ot N est le fibré normal,
Bne KK (V,; N) est 'isomorphisme de Thom (cf. [30], §5) et [exp] e KK (N; V,) est donné
par linclusion C,(N) g C,(V,) identifiant N a un voisinage tubulaire de V, dans V,.
L’¢lément By se construit dans notre cadre grace a la théorie de Kasparov équivariante
(cf- [31]); un élément trés proche a été utilisé dans [10]. La difficulté pour [exp] est qu’il
n’existe pas en général d’application exponentielle équivariante par I’holonomie. Nous la
remplagons par un « groupoide normal » analogue au groupoide tangent d’A. Connes
(cf. [9]). Ce groupoide donne lieu a une suite exacte de C*-algébres qui nous permet de
construire I’¢élément cherché. Du fait qu’il repose sur une suite exacte de C*-algébres
I’élément i! n’est bien défini que sous certaines hypothéses de nucléarité ([30], §7). Sans
cette hypothése on obtient quand méme un homomorphisme de groupes de K-théorie.

Pour expliquer la difficult¢é du cas des submersions, considérons la submersion

V/F 2 pt et supposons qu’une transversale de (V, F) est donnée par ’action du groupe
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MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 327

(dénombrable) I' dans la variété X par difféomorphismes. L’élément p! devrait alors étre
donné par I'opérateur de Dirac sur X si celui-ci pouvait étre rendu « presque invariant »
par l'action de T (i.e. gD g~ ! —D borné pour tout geI'). Cependant une telle invariance
supposerait que I' préserve une métrique riemannienne sur X. Pour traiter le cas général
(i. e. le cas des feuilletages non riemanniens) nous utilisons d’abord I’astuce de [10] pour
nous ramener au cas presque isométrique. Revenons alors a notre exemple ci-dessus ou
I' agit maintenant sur la variété X en préservant une structure presque isométrique.
Celle-ci consiste en une suite exacte de I fibrés 0 > E' > TX — E — 0, telle que I' agit
préservant une métrique invariante sur E’ et sur E. Soient alors Dy, et Dy des opérateurs
de Dirac « partiels » Dg. ne différentiant que dans la direction E’ et D, ne différentiant que
dans une direction complémentaire a E’. Soit alors D I’opérateur différentiel hypoelliptique
(cf. [26])) D=D; +D3. Pour tout geT, 'opérateur gD g ' —D est alors « D compact »
(i.e. (gDg *—D)(D*+1) " '/2 est compact), et définit donc I'élément p!. Dans le texte,
nous travaillons avec 'opérateur D (D?+ 1)~ /2 afin de ne considérer que des opérateurs
bornés. Cet opérateur est un opérateur pseudodifférentiel de type p, o de
L. Hormander [25] ce qui nous améne dans un long appendice a redémontrer dans le
cadre p, & I'analogue de la suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels (cf. [36], [7])
prouvant que de tels opérateurs définissent des bimodules de Kasparov — et les analogues
de trois lemmes de [11] permettant de calculer le produit de Kasparov de ces bimodules.
Les opérateurs pseudodifférentiels de type p, & ont été utilisés pour construire des éléments
de KK-théorie par G.G. Kasparov (cf. [32], [33]).

L’organisation de ce papier est la suivante :

— Dans le premier paragraphe nous rappelons la définition d’une application K-orien-
tée d’un espace de feuilles dans un autre.

— Dans le deuxiéme paragraphe nous rappelons la construction de certains ¢léments
de groupes de Kasparov qui nous seront utiles par la suite.

— Dans les troisiéme et quatriéme paragraphes nous construirons f! dans le cas des
immersions et des submersions et démontrons la fonctorialité ((g° f)! ® g!) dans ces cas.

— Dans le cinquiéme paragraphe nous examinons les différentes factorisations
f=p-i, nous comparons les diverses définitions de f! ainsi obtenues, et nous montrons
que le défaut de fonctorialité est relié a ’élément y construit par G.G. Kasparov [31].

— Dans le sixiéme paragraphe nous nous intéressons au groupe géométrique et nous
obtenons les résultats mentionnés ci-dessus.

— Dans le septiéme paragraphe nous faisons quelques remarques finales.

Enfin dans 'appendice nous présentons ce que nous utilisons dans le texte (au §4) des
opérateurs pseudo différentiels de type p. 3.

REMARQUE SUR LES NOTATIONS. — Dans tout le texte C*(V, F) désigne la C*-algébre
du groupoide d’holonomie du feuilletage (V, F) i.e. I'algébre notée C*(G) dans [37] et
non pas I'algebre notée C*(V, F) par A. Connes [qui correspond a C*,(G) au sens de
J. Renault [37], et que nous noterons C*,(V, F)].

red
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328 M. HILSUM ET G. SKANDALIS
I. Définitions générales (cf. [8], §9 et [11], §IV)

Soient (V,, F,) et (V,, F,) deux feuilletages et soient G, et G, leurs groupoides
d’holonomie (cf. [44], [7]). Une application f de classe C* de V,/F; dans V,/F, est
donnée par son graphe G, qui est une variété (non nécessairement séparée) de classe C®
munie d’applications de classe C* r: G, -V, et s: G, -V, et d’actions de G, et de G,
qui commutent entre elles telles que r: G, — V, est une fibration principale de groupoide
structural G,-C’est-a-dire r est surjective et pour tout x et y de G, tels que r (x)=r(y), il
existe un unique y dans G, avec xy=y, et 'action de G, est propre.

Notons pour mémoire qu’on a:
VxeG, Vy,eG, tels que s(x)=r(y,), xy,€G,
avec
r(xyz)=r(x), s(xv2)=s(y2)-
Si v, €G, avec s(y,)=r(x) alors
v1xeG, et r(yx)=r(y,), s(r;X)=s(x) et (v X)v2=7,(x72).

La différentiabilité des actions de G, et G, s’exprime de la fagon suivante :
Soit G, x v, G,={(yy, x)€G x G avec r(x)=s(y,)} et
G, xy,G,={(x, v,)€G,; x G, avec r(y,) =5 (x)}.
Ce sont des variétés comme s: G, -V, et r: G, > V, sont des submersions. Les
applications (y;, x) = v, x et (x, Y,) = x vy, sont de classe C*.

A noter qu’alors G est feuillet¢ par F =(dr)”'(F,), que les espaces quotients V,/F,
et G,/F sont isomorphes par r et que I'application s définit un homomorphisme de
groupoides du graphe du feuilletage (G, F) a valeurs dans G, (cf. [11], lemme 4.2).
On peut donc voir f comme un homomorphisme du groupoide d’holonomie d’une
désingularisation de V,/F, dans G, (ou dans le groupoide d’une quelconque désingularisa-
tion de V,/F,).

Une fagon équivalente de définir une application f de V,/F, dans V,/F, est fournie
par la notion de cocycle de G, a valeurs dans G,, c’est-a-dire un recouvrement ouvert
Q; de V, et des applications de classe C* g; ;:

G‘l’jﬂj -G, ol G‘fjnj={yeG1, r(y)eQ; et s(y)eQ;}
tels que
VyeGlig,  &.:(v =g, ;M
et Vv’ e Glig, tel que
s=r),  s@&, ;(M=rg; ()
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MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 329

et
g ()= i (& (Y).
En d’autres termes soit G} = I_[G‘l’} qp c'est un groupoide, équivalent a G, (cf. [35], [22]),
iJ

et g un homomorphisme de G} dans G, [donné par g(v, i, j)=g; ;(v)]. Remarquons que
si g; ; est un cocycle alors r(g; ;(y)) ne dépend que de i et de r (y). Soit f;: Q; —» V, donnée
par f;(r (y)) =r(g; j(y)). Quitte a remplacer le recouvrement €; par un recouvrement plus
fin, on peut supposer que les €; sont des ouverts trivialisants de transversales T, ; et que
les f; () sont inclus dans des ouverts trivialisants de transversales T, ;. Soient T, = IIr 1
et T2 =1IT, . Soit g; ;: : GIt, £, GT2 i le projeté a la transversale de la restriction de
g ; GTl i . Notons que T est une transversale de (V;, F) (c’est-a-dire une variété
munie d’une apphcatlon etale a valeurs dans V,/F; au sens de [8], p. 594), que T, est
fidele (i. e. rencontre toutes les feuilles de (V,, F,), et que g; ; définit un homomorphisme
g’ Giip, » GJ2q, de classe C* (ou Gliy,= ]_[GT' i)

i, Ti K

Notons enfin qu’on peut grandir T, et donc supposer que T, aussi est fidele.
Nous pouvons alors introduire ’énoncé suivant :

1.1. DEFINITION. — Une application f: V,/F, - V,/F, de classe C* est définie par une

des données équivalentes
(i) Un G, fibré principal G, sur V, de groupoide structural G,.

(i) Un cocycle de G, dans G,,.

(iii) Un homomorphisme g: G} — G} ou G] est équivalent a G;.

(iv) Un homomorphisme ¢: GT11 = GJ21, ou T; est une transversale fidéle de (V,, F)).

On a déja vu comment (i) = (iii), (ii) = (iii) et (ii) = (iv). L’implication (iv) = (iii) résulte
du fait que si T est une transversale fidéle de (V, F), GT est équivalent 4 G. Si Gj est
équivalent a G; soit G} I'espace qui réalise cette équivalence r: G} — V; la fibration de
groupoide Gj, et s: Gy —V; la fibration de groupoide G;(V;=G] ©). Posons
G,;=GY x4, G5~ ': cest le quotient de

{(x1, x,)eGY x G5 /g (s; (x1))=s5, (x,)}
par la relation
(X3, X) ~ (19, X,2(0),  yeGy, r()=s(xy).
Ceci montre comment (iii) implique (i). Pour passer du point de vue (i) au point de vue

(ii) on utilise des sections locales de la fibration G, 5 V..

La composée de deux applications f;: V,/F; - V,/F, et f;: V,/F, > V;/F; est donnée
par son graphe Gl or=Gy,%6,Gy, ie. le quotient de
{(x3, x,)€G;, x Gy, s(x3)=r(x,)} par la relation (x3, x,) ~ (y3, y;)<>3y€G, avec
X3yY=ys et yy;=x,.

Notons que, pour les points de vue (iii) et (iv) de la définition 1.1, étant donnés G
ou Gj2p,, il existe une transversale T, et un homomorphisme g: G, »Gj ou
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330 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

¢: Giip, > GJ2y, (de classe C®) réalisant f;. Ceci montre qu'on peut calculer f; o f; en
utilisant la composée d’homomorphismes bien choisis.

Etudions maintenant les cas particuliers des submersions et des immersions :

1.2. DErINITION. — L’application f: V,/F, - V,/F, est dite une submersion si les condi-
tions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) L’application s: G, — V, est une submersion.

(i) Le cocycle g; ;: G; = G, est transverse (i.e. les applications f;: Q; -V, sont
transverses a F,).

(i) L’homomorphisme g: G| - G, est transverse (pour le feuilletage de G, donné par
r 1 (FY).
(iv) L’homomorphisme ¢: Gily, —» Gj21, est une submersion.

Si f: V,/F, > V,/F, est une submersion alors le feuilletage F, se raméne en arriére
par fen un feuilletage F, sur V,. Dans ce cas F; £ F et toute la situation est exactement
décrite par ce double feuilletage de V, et par I'application étale V,/F; — V,/F,.

Nous ne donnons la définition des immersions qu’en fonction des données équivalentes
(i) et (iv) de la défintion 1. 1.

1.3. DeFiNiTION. — L’application f: V,/F, — V,/F, est dite une immersion si les condi-
tions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) On adr~'(Fy)=ds™'(F,) (ce sont des sous-espaces de TG).

(i) L’application ¢: Gity, > GJ2y, est une immersion.

1.4. Remarques. — (a) Si f est une immersion on peut, quitte & modifier T,, supposer
que l'application @: T; — T, est une inclusion propre (c’est trés facile de le faire locale-
ment de T, ; dans T, . On lobtient alors globalement en prenant T1=]_[T1,,- et
T,= U Tz, i)-

(b) Pour toute application f, comme r: G, — V, est une submersion, dr~*(F,) est un
sous fibré intégrable de TG, et on a dr™'(F,) < ds™!(F,). Cependant ds™!(F,) n’est
pas toujours un fibré vectoriel car sa dimension peut varier. Nous dirons que f est de
rang constant si la dimension de ds™!(F,) est constante. Dans ce cas ds ! (F,) est un
feuilletage sur G,.

(¢c) D’un point de vue naif une application de V,/F, —» V,/F, est une application
f:V,—>V,/F, qui passe au quotient V,/F, i.e. constante sur les feuilles de (V,, F,).
Une application f: V; - V,/F, est donnée par son graphe G, qui est un G, fibré
principal au-dessus de V,. D’un point de vue ensembliste, f passe au quotient si
dr~'(F,) < ds™ ! (F,). Cependant cette condition n’est pas suffisante (*) et on doit suppo-
ser que G, agit dans G,. Un exemple simple ou ces deux notions sont distinctes est
donné par le cas ou V,, feuilletée par une seule feuille, est une feuille & holonomie non
triviale de V,/F,. Le graphe de I'inclusion est alors G,=G}!={yeG,, r(y)eV,} mais
le groupoide G, =V, x V, n’agit pas dans G,. Notons qu’on ne doit pas confondre cette

(!) Elle I’est dans le cas ou f est une submersion (cf. [11], lemma 4.2).
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MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 331

application f:V;—->V,/F, qui ne passe pas au quotient avec la composée
V, - pt > V,/F, de graphe V, x G} (ou xeV, et G3={yeG,, r(y)=x}) qui, elle, passe
bien siir au quotient.

Plus généralement, si V, est une sous-variété de V,, I'application f de V, dans V,/F,
induite par l'inclusion V,; € V, « passe au quotient » si et seulement si

() VxeV,F, .S F, .

1,x =

(ii) Pour tout lacet y tracé dans une feuille de (V,, F,), si son holonomie pour (V,, F,)
est triviale alors son holonomie pour (V,, F,) I'est aussi. La condition (i) signifie que f
passe au quotient d’un point de vue ensembliste; la condition (ii) signifie que ’application
f induit un homomorphisme de groupoides G, = G,, ou G; est le graphe (groupoide
d’holonomie) de (V;, F;). Notons que si au lieu de considérer les groupoides d’holonomie
on travaille avec le groupoide du feuilletage (cf. [5]) le probléme n’apparaitrait pas, la
condition (ii) étant toujours vérifiée si on remplace « holonomie » par « homotopie ».

Le cas V,=feuille de (V,, F,) a holonomie non triviale fournit un exemple ou (i)
n’implique pas (ii). Mais comme nous I’avons indiqué plus haut I’application
f:V, > V,/F, peut étre modifiée, gardant la méme application d’un point de vue
ensembliste et qui elle passe au quotient. Nous donnons maintenant un exemple ou ceci
ne se produit plus.

Soient T,, T, deux difféomorphismes de S* tels que ’ensemble des points fixes de T,
soit un intervalle [a, b](a # b) et celui de T, un point {c}. Soit T le difféomorphisme de
T2 donné par T(x;, x,)=(T; xy, T, x,).

Soit V, le « mapping torus » de T i.e. le quotient (T%x R/Z) ou Z agit dans T? xR
par T'(u, t)=(Tu, t+1). La partie S x {c} xR de T?>x R est invariante par T’. Soit V,
son image dans V,. Feuilletons V, et V, par I'action de R (par translations dans T2 x R).
Soit ¢’ela, b[ et y: [0, 1] > T2 x R donné par 7 (t)=(c’, ¢, t). Alors I'image de y dans V,
est un lacet tracé dans une feuille de (V,, F,). Son holonomie pour (V,, F,) est triviale
mais son holonomie pour (V,, F,) ne I’est pas.

1.5. Exemples. — 1. L’identité id: V/F — V/F dont le graphe G, est le graphe (=le
groupoide d’holonomie) de (V, F).

2. La projection p: V—V/F dont le graphe est encore G. En général, si
fiVyF =V, /Fyetf: V- V,/F,, f'=fcp,ona G,=G,.

3. La projection V/F — pt de graphe V. Notons que le graphe G de (V, F) agit dans
V=GO,

4. Si E est un fibré vectoriel réel sur V sur lequel le graphe G de (V, F) agit, E
est muni d’un feuilletage horizontal Fg. Alors la section nulle définit une immersion
ig: V/F — E/Fg, et la projection E — V définit une submersion pg: E/Fg — V/F [le graphe
de ig est égal au graphe de (V, F); celui de pg est égal au graphe de (E, Fg)].

5.8 f:V,/F,->V,/F, et f’:V,/F,->V,/F, sont deux applications alors
(f, f): V{/F, > (V,xV,/F, xF}) est donné par son graphe

Gy, ;y=Gyxv,Gp={(x, X)/r(x)=r(x)}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



332 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

Si fou f’ est une immersion alors ( f, f') est une immersion. Un exemple important
pour la suite est fourni par (id, f): V,/F, >V, xV,/F, xF, ou f: V,/F, - V,/F,.

6. Sif:V,/F,—>V,/F,etf: Vi/F] - V,/F, alors

(fxfD: (VixVi/Fy xF}) = (V, x V3 /F, xF))
est donné par G, =G, x G,. Un exemple utile pour la suite est fourni par
(pxid): (V;xV,, F;xF,) > V,/F,.

Notons que f=(p xid) ¢ (id, f).

K-orientATIONS. — Les définitions ci-dessous sont dues a P. Baum.

Soit ML le groupe M1 =(MI,(R) x ; , z U (1)) ou M, (R) désigne le groupe métalinéaire
i.e. le revétement non trivial a deux fe[xillets du groupe des matrices réelles a déterminant
positif G1" (R). Le compact maximal de MI est Spin° (n).

Soit E un G-fibré vectoriel réel de dimension n sur V, ou G est le graphe de (V, F).

Le G fibré E est orienté si son groupe structural est réduit a Gl}, i.e. §’il existe un G
fibré principal P de groupe structural Gl (R) avec E =~ P x e R™

1. 6. DerFiNiTioN (P. Baum). — Le G-fibré E est dit K-orienté si son groupe structural
est réduit a MI;.

Notons qu’en général un G-fibré n’a pas de structure métrique G-invariante, et donc
on ne peut pas réduire le groupe structural a Spin‘ (n).

1.7. ProposiTION. — (a) Si E est un G-fibré complexe alors E est K-orienté.

(b) Si E est K-orienté, E* est K-orienté.

(c) Pour tout G-fibré E, E @ E* est K-orienté.

d) Si 0-E " >E—>E” >0 est une suite exacte de G fibrés et si deux des fibrés
E, E’, E” sont K-orientés alors le troisiéme Iest.

(e) Si0—>E — E —E” — 0 est une suite exacte de G fibrés alors E' @ E”’ est K-orienté
si et seulement si E Test.

Preuve. — (a) On a un homomorphisme GlI,(C) - MI5, qui prolonge ’homomorphisme
U (n) — Spin® (2n) (cf. [2], [29)).

(b) L’automorphisme de Gl (R) donné par x —'x~* se prolonge a ML,

(¢) L’homomorphisme Gl,(R) - Gl;,(R) donné par x — (; . 0_ 1) se reléve en un
x

homomorphisme Gl, - Mlj,.

) Si E et E” sont K-orientés on utilise = I’homomorphisme

ML M, (R
[ O" 'i\;l'i‘( ) ] — ML, . .. pour montrer que E Test. Si E’ et E sont K-orientés, on

note que le produit fibré

[ Mln’ Mn', n'’ (R) ] X lel: = [ Mln’ Mn', n'’ (R) ]
0  GL.(R) oy, 0 ML,
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Si E et E” sont K-orientés, on raisonne de la méme fagon ou on passe aux fibrés duaux.
(e) On a la suite exacte

0~E@®E ->E@QE@E -»E ®E -0

et donc par (a) et (d) E® E’ @ E” est K-orienté.

On conclut en utilisant (d). W

Soit f: V,/F, » V,/F, et soit E un G,-fibré réel sur V,. Alors s*E est un G,-fibré
sur G sur lequel G, agit trivialement. Comme G/ est un G,-fibré principal, il existe un
unique G,-fibré E’ sur V, avec r*E’ =~ s*E (en tant que G,, G, fibrés sur G,). On pose
E'=f*E.

Une autre fagon de voir f*E est de considérer le fibré E comme associé¢ a un cocycle
i: G, - Gl,(R) et utiliser le cocycle composé iof. Soit 1; le fibré transverse a (V, F))
(t;,x=T,V,/F; , pour xeV,, j=1, 2). Alors t; est un G;fibré.

1.8. DEFINITION. — L’application f: V,/F{ - V,/F, est dite K-orientée si le G,-fibré
¥ ® f*1, est K-orientée.

Sif:V,/F, > V,/F, est une application de classe C*®, df détermine un G,-homomor-
phisme de G,-fibrés df : t; — f*1,. Alors f est une immersion si et seulement si en tout
x eV, (df), est injective et une submersion si (df ), est surjective.

1.9. DEFINITION. — (a) Si f est une immersion on pose N,=f*1,/df (t,).

Alors f est K-orienté si N est K-orienté en tant que G,-fibré.

(b) Si f est une submersion on pose K ,=Ker (df).

Alors f est K-orienté si K¥ est K-orienté.

La cohérence entre les définitions 1.8 et 1.9 est assurée par la proposition 1.7

(d) et (c). On renvoie a [11] Appendice B pour les conventions sur les K-orientations
d’une immersion, d’une submersion et d’'une composée de deux applications.

1.10. Remarque (suggérée par A. Connes). — Il est légitime de comparer la notion de
K-orientation que nous utilisons ici a la suivante : le fibré G équivariant E est K-orienté
si sur BG il a une structure Spin‘. Sans trop rentrer dans le formalisme cohomologique
(cf. [19], [21], [39] pour des discussion détaillées) disons que I’obstruction a une K-orienta-
tion vit dans le groupe de cohomologie H?(G; #) ou % est le faisceau des germes
d’applications continues a valeurs dans U (1) : il s’agit du ramené en arriére par le cocycle
(homomorphisme) G — Gl (R) qui correspond au fibré E, de la classe de
H2 (Gl (R); U(1)) associé a I’extension centrale

1-U((1) >ME->GL > 1.

L’obstruction a une structure Spin® sur BG vit dans le groupe H?(BG; %) ~ H3(BG; Z).
Cependant Fapplication naturelle H?(G; %) - H?(BG; %) n’est pas un isomorphisme
car les coefficients % ne sont pas discrets (?). En fait Papplication H3(G; Z) - H3 (BG; 2)

(?>) On a, en fait, un isomorphisme H2(G; %)=H?(BG; %’) ou %’ est le faisceau des germes d’applications
continues a valeurs dans U (1), constantes sur les feuilles du feuilletage sur BG (cf. [21]).
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est un isomorphisme (cf. [21]) mais comme H*(G; £) # 0 ou & désigne le faisceau des
germes d’applications continues a valeurs réelles on a H?(G; %) # H3(G; 2).

Notons que les notions analogues de K-orientation réelle coincident comme les obstruc-
tions vivant dans les groupes H?(G; Z/2 Z) et H*>(BG; Z/2 Z) et que l'application naturelle
H?(G; Z/27Z) - H?(BG; Z/2 Z) est un isomorphisme.

Nous construisons maintenant explicitement un exemple ou ces notions de K-orienta-
tion ne coincident pas.

Soit (V, F) un feuilletage dont le groupoide d’holonomie restreint a une transversale T
est GT=T X, Z* ou Z* agit dans T (par exemple T=T?) avec un point fixe isolé x,,.

Soit E le fibré réel G-équivariant de dimension 3 sur V donné par le cocycle composé

G5Gr3 72 L so (3) ou o est 'homomorphisme (x, p) = p(xeT, peZ x Z) et

10 0 1 0 0
BLoO=|0o 1 o], BOD=]0 -1 0
0 0 -1 0 0 1

Soient j et k des antécédents de B(1, 0) et de B(0, 1) dans Spin(3)=SU(2). On a
U, k]=g<=[ _01 Ol ]eSU(Z)) et donc 'obstruction a une K-orientation réelle est le

ramené par o de Délément ueH?(Z% Z/2Z) donné par la suite exacte
1-72Z->T—->7?>-1 ou I est le «groupe de Heisenberg» des matrices
1 a c

0 1 b|,a beZ ceZ/2Z. L’obstruction a une K-orientation complexe est I'image

‘0 0 1
par a* de ve H?(Z?; U (1)) donné par 1 » U(1) »T" > 7% -1 ou

1
I'= 0 ,a,beZ, ceR/2Z
0

S = Q
i LR Y

Soit i: Z* - G] ’homomorphisme donné par le point x,. On a aci=Id;,, Comme
v#0, i*a*(v) #0 et donc a*(v) # 0 et le G-fibré E n’est pas K-orienté. Cependant,
dans BG =(T x R?)/Z? P'obstruction 4 une structure Spin® est le ramené en arriére par
o: BG - R?/Z?2=B Z? d’un élément de H?*(R?/Z%; Z)=0.

Notons finalement que de la discussion ci-dessus résulte que si E, et E, sont des
G-fibrés homotopes (i.e. il existe un G x [0, 1] fibré E de restrictions E, et E;) une
K-orientation réelle de E, détermine une K-orientation réelle de E,. En particulier
E,®E, a une K-orientation réelle canonique, et donc une K-orientation complexe
canonique et finalement une K-oreintation (complexe) de E, détermine une K-orientation
(complexe) de E;. Le (e) de la proposition 1.7 est un cas particulier de ce fait, les fibrés
E et E' @ E” étant canoniquement homotopes (notations de 1. 7).
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II. Construction de quelques éléments
de groupes de Kasparov
associés a des fibres K-orientés (cf. [31] et [10])

Dans cette section G désigne, ou bien un groupoide étale (i.e. G est une variéte,
V=G est ouvert, r et s sont des morphismes étales de variétés), ou bien le groupoide
d’holonomie d’une variété feuilletée (V, F). Soit E un G-fibré vectoriel réel :

Nous systématisons la construction de ([10]. § V) : nous allons décrire une méthode
permettant de construire des éléments de groupes de Kasparov qui nous seront essentiels
par la suite :

1. Un élément vz de KK (C*(G); C*(G)) qui correspond a I'obstruction y de G. G.
Kasparov ([31], § 5) (définition 2. 5),

2. Des éléments ag e KK (C*(GE); C*(G)) et Bpe KK (C*(G); C*(GF)) associés 4 une
K-orientation de E et qui se réduisent a I'isomorphisme de Thom lorsque E posséde une
structure riemannienne G-invariante (définition 2. 8) (cf. [30], § 5).

3. Soit W le G-fibré des formes quadratiques définies positives sur E. On retrouve les
éléments o € KK (C*(G); C*(GVY)) et Bre KK (C*(GW); C*(G)) (2. 10) de [10], § V.

4. Soit L un fibré complexe G-équivariant. On définit un élément de multiplicité
[L]eKK (C*(G); C*(Q)) (2.11) (cf. [10].

Soit H un groupe de Lie, i : G — H un cocycle, A et B des H-algebres. Le cocycle i en
fait des G-algébres et on peut considérer les produits croisés A X,G et B X,G au sens de
[38].

On construit alors un morphisme de KKy (A; B) dans KK (A X,G; BX;G) qui est
« naturel » relativement au produit de Kasparov, a la réduction du groupe structural et
a la restriction de G a des fermés (ou des ouverts) saturés.

Dans les exemples ci-dessus, H est le groupe structural du fibré E, (i. e. H=Gl,(R),
Gl (R), G1,(C), MI)i: G—H le cocycle associ¢ & E et on prend les H-algébres
commutatives C, C,(R"), Co,(H/K) ou K est le compact maximal de H.

Notons que la construction que nous faisons ici se généralise nec varietur a un groupoide
G et un groupe H localement compacts.

NoTtATION. — Soit 7t : X - V un fibré G-équivariant, X étant une variété C®. On note
G* le groupoide r*(X)={(x, )eXxG, n(x)=r(y)}; on a G*@=X, r(x, y)=x et
s(x, Y)=7"1x. G* est une variété.

Si G est un groupoide étale, alors G* I’est aussi.

Si G est le groupoide d’une variété feuilletée (V, F), son action sur X détermine un
feuilletage horizontal F” sur X (de méme dimension que F) et G* n’est autre que le
groupoide d’holonomie de (X, F).

Remarquons que la réciproque est fausse : I’existence sur X d’un feuilletage « paralléle »
a F n’implique pas une action de G comme nous I'avons déja vu dans la remarque 1.4
(c) en construisant une immersion au sens ensembliste de V,/F; — V,/F, qui n’est pas
une immersion au sens de la définition 1. 3.
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2.1. Soit H un groupe de Lie et un cocycle i : G — H : c’est-a-dire la donnée d’un
recouvrement ouvert (€));.; de V=GO et, pour tout k, lel, d’une application
I, 1 Gg}‘ — H telle que i 2 (Y172) =i (v1) i, ,(v2), pour y, eGgﬂ et 'YzeGgf-

Il est équivalent de considérer le fibré principal G-équivariant P de groupe structural
H construit a partir de la restriction iy de i & V, les actions de G et H commutant.

Soit A une H-algébre (i. e. une C*-algébre (Z/2 Z graduée) munie d’une action continue,
involutive (et préservant le degré) de H); le fibré associé¢ Px yA de C*-algébres sur V
est G-équivariant et on peut former le produit crois¢ C*(G; PxyzA) (cf. [38]); nous
noterons A X,G cette derniére C*-algébre.

Soit B une autre H-algébre : nous allons décrire a partir de i un morphisme de groupes
de Kasparov :

i*: KKy(A; B) > KK (A X,G; BX.G).

Pour cela, soit (&, F;) un bimodule de Kasparov représentant une classe
xe KKy (A; B); notons que H agit sur &, et g(F,) —F, est compact pour ge H.

Pour simplifier, notons &, =P X y&¢, A;=Px A, B; =Px B les fibrés G-équivariant
associés sur V.

On peut supposer que le recouvrement (£2;);.; associé a i est localement fini et soit
(@;) une particion de I'unité associée a ce recouvrement. On a donc des trivialisations
locales ®;€ C(Q;; Z (&, &,)) Soit F, I'élément de C(V; £ (&,)) défini par :

F,=) ¢;0;'F,0,
Jjel
Fixons jel et prenons £=0; ! (§,) ot &,€C, (Q; &,).

Sur Q;NQ;, 'automorphisme @;°0; ' de &, est dans I'image de I'action de H et
donc on a pour un tel & :

(©:(F;8) (x) =F (& (%) +k;, ;(x)) & (x)

ouk; ;eC(QNQ; A (8)).

On a donc construit un champ d’opérateurs F,; e C(V; £ (&),)), tel que F, —F%, F7—1
et [Fy, a] (pour ae C(V; A,)) soient localement compacts, i. e. éléments de C(V; A (&,)).
F, dépend du choix de recouvrement, mais I'image =n(F,) dans
C,(V; Z(6,)/C,(V; A (&,) n’en dépend pas.

De plus comme l'action de G dans &, est factorisée a travers H, on a
Y=oF vy Y(FL, 5)€Co (G A (r* &,)) pour YeG(i.e F, est G-continu cf. [31]).

Notons que I'action de G dans &, est continue.

Rappelons que B X;G est I'algébre enveloppante de I'algébre involutive C,.(G; r*(B,))
pour le produit :

bb’ (v)= b)Y O T ) (of [38])

r(y)=r()
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[dans le cas d’un groupoide étale, il s’agit d’une somme discréte; dans le cas du groupoide
d’une variété feuilletée (V, F), b et b’ sont des sections du fibré de 1/2 densités
r* (Q'2(F)) ® s*(Q'* (F)) ® r*(B,)].

On a un produit hilbertien de C,(G; r*(&,)) a valeurs dans B X,G en posant pour
& neC.(G; r*(€y) :

& nH>()= YTHE@) (YYD

s()=r(y)

Soit & le B X;G C*-module hilbertien complété pour ce produit; alors A X,G agit sur &
et F=r*(F,) € £ (&) et a(F—F*), a(F2-1), [F, a] sont compacts, VaeA X,G.

On pose alors i*(x)=classe de (& F) dans KK(AX;G;BX,G) (ou
x=[(&o, Fo)leKKy(A; B)).

On peut construire d’une autre fagon i* (x) en considérant le groupoide G* associé au
fibré principal défini par i : G — H. Le produit croisé (A ® C*(GF)) ¥H est équivalent
au sens de Morita a A X;G.

A un élément xe KK, (A, B) on peut associer un élément

xeKK ((A ® C*(G") ¥H; (B ® C*(G") XH)

provenant, par la construction de [31], de I'élément tc.P)(x) de
KKy(A ® C*(G"); B® C*(G)).
Par les équivalences de Morita mentionnées, x correspond a i* (x).

En utilisant alternativement ces deux constructions, on obtient les propriétés de natura-
lit¢ suivantes :

2.2. LemME (cf. [31], theorem 4, § 4 et 1, § 6). — Pour xeKKy(A; B) et
yeKKy(B; C),ona:

*(x ®y)=i*(x) ® i*(y).
De plus i*(lA)=1A>;|,G. |

2.3. LemME. — Soient H,, H, deux groupes de Lie, ¢ : H, —» H, un homomorphisme
continu, i, : G - H, un cocycle et i,=0oi,.

L’homomorphisme ¢ induit un morphisme ¢©* : KKy, (A; B) - KKy, (A; B) et pour
xeKKy,(A; B)ona:

it (e*(x)=i3(x). W

2.4. RESTRICTION A DES FERMES OU OUVERTS SATURES. — Soit Y une sous-variété fermée
de V, saturée par G et Q=V\(Y. On a alors une suite exacte :

0 C*(G2) > C*(G) 5 C*(GY) - 0.

L’homomorphisme j est injectif car toute représentation de C,(G$) se prolonge a C,(G)
(cf. [37)) et h est surjectif car h(C*(G)) contient C,(GY).
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Soit m une représentation de C*(G) nulle sur j (C*(G2)); par [37] une telle représentation
s’obtient par intégration a partir d’'un couple (n, H) ou p est une mesure sur V quasi
invariante et H est un G-fibré d’espaces de Hilbert. On a donc support (b)Y et ©
définit alors par restriction une représentation de C*(Gy). Ceci montre que

C*(G)/C*(GY) = C*(GY).

Soit alors i: G —» H un cocycle, iy, ig ses restrictions, et xe KK, (A; B). Avec des
notations évidentes, on a :

*(xX) @ hg=h, @ i¥(x)
i (x) ®jp=ja ®i* (x).
Exemples. — Nous supposons que H est connexe; soit y;eKKy,(C; C) I’élément

construit par G. G. Kasparov ([31], § 5). Rappelons que nous avons les propriétés
suivantes :

1. vy est un idempotent : Yy ® Yy ="Ygu-
2. yy=1¢ si H est moyennable (ou de Lorentz, cf. [33]).
3. Soit K le compact maximal de H. Le morphisme de restriction

restyy : KK;;(C; C) » KK (C; C) est un isomorphisme de
Im (yy) ={xeKKy(C; C), xyg=ygx=x} sur KK (C; C).

4. Soient H,, H, deux groupes de Lie connexes. On a
Y, <1, =PF (Yu,) ® cP3 (Yn,)

ou p;: H; xH, — H; est la projection.
5. Soit ¢ : H; —» H, un homomorphisme propre. On a :

©* (Yu,) ="Vu,

Pour simplifier, on note y, I'¢lément yg+ et soit E un G-fibré vectoriel oriente,
i: G- Gl le cocycle associé (n=dim E).

2.5. DEFINITION. — On pose yg=i*(y,); Cest un élément du groupe KK (C*(G);
C*(QG)).
A partir des propriétés de vy, ci-dessus, et avec les notations précédentes, on a :

2.6. PrROPOSITION. — On a les propriétés :
1. yg est un idempotent : yi=vyg.

2. Si le groupe structural de E se réduit a un groupe moyennable (ou de Lorentz), on a :
Ye=1 (C’est en particulier le cas si E posséde une métrique riemannienne G-invariante).

3. Soit 0 » E; = E — E, — 0 une suite exacte de G-fibrés vectoriels.
Ona: yg=vg, ® Y,

Démonstration. — Nous montrons (3).

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 339

Soit n=dim E, n;=dim E;, j=1,2 et Gl ,, le sous-groupe de Gl des matrices
triangulaires supérieures par blocs :

ol ajeG],;, beM

w(Cg :)>=wpa»
2

Notons que vg,;: xeih, = Ym ® Ynye

Soit  V: Gl ,,— Gl xGl,  I'nomomorphisme

ni, n2° ni, n2

Posons v, | n =YGN E est défini par un cocycle i: G—»Gl,:'b,,2 et par le lemme
2.3, il suffit de montrer que ¥*(Y,, ® Y,,) =Yn,, n,-

n1
Comme ¢ est propre, on a @*(Y,,, »,) =Y, ® Yn,
Soit ®,, te[0,1], ’homomorphisme de Gl , défini par

Soit ¢ : Gl;; xGl;, > Gl;, ~Tinclusion canonique.

ni, n2
o5 )G %)
"“\\o 4, 0 a,
Ceci réalise une homotopie entre @ o et Fhomomorphisme identique de Gl:l’ e ON 2
donc :
Yug, ny=(@°V)* Wy, n) =V* (Y0, ® 7,,)- B
2.7. Remarque. — Comme E @ E est canoniquement orienté et que Yg=7g ¢ g ON

voit que vy ne dépend pas de Porientation. Ceci montre aussi qu’on peut définir yg pour
tout G-fibré vectoriel réel E (non nécessairement orienté) en posant Yg="Yg g g

Soit o, € KKjye (Co (R"); C) et B, e KKy (C; C, (R7) les uniques éléments qui vérifient
les propriétés :

L Y @ 0, =0t ® Yapue =0y Yaiie ® Br=B, ® Yme =B,

2. restypi™ @ (B;) et restypi™ (o)
sont les éléments de KK§ ¢, inverse 'un de 'autre construits par Kasparov dans [30]

(théoréme 7, § 5) et qui constituent une formulation de I'isomorphisme de Thom dans la
théorie de Kasparov.

2. 8.DEFNITION. — Soit E un G-fibré vectoriel K-orienté, i : G — ML le cocycle associé.
On pose

t =% (3)
Be=1*(B,)
On a o e KK"(C*(GE); C*(G)), B, e KK"(C*(G); C*(GH)).
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Par le lemme 2.2, on a :

2.9. PRrROPOSITION. — On a les propriétés suivantes :
1. Avec les notations précédentes : vg ® Br=PBg, 0 ® Yg=0% et Bz ® o ="7g.

2. Soient E, et E, deux G-fibrés vectoriels K-orientés et E]=n¥(E,) le fibré sur E,
d’espace total E; @ E,. On a I'égalité :

B;El ® Ej = 3;51 ® Béz

(fonctorialité de [3’).- |

2.10. a, B (cf. [10], § V). — Soit n un entier et m=n(n+1)/2.

L’espace X =MI;/Spin‘(n) étant muni d’une structure Spin° MI;-équivariante, on a un
¢lément inversible du groupe KKj:(Cy(X); C.(X)) (avec les notations de [31], § 5).
Soient alors &,,GKK;;,%(CO (X); C) le produit de Kasparov de cet élément avec
e € KK e (C, (X); C) de [31], §5 et B, l'unique élément de KKy (C; Co(X)) qui vérifie
&n ® Bn = lco (X)

Soit i : G —» ML{ un cocycle, E=i* (R") et W=i*(X) les G-fibrés associés sur V.

On pose alors :

ag=i*(a,) eKK™(C*(GY); C*(G))
Be=i*(B,) € KK"(C*(G); C*(G")).

On a les égalités : vy ® BE = ﬁE, &E ® Yg= &E, BE ® &E =Yg et &E ® BE =1lcugWy

Remarque. — Pour construire o et Pg, on n’a pas besoin de supposer que E est
K-orienté. Par exemple, si la dimension de E est paire, il suffit de supposer E orienté.

2.11. MurtieLicrte (cf. [10], §6). — Soit L un G-fibré complexe de dimension m,
i: G- Gl,(C) le cocycle associé. Soit [C"]eKKg, (c)(C; C) 'unique €lément donné
par :

(i) restg{™¢,([C™) considéré comme élément de R (U (m)) =KKy , (C; C) est la repré-
sentation tautologique de U (m) dans C™.

(ii) Y61, © ® [C™=[C™].
On pose alors [L]=i*([C™]), qui est un élément de KK (C*(G); C*(G)).

2.12. Remarque. — La notion de cocycle de G a valeurs dans un groupe et celle de
morphisme d’espaces feuilletés f: V/F — V'/F’ sont deux exemples de cocycle de G a
valeurs dans un groupoide I. A un tel cocycle est associé un fibré principal X sur
V=G9, G-équivariant, de groupoide structural I'(G et I' commutent sur X). Deux tels
cocycles i et i’: G- T coincident si et seulement si les fibrés associés X et X’ sont
isomorphes de fagon équivariante par rapport 4 G, I'. Ceci revient a dire que les deux
cocycles i et i’, sont « cobordants ».
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IT1. Fonctorialité dans le cas des immersions

Dans cette section, nous définissons pour une immersion K-orientée f: V,/F, - V,/F,
I’élément f!e KK*(C*(V,, F,); C*(V,, F,)) et nous démontrons la fonctorialité de
cette construction : soient f;: V,;/F, > V,/F, et f, : V,/F, > V,/F; deux immersions
K-orientées et f,=f, o f; la composée; on a alors f,!=f;! ® f, |.

Tout se passe en réalité sur les groupoides étales associés a des transversales fidéles T,
et T, 4, respectivement, V,/F, et V,/F,. Notons pour simplifier G; le groupoide restreint
Gji 1, Rappelons que I'on peut supposer que f induit un homomorphisme ¢ : G, - G,
et que I'immersion induite : T, — T, est injective et propre (remarque 1.4); ¢ est alors
une immersion injective, K-orientée et @ (G,) est une sous-variété localement fermeée de
G,. En utilisant le bimodule d’imprimitivité entre C*(V;, F)) et C*(C)), on calcule f! a
partir d’un élément ¢! KK*(C*(G,); C*(G,)).

o! est lui-méme le produit de Kasparov de deux éléments :

Le premier est Bye KK*(C*(G,); C*(GY)) qui a été construit dans la définition 2.8,
N étant le fibré normal de I'immersion T, — T, qui est G,-équivariant et K-orienté.

Pour le deuxiéme, on fait une construction qui se réduit, lorsque G,=G{” est un
groupoide trivial, a 'application exponentielle qui est un difféomorphisme de N sur un
ouvert de G{. En général, il n’existe pas un tel difféomorphisme compatible avec I'action
de G, et on est amené a construire directement un élément o, KK (C* (GY); C*(Gy)) a
partir d’une extension de C*(GY}) par C*(G,) ® C,(]0,1]). Cette extension utilise le
groupoide normal associé a @, que nous commengons par définir (cf. [9]).

Nous supposons, pour définir o, que C*(G;) est nucléaire (en K-théorie, cf
remarque 3.17).

Dans le cas général, on a une forme plus faible de I’énoncé (ibid.).

3.1. GroupPOIDE NORMAL. — Soit X une sous-variété localement fermée de la variété
Y, N=TY/TX le fibré normal sur X. Sur I'ensemble #"=Nx {0} U(Y x]0,1]) on définit
une structure de variété a bord par les cartes suivantes :

1. Sur Y x]0,1], on a la structure produit.

2. Soient Q<N et UcY deux ouverts contenant xeX et ® : Q - U une application
exponentielle associée a une métrique riemannienne sur Y. On suppose que Q contient la
section nulle io () de la projection de Q dans X. On a alors une bijection entre I’ouvert
{(& M), E€N, Le[0,1], A5€Q} de N x[0,1] et Pensemble n~* (n(Q)) U (U x]0,1]) définie
par :

O, x)={ (&0 s A=0
(@A), M) si A#O0.

Montrons que les changements de carte sont C®.

Soit x,€X : on peut écrire au voisinage de x,, N=R? x R? et
Q=R"xB!  (ouB{={yeR" ||y[|=r~'}),
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etona:

& (x, 5, x)={ (3.0 s 1=0

Soit ® un autre tel difféormorphisme, on a ®'(x, 0) =(x, 0) et dO(, (0, Y)=(A,Y,Y)
ou A, eEnd(R% RP) et donc il existe des fonctions C*® f;(i=1, 2, ..., g) a valeurs dans
RPetg; ;(,j=1,2, ..., q) avaleurs dans R? telles que

0~ 1(x, J’)=(x+zyifi(x, »), y+ZYingi,j(X, y))-

On a alors, pour A#0 :

OB (x, y, N=(x+A Ly fi(x AY), y+A Y yiy;8i (6 1Y), M)

etona ® 1.0 (x, y, 0)=(x, y, 0), ce qui montre que & ~*® est un difféomorphisme
C* d’un voisinage de (x,, 0) dans N x[0,1] sur son image. Notons que N s’identifie (par
N x {0}) a une sous-variété fermée de A".

Soit alors un homomorphisme injectif de groupoides étales ¢ : G; - G, qui soit une
immersion C* et telle que @ (G,) soit une sous-variété localement fermée de G, et soit
N le fibré normal de I'immersion @, : G| - G{. N est G,-équivariant et le groupoide
GY =r*(N) est aussi I'espace total du fibré normal de o.

Le groupoide normal de ¢ est la variété a bord G=GY x {0} U (G, x]0,1]) construite
précédemment. G est un groupoide comme réunion de deux groupoides et sa structure
de variété est compatible a celle de groupoide.

Comme G, x {t}, t#0 et G x {0} sont des fermés saturés de G, on a des homomor-
phismes d’évaluation

h: C*(G)>C*(G,), t#0 et hy: C*(G)—C*(GY).

On a vu au paragraphe 2.4, que ’on obtient alors une suite exacte

h
0 - C*(G, x]0,1]) » C*(G) — C*(GY) - 0.

Rappelons que nous supposons que C*(G,) est nucléaire. Par un résultat de R.
Zimmer [45], il est équivalent de dire que G, est moyennable ([37], définition 3. 6). Il est
clair alors que GY est aussi moyennable et donc C* (GY) est aussi nucléaire.

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 343

Par G. G. Kasparov, ([30]. § 7), pour toute C*-algébre nucléaire A, on a une suite
exacte de groupes de KK-théorie :

KK*(A; C*(Q))

® [hol l \ KK*(A; C*(G, x]0, 1]))

KK*(A; C*(GY))

Or, pour toute C*-algébre A, on a KK*(A; C*(G, x]0,1])) =0, et donc ’homomor-
phisme de groupe induit par ® [h,] est inversible. En particulier, en prenant
A=C*(GY), on voit que [h,] est inversible en KK-théorie, ie. il existe
[ho] "' e KK (C*(GY); C*(Q)) tel que [ho] ® [ho] ™' =14 et [ho] ' & [ho]= 15N

3.2. DEFINITION. — Soit ¢ : G; - G, un homomorphisme injectif d’image localement
fermée qui soit une immersion de classe C*®.
On pose :

op=Ihol ™' ® [h,].

3.3. Remarque. — 1. Pour avoir une suite exacte en KK-théorie et donc pour cons-
truire [ho] ™7, et o, il suffit de supposer que h, admet un relévement complétement positif
(cf [13], [42)).

2. Une autre fagon de construire o, est de considérer la suite exacte

h
0 - C*(G, x]0,1)) » C*(G") = C*(GY) - 0

ou G'=GYx {0} U (G, x]0,1]) est un sous-groupoide ouvert de G. A cette suite exacte
correspond un ¢lément c;;,eKK1 (C*(GY); C*(G, x]0,1]). Soit alors
aeKK!(C,(10,1]); C) Ulinverse de [Iélément de Bott (cf. [30], §5). On a
Op=—0% ® co0.1p *

3.4. Remarque. — Supposons que G, =V, et G,=V, soient simplement des variétés
(i.e. G;=G{”) et soit ® : N > V, un difféomorphisme exponentiel de N sur un ouvert U
de V,. Avec les notations ci-dessus ® : N x[0,1] - 4" définit une section de h, et donc
0p=0s.

Cette remarque s’applique encore dans le cas ou il existe un difféomorphisme exponen-
tiel ® : GY - G, qui soit un homomorphisme de groupoides.

3.5. Exemple. — Soit G un groupoide étale et 0 - E; - E — E, — 0 une suite exacte
de fibrés sur G'%, G-équivariants et K-orientés. Le fibré normal de I'immersion E, G E
est E,®E, considéré comme fibré sur E, et on a donc un élément
o e KK (C*(G": ® E2); C*(GE)).
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Soit d’autre part BgeKK*(C*(G); C*(GF)) et By, g 5, € KK*(C*(G); C*(G"1 ®F2))
les éléments donnés par les K-orientations (définition 2.9).

3.6. PropOSITION. — On a Iégalité :
Be=PBt, 08, ® 0.

Démonstration. — Le groupoide normal G associé a 'immersion E, G E est I’espace
total d’un fibré E sur G x[0,1] tel que E| g, (o,=E; ® E, et E, 5, (;,=2. Cest 'homoto-
pie de E a E; @ E, de la démonstration de la proposition 2. 6. Soit /, les homomorphismes
d’évaluation de C*(G) et h, ceux de C*(Gx[0,1]); notons que [I’élément
[h]e KK (C*(G x[0,1]); C*(G)) ne dépend pas de ¢. Par 2.4, on a alors :

£=[h]" ' @B ®[h]=PBt, 05, Rl ' @[h,]=P, o5, @0 M

¢! pour les groupoides étales.

3.7. DeFINITION. — Soit @ : G; > G, un homomorphisme de groupoides étales. On
suppose que @ est une immersion de classe C*, injective et K-orientée, et que ¢(G,) est
une sous-variété localement fermée de G,. On suppose aussi que C*(G,) est nucléaire. A
partir  des  éléments  ByeKK*(C*(G,); C*(GY)  (définition 2.8) et
c,e KK (C* (GY); C*(G,)), on définit alors un élément ¢! de KK*(C*(G,), C*(G,)) par :

¢!=By® o,

3.8. THEOREME. — Soient ¢©;: G, > G,, ©,:G, >G; deux homomorphismes de
groupoides étales satisfaisant aux conditions de la définition 3.7. Alors @, =@, c @4 vérifie
ces mémes conditions et on a I'égalité :

0:!'=03! @0, !
Démonstration. — Soit N; le fibré normal Gj-équivariant de I'immersion induite
9:160: G > G, avee {i,j,k}={1,2 3} et N;=0¢%(N,) la restriction du fibré N, a

G, On a une suite exacte de fibrés G,-équivariants :

0->N;->N,-N; -0

et donc un élément o} e KK (C*(GY3 ®N1); C*(GY2)) (cf. exemple 3.5) et on a une
immersion K-orientée N; ¢ N; de fibré normal N3, d’ou un élément

o4 e KK (C*(GYs ®N1); C*(GY)).

On va démontrer dans les trois lemmes qui vont suivre la commutativité du diagramme
suivant, ou les fléches désignent des éléments de groupes de KK-théorie :
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°3

G -G,
BlNS/ ﬂi’& \i”x
G, Gl @®N; ; Gy
°3
. o1 ' L %1
BN,
G2 - G,

92

3.9. LeMME. — On a By, =By, ® By, ® o).
Démonstration. — C’est la proposition 3. 6 et la fonctorialité de B’ (Lemme 2.9). B
3.10. LeMME. — On a By, ® o5=0; ® By,

Démonstration. — Soient G et G’ les groupoides normaux des immersions @5 : G; 5 G,
et ¢} : GY1 - GM1; G’ est I'espace total d’un fibré vectoriel N sur G, K-orienté, et par la
naturalité, (§ 2.4) on a un diagramme commutatif ou les fléches sont encore des éléments
de KK-théorie :

N
C*(G,) —— C*(G}Y)
thy) 1 'lh'll
BN
C*(G) C*(G")
(ho] l t [ho)
BN, ,
C*(GY9) C*(GYs @)

3.11. LeMME. — Ona o]} ® 6,=03® Oy.

Démonstration. — L’ensemble

G=G}s®M (G2 x]0,1]x{0}) U(G51 x {0} x]0,1) U (G; x10,1] x ]0,1)

est le groupoide normal de I'immersion H; ¢ H, ou
— H; est le groupoide normal de 'immersion G, 5 G,
— H, est le groupoide normal de 'immersion G, g Gj.
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Le fibré normal de 'immersion H; ¢ H, s’identifie au groupoide normal H; de I'im-
mersion G\ 5 G,

Soit T, =GY2 x {0} U (G5 x10,1]) et T, =G ®Ni x {0} U (GY2 x]0,1]) les groupoides
normaux des immersions G, —» G, et GY* - G2 qui s’identifient & des sous-groupoides
fermés de G.

On a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’évaluation de C*-algebres de
groupoides :

h h!
C*(GY) C*(H,) C*(Gy)
h, h,
f} b0 N (1,1) ff
q
C*(Hy) —— C*(G) : c*(Ty)
e y ’ N 2
, 1y n?
C* (G M) C*(T,) C*(GY)

Les éléments de KK-théorie [h, o], [ /5], [hb], [Pol, [4o] sont inversibles et par définition
on a

01 ® 0, =[] ' ®MI®[f] ' ®Lfi]
et donc par le diagramme précédent :
01®0,= [h(0,0)]—l ® [h, 1)

De méme on a 65 ® 6y =[h )] ' ® [ 1)), d’ou I'égalité annoncée. W
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.8. W
3.12. Remarque. — Restriction de ¢! & un sous-groupoide ouvert. Soit ¢ : G; —» G,

une immersion injective et K-orientée de groupoides étales, N le fibré normal de ¢ et
deux sous-groupoides ouverts G| = G,, G}, =G, tels que ¢ (G}) =Gy3. On a alors I'égalité :

o' ®[,]1=l]® ¢!

ol ¢’ =g, - g, €t j; : C*(G}) s C*(G)) est I'injection canonique.
Cela résulte de la naturalité de B’ (cf. 2.4) et de la commutativité du diagramme (avec
des notations évidentes) :

0 (C*(G, x]0,1])) - C*(G) - C*(G{™) » 0

l l l
0- C*(G; x]0,1]) > C*(G) » C*(G}) -0
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3.13. f! POUR LES IMMERSIONS D’ESPACES DE FEUILLES. — Soit f: V,/F, - V,/F, une
immersion d’espaces feuilletés, K-orientée, et T,, T, deux transversales fidéles a V,/F,
et V,/F, telles que finduise une immersion injective et propre (cf. remarque 1.4). Posons
pour simplifier Gj=GJTjTj pour j=1,2. Alors f induit un homomorphisme ¢ : G, —» G,
qui est une immersion injective, K-orientée et telle que ¢ (G,) soit localement fermée
dans G,. En effet, pour tout ye G,, ’holonomie de ¢ (y) est un germe de difféomorphisme
de T, dont la restriction a T, est ’holonomie de vy, donc @ est injective. D’autre part,
soit G’ le sous-groupoide de G,, G'={y€eG,, r(y), s(y)eT,, et y(T,) = T, }; c’est-a-dire
quil existe U et U’ des voisinages de r(y) et s(y) dans T, et un difféomorphisme
h:U—-U’ dont le germe en r(y) soit y et tel que A(T, "NU)=T; NU. G’ est une
sous-variété localement fermée de G%g de dimension dim(T,); ¢(G,) =« G’ et comme ¢
est ¢tale de G, dans G’ dans G’, @(G,) est un sous-groupoide ouvert de G’. On a donc
un élément ¢! e KK*(C*(G,); C*(G,)). Soit &% le bimodule d’imprimitivité entre
C*(V;, F) et C*(G)). Il définit un élément inversible [£7/] de KK (C*(V,, F)); C*(G))
et [T =[81,] (cf. [8], [24], [37).
On a alors un élément de KK*(C*(V,, F,); C*(V,, F,)) défini par :

[T ® ¢! ®[&r,)
3.14. LeMME. — L’élément ci-dessus défini ne dépend pas du choix de la réduction de f
aux transversales fidéles T, et T,.

Démonstration. — Soit ¢’ : G| - G/, une autre réduction comme ci-dessus associée a
des transversales fidéles T et T} aux feuilletages. En prenant la réunion T;\U T; de ces
transversales (pour i=1,2), on peut supposer que G; est un sous-groupoide ouvert et
fermé de G; Soit j; Pinjection C*(G{) s C*(G). On a alors [&r]=[61] ®[i] et
[T 1=l ® [

Utilisant alors la remarque 3.12, on a :

[€r]® 0! @[ET]=[6r 1@ [1]Q ¢! @[]
=[]0 ¢ ®[,]1®[]=[6:]® ¢! @72 W

On peut alors poser :
3.15. DEFINITION. — Avec les notations précédentes, on définit
f1eKK*(C*(Vy, Fy); C*(Vy, Fy) par f1=[61,]@ ¢! ®[€72]
pour un choix @ de réduction de f a des transversales fidéles.

On a alors immédiatement :

3.16. THEOREME. — Soit f3: V,/F, > V,/F,, f,:V,/F, > V,/F; deux immersions
K-orientées, de variétés feuilletées. On suppose que C*(V,, F,) et C*(V,, F,) sont
nucléaires.

Alors f,=f, o f; est une immersion K-orientée et on a
Li=H!®f! A
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3.17. Remarque. — Nous examinons ici comment formuler les résultats précédents
lorsque C*(V,, F,) n’est pas supposée nucléaire : le probléme est dans la définition
de o,

1. 1l suffit en fait de supposer que C*(V,, F,) est nucléaire en K-théorie, et plus
généralement que By est dans 'image de KK, . [52]. En effet, h, définit toujours un
isomorphisme de KK, (C*(G,); C*(G)) sur KK, (C*(G,); C*(GY) (cf [52],
proposition 2.7). On pose alors : ¢! =0 (0, (By)) ot 6,=(h.)° (k) " désigne I'homo-
morphisme de KK . (C*(G,); C*(GY)) dans KK_,.(C*(G,); C*(G,)) et By est tel que
O (By) =By (ou ® : KK, ,. = KK est 'homomorphisme de [52]).

Notons que By est dans I'image de KK, si et seulement si vy I’est, ce qui est équivalent
a dire, avec les notations de 2. 10, que C*(GY) est nucléaire en K-théorie.

2. Si on ne fait plus aucune hypothése sur C*(V,, F,), on a quand méme pour toute
C*-algébre A nucléaire en K-théorie un homomorphisme

o, i KK(A; C*(GY)) »KK(A; C*(Gy))

9
donné par & (x)=[holx ' (x) ® [1y]a
et on définit f ! comme élément du groupe
Hom (KK (A; C*(V,, F,)), KK(A; C*(V,, F,))
et la fonctorialité s’écrit alors f, !4 =f; Ao f; 14

3. Si dans le théoréme 3.16 on suppose que seulement C*(V,, F,) est nucléaire en
K-théorie alors on a un homomorphisme

f!€OeF0 s KK*(C*(Vy, Fy); C*(V,, Fp)) - KK*(C*(Vy, Fy); C*(Vs, Fa)).

Dans ce cas, f, ! et f; ! sont bien définis et on a :
[LICVe R (f =1, L

Nous ne reviendrons pas la-dessus dans la suite, mais nous pouvons noter que les résultats
que nous obtiendrons garderont un sens lorsque les hypothéses de nucléarité ne seront
pas satisfaites.

3.18. Remarque. — Soit f: V,/F, - V,/F, une immersion d’espaces feuilletés, de
groupoides d’holonomie G, et G, et i, : G, = H un cocycle de G, a valeurs dans un
groupe de Lie H (cf. 2.1). La composée i, =i,° f définit un cocycle i, : G; — H. Nous
supposons que C*(V,, F,) est nucléaire.

Soit A une H-algébre: a partir des algébres A >4ijGj, j=1,2, on peut refaire la
construction précédente pour définir un élément

fa'eKK™(A Xlil Gis A ><1i1 G,).

Pour xe KK} (A; B), on a alors :
T !I=(—D"fu! ®i3(x).
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3.19. Remarque. — La construction du groupoide normal (§ 3. 1) est analogue a celle
du groupoide tangent a une variété V due a A. Connes [9] : on retrouve cette derniére
construction en considérant 'immersion ¢ (x)=(x, x) de V dans V x V comme homomor-
phisme de groupoides représentant la submersion V/F; - V/F,, ou F,={0} et F,=TV.

Ce sont 13 deux cas particuliers d’une construction plus générale d’un groupoide normal
associé a une immersion @ : G, » G, de groupoides soit étales, soit d’holonomie de
variétés feuilletées.

Remarquons d’abord que sij: X = Y est une immersion de classe C* de variétés, on
peut construire la variété normale N x {0} \U(Y x]0, 1]) (¢f. 3.1) sans supposer ni que
j(X) est localement fermée dans Y, ni que j est injective. Pour simplifier, supposons que
Y est une variété riemannienne compléte et soit @ : N —» Y P'application induite par
Papplication exponentielle. On a alors sur N x[0, 1] une relation d’équivalence
(& M) ~(&, \) si et seulement si A=A" et si A=0, E=E&’, et si A#0, O (AE) =0 (AE).
L’espace quotient N x [0, 1]/~ est une variété C*® et est en bijection ensembliste avec un
ouvert de Nx {0} U(Y x]0, 1]). Cette variété est séparée si et seulement si j est injective
et X et Y sont séparées.

Cependant, si ¢ : G; - G, est comme plus haut, on n’a pas forcément une structure
de groupoide sur la variété normale de . Il faut pour cela que I', I'espace du fibré
normal de ¢ hérite d’une structure de groupoide.

Deux cas extrémes de cette situation sont d’une part le cas ou pour tout xe G{”, la
restriction @ : G} — G3™ est étale (ce qui est le cas si G, et G, sont des groupoides
étales) et on a I'=GY; d’autre part le cas d’une variété doublement feuilletée (V, F,, F,)
avec F; < F,. On a une submersion f: V/F; - V/F, et une immersion induite de
groupoides d’holonomie ¢ : G, - G,. Dans ce cas la structure de groupoide sur
I'=r*(F,/F,) inclut la structure de groupe de ce fibré vectoriel : I"® =V et pour (X, v,),
(X, v,) ¢éléments de I, avec X,.e(Fz/Fl),m), r(y,)=s(y,), ona

(X1 1) o Xz, ¥2) =X +71 (X2), Y1 72)-

Notons que par la transformation de Fourier, on a un isomorphisme entre C*(I') et
C*(G{2/F1"), On a, par la méme construction que précédemment et en supposant C*(G,)
nucléaire, un élément de KK* (C*(G,); C*(G,)).

Cette définition est die essentiellement a A. Connes et coincide avec la construction
de f'! que nous ferons au paragraphe IV.

En effet, cette construction est fonctorielle (par la méme démonstration que ci-dessus)
donc il suffit de voir la coincidence de ces deux éléments dans le cas presque isométrique.
Soit G=I'x {0} U(G,x]0, 1)) le groupoide normal de ¢. Par un calcul différentiel
asymptotique « p, 3 » ([50], [S51], [46], [48], [47]) on obtient un élément
xeKK*(C*(G,); C*(G)) qui est une homotopie entre un symbole o et I'opérateur P,
de symbole o; on a donc hy.(x)=[c] et hy.(x)=[P,]. En particulier pour le symbole o
considéré au paragraphe IV, on a [6] =B, F,) €t [P,]=f"! et donc :

hy(hos) ™ ! B;rz/l-‘l =f!
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Voici un exemple d’homomorphisme ¢ : G, - G, qui est une immersion ¢t tel que I’
ne soit pas un groupoide. Soit (V, F) une variété feuilletée, de graphe G, E un fibré
vectoriel sur V, non nécessairement G-équivariant, et F'=p~1(F) le feuilletage sur E,
image réciproque de F par la projection p: E— V. Par la section nulle, on a un
homomorphisme ¢ : G - G'=G(E, F’) qui est une immersion injective et propre, et
cependant I'=r*E n’admet une structure de groupoide permettant de construire le
groupoide normal que si E est un fibré G-équivariant.

IV. Fonctorialité dans le cas des submersions

Soit f: V,/F, - V,/F, une submersion K-orientee.

Dans ce paragraphe nous construisons un élément f!eKK(V,/F;; V,/F,)
(définition 4. 6) et nous montrons la fonctorialité de cette construction (théoréme 4. 10).
Pour ce faire, nous supposons d’abord que le G, fibré f ' F,/F, est presque isométrique,
nous construisons f ! (définition 4.2) et montrons la fonctorialité (proposition 4.4) dans
ce cas. Nous rappelons enfin comment le cas général se raméne au cas presque isométrique
(cf. [10] § V).

Remarquons d’abord que si f: V,/F, — V,/F, est une submersion, et si F;=f ~*(F,)
est le ramené en arriere par f de F, dans V, (cf. [20], p. 378 ou [11], § IV) alors F, est
un sous-fibré de F, et 'application V,/F;, —» V,/F, est étale.

Notons que le groupoide d’holonomie G,; de (V,, F,) agit sur le fibré transverse
TV,/F, en préservant le sous-fibré F,/F,. Et donc G, agit sur F,/F,. Rappelons que f
est K-orientée si ce G, fibré est K-orienté i.e. son groupe structural se réduit a
Ml =Gl,} x 5, U(1) (définition 1.9).

Rappelons aussi que le fibré F,/F, est dit presque isométrique s’il existe un sous-fibré
E’ de F5/F,, G, invariant, et tel que E’ et E=(F,/F,)/E’ sont munis de structures

isométriques invariantes-i. e. le groupe structural est réduit a [06 M"/'"""]P).

Par [11] proposition 4.3, a I'application étale V,/F; — V,/F, il correspond un Hilbert
C*(V,, F,)-module &, ou C*(V,, F5) agit par opérateurs compacts, et donc un élément
g, de KK (C*(V,, F3); C*(V,, F))) ([11] Corollary 4. 4).

Il suffit donc de traiter le cas p : V/F, - V/F, ou F, et F, sont deux feuilletages de V
avec F, cF,.

Soit alors 0 » E' = F,/F, - E — 0 une structure presque isométrique sur le G, fibré
F,/F,. A la K-orientation sur F,/F, est associée une structure Spin’ sur le fibré E* @ E'*,
i.e. un G, fibré complexe hermitien S de dimension 22! (ou n est la dimension de
F,/F, et [n/2] désigne la partie entiére de n/2) et d’'un homomorphisme G, équivariant
¢ :E*@® E™* » & (8) vérifiant ¢ (£)=c(8)*, c(£)*=||&||* pour tout Ee E* @ E™*.

(®) La notion de structure presque isométrique utilisée ici est plus stricte que celle définie par A. Connes
[10].
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Si n est pair, le G, fibré S est Z/2 gradué et ¢ (§) est de degré 1 pour tout E€ E* @ E’*
(¢f 12], [23), [11] App. B).

Soit alors &g le hilbert C*(V, F,) module complété de C,(G,; r*(S) ® Q'/?) relative-
ment au produit scalaire

S fodx)= f<f1 ) £,0x) >

Iintégrale étant prise sur I'ensemble {yeG,/s(y)=r(x)} — nous utilisons des demi-
densités pour donner des formules intrinséques. C’est le fibré noté &y g dans [11], § IV.

Comme G, agit dans S par transformations unitaires on obtient une représentation
involutive  de C,(G,; Q'/?) dans & en posant

n(f)g(X)=ff(y)y-g0"‘X)

(Pintégrale est prise sur {yeG,/r(y)=r(x)}).
Remarque. — Pour donner un sens a cette intégration notons que

fOe Q12 (Fl, ,(y)) ®Ql? (Fl, s(y))’
que

g(y‘ ! x) € Ss » ® Ql/2 (FZ. s (y)) ® QI/Z (FZ, s(x))
= Ss » ® Ql/l ((F2/F1)s (y)) ® Ql/2 (Fl, s(y)) ® QI/Z (FZ, s(x))

et que
Y-8 x)€S, () ® Q2 ((F,/F)), ) ® QV2(Fy () @ Q2 (F, 4 ()
Donc

f(.y)'y‘ g(y' ! x)6 Sr (x) ® QI/Z (F2,r(x)) ® QI/Z (F2,s(x)) ® Q(Fl,s(y))
Et donc f f0)y.g(»"'x) a un sens et est un élément de

Sr (x) ® Ql/z (FZ, r(x)) ® Ql/z (FZ, s(x))'

Cette représentation 7 s’étend a une représentation, notée encore © de la C*-algeébre
C*(V, F)) (cf [37], [15])) [on rappelle que C*(V, F,) désigne dans tout le papier le
« C* max » de (V, F))l.

Pour compléter la construction d’un élément de KK*(C*(V, F,); C*(V, F,)) il suffit
de définir un opérateur De # (&) vérifiant les conditions D=D*, f(D*—1)eX (&),
[D, fle A (&) et D est de degré 1 si n est pair.

L’opérateur De & (&) est pseudo-différentiel (i.e. De'¥} (V, F,; £ (8))) sa classe en
KK-théorie est donnée par son symbole transverse c=c(D)eZX,(V, (F,/F,)*; Z(8)),
que nous construisons maintenant.
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Soit p : (F,/F,)* — E'* la transposée de l'inclusion E’ g F,/F,. Soit s : E - F,/F, une
section et soit g : (F,/F,)* — E* la transposée de s. (Notons que g n’est pas G, équiva-
riante). Soit p avec 1/2<p<1.

On pose  b,(x, O)=(A+[p @ +][a @[ q(&), pE)eE*DE™),, et
a,(x, ) =(1+]|b,(x, &[N c(b,(x, &) € £ (S,

4.1. LEMME. — La fonction a, est un symbole transverse transversalement elliptique
(définition A .7.4).

Preuwve. — Notons que 1—aZ=(1+|b,||>) 'eCy((F,/F))*; £(S)) (cf. Appen-
dice, A .1).

Pour montrer que a, est un symbole de type p, 8, on utilise que b, est un symbole
d’ordre 1, de type 1, O pour écrire en coordonnées par une récurrence immeédiate :

[kl |2} i j
Py 1(by)

D* D! = i J
(D:Dy)a, i;o j;oak.l(1+|Ibq”2)i+j+(1/2)

ou PiJ est un polyndme de degré i+j+1 et ai} est un symbole d’ordre i+j—|I|, de
type 1, 0. Les estimés découlent immédiatement de cette écriture et de ce que
(A+[lElyr=a+]b, @[

Nous montrons maintenant que a, est un symbole transverse.

Si ¢’ est une autre projection q’ : (F,/F,)* — E* transposée de la section s’, alors g—g’
étant nulle sur E* il existe Le # (E’*, E*) avec g—q'=Lop.

Pour &€ (F,/F,)* posons ||[l,= /Tr @ +a@I et
l&lly= /TP ®TF+Tad ®J* Ona:

| JT+TEE - /T+TER = [ @a- )@l < 1L 2 @]

et comme pour 0<a<lett>—1ona|(1+t)*—1|<|t| on déduit

|(1+II&IIZ)““"”’_, LA @l
L+ &2
Donc

—asfEp
16, =b,) (x, &) = [[a® A+ [|[ID®™ 72— @ A+ [ 8[|y

< e 1+ 2y0-1/2 || o/ 1+ 2(p—1)/2llLX” lp@®]
<la@®—-a ©lla+[&]? g @I+l (e +1i7

L2||L|| @) A +||g D2

Et donc

5 =be) 6 Ol S2II Ll by, B 1+ 2 [0~
et enfin

b,—b, (1, ||>+ D2 (b, ||* + 1)*/2
ooy s Le=tell_ b ool

+
Bl + 112 =l [+ 1M ([ b |2+ D2

2||b,—b, || _
< a L <4|L |[1+]E|ZHe 1
S ey S L[]+ 18D
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-1 1

Notons que ya,(x, &)y "=a,,,~1(r(y), YE) et que Y > yqy~ ' —q est une section conti-

nue du fibré r* & (E’*, E*). On a donc, pour tout ¢eC,(G,),
(™1, &) = oM Ia, (1), —va, (s, vy O]

est un élément de C, (r* (F,/F,)*; £ (r*S)) et donc a, est un symbole transverse. Ml

Soit De¥}(V, F,; £ (S)) de symbole transverse la classe de a, (modulo les symboles
tendant vers zéro a Tl'infini en &). Par le théoréme A.7.5 on sait que (&5 D) est un
bimodule de Kasparov (&5, D) e & (C*(V, F,); C*(V, F,)) (avec les notations de [8]).

4.2. DEeFINITION. — Soit f: V,/F, - V,/F, une submersion presque isométrique et
K-orientée. L’élément f ! associé a la K-orientation et a la structure presque isométrique est
la classe dans KK*(C*(V, F,); C*(V,, F,)) du bimodule de Kasparov (65® &, D ® 1).

Remarquons que f! ne dépend pas du choix de p, deux choix différents donnant
lieu a2 une homotopie évidente. Notons cependant que ce n’est pas une homotopie

opératorielle [p—af n’est pas normiquement continu — cependant
ahe S, 5o (V x[pos p1 (Fo/Fy)*; Z(S)) (si 1/2<po<py <1}

4.3. Remarque. — Nous dirons que F/F, est presque isométrique au sens généralisé
§’il existe une suite emboitée de sous fibrés G, équivariants

F)/F;=E,2E,_,2...2E,2E,={0}

avec E;/E;_, isométrique pour j=1, 2, ..., k. Soient alors s;: E;/E;_; — E; des sections
et p;: (F5/F)* - (E,/E;_,)* la transposée de i;°s; ou i; : E; —» F3/F, est I'inclusion.
k
Le fibré F)/F, est K-orienté si et seulement si le fibré @® (E;/E;_)* est muni d’une

j=1
structure Spin‘ S.
On pose alors s=(s;, - - ., S,), ||§||s=(2||17j(§)”2)”2
1 .
by(x, &)= (<||a||3+ 1P p,-(&)) ¢ ® (E/E, )"
2 j=1, ...,k J=1

oup,=1>p,>...>p,=p>1/2.
Finalement,

a,(x, ) =([|b,(x, O [P+ D™ c (b (x, £)e £ (S,

Alors a, définit encore un symbole transverse transversalement elliptique, et donc un
élément f1e KK (C*(V,, F,); C*(V,, F,)).

Bien sir f! ne dépend pas des sections s; comme son symbole principal n’en dépend
pas. De plus, f! ne dépend pas de la suite des p;. Remarquons en outre que f'! ne dépend
pas non plus des structures isométriques sur E;/E;_,, comme il y a une homotopie
canonique entre deux telles structures.

Donc f! ne dépend que de la K-orientation et — a priori — de la suite emboitée de
sous-fibrés E;. Nous verrons plus bas que f'! ne dépend pas de cette suite de sous-fibrés.
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Notons pour le moment que si la suite E] est « plus fine » que la suite E;, ces deux suites
définissent le méme f'!.

Soient f3 : V,/F{ = V,/F, et f,; : V,/F, — V;/F; deux submersions K-orientées et pres-
que isométriques. Alors f, =f o f3 est K-orientée (proposition 1.7) et presque isométrique
au sens généralisé.

4.4. PrOPOSITION. — Pour la K-orientation et la structure presque lsometnque générali-
sée de f, induites par celles de f, et f,, on a :

5 !=f3 '®f;!

Preuve. — Soit Fy=f;'F, et F4=f;'F;. On a F, < F, < F; £ TV,. D’aprés la

remarque A.7.6, il suffit de montrer p,!=p,!'®p,! ou p;:V,/F, >V, /F,
V,/F, =V, /Fy, p,=p,°ps: V,/F; - V,/Fj sont les projections.

Soient o3 Z(Vy, (F2/F)*; Z(83)), 0,€Z(Vy, (F53/F2)*; Z(8,)) et
o,eX(V,, (F3/F5)*; £(S,)) les symboles associés aux K-orientations et aux structures
presque isométriques de p,, p, et p, (rappelons que S,=S,®SS, si la dimension de
F,/F, ou celle de F4/F, est paire et S, =(S; ® S,)© @ (S; ® S;)™ si ces deux dimensions
sont impaires).

Mais pour un bon choix des constantes p et p; définissant les o;, on a les conditions
du théoréme A.11 et donc p,!=p;!®p,! R

4.5, Remarque. — Si f; et f,; sont munies de structures presque isométriques au sens
généralisé, f, I'est aussi et la proposition 4.4 reste encore vraie (ainsi que sa preuve).

Soit maintenant f: V,/F, - V,/F, une submersion K-orientée qu’on ne suppose plus
presque isométrique.

Soit F;,=f ~!F, le feuilletage sur V, ramené en arriére par f de F,.

Soit W le fibré des formes quadratiques sur F5/F, et p : W — V, la projection canoni-
que. Comme F%/F, est un G,-fibré, G, agit dans W et donc W est muni d’un feuilletage
F; tel que la feuille passant par we W soit { yw/yeG,, s(y)=pw) }.

Soit f* : W/F; - V,/F, la composée f’=fop. Posons Fy=p 'F,=f""'F,.

On a la suite exacte 0 — Ker (dp) —» F5/F| - p*(F3/F{) = 0.

Or Ker(dp) peut étre muni de la structure isométrique induite pour la métrique GL,
invariante sur G1'/SO,(=W,) et tout point w de W définit un produit scalaire sur
(F3/F1), ) Donc F7/F] est presque isométrique.

De plus, le fibré Kerp est muni d’une structure Spin® induite par la structure Spin‘
MIt-invariante sur MI/Spin‘ (n)= W, [comme la représentation SO, -so, (Gl /SO,)) se
remonte & Spin° (n) — Spin‘ ((n (n+1))/2)]. (n=dim F’/F)..

Donc f” est K-orientée.

Soit B(F'Z,Fl,*eKK" *+DI2(C*(V,, F,); C*(W, F})) I'élément construit en 2. 10.

4.6 DEFINITION. — L’élément f!eKK(C*(Vy, Fy); C*(V,, F,)) est défini par
f !=G(F'2/F1)*® f'louf:W/F|->V,/F, est muni de la structure presque isométrique
0 - Kerdp — F5/F| - p*(F3/F,) >0 et de la K-orientation Sy, spe® S,egyr,)» O
Sp+ y/F,y €st la structure Spint sur p* (F3/F)* associée a la K-orientation de f.
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Montrons maintenant la cohérence des notations dans les définitions 4.2 et 4. 6.

4.7. ProprosiTioN. — Si f: V,/F; - V,/F, est une submersion K-orientée et presque
isométrique (au sens généralisé) les deux définitions de f! coincident.

Preuve. — Soit Uy r, KK @2 (C* (W, FY); C*(Vy, F,)) construit en 2. 10 et tel
que Byr,y ® Ggyry» =YE/F 1y

Notons (provisoirement) f }* le f! donné par la définition 4.2.

On a : gy, =P

Or d’aprés la proposition 4.4 f | *°=pi*° @ f % donc

f! =(B<F'2/F1)* ® a(F'Z/Fl)') ®f §s°=Y(F'2/F1)' Rf :so-

Mais comme F,/F, est presque isométrique son groupe structural se réduit & un
sous-groupe moyennable de Gl donc v, k0 =1cr (v, 5, B

Remarque. — 1l résulte immédiatement de 4.7 que f *° ne dépend pas de la structure
presque isométrique (voir remarque 4. 3).

4.8. Remarque. — Soit f: V,/F; - V,/F, une submersion K-orientée.

Soit i, : G, > H un cocycle ou H est un groupe de Lie [G, désigne le graphe de
(V,, F,)]. La composée i, o f définit un cocycle i; : G; - H. Soit A une H algébre.

La méme construction que ci-dessus permet de définir f, !e KK* (A >4,.»1 G A X, ,G2)
(on utilise des opérateurs pseudo-différentiels a coefficients dans A). Une autre fagon de
définir f, ! est de considérer les fibrés principaux feuilletés (P, F}) et (P,, F}) associés
aux cocycles i, et i,. Alors si f;: P,/F;—P,/F, est la submersion associée
Ju '€KKy(C* (P, Fy); C*(Py, F)).

Rappelons que C*(V,, F,) est équivalente au sens de Morita 3 C*(P,, F}) }{H et que
A X;G, est équivalente au sens de Morita a (A ®,,, C*(P,, F})) XH. A travers ces
équivalences de Morita on a :

f'=fu! XH; fal=ta(fu ) XH
Notons que si B est une autre H algébre et que xe KK} (A, B) on a

Ju!®cx=(=1)"x®cfuy! (n=dimF}/F,)

max

et donc
1@ FX)=(—D"itx)®f !

Notre but maintenant est de démontrer la fonctorialité de f— f! dans le cas de
submersions non nécessairement presque isomeétriques. Pour cela nous aurons besoin
d’un lemme :

. , . . ML M, .
Soient n et n” deux entiers et soient H, - le groupe 0 Ml" ,
<

K < Spin® (n) 0 >
0 Spin® (n")
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son compact maximal et

H

In

n,n'

L_(Spin‘(n) M, ., )
0  Spin‘(n)

Soient
%, e KKI" (Co(L/K); ©),  B,eKKin? ™" (C; Co(MI5/Spin® (p)))

les éléments associés aux structures Spini équivariantes sur L/K et MIS/Spin‘(p)
(voir 2.10).

Soientj: H, , > Ml ;r:H, ,—>Mletr:H
rels.

»,w = MI;, les homomorphismes natu-
Notons que H, ,/K est égal (en tant H, , espace) a MI;,, /Spin‘(n+n’) et donc
j* (ﬁn+n’) = BH,,, n'

4.9 LEMME. — On a:
j* (ﬁn+n’) ®Co (Hp, n'/K) indfm " (&'L) =r* (En) ®C r* (Bn') € KK?{,,, n (C; CO (Hn, n’/L))

Preuve. — Ces deux ¢éléments sont stables par multiplication par
Yh,, » (=1 (¥,) ®cr* (v,) d’apres la proposition 2.7), et leurs restrictions a K coincident
(c’est I’éléement i! en KK-théorie K-équivariante ou i est I'inclusion du point dans
H, ,/L. On utilise la fonctorialité en KK-théorie équivariante par un groupe compact.
Remarquons que les résultats et les démonstrations de [11] restent valables nec varietur
dans ce cadre cf. [30]). W

4.10. THEOREME. — Soient f5 : V,/F, = V,/F, et f, : V,/F, = V;/F; des submersions
K-orientées. Alors (fiof3)!=13!1® f;!

Preuve. — Posons f,=f; o f;. Notons W, le G, espace des formes quadratiques définies,
positives sur f ! (F5)/F, et F, le feuilletage de W, associé a I'action de G,. Notons W,
(respectivement W/) le G, espace des formes quadratiques définies, positives sur
f 31 (F,)/F, [respectivement sur f ; !(F,)/F, et sur f;'(F,;)/f 5 (F,)] et F(resp. F}) le
feuilletage sur W, (resp. W) associé a I’action de G,.

Notons p: W, /F, > Wi/F, g:Wy/F, oWy /F, g, :W/F,>V,F, et
g, : W1/F{ - V,/F, les submersions naturelles. Elles sont toutes trois K-orientées et
presque isométriques naturellement.

Soit enfin i : G, » H, , (n=dimf ;' (F,)/F, et n’=dimf [ ! (F5)/F,) le cocycle associé
aux K-orientations des fibrés f 3 ! (F,)/F, et f { 1 (F3)/F,.

On a p!=i*(ind~ (a,)) et donc, d’aprés le lemme 4.9 et la proposition 4.4 on a
fol=i*(r* (Bn) ®cr'™ (Bn)) ®cr wy, Fp 82 L

Notons E,, E,, E;, E, les fibrés Spin° sur W} de fibre

(E),=T;(ML/Spin‘ (n));  (E,),, =T, (MI/Spin‘(n));
(Es),=(f 3" (F))/Fy), et (Edw=(f3'Fy)lf 31 F)),
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et soient S, S,, S;, S, les structures Spin® associées.

Remarquons que la K-orientation de g, est donnée par la structure S, ®S, 88,88,
et que celle de g;°og; par S, ®S; ®S, ® S,.

Donc g;,! ®g;!=(g,°8;)!=€g,! ol e=(—1)™ @+ D2,
Donc

fol=¢i* ("*(Bn) ®c "/*(ﬁn')) ®ce (Wi, F'{)gs! ®ce W2, F2) 81 L

Soit W/ le G, espace des formes quadratiques sur f ; ! (F,)/F,, F/ le feuilletage associé
a P'action de G, et g;: Wy/Fy - V,/F, la projection. Soit i, : G, - MI, le cocycle
associé au fibré f ;1 (F,)/F, et i : G(WY, F)) > ML, i =i,0g;=r"ci.

On a par la remarque 4.8
i"™*(B,) ®c w783 =285 ® i3 (B,)
et donc
fHl=er*B)RiI*B,)®e:! ®g !=(ri)*B,®&! @3B, ®s!=f!®f,! W

4.11. Remarque (Naturalit¢ de f—f!). — Soit f: V,/F, > V,/F, une submersion
K-orientée et soit W, = V, une sous-variété fermée saturée pour le feuilletage F,. Soit
W, =f"1(W,), Cest une sous-variété fermée de V, saturée pour le feuilletage F,. Soit
G = G; le sous-groupoide G;={yeG,/r(y)eW;} ={yeG,/s(y)e W;}. Supposons, pour
simplifier, que G est le groupoide du feuilletage (W}, F)).

Soit p;: C*(V;; F)—»C*(W, F, donnée par pj(h)=h, Gj si heC.(G)), et soit
f 1 W, /F, > W,/F, la restriction de fa W,/F,. On a

PI(f ) =p5, (f)eKK(C*(Vy, Fy); CH(Wy, F)).

4.12. Remarque (Cas d’une structure conforme invariante). — Soit (V, F;, F,) une
variété doublement feuilletée avec F, < F, et supposons que le G, fibre F,/F, est
K-orienté et muni d’une structure conforme G, invariante. Dans ce cas, une construction
d’Alain Connes donne aussi un élément de KK*(C*(V, F,); C*(V, F,)). Nous allons
montrer que I’€lément ainsi obtenu coincide avec notre f! (fest la projection
V/F, - V/F,). Commengons par rappeler la construction de A. Connes. Elle est donnée
par un opérateur pseudodifférentiel d’ordre O (de type 1, 0) longitudinal pour F, et de
symbole principal transverse (pour F,) ¢ (£)/||&|| (¢ € (F,/F;)*) ou on a choisi une métri-
que (qui n’est pas G, invariante) sur F,/F, telle que la structure conforme associée soit
G, invariante, et ou c(&) désigne I'action dans le fibré S des spineurs. Il s’agit bien d’un
symbole G, invariant, transversalement elliptique (A . 7.4) qui détermine donc un élément
deKK*(C*(V, F,); C*(V, F,)). Pour montrer que d=f!, considérons d’abord I’homo-
morphisme ¢ : G, —» R donné par ¢ (y)=Log||h(y)|| ot h(Y) : (F2/F s = (F2/Fy), )
est la restriction a F,/F, de la différentielle de I'holonomie de v (c’est un homomorphisme
car la structure conforme étant invariante, ||h(y)||*=h(y)* h(y)). Soit F} le feuilletage
de V; xR provenant de cet homomorphisme (la feuille de F; passant par (x, t)e VxR
est {(r(), t+0(®)/7eGy, s(y)=x}). Soient pi: VxR/F; > VxR/F, xR;
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D, VxR/F] - VxR/F, xR les projections. Comme p, ! est inversible, il suffit de mon-
trer que p; ! @ f!=p; ! ® T4 1.2 @) d. On a, par le théoréme 4.10, p, ! ® f!=p,!. Comme
le fibre (F, x R/F est presque isométrique, p, ! est donné par un opérateur pseudodifféren-
tiel, longitudinal pour F, x R dont le symbole transverse (pour F/) est

a(x, t, & m=(||b(x 6 & M)|2+1)""2b(x, ¢, & n)
ou
b(x, t, & n)=(|[¢'E[P+|[n [P+ DC V(@& R1+1 & c(m)(1/2<p<],
xeV, teR, Ee(F,/F)¥ neR*.
(La norme ||& || ne désigne pas ici une norme invariante mais une norme indépendante
de ¢ telle que ¢' || & || soit invariante).
L’égalité p,!=p,! ® d découle alors directement du théoréme A . 11.

V. Le cas geénéral

Soit f: V,/F, - V,/F, une application K-orientée de classe C®. Alors f admet des
factorisations f=peci ou i: V,/F; > V/F est une immersion K-orientée et ou
p: V/F > V,/F, est une submersion K-orientée (si V,/F, est K-orientée on peut prendre
i:V,/JF, - V,JF, xV,/F, i=(d, f) et p: V,/F,xV,/F,—>V,/F, la projection — si
V,/F; n’est pas K-orientée on considére le feuilletage (V, F}) donné par I'action de G,
sur l'espace total du fibré transverse a F,; alors i: V /F, > V{/F;xV,/F, et
p: Vi/F1 xV,/F, — V,/F, sont K-orientées).

Dans le paragraphe 3 nous avons construit un élément i e KK* (C*(V,, F,); C*(V, F))
[dans le cas ou C*(V,, F,) est nucléaire]. Dans le paragraphe 4 nous avons défini un
¢lément p e KK* (C*(V, F); C*(V,, F,)). On a envie de poser f ! =i®p!. Deux questions
se posent alors naturellement :

1° Comment i!®p! dépend de la factorisation f=peci?

2° Est-ce que (f;°of3)!=f31®f1?

Le prochain lemme est le pas essentiel a la réponse a ces deux questions.

Remarquons que toute application f admet une factorisation f=p i, mais pour que f
admette une factorisation f=iop (notation évidente) il faut et il suffit que f soit de rang
constant (remarque 1.4.b).

5.1. LEMME. — Soit
V/F

Vi/F,

il/,
V,/F,
BN

\ /s

1 3% V//F/ 12

un diagramme commutatif & applications K-orientées les i; étant des immersions et les p;j
des submersions.

Alors on a i, !®»p2!=')(Nil®p1 I®i,!
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Ici N;, désigne le G, fibré normal a i; (voir 1.9a) et Ny, I’élément associe de
KK (C*(V,, F,); C¥V,, F,)) (définition 2. 5).

Preuve. — On peut se restreindre a4 des transversales. On a alors un diagramme
commutatif de groupoides étales

o
Notons g: T';, = T';, la submersion K-orientée associée & ce diagramme ou les I'; désignent
les « groupoides normaux » associés aux immersions i; (cf. 3.1).

D’apres le diagramme :

- ——————
- -o

W C (GN) C*(T,) C*(G)
iy

/ J . ' a l pa!

C*(Gy)
l C*(G™Niy) C*(I'y) — C*(Gy)
py! \\ //
BN, e - -

ey M

ou les carrés sont commutatifs par la remarque 4. 11, il suffit de montrer que le défaut
de commutation du losange est N, ie. q(,,,il®p1 !®B§i2= [3;,,H®pN!

Soient m;: GYs > G, et mn,: G'N, > G’ les projections. Elles sont K-orientées par
hypothése et nj!=cz;,ij (définition 2.8). Comme p,om;=m,°py oOn a
a;,i1®p1 l= pN!®c:tg,i2 (théoréme 4.10). Multipliant a gauche par B;,il et a droite par B;,iz
on obtient

YN,’I ®p1 '®ﬁ;‘1,2 = B;\]i1®pN !®YNi2‘
Or par la remarque 4.8 pN!@)y,\]i1 =Y, (N,-2)®PN! et par 2.2
Bl/“i1®'yp;, ™) = Vpys (Ni2)® B&il'
Or p,.(Ni) est un quotient de N;; donc vy, (N~2)®7Ni1=YNil (proposition 2.7) et comme
YNil®ﬁ&i1=B;‘i1 on a vy, ®p, !®ﬁf~1iz=|3&il®PN! u
Soit f: V,/F,; - V,/F, de rang constant et f=i,°p, une décomposition de f avec i, et
Po K-orientées. Alors si f=poi=p’oi’ sont deux décompositions de f, on a

I@p!=1x,®p0 !®iy! et '!®p" =1y, ®po!®i,! et donc vy, ®i!@p!=yy®i'!Qp!.
Cette dernicre égalité reste vraie méme si f n’est pas de rang constant :
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5.2. PRroPOSITION. — Soit

) VIF
1
V,/F, V,/F,
i Vr /F/ P
un diagramme commutatif d applications K-orientées, i et i’ étant des immersions, p et p’
des submersions. On a

Tn i @p!=74,®1"!®p"!

Preuve. — Soit V”/F” le produit fibré V/F x v, V'/F".
On a un diagramme commutatif d’applications K-orientées :

V/F

V//F/ i V///F// VZ/FZ
P
i ¥
Vi/F,

ou p, p’, q, q’ sont des submersions et i"’ une immersion.
Onan!=q!®p!=q"!®p"! (théoréme 4.10) et

T ®il=1"1®q} 1, ®i1=i"1®¢!  (lemme 5.1).

Donc vy, ®i!®@p!=1vy, ®i'!®p"!.
Mais I'application g induit une suite exacte de fibrés

0—-i”"*(Ker g) > N;. > N; -0,

et comme V”/F” est le produit fibré Ker g=4g’ * (ker p’) et donc i”” * (Ker q)=i"* (ker p’).
Or Y+ ker p®1' ! =1"!®Yy, ,» (remarque 3.18), v, ,®p’!=p’! (par la définition 4.6)
et Yn, =N ®Yir » ker py (PTOPOSsition 2.7).

Donc

N®U P =7y, ®T!Qp =Yy, Ri!@p! =7y, Ri!Qp!. B

5.3. Remarque. — Nous avons utilisé dans la proposition 5.2 le produit fibré de deux
feuilletages. Rappelons ici comment il se définit (cf. [11] preuve de la proposition 4.9).

Soient p: V,/F, - V/F et f: V,/F, > V/F des applications de classe C* telles que p
soit une submersion. Soient G, et G les graphes de p et f. Comme I’application s: G, -V

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



MORPHISMES K-ORIENTES D’ESPACES DE FEUILLES 361

est une submersion le produit fibré G, xy G, est une variété (de classe C*) notée G,
Remarquons que G (le graphe de V/F) agit proprement et librement sur G,. Le quotient
est donc une variété V', et G, est le graphe d’une application h: V' — V/F. Considérons
les applications (x,, x,) > r(x;) de G, dans V;(j=1,2). Elles passent au quotient par
Paction de G et définissent donc des applications f: V' >V, et p’: V' > V,. Soit F’ le
feuilletage de V’ dont la feuille passant par la classe de (x;, x,) (€ G,) soit 'ensemble des
classes de (v, xy, Y, X;) ot v;€Gy, s(y;)=r(x;) (j=1,2). Les applications f” et p’ passent
au quotient et définissent f': V'/F' — V,/F, et p":V'/F’' - V,/F,. Cest ce V'/F’ le produit
fibre V,/F; x v /e V,/F,.
La propriété universelle se vérifie comme suit :

Soient G, des G; fibrés principaux sur une variété V, deéfinissant des applications
fi: Vo/Fo = Vi/F; (j=1,2), et soit u: G, X g, G, = G, X g, G, un difféeomorphisme com-
mutant aux applications r et s (& valeurs dans V,, et V) et aux actions de G, (a gauche)
et de G (a droite). Soit alors G,=G,, x v, Gy,.

Remarquons que pour tout (x;,x,)€G, il existe y, €G,, y,€G, avec s(x)=r(y)) (les
applications r: G, - V, et r: G, — V, sont des fibrations principales, en particulier elles
sont surjectives). Notons x, oy, la classe de (x,, y,) dans G, x g, G, et x,°y, celle de
(x2, y,) dans G, x g, G;. Comme G, x,G,=Gy,, est un G fibré principal sur V,,
il existe un et un seul ye G avec

u(xgey)=(x3°y5).v=x3°(,°7).

On a s(y)=s(,°y) donc (yy, y,°7)€G, Si (yy, ¥2) et (¥4, y2)€G, sont tels que
u(x,°oy)=(x,°p,) et u(x,oyy)=x,°y5 comme r(y,)=r(y)=s(x,) il existe yeG avec
yi=yy°y donc

u(xgey)=u((x ey ey)=u(x;°y)ey

et donc y5=y,°¥Y.

Donc I'application s: G, — V' donnée par s(x;, x,)=classe de (y,, y,) est bien définie.
On vérifie que G, est un G’ fibré principal et qu’il définit donc une application
g: Vo/Fo = V'/F’. De plus on vérifie que f"cg=f, et p’°g=f, ce qui montre la propriété
universelle pour V'/F’.

Soit f: V,/F; = V,/F, une application K-orientée. Soit 1; le fibré transverse a (V;, F)).
Considérons les feuilletages (V7, F7) et (V7, F{) donnés par l'action de G, sur I’espace
total des fibrés t, et f*1,, On a les factorisations f=p'ci’=p”oi” ou
it V,/F, >V /F{xV,/F, et i’: V,/[F, - V{/F{xV,/F, sont des immersions K-orien-
tées et p': Vi/F1 x V,/F, > V,/F, et p”: V{/F{ xV,/F, > V,/F, sont des submersions
K-orientées. Si de plus V,/F; est K-orientée on a aussi la décomposition f=p-i avec
i:V/F, >V /F, xV,/F,etp: V,/F;, xV,/F,—>V,/F,.

5.4. CorOLLAIRE. — On a {!Qp'!=i"1®@p"! e si V,F, est K-orientée
"®p 1=il®p!
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Preuve. — On a Ny=1,®f*1;, N;\.=f*(1,®71,) et N;=f*1,. Donc yy,=7y, et
iI!@p!=i"!®p”! (proposition 5. 2). De plus  p”!=y, ®p”! et donc
"@p" =y, ®i"!®p”! et comme yy, =Yy, ®Y,, on ai'!®p'!=i"!®p"! W

La proposition 5.2 montre qu’il n’y a pas de définition naturelle pour f! dans le cas
général (2 moins de savoir que yy=1 pour tout G, fibré N, voir remarque 5. 8).
Cependant le corollaire 5.4 nous permet de donner la définition suivante :

5.5. DEFINITION. — Avec les notations ci-dessus on pose
r(H=i''ep!

(T (f)eKK*(C*(V,, Fy); C*(V,, F)))
Commengons par comparer I'(f) a f! dans le cas ou f est une immersion ou une
submersion.

5.6. CorOLLAIRE. — Si f est une immersion ou une submersion K-orientée on a :
F(N=vp.,f!.

Preuve. — Résulte immédiatement du lemme 5.1 ou de la proposition 5.2. B

Le prochain résultat est une réponse a la question (2) du début de ce paragraphe.

5.7. ProposiTiION. — Si f3: V/F, > V,/F, et f,:V,/F, > V3/F; sont K-orientées
on a

C(H)ST ()=774,8T (f1°/3)-

Preuve. — Supposons, afin de simplifier les notations, que V,/F,, V,/F, et V;/F; sont
K-orientés. Considérons le diagramme suivant :

Vi /F 1 x Vo[F, x V,4/F;

i 3

Vi/F; xV,/F, Vo /F; x V3 /F,

N TN

Vi/F,

Vi/F;

VZ/FZ

Comme p3 N;, =N;, on a par le lemme 5.1 i} !®p3;!=p,;!®i,! et donc
L(f)®T (f)=i3!®1; |®p; !®p; !=(i; °i3) |®(p, °P3) !

(théorémes 3.16 et 4. 10).
Posons f,=f; °f; et soit f,=p, i, sa décomposition canonique. Comme N;, =f%1;
et Ny oi,=f31,®f ftz0ona

YN;2®(i/1 oiz)!=(ij°i3)! et 'YNi'loi3®i2 I=vs3.,®i, L.
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Et donc, d’aprés la proposition 5.2 on a :
(i1°13)'®(p; °P3)! =Ys3.,®i,!®@p,! W

5.8. Remarque. — 1l y a toute une famille d’exemples de feuilletages (V, F) pour
lesquels on sait que yg=1 pour tout G fibré vectoriel E :

(i) si V/F est propre i.e. si application (r, s) : G — V x V est propre, alors tout G fibré
E admet une structure euclidienne G invariante et donc yg=1.

(ii) si (V, F) est équivalent a une action d’un groupe de Lie connexe et moyennable
alors V/F est équivalent au sens de la KK théorie a P'action du compact maximal (par
[31]) qui est alors propre.

(iii) de méme si V/F est équivalent a une action de SO (n, 1) par [33].

Comme f! n’est bien défini que si G, est moyennable (ce qui n’est pas le cas pour (iii)
ci-dessus) (*) nous espérons que l'affirmation suivante est vraie :

5.9. Conjecture. — Si V/F est moyennable alors yg=1 pour tout G-fibré E.

Si cette conjecture est vraie on saurait que

(i) f! ne dépend pas de la décomposition f=p-i (5.2).

(i) (gofNH!=f!®g! pour toutes f et g K-orientées (5. 7).

Si cette conjecture n’est pas vraie, factorisant idy . a travers V/F 5 E/F’ 4 V/F on voit
qu’on n’a pas la fonctorialité en géneéral (id!=1; i!|®@p!=1vg).
5.10. Remarque. — Si on ne suppose pas V/F moyennable, cette conjecture est fausse :

Soit (V, F) un feuilletage dont la transversale est donnée par I'action de SL;(Z) dans
le tore T3. L’algébre C*(V, F) est alors équivalente au sens de Morita a

C(T?) ¥SL4 (Z) = C*(Z° XSL5 (2)).

Soit E le fibré provenant du cocycle SL;(Z) — SL;(R). Si yg était égal a 1 la projection
C(T3) XSL; — C(T?) X,.4 SL;(2) i.e. la projection

A: C*(Z?XSL;(2)) —» C¥4(Z> X¥SL;(2)) serait inversible en KK théorie, ce qui est faux
par [12], remarque 2.7, b.

VI. Relations avec le groupe de K-théorie géométrique

Dans [4] P. Baum et A. Connes définissent le groupe de K-théorie géométrique
K, (V, F) du feuilletage (V, F). Clairement, une application K-orientée f: V,/F, —» V,/F,
définit un homomorphisme f°?: K (V,, F;) = K&, (V,, F,). Nous vérifions que I’élé-
ment f! [ou I'(f)] que nous avons construit dans les paragraphes précédents est une
réalisation analytique de f |°® (proposition 6. 2). Regardant ensuite le cas de la projection

(*) Notons que dans ce cas C*(G,) est nucléaire en K-théorie et que f! est donc bien défini par la
remarque 3. 17.
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p: V/F - pt, nous retrouvons un résultat de [10] (théoréme 6. 8) qui constitue un pas en
vue de l'injectivit¢ de I'application p: K (V, F) - K« (C*(V, F)), avec une précision
. supplémentaire qui constitue un pas vers la surjectivité de .

Rappelons (cf. [4]) que le groupe géométrique K (V, F) se définit par générateurs et
relations de la fagon suivante :

Les générateurs sont les quadruplets (M, Fy, x, f) ou (M, F,) est un feuilletage propre
(i.e. lapplication (r, s): Gy— MxM est propre ou G, désigne le graphe de
(M, Fy), xeK« (C*(M, Fy)) et f: M/F,, - V/F est K-orientée.

L’addition est donnée par somme disjointe.

Les relations sont données par
M, FM’ X, fog)N(M” FM" g,(x), b))

ou g: M/F,, > M’/F), est K orientée.
L’application p: K¥ (V, F) - K« (C*(V, F)) est donnée par

M, Fy, x, )=/ (x)=x®f".

Elle est bien définie a cause de la fonctorialité pour les feuilletages propres.

6.1. Remarque. — La définition que nous donnons du groupe géométrique n’est pas
exactement celle donnée dans [4]. Le lien entre les deux vient de ce que pour un feuilletage
propre (M, F,,) la K-théorie K« (C*(M, F,)) coincide avec la K-théorie des fibrés Gy,
équivariants sur M a support compact dans le quotient M/Fy, (qui n’est pas une variété
mais une. « orbifold »). La coincidence de ces deux K-théories est une conséquence de
I’égalité entre la K-théorie équivariante et celle du produit croisé pour une action de
groupe compact (cf. [30], [18], [28]), toute « orbifold » étant équivalente a une action de
O, (¢f. [22)).

Si f:V,/F, > V,/F, est une application K-orientée de classe C®, elle définit
P KE(Vy, Fy) = K (V,, F) par la formule

top
f:op(M, FM9 x’ g)=(M9 FM9 x’ f°g)-
6.2. PropPOSITION. — Le diagramme :

S o
K:)p(vl’ Fl) - K:':)p(VZ’ FZ)

u m

®f!
K« (C*(Vy, Fy))

K4 (C*(V,, Fy))
est commutatif.

Pour étre plus précis, comme f! n’est pas défini de fagon unique (cf. § 5), pour toute
décomposition f=peoi ou i est une immersion et p une submersion K-orientées on a
VxeKE, (Vy, FOu(fi®(x)=p(x)®i! ®p!. Notons que, dans le cas non moyennable,
p(x)®i! est défini méme si i! ne ’est pas (remarque 3. 17).
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Preuve. — Si (M, Fy, x, g) est un générateur du groupe géométrique, on a
(fo2)!=g!®f! car (M, F,) est propre (remarque 5.8). W

En particulier, si xeK# (V,, F;) est tel que p(f°?(x))#0, alors p(x) est non nul
Notons qu’il y a beaucoup de feuilletages pour lesquels on sait que p est injective (tous
les feuilletages provenant d’actions de groupes de Lie connexes). Si (V,, F,) est un tel
feuilletage, il suffit donc de savoir que f°®(x)#0. En cela Iexistence de f! peut étre
utilisée pour démontrer I'injectivité de p dans d’autres cas.

6.3. Exemple. — Soit H un groupe de Lie connexe de compact maximal K; soit o
une action de classe C® de H dans une variété M. On suppose que K agit librement et
que l'action est presque libre (c’est-a-dire qu’il existe un voisinage de 1 dans H qui ne
rencontre aucun stabilisateur et que I’ensemble des points de M de stabilisateur trivial
est un G; dense). La variét¢é V=M/K est alors munie d’un feuilletage F, (le revétement
d’holonomie des feuilles de F, s’identifie & H/K). Soit F, cF, un autre feuilletage de V;
supposons pour simplifier que la submersion ¢q: V/F; —» V/F, est K-orientée. L’applica-
tion p de K (V, F,)=K*(F,) a valeurs dans K« (C*(V, F,)) est injective d’aprés un
résultat de G—G. Kasparov ([31], § 6, théoréme 2). Donc si xe Ky (V, F,) est tel que
q1°? (x) #0, alors p(x)#0 par la proposition 6.2. En particulier, si xe K*(F,)~K*(F,)
est non nul, alors p(x)eK4«(C*(V, F,)) est non nul: cela signifie que la fléche
ind: K*(F¥) - K« (C*(V, F,)) de [7], [8], [11] est injective.

Un exemple d’une telle situation peut d’obtenir de la fagon suivante : soit I' un
sous-groupe discret sans torsion de H, B=I'\ H/K la variété quotient et F, un feuilletage
sur B. Soit X une variété munie d’une action presque libre de I'. Sur V=X xH/K on a
un feuilletage F,, quotient par I du feuilletage de feuilles { x } x H/K de X x H/K (i.e. la
suspension de laction de I' sur X cf [20] 1.8) et un feuilletage (paralléle a F,),
F,=po ' (Fo) N F,, ot p,: V- B est la fibration de fibre X.

Supposons que les revétements d’holonomie des feuilles de (B, F) soient simplement
connexes et choisissons X ayant un point fixe x, pour I" (I'action restant presque libre).
Le point x, détermine des immersions i,: B—V, i: B/F, - V/F,. En effet, le groupoide
d’holonomie de (B, F) étant son groupoide d’homotopie, on a remarqué en 1.4. ¢) que
i ‘est alors bien définie.

En fait, pour que i soit défini, il suffit de supposer que tout lacet tracé dans une feuille
de (B, F,) dont ’holonomie est triviale, a une image triviale dans n, (B)=T".

Considérons le diagramme
ig Po

B Vv B

|

Supposons pour simplifier que tous les fibrés apparaissant sont K-orientés. On a
Do °io=1dg donc iy!: K*(B) - K*(V) est injective. On a vu que q! est injective donc g, !
est injective.

Par exemple, on a obtenu que I’homomorphisme d’indice
Ind: K*(F*) - K« (C*(T", F)) est injectif pour tout feuilletage F du tore T" a feuilles
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simplement connexes. Plus généralement, et avec les notations de [5], pour tout feuilletage
du tore T" ’homomorphisme Ind: K* (F*) » K4 (C*(T", F)) est injectif. Notons que si
les revétements d’homotopie des feuilles sont contractiles BG=T" (G est le groupoide
d’homotopie de (T", F) — noté n dans [5]). On obtient alors I'injectivité (rationnelle) de
p et donc la « conjecture de Novikov pour les feuilletages » de Baum-Connes ([5],
conjecture 6.2) est vérifiée (voir la remarque de la fin du paragraphe 6 de [5]). Notons
cependant que dans ce cas et dans le cas plus général ou BG=Bnr avec m groupe
dénombrable la conjecture de Novikov pour n implique clairement la conjecture de
Baum-Connes pour G.

Plus généralement, soit (V, F,, F,) une variété doublement feuilletée avec F, cF,, telle
que les revétements d’holonomie des feuilles de (V, F,) soient contractiles et les feuilles
de F, soient a courbure sectionnelle négative ou nulle (au sens de [5]). Alors la conjecture
de Baum-Connes est vérifiee pour (V, F,).

Considérons maintenant le cas de la projection p: V/F — pt, qu’on supposera K-orien-
tée. Dans ce cas p!e KK*(C*(V, F); C).

6.4. TutorEME(cf. [10] théoréme 6.8). — Soit L un G-fibré vectoriel complexe sur V.
Alors il existe P_e KK*(C*(V, F); C) tel que
p(M, Fy, x, N®p.= ), ([f* (L)I®x)€Z et, en particulier, si Fy est trivial

p(M, {0}, x, )®p.={ch(x).ch(f*L). Td(M), [M]).

Preuve. — On pose p.=[L]®p! ou [L]JeKK (C*(V, F)) est défini en 2.11. Par la
remarque 4.8 on a fI®[L]=[f*L]®f! donc

x®f IQLI®p!=x@[/*LIQ(p /).

La deuxiéme égalité résulte du théoréme de I'indice d’Atiyah et Singer [3] W

Ce résultat implique le théoréme 6.8 de [10], du moins dans le cas ou
pleK*(Cky(V; F)), par exemple si (V, F) est moyennable (en mesure) (cf. [37],
définition 3.6, p. 92 et proposition 3.2). Nous ne savons cependant pas si les deux
homomorphismes de Kx(C*(V, F))>C, g oAx et @®p coindicent (°) ou
qLeKx (Cx4(V, F)) > C est 'homorphisme de [10] et A: C*(V, F) > CX,(V, F) est la
surjection naturelle. Une difficulté qu'on rencontre en essayant de démontrer I’égalité
entre ces deux homomorphismes est que les homomorphismes de base pour construire
g, €t p. ne sont pas les mémes : ’homomorphisme correspondant a p; est le produit du
cycle fondamental de A. Connes par la classe de Todd de t. Notons qu’en plus il n’y a
pas unicité du fibré virtuel L (ou plutot de 1/k[L]) tel que ch[L]=k Td (1) keN).

Si on a I’égalité de ces deux homomorphismes on obtient que ’homomorphisme g, est
a valeurs entiéres sur I'image de A4 et que 'homomorphisme ®p; est nul sur le noyau
de }»*.

(®) Tis coincident sur 'image de p.
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Remarquons finalement que si xe K, (V, F) est tel que p(x)®p, #0 pour un certain
L, alors p(x) n’est pas indéfiniment divisible dans K4 (C*(V, F)). Ce résultat est un petit
pas en vue de la surjectivité de p.

VII. Remarques finales

7.1. LE cas oU f NEST PAs K-ORIENTEE. — Il y a des cas ou, bien que f ne soit pas
K-orientée, on peut construire des éléments de KK-théorie associés a f. Si, par exemple,
f est une submersion orientée, on peut utiliser le symbole de 'opérateur de signature
transverse au lieu de celui de 'opérateur de Dirac. La méme construction qu’au quatriéme
paragraphe donne encore un élément de KK*(C*(V,, F,); C*(V,, F;)). Si V/F est
orientée, la submersion p: V/F — pt est orientée, et la construction ci-dessus permet de
retrouver dans ce cadre le théoréeme 6.8 de [10].

Plus généralement, soit (W,, F) le feuilletage horizontal sur ’espace total du G, fibré
t¥@f* 1, Alors la composée f': W,/F; - V,/F, de la projection W, >V, par f est
toujours  K-orientée.  Appelons K-polarisation de f wun élément de
KK (C*(V,, Fy); C*(W,, FY)).

Si o est une K-polarisation de f posons I'(f, 0)=c®I'(f’). Notons qu’une
K-orientation t détermine une K-polarisation o(t) (’élément By du paragraphe 2) et
quon a I'(f, o(t))=I(f). De méme une orientation détermine une K-polarisation,
considérant I'élément de KKg,+(C, C,(R") dont la restriction & SO, est le symbole de
I'opérateur de signature.

7.2. CAs DES ACTIONS DE GROUPES. — Il est clair que tous les résultats décrits aux
paragraphes précédents se retrouvent dans plusieurs contextes autres que les espaces de
feuilles de feuilletages :

Si G, et G, sont les groupoides étales et f: G, - G, est un cocycle K-orienté on peut
construire un élément f!e KK*(C*(G,); C*(G,)) [du moins si C*(G,) est nucléaire]. En
particulier si I' est un groupe (moyennable) discret agissant sur les variétés V, et V, par
diffeomorphismes, et si f: V, = V, est une application de classe C®, I" équivariante et K
orientée de fagon I' équivariante, on obtient un élément f1e KK*(C(V,) XI7; C(V,) XI).
Si f est une submersion f! est en fait un élément de KK§(V,; V,); par contre, dans le
cas des immersions nous ne savons par si f! provient d’un élément de KKE(V,; V,), car
nous ne connaissons pas de résultats de suite exacte en KK-théorie I'-équivariante. Pour
cette raison nous souhaiterions avoir une définition plus directe de f'! dans le cas des
immersions

7.3. CoHoMOLOGIE DE GEL'FAND FucHs. — Dans [10] A. Connes arrive a construire
des cocycles cycliques associés a des ¢léments de la cohomologie de Gel'fand Fuchs
comme homomorphismes de Ky (C*(V, F)) - C([10] theorem 8. 1). Nous aurions voulu
obtenir ces homomorphismes comme ¢éléments de K-homologie a coefficients réels. Le
probléme est le suivant : étant donnée une forme transverse ®, invariante par holonomie,
et fermée sur V, construire un élément de K-homologie a coefficients réels qui lui
corresponde (cf. [10] remark 6.15). En général nous ne savons pas le résoudre.
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Remarquons cependant que si o est de degré maximal [i. e. degré (®)=codimension (F)]
elle définit un courant de Ruelle-Sullivan [43], donc une trace sur C*(V, F) [7] et donc
un homomorphisme K4 (C*(V, F)) » C. Remarquons aussi que si ® n’est plus de degré
maximal mais est non nulle en tout point et produit de 1-formes, elle définit un feuilletage
F’ (’'annulateur de ces 1-formes) avec FSF, et un courant de Ruelle-Sullivan sur (V, F).
Soit f: V/F - V/F’ la projection, si V/F est orientée, f I’est, et on sait alors construire
(¢f. 7.1) un élément I'(f)e KK (V/F; V/F’). Il n’y a plus alors qu’a le composer avec la
trace sur C*(V, F’) (une trace définissant un élément de K-homologie a coefficients
réels).

Notons pour terminer que si T est une transversale fidéle de (V, F) difféomorphe a un
ouvert (non nécessairement connexe) de R? alors GT est un sous-groupoide ouvert de r,
et C*(GJ) est une sous-algébre de la C*-algébre (non séparable!) C*(I')), ou I', désigne
le groupoide d’Haefliger des germes de difféomorphismes de R? (cf. [20]). On a donc un
élément de KK (C*(V, F); C*(I'))). Le probléme est de construire des homomorphismes
K« (C*(I'p)) — R associés aux classes de H*(WO,) ou plus généralement H* (BI")). Cest
ce probléme qui a été résolu dans [10] au moyen de la cohomologie cyclique [du moins
en ce qui concerne H*(WO,)]. Nous en aimerions une solution en K homologie (a
coefficients réels) qui pourrait, peut-étre, apporter des précisions supplémentaires.

APPENDICE

Opérateurs pseudodifférentiels transversalement elliptiques

Dans cet appendice nous définissons des opérateurs transversalement elliptiques qui
nous permettent de construire I'élément f! ou f: V,/F, - V,/F, est une submersion
K-orientée et presque isométrique. Enfin nous calculons le produit de Kasparov de deux
opérateurs transversalement elliptiques.

Le principal probléme que nous rencontrons ici est que nous ne pouvons pas nous
restreindre aux symboles homogénes (comme c’est le cas dans [3], [36], [1], [7], [11] etc.).
Nous utiliserons ici une sorte de réceptable maximal : les opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre O et de type (p, 8) cf. [25]. Nous montrons pour ces opérateurs un analogue de
la suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels (cf. [36], §X VI, [7] §9.1) et, pour
calculer les produits de Kasparov, nous généralisons les lemmes techniques de [11], §1
(lemmes 1.7, 1.8 et 1.9).

Nous commengons cet appendice en rappelant les définitions des symboles « p, & ».
Ensuite nous prouvons la suite exacte associée : d’abord dans le cas de R", ensuite dans
le cas des variétés, dans le cas des familles et enfin dans le cas des feuilletages. Nous
donnons ensuite la définition des opérateurs transversalement elliptiques et montrons
successivement les analogues des trois lemmes de [11] cités plus haut.

Sommaire de ’appendice
A. 1. Symboles de type p, o.

A .2. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels sur un ouvert de R".
A .3. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété.
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. Familles d’opérateurs pseudodifférentiels.
. Opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux sur un feuilletage.
. Familles d’opérateurs pseudodifférentiels et connexions.
. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et bimodules de Kasparov.
. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et connexions.
. Le produit d’une zéro connexion par un (pseudodifférentiel) & 1.
.10. Commutateur d’une connexion et d’un (pseudodifférentiel) & 1.
.11. Produit de Kasparov de deux opérateurs pseudodifférentiels transverses transversalement elliptiques.
.12. Une remarque.

O 0NN Wn A

>3

A.1. Symboles de type p, & (cf. [25], [27])

Soit V une variété de classe C* de dimension n et T un fibré vectoriel réel de dimension
n’ de classe C* sur V. Soient m, peR avec 1/2<p <1, et posons d=1—p.

Soit a une fonction complexe de classe C® définie sur I’espace total T. Rappelons
([25], p. 84) que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute carte : ¢ : QxR" - T (Q ouvert de R"; ¢ application de fibrés), pour
tout compact K de Q et pour toute paire pe N”, ge N™ de multiindices, il existe une
constante C avec

or

— —(a°0)(x, <C(1+ m-plq|+3|p]|
= 6&4 9 & Bl=ca+g])

pour tout x, § avec xeK, EeR"™.

(ii) Il existe un recouvrement de V par des cartes vérifiant (i).

On dit alors que a est un symbole d’ordre m et de type p, 8. Si a est un symbole, son
support Supp (a) est ’adhérence dans V de I’ensemble

{xeV|3EeT,/a(x, £)#0}.

Soit &5 5(V, T) I'espace des symboles m, p, & & support compact.

Remarquons que &9 ; est une sous algébre involutive de I'algébre C,(T) des fonctions
continues bornées sur I'espace total de T. Notons &9 ; 'adhérence de ¥ ; dans C,(T)
et #° 'adhérence de I'union des &9 ; (1/2<p<1, d=1—p).

On pose Z, ,(V, T)=9’f,’, s/Co (T) ou C,(T) désigne I’espace des fonctions continues
nulles a l'infini dans T (remarquons que comme CZ (T) = ¥ , ou C® (T) désigne I'algebre
des fonctions C* a support compact, on a Cy(T) < Cy’o )

Si la variété V n’est pas compacte, on est amené a considérer aussi des symboles non
nuls a l'infini. Ainsi on note

CV(T)={aECb(T)/a(pEC0(T) VoeCo(V) },
V.,={aeC,(M/apeZ;(V, T), VoeCy(V)}
et on pose T, (V, T) =3, ,/Cy(T).
Si E désigne un fibré complexe hermitien de classe C® sur V on peut aussi parler de

symboles de type p, & agissant sur le fibré E. On définit ainsi &7 ;(V, T; £ (E)) et les
algébres X, (V, T, Z(E)) et Z,(V, T; Z(E)).
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Enfin notons que si T” est un sous fibré de T, on a des opérateurs de restriction
surjectifs 7 5(V, T; Z(E)) » &7 5(V, T'; £ (E)) et donc

2, ,(V, T, Z(E)) = Z, ,(V, T; Z(E)) et Z(V, T; Z(E) = Z,(V, T; Z(E)).

(Pour voir la surjectivité de la restriction, choisissons une métrique sur T, et écrivons
T=T'®T" ou T'=T"*; si aeSy s(V, T; Z(E)) alors be 75 5(V, T, Z(E)) ou

&
T+fEfP+le]?

ou xeC> ([0, 1]) est nulle au voisinage de 1 et vaut 1 au voisinage de 0).

b(x, (§, &))=x < ) a(x, &)

A.2. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels
sur un ouvert de R” ([25], [27])

Soit Q un ouvert de R” et ae &7 ;(Q x Q, (R")*).
La formule

(P,,f)(x)=(2i>" j f e O g (x, X', £) f(x) dx’ dE
T

définit un opérateur P,: C*(Q) - CZ (Q).
PROPRIETES :
A.2.1. Sia(x, x, £)=0, VxeQ et VEe(R"*, il existe

beFmPH@QxQ, (R)*)  avec P,=P,

A.2.2. Siaed7 et a' e alors il existe be 3™ ~°*% avec P, P, =P, +P,

A.2.3.0na:P,=(P)* oua*(x, x, {)=a(x, x, &).

A.2.4.8i@: Q- Q est un difféormorphisme et ae £}, 5(Q x ', (R")*) alors il existe
be ST (QxQ, (RM)*) avec ¢* P,(¢*) "' =P, + P, oil o*: C*(Q) - C*(Q) est donnée
par @*(f)=fc0 et a’e &L} ;(QxQ, (R")*) est donnée par a’(x, x’, §)=a(o(x), ¢ (X)),
‘o), ! (€)).

A.2.5. Siaed) (QxQ, (RM*) alors P, est continu de L*(Q) dans L?(€Q). Si la classe
de a dans X, (QxQ, (R")*) est nulle alors P,e #(L?(Q)) est compact. En particulier
si ae L 5 m<0, alors P, est compact.

A.2.6. Soit m: Y;’, s(QxQ, (RY)*) = X, ,(Q, (R)*) donnée par = (a) = (classe de A(a)),
ou (A(a)e Sy 5(Q, R") est donnée par A(a) (x, &)=a(x, x, §). On obtient, combinant
A.2.1et A.2.5quesin(a)=0 alors P,e # (L%(Q)). La réciproque est aussi vraie et on
a, pour tout ae 9 5(QxQ, (RH*) ||g(P,)||=||n(a) || ou g est la projection de £ (L*(Q))
dans I’algébre de Calkin % (L?(Q))/# (L?(Q)).

A.2.7. Soit ¥y ,(Q) ladhérence dans &£ (L%(Q)) de l'algébre (A.2.2) involutive
(A.2.3) des opérateurs de la forme P, aeyg,;,(QxQ, (RMH*) (112<p=1, 3=1—p)
W§ ,(Q) contient les opérateurs régularisants, donc les compacts. On a par A.2.6 la
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suite exacte

0 o (L2(Q)) » X ,(Q) > =, ,(Q, (R)*) >0

ou o(P)=mn(a).
On renvoie a [25] pour la preuve de toutes les assertions ci-dessus. Nous ferons

d’ailleurs la preuve de certaines de ces assertions dans le cas, plus général, des familles
d’opérateurs pseudodifférentiels.

A.3. La suite exacte
des opérateurs psendodifférentiels sur une variété

L’invariance de l'algébre des opérateurs pseudodifférentiels et de I'application o par
les difféomorphismes de R” (propriété A . 2.4) permet de définir les opérateurs pseudodif-

férentiels sur la variété V de classe C® : ce sont les opérateurs de la forme ) P;+k ol
j=1

les P; sont des opérateurs de la forme P, dans une carte et ke C (V x V) est régularisant.

On a la suite exacte

0 A (L2(V)) > ¥, (V) > 2o, ,(V, T*V) >0

On définit aussi (si V n’est pas compacte)

Hy(L2(V)={TeZ(L*(V))|oTex (L*(V)), ToeX (L*(V)), VoeCo(V)}
Yr(V)={TeZL(L*(V)|oTe¥} ,(V), Toe ¥} ,(V)), VoeCo(V) ).

On a la suite exacte
0 A y(L2(V)) > ¥*(V) SZ,(V, T*V) > 0.

Si E est un fibré hermitien de classe C* sur V, on peut définir les opérateurs
pseudodifférentiels agissant dans E et les algebres ¥§  (V; £ (E)) et ¥ (V; £ (E)).
On a alors les suites exactes
0 X (L*(V; E)) » ¥¥ ,(V; £(B) » Z, ,(V, T*V; £(E)) -0
0 X (L2(V;E)) > ¥*(V; Z(E)) - Z,(V, T*V; Z(E)) - 0.

A.4. Familles d’opérateurs pseudodifférentiels ([27], [3]-1V, 7], [11])

Soit Y une variété de classe C®, peut étre & bord, et soit Q un ouvert de R*xY.
Posons

QP={(x, x, »)eR" xR x Y/(x, y)€Q, (¥, y)eQ}
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Soit ae 7 5 (Q®, (R")*). La formule
1\ . ,
(Pf)(x, J’)=<a) Jje‘“‘""”a(x, x', y, E)f(X', y)dx'dg

définit un opérateur P,: C*(Q) —» CZ (Q).

On a les propriétés suivantes :

A4.1. Si ax, x, y, &=0, V(x,»)eQ et VEe(R")H* alors il existe
be #73°73(QP, (R)*) avec P,=P,

A.4.2 SiaeS T eta €S, il existe bes7 ™ **% avec P, P, =P, +P,

A.4.3.0na Pu=(P)* ou a*(x, X, y, &)=a(x, x, y, &).

A.4.4. 81 ¢ : Q- Q' est un diffcomorphisme de la forme @ (x, y)=(f(x, y), g(»)) et
siae ST 5 (P, (R")*) alors il existe be 75 (Q@" ®")*) avec

(p*Pa((p*)_1= a°+Pb

ou

a®(x, x', , §)=Q(f(X, » fx5 ), 80, t(dxf)_l (x, ) (©))-

A.4.5 Sur CZ?(Q) on définit le produit scalaire a valeurs dans C,(Y) donné par
Sy g}@)=jf(x, y)g(x, y)dx. Soit £(Q, R)=¢& le C*-module Hilbertien sur C,(Y)

complété de CP (2) pour ce produit scalaire.
Si ae &) 5(Q?, (RM*) alors P, définit un opérateur sur &, i.e. P, Z(&).

En effet P} est un opérateur borné de L*(Q,) dans L2 (Q,) (par A.2.5 on a posé
Q,={xeR"/(x, y)eQ}) et en fait P} est uniformément borné. On a P,(C* (Q)=CZ (Q)
donc P,(&) <= é. On utilise alors A.4.3.

A.4.6. LeMME. — Siac %7 5 (Q?, (R")*) avec m <0 alors P,e A (&).

Preuve. — Si m< —n on peut dans la formule donnant P, intégrer d’abord par rapport
a & et obtenir (P,f)(x, y)=jk (x, x’, y)f(x")dx" ou k est continu et & support compact

et définit donc une famille continue d’opérateurs de Hilbert Schmidt et donc P,e " (&).
Dans le cas général on a (P¥P,)N=P, oi beS25"(Q?, (R")*). On choisit alors N
avec2Nm<—n. N

Soit K un compact de Q et soit xeC® (R") telle que ||x||,=1 et pour tout (x, y)eK
et AeR A=1, le support de la fonction x"— y(A(x—x")) soit inclus dans

Q,={x/(x, y)eQ}.
Pour (x, y, §)eK x(R)* posons M, ,, . (x)=¢€ <= ([[§[+1D"* % ((]|&]|+ 1" (x—x)).
Alors ., €L (Q) et ||, , ¢, =1

A.4.7. LemMe. — 1. Si ke (&) alors la fonction (x, y, &)=< M, , & KNy 6D
appartient a C,(K x (R")*).
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2. Siae ) 5(Q?, (R)*), posons
b(x’ y9 E.a)=<nx,y, & (Pa)ynx,y,§>'

Alors la fonction (x, y, &) > a(x, x, y, §)—b(x, y, &) appartient a C,(K x (R")*).

Preuve. — 1. 11 est clair que n, , . — 0 faiblement quand £ — oo, uniformément sur
K. D’ou 'assertion pour k=8, .. Le cas général s’en déduit.

2. Soit ae £ ;(Q?, R"), et posons
a (x, x', y, E)=a(x, x, y, Hc(x, X', y)

ol ceC® (Q™) est égale a 1 dans un voisinage du support de a. Alors P,—P, € %" (E)
par A.4.1 et le lemme A.4.6, et donc b—b'eC,(K xR") par la partie 1 (notation
évidente). On a, pour ||&|| assez grand

b'(x, y, é)=<ﬁ>nfei<’""‘€"“a(z, z, 3, ) (1 + [|§[)*? (x—2))

xx (1 +]| &])Y? (x—u) (1 +]| & || )"* dudE’ dz

1 " i<z—x,& — , - é—&/ ,
=<ﬁ> Je Y"%a(z, z, y, &)x((l+||&ﬂ?ﬁ(x—z))x<w)dg dz
= L "o ( v v 1/2>
(35) e alor e =+ e » 0+l
x % (0) % () dvdg.
Mais on a :

a@JJ@F(ﬁy}ﬂ“m@MJ@ﬂaﬂ@@%

Soit £>0 et soit K’ un compact de (R™)* tel que
1Y\ ”
(-—> f 2||allw | x @) ]| % ©)|dvdi<e/2.
21/ Jwxiwy\ k1
Comme |D,a|<k ||&|® et |D a|<k’||&]| " on a

i v , v
nasltn:ooa<x+(||§”+1)m x+(”§”+1)1/

uniformément sur KxSupp yxK’. Et donc pour || suffisamment grand
| atx, x, y, )—b'(x, y, &)||<e. W

Soit m: &9 5(Q?, (R)*) - Z, ,(Q (R)*) donné par m(a)=classe de A(a) ou
A(a)eyg s(Q, (R™*) est défini par A (a) (x, y, E)=a(x, x, y, £).

5, &+(Héll+1)“2c> —a(x, % 3, §)=0

A .4.8. PROPOSITION. — Soit q : X (&) > £ (8)/H (&) la projection.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



374 ‘ M. HILSUM ET G. SKANDALIS

Alors pour tout ae #9 5(Q?, R") on a ||n(a)||=|la(®@)|.

Preuve. — L’inégalité || m(a)||<||q(P,)|| résulte du lemme A .4.7.

Pour avoir P'inégalité ||m(a)|| 2| q(P,) | il suffit de prouver que pour |A|>|n(a)|,
A+P, est inversible modulo A (&), car par A.4.2, A.4.3 et le lemme A.4.6, P, est
essentiellement normal.

Soit pe CP (Q) avec ¢=1 sur le support de a i.e.
(p(x’ y’) a(x’ x” y’ §)=a(x’ x” y’ &)=a(‘x’ x,’ y’ &) (p(x/’ y)

pour tout (x, x’, y, £)eQP x(R"*. On a ¢P,=P,0p=P, o ¢ est considéré comme
opérateur de multiplication. Il suffit de trouver Q, avec (P,+A)Q,—@eX (&) et
Q. (P,+X)—o@eHA (&) car alors Q, +(1—@)/A est un inverse de P,+A modulo 4 (&).

Pour & suffisamment grand |A+a(x, x, y, £)| est supérieur & |A|—||m(a)||/2. Soit alors
bie &9 5(Q, (R")*) tel que la fonction (x, y, &) = by (%, y, &) (@(x, x, y, & +V)—0(x, )
soit & support compact, et soit b, € #9 5(Q?, (R")*) avec b, (x, x, y, &)=b; (x, y, &).

Alors Q, =P, satisfait 'équation ci-dessus par A.4.2, A.4.1 le lemme A.4.6 et le
fait que P, =V ou ¢’ (x, x’, y, £) ne dépend pas de § et Y(x, y)=9'(x, x, y, §). B

Soit ¥ ,(Q, R") T'adhérence dans £ (&) de I'algebre des opérateurs de la forme
P,(ae&? ;(QP, (RM*)). On a un homomorphisme o:¥§ (Q R")—Z, (Q, (RH*)
donné par o (P,)=n(a). La proposition A .4 implique immédiatement :

A.4.9. CoroLLAIRE. — L’application o ainsi définie s’étend par continuité en un

*-homomorphisme.

On a la suite exacte
0 A (6) > ¥§,,(Q R) > X, ,(Q, (R)*) - 0.

Preuve. — D’aprés A.4.8 la seule chose qui reste a démontrer est que
H(E)SY§ ,(Q R"). Si keCP(Q?) Tlopérateur de convolution qu’il définit
(kf(x, y)=fk (x, X', »)f(x', y)dx’) est évidemment dans W§ . Or ladhérence de
C* (Q?) dans Z (&) est A (&). W

A.4.10. Remarque. — Soit y, une suite d’¢léments de Y avec d(y,, y )2277+274
Soit &,e(R")* avec ||,[?227 et xeCZ (R) % (t)=0 pour t>1 et y(t)=1 pour t<0. Soit
x, une suite de points de R" avec (x,, y,) Q.

On pose :

a(x, ¥, 3, 8= X xlx=x, [ +[|%' =, [ +d 0, y)) |6, P x (|65, ] &, 17>
p=1

Alors  ae&) 5(Q?, (RM*). Pour tout yeY a,eCP(Q,xQ,x(RM*) donc
(P‘,)yEJ((L2 Q) Q,={x/(x,y)eQ}). Cependant n(a)#0 donc P,¢x (&). Notons
qu’un tel phénomeéne ne se produit pas avec des opérateurs de type (1, 0).
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A.5. Opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux
sur un feuilletage ([7], [11])

L’invariance de 'algébre des opérateurs pseudodifférentiels et de 'application & par les
difféomorphismes distingués de R" x Y (propriété A . 4. 4), permet de définir les opérateurs
pseudodifférentiels longitudinaux sur la variété feuilletée (V, F) de classe C*® : ce sont les

m

opérateurs de la forme ) P;+k ou les P; sont des familles de la forme P, dans une
j=1
carte feuilletante et k e C®(G) est régularisant (au sens de [7], § 7). On a la suite exacte :

0> C*(V,F)-»¥§ ,(V,F) 3 Zo,,(V, F¥) > 0.
Si V n’est pas compacte on définit aussi
Cy(V, )={TeM(C*(V, F))/eTeC*(V, F), ToeC*(V, F), VoeCy (V) }

ou M(C*(V, F)) est l'algébre des multiplicateurs de C*(V, F) — l'algebre C,(V) est
considérée ici comme sous algébre de M (C*(V, F));

Pr(V, )={TeM(C*(V, F)/oTe¥§ ,(V, F), Tee¥§ ,(V, F), VoeCo(V) }.
On a la suite exacte (cf. [11], proposition 4.6) :
0->C3(V, F) > ¥ (V, F) > Z,(V, F*) - 0.

Si E est un fibré hermitien de classe C® sur V, on peut définir les opérateurs
pseudodifférentiels longitudinaux agissant dans E et les algebres C*(V, F; Z(E)),
CH(V, F; Z(E), Y5 ,(V, F; Z(E)) et ¥¥(V, F; Z(E)). On a les suites exactes :

0-C*(V, F; Z(E)) > ¥§ ,(V, F; £(E) - Z,,,(V, F*; Z(E)) -0
0-Cy(V, F; Z(E) > ¥x(V, F;, Z(E)) » Z,(V, F*, Z(E)) - 0.

A.6. Familles d’opérateurs pseudifférentiels et connexions

Posons Q=R"xR"xY, Q,=R"xY et soit p: Q - Q, la projection. Soient E, et E,
des fibrés hermitiens sur Q et Q, respectivement. Soit & (resp. &, &,) le C*-module
hilbertien sur C,(Y) [resp. C, (R"xY), C,(Y)] complété de CZ (2 E,®p*E,) [resp.
Cr (& E)y), C>(Q,; E)] pour le produit scalaire donné par

{f, &> (y)=f< f(x, »), g(x, y) >dx ou l'intégration est prise sur R™ x R" (resp. R™, R") et

yeY (resp. yeR"x Y, yeY).

Notons que C, (R"xY) agit sur &, et qu'on a é’=é"1®co ®"xy) €2 Soit P, une famille
pseudodifférentielle  P,e'¥}(Q,, R L (E;)) et feCy(R"xY). Par A.4.9,
[f, P,Je # (£,). Notre but ici est de trouver quelles familles pseudodifférentielles
Pe¥;(Q R"xR" £ (E,®E,)) sont des P, connexions pour &, ([11], définition A . 1).
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Rappelons que si n,eé,, T, €ZL(&,, &) est donné par Tm(nz):nl@n2 et
5, (M1®ny) =<y, N> N,

A.6.1. LEmMME (cf. [11] lemma 1.7). — Soit Pe ¥} (Q, R™ x R"; Z(E,®p*E,)) et n,,
n1€&. Posons P,=Ty PT, . Algrs P,e¥§ ,(Q,, R" Z(E,)) et si G(P)A est la classe
modulo Co(Q x (R™x R)*; £ (E,®p*E,)) de acC,(Q x(R™ x R")*; &£ (E,®p*E,)) alors
o (P,) est la classe modulo Cq, (Q, x (R")*; £ (E,)) de a, donné par

a,(x,, ¥, £5)= J

<n1 (xl’ X325 y)’ a(xla X2, Vs 07 &2) nll (xl, X2, }’)>dx1
R™

Preuve. — Par un argument de densité on peut supposer que N, et n;€C®(Q; E,), et
donc que nj=fn; ou feCr (). Comme PT, ' =PfT,, on peut donc supposer que
Pe¥§ ,(Q, R"xR" Z(E, ®p*E,)) et, par un argument de densité, que P=P, pour
be £ (R"x R xY, (R"x R"* £ (E,®p*E,)). On a alors

1 " i —x ’ ’ ’ ’
P, (N (xz y)=<ﬂ> f e X222 b (xy, X3, Y, 8)) (X5, ) dX3 dE,

ou

b’ (xz, x/2, Y, &2)=<—1~> jei“‘l_x'ph)
2n

X < M (xl’ X35 _V), b(xl’ X2, x,l’ x,z, Y &1’ &2)11'1 (x/b x/2’ y) >dx/1 dE.tl dxl

Sl on remplace b(xh X2, xlla x/29 Y, gla &2) par X(x/].)b(xli X25 X1 x’Z, s &.01’ §2) Oﬁ X=1
sur le support de b et de n;, on ne change P (et donc P,) que par un opérateur compact.
On peut donc supposer que b ne dépend pas de x7. On a alors

’ 1 " i{x
b/(xz’ X325 Vs &.:2)=<——) fe xrb
2n

XMy (xg, X2, ¥), b(xg, X2, X2 ¥, &4 &2) (ni):?l (&> X2 ¥) > dE; dx,

ou (ny);, désigne la transformée de Fourier de T} par rapport a xj.

Par dérivation sous le signe f, il est clair que b’e.?,‘,’,s(R"x R*xY, (RY)* Z(E,)).
Donc P,=P, e ¥§.

Posons
b” (%2, X5, ¥, &2)=J< T (xl’ X25 ») b(xl’ X35 X3 Vs 0, 2:32) ni (xl’ X25 y) >dx1

1 \"[ .
=(2_) J\e“xvél)(nl(‘xla x29 y)’ b(xl’ xz, x'z, y, Os &2)

T

(D2, G5 X35 ¥) ) dEy dx,
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On a

(b"=b") (x25 X3, ¥, éz)=fei<x"§‘ ’
1
XMy (Xg5 X5 ¥)s J {(dg, b) (x4, X3, X5, ¥, &4, £2), &y DAt (M5, (€, X2, ) > dE dxy
0

b'—b”||=0. On en

Mais || (dy, b) (X, X,, X5, ¥, tEy, E)||<k (1+]|&, )" et donc lim |
&2

déduit que o (P,) est la classe modulo Cq, (Q, x (R")*; £ (E,)) de la restriction de b” a
la diagonale c’est-a-dire du a, de I’énoncé. W

De ce lemme on déduit immédiatement :

A.6.2. ProrosiTiON. — (a) Si Pe¥}(Q, R"xR™; £ (E,®p*E,)) vérifie p(xy, X, ¥,
0, &,)=0 alors P est une zéro connexion i.e. pour tout Te A (8,), (T®1) PeA (&) et
P(T®1)ex (&).

(b) Soit Pe¥¥(Q, R"xR" Z(E,, ®p*E,)) et soit acC, (Qx (R"x R"* £ (E,®p*
E,)) dont la classe modulo Cg, soit o (P); s’il existe a,eC,(Q, x (R")*, Z(E,)) tel que
a(xy, X3, 1, 0, &)~ 1g, ® a, (x,, ¥, £,)€Co(Q x (R"* £ (E,®p*E,)) alors P est une P,
connexion ou P,e ¥} (Q,, R"; Z (E,)) satisfait o (P,)=classe modulo Cg, de a,.

En particulier, pour tout Te A (E,), [T®1, Ple X (8).

Preuve. — Résulte du lemme A.6.1 et de [11] (remarque A.6.4 et proposition
A.2). B

A.7. Opérateurs pseudodifférentiels transverses
et bimodules de Kasparov

Soit V une variété et F, et F, deux sous-fibrés intégrables de TV avec F,cF,.
Appelons G, G, les groupoides d’holonomie des feuilletages (V, F,) et (V, F,). Notons
qu'on a un homomorphisme naturel h : G; - G,, qui est une immersion de classe C*.
Nous allons définir les opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux pour F, et transverses
pour F,.

Soit E un fibré hermitien sur V et supposoﬁs que G, agit dans E par isométries.

Soit &=&(V, Fp; E) le C*-module hilbertien sur C*(V, F,), complété de
C®(G,; r* E®Q'/?) par rapport au produit scalaire [4 valeurs dans C® (G,; Q'/?)]

LT D= SO (1))

sy =r@), y1eG2
(on utilise des demies densités pour définir cette intégrale).
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Lalgébre C*(V, F,) (°) agit sur & grice a Jlaction de G, sur E: si
feC®(G,; QY?), geC2(G,; r* ERQY?) alors

fen= F@)yi- gy HI

r(y1)=r (), vy1€G1

(voir le début du paragraphe IV pour une discussion des demi-densités utilisées ici).

A.7.1. DEFINITION. — Soit Pe¥y (V, Fy; Z(E)). Le  symbole transverse
opt(P) e, (V, (F,/F,)* Z(E)) est la restriction de 6(P) a Fy=(F,/F,)*(c=F%).

Soit ceX,(V, (F,/F)* Z(E)), et soit aeC,((F,/F,)* Z(E)) de classe o. Alors
r*(0)eZ, (G, r*(F,/F)* Z(*E)) et s*(0)eZ, (G,, s* (F,/F)* £ (s*E)) sont les
classes de r* (a) et s* (a) (ou (r* (a)) (v, E)=a( (y), E)).

Soit e X, (~Gl, s* (F,/F)* &£ (s*E)) et soit ae C, (s*(F,/F))*; Z(s*~E)) de classe o.
On note o e€X, (G, r*(F,/F)* Z(@*E) la classe de a donné par

a (v, &)M)=y.a(y, v 'E)(y '.m) o yeG,, Ee(F,/F))¥,), neE,, (on utilise I'action
de G, dans (F,/F,)*, provenant de 'action de G, dans TV/F, laissant F,/F; invariant).

A.7.2. DEFINITION. — L’opérateur Pe W} (V, F,; £ (E)) est dit transverse si son sym-
bole transverse est G, invariant i. e. si r*(cgy (P)) =s* (GF.{.(P))~.
Utilisant la proposition A.6.2 on obtient :

A.7.3. ProposiTioN. — Soit Pe¥}(V, F,; Z(E)).

(a) Si le symbole transverse de P est nul alors pour tout TeC*(V, F,), PTeX (&) et
TPe X (6).

(b) Si P est transverse, alors pour tout TeC*(V, F,), [P, Tle X (&).

Preuve. — Comme C*(V, F,) est engendrée par les C*(Q, F,) ou Q est un ouvert
trivialisant (c¢f. par exemple [15], lemme 1. 8) il suffit de supposer que TeC*(Q, F,) ou
Q est un ouvert trivialisant pour (F,, F,), i.e. QxR"xR"xY, ou F;,=R"x{0} x{0}
et F,=R™"xR"x {0} (comme sous-espaces du fibré tangent). Utilisant ’action de G, ()
dans E on identifie E a p*E, ot p: Q—>Q,=R"xY est la projection et E,=j*E ou
j:Q, > Q est une section de p de classe C® (par exemple la section nulle); ’action de
G, (Q) dans p*E, est alors triviale. On peut de plus supposer que le support de T est
compact dans Q. '

Soit peC®(Q) avec ¢ T=T ¢=T. Ecrivons
P=(1-9)P(1-9)+Po(2—9¢)+[o, PI(1-¢)=(1—-9) P(1-¢@) +(P+K ) +K,

ou K, K,ex' (&) et PeW¥(Q, F,; L(E)) est tel que op =0 (2—¢) op. Alors (T®1)
(1—¢) P(1—¢)=(1—9) P(1—¢) T®1=0 et on conclut grice a la proposition A.6.2.
|

(°) Rappelons que dans tout le papier C*(V, F) désigne la C*-algébre « max » de (V, F); notons qu’en
général I'action de C*(V, F,) dans &,.4(V, F,; E) ne passe pas au quotient C%,(V, F,) (prendre par exemple
F,=TV).
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La proposition A. 7.3 permet de construire des bimodules de Kasparov :

A.7.4. DeFmNtTION. — Soit (V, F,, F,) une variété doublement feuilletée avec F, cF,.
On appelle symbole transversalement elliptique de type p une paire (E, o) ou

(a) E est un G, fibré hermitien Z[2 gradué sur V, i.e. un fibré hermitien sur V muni
d’une action isométrique de G, préservant le degré;

(b) ceZ, (V, (F,/F))* Z(E)) est G,-invariant, de degré 1 et c’=1.
Il résulte immédiatement de la proposition A.7.3 :

A.7.5. TukorREME. — Soit (V, F,, F,) une variété doublement feuilletée avec F,<F,.
(a) Si (E, o) est un symbole transversalement elliptique de type p et si
DeY¥Y}(V, F,, Z(E)) est tel que ogi(D)=0c alors (£(V, Fy; E), D) est un C*(V, Fy),

C*(V, F,) bimodule de Kasparov. '

(b) La classe de (&, D) dans KK(C*(V, F,); C*(V, F,)) ne dépend que de (E, o) et
est invariante par homotopie. Notons ¥ (E, o) cette classe.

Une homotopie ici signifie une paire (E, o) ou E est un G, x[0, 1] fibré hermitien
Z[2-gradué sur Vx[0, 1] et ce X (V x[0, 1], p*(F,/F)* Z(E)) est G, x[0, 1] invariant,
de degré 1 et o*=1 ot p: Vx[0, 1] - V est la projection.

Preuve. — Résulte immédiatement de la proposition A.7.3. L’invariance par homoto-
pie résulte de la surjectivité de I’application

ot 1 Y (Vx[0,1], Fy Z(E)) = Z,(Vx[0,1], (F,/F)* Z(E). W

A.7.6. Remarque. — Soit (V, F,, F,) une variét¢é doublement feuilletée et soit
f: W V/F, une submersion. Soient F{=f"1(F,) et F;=f"!(F,) les feuilletages de W
ramenés en arriére par f.

Soit (E, o) un symbole transversalement elliptique pour (V, F,, F,). Alors le fibré f* E
est bien défini et est un G fibré sur W [ou G désigne le graphe de (W, F})]. Comme o
est G, invariant on peut aussi définir le symbole f* (o) :

Soit W, un recouvrement ouvert de W et f; : W, > V des applications définissant f.
Soit ¢; une partition de I'unité subordonnée 3 W, et posons f* (o)=Y @; f* (o). Comme

ff(©)=fF(c) sur W;N'W;, f*(o) ne dépend pas des ;.

Evidemment (f* E, f*(c)) est un symbole transversalement elliptique pour
(W, F{, F5). [Remarquons que f*(F,/F,) s’identifie naturellement a F’/F7.]

Notons &;(j=1, 2) les C*(W, F)), C*(V, F)) bimodules induits par f (cf.[11], §IV).
Comme C*(W, F’) agit dans &; par opérateurs compacts ([11], proposition 4. 3) &; définit
un élément [£;] de KK (C*(W, F}; C*(V, F)). 1l est alors facile de voir qu'on a :

V(/*E, f*(0))®[€,]1=[6,1®V(E, o)
[i.e. que si D’ est tel og,, (D) =f*(o) alors D’®1,, est une &, connexion pour D ou D
vérifie o, (D) =0, ce qui résulte de la proposition A.7.3].

Nous calculons maintenant le produit de Kasparov de deux opérateurs pseudodifféren-
tiels transverses.
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A.8. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et connexions

Soit (V, F,, F,) une variété¢ doublement feuilletée avec F; =F,. Soient E;, E, deux
fibrés hermitiens sur V et supposons que G, agit sur E, par isométries.

Soit &,=&(V, F;; E;) le C*module hilbertien sur C*(V, F,) complété de
C*(Gy; r*E,®Q'Y%), et £,=&(V, Fy; E,).
Posons £ =&, ® v, £ 62=6(V, Fy E,®E,) [&, et & sont des C*-modules hilbertiens
sur C*(V, F,)].

Soit Pe'¥y(V, Fy; Z(E,)) un opérateur transverse. Par la proposition A.7.3, pour
tout TeC*(V, F,), [P, T]le # (&,). Notre but est de trouver des P-connexions pour &,.

A.8. ProrosiTiON. — Soit PeW¥y(V, F,; Z(E,;)) un opérateur transverse et
Pe‘}"’,“(V: F,; Z(E;®E,)) tel que ory(P) =15, ® o4 (P eZ,(V, (F,/F))* Z(E;®E,)).

Alors P est une P connexion pour & .

Preuve. — Il résulte directement de la proposition A.6.2 que si o, (P)=0 alors P est
une zéro-connexion (voir la preuve de A.7.3). Il suffit donc de prouver qu’il existe
ByeW*(V, Fp; Z(E,®E,) avec og(Py)=1,®0cp, (P) et P, est une P connexion
(cf-[11], proposition A .2.b).

Si E, est le fibré trivial C", il suffit de prendre

B,=1,8PeM, (C)® ¥*(V, F; Z(E,)=¥*(V, Fy; Z(E,®E,))

qui est une connexion par [11] (preuve de proposition A .2.a).

Si E; n’est pas trivial, on écrit E; =pC" ou pe C*(V; M, (C)) et p(x) est projecteur
pour tout xe V. On pose alors P,=p(1,®P)p qui est une P connexion par [11] (preuve
de proposition A . 2. a), et est pseudodifférentiel avec le bon symbole car p est pseudodiffe-
rentiel de symbole p. B

A.9. Le produit d’une zéro connexion
par un (pseudodifférentiel) & 1

Soit (V, F,, F,) une variété doublement feuilletée avec F, =F,. Soient E,, E, deux
fibrés hermitiens sur V et supposons que G, agit sur E, par isométries. On pose encore

&,=6(V,F;; E), &,=6(V, Fy; By, év=éa1®c* v, Fp €2
Soit
Pe¥y(V, F;; Z(E)), Qe¥Y;(V, Fy Z(E,®E))

avec og4(Q)=0. Nous montrons ici que (P®1) Qe¥y, (V, Fy; Z(E,®E,)) et que
o((P®1) Q) =(c(P)®1) 6(Q). Commengons par donner un sens a cette formule :

A.9.1. LemME. — (a) Si aeCy(F}; Z(E,) et beFY »(V, F%; Z(E,®E,)) est tel
que blpreCo((Fo/F))* £ (E,®E,) alors ((a°p)®1g,)beCy(F%; £ (E,QE,)) ou
p : F¥ > F¥ est la transposée de P'inclusion F; — F,.

(b) Si  aeP (V,F} L(E,) e b est comme cidessus  alors
(@°p)®1g) be Fyp. 5 (V, F§; L (E,®E,)) ou p”=pp’ &' =1-p".
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(Rappelons que &9 ; désigne 'adhérence pour la norme || ||,,.)
Preuve. — (a) Fixons une norme euclidienne sur F,, et soit s: F¥ —» F% la section
associée.

Pour tout £>0 il existe MeR, tel que pour &, eF¥, |[&||2M on ait
la(x, &) [|<e/]|b] -
Soit

K= Sup [|&;[”||Deb(x, &)l

E2eF2

(K < + oo par définition de &9, ). Pour &, eF¥, ||&,||SM et &,eFi=(F,/F)* ona:

KM
[5(x, s@E)+ED =] Cx, E |+ 7=
B3
et donc il existe M’ tel que pour
lallzm o falisM oo s@+E) <

Donc pour £€F%, [|£]|22M2+M'% on a ||(a(x, p(E)®1g,) b(x, £)| <.
(b) Comme a et b sont a support compact dans V on peut supposer que V est
compacte.

Soit he #y. 5 (V, F%) donné par
_ eI
lp@ 1>+ +]&]%y”

Soit be #9., 5 (V, F%; £ (E,®E,)) avec b|g; € C,.
Alors, pour tout &, eF*et £,eFf ona

h(x, F,): EeF% (cf preuvedulemme4.1).

[[bCx, (&) +&2) || <inf (]| 5]

K& || )
) b s 52 T e o ar/m
® ” (x g)ll+(1+”§2“2)9/2

ot K= sup (1+]|&[|%)?”||(Deb) (x, &) || (< + 0).
EeFy

Si [| &1 [*2(1+]|&, [|?)°, alors h(x, s(E)+E)21/3 et
[6Gx, sED)+EDIP<[IB[1Z=3[1b]1% h(x, sED+Eo)-
Si & ||P<(1+]|&,]|?)”, alors

2K2[[E, |*
(L& (12"
S2h(x, sE)+E) (J|b(x, B[P +3KH) +b'(x, 5(E) +8))

[6(x sED+ED*=2][b(x, &) |+

ou

b (x, s(80) +&)=2[|b(x, &) [|* (1 —h(x, 5(E)+E2)
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est dans C, (F%). Donc, pour tout & de F%, on a I'inégalité :
6@ [><6(||b[|%+K?) h+b".

Soit A, ={c€X,(V, F}; Z(E,QE,))/c¢, =0}.

Nous avons montré que I'image n (h) de h dans A, est strictement positive (cf. [30], 7,
§1). Donc il en est de méme pour exp(—1/h). Or ((a°p)®1) exp(— 1hesy. 5. 1

Ce lemme prouve que si o,€X,(V,Ff; Z(E,)) est la classe de a; et
0,€X,(V,F}; £ (E,®E,)), avec 0,5, =0 est la classe de a, alors
(@,°p)®1)a,€ P2 4. et la classe de ((a,°p)®@1)a, dans Z,.(V, F§; Z(E,QE,) ne
dépend que de o, et 5, (p”’ =pp’). Notons la (o, ®1) 5,.

A.9.2. LemMmE (¢f. [11] lemma 1.8.) Soit Pe¥}(V,F; Z(E)) et
Qe¥Yy(V,Fy; &£ (E1®E2)) de symbole transverse o4 (Q)=0. Alors

(P®1)QeY,.(V,F;; Z(E,®E;) e o(PO®)Q=(c(P®1)0c(Q

1" -

(p”’ =pp’ est supposé >1/2).

Preuve. — On doit montrer que ¢ (P®1) Qe ¥} o~ pour tout peC, (V). 11 suffit de le
prouver pour @€ C2 avec support dans un ouvert trivialisant Q~R™ x R"xY. Comme
(X (6)®1) Qs (&) (proposition A.8), il suffit de montrer que
(P®1) Qe ¥} ,-(Q, (R™x R"); Z(E,®E,;)) pour tout Pe¥} ,(Q R™ Z(E,)), et
QeV¥§ ,(Q R™xR" £ (E,®E,)) de symbole transverse nul. En utilisant la stricte positi-
vit¢ du symbole exp(—1/h) du lemme A.9.1, on peut supposer Q=HQ’ ou H=P, ou
be#l » (R"xR"?xY, (R™ x R"*) est donné par

; 2 2\p’
b(xl) X2, le’ x,z, Vs gl; &2) =f,2 (xl) f2 (x;.’ x2’ xlza y) exp(_(l +(1 +” glnllg -;i|2| gz ” )p )>
1

f2€CZ(R™), f,eCZ (R™x(R")* xY).
1l suffit alors de prouver que (P® )He¥§ . (Q, R™ Z(E,)) et a le bon symbole.

On peut aussi oublier le fibré E,, en le supposant par exemple trivial sur Q et raisonnant
pour chaque élément de matrice.

Par un argument de densité on peut supposer P=P; ou

5(x1, X25 ‘x,l, Ys §1)=a(x1, X2, Vs &»l) fl (xll_xl)’

f1eCP(R™), f1(0)=1 et aey",’, 5

On peut en outre supposer que f% =1 sur le support de a.
Posons

2 2\p’
REs a2)=exP(_<1+(1+|Ial 12+]IE. 1% ))
&1
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(P®1) H) (g) (x4, x5, ¥)
1 2m+n . , ) v ,
S =x1) £, (57, %o, Xa, W) R(E), E2) & (XY, X5, y) dXY dx dE; dE, dx dE,

Posons

’ ’ 1 " i xq—x) ~E ’ ’
a’ (xy, Xy, ¥, @1)=<2—“) J‘e 17 BTRO g (xy, Xy, p, §y) f (X —X) dx| dE,

s

=<—L)mfa(x1, Xy ¥, E14+ M) f (n)dn

2n
de sorte que

(PR H(g) (xy, x,, y)=<51;)m+"J\ei((xl—xI: BT m3 8) ¢ (x,, Xy, Y, EY)
x fo (e X3y X, PVRES, £2) 8 (xF, X3, y) dx dx; dE dE,.
Montrons que a’eyf," s(R"xR"x Y, (R™*). Par dérivation sous le signe Jil suffit
d’estimer f(1+]|§1+n 7| 7 (m)|dn pour reR. Or on a
(1 +H x|y S+ DA +]|E ) et comme f est a décroissance rapide
Jastzenirizelanzta+iay.

Donc a’e &9 ;. Mais alors @ he #). 5 (R"xR"xY, (R"x R")*) comme on I'a déja
noté a la fin de la preuve de A.9.1, et donc
ce#% o (R™xR"2 X Y; (R™ x R")*)
ol
¢ (X15 Xgo X35 X35 s &5 £ (X1, X3 15 R Gy, &) f (X1, X35 X3, 9)-

Et donc (P®1) Q=P eVy§ .-
Notons enfin que

(a/_a)(xls X325 Y, E.>1)=<2_17;>" J‘(a (xl’ X2s s €1+Tl)“a(x1, x2> ¥, ﬁ1))f(ﬂ)dn

Donc

[[(@—a)(xys %30 3, él)llé(ﬁ)"flinnli(n)idn f:K<1+H€1+th)"“dt
g(;—) j Inll17 e dn jo’xmual D+ enllyar

<(55) xRz [infa+inlel7 ol
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Donc a’—a e Cy, (R"x R"x Y x (R™)*) et donc par le lemme A.9.1 (a)
(@—a)beCy((R™"xR™? x Y x (R™x R"*)

Donc 6((P®1)Q=(c(P®1)c(Q). W

De ce lemme nous déduisons la généralisation au cadre p, & du fait que P®1 est dans
I’adhérence des pseudodifférentiels d’ordre >0 si P est un pseudodifférentiel d’ordre o
(cf-[3-1], p. 514 (5.4) ou [36], p. 270, Theorem 7).

A.9.3. CoROLLAIRE. — Si ae %% 5((R™)?*xR"x Y, (R™)*) et
be# ;%5 (R"x R")? x Y, (R™x R")*) avec a>0
alors P,P,e¥§ . (R"xR"xY, (R"x R")*) et o(P,P,) est la classe de (a°p) b restreint
a la diagonale ou p : (R™ x R")* — (R™)* est la projection.

Preuve. — Soita’e 5 o((R™)?xR"x Y, (RM*) et b’ e % (R"x R")? x Y, (R™ x R")*)
des symboles elliptiques au voisinage du support de a et b, homogenes en dehors d’un
compact. Alors par [3.1] (5.4, p. 514) (P, ®1)P, e ¥§ ;| et son symbole principal est la
restriction de (a’ o p)b” a la diagonale, et est donc une zéro connexion. On écrit alors

P,=P, P, +P.(a" €S} 5 ceF] s
et
P,=P, P, +P,(b" €S 5, deF ™).
Alors (P.®1) P,e X (car P,eX) et (P, p,®1)Pje S * = . Enfin
(P, P, ®1) P, py=(P,.®1) (P, ®1) P,) P, €'¥% ,
parA.9.2. &

A.10. Le commutateur d’une connexion
et d’un (pseudodifférentiel) &1

Nous nous plagons dans la méme situation que ci-dessus :

A.10.1. LemMe (cf. [11] lemma 1.9). — Soit Pe¥;(V,F; L(E,) et
Qe¥; (F, F,; % (E,®E,)) tel que O'(Q)=1El®0" ou o’ eZ,(V, ng Z(E,)) est tel que
ogt soit Gy invariant (cf. définition AA .7.2). Si pp’>1/2, alors [P®1, Qle A (&) (i.e.
VoeCy(V), o[P®1, Qle X (8) et [P®1, Qloed (8)).

Preuve. — Soit Q~R™x R"xY un ouvert trivialisant et @ € C, (). On doit démontrer
que @[P®1, QeX (&) et comme [, QleX (&), il suffit de montrer que
[eP&®1, Qe (). Remplagons P par P, comme [X (&,)®1, Qlc .7 (&)
(proposition A.8) on peut supposer Pe¥§ ,(Q, F;; £ (E,)) et par un argument de
densité que P=P, ol ae ¥y s(R™?xR"x Y, (R™* £ (E,)). Soit
Q’A e¥y(Q, I:‘z; Z(E,®E,)) tel que o(Q) soit la restriction 2 Q de o(Q). Comme
P®1=¢(P®1) ¢ pour un o CZ(Q) et que

PQ ¥y ,(Q Fy Z(E,®E,)) ¥} (V. Fy; Z(E,E))), [POL, Qle £ (8)
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et
[P®1, Q-[P®1, Q1=PR®1)(9Q—9Q)—(Qe—Q ¢) (PR1) e X (&).
Il suffit donc d’évaluer [P®1, Q]. Soient feC?(R™ et geC®(R"xY) tels que
P=fg P=P fg. Notons que [P®1, Q' (1—fg)le X (&).
Notons que Q”=gQ’ a encore un symbole transverse invariant et que, par le
lemme A.9.2 [P®1, Q] ne dépend modulo les compacts que du symbole transverse de

Q”. Par un argument de densitt on peut supposer que Gg4(fQ’—P,)=0 ou
be#S » (R"xR")? x Y, (R"x R")*; &£ (E,®E,)) est de la forme

b(xy, x5 X35 X5, ¥, &1, E2) = 1}31®f () (1 —x1) by (x2, X5, ¥, &4, &2)

ot yeCP(R™) avec x(0)=1et b,e Y 5 (RN xY, (R"x RM* £ (E,)).

Soit b’ (xl’ X2 xlla x/27 Vs &1’ €2)= 1E1®X(x1—xi) b2 (x2’ x/25 Vs &la &.:2) Bien que b ne
soit pas 4 support compact, I'invariance par translations dans R™ montre que I'opérateur
P, : C*(Q; E,®E,) » C*(Q; E;®E,) s’é¢tend en un opérateur P, € #(£) et que pour
tout f'eC (Q)f P, e'¥§ , et a comme symbole f’cr(?”), P, e¥*(Q, F; Z(E,®E,))
et ch(Pb,)=o'F% (Q”). 1 suffit donc de prouver que [P,®1, P,.]e X (&).

Nous supposerons a et b* homogéenes pour la graduation de E, et E,, et que les fibrés
E, et E, sont trivialisés le long de R"xR". On a :

2m+n

P, (P,®1)(g) (xy, X y)=<i) Jei“xl—xi-il > <Xy~ XY By >+ (xp x5, 82 ) () Pa0b
¢ 27w

{a(xy, x7, X5, 3, EDOA (X1 —X1) by (X3 X5, ¥, &1, €2) } X & (XY, x5, y) dxy dE] dx| dx; dE, dE,

1 2m+n , , v . ,
=<_ ei(( xy—x3,83 >+ x3—x9,83 >+ x3—x3,&; ))(__ 1)0a6b'
2n

x {a(x; +x{ x5, x{, X3, ¥, E)® A (X3 —x7) by (x3, X3, ¥, €3, &) }
x g (x{, X, y)dx{ d€; dx; dx; dE; dt,
ou on a posé x5 =x, +x7 —x}, &5=E&,, §3==E}. Donc
[P.®1, Py](g) (x1, X3, »)
=(L>2m+"jeu<xl LB LB Dm0 8 )y (x] — X
2n

{[a(xy, X1, X3, y5 E)—a(xy +x7 —x], X7, X5, ¥, &1)]® by (x3, x5 ¥, €1, €2) }

xg(xY, X3, y)dx{ B} dx} dx d&, dt,.

Soit Ne N a préciser plus bas et écrivons le développement de Taylor

a(xy, xi, X3 ¥, §1)—a(xy +x7 —xi, x{, X3, y, &)
N-1

= Z Za: (xl» xll’ X2, Vs E.:l)pf (xlll_x,l’ xlz‘xz)
k=1 j
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+Za?(x19 xlla x/lfa X2, x/z, s gl)p?(x,l,_x/la x/Z_X’Z)
Jj

ou les p¥ forment une base des polyndmes homogénes de degré k et afe #F2.
En intégrant par parties (intégrant par rapport a &} et &, Pexpression

pf(x/l/—X’l, x/z_xz)eiuxl—xl,h YH(x3—x2,82))

et dérivant b,) on trouve :

N-1

P,®1LPl=Y Y(P4ODPy+YRY  ob bles k%
J

k=1 j
et donc par le corollaire A.9.3 (P,,;@l) Pye A (&) et
1 2m+n . R
(Riqg) (xla x27 .V)=<E> few { a? ® X(xll _xll,) b? (xz’ xlz, ya §/19 &2)}
x g (xY, x}, y)dxy dt} dx; dx, dE, dt,

ou a} e 0% et b e &, (notons que le support de af n’est pas compact mais a} @7 b}
est 4 support compact en (xj, X, X, X,, X3, ¥)). Mettons le y, dans le a) et posons
Z=(-x1, x/1,9 x2> x/za y)'

On a, en intégrant par rapport a x7 :

1 2m+n . , N
(R,lfg) (xla X25 y)=<ﬁ> Jew 818152 (a,qu) (Zs E.bla &I_E.vll)
® b (2, &}, E2) g (x{, X}, y)dx{ dx; dE, d&, dE).

Dérivant a} par rapport 4 xj avant la transformation de Fourier on obtient :
VkeN, 3C,eC,(R"

(1 + ” él ” )(k+N)5

”(aj) (Z, ép &1_&'1) (1+”§1_§,1 “)k

|SCi(xy)
Montrons que pour N assez grand I'intégrale
(oo e @ e v w08 B 5 s s
est uniformément convergente, et converge donc vers
V(2)eC(R"xR")>xY; Z(E,®E,)).

Alors R} sera I'opérateur de convolution par { et donc compact.
Mais
C/

”bJN(Z’ E_,;, &2)”§ 2+”§2”2+1)Np/2

(&
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et donc si
o
(& o=
Sur la partie de (R™)* x (R™)* donnée par ||&, —&;[|<||&.]| on a [|&,]|<2]&;] et

|af BN || <C7 (1 4] )NE*)*" et donc pour N>(2m+n)/(p’—38), a} b} est uniformé-
ment intégrable.

N>§, b= f |6Y (2, &3, &,)]| dE, <

Sur la partie donnée par ||£, —&;||=|| ;|| on a

le:ll=2lle =&l et [l@Hb|l<e”(1+][&:—E;

qui est intégrable si (N+k)8—k<«2m ie si k>(2m+NJ)/p. Et donc pour
N>(2m+n)/(p’—3) I'intégrale

I)(N+k)8—k

1 2m+n . R A , ,
()" @ e b t—tr@B e 5 B
est (absolument) uniformément convergente. W

Des lemmes A.9.2 et A.10.1 il découle directement :

A .10.2. ProposiTioN. — Soit Pe¥y(V, Fy; ZL(E,)) et Qe¥y(V, Fy; % (E,®E,))
tel que oy (Q)=1E1®c’ ou o’'e€X,(V, (F,/F,)* ZL(E,) est G, invariant. Alors
[P®1, Qle ¥ (V, Fy; Z(E,QE,)) et

o([P®1, Q) =[c(P®1, o(QI(p”=pp’>1/2).

Preuve. — Soit c=c(Q€eZ, (V, F}; £ (E,Q®E,)) et soit beC,(F%; & (E,®E,)) dans
la classe 0. Soit e: #(E,®E,) » 1® % (E,) I'espérance conditionnelle, b’=b—ecb et
b”=e°b. Soit Q' e¥}(V, F; % (E,®E,)) de symbole la classe de b’. Alors le symbole
de Q"=Q—Q est la classe de b”.

On a par A.10.1[P®1, Q"]le Ay et par A.9.2 [P®1, Q]e¥P* et a le bon symbole.
[ ]

.A.11. Produit de Kasparov
de deux opérateurs pseudodifférentiels transverses elliptiques

I résulte immédiatement des propositions A.8, A.10.2 et de [11] (theorem A.3) :

A.11. TutoreME. — Soit (V, F,, F,, F;) une variété triplement feuilletée avec
F,cF,cF,. Soit (E;, 0;) un symbole transversalement elliptique pour (V, F,, F,) et
(E,, ,) un symbole transversalement elliptique pour (V, F,, F5). Posons E,=E,®E,. Soit
c,eXZ(V, (F3/F,)* Z(E,)) un symbole G, invariant et tel que

(@) o, IF’}=IE3®GI‘

(b) [03®1, 5,]20.

Alors Y (E,, ©,) est un produit de Kasparov de V(E,, c,) par Y(E,, c,). B

Remarque. — Dans les conditions de ce théoréme, un symbole o, est appelé un
cup-produit de o, par o, (cf. [11], définition 1. 6).
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Terminons cet appendice par une remarque :

A .12. Remarque. — Les symboles que nous considérons a la section 4 sont de
type(p, 0). La classe des symboles de type (p, 0) n’est pas invariante par difféomorphismes
(cf-[25], remark, p. 85). Cependant les symboles que nous considérons restent de type
(p, 0) dans toute carte feuilletante. Beaucoup de preuves dans cet appendice sont plus
simples pour des symboles de type(p, 0). Notons aussi que pour ces symboles il suffit de
supposer p>0 (et non plus p>1/2). En particulier si on travaillait avec des symboles
(p, 0), on n’aurait pas a supposer une condition supplémentaire pour le produit d’un
opérateur pseudodifférentiel @1 par une O connexion (dans la partie A.9 on devait
supposer outre p>1/2 la condition pp’>1/2).
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