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HOMOTOPIE RATIONNELLE ET CROISSANCE
DU NOMBRE DE GEODESIQUES FERMEES

PAR MicueLne VIGUE-POIRRIER (*)

RESUME. — Soit X un espace topologique 1-connexe ayant le type d’homotopie rationnelle d’'un C.W.
complexe et tel que dim H*(X, @Q)<oo. On étudie la croissance de la suite des nombres de Betti
B;=dim H"(Xsl, Q). Si dim I« (X) ® Q < 00, soit :

p=dim@I,,,; (X)®Q,

on montre que si X posséde un modéle minimal de Sullivan (AZ, d) ou dZ<ZP.AZ, alors on a, pour n
assez grand,

A< Y BSAn
i=0

ol A, et A, sont des constantes >0; et que sinon, on peut avoir £ B; <A, n’~* ou h est un entier >0 donné
d’avance. Si dim IT«(X) ® Q= o0, on montre que la suite (B;) est a croissance exponentielle pour les classes

d’espaces suivants : bouquets de sphéres, variétés compactes 1-connexes coformelles X telles que I’algeébre de
cohomologie réelle H=H*(X, R) ait un systéme de générateurs de méme degré, et (H*)*=0. Si X est une
variété riemannienne compacte 1-connexe munie d’une métrique générique, on sait que le nombre de géodésiques

n

fermées de longueur <n est minoré par (c/n) 3. B; ou C est une constante >0; alors les résultats précédents
i=1

se transposent immédiatement en géométrie.
Classification AMS (MOS) : 55P62, 55P35, 53C22.
Mots clés : espaces des lacets libres, modéle minimal de Sullivan, série de Poincaré.

1. Introduction

Dans [18], il a été prouvé, par des méthodes d’homotopie rationnelle, I'existence d’une
infinité de géodésique fermées géométriquement distinctes sur toute variété riemannienne
compacte 1-connexe dont I’algébre de cohomologie réelle ne peut pas étre engendrée par
un ¢élément. Des méthodes analogues ont été utilisées dans [11], pour étudier Iexistence

(*) E.R.A. au C.N.R.S. 07 590.
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414 M. VIGUE-POIRRIER

d’infinité de géodésiques invariantes par une isométrie d’ordre fini. Les développements
récents de la théorie de ’homotopie rationnelle ([6], [7], [8]), ont permis de montrer dans
[10], que, sur une variété riemannienne compacte 1-connexe dont ’homotopie rationnelle
n’est pas de dimension finie, toute isométrie a une infinité de géodésiques invariantes.
Un probléme plus fin, étudié depuis de nombreuses années, est de connaitre la crois-
sance du nombre de géodésiques fermées géométriquement distinctes de longueur
<n(neN fixé) sur une variété riemannienne compacte 1-connexe M. Dans cet article,
nous résolvons ce probléme pour de larges classes d’espaces. On sait, [9], que ce nombre

n

est minoré par C/n ) dim H!(M®, R) ou C est une constante >0 et MS' est I'espace
i=1

des lacets libres sur M (i.e. des applications continues de S' dans M), pourvu que la

métrique de M soit « bumpy », condition qui est générique. (L’ensemble des métriques

« bumpy » est dense dans I’espace de Fréchet des métriques riemanniennes C® sur M)

(voir [0]).

On va donc s’intéresser a la suite ( Y dim H (M, IR)) .
neN

i=0

Plus généralement, nous considérerons, dans toute la suite, des espaces topologiques
X 1-connexes, ayant le type d’homotopie d’un C.W. complexe et dont la cohomologie
rationnelle est de dimension finie en chaque degré; pour de tels espaces, n,(X) ® Q est
de dimension finie pour tout p. Le produit de Whitehead dans m4 (X) ® Q, transféré a

75 (QX) ® Q par I'isomorphisme canonique, induit une structure d’algébre de Lie graduée
sur 4 (QX) ® Q. Nous distinguerons deux classes de tels espaces : X est dit rationnelle-
ment elliptique si dim 14 (X) ® Q <00, sinon X est dit rationnellement hyperbolique. On

appelle i-ifme nombre de Betti de QX (resp. Xsl), I’entier b;=dim H'(QX, Q) (resp.
B,=dim H!(X%', Q)). On considérera les séries de Poincaré :

Ske ) (T) =) dim H*(X) T", Ske @x) (T)=).b, T, Sie st (T) =Y. B, T

Rappelons que la catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’un espace X est le plus petit
entier m tel que X peut étre recouvert par (m+ 1) ouverts, chacun contractile dans X,
([6], [14]). La L.S. catégorie rationnelle, notée cat,(X), est la catégorie du localisé¢ Xq, et
ona:

cato (X) <sup {n|H"(X, Q) #0}.

Définition. — Une suite de réels positifs (a,), . est dite & croissance exponentielle s’il
existe NeN et des constantes C, et C,, C, =C,>1, tels que, pour tout =N, on a :

&

lIA
IA

c.

n
Z a;
i=0
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CROISSANCE DU NOMBRE DE GEODESIQUES 415

Le terme « hyperbolique » se justifie par le théoréme suivant :

THEOREME [7]. — Si X est rationnellement hyperbolique et de L.S. catégorie finie, alors
la suite (dim 7;(X) ® Q);5,, et la suite des nombres de Betti de QX sont d croissance
exponentielle.

D’autre part, on a :

THEOREME [6], [12]. — Si X est rationnellement elliptique et de L.S. catégorie finie, alors
dim H* (X, Q) < o0;

dlm npair (X) @) Q é dim nimpair (X) ® Q é ca'tO (X)

Le but de ce papier est d’étudier la conjecture suivante (qui résoudrait le probléme de
la croissance du nombre de géodésiques fermées) :

Conjecture. — La croissance des nombres de Betti de XS est exponentielle si et
seulement si elle 'est pour QX.

Dans cet article, nous démontrons que si X est un espace tel que dim H* (X, Q)< oo
et dim 7« (X) ® Q< o0, alors les nombres de Betti de XS croissent polynomialement,

avec le méme degré que ceux de QX si X admet un modéle pur (théoréme 2.2). Un
exemple montrant que le degré de la croissance polynomiale des nombres de Betti de
XS' peut étre strictement plus petit que celui pour QX est donné au paragraphe 2
(théoréme 2. 6).

Dans le paragraphe 3, nous nous intéressons aux espaces formels. Un espace est
formel si son type d’homotopie rationnelle est entiérement déterminé par son algebre de
cohomologie rationnelle, [13]; des définitions équivalentes sont données, par exemple
dans [14]. Un espace X est coformel si son type d’homotopie rationnelle est entiérement
déterminé par son algébre de Lie d’homotopie rationnelle 74 (QX) ® Q ([14, [16]).

Nous donnerons des exemples aux paragraphes 3 et 4. Dans le paragraphe 3, plusieurs
théorémes sont démontrés, donnant des minorations des nombres de Betti de Xs' en
fonction des dimensions des groupes d’homotopie rationnelle de X.

Au paragraphe 4, nous utilisons les théorémes précédents pour démontrer la croissance
exponentielle des nombres de Betti de I’espace des lacets libres sur divers espaces rationnel-
lement hyperboliques formels et coformels : bouquets de sphéres (théoréme 4. 1), variétés
compactes 1-connexes coformelles dont I’algébre de cohomologie H posséde un systéme
minimal de générateurs de méme degré et en nombre assez grand et telle que (H*)*=0
(théorémes 4.2 et 4. 3).

L’outil principal utilis¢é dans ce papier est la théorie du modéle minimal de Sullivan
([18], [6]). Nous rappellerons briévement, au cours des démonstrations, les résultats de
cette théorie, nécessaires a la compréhension des théorémes. Nous notons (AZ,d) le
modéle minimal d’un espace X, c’est une algeébre différentielle graduée commutative
sur Q, en abrégé A.D.G.C., on a Z= ) Z7, ZP~Hom (n,(X) ® Q, Q), AZ=algebre

pz2
extérieure (Z'™P*f) @ algébre symétrique (ZP*f), d est homogéne de degré +1 et
d(Z)cA*Z.A*Z, H*(AZ, d)~H*(X, Q).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



416 M. VIGUE-POIRRIER
2. Cas des espaces rationnellement elliptiques

Il est démontré dans [12] que si un espace X est rationnellement elliptique, alors sa
cohomologie et son homotopie satisfont a des conditions trés restrictives : par exemple,
H*(X, Q) veérifie la dualité de Poincarg, les entiers dim 7,(X) ® Q déterminent le degré
de la classe fondamentale, la caractéristique d’Euler-Poincaré est positive.

ProrosiTiON 2.1. — Soit X un espace tel que dim H*(X, Q)<oo et
dim 74 (X) ® Q< oo. Alors il existe un entier N et une constante A,>0 tels que, pour

tout n=N, on a:

Y dim H (XY, Q <A, n?  on p=dim my,,; (X) ® Q=dim @ 7,,,,(X) ® Q.

i=0 nz1
Démonstration. — Cela résulte, d’une part de la formule :
Sy Y (T) =Sy (X) (T). Sy« Q@ X) (T)

qui se démontre aisément en regardant la suite spectrale de Serre du fibré :
QX ->XS' X, [20]; et d’autre part, du théoréme de Poincaré-Birkoff-Witt qui implique
que :

@ (1+T2 k—l)GZk——l

Sye QX) (= H

—(I—W ou ai=dim (ni+1 (X) ® @).
k=1 -

THEOREME 2.2. — Soit X un espace tel que dim H* (X, Q) < o0 et dim 74 (X) ® Q < 0.

Supposons que X posséde un modéle minimal de Sullivan (AZ, d) tel que dZcZP** . AZ,
alors il existe des constantes A; >0, A,>0 et un entier NeN tels que : sin=N, ona:

A,nP< Y dim H (XS, Q) <A, nP,
i=0
ou p=dim ;,.;, (X) ® Q.
Avant de démontrer le théoréme, décrivons des familles d’espaces rationnellement
elliptiques satisfaisant a ’hypothése supplémentaire du théoréme 2. 2.

DeriniTioN [12]. — Un espace est dit pur s’il posséde un modéle minimal de Sullivan
(AZ, d) tel que si P= @ Z*"*', Q= @ Z?", alors d;,=0 et dPcAQ.

n>0 n>0
Exemples 2.3. — S*, k>2; P'(C), n=1; G/H ou G est un groupe de Lie compact et
H un sous-groupe fermé, sont des espaces purs tels que dim H*(., Q) <oo et dim 74
(.) ® Q< 0. Tout produit d’espaces purs est pur.

COROLLAIRE 2.4. — Soit X un espace tel que dim H* (X, Q) < oo, dim 7« (X) ® Q<0
et Y dim m,,(X)® Q= Y dimn,,,,(X)® Q=p, alors il existe A;>0, A,>0 et un

nz1 nz1
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CROISSANCE DU NOMBRE DE GEODESIQUES 417

entier N tels que, pour tout n=N, on a :
n
A,n?< Y dim H (XS, Q) <A, n”.
i=0

Preuve. — Ce corollaire se déduit du théoréme 2. 2 et du théoréme de [12] disant qu’un
tel espace est pur.

Démonstration du théoréme 2.2. — Dans [19], le calcul du modéle minimal de X' a
partir de celui de X est donné, pour un espace X 1-connexe quelconque. Soit (AZ, d) le
modéle minimal de X; posons ZP=ZF*!, p>1, et considérons la dérivation
itAZQAZ->AZQ AZ de degré —1 prolongeant I'application identique ZP*' 277, et
égale 4 0 sur Z. On définit une différentielle d sur AZ ® AZ, prolongeant d, par la
formule di+id=0. Alors (AZ ® AZ, d) est le modéle minimal de X5'.

Soient (yy, . . .,»,) (resp. (xy, .. .,x,) les générateurs de P= @ Z*"*' (resp. Q=

nz1

@ Z?"), numérotés par ordre croissant des degrés. Par hypothése, on a, pour tout
nx1

kell,...,p):

q
dy=Y Y x;a*  ou oaf'eA**PRAQ,

h20 j=1

q

et pour tout I€[1, . . .,q], dx,= Y x; B; ou B;eA"Z.

ji=1
Par définition de d, on a :

q q
—dy= 3, 2 X"+ Y Y x; i),
=1

h20 j h20 j=1

_E;l= Z';J B)+ ijl(ﬁ])

L’idéal (x,,...,x,) étant stable par d, on définit, par passage au quotient, une
différentielle &’ sur (AZ® AZ)/(x,, . . ., x,) par :

_J/}?k= Z ij‘lf(%gh),

h20 j

_J/';l= - ')?J\l’(ﬁ])’

J

ou Y est ’homomorphisme de projection de AZQ@AZ sur (AZQAZ)/(xy, . . .,X,).
Pour tout p-uplet (k,, . . ., k,) € NP, les éléments du type :

q
<H§j>.}7{1.)7§2...)7;v

i=1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



418 M. VIGUE-POIRRIER

sont donc des cocycles de (AZ®AZ)/(x,,...,x,), d). De plus, comme
Imd<Z.(AZ®AZ), Tapplication NPH*(AZ®AZ)/(x,, .. X, d) qui, a

q p
(ky, . . .,k,) associe la classe de (]_[ )Ej>. [T 7% est injective.

i=1 i=1
Il est facile de montrer qu’il existe une constante B>0, un entier N et une suite
croissante (n;) ou :

iy —n;=p.p.cm. ((deg y)): <j<p)
tels que, si n;=N, alors :

dmH"(AZ®AZ)/(xy, . . .,x.), &)2BnP ™1,

Dans [19], on démontre que :
q
S az @ Azyx, . . xpan (TS [TA+T* Y. Syeazoaza(D-
i=1
On en déduit qu’il existe une constante C>0, un entier N et une suite croissante (n;)
ou:
q
0<n,,—n;<p.p.cm.(deg y)+ Y. (deg x;,—1),

i=1

tels que si n;=N, alors dim H" (A Z®A Z, )=C njP~ 1.
Ceci implique qu’il existe A, >0 et un entier N tels que si n=N, on a :
Y dmH (AZ®AZ d)2A,n".
i=1
L’exemple suivant montre qu’on ne peut pas affaiblir I’hypothése technique du
théoréme 2. 2.
Exemple 2.5. — Soit X =T, (S®x S%) lespace total du fibré tangent unitaire de base

S3 x S3 et de fibre S°. Le modéle minimal de X est :

(AZ,d)=(A(x,y,2), d)
ou

deg y=deg z=3, deg x=5, dx=yz, dy=0, dz=0.

Le calcul suivant montre que B,=dim H" (Xsl, Q) vérifie B,<n, pour tout n, alors que
dim 7., (X) ® Q=3.
D’apres [19], le modéle minimal de X5' est :

(/_\’a-)=[A(x9 .z, X, Y, Z_)’ J]

4° SERIE — TOME 17 — 1984 —— N° 3



CROISSANCE DU NOMBRE DE GEODESIQUES 419
ou
deg y=deg z=2, deg x=4, dy=dz=0, dx=yz—yz.

Comme dy=0, A/yA a une structure ¢’'A.D.G.C. si on la munit de la différentielle
déduite de d par passage au quotient. On a alors une suite exacte d’A.D.G.C. :

0-(A,d 5 (A, D5 (Aj5A) >0,
ou Y est 'homomorphisme de passage au quotient et p est la multiplication par j.
On en déduit une suite exacte longue de cohomologie :

> H'AFA) - H A E0 g R EO, g (A5 A) > HLA) > .
Soit K" 2=Ker H* () et K=@® K" On a :

0-K"25H"2A) - H'@A) - H'(A/yA) - K" ! -0,
d’ou :
dim K"~ 2 —dim H" 2 (A)+dim H"(A) —dim H"(A/y A)+dim K"~ 1 =0.

En sommant sur n, on a la relation suivante entre séries de Poincaré :
T (1+T) Sx—T? Sge )+ Sue a4y~ Sy ) =0,
Su y=[1/(1 —T%]. Sps aym—IT(1+T)/(1 —T?)] S

On peut faire le méme calcul avec le quotient de A/y A par I'idéal engendré par z, on
obtient 'A.D.G.C. A(x,y,z, x) munie de la différentielle dx=yz, dy=0, dz=0, dx=0.
Soit L=Ker H"~2(v) ou v est la multiplication par z dans A |y A. On obtient :

S s = (1/(1=T?)). Spe (A y,z, 0,0~ [T (1 +T/(1=T?)]. Sy

On a H*(A(x,y,z,x),d)=H*(A(x,y,2),d)®A(x). On calcule facilement
St Aoy y=1+2T>+2T+ T d'ou :

1+2T*+2T8+T'" T(1+T) T(1+T)
- SL_ SK'

S A D=
HADT T -_TH2(1-T%H  (1-T?? 1—T?

Un calcul précis donne : S; =(T3+T '+ T!)/(1-T*%, et Sg=(T°+T')/(1-T%.
D’ou:

P(T) _ TH(A+T)
(1-TH2(1-T% (1-T3)(1-T%

SH‘ =

avece :

P(T)=1+2T>—T*—T>+2T—2T'2—T*3,
P(M=(1-T)(1+T+T*+3T+2T*+ T°+ T*+ T"+3 T8+ 3T°+3T'°+ 3T 1 + T?),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



420 M. VIGUE-POIRRIER

Ceci prouve que B,=dim H" (A, d) est un polynéme en n de degré <1. Le calcul donne
que, pour n=2,0n a :

Ban=4n—1, Bans1=4n, Bans2=4n+2, Ban+z=4n+3.

Cet exemple permet de montrer :
THEOREME 2.6. — Pour tout entier h=1, il existe des espaces Y, tels que
dim H*(Y,, Q) <o, dim n« (Y,)®Q <00 et pour n assez grand, dim H" (YS') est un
polynéme en n de degré d,, avec :

T
z

Y
dim nimpair (Yh)®@ - dh g h.

Démonstration. — Posons k=E[h/2]+1 (ou E signifie partie entiére). Si X =T, (S3 x S$3)
est 'espace décrit dans I'exemple 2. 5 de modéle minimal (A Z, d), notons :

Y, =XxXx...xX (kfois);
le modéle minimal de Y, est :

AZ®...®AZ d®. . .Qd).

k fois k fois

Celui de YS! est :
(AZRAZ)®...®AZRAZ), IR . . . ®d,

k fois k fois

donc dim H" (Y$') est un polynéme en n de degré d,=k, d’ou on déduit que :

dim 70,y i (Y ) @ Q —dy =k dim 1., (X)®Q—k =2k 2.

3. Minoration des nombres de Betti de X5’
a Paide des dimensions des groupes d’homotopie
lorsque X est formel

Les formules démontrées seront intéressantes pour des espaces rationnellement hyperbo-
liques (voir § 4).

Les espaces formels sont étudiés dans ([18], [13], [14], [16]). Voici des exemples d’espaces
formels : les variétés kahlériennes compactes 1-connexes [4], les espaces riemanniens
symétriques compacts orientables [18], les variétés compactes p-connexes de dimension
<4p+1[16], les variétés compactes 1-connexes de dimension <6 [6], les espaces K (Z, n);
tout produit, bouquet et somme connexe d’espaces formels.

Nous nous bornerons a étudier des espaces formels X dont I’espace vectoriel de
cohomologie H=H* (X, Q) est de dimension finie. Dans ce cas, m=caty, X est le plus
petit entier tel que H* xH* x ... xH*=0.

———T T ——
m+1 fois

4° SERIE — TOME 17 — 1984 -— N° 3



CROISSANCE DU NOMBRE DE GEODESIQUES 421

Si on définit une graduation sur H*(X) par la longueur des mots, on a H= @ H,
B=0
(par convention, Hy,=H°=Q). .
Dans [13], il est démontré que H=H*(X,Q) a un modéle minimal bigradué
p:(AZ,d) > H ou Z posséde une bigraduation :
® 25, d@)eUhDt,
nz0
p21

de plus p(Z,)=0si n=1, p: AZ, - H est surjective et p*: Hy(AZ,d) > H est un
isomorphisme. Si X est formel, (A Z, d) est aussi le modéle minimal de X, et on a :

dimg Z? = @ dim Zf=dim n, (X)®Q.

Au paragraphe 2, on a décrit le modéle minimal (A ZQA Z, d) de X5'. On peut définir
une bigraduation sur Z par ZE=Z7F*{siq21, p=1.

Définissons sur H®A Z une différentielle d’ par djy=0, d’z=(p®id)(dz) si zeZ;
alors :
pRid: (AZ®AZ,d) > (HRAZ d)
est un morphisme de A.D.G.C. qui induit un isomorphisme en cohomologie, donc :
H* (XS, Q)=H* (A Z®A Z, d)=H* (HRA Z, d').

LemME 3.1. — &' (Z}3)c(H*®Z)" sin=2, g2 1.

Démonstration. — Ce lemme se déduit facilement du fait que
d:Z27 > (A" Z. A Z);% et que p(Z)=0si k1.

THEOREME 3.2. — Soit X un espace formel tel que dim(H=H* (X, Q)) <. Soient
(d)1<i<p les degrés dune base du Q-espace vectoriel H* [((H*)>*=H, (i.e. d'un systéme
minimal de générateurs de I'algébre commutative graduée H), soient (8;), <<, les degrés

d’une base du Q-espace vectoriel H*?= @ Hg, alors :
Bz2

p q
dim H* (X*)2 ¥ dim m,_,,4; (X)®Q-dim n, X)®Q— Y, dim m,_; ., (X)QQ.
=

i ji=1

Démonstration :

H*(H®AZ,d)>Kerd "(H,®Z)"/Imd’ N\ (H,;®Z)".
Or:
Imd "NH,®Z)"<d’ (Z" 1),

donc :
dim(Imd’' N\ (H,®2Z)")<dim Z" ! =dim Z".

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



422 M. VIGUE-POIRRIER

D’autre part, on a :
dim(Ker d’ N\ (H,®Z)") =dim(H, ®Z)"—dim d’ H,®Z)".
Comme :

d[H,®Z)"c(H*"*®Z)"*! (lemme 3.1),
ona:
dim [Ker '’ N (H;®Z)"|2 ) dim H.dim Z"*' 77—} dim (H*?)?.dim Z"**".
p q

La minoration du théoréme 3.2 sera intéressante lorsqu’on connaitra avec précision
la croissance des groupes d’homotopie de I'espace X. Dans [2], Babenko donne une
formule reliant, lorsque Sy. qx,(T) est une fraction rationnelle A (T)/B(T), les dimensions
des groupes d’homotopie de X aux polyndmes de Newton des polyndmes réciproques de
A (T) et B(T). Malheureusement, Sy ox, n’est pas toujours une fraction rationnelle, méme
pour un espace formel, comme le montre le contre-exemple de Anick [1]. Par contre,
si X est un espace formel et coformel d’espace vectoriel de cohomologie de dimension
finie, il est démontré dans [5] que Sy. qx,(T) est une fraction rationnelle qui s’exprime
simplement en fonction de H, on a :

SHn(nx) (T)= [1+ z (_1)B dim H’é T"_B]-l.
p=1
n=1

Plus généralement, il découle de la proposition V.5 de [8] que cette formule est vraie
pour tout espace coformel a condition de prendre, comme degré en bas, le degré induit
par le nombre de « barres » dans la bar construction sur Hx (SX).

Plusieurs définitions équivalentes des espaces coformels sont données dans [14] et [16],
nous utiliserons la caractérisation suivante : X est coformel si et seulement si X a un
modéle minimal de Sullivan (A Z, d) avec dZ<A?Z. Voici des exemples d’espaces
coformels : les sphéres, les espaces K(Z, n), les variétés V n-connexes de dimension
<3n+1 et tels que dim H*(V, R) >3 [16], tout bouquet et produit d’espaces coformels,
tout espace dont ’homotopie est une algebre de Lie de dimension globale <2, [22].

Un espace X dont I'algébre de cohomologie est le quotient d’une algébre symétrique
A Z (graduée en degrés pairs) par un idéal engendré par une suite réguliére d’éléments
de A?Z est formel et coformel [16].

On déduit du lemme 3.1 et de la caractérisation des espaces coformels, le lemme
suivant :

LemMME 3.3. — Si X est un espace formel et coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m. La différentielle d’ définie plus haut sur HQA Z est telle que :

d' (Hy®Z)"=(Hg,,QZ)"*", B=0,...,m ou H= @& Hj,
=0
est la graduation en longueur des mots.
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On en déduit que, pour tout k=1,
d’ (Hp@/\k YARS (Hp+ (@A Z)" T,

ce qui implique que I'algébre de cohomologic H* (H®A Z, d’) est bigraduée,
H*(H®A Z,d)= @ @ H"(H;®A Z, d').
Bp=0 n
THEOREME 3.4. — Soit X un espace formel, coformel tel que dim (H=H* (X, Q)) < 0.
Soient (d;); <<, les degrés d’une base du Q-espace vectoriel H*/H*?=H,, et (A), <<,
les degrés d’une base du Q-espace vectoriel H**/H*3=H,, alors :

p r
dim H" (X*)2 ¥ dim m,_,,; X)®@Q—dim 1, X)®Q— Y. dim 7,_, ., (X)®Q.

i=1 ji=1
Démonstration. — Elle est la méme que celle du théoréme 3.2, compte-tenu du fait
que d(H,®Z)cH,®Z.

ProrosiTioN 3.5. — Soit X un espace formel, coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m, on a, pour tout ne N, pour tout k=1 :

BZO (— 1P+ dim H"*P (H,®A* Z, d)= Y. (—1)P*!Y dim HE dim (A* Z)"*P+¥-»,
= 60 .

Démonstration. — D’apreés le lemme 3. 3, on a le complexe :

0 = (A*Z)" L (H,®A* 21! o . . N H®A*Z)1*P 5. . o (H, @A Z)1*™ > 0

ce qui implique I’égalité des sommes alternées des espaces et de la cohomologie correspon-
dante.

CoROLLAIRE 3.6. — Soit X un espace formel, coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m, on a, pour tout ne N :

Y dim H"*? (X*)2 ¥ (—1)P*1Y dim HE.dim m,,, .5, X)®Q.

B=1 B=0 p

Démonstration. — On applique la formule démontrée dans la proposition 3.5 avec
k =1; le second membre s’écrit :

Y (—1P*'Y dim HE.dim Z"* 18,

p=0 P

et le premier membre est majoré par :

Y. dim H"** (H®A Z, d°) car H* (H,®Z, d)=0.
p=1
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4. Croissance exponentielle de la suite des nombres de Betti
de Pespace des lacets libres sur un espace rationnellement hyperbolique

Nous utiliserons la caractérisation suivante des espaces hyperboliques démontrée
dans [8], et non le théoréme fondamental de [7] rappelé dans I'introduction.

TueoreME [8]. — Si dim H* (X, Q) < o0, alors X est rationnellement hyperbolique si et
seulement si le rayon de convergence de Sy. qx,(T) est <1.

TueorEME 4.1. — Soit X un espace topologique 1-connexe ayant le type d homotopie
p

rationnelle d'un bouquet d’un nombre fini de sphéres V S%*! (p=2, k;=1, pour tout i),
i=1
alors la suite des nombres de Betti de XS' croit de maniére exponentielle.
p
Démonstration. — Le théoréme 3.2, appliqué a X=V S%*! (1<k,<k,<... <k,),
i=1
donne :

p
* dim "' (X*, Q= ¥ o, ,—a, ou a,=dimm,,; X)®Q.

i=1

D’aprés [2], théoréme 2, on a :

an=(—ﬂ2(—1)“u(g>sd,

n din

ou p(j) est la fonction de Moebius et S, est le d-iéme polyndme de Newton des zéros du
polynome réciproque de :

p

[SH‘ (QX) (T)] l=1- Z T,

i=1
On a donc, pour n>k,, la relation :

Sa—Su—t1—Ss-ky— - - - —Sas, =0.

L’inégalité (%) s’écrit, compte-tenu de la formule de Babenko, et de la relation
ci-dessus :

p 1\ k;
gmE oz y TV y (—1)‘fu<”‘k‘)sd,.

1 n—k; di|n—k; d;

Y Z(—l)"u(f)sd,
n d|n d
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i=1 n_ki diln—k; di din
di<n—k; d<n
Mais :
P p P p
1 1 1 1 k;
S,x.—-8S,= S, ki— — S, : k>
i=zl n—k; ki ;=Zl n—k; ¢ i=zl i .gl n(n—k,) E
d’ou :

(%*%)  dim H"*'XHz Y ———S, .
i=1 n{n—k,)

(=1 h n—k, 1)" n
—1)4% ! —
+|:i=1 n—k,. d;lnz—k,-( ) l’-( di ) t% - (d>Sd:|.

di<n—k; d<n

Par définition, S,= ) & ou (§;) sont les racines du polyndme réciproque de
ji=1
[Sue @x) (D]~ . D’aprés le théoréme de [8] cité plus haut, le rayon de convergence de
Sus @x) (T) est <1, ce qui équivaut a dire que p=sup | E; | > 1. D’autre part, on remarque
i

que si d | n et d<n, alors on a d<(n/2), et le nombre de tels diviseurs d est <n. L’idée

intuitive pour achever la démonstration est de montrer qu’il existe une suite croissante
14

d’entiers n;, telle que dans la minoration (**), le terme Y k;/n(n—k,) S,_ x; va croitre
i=1

comme C" pour n=n; ou C est une constante dépendant de p et C>1, et le terme entre

[...] croitra au plus comme C"/2. Donnons les détails de cette démonstration :

On peut minorer grossiérement dim H"*! (Xsl, Q) par :

14 14
1
(p(n)= n i - - S >
; (—k) * i; n—k; a,-|§r;,- %,:, y
d;i<(n—k;)/2 d<("/2)

kP 14 P
1
()= ( g ga_ 1 g«{)_
Z lzl n ( _k ) igl n—k,- dilnz—ki J n ‘%' J
di<(n—k;)/2 d=<(n/2)
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Il est facile de voir alors, que pour n assez grand, on a :

ki A

=
¢ (n)z Z o

& (1=, (),

ou y;(n) - 0 quand n -» +oo, et A; est une constante >0. Notons §,&,, . . .,§, les
racines de plus grand module p, on a :

ky n—ky (1 —
o (n)z (n—kl) ]ZIA & (1=V; (),

ou yj(n) - 0 quand n — oo.

Si I=1, alors on en déduit qu’il existe une constante C>1 tel que
dim H"** (X5")2C"*! pour n grand, et le théoréme est démontré. Si [2>2, la démonstra-
tion est plus délicate :

1 n ’ : J Jj " A
(P(n)gn(n—kl) ik &[1—%(") ;K—(a) a ‘l’j(n)):l'

Il nous reste 2 montrer qu’il existe un entier N et une constante C>1 tels que si n=N,
Y e(@zC
p=0

Fixons n, tel que (no—1)~ "'~ <(1/8); si n>n,, on a n=kny+r, 0<r<n, et on écrit,
pourjel2,...,]]:

. k .
<&_j ) =ez:l‘lﬁj, ou Bje [0, 1[.
1

On peut montrer qu’il existe ge[l, . . ., n,], des entiers p;e N, et des réels y;, 0=y;=1,
pour tout je[2, . . .,1], tels que :

Vi

Bjq=p;+ (ng— )&=’

d’ou :

kq
(i ) — e2MMiBja _ p2Miyj.(ng— 1)~ [1/G=11
&

Comme 0=<y,/(n,—1)"" "1 <(1/8), (£;/&;)* est un nombre complexe de module 1 et
d’argument dans lintervalle ]—(I1/4), +(I1/4)[. D’autre part, on a :
I &l ln/no

1h:q:>= k_
If; | |&l| Igllt

b
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soit :
1
|61 |92 —— . [p*"]".
p (]
On a donc :
2”: o(@=20 (kg2 Ay X ! x [pl/mo]n
p=0 n(n_kl) pno—l

1
x [1+ ) %e2'""7f/("0“’”"1(1—-\ll} () —V; (n))]'
ji=2 1

On peut choisir n assez grand de mani¢re que 1—\j(n) soit un nombre complexe
d’argument dans I'intervalle ]—(I1/4), +(I1/4)[, alors :

Aj aitymg - 11 A—Vj ),
A,

est d’argument dans lintervalle ]—(I1/2), +(I1/2)[; dans ces conditions, pour n assez
grand, le nombre :

1
[ L4 Y B gmen DU (g () W () ] :

est de module =(1/2) et on en déduit le théoréme 4. 1.

ProBLEME. — Peut-on démontrer la croissance exponentielle des nombres de Betti de
I’espace des lacets libres sur un espace rationnellement hyperbolique de catégorie m> 1,
a partir du théoréme 4.1?

Nous nous intéressons maintenant aux variétés compactes X, 1-connexes telles que
l'algébre de cohomologie H=H* (X, R) posséde un syst¢tme minimal de générateurs de

m

méme degré d=2, on a alors H=Q® @ H", ou md est la dimension de la variété. Si
i=1

m <3, ces variétés sont formelles [15]; de plus, elles sont coformelles si m <2 [16]; donc
si m<3, mest la L.S. catégorie rationnelle de la variété. Soit / le nombre minimal de
générateurs du R-espace vectoriel H*/H*?2=H4. Sim=2, ona:

[Sut @x)(T)] ' =1—1T4 14 T2,

D’aprés le théoréme I1.6 de [8], X est rationnellement hyperbolique si et seulement si
1=23. Sim=3, et X coformel, on a :

[Su* @x) (T~ l=(1-T"H(A—-(-D)T '+ T2,
donc X est rationnellement hyperbolique si et seulement si [ =4.
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Soit H une Q-algeébre graduée 1-connexe de dimension finie 4 dualité de Poincaré
possédant un systéme minimal de générateurs de méme degré et de cardinal I. Si (H*)2#£0
et H*3=0, les variétés compactes X de cohomologie H sont du type suivant :

(i) si d est impair, alors [ est pair et X a le type d’homotopie rationnelle de la somme
connexe de g=(l/2) copies de S x S%
(i) si d est pair, alors X a le type d’homotopie rationnelle d’un complexe de la forme

1

( \ S',.’>Uf e (cf. [17)).
i=1

On a alors :

THEOREME 4.2. — Soit X une variété compacte 1-connexe telle que [I'algébre
H=H*(X, R) posséde un systeme minimal de générateurs de méme degré d,
dim H*/(H*)?=123, (H")2#0, (H*)3=0. Alors la suite des nombres de Betti de I'espace
des lacets libres est ad croissance exponentielle.

Démonstration. — La minoration du théoréme 3.4 nous donne pour tout p>2 :
(*) dim H?¢" 0% (XS) 21 dim )+, X)©Q
—dim I, 4 1)g-1)+1 X)@Q—dim T, _1)4-1)+1 X)@Q.

D’aprés le théoréme 2 de [2], on a :

dim IT, , (X)®Q=% Z(—D“u(%) Se

qlk

ou S, le g-iéme polyndme de Newton des zéros du polynéme T>¢~?—1T?" 1 4+1=0,
Il est clair que S,=0si g#0(d—1) et:

I+ /IP—=4\r I— /I*—4\r
i (S (0
1 1“—4\r
=(d—1)(———+v2 )(1+¢(p)),

ou Y (p) —» 0 quand p — oo.

On peut remplacer 'inégalité (*) par :

(k%) (d—1) Hp@- D+ (xsl)g}) Syt

| 1 l
- Se+na-n— — Sep-ne-n— = Z Sga-1)
p+1 p—1 P ap
4=(p/2)
1 1
- > Sqa-ny— —— > Sga-1y
P+l gp+1 P—1 g1
a<(p+1)2 4s(p—1)/2
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En appliquant le fait que S, 1)u—1,=!8,4—1)—Sp-1)@—1) I'inégalité (**) devient :

. _ 1 l l+ l —4 14
dim HPE- D+ (X5 > A
im ( )>p 1)< 3 > 1+¥ @)

2 l+\/72?4 p—1
rernl ) ey

l I+ /P-4
-3 (——)q(lwm»
D 2
q=(p/2)

1 l+\/l—[———4 q
otl q“;l <—"—-—2 ) A+¥(q)
as(p+1)2

I+ /I°—4\4
- L ¥ (—vz)(1+¢(q)),

P—1 4=p-1p2
s N qlp-1
d’ou :

dim HP@-D+d (XSI); [ l+_l:

]"" x A (o0,
2 p

avec A>0et @(p) » 0 quand p — oo.
Ceci implique la croissance exponentielle de la suite (dim H (Xsl)).

THEOREME 4.3. — Soit X une variété compacte 1-connexe coformelle telle que I'algébre
H=H*(X, R) posséde un systéme minimal de générateurs de méme degré d=2,
dim H*/(H*)?2=1=4, (H*)3>#0, (H*)*=0. Alors la suite des nombres de Betti de I'espace
des lacets libres est a croissance exponentielle.

Démonstration. — Le.corollaire 3. 6 implique que, pour tout p=3, on a :
(%) h,=dim H?@~V*4 (XS") +dim HPE-D*d+1 (XS
. pd-1 st . .
+dim HPU~ D42 (X5 > 1 dim I,y )4y —dim T gy 1)+1

—ldim I, y)q-1y+1 +dim I, pyg-1)+15
ou dim IT,=dim IT; X)®Q, pour i=2. Posons k=[/—1=3,0na:
) 1 i i
dim I, ;= — ) (=" p| - Se
L qli q
et

Se+na-0=kSpa-=S¢-na-1»  si P>2
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d’ou:
Ke-D-k@E+D)-2p k(r-2)—-2@+1)
d—1h, = i1 — S, 2
=Dk ot PNETDT Gy p 1) PP
k+1 1
e S,i-1)— — S,u-
P % q(d—1) P+l q“;rl qd—1)
q=(p/2) q=(p+1)/2
k+1 1
- Sed-1)— —— 2 Sia-1y
P—1 osiZvn Y p—24c02n
L’inégalité (%) s’écrit alors :
k+_ /kT—4\pr-2
h g <.+—_>p X __.l—
2 p(+1)
k+ /=47  k@p+1) 2p 2 S P
x 4 ——— (e~ - +2x Z {149 () ),
2 p—1 p—1 [k —4+k p—2

ou y(p) » 0 quand p » co. Comme k=3, il existe A>0 telle que pour tout p assez
grand, on a :

h,=dim Hr@-D+d (Xsl) +dim HPU-D+d+1 (Xsl)

/ 2__4 -2
+d1m HP(d—l)d+2 (xSl)gA( k+ k )p .

2

Ceci implique qu’il existe une constante C>1 telle que, pour t(:)_‘l'lt n assez grand, on
a: » ‘ %;
n
Y dim H (X$)2C"

i=0

BIBLIOGRAPHIE

[0] R. ABRAHAM, Bumpy metrics (Lectures notes, Amer. Math. Soc. Summer., Institute on global analysis,
University of California, Berkeley, 1968).

[1] D. ANICK, A Counter Example to a Conjecture of Serre (Ann. of Math., vol. 115, 1982, p. 1-33).

[2] K. BABENKO, Analytical Properties of Poincare Series of a Loop Space (Math. Zametski, 27, n° 5,
p.- 751-765. English translation in Math. Notes, vol. 27, 1980).

[3] K. BABENKO, On Real Homotopy Properties of Complete Intersections (Math. U.S.S.R., Izvestija, vol. 15,
1980).

[4] P. DELIGNE, P. GRIFFITHS, J. MORGAN et D. SULLIVAN, The Real Homotopy of Kdhler Manifolds (Invent.
Math., vol. 29, 1975, p. 245-274).

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 3



CROISSANCE DU NOMBRE DE GEODESIQUES 431

[5] Y. FELIX, Propriété des espaces biformels (Institut de Math., Université Catholique de Louvain, Rapport
n° 85, septembre 1979).
[6] Y. FELIX et S. HALPERIN, Rational L.S. Category and its Applications (Trans. A.M.S., vol. 273, 1982,
p. 1-37).
[71 Y. FELiX, S. HALPERIN et J. C. THOMAS, Homotopy Lie Algebra of Finite Complexes (Publ. LH.E.S.,
vol. 56, 1982, p. 387-410).
[8] Y. FELIX et J. C. THOMAS, The Radius of Convergence of Poincaré Series of Loop Spaces (Invent. Math.,
vol. 68, 1982, p. 257-274).
[9] M. GroMov, Homotopical Effects of Dilatation (J. Diff. Geom., vol. 13, 1978, p. 303-310).
[10] K. GROVE et S. HALPERIN, Contributions of Rational Homotopy Theory to Global Problems in Geometry
(Publ. LH.E.S., vol. 56, 1982, p. 379-385).
[11] K. GROVE, S. HALPERIN et M. VIGUE-POIRRIER, The Rational Homotopy Theory of Certain Path Spaces
with Applications to Geodesics (Acta Math., vol. 140, 1978, p. 277-303).
[12] S. HALPERIN, Finiteness in the Minimal Models of Sullivan (Trans. A.M.S., vol. 230, 1977, p. 173-199).
[13] S. HALPERIN et J. STASHEFF, Obstructions to Homotopy Equivalences (Advances in Math., vol. 32, 1979,
p. 233-279).
[14] J. M. LEMAIRE et F. SIGRIST, Sur les invariants d’homotopie rationnelle liés d la L.S. catégorie (Comm.
Math. Helv., vol. 56, 1981, p. 103-122).
[15] J. NEISENDORFER, The Rational Homotopy Groups of Complete Intersections (Illinois J. Math., vol. 23,
n° 2, 1979, p. 175-182).
[16] J. NEISENDORFER et T. MILLER, Formal and Coformal Spaces (lllinois J. Math., vol. 22, n° 4, 1978,
p. 565-580).
[17] S. PAPADIMA, Poincare Duality Algebras and the Rational Classification of Differentiable Manifolds [Exposé
au Colloque de Topologie du C.I.LR.M., Marseille, 1982 (a paraitre dans Astérique)].
[18] D. SULLIVAN, Infinitesimal Computations in Topology (Publ. LH.E.S., vol. 47, 1978, p. 269-331).
[19] D. SuLLIVAN et M. VIGUE-POIRRIER, The Homology Theory of the Closed Geodesic Problem (J. Diff.
Geom., vol. 11, n° 4, 1976, p. 633-644).
[20] M. VIGUE-POIRRIER, Dans le fibré de I'espace des lacets libres, la fibre n’est pas, en général, totalement non
cohomologue a zéro (Math. Zeitschrift, vol. 181, 1982, p. 537-542).
[21] M. VIGUE-POIRRIER, Réalisation de morphismes données en cohomologie et suite spectrale de Eilenberg-Moore
(Trans. A.M.S., vol. 265, 1981, p. 447-484).
[22] S. HALPERIN et J. M. LEMAIRE, Suites inertes dans les algébres de Lie (en préparation).

(Manuscrit regu le 19 janvier 1983,
révisé le 8 novembre 1983.)

Micheline VIGUE-POIRRIER,
37, parc d’Ardenay,
91120 Palaiseau.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



