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HOMOTOPIE RATIONNELLE ET CROISSANCE
DU NOMBRE DE GÉODÉSIQUES FERMÉES

PAR MICHELINE VIGUÉ-POIRRIER (*)

RÉSUMÉ. — Soit X un espace topologique 1-connexe ayant le type cThomotopie rationnelle d'un C.W.
complexe et tel que dim H*(X, Q)<oo. On étudie la croissance de la suite des nombres de Betti
P,=dim H^X81, Q). Si dim n*(X)®Q<oo, soit :

p=dim@n2n+i (X)®Q,
n

on montre que si X possède un modèle minimal de Sullivan (A Z, d) où à Z <= Z^". A Z, alors on a, pour n
assez grand,

n

A^n^ SP^Ai^
1=0

où Ai et A 2 sont des constantes >0; et que sinon, on peut avoir Sp.^Ai^"'1 où h est un entier >0 donné
d'avance. Si dim II» (X) ®Q=oo, on montre que la suite (P;) est à croissance exponentielle pour les classes
d'espaces suivants : bouquets de sphères, variétés compactes 1-connexes coformelles X telles que l'algèbre de
cohomologie réelle H=H*(X,IR) ait un système de générateurs de même degré, et (H'1")4^. Si X est une
variété riemannienne compacte 1-connexe munie d'une métrique générique, on sait que le nombre de géodésiques

fermées de longueur <n est minoré par (c/n) ^ P, où C est une constante >0; alors les résultats précédents
1=1

se transposent immédiatement en géométrie.
Classification AMS (MOS) : 55P62, 55P35, 53C22.
Mots clés : espaces des lacets libres, modèle minimal de Sullivan, série de Poincaré.

1. Introduction

Dans [18], il a été prouvé, par des méthodes d'homotopie rationnelle, l'existence d'une
infinité de géodésique fermées géométriquement distinctes sur toute variété riemannienne
compacte 1-connexe dont l'algèbre de cohomologie réelle ne peut pas être engendrée par
un élément. Des méthodes analogues ont été utilisées dans [11], pour étudier l'existence

(*) E.R.A. au C.N.R.S. 07590.
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414 M. VIGUÉ-POIRRIER

d'infinité de géodésiques invariantes par une isométrie d'ordre fini. Les développements
récents de la théorie de l'homotopie rationnelle ([6], [7], [8]), ont permis de montrer dans
[10], que, sur une variété riemannienne compacte 1-connexe dont l'homotopie rationnelle
n'est pas de dimension finie, toute isométrie a une infinité de géodésiques invariantes.

Un problème plus fin, étudié depuis de nombreuses années, est de connaître la crois-
sance du nombre de géodésiques fermées géométriquement distinctes de longueur
<n(ne^ fixé) sur une variété riemannienne compacte 1-connexe M. Dans cet article,
nous résolvons ce problème pour de larges classes d'espaces. On sait, [9], que ce nombre

n

est minoré par C/n ̂  dim H1 (M81, R) où C est une constante >0 et M81 est l'espace
1=1

des lacets libres sur M (i. e. des applications continues de S1 dans M), pourvu que la
métrique de M soit « bumpy », condition qui est générique. (L'ensemble des métriques
« bumpy » est dense dans l'espace de Fréchet des métriques riemanniennes C°° sur M)
(voir [0]).

/ n \
On va donc s'intéresser à la suite ( ^ dim H^M^, R) )

\i=0 / ne^

Plus généralement, nous considérerons, dans toute la suite, des espaces topologiques
X 1-connexes, ayant le type d'homotopie d'un C.W. complexe et dont la cohomologie
rationnelle est de dimension finie en chaque degré; pour de tels espaces, Kp(X) ® Q est
de dimension finie pour tout p. Le produit de Whitehead dans TC* (X) (g) Q, transféré à
TT*(QX) (g) Q par l'isomorphisme canonique, induit une structure d'algèbre de Lie graduée
sur n^ (0 X) ® Q. Nous distinguerons deux classes de tels espaces : X est dit rationnelle-
ment elliptique si dim TI*(X) (g)Q<oo, sinon X est dit rationnellement hyperbolique. On
appelle f-ième nombre de Betti de QX (resp. X81), l'entier ^^dimH^QX, Q) (resp.
Pf=dim H^X81, Q)). On considérera les séries de Poincaré :

SH-(X) (T)=Edim H"(X) T", S^x) (T)=EW SH^) (T)=SP,,T1.
n n n

Rappelons que la catégorie de Lusternik-Schnirelmann d'un espace X est le plus petit
entier m tel que X peut être recouvert par (m+1) ouverts, chacun contractile dans X,
([6], [14]). La L.S. catégorie rationnelle, notée cato(X), est la catégorie du localisé X<Q, et
on a :

ca^X^sup^lH^X, Q)^0}.

Définition. — Une suite de réels positifs (a^)ne^ est dite à croissance exponentielle s'il
existe Ne f^ et des constantes Ci et C^, Ci ̂ C^> 1, tels que, pour tout n^N, on a :

C^ Za^Cï.
1=0
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CROISSANCE DU NOMBRE DE GÉODÉSIQUES 415

Le terme « hyperbolique » se justifie par le théorème suivant :

THÉORÈME [7]. — Si X est rationnellement hyperbolique et de L.S. catégorie finie, alors
la suite (dim ît;(X)(g)Q)^2» et ^a suite ^es nombres de Betti de OX sont à croissance
exponentielle.

D'autre part, on a :

THÉORÈME [6], [12]. — Si X est rationnellement elliptique et de L.S. catégorie finie, alors
dimH*(X,Q)<oo;

dim 7tp^(X) ® Q^dim Ti^p^(X) ® Q^cato(X).

Le but de ce papier est d'étudier la conjecture suivante (qui résoudrait le problème de
la croissance du nombre de géodésiques fermées) :

Conjecture. — La croissance des nombres de Betti de X81 est exponentielle si et
seulement si elle l'est pour QX.

Dans cet article, nous démontrons que si X est un espace tel que dim H* (X, Q) < oo
et dim TI*(X) ®Q<oo, alors les nombres de Betti de X81 croissent polynomialement,
avec le même degré que ceux de QX si X admet un modèle pur (théorème 2.2). Un
exemple montrant que le degré de la croissance polynomiale des nombres de Betti de
X^ peut être strictement plus petit que celui pour fîX est donné au paragraphe 2
(théorème 2. 6).

Dans le paragraphe 3, nous nous intéressons aux espaces formels. Un espace est
formel si son type d'homotopie rationnelle est entièrement déterminé par son algèbre de
cohomologie rationnelle, [13]; des définitions équivalentes sont données, par exemple
dans [14]. Un espace X est coformel si son type d'homotopie rationnelle est entièrement
déterminé par son algèbre de Lie d'homotopie rationnelle TI*(QX) ® Q ([14, [16]).

Nous donnerons des exemples aux paragraphes 3 et 4. Dans le paragraphe 3, plusieurs
théorèmes sont démontrés, donnant des minorations des nombres de Betti de X81 en
fonction des dimensions des groupes d'homotopie rationnelle de X.

Au paragraphe 4, nous utilisons les théorèmes précédents pour démontrer la croissance
exponentielle des nombres de Betti de l'espace des lacets libres sur divers espaces rationnel-
lement hyperboliques formels et coformels : bouquets de sphères (théorème 4.1), variétés
compactes 1-connexes coformelles dont l'algèbre de cohomologie H possède un système
minimal de générateurs de même degré et en nombre assez grand et telle que (îî+)4=0
(théorèmes 4. 2 et 4. 3).

L'outil principal utilisé dans ce papier est la théorie du modèle minimal de Sullivan
([18], [6]). Nous rappellerons brièvement, au cours des démonstrations, les résultats de
cette théorie, nécessaires à la compréhension des théorèmes. Nous notons (AZ.d) le
modèle minimal d'un espace X, c'est une algèbre différentielle graduée commutative
surQ, en abrégé A.D.G.C, on a Z= ^ Z^, Z^îîomÇn^X) (g) Q,Q), A Z= algèbre

p^2

extérieure (Z1"11^11') (g) algèbre symétrique (Z^^), à est homogène de degré 4-1 et
d(Z)^^+Z.^+Z,îî*(^Z,d)^îî*(X, Q).
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416 M. VIGUÉ-POIRRIER

2. Cas des espaces rationnellement elliptiques

II est démontré dans [12] que si un espace X est rationnellement elliptique, alors sa
cohomologie et son homotopie satisfont à des conditions très restrictives : par exemple,
H*(X, Q) vérifie la dualité de Poincaré, les entiers dim Kp(X) ® Q déterminent le degré
de la classe fondamentale, la caractéristique d'Euler-Poincaré est positive.

PROPOSITION 2.1. - Soit X un espace tel que dim H* (X, Q) < oo et
dim TI*(X) ®Q<oo. Alors il existe un entier^ et une constante Ai>0 tels que, pour
tout n^N, on a :

n

^ dim H1 (X81, Q) ̂  A ^ n19 où p= dim 71̂ ,, (X) (g) Q = dim ® 712 „+1 (X) (x) Q.
i=0 nïl

Démonstration. — Cela résulte, d'une part de la formule :

SH. (xs1) (T) ̂  Su. (x) (T). SH. (o x) (T)

qui se démontre aisément en regardant la suite spectrale de Serre du fibre :
QX-^X^-^X, [20]; et d'autre part, du théorème de Poincaré-Birkoff-Witt qui implique
que :

03 (t-{-T2k~lY2k-l
SH*(»X)(T)= n ,, -,^,—— où a,=dim(7t,+i(X)®Q).f c = = i H — l ) 2k

THÉORÈME 2.2.- Soit X un espace tel que dim H* (X, Q) < oo et dim TI* (X) ® Q < oo.
Supposons que X possède un modèle minimal de Sullivan (AZ, d) tel que rfZcZ^.AZ,
alors il existe des constantes A^ >0, A^O et un entier Ne M tels que : si n^N, on a :

A^n^ ^ dimH^X51, Q^A^,

oùp=dim K^^ (X) (x) Q.

Avant de démontrer le théorème, décrivons des familles d'espaces rationnellement
elliptiques satisfaisant à l'hypothèse supplémentaire du théorème 2.2.

DÉFINITION [12]. - Un espace est dit pur s'il possède un modèle minimal de Sullivan
(AZ, d) tel que si P= © Z2"-^, g= © Z2", alors ̂ =0 et ^PcAQ.

n>0 n>0

Exemples 2.3. - S*, fe^2; P"(C), n^l; G/H où G est un groupe de Lie compact et
H un sous-groupe fermé, sont des espaces purs tels que dim H*(., Q)<oo et dim îi*
(. ) g) Q < oo. Tout produit d'espaces purs est pur.

COROLLAIRE 2 . 4 . — Soit X un espace tel que dim H* (X, Q) < oo, dim TT* (X) (g) Q < oo
et ^ dim 7i2n(X)®Q= ^ dimn^+^(X) 00 Q=p, alors il existe Ai>0, A^O et un

nïl nïl
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entier N tels que, pour tout n^N, on a :
n

A^n^ ^ dimH^X^, Q^A^.
1=0

Preuve. — Ce corollaire se déduit du théorème 2. 2 et du théorème de [12] disant qu'un
tel espace est pur.

Démonstration du théorème 2.2. — Dans [19], le calcul du modèle minimal de X81 à
partir de celui de X est donné, pour un espace X 1-connexe quelconque. Soit (AZ, d) le
modèle minimal de X; posons ZP==ZP+1, p^\, et considérons la dérivation
ï :AZ(g)AZ^AZg)AZ de degré —1 prolongeant l'application identique ZP^^-^V, et
égale à 0 sur Z. On définit une différentielle d sur A Z (x) A Z, prolongeant d, par la
formule Ji+fJ=0. Alors (AZ ® AZ, 3) est le modèle minimal de X81.

Soient (y^, . . .,^p) (resp. (x^ . . .,^)) les générateurs de P= © Z2"^1 (resp. Q=
nïl

© Z2"), numérotés par ordre croissant des degrés. Par hypothèse, on a, pour tout
n = i
k e [ l , . . . , / ? ] ;

4
^fc = S Z x] a^ où ^ e A^ P (x) A Q,

h^O j = l

q

et pour tout ;e[l, . . .,g], rfxj= ^ Xj ̂  où PjGÂ'^Z.
j= i

Par définition de d, on a :

-a^= Z i ^2'•+ I: Z ^(af),
hS;0 j=l hïO j = l

-Jx,=I:x,p,+2:x,i(P,).

L'idéal (xi, . . ., x,) étant stable par d, on définit, par passage au quotient, une
différentielle J" sur (AZ (x) AZ)/(xi, . . ., Xy) par :

-%= Z Z^vKa,2'-),
ASO j

-J^ZX.IKPÀ
J

où \|/ est l'homomorphisme de projection de AZ (X) AZ sur (AZ ® AZ)/(xi, . . ., Xq).
Pour tout /?-uplet (fei, . . ., kp) (= ̂ p, les éléments du type :

/ q _ \n x j ) •^ l•722...Jîp
\ j=i /

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



418 M. VIGUÉ-POIRRIER

sont donc des cocycles de ((AZ(X)AZ)/(xi, . . . ,x^), J'). De plus, comme
Im Je Z. (A Z ® A Z), l'application ^-^H* ((A Z ® A Z)/(xi, . . ., x,), J) qui, à

f q .\ p -(k^ . . ., fcp) associe la classe de ( FI x] ) ' Yl V^1 est injective.
\j=i / 1=1

II est facile de montrer qu'il existe une constante B>0, un entier N et une suite
croissante (n^) où :

nf+i-n—P.P.c.m. ((deg yj)i^j^p)

tels que, si n^N, alors :

dim H"' ((A Z ® A Z)/(xi, . . . . x^), J') ̂  B nf-1.

Dans [19], on démontre que :
q

SH*((AZ<8)AZ)/(xi , . . . , Xy), d ' ) (T) ̂  ri (1+T eg xl ). S H * ( A Z ® A Z , d ) ( T ) .

On en déduit qu'il existe une constante C>0, un entier N et une suite croissante (n^)
où :

i
0 < ̂ i+1 - n\ ̂  p.p.c.m. (deg yj) 4- ^ (deg x, -1),

tels que si n^N, alors dim H"i (A Z(x)A Z, Î)^C n^"1.
Ceci implique qu'il existe A 2 >0 et un entier N tels que si n^N, on a :

n

^ dimH^AZOAZ.J^A^.

L'exemple suivant montre qu'on ne peut pas affaiblir l'hypothèse technique du
théorème 2.2.

Exemple 2.5. — Soit X^^S^S3) l'espace total du fibre tangent unitaire de base
S3 x S3 et de fibre S5. Le modèle minimal de X est :

(AZ,d)=(A(x,y,z\d)
où

deg y = deg z == 3, degx=5, dx=yz, dy=0, dz=Q.

Le calcul suivant montre que P^=dim H^X^Q) vérifie P^n, pour tout n, alors que
dim7i^,(X)(g)Q=3.

D'après [19], le modèle minimal de X81 est :

(A, d) = [A (x, y,z, x, y, z), S\

4e SÉRIE — TOME 17 — 1984 — N° 3
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OÙ

degj^=degz=2, degx=4, Jp=Jz=0, 3x=yz—yz.

Comme Jp=0, A/yA a une structure d'A.D.G.C. si on la munit de la différentielle
déduite de Jpar passage au quotient. On a alors une suite exacte d'A.D.G.C. :

(MA, d) ̂  (A, d) ̂  (A/yA) -. 0,
où v|/ est rhomomorphisme de passage au quotient et ^ est la multiplication par y.

On en déduit une suite exacte longue de cohomologie :

. . . -̂  H"-1 (A/y A) -^ H"-2 (A) ^"^.H" (A) Hnw^ H" (A/y A) -^ H"-1 (A) ^ . . .

Soit Kn~2=KeT ïT-2^) et K=®K". On a :
n

0 -> K"-2 -^ H"-2 (7^) ^ H" (A) -> H" (A/y A) -> K"-1 -^ 0,
d'où:

dim Kn-2-dim H"-2 (A)+dim H^-dim Hn(A/^A)+dim K"-1 =0.

En sommant sur n, on a la relation suivante entre séries de Poincaré :

T ( 1 + T) SK — T SH* ̂ ) + SH» ̂ ) — SH» ^/y ̂ ) = 0,

SH-(A)=[1/(1-T2)].SH.(A/,A)-[T(1+T)/(1-T2)] SK.

On peut faire le même calcul avec le quotient de A / y A par l'idéal engendré par z, on
obtient l'A.D.G.C. A(x,y,z,x) munie de la différentielle dx=yz, dy==0, dz=0, dx=0.
Soit L=KerH"-2(v) où v est la multiplication par z^dans A[j7A. On obtient :

SH- (A/.-A) =(!/(!- T2)). Su. (A(..,.Z,;),.) - [T ( 1 + T)/( 1 - T2)]. SL.

On a H* (A (x, y, z, x), d) = H* (A (x, j/, z), d)(x)A (x). On calcule facilement
SH^AOc.^^^T^T^T11 d'où :

_ _ I+IT^IT^T11 T(1+T) ^ T(1+T) ^
^(A..)- ( i_T2)2(i_T4) "(TTr2)2 '"T^î2" K'

Un calcul précis donne : SL^T^T^+T^^l-T4), et SK=(T10+T11)/(1-T4).
D'où :

g - _ ^ _ _ P ( T ) ^^l+T)2

"^^ (1-T2)2(1-T4) (1-T2)(1-T4)
avec :

P(T)=1+2T3-T4-T5+2T8-2T12-T13,

P(T)=(l-T)(l4-T+T2+3T3+2T4+T5+T6+T7+3T8+3T9+3T l o+3T l l+T1 2).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



420 M. VIGUÉ-POIRRIER

Ceci prouve que P^=dim H" (À, d) est un polynôme en n de degré ^ 1. Le calcul donne
que, pour n^2, on a :

p^=4n-l, p^^=4n, P4^=4n+2, (3^3=4n+3.

Cet exemple permet de montrer :

THÉORÈME 2.6. — Pour tout entier h^\, il existe des espaces Y^ tels que
dimH*(Y/,, Q)<oo, dim TI* (Y^)(x)Q<oo et pour n assez grand, dim H" (Y^) est un
polynôme en n de degré d^ avec : ^/ -^

dim7^p^(Y,)(x)Q-^;L

Démonstration. - Posons k = E [/i/2] + 1 (où E signifie partie entière). Si X = T^ (S3 x S3)
est l'espace décrit dans l'exemple 2. 5 de modèle minimal (A Z, d\ notons :

Y ^ = X x X x . . . xX (fefois);

le modèle minimal de Y^ est :
(A Z(x). . . ®A Z, d® . . . ®d).

k fois k fois

Celui de Y^ est :

[(A Z®A Z)® . . . (x)(A Z®A Z), J® . . . (x)3],

fc fois fc fois

donc dim H" (Y^) est un polynôme en n de degré d^=k, d'où on déduit que :

dimîi^p^(Y,)®Q-^=fcdim7i^p(X)®Q-fc=2fc^^

3. Minoration des nombres de Betti de X51

à l'aide des dimensions des groupes (Thomotopie
lorsque X est formel

Les formules démontrées seront intéressantes pour des espaces rationnellement hyperbo-
liques (voir § 4).

Les espaces formels sont étudiés dans ([18], [13], [14], [16]). Voici des exemples d'espaces
formels : les variétés kàhlériennes compactes 1-connexes [4], les espaces riemanniens
symétriques compacts orientables [18], les variétés compactes /^-connexes de dimension
^4/?+ 1 [16], les variétés compactes 1-connexes de dimension ^6 [6], les espaces K(Z, n);
tout produit, bouquet et somme connexe d'espaces formels.

Nous nous bornerons à étudier des espaces formels X dont l'espace vectoriel de
cohomologie H=H*(X, Q) est de dimension finie. Dans ce cas, m=catoX est le plus
petit entier tel que H^ x H'^ x . . . x H'^ =0.

m + l fois

4e SÉRIE — TOME 17 — 1984 — N° 3



CROISSANCE DU NOMBRE DE GÉODÉSIQUES 421

m

Si on définit une graduation sur H*(X) par la longueur des mots, on a H= © Hp
p=o

(par convention, Ho=H°=Q).
Dans [13], il est démontré que H=H*(X,Q) a un modèle minimal bigradué

p : (A Z, à) -> H où Z possède une bigraduation :

© Z;/ rf(Z?)c(AZ)rî,
n=0
P^l

de plus p(Z^)=0 si n^l , p : AZo -> H est surjective et p* : H()(AZ, d) -> H est un
isomorphisme. Si X est formel, (A Z, rf) est aussi le modèle minimal de X, et on a :

dim<Q> V ••= © dim Z^=dim Up (X)(g)Q.

Au paragraphe 2, on a décrit le modèle minimal (A Z(x)A Z, d) de X^. On peut définir
une bigraduation sur Z par Z^=Z^^ si ̂  1, p^ 1.

Définissons sur H(x)A Z une différentielle ^/ par ^=0, ^^(pOOid^Jz) si iFeZ;
alors :

p®id : (A Z®A Z, d) -> (H®A Z, (T)

est un morphisme de A.D.G.C. qui induit un isomorphisme en cohomologie, donc :

H* (X81, Q)=H* (A Z(x)A Z, J)=H* (H®A Z, ^/).

LEMME 3.1.- ^(Z^^c^^^Z^ si n^2, q^l.
Démonstration. — Ce lemme se déduit facilement du fait que

d : Z^-> (^+Z.^+ Z)^ et que p(Z^)=0 si k^. 1.

THÉORÈME 3.2. — 5ofr X MU espace formel tel que dim(H=H*(X, Q))<oo. Soient
W^^i^p les degrés d'une base du Q-espace vectoriel H'^H'^^Hi (Le. d'un système
minimal de générateurs de l'algèbre commutative graduée H), soient (8;)i^^ les degrés
d'une base du Q-espace vectoriel H'1'^ © Hp, alors :

p^2

p i
dim H" (X81)^ ^ dim n,-^, (X)®Q-dim ̂  (X)®Q- ̂  dim ^-5^2 (X)®Q.

f = l j=l

Démonstration :

H"(Hg)A Z, d')=3Ker d' n (H^Z)"/^ d ' 0 (H^Z)".
Or :

imrf'r^Hi^zycrf^z"-1),
donc :

dim (Im à' H (Hi (x)Z)") ̂  dim Z"-1 = dim Z".

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



422 M. VIGUÉ-POIRRIER

D'autre part, on a :

dim(Ker à' Ç\ (Hi ® Z)")=dim(Hi OZ^-dim d ' (H^Z)".

Comme :

^[(H^Zn^H^Z)^1 (lemme 3.1),
on a :

dim[Ker à' H (H^Z)"]^ dim H?.dim Z^1-^-^ dim (H^.dim Z^2-^.
P 4

La minoration du théorème 3.2 sera intéressante lorsqu'on connaîtra avec précision
la croissance des groupes d'homotopie de l'espace X. Dans [2], Babenko donne une
formule reliant, lorsque S^nx)^) est une fraction rationnelle A (T)/B(T), les dimensions
des groupes d'homotopie de X aux polynômes de Newton des polynômes réciproques de
A (T) et B(T). Malheureusement, SH (QX) ï^st pas toujours une fraction rationnelle, même
pour un espace formel, comme le montre le contre-exemple de Anick [1]. Par contre,
si X est un espace formel et coformel d'espace vectoriel de cohomologie de dimension
finie, il est démontré dans [5] que S^» (QX) (T) est une fraction rationnelle qui s'exprime
simplement en fonction de H, on a :

SH-(»X)(T)= [1+ Z (-l)PdimHgT'-P]-1.
P^ i
nïl

Plus généralement, il découle de la proposition V. 5 de [8] que cette formule est vraie
pour tout espace coformel à condition de prendre, comme degré en bas, le degré induit
par le nombre de « barres » dans la bar construction sur H* (SX).

Plusieurs définitions équivalentes des espaces coformels sont données dans [14] et [16],
nous utiliserons la caractérisation suivante : X est coformel si et seulement si X a un
modèle minimal de Sullivan (AZ,d) avec dZcz^Z. Voici des exemples d'espaces
coformels: les sphères, les espaces K(Z,n), les variétés V n-connexes de dimension
^3n+l et tels que dim !-[*(¥, R)>3 [16], tout bouquet et produit d'espaces coformels,
tout espace dont l'homotopie est une algèbre de Lie de dimension globale ^ 2, [22].

Un espace X dont l'algèbre de cohomologie est le quotient d'une algèbre symétrique
A Z (graduée en degrés pairs) par un idéal engendré par une suite régulière d'éléments
de A2 Z est formel et coformel [16].

On déduit du lemme 3.1 et de la caractérisation des espaces coformels, le lemme
suivant :

LEMME 3.3. — Si X est un espace formel et coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m. La différentielle d ' définie plus haut sur H®A Z est telle que :

m

^(Hp^Zyc^ïp^Z)^1, P=0, . . . , m où H= © Hp,
p=o

est la graduation en longueur des mots.
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On en déduit que, pour tout fe^ 1,

^(Hp^Zrc^Hp+i^A^Z)^1,

ce qui implique que l'algèbre de cohomologie H*(H®A Z, d ' ) est bigraduée,
m

H* (H®A Z, d')= C © H" (Hp®A Z, d').
P=0 n

THÉORÈME 3.4. — Soit X MH espace formel, co formel tel que dim(H=H*(X, Q))<oo.
Soient (d^^^p les degrés d'une base du Q-espace vectoriel ^/îî+2=îî^, et (^j)i^j^r

les degrés d'une base du Q-espace vectoriel ïî+2|ïî+3=îî^, alors :
p r

dim H" (X81)^ ^ dim n^-^+i (X)(x)Q-dim ̂  (X)(g)Q- ^ dim 7t,._^.+2 (X)®Q.
1=1 j-i

Démonstration. — Elle est la même que celle du théorème 3.2, compte-tenu du fait
qued^HiOZ^H^Z.

PROPOSITION 3 . 5 . — Soit X un espace formel, coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m, on a, pour tout ne ^J, pour tout k ̂  1 :

m m

^ (-l)^1 dimîT-^Hp^Z, d')= ^ (-l)^1 ̂  dim Hgdim (Afc Z)^^^-^
p=o p=o p

Démonstration. — D'après le lemme 3. 3, on a le complexe :

0 -> (Ak Z)4 ^ (Hl®Ak Z)^1 ^. . . -^ (Hp^ Z)^^ -^. . . -. (H,(x)Ak Z)^" ̂  0

ce qui implique l'égalité des sommes alternées des espaces et de la cohomologie correspon-
dante.

COROLLAIRE 3.6. — Soit X un espace formel, coformel de cohomologie finie et de L.S.
catégorie m, on a, pour tout n e ̂  :

M W

^ dimH^^X81)^ ̂  (-l^^dimHg.dimTi^^p-^X^Q.
p = i p=o p

Démonstration. — On applique la formule démontrée dans la proposition 3.5 avec
k= 1; le second membre s'écrit :

m

Z (-^'"EdimHli.dimZ^1-^-^
P=o p

et le premier membre est majoré par :
m

^ dim IT-^ (H®A Z, d') car H-' (Ho®Z, d')=0.
p = i
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4. Croissance exponentielle de la suite des nombres de Betti
de l'espace des lacets libres sur un espace rationnellement hyperbolique

Nous utiliserons la caractérisation suivante des espaces hyperboliques démontrée
dans [8], et non le théorème fondamental de [7] rappelé dans l'introduction.

THÉORÈME [8]. — Si dimH*(X, Q)<oo, alors X est rationnellement hyperbolique si et
seulement si le rayon de convergence de SH*(QX)(T) est < 1.

THÉORÈME 4.1. — Soit X un espace topologique \-connexe ayant le type d'homotopie
p

rationnelle d'un bouquet d'un nombre fini de sphères V S^1 (p'^2, k^l, pour tout f),
1=1

alors la suite des nombres de Betti de X8 croît de manière exponentielle.
p

Démonstration. - Le théorème 3.2, appliqué à X= V S^1 (\^k^k^. . . ̂ kp\
i=l

donne :
p

(*) dim H"^ (X^ Q)^ a^-a,, où a,=dim n^i (X)®Q.

D'après [2], théorème 2, on a :

^^(-D-^K
n d\n \ d )

où p(/) est la fonction de Moebius et S^ est le d-ième polynôme de Newton des zéros du
polynôme réciproque de :

[SH^Crr^i-S T^.
1= 1

On a donc, pour n > kp, la relation :

s^-s^_^-s^_^-. . . -s^_^=o.
L'inégalité (^) s'écrit, compte-tenu de la formule de Babenko, et de la relation

ci-dessus :

ain,H-(X^^^<-^("^)s,

-(^•s(-»->.(î)s.
n d\n \ d j
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dimH'^CX^f; ___ s,_,,-1 S,
1=1 n—ki n

^(^ S (-,)-,.( "^ ) s,-^•Z(-,)^") s,
f=i n-ki di\n-ki \ d, ) n d\n \ d }

di<n-ki d<n

Mais :

p 1 1 ^ 1 1 p p ^
S .""T^-^".;^" ^ „—i^-^"" ^ ^-fcf= Z t , . ̂ -^1=1 ^ — ^ f n 1=1 n — ^ f n ,=i ,=i n(n—ki)

d'où:

(^^ dim H^ (X51)^ S ^^—T ^_,,
,=1 n(n-ki)

^E^Ç Z (-i^('^)s,-<^s(.,^(")sj.
| _ f= i n-^f d,|n-fc, \ ^ / n d|n \ ^ / J

d:<n-k.- d<ndi<n-ki d<n

Par définition, S^= ^ ^ où ( .̂) sont les racines du polynôme réciproque de
j= i

[^(fîx)^)]"1- D'après le théorème de [8] cité plus haut, le rayon de convergence de
SH^nx)^) est < 1, ce qui équivaut à dire que p=sup | Ç, | > 1. D'autre part, on remarque

j
que si d\n et d<n, alors on a ri^(n/2), et le nombre de tels diviseurs à est <n. L'idée
intuitive pour achever la démonstration est de montrer qu'il existe une suite croissante

p
d'entiers n? telle que dans la minoration (^), le terme ^ kjn (n—k^ S^_^. va croître

1=1
comme C^ pour n=n; où C est une constante dépendant de p et C> 1, et le terme entre
[. . . ] croîtra au plus comme C^72. Donnons les détails de cette démonstration :

On peut minorer grossièrement dim H"4^1 (X81, Q) par :

^(")=E-^—s.^.-f 1 - s ^-1 ^ s,,
,=i n(n-ki) ,=i n-k, ^n-k, n d\n

di^(n-ki)/2 d^(n/2)

^w=i(i ,—-,^-1— i ^-1 s ^).^ = i \ f = i n(n-ki) ,=1 n-ki di\n-ki n d\n )
di^(n-ki)/2 d^(nl2}
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II est facile de voir alors, que pour n assez grand, on a :

kp k A
q> (n)^ S ———— ^-fcl (1 -^ (̂

,=i n(n-fci)

où v|/,(n) -^ 0 quand n --> +00, et A .̂ est une constante >0. Notons Çi,^ . . - ,^ les
racines de plus grand module p, on a :

k l

(p (n)^ ————— E A, ̂ -k! (1 -v|/, (n)),
n(n-/cj j = i

où v|̂ . (n) ^ 0 quand n -^ oo.
Si /==!, alors on en déduit qu'il existe une constante C>1 tel que

dim îîn+l (X^^C1'^1 pour n grand, et le théorème est démontré. Si J^2, la démonstra-
tion est plus délicate :

(p(n)^ ———— x ̂  x^ [ 1-^ (n)+ S ̂  f ̂  Y"1 (1-vlW) 1 .
n(n-k,) î L 7=2 Ai Ui / J

II nous reste à montrer qu'il existe un entier N et une constante C>1 tels que si n^N,
n

Z ^(pw\
p=0

Fixons HQ tel que (no—l)"^"1^^^); si n>n^ on a n=feno+r, 0^r<no et on écrit,
pourje[2, . . . ,q :

^y=^np^ ^ P,e[0,l[.

On peut montrer qu'il existe ^e[l, . . . ,noL des entiers ^-e^J, et des réels y? O^y^l,
pour tout j e [2, . . . , ( ] , tels que :

^^(no-S^'

d'où :

^ ^ Y^^2111^^^2111^^-1)"11^"1"
Ui/

Comme O^Y^/(no-l) l / î~ l<(l/8), féj/^i)^ est un nombre complexe de module 1 et
d'argument dans l'intervalle ]-(II/4), +(II/4)[. D'autre part, on a :

1 £i \nlno
\ V. |kî>| & |k_ 1 •)1 1
1 Si 1 ^1 Si | — | t |r '

1 ^1 1
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soit :

^I^^L.[pi/"oy
p"o 1

On a donc :

^ (p(p)^(p(fc^ Al x -^[— xtp^op
p=o n(n-fei) p"0 1z

f^ 1: AJ.2l^^no-l^-l(l_4;.^))_^(n))1.
L J=2 Ai J

On peut choisir n assez grand de manière que 1 — \|̂ . (n) soit un nombre complexe
d'argument dans l'intervalle ]-(II/4), +(n/4)[, alors :

A.^ny.Ano-l)^-1^.^^^

AI

est d'argument dans l'intervalle ]—(n/2), +(n/2)[; dans ces conditions, pour n assez
grand, le nombre :

f l+ E ^^^Y^o-l)l/J-l(l-^(n))-^(n)^,
L J=2 Ai J

est de module ^(1/2) et on en déduit le théorème 4.1.
PROBLÈME. — Peut-on démontrer la croissance exponentielle des nombres de Betti de

l'espace des lacets libres sur un espace rationnellement hyperbolique de catégorie m>l ,
à partir du théorème 4.1?

Nous nous intéressons maintenant aux variétés compactes X, 1-connexes telles que
l'algèbre de cohomologie H=H*(X, R) possède un système minimal de générateurs de

m

même degré d^2, on a alors H==Q® ® H^, où md est la dimension de la variété. Si
1=1

m ̂ 3, ces variétés sont formelles [15]; de plus, elles sont coformelles si m ̂ 2 [16]; donc
si m ̂ 3, m est la L.S. catégorie rationnelle de la variété. Soit l le nombre minimal de
générateurs du IR-espace vectoriel H'^/H'^^H^. Si m =2, on a :

[SH-^mi-^l-IT^^+T^-2.

D'après le théorème 11.6 de [8], X est rationnellement hyperbolique si et seulement si
1^3. Si m =3, et X coformel, on a :

[SH-^Wl-^^l-T^-^O-^-^T^^T^-2);

donc X est rationnellement hyperbolique si et seulement si 1^4.
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Soit H une Q-algèbre graduée 1-connexe de dimension finie à dualité de Poincaré
possédant un système minimal de générateurs de même degré et de cardinal /. Si (H^2 ̂ 0
et H^^, les variétés compactes X de cohomologie H sont du type suivant :

(i) si à est impair, alors l est pair et X a le type d'homotopie rationnelle de la somme
connexe de g=(l/2) copies de S^ x S ;̂

(ii) si d est pair, alors X a le type d'homotopie rationnelle d'un complexe de la forme

( V S?)u^(c/.[17]).
\ i = i /

On a alors :

THÉORÈME 4.2. — Soit X une variété compacte 1 -connexe telle que Valgèbre
H=H*(X, R) possède un système minimal de générateurs de même degré d,
dim H^H^2^^, (H-^^O, (H-^^O. Alors la suite des nombres de Betti de l'espace
des lacets libres est à croissance exponentielle.

Démonstration. — La minoration du théorème 3.4 nous donne pour tout /?^ 2 :

W dim H^-1^ (X81)^ dim II^_^ (X)®Q

-dim n^+i^.^+i (X)(g)Q-dim Tl(p-^(d-i)+i (X)®Q.

D'après le théorème 2 de [2], on a :

dim 11,̂  (X)®Q= (—^ ^ (-1)^ nf k } S,,
k q\k \ q )

où Sq le ^-ième polynôme de Newton des zéros du polynôme rY2d~2—lrYd~l-^ 1=0.
Il est clair que S^=0 si q^Q(d—\) et :

r / l+^/ÎT^ v ( ^-^/F^4 y 1
S.»-^-1)[(^——)+(-^)J

/ ;+ /F^4 \p
=(^ - l ) ^— v —— j (l+v|̂ )),

où \|/(/?) -^ 0 quand p -> co.
On peut remplacer l'inégalité ('t6) par :

(^) (rf-^H^^^^X81)^^^.^
^

1 s l s / y s^ ( p + l K d - D — — < °(p-l)(d-l) - Z^ °4(d-l). ~^p-i- ±;(,u- ±) < ^ ^M» -i/ ^—(7?+1 /?-! /? ^ip
4^(P/2)

Li çïq(d-l)~ ———. 2^ ^q(d-l)'_ , i ^̂  -g^a-±; „ 1 ^
/7+l î |p+l ^-1 4lP- l

q^(p+l)/2 q ^ ( p - l ) / 2
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En appliquant le fait que S(p+^-i)=^p(d-i)-^(p-iHd-i^ l'inégalité (^) devient :

dim ̂ -^(X81)^ ———— ( ̂ F^4 Vd^OO)
p(p-^\)\ 2 /

i _ /'i+./r^v
- E -^-—— 0+vK^))
/? 4lp \ 2 /

9^(P/2)

— Z ^—d+^))
/?+! îlp+i v ? /

î^(p+l)/2
1 / J + /F:r4\^

-—— S ^—— (1+^)),
/ ? — 1 g^(p-l)/2 \ 2 /

4lP-l
d'où:

r ;+ /F î ~|P-I A
dim H^-l)+d (X81) ̂  ——^——— x ̂  (1 + (p (p)),

avec A>0 et (p(/?) ^ 0 quand/? -^ oo.
Ceci implique la croissance exponentielle de la suite (dim H1 (X8 )).

THÉORÈME 4 . 3 . — Soir X une variété compacte \-connexe co formelle telle que l'algèbre
H=H*(X, R) possède un système minimal de générateurs de même degré d'^2,
dim ïî+/(îî+)2=l^4, (H^^O, (H^^O. Alors la suite des nombres de Betti de l'espace
des lacets libres est à croissance exponentielle.

Démonstration. — Lexorollaire 3. 6 implique que, pour tout p^, 3, on a :

W h,=dim H^-^^X^+dim H^-1^^1 (X^)

+dim H^-1^^2 (X^^dimn^.^-dim Tl^^-i^i

-l dim ̂ (p-^(d-t)+l+dlm ̂ (p-md-D+i.

où dimrif=dimnf(X)OOQ, pour f^2. Posons f e = J — 1 ^ 3 , on a :

dimn,^1^-1)1^^1)^
î q\i \ ̂  /

et

S(p+i)(d-i)=^ Sp^_i)—S(p_i)^_i) , si p>2,
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d'où:

/ , „,. ^(p-O-fcCp+l)^;^ k(p-2)-2(p+ï)
( ) ^ ——(p-1)/^+l)—— s<-l«<i-l'- (p-2)^+l) s(p-2)(<'-l)

— — — — — L ^q(d-l)~———— L ^q(d-l)
P q\P P ^ ~ 1 î lP+1

Î^(P/2) <2^(P+1)/2

f c + l V S 1 Y S— ———7 Z^ !Jq(d-l)~ ———^ Zj ^(d-1)'< ^—( *f^«* A/ ^ ^—i
/ ? — 1 î^(p-l)/2 P — ^ q ^ ( p - 2 ) / 2

L'inégalité (^) s'écrit alors :

J^^C^^O^.^^^Îx^fl^t,)),
(. 2 \ /?-! ^-1 ^k2-4+k / p-1

où \|/(/?)-> 0 quand p -> œ. Comme fe^3, il existe A>0 telle que pour tout p assez
grand, on a :

^=dim H^-^^ (X^+dim H^-1^^1 (X51)

/ fc+ /p^4\p-2
+dim H^-^^2 (X^^A ( ——v——— ) .

Ceci implique qu'il existe une constante C > 1 telle que, pour tout n assez grand, on
a: ^^.

n

^ dimH^X^C".
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