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COHOMOLOGIE D’INTERSECTION ET FONCTIONS L
DE CERTAINES VARIETES DE SHIMURA

PAr J.-L. BRYLINSKI et J.-P. LABESSE

Introduction

0.1. MotivaTions. — La fonction zéta d’une courbe modulaire elliptique a été calculée
par Eichler et Shimura en terme de fonctions L de formes automorphes en utilisant une
«relation de congruence » reliant ’action d’une correspondance de Hecke et celle de
Frobenius sur la courbe réduite modulo p. Ensuite Shimura a étendu ces résultats aux
cas de courbes associées au groupe multiplicatif d’algébres de quaternions, déployées en
une seule place a I'infini ([33], [34]).

A la suite de travaux de Kuga, Shimura et Ihara, Deligne a montré[11] que la
conjecture de Ramanujan-Petersson était conséquence de la conjecture de Weil. Pour
cela, il introduisait la « cohomologie parabolique » d’une courbe algébrique lisse X a
valeurs dans un systéme local V :

A! (X, V)=Im H! (X, V) - H! (X, V),

pour X le quotient du demi-plan de Poincaré par I’action d’un sous-groupe de congruence
I" de SL, (2), et pour V le systéme local associé¢ a la k-iéme puissance symétrique de la
représentation naturelle de GL (2), le groupe H! (X, V) s’identifie au groupe de cohomolo-
gie parabolique défini par Shimura en termes de cohomologie de I' & valeurs dans la
représentation en question. L’isomorphisme de Shimura se réécrit alors :

Sk+2 (r)+sk+2 (r) = ﬁl (X9 V)a

[ou S, ., (I') est 'espace des formes paraboliques de poids k +2 pour I'].

Le groupe A! (X, V) a un avatar l-adique, et Deligne montrait (a '’époque, modulo la
conjecture de Weil) que les valeurs propres d’'un Frobenius y étaient de poids k+1: ce
qui donnait la conjecture de Ramanujan.

On dispose sur A! (X, V) de deux actions qui commutent : celle de 'algébre de Hecke
des fonctions a support compact sur GL(2, A), bi-invariantes par un sous-groupe
compact ouvert adéquat, et celle du groupe de Galois Gal (Q/Q). Si I'on décompose cet
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espace H!(X, V) en espaces isotypiques pour I'algébre de Hecke, le groupe de Galois
agit sur les composantes isotypiques. Les résultats de Deligne impliquent qu’en une
place p ou la représentation de ’algébre de Hecke en p est non ramifiée, la représentation
correspondante de Gal(Q,/Q,) est celle que donne la correspondance de Langlands
locale. Langlands [25] a étendu ce résultat a des représentations ramifiées de la série
principale ou des représentations spéciales. Deligne a ensuite traité le cas cuspidal pour
p#2

Langlands [26] a plus tard étudié la fonction zéta d’une variété de Shimura associée
au groupe algébrique G=B™, pour B une algébre de quaternions sur un corps de nombres
totalement réel E. Si B est indéfinie aux places réelles, de telles variétés, complétes, sont
des espaces de modules pour des variétés abéliennes avec action d’un ordre de I’algébre
opposée a B. Langlands établit pour cette fonction zéta (et, plus généralement pour des
fonctions L associées a des systémes locaux naturels sur cette variété) une expression
comme produits de fonctions L de représentations automorphes. Sa méthode nécessite
une description des diverses classes d’isogénie de variétés abéliennes en question, et
d’autre part la comparaison de la formule des traces de Lefschetz et de la formule des
traces de Selberg. L’étape cruciale consiste & comparer des intégrales orbitales issues de
la formule des traces, a des expressions combinatoires faisant intervenir 'immeuble de
Bruhat-Tits.

Cependant le cas de G=Rg,qGL, ou E est un corps totalement réel de degré d = 2
restait a traiter. Les méthodes de Langlands [26] permettent encore de calculer la fonction
L pour la cohomologie a support propre. La variété n’étant pas propre, les valeurs
propres de Frobenius ne sont pas de poids pur; or comme dans le cas E=Q), traité par
Deligne, on souhaiterait disposer de groupes de cohomologie « purs » auxquels relier des
fonctions L automorphes. La constatation s’impose alors que les groupes de cohomologie
considérés ne sont pas les bons. '

L’idée pour sortie de cette impasse a son origine dans une conjecture de Zucker [37]
sur I'isomorphisme entre la cohomologie L, d’une variété hermitienne localement symétri-
que, et la cohomologie d’intersection (au sens de Goresky-Mac Pherson [18]) de sa
compactification de Baily-Borel. Casselman, se fondant sur le lien entre la cohomologie
L, et la (g, K) cohomologie des représentations automorphes et sur la conjecture de
Zucker (démontrée par ce dernier dans le cas de Hilbert-Blumenthal) a suggéré que la
cohomologie d’intersection pouvait étre le bon objet cohomologique pour interpréter les
fonctions L automorphes (d’ailleurs dans le cas elliptique modulaire, le groupe de
cohomologie parabolique étudié par Deligne se révéle aujourd’hui étre un groupe de
cohomologie d’intersection). De plus, la cohomologie d’intersection peut étre définie dans
le cadre étale, et Gabber a démontré que dans le cas d’une variété propre, la cohomologie
d’intersection satisfait la conjecture de Weil : en d’autres termes, elle est pure.

La non-compacité introduit dans la formule des traces de Selberg un «terme
complémentaire ». Il se trouve que dans la situation considérée ce terme est nul si le
degré d de E sur Q est supérieur a 2.

En analysant la situation ainsi transformée par cette suggestion, nous fiimes amenés a
la conclusion que le phénoméne d’annulation du « terme complémentaire » devrait avoir
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pour pendant un phénoméne cohomologique d’annulation aux pointes. Nous avons alors
établi cette annulation cohomologique.. Comme I’algébre de Hecke opére naturellement
sur la cohomologie d’intersection, il est alors facile d’étudier son action et d’établir grace
a la pureté une version de Ramanujan-Petersson dans le cas de Hilbert-Blumenthal.
Nous espérons ainsi mettre en évidence le réle que la cohomologie d’intersection devrait
trés naturellement jouer dans I’étude des variétés de Shimura et des représentations
automorphes.

0.2. ORGANISATION DU TEXTE. — Un théoréme de Zucker affirme que la cohomologie
L? d’un voisinage d’une pointe d’une variété de Hilbert-Blumenthal est égale a sa
cohomologie d’intersection. Ce résultat a été étendu par Borel au cas d’un espace
hermitien localement symétrique pour un groupe de Q-rang un. A I’époque ou nous
avons entrepris la rédaction du présent travail la version définitive du travail de
Zucker [37] n’était pas encore disponible. On trouvera au paragraphe 1 une démonstration
des résultats sur la cohomologie L* et la cohomologie d’intersection utilisés dans la suite
de cet article (énoncés 1.3.6, 1.3.7 et 1.3.9). La méthode suivie ici est une adaptation
de celle utilisée par Langlands dans [25], § 2, & l’aide de techniques qui nous ont été
enseignées par A. Borel.

Le paragraphe 2 est la partie arithmétique de ce travail. Nous rappelons d’abord
quelques résultats de Rapoport concernant les espaces de modules de Hilbert-Blumenthal
et les compactifications lisses de ces espaces, construites par Rapoport [32]. Celles-ci sont
des résolutions de la compactification de Baily-Borel (qu’on sait étre définie sur Q). Cette
compactification existe au-dessus d’un certain ouvert de Spec(Z) que nous ne sommes
hélas pas capables de spécifier. Sur un corps de base donné (par exemple F)), sa fronticre
est de dimension 0: c’est ’ensemble des pointes. Au paragraphe 2.2, nous prouvons le
résultat arithmétique principal, a savoir 'annulation de la somme alternée des traces de
Frobenius sur la cohomologie d’intersection du voisinage d’une pointe (théoréme 2.2.9).
La démonstration utilise le calcul sur C fait au paragraphe 1. On prouve en fait que
toute valeur propre du Frobenius est égale a 1 (ce qui ne saurait surprendre pour une
«cusp singularity »). Le corollairc 2.2.10 donne I'annulation de la contribution des
pointes. Ces résultats sont généralisés en 2.3 au produit de Frobenius par un élément de
I’algébre de Hecke trivial a la place considérée. 2.4 étend 2.1 a des groupes unitaires de
Q-rang un; la géométrie y est un peu plus délicate. Ce résultat isolé ne sert pas dans la
suite.

Au paragraphe 3, on applique le résultat d’annulation du paragraphe 2 a 'interprétation
géométrique, des travaux de Langlands. En 3.1 on précise les groupes G étudiés et les
problémes de modules de variétés abéliennes considérés; 3.2 contient quelques rappels
sur les L-paquets, les données endoscopiques et les fonctions L automorphes. Le principal
résultat de I’article est le théoréme 3.3.1 qui exprime en terme de fonctions L automorphes
la fonction L de la cohomologie d’intersection. Nous expliquons comment le corollaire
2.2.10 et un résultat d’annulation du terme complémentaire de la formule des traces de
Selberg, permettent de démontrer 3.3.1 en suivant la méthode de Langlands. La preuve
du théoréme 3.3.1 n’utilise pas I'isomorphisme entre cohomologie L? et cohomologie
d’intersection.
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En 3.4 on raffine les résultats ci-dessus en exploitant 'isomorphisme entre la cohomolo-
gie L? et la cohomologie d’intersection; ceci permet d’obtenir une correspondance entre
représentations l-adique et représentations de Palgébre de Hecke dont on déduit une
version de Ramanujan-Petersson pour les groupes considérés grice au théoréme de pureté
de Gabber.

L’influence des travaux de Deligne et de Langlands sur le présent article a évidemment
été déterminante. Il faut y ajouter, du c6té géométrique, celle de Goresky et de MacPher-
son, et du théoréme de pureté de Gabber. Nous sommes redevables a Casselman de
I'idée de relier la cohomologie d’intersection aux représentations automorphes. Des
conversations avec Borel nous ont permis de mieux approcher les travaux de Zucker;
nous le remercions chaleureusement de nous avoir communiqué des résultats personnels
inédits. Rapoport a bien voulu nous. expliquer certaines propriétés de ses compactifica-
tions. Des conversations avec Rogawski nous ont permis de mieux comprendre certains
aspects arithmétiques. Une conversation avec Steenbrink nous a informés de la parenté
des singularités rencontrées ici avec les « cusp-singularities », dont il a étudié la cohomolo-
gie locale du point de vue de la théorie de Hodge.

1. Cohomologie L2 et cohomologie d’intersection.
La contribution des pointes

1.0. NotaTiONs. — Dans toute la suite nous adopterons les conventions suivantes. Si
G est un groupe linéaire algébrique défini sur Q on notera G' I'intersection des noyaux

des caracteres rationnels de G et G désignera la composante neutre du groupe des points
réels: G=G( R)° pour la topologie ordinaire.

Soit " un groupe discret, I'" un sous-groupe distingué tel que I'/I"" agit sans point fixes
sur un espace X, et soit (§, V) une représentation de I' dans un vectoriel complexe V,

triviale sur I'” :
&: I')T" > EndV,

on notera V le fibré sur I'\X obtenu en quotientant X x V- par la relation
(x, v) ~ (yx, E(y)v), et V le faisceau des germes de sections de V localement constantes.

Soit X une variété, V un fibré vectoriel sur X on notera &*(X, V) le faisceau des
germes de formes différentielles de degré k sur X a valeurs dans V, et si U est ouvert
dans X on notera &*(U, V) I'espace vectoriel H®(U, &*(X, V)).

1.1. GERMES DE FORMES L2 AUX POINTES. — Soit G un groupe réductif défini sur Q,
dont le groupe dérivé Gy, est de Q-rang un.

On supposera que I'espace symétrique X associé a G est hermitien symétrique. Soit
I'=G(Q) NG un sous-groupe arithmétique net ([5], §17.1), le quotient I\ X a une

structure naturelle de variété algébrique et on dispose d’une compactification canonique :
it MXsI\X.
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La frontiére d(I'\X)=I'\X—I'\X est une réunion disjointe de variétés connexes
propres et lisses puisque Gy,, est de Q-rang un [3].
On notera Z le centre de G. Considérons une représentation & de G dans un vectoriel

complexe V et triviale sur Z'. On définit une action de G sur le systéme local trivial
X x V au-dessus de X en posant :

g (x, v)=(gx, £(g) v).

Comme I est net, le quotient de X x V par I' devient un systéme local au-dessus de
I'\\X que I'on notera V; le fibré vectoriel sur '\ X associé 4 V sera noté V.

Choisissons x,€X, on notera K le stabilisateur de x, dans G. On peut choisir une
forme hermitienne définie positive sur V invariante par K'=K N G! puisque K! est
compact modulo Z! "K' et que & est triviale sur Z!. Une telle métrique sera dite
admissible. Elle définit une métrique sur les fibres de X x V — X invariante sous G'.
Comme T est inclus dans G' cette métrique provient d’une métrique hermitienne sur V.

Choisissons enfin une métrique euclidienne sur g,=1lie G invariante sous AdK, on en

L]
déduit une métrique sur X, sur le fibré des formes différentielles sur X (ainsi qu’une
forme volume) invariantes sous G!. Par produit tensoriel on obtient une métrique sur le
fibré des formes différentielles 4 valeurs dans V. A quasi-isométrie prés les métriques

sont indépendantes des choix. Pour simplifier un peu les notations, au lieu de &*(I'\ X,
V), notons &*(V) I'espace des formes différentielles de classe C*, de degré k sur I\ X a

valeurs dans V, c’est-a-dire des formes ® sur X a valeurs dans V et vérifiant :

ly)w=E(y)o  pour yel,
ou [ est la représentation réguliére (gauche) de G dans ’espace des formes différentielles
sur X.

On notera é’fz)(l’) le sous-espace des formes qui sont de carré intégrable ainsi que leur
dérivée extérieure, et on notera Hy,,(I'\ X, V) les espaces de cohomologie du complexe
€3y (V). Ce sont les espaces de « cohomologie L% ».

Soit & (V) le complexe de de Rham des faisceaux des germes de formes différentielles
sur I'\\X 4 valeurs dans V. Pour étudier les espaces de cohomologie L? on introduit un

complexe de faisceaux &, (V) sur I'\ X tel que:
jt &) s 85 (V) sixé (V).

Il suffit de décrire les fibres de &, (V) aux points de 9(I'\X). Un élément de
(x & (V)), est représenté par une forme o sur U N (I'\X) ou U est voisinage ouvert

convenable de y e d(I'\X); cet élément appartiendra & &, (V), si et seulement si, quitte
a restreindre U, elle est de carré intégrable, ainsi que sa différentielle extérieure.
La proposition suivante est due a Zucker [37].
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ProrosiTioN 1.1.1. — Les faisceaux @‘”{‘2, (V) sont fins.

D’aprés la proposition 1.1.1, les espaces Hf,(I'\X, V) sont les espaces
H* (T\X, &5, (V)). Zucker a conjecturé que la cohomologie L? en question, s’identifiait
a la cohomologie d’intersection de I'\ X a coefficients dans le systéme local V [37].

Une approche possible de cette conjecture consiste a prouver que le complexe de
faisceaux &, (V) satisfait aux conditions exigées pour étre une réalisation de I'objet

IC (IN\X, V) ([18], § 6.1).

Comme &, (V) est un sous-complexe de jx & (V) et que jx & (V) est une réalisation
de I'objet Rj« V, il suffirait de prouver que pour tout point y e d(I'\ X), en notant cd ()
la codimension de d(I"\\ X) au point y, I'application :

p: () : H' (‘gzz) (X))y - (R'j« V)y9

vérifie :

(a) p;(») est un isomorphisme si i < cd(y)—1;

(B) H' (8 (V),=0si i 2 cd ().

Dans les paragraphes 1.2 et 1.3 ci-dessous on trouvera une démonstration, que nous
avons conservée dans la version définitive pour la commodité du lecteur, de ces assertions
pour les groupes considérés dans la suite de cet article. Notre démonstration est voisine
de celle de Zucker [37] mais en différe par un usage systématique de la g-f-cohomologie
que Zucker, lui, n’utilise pas. Nous sommes redevables a A. Borel d’idées décisives.

Depuis, A. Borel a obtenu une preuve de la conjecture de Zucker pour tous les groupes
de Q-rang un.

La description détaillée des espaces (R'jx V), grace a (1.2.6) et (1.3.4) sera essentielle
pour la démonstration des résultats d’annulation du paragraphe 2.

1.2. CALCULS DE COHOMOLOGIE LOCALE. — Il convient de décrire un systéme fondamen-
tal de voisinages des points de 0 (I"\ X) : une composante b de la frontiére correspond a
une classe de I'-conjugaison de sous-groupe parabolique maximal défini sur Q. Soit P
un Q-parabolique, correspondant a b.

Soit N le radical unipotent de P, on posera N=N(R). Soit A un tore déployé sur Q
maximal dans P et soit Z,(A) son centralisateur et soit Ml P'intersection des noyaux des
caractéres rationnels de Zp(A). On posera M'=M'(R)°, A=A (R)°, M=M'Z et on
aura :

P=P(R)°’=NAM=NAM!,

avec AN M=2Z.

On notera X, ’espace hermitien symétrique associé¢ a b. On choisit un point x, € X, et
on note Q son stabilisateur dans M.

Soit K=K M P, on supposera les points x, et x, choisis de telle sorte que Q > K,.
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Soit o I'unique racine simple de A relativement & N, on posera :

A(o)={acA|a > c},
rp==rmP, FN=rmN,

et I'y sera la projection de I', dans M. La composante connexe de la frontiére attachée
aPest:

b=rI M\\M/ Q= FM\Xb'

Soit yey\X, et Z un voisinage de y dans d(I'\X) d’image réciproque £ dans M,
soit ¢ un réel strictement plus grand que 1; considérons :

Q(c, 2)=T\NEA () K/K c T\ X.

La partie Q (c, ) \U X est un voisinage de y dans '\ X. Lorsque c et X varient on
obtient ainsi un systéme fondamental de voisinages de y.

Il est aisé de calculer (R'j«V),. La démonstration qui suit est classique (cf. [19], §2).
Pour alléger un peu les notations nous supposerons & triviale sur Z.

Les ensembles Q(c, ) sont des produits Q(c, £)=(A(c)/ZNA).Q(X) ou
Q(Z) =T \NE/K, et donc H'(Q(c, T), V)=H'(Q(Z), V) puisque A (c) est contractile.
La projection :

n: Q) - NN\ Z/Kp=X (2),

a pour fibre I'\\N; on dispose d’une suite spectrale de Leray pour cette fibration dont
le terme E%? peut s’écrire :

Ef'=H? (X (2), H* (I'y\N, V)),
ou HY(I'y\\N, V) désigne le systéme local associé a la représentation naturelle de T M
dans HY(I',\\N, V).
Le lemme suivant est classique [31].

LemME 1.2.1. — L’homomorphisme H? (n, V) - H? (I, \\N, V) [ou n=(lie N) ® C] est
un isomorphisme.

Preuve. — L’homomorphisme provient de I’identification de C?(n, V) avec les formes

sur N invariantes a gauche, a valeurs dans V. Comme la représentation £ de N dans V
est unipotente et N nilpotent avec I'y co-compact une suite de dévissages permet de se
ramener au cas ou & est triviale et N abélien; et dans ce cas le lemme est facile a prouver.

On peut donc reformuler ce qui précéde en disant qu’il existe une suite spectrale
convergeant vers H (Q(c, Z), V) et dont le terme E&? est :

E2'=H? (X (), H (n, V)).
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On va de plus montrer que la suite spectrale dégénére au terme E,. Pour cela on
remarque que la cohomologie H' (Q(Z), V) peut se calculer au moyen du complexe de
de Rham des formes sur Q(X) a valeurs dans V. On dispose du sous-complexe des formes

formes N-invariantes a gauche, c’est-a-dire telles que, en notant [ la représentation
réguliére gauche :
I(no=E{m o pour neN.

Ce sous-complexe s’identifie lui-méme au double complexe :

& (X (), Hom (A" n, V)).

On munit n de la métrique de Kostant [23] et V d’une métrique admissible [8], on
peut alors définir un sous-espace de formes harmoniques [23] dans Hom (A'n, V) qui
s’identifie 4 H(n, V). La projection sur les formes harmoniques commute a la représenta-
tion naturelle de P, et donc aussi a la différentielle totale du double complexe ci-dessus.
On dispose alors d’une injection :

M @ HP(X (D), H'(m, V)) > H(Q(Z), V).

ptq=i

Compte tenu de la suite spectrale évoquée ci-dessus, il est clair que A est bijective. Si
on suppose X contractile, on peut remplacer X (X) par I'o\Q/K; ou I'o=Ty Q. En
résumé on a la :

ProprosiTION 1.2.2.

(R'ja V),=lim H' (@ (c, T), V)= @ H? (T\Q/Kyp, H* (n, V)).

o ptq=i

Nous allons maintenant étudier les #* (&, (V)),- Bien entendu les conditions L?

interdisent ici de négliger A (¢); d’autre part, il a semblé difficile de déterminer le terme
E, de la suite spectrale de Leray en cohomologie L2 Pour pallier ce dernier inconvénient,
il a paru commode de transcrire notre probléme en termes de « g-f-cohomologie » ou
I'on dispose de la version relative de la suite spectrale de Hoschschild-Serre qui en est
I’analogue [8]. Nous poserons p=(lie P) ® C et f,=(lie K;) ® C.

Soit ® une forme sur Q(c, X) a valeurs dans V, elle peut se représenter par une forme

notée encore ® sur N A (c)/K, a valeurs dans V et vérifiant :

IMo=E(r)o  pour yel,

On va définir une forme sur N£ A (c): on posera n=£ ! ® en considérant & comme
une fonction sur G a valeurs dans End (V) et ot @ est 'image réciproque sur N A (¢)
de ®. On a ainsi défini une forme n sur N A (c) qui vérifie (cf. [8], p. 213, VII-2-7 et
251, 82, p. 7):

@ I(y)n=n.

4° SERIE — TOME 17 — 1984 -— N° 3



COHOMOLOGIE D’INTERSECTION ET FONCTIONS L 369

(i) r(k)n=E& (k)" n pour keK, et ou r est la représentation réguliére droite.

Si X est un vecteur dans l'algébre de Lie on notera X le champ de vecteurs invariant
a gauche sur le groupe associé, et i(X) sera le produit intérieur par ce champ de vecteurs.
Les formes n vérifient de plus la condition.

(iii) i(X)n=0 pour tout X ef,.

Soit maintenant X un champ de g-vecteurs invariant a gauche associé a X € A?p. Soit
o une forme de degré ¢, on posera :

fm,X=i(X) (O

la fonction f, x est définie sur ZT,\NEZ A (c) et prend ses valeurs dans V. Demander
que o soit L? revient a demander que Jo.x le soit pour tout X. On dira que f est dans
L% si pour tout Ze% (p) l'algébre enveloppante de p alors f * Z est L2 Si Jo,x est
dans L>*® pour tout X on dira que o est L? ainsi que toutes ses dérivées, ou
simplement L% *®,

Si o est une telle forme, dw sera aussi L2. On notera %) (Q(c, ), V) I'espace de ces
formes, et &%, (y, V)™ I'espace des germes de ces formes (pour ¢ — oo et £3y):

&l (y, V) =lim &%, (2 (c, X), V)™
(c, X)
On aurait pu également définir &%, (y, V), Cest-d-dire I'espace des germes, L* ainsi
que leur différentielle extérieure.

ProposITION 1.2.3. — L’application naturelle H (8, (y, V)®) » H (€5, (», V)) est un
isomorphisme.

Cette proposition nous a été communiquée par Borel [6]. Nous esquissons ci-dessous
certains de ses arguments, pour la commodité du lecteur.

Soient @ comme ci-dessus et ae%* (Z\ P) on définit  * o en posant :

&*a=Lva@nu»6@,

ou r est la représentation réguliére droite.

Posons Q (c, £)=ZT'x\N £ A (¢), de sorte que Q(c, ) =Q (c, Z)/Kp. Soit ® une forme
de classe C*®, de carré intégrable sur Q(c, X), alors si ¢ <c, et £, c X, la forme o * o
sera définie sur Q(c,, T,) si le support de a est assez petit au voisinage de I'identité de
Z\P; de plus ® * a sera de carré intégrable ainsi que toutes ses dérivées.

Supposons o bi-invariante sous K, alors o * o sera invariante a droite sous K.
Notons &, Q(c, D), V)k, le sous-complexe des formes K, invariantes a droite.

En passant aux germes (pour ¢ — oo et X2y) on vérifie que la régularisation est
homotope a I'identité et ’homomorphisme naturel :

lim H' (£, (2 (e, £), V) — lim H' (&4, (@ (¢, D), V)g,)
X ¢, X
est un isomorphisme.
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On souhaite travailler sur Q(c, £)=Q(c, £)/K,. Or la régularisation respecte I'inva-
riance a gauche mais pas nécessairement la condition (iii) ci-dessus :

iX)o=0 si XeLieK,.

Dans le cas de Hilbert-Blumenthal, K,={1} et il n’y a plus rien a démontrer. Dans le
cas général, Borel montre I’existence d’une suite spectrale :

EX1=H? (£ (Q(c, 2), V) @ HI (Z\Kp) = H' (8 (Q(c, T), V)g,)

ainsi que de la suite spectrale analogue pour L? ® (dont la construction est plus facile),
ceci force 'isomorphisme souhaité de la proposition 1.2.3.

Soit ® une forme sur Q(c, X) a valeurs dans V représentant un élément ae &%, (y, V)=,

et X un g-vecteur dans A?p, on définit f, x comme ci-dessus; c’est un élément de
L2(Q(c, X)) ® V si c est assez grand et T assez petit.

En posant W (c, )=L2(Q(c, Z))*, on voit que, par définition méme des Cip, 5 ...)
I'application o (X f,, ) induit un isomorphisme :

6 (2, 2), V)* > C(p, B W(, D)@ V)

et, en passant a la limite inductive si on pose :

W ()=lim W (¢, )

X
on a €ncore

EH V) =Clp, L, WO V),
ces isomorphismes commutent aux différentielles et donc :
Hipy (60 (0, VIO)=H' ®, & W) ® V).

Le point y restera fixé dans la suite et nous 'omettrons dans les notations, et par
abus de notations, nous représenterons un élément feW par une fonction encore
notée fe W(c, X).

On va décomposer W en somme directe de sous-espaces : soit f € W on posera :

M= f(np)dn, peP.

I'N\N

On suppose que vol (Fy\N)=1 de sorte que f+> f N est un projecteur (on utilise que
I'p normalise N et Ty, et que la mesure de I'y\\N est invariante par les automorphismes
définis par I'p). On notera W™ son image et Wy son noyau. Une fonction dans WN est
N-invariante; une fonction dans Wy est dite parabolique. Nous allons d’abord montrer
que:

(%) H' (p, t; Wy ® V)=0.

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N°3



COHOMOLOGIE D’INTERSECTION ET FONCTIONS L 371

Pour cela considérons la suite centrale descendante dans N :

N=Ny=>N;> ... 5N, > ... > {1}

et la suite correspondante d’idéaux caractéristiques :
n=n,>omn, >...>n >... >{0}

Les sous-algébres n, sont des idéaux de p (comme P est maximal on a r < 2). On
posera de plus I',=N, N\T. En remplagant N par N, et I'y par I', on définit comme
ci-dessus un projecteur p,: f— fNr.

Soit Wyr+1=Imp,,, N Kerp,; Cest le sous-espace des f telles que fNr=0et f=fNr+1,
Une double utilisation de la suite spectrale de Hochschild-Serre montre que (*) est
impliqué par :

(**) H? (“r/nr+ 1 H* (nr+ 1> V) ® w§:+1)=0

Pour montrer (**), comme n, agit de fagon nilpotente dans H(n,, ,, V), il suffit de
montrer que :

(k%) H? (n,/m, ., Wr+1)=0.

La démonstration qui suit est une généralisation de la preuve que donne Langlands
du phénomene ci-dessus dans le cas particulier G =GL, ([25], §2).

Soit f GWS;“, on peut la développer en série de Fourier sur le tore compact
Nr/Nr+1rr=L:
fEp=7Y fi@e™®  XeLieN,

LeA
L#0

ou A est un réseau dans le dual de I'algébre de Lie L de L.
La forme linéaire A=0 n’intervient pas car par hypothése f,=f™=0. Choisissons une
structure euclidienne sur L et soit (X,) une base orthonormale. Les X, définissent des

champs de vecteurs invariants a gauche notés X, sur N, \P et donc des opérateurs
sur N, , ; Tp\NE A (¢) notés encore X,. Soit pe P, on vérifie immédiatement que :

X ) @)=1(Ad(P). X,) £, ().

Nous poserons :

dim L

A p)=— X MAd(p). X))

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



372 J-L. BRYLINSKI ET J.-P. LABESSE

Lorsque p varie dans N A (c) et A dans le réseau A privé de {0}, la fonction A (A, p) ™!
est bornée, ainsi que ses dérivées par rapport a p. Soit f=) f, comme ci-dessus, on
définit un opérateur de Green en posant :

£ @)

(G (p)=2A(?» 0

Vu les propriétés des fonctions A (A, p), il est clair que G f eWE:H et que:
dim L
AGf=f si A=-Y X2
a=1
Soit maintenant ® e Hom (A*L, ¢~ (T, N, 1 \P)) on pose :

dim L

do=—Y X,.iX)Jo e Ao=(dd+3d) o.
a=1

On voit facilement que i(X) Ao=Af, x si Xe A*L. Il est également facile de vérifier que
si fo,x€WN*1 pour tout XeA*L alors G f;, ye WN:+1, pour tout YeA* L. Soit

eeHom(A* 1L, ¢°(I',N,,,\P)) tel que Jo.v=G fs0,y- On a alors do=0o si do=0.
On en conclut que:

HF (m,/n, . ;, Wy +1)=0.

Passons a ’étude de W™, C’est la limite inductive des
W(c, DN=L2(ZT\\A (¢)E, a~?*d* ado)
ol p est la demi-somme des racines positives (o et 2 a) avec leur multiplicité. Utilisons de

nouveau la version relative de la suite spectrale de Hoschschild-Serre [8]. La cohomologie
H*(p, kp, WN ® V) est I’aboutissement d’une suite spectrale ayant pour terme E54:

E24=H? (p/n, t,, WN ® H? (n, V)).
Posons m=lieM ® C et a=lieA ® C. Choisissons un supplémentaire a; de aM\m

dansa. Onap/n>~m@® a,.

Comme dans la démonstration de la proposition 1.2.2 ci-dessus, Iutilisation de la
métrique de Kostant [23] sur n permet de définir un sous-espace de formes harmoniques
sur n 4 valeurs dans V, noté H(n, V), stable par la représentation naturelle de m @ a,,
et on dispose dans € (p, I, WN® V) d’un projecteur sur le sous-complexe de formes
harmoniques sur n:

(Mm@ a,b; W H (n, V)).
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On en déduit que la suite spectrale dont le terme E%? a été donné ci-dessus est
dégénérée et donc que :

H@ LW V)= @ H(m®a, L; W ®H @x, V).

ptq=i

Maintenant WN est limite inductive d’espaces L2(ZTy\\A (¢c)Z, a~?*d*ado)* et on
a une inclusion :

L2 (A (c), a % d*a)® ® LZ(ZT\\\Z, do)® —» L2 (ZT\A (¢) £, a~?* d* a do)™.
Par ailleurs on sait [23] que les espaces H (n, V) se décomposent suivant les représenta-
tions de MA en sous-espaces irréductibles (intervenant avec multiplicité 1) :
H*(n, V)=® H* (n, V),.
Nous noterons e~ " le caractére de A dans H* (n, V),.

Posons :
H*(c, v)=H*(a,;, L>(A; (¢), a >*d*a)* ® e ")
et
AL 9(Z)=H'(m, I, L2 (ZT\,\2)® ® H (n, V),).
La formule de Kiinneth fournit des homomorphismes :

hm @ Hs (C, V;_) ® A;.‘q (E) g Hp (m @ al, tI” WN ® Hq (n, V)).)

ey Stt=p

ProprosITION 1.2.4. — Les homomorphismes ci-dessus sont bijectifs.

Preuve. — Supposons X contractile, alors ZT',\EA (c) est isomorphe au produit
Z x(ZT'g\Q) x A (c) avec ZI'o\ Q compact. Supposons de plus T étoilé. Il résulte du
lemme de Poincaré pour X et de la compacité de ZI'y\ Q que la cohomologie de (m, T;)
a valeurs dans L2(ZT,\\£)® ® H/(n, V), est de dimension finie, représentable par les
images réciproques des formes harmoniques sur ZI'y\ Q. La projection sur les formes
harmoniques est homotope a I'identité. Notons B 'opérateur d’homotopie. L’opérateur
1 ® B sur les formes sur A, (c) x (ZI'y\£) définit également une homotopie et on en
déduit la proposition.

On renvoie a Zucker [37] pour la vérification des assertions suivantes :

1 si v, <p
. . 0 _ A >
>i) dim H® (c, vx)—{ 0 Siv,>p.

ou p est la demi-somme des racines de A dans N comptées avec leur multiplicité;

si v, #p,

0
(ii) dim H! (¢, v;) ={ .
s si v,=p.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



374 J-L. BRYLINSKI ET J.-P. LABESSE

On dira que v, =p est exclu si:

lim Ay4(Z)=0 lorsque v,=p.
z

Dans ce cas H' (¢, v;) ne contribue pas & # (&, (V),).
En passant a la limite sur T on obtient alors le :

THEOREME 1.2.5. — Siv,=pestexcluona:

(' 8o (V)= & HP([\QK,, H (n, V).
V1<P-

Dans certains cas 'espace I'o\Q/K, est un tore topologique t. Sa cohomologie dans
un espace de type A sous MA est nulle si M I'q n’est pas trivial. Dans le cas contraire,
nous écrirons A | I'y=1 et on aura simplement :

H? (F\Q/K,, H? (w, V),)=H" (7, C) ® H' (w, V),.
PROPOSITION 1.2.6. — Si v, =p est exclu, et si T \Q/K, est un tore t alors :

(Rij* V)y= ® H* (T, C) ® H* (“’ V)l

ptq=i
ATq=1

et
H 8y (V),= @ HP(r,C)®HI(n, V),

ptgq=i
A|TQ=1

<p

Nous allons maintenant étudier les H?(n, V), dans un cas particulier, et nous compare-
rons #(IC" . . .) et S (8y).

1.3. UN cas pARTICULIER. — Considérons un corps totalement réel E de degré d sur
Q, une extension quadratique totalement imaginaire F de E, et une forme hermitienne H
sur F**1 non dégénérée, et de rang isotrope égal a 1, c’est-a-dire :

0 o0 I
H={0 H, 0]}
1 0 o

ou H, est anisotrope sur F"~ !, Nous noterons par G, le groupe spécial unitaire de H et

par G, le groupe unitaire de H,, que nous considérerons comme groupes algébriques
sur E.

Si x est une matrice a coefficients dans F nous noterons x* sa transposée conjuguée.
A conjugaison pres, un parabolique maximal défini sur E peut s’écrire :

EO =M0 éO EO’
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avec, pour tout anneau R contenant E :

A 0 0
AO(R)= 0 ‘ln—l 0 KERX ’
0 0 Al
MoR)={/{10 u 0 ueG, (R) (’
0 0 A
A*detu=1

1 x 2 xe(F® R)"!
E

ﬁo(R)=g 0 1y —x* zeF®R
E

( 0 0 1
xx*+z+z*=0

Les racines de A, dans N, sont a, et 2a, avec pour multiplicité respective 2(n—1) et

1; la demi-somme p, vérifie la relation :
Po="n 0.

Choisissons dans G, (C) = SL,,, (C) un tore maximal T, et un sous-groupe de Borel

tels que :
Ao (C) = Ty = My (€). A (O)

et

Ty = By = Py (C).

Notons A, ’ensemble des racines positives de T,, A(M) I’ensemble des racines positives
de T, dans M, (C), et W I’ensemble des ce W, (le groupe de Weyl de T,) tels que

1 A(M) c A,; enfin [ (o) désignera la longueur de . Il est facile de vérifier les lemmes
suivants (cf. [37], § 6) :

LemMmE 1.3.1. — Soit ® un poids dominant fondamental et c€ W} alors :

1. sil(c) Sn—1, o0, 2 0;

2. sil(0) 2 n, o0y, 0.

Les mémes inégalités sont donc vraies pour tout poids dominant.

LemMME 1.3.2. — Soit p, la demi-somme des racines positives et € W} alors :

1. sil(0) Sn—1, 6pg sy > 0;

2. sil(c) = n, op, IAo <0.

En effet p,—op, est la somme des racines B positives telles que off soit négative et on
vérifie que :

(5—‘050) (A0=l(°') %o si I(oc) =n—1

et

(P—0P0) [rg=(1(®)+D g si I(c) Z n—1.
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On en déduit, que si p, est un poids dominant on a la :

PROPOSITION 1.3.3. — Soit Ay=0 (Lo + Po) — Po avec o€ W} alors :
L (=)o) |ag < Po=nag sil(c) Sn—1;
2. (—Ag)|ag > Po=n0g sil(c) 2 n.

Preuve. — Cela résulte des lemmes précédents et de ce que p, | Ao=Po- On considére
maintenant G =Rgq G, on dispose de d plongements 6;de Edans Ret G=G, x . . . xG,
avec G; =G, (E ® R); on définit de méme A, M,, N,, o, W/, etc. On posera o.=Ng,q %,

0;

et M' sera le noyau de o dans Rgq(MgA,). Avec les notations des paragraphes
précédents on voit que si on pose A'=M' N RgqAq ona:

Al=A" (R)°=Q/K;

et le groupe discret I'y, sera un sous-groupe d’indice fini des unités de E* et T\ A" est
un tore topologique T.
d

Soit V= ® V,; l'espace d’une représentation irréductible de dimension finie de

i=1
G=][]G,, de poids dominant p=) p; d’aprés le théoréme de Kostant [23], les poids
dominants A; des représentations de M; A; dans H% (n;, V;) sont de la forme :

Ai=0; (W + p:) — P
avec ;€ W} et ¢;=1(o)).

Conformément aux notations du paragraphe précédent on pose v,,=(—A;) |5, et on
sait que v, =m;o; avec m; <n si l(c)=q; <n—1 et m;>nsi I(c;)=q; 2 n en vertu de
la proposition 1.3.3. La condition A | I'o=1 revient a demander que m; soit indépendant
de i.

En particulier v, =p est exclu, car si A | Fo=1 alors v,=) m,o;=my0 avec my # n

(proposition 1.3.3). Les hypothéses de 1.2.6 sont donc vérific¢es. On peut maintenant
énoncer le :

THEOREME 1.3.4. — Soit G comme ci-dessus et soit y un point de la frontiére de T\ X
alors :

d
(R"jx V),=#"(6),= @® H(,O)® <® H% (n, Vi)lg)
p+Iai=r i=1
VA =mo aj

r'no <n
sir<nd—1, et #7(83),=0 sir = nd.
Preuve. — 1l suffit d’étudier les A tels que v,,=m,a.
(a) si my < n on sait que I(c;)=¢; < n—1 et comme t=T,\A"! est de dimension d—1
d
onar=p+) ¢S (@d—1)+(@m—1)d=nd—1. Dans ce cas #" (€2),=(R"jx V), et admet

Pexpression du théoréme.
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d

(b) simy > nalors g;=I(c) Znetdoncr=p+ Y q; = nd et #7(&,),=0.
i=1

CoroLLAIRE 1.3.5. — Pour G comme ci-dessus la conjecture de Zucker est vérifiée
(cf. [37], §6), C’est-a-dire que :
HE, (IN\X, V) =IH* (I'\X, V).
Cette conjecture de Zucker a été établie par Borel pour X espace hermitien symétrique
de Q-rang un [6].

Nous utiliserons dans la suite les corollaires suivants du théoréme 1.3.4. Posons :

R,= ® H!(@m, V),
A|Tq=1

COROLLAIRE 1.3.6. — Sous les hypothéses de 1.3.4 on a:

H (é’;z) (_Y))y=,}fi (IC (IN\X, V)),= & H(5, )®R,
ptq=i
gsd(n—1)

Les groupes du type G=RgqSL, sont obtenus comme cas particuliers (n=1). On
vérifie dans ce cas facilement que R, =0 sauf peut-étre si g=0 ou g=d. D’ou le :

CoroLLAIRE 1.3.7. — SiG=Rg,gSL,ona:

H(,C)®R, si i<d—1,

A (6 (X))y=‘#i ac (f‘\X, V))={ 0 si i2d

On peut reformuler (1.3.5) au moyen des espaces de g-f-cohomologie. Soit
L2=L?(ZT'\G) et L>* le sous-espace engendré par les fonctions @ * o avec peL? et
ae ¥ (G); en reprenant les notations et les conventions du paragraphe 1.2 ci-dessus on
voit que I’on dispose d’une injection :

C@EL* ®V) =&, ([I\X, V) 5 & (T\X, V).
La démonstration 1.2.3 était en fait inspirée de celle de la proposition suivante due a
A. Borel.
ProposITION 1.3.8. — L’homomorphisme naturel :
Hi(g  L** ® V) > H, (T\X, V)

est un isomorphisme.

Il résulte des travaux de Borel et d’un lemme de Casselman, que sous nos hypothéses
ona:

H@E@gtLl*»*®@V)=@m(t,T)H (g e V),
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ou m(m, I') est la multiplicité de la représentation n de G dans le spectre discret de L2.
Nous admettrons ce résultat sans démonstration; toutefois pour les groupes considérés
dans la suite (a Pexception de 2.4) il n’est pas difficile de généraliser la méthode utilisée
par Langlands dans [25], § 2, lemme 2.8, pour obtenir ce résultat. Nous utiliserons le :

CoROLLAIRE 1.3.9:

IH(M\X, V)=@m(n, NH (g LEr®V).

2. Cohomologie d’intersection des variétés de Hilbert-Blumenthal
sur un corps fini : somme alternée des traces du Frobenius

2.1. L’ESPACE DE MODULES ET SA COMPACTIFICATION DE BAILY-BOReL (d’apres
Rapoport [32], §1 et 4). — Soit E un corps de nombres totalement réel, ¢y ’anneau des
entiers de E, U le groupe des unités, U, le groupe des unités totalement positives, U, le
groupe des unités congrues & 1 modulo n. Soit d le degré de E sur Q.

Un schéma abélien d multiplication réelle (par Og) sur un schéma S est une paire (X, m)
consistant en un schéma abélien X — S et un homomorphisme Oy — End (X) telle que :

(*) localement sur S, le O ® Og-module Lie (X) est libre de rang 1.

Si (X, m) est un schéma abélien a multiplication réelle, (X*, m*) défini de maniére
évidente, est un schéma abélien & multiplication réelle.

Une polarisation (sous-entendu Og-linéaire) de (X, m) est une polarisation A: X — X*
telle que m(a)* cA=Aom(a) pour tout ae@g. Toute variété abélienne a multiplication
réelle sur un corps posséde une polarisation. De plus, il n’y a pas d’obstruction a déformer
la variété abélienne a multiplication réelle, ni sa polarisation.

Si (X, m) est une variété abélienne & multiplication réelle sur un schéma S, le faisceau
2 pour la topologie étale des morphismes Og-linaires symétriques A: X — X* est un
faisceau localement constant en @g-modules projectifs de rang1; les A qui sont des
polarisations forment un sous-faisceau stable par multiplication par un élément totalement
positif de Og; ce sous-faisceau définit une notion de positivité 2, localement constante
sur le faisceau 2 en Og-modules projectifs (le sens de ceci étant évident).

Si on se donne (L, L,): un Og-module projectif de rang 1 muni d’'une notion de
positivité, Rapoport introduit le champ .#" qui 4 un schéma S associe le groupoide des
schémas abéliens a multiplication réelle (X, m) sur S munis d’un isomorphisme de
faisceaux étales de Og-modules avec notion de positivité :

a: (9’,9”+)3(L, L,)

et prouve qu’il admet un espace grossier M" au sens de [39], § 1, Def. 8.1.

Soient 2! I'inverse de la différente et 23! la notion de positivité induite par les
éléments totalement positifs de E. Tout a: (2, 2.,) 5 (271, 2;') définit un isomor-
phisme entre AZ X, et O ® p, (ol n est un entier et X, le groupe des points d’ordre n
de X).
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Par structure de niveau on entend alors un @g-isomorphisme B: X, — (Og/n Og)* dont
le déterminant appartient a Isom (g, Z/n). D’out un champ algébrique .#2 "' sur Z[1/n]
qui admet un espace grossier :

=,
9-1 " arp-1
M, - M] .

Comme d’habitude, pour n 2 3, =, est un morphisme étale (i.e. M? " est un espace
de modules fins).

Il y a une action de U, sur .ﬂf’_l (veU, transforme o en y.a). On a donc une
action de U, sur M2 "; celle-ci est triviale sur le sous-groupe U2 parce que pour
(X, o, B) une section de .#2 ~! au-dessus d’un schéma S et pour x e U, ’automorphisme
de X induit par x, transforme (X, a, B) en (X, x%a, x ).

Du fait que MZ ™" est réduit, on déduit alors que Paction de U2 sur M? " qui est
triviale sur les points géométriques, est en fait triviale.

Le champ .#? _1/U+ admet comme espace de modules grossier I'espace algébrique
S?7', quotient de M? ™' par I'action de U, /U2 Du fait que pour n = 3, M? " est lisse
sur Spec Z[1/n], on déduit que les fibres géométriques :

S?™'  x  Speck

Spec Z [1/n]

de S? ! sont « rationnellement lisses » ¢’est-a-dire que pour | premier a la caractéristique
de k, le complexe de Q,-faisceaux Q,(d) [2d] est dualisant pour les Q,-faisceaux étales.
(Comparer a [13], exemple 6.2.1.)

L’ensemble galoisien des composantes connexes de S2 TR0 est Isom (p,, Z/n). Soit
G* le groupe algébrique réductif sur Q, défini comme produit fibré :

G*s RE/Q GL(2)

b

G,s RE/Q Gn

On a un choix naturel de h: C* - G*(R) = GL(2, R)* ou X est I'ensemble des plonge-

: a
ments réels de E : sur chaque composante on prend h(a+ib)=(b . > Pour tout n

on peut choisir un sous-groupe compact ouvert K, de G*(A ) et identifier S? "®0a
la variété de Shimura Sg_(G*, h) (ou plutét a son modéle canonique au sens de Shimura).

On traite de fagon analogue les variétés de Shimura attachées a des groupes G
intermédiaires entre G* et G = Rg/q GL, et a des sous-groupes K plus généraux (cf. §3. 1).

Toutefois, pour simplifier ’'exposé, nous nous limiterons dans ce paragraphe 8 G=G*
et K=K,.

Rapoport décrit des compactifications de .#2 ~" au-dessus de Spec(Z[1/n]), a I'aide de
la théorie de Mumford des variétés abéliennes dégénérantes. Il appelle pointe une suite
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exacte de Og-modules projectifs 0 > P—->H >N -0 ou P et N sont de rang 1, munie
d’un isomorphisme :

a: (AZH)*=(P.N*=2"'.P'. N'35397
ou pour A un Og-module, on a pos¢ A*=Hom; (A, Z) muni de la structure de Og-module

évidente. On a :

27! ® Hom, (A, Og) ~ Homg, (A ® 2, Op) ~ Homg, (A, 271) ~ A*
O

(via la trace).

On identifiera la pointe définie par I'isomorphisme a a la pointe définie par I'isomor-
phisme y . a pour yeU,.

On pose alors M=92 "' . P~' _ N=2"'.N? muni de la notion de positivitt M, déduite

de 2;' et de la structure de positivité naturelle sur N2 On pose U'=U? et
RUM)=[Z[[...q". Ilmeioy oM, 1"

Plus généralement, pour n = 1, une I' (n)-pointe est une pointe munie d’un isomor-
phisme de Og-modules :

B: H/n.H S (Og/n. O)*

de sorte que A’ B soit égal a I'inverse de a*: Og/n. Og > A7 H/n. A; H.
On identifiera la I" (n)-pointe définie par (a, ) a la I' (n)-pointe définie par (y. o, B).
On pose alors M=(1/n). 2~ 1 P 1. N, muni comme plus haut d’une notion de

positivitt M,. On pose U'=U? ou U,={neU, n=1modn.0Og} et on introduit de

méme RV (M).

On se fixe une I' (n)-pointe.
On peut trouver une décomposition du cone dual M% = M de M,z = Mg en cones

polyédraux rationnels {o,} qui vérifie les conditions suivantes :

(a) pour w’eU’, on a v’. 5, =Gy pour un B convenable;

(b) modulo cette action, il n’y a qu’un nombre fini de polyédres o,.

Supposons choisie une telle décomposition. D’aprés la théorie des variétés toriques
([22], chap. I) on lui associe une immersion ouverte équivariante du tore S de groupe de

caracteres M dans un schéma normal localement de type fini sur Spec(Z), noté S ,; on

suppose de plus S, lisse.
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Soit T le tore constant de fibre P® G,, sur S, ,, dont les caractéres sont notés %"

pour reP*. 1l est muni d’'une action naturelle de @Og. On obtient un homomorphisme
Og-linéaire a’ du groupe constant N sur S dans T en envoyant neN en la section

a’ (n)eT(8) telle que pour re P*:
@ mW)=q""

(on observe que r.n appartient 4 2 1. P~1. N = M).

Pour tout a, soit S, le complété de S, le long de S, —S. La théorie de Mumford,

appliquée au « morphisme de périodes dégénérantes » o/’': N —» T permet de construire
un schéma semi-abélien T/N sur Scw qu’on note X . Lorsque 63 < ©,, on a un morphisme

naturel SUB - S, et X, est 'image réciproque de X, . De plus, on vérifie que la restriction
X9 de X, 4 §) =S, —(S,,—$S) est un schéma abélien & multiplication réelle muni d’un

isomorphisme :

@ (P(XQ), 2(XY).) 3 (@7, 27,

De plus, on a un isomorphisme canonique : Lie(X,)=P® (95%.

Par recollement des complétés formels S, de S, le long de S, —S (qui sont des
schémas formels affines), on obtient un schéma formel S ;. Son quotient par I'action de
U’ existe, on obtient un schéma formel noethérien, noté Sg }/U’" et on a:
L' (S5,/U’, 0)=RY (M).

On a une suite exacte de schémas en groupes sur Sfu:
0 (n~! P/P) (1) - (Xg), » (n" N/N) - 0.

Comme on peut étendre a’ 4 n~ !N, on obtient une injection de schémas en groupes
finis ™' N/N & (X2), d’ou (X2),=(n""P/P)(1) x (n”* N/N).

Ici intervient un point extrémement délicat ([32], p. 304-5). Si on choisit un scindage
de la suite exacte de Og-modules :

0->n'PP>n'HH-n'NN->0
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au-dessus de S2 ® Spec(Z[¢,, 1/n]) on peut définir un objet de .#2 ' (au moyen, on

suppose, d’un isomorphisme choisi au hasard n™' P/P~n~! (0g/0g). Les scindages de
cette suite exacte forment un espace principal homogéne sous le groupe
Hom (n"'N/N, n™! P/P)=n""' M*/M*. Pour chaque scindage o, on a un objet </, de
M2 “'. 1l se trouve, comme le montre Rapoport, qu'on peut définir une action 1t de
n~!M*/M* sur S§2 ® Spec(Z[¢,, 1/n]) telle que t(a)* o, s’identifie & o/, pour tout

aen”! M*/M* (avec la condition de compatibilité habituelle). Si maintenant on remplace
St?u par la limite projective du diagramme déduit de cette action du groupe n~! M*/M*,

. , . . e, . -1 .
on obtient un schéma muni sans ambiguité d’un objet de .#2Z . Par abus de notation,
on note encore S;’a ce schéma, qu’on se garde d’identifier avec la variété torique complétée

construite explicitement plus haut.

Pour n fixé, une décomposition I (n)-admissible est la donnée, pour chaque
I (n)-pointe ¥, d’une décomposition polyédrale {c}} de M* g, compatible aux isomorphis-

mes entre I (n)-pointes. Rapoport définit alors une immersion ouverte j: .#2 ' & Jl?(;:}

et un isomorphisme entre le complété formel de .#2_ ", le long de « sa partie & I'infini »

n {Gq}

et la somme disjointe sur les c¢lasses d’isomorphie de I (n)-pointes, de
(S ,/U") x Spec(Z[C,, 1/n]) de telle sorte' que pour tout o, la variété abélienne sur SG‘L

obtenue par la construction décrite plus haut « coincide » avec I'image réciproque de la

crLr Jon . -1 . , . . 5r .
variété abélienne universelle sur .#2 ~ (ceci n’étant qu’une approximation de I’énoncé
exact, qui se trouve dans [32], théoréme 5.1).

M ?{;:} est un espace algébrique propre sur Spec(Z [1/n]); avec les précautions prises dans
le choix des décompositions polyédrales, il est aussi lisse sur Spec(Z [1/n]) et le complément
de #? “' dans .« ;f”{;:, (réduit) est un diviseur a croisements normaux relatif sur
Spec(Z [1/n]). On dispose d’un schéma en groupes semi-abélien sur J//,?{;:} qui prolonge
la variété abélienne universelle sur .22~ ", 1l nous sera commode de simplifier les notations
en posant M =.M2"", M =.M2_) [on noubliera pas que .# dépend du choix d’une
décomposition I (n)-admissible]. Pour % une pointe, on notera .#® la composante du
diviseur relatif .# — .# correspondant a %.

On construit de méme une compactification S de ’espace grossier S=SZ~ !, Sa structure
au voisinage de S—S est identique a celle de .# —.#, parce que le morphisme
M— M —S—S est étale.

On dispose de la compactification de Baily-Borel (sur Q) S ® Q — S ® Q; composante
connexe par composante connexe, c’est la compactification décrite au paragraphe 1. Elle
est habituellement décrite sur C, mais il résulte de sa description comme spectre projectif
de I'algébre log-canonique de S [40] qu’elle est bien définie sur Q. Ici le lieu a linfini S®

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — No 3



COHOMOLOGIE D’INTERSECTION ET FONCTIONS L 383

est de dimension 0. On ne sait pas I’étendre en une compactification de S [sur Spec (Z[1/n])
mais on peut au moins trouver un ouvert W de Spec(Z[1/n])] et une compactification :

7
S|lw -

Se

5 &
Nt/
W

de sorte que S soit fini et plat sur Z, et qu’on ait une factorisation :

7o
S|qu‘w

SNt
J ‘S

ou 7 est un pseudo-isomorphisme au sens de [14].

Remarque. — On aimerait pouvoir construire S au-dessus de Spec(Z[1/n]) en contrac-
tant les diviseurs S, mais il n’est pas méme clair qu’on puisse les contracter au-dessus
de F,. Toutefois dans le cas d=2 (i. e. E quadratique sur Q) on peut appliquer un critére
d’Artin [1] pour contracter S ® Spec(F,) : la matrice d’intersection des composantes de
ce diviseur étant la méme sur F, que sur @, car les nombres d’intersection s’expriment
en termes de caractéristiques d’Euler de complexes de faisceaux cohérents, plats sur
Z[1/n].

Le lemme suivant résulte immédiatement des travaux de Rapoport, rappelés plus haut.

LeMME 2.1. - Soit x un point fermé de S. Il existe un tore S déployé sur x(x) et une

action de S sur 1~ (x) dont les orbites sont en nombre fini.

2.2. LE COMPLEXE D’INTERSECTION DE S ® Spec(F,) : UN RESULTAT D’ANNULATION. — On
choisit un morphisme Z[1/n] - F,. Pour 1t g, on s’intéresse au complexe d’intersection
IC S® F, Q) tel qu’il a été introduit par Deligne (voir [18], [10]). Dans le cas présent,
ou S® F, est rationnellement lisse en dehors d’une sous-vari€t¢ de dimension 0, il est
trés simple a décrire. Si on note encore j I'inclusion de S® F, dans S® F,, on a:

IC S®F, @)=14,-1 Ry (Q),

Comme on ne sait rien sur la topologie de S ® F,, on doit s’appuyer sur les renseigne-
ments sur IC’ (S® C, Q) rappelés au paragraphe 1. Au-dessus de notre ouvert W de
Spec(Z[1/n]), on dispose de S; au-dessus de W[1/[]=W,, on a sur S le le complexe de
Q-faisceaux R;. Q;; quitte a restreindre encore W, on saura que les faisceaux de cohomolo-
gie de ce complexe sont constructibles en vertu de [SGA4 1/2], théorémes de finitude en
cohomologie l-adique, théoréme 1.9. De plus la formation des R'j« @, sera alors compati-
ble 4 tout changement de base ultérieur (méme référence). Il faut prendre garde que ce
théoréme de Deligne vaut pour les faisceaux étales de torsion sur un anneau noethérien.
Toutefois, la commutation aux changements de base de la formation pour R'jx(Z/])
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pour tout i implique le méme fait pour R'jx(Z/I"), donc en passant a la limite, pour
Rijx(Z).
Ces considérations rendent évident le :

LemME 2.2.1. — Pour | donné, il existe un ouvert dense W; de W, sur lequel sont
vérifiées les propriétés suivantes :

(a) les faisceaux (R'jx Q) |s» o w; sont lisses (i. e. localement constants);

(b) pour tout point fermé Spec(F,) c Wi, ona:

[tse-1 RiQl @, 2 IC (S® F,, Q).

Désormais nous supposons d =2. — Soit p comme dans le lemme. Le but de ce
paragraphe est de prouver le résultat suivant.

THEOREME 2.2.2. — Soit x un point fermé de S® ® F,, et X un point fermé géométrique
au-dessus de x. L’action de F, (Frobenius géométrique) opérant sur

RjxQL=#"(IC (S®F, Q) pour 0<i=<g-—1

est triviale.

CoRrOLLAIRE 2.2.3. — ¥ (= 1) Tr(F,, #'(IC (S® F,, Q))7)=0.

Déduisons ce corollaire du théoréme. Cette somme alternée n’est autre que la somme
alternée des dimensions des fibres en x des faisceaux #*(IC (S ® F, Q)); ces fibres ont
méme dimension que les fibres au point correspondant de S® ® C d’aprés le lemme 2.2. 1.
Sur C il résulte du théoréme de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie
transcendante que la fibre en un tel point de H#(IC (S®C, Q)=
Rij, @, est la méme, calculée en topologie étale ou en topologie transcendante (cela

découle par exemple de [36], corollaire 2.7.6). Maintenant, d’aprés 1.3.7, cette fibre est
isomorphe a H'(t, Q) ou t est un tore réel de dimension d—1; comme d—1 > 0, on
obtient la nullité voulue.

Entreprenons de démontrer le théoréme.
LeEMME 2.2.4. — Avec les notations du théoréme, pour 0 <i < d—1, le morphisme
naturel A’ [R!jyx QJ); = [R'jx Q]); est un isomorphisme.

Soit en effet S la composante S® contenant x. Le morphisme de I’énoncé est induit
g -
ar un morphisme de faisceaux lisses de S$. Puisqu’il induit un isomorphisme sur les
p p C ¢ q In p
fibres de ces faisceaux sur S ® C, il en est de méme en x.
€

Q.ED.

1l suffit donc de prouver le théoréme pour i=1. Nous procéderons indirectement,
utilisant la résolution des singularités :

S®F,5S®F,
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La suite spectrale de Leray relative & j=moj et au faisceau constant Q, sur S® F,
donne, par application du foncteur « fibre en x » une suite spectrale :

Eg’ 1=R? Tx (qu* QI); = Rp+qj—* (QI £3)
d’ou on déduit un morphisme : R! 1y (Q);=H!(n" ! (x), Q) » (R!jx Q)

LEMME 2.2.5.-— Cet homomorphisme est bijectif.
On va d’abord faire voir qu’avec les notations précédentes, la restriction de R! my (Q))

a SZ est un faisceau lisse. Comme on I’a vu plus haut, on a une stratification de
n~!(Sg) par des orbites O; d'un tore S. Il en résulte que les R/m4«(Q, ,) sont des

faisceaux lisses sur Sg, si Q, o, dénote le prolongement par zéro, de O; a n~*(5%), du
faisceau constant sur ¢;. Par ailleurs, Q, admet une filtration finie dont les sous-quotients
sont du type Q, o, pour i variable, ce qui établit la lissité de R 4 (Q)=R'n! (Q).

11 suffit donc de vérifier que le morphisme R n4(Q,) = R« Q, induit un isomorphisme

sur les fibres en x.e€SZ ® C; on peut donc remplacer Q, pour C; d’aprés la pro-
position 1.2.6, la fibre en ce point de R*jx C est égale 4 H! (t, C) ou t est un tore topo-

logique de dual de Pontryagin isogéne & Hom, (U, Z). Le schéma n~ ! (xc) est quotient
par l'action proprement discontinue et sans point fixe d’un groupe discret U’ isogéne
a U du schéma localement de type fini S, —S (voir plus haut), dont la construction

montre a I'évidence que I'espace topologique ordinaire qui lui est associé est simplement
connexe. Donc H'(n ™" (xc), C) est isomorphe 8 U@ C=U® C=(R'jxC),. d’ou le
lemme.

De fagon similaire, le fait que m~!(x) soit quotient de Ss,—S par U’ exhibe un

morphisme de m; . (1" '(x)) vers Hom,(U’, Z) qui est naturellement compatible a
Iaction de F,. D’ou par dualité un morphisme U’ ® @, » H!(n ™! (x), Q).
z

LEMME 2.2.6. — Cet homomorphisme est bijectif.

11 est en effet clair que ce morphisme s’obtient en prenant la fibre en x d’'un morphisme
de Z,faisceaux sur S du faisceau constant U’ ® Z, vers R' n«(Z)) |g;3. 11 suffit donc, vu
z

la lissité du second faisceau, établie en 2.2.5, de prouver que ce morphisme induit une
bijection sur la fibre en x¢, ce qui résulte de la fin de la preuve de 2.2.5.

D’apreés 2.2.5 et 2.2.6, on a donc (R'jxQ,);=U"® Q,, on en déduit immédiatement
z

le théoréme 2.2.2.
Remarque. — Pour démontrer 2.2.2, on aurait pu se contenter de prouver que toute
valeur propre de F, sur H' (n ™' (x), @) est égale & 1, ce qui résulte du lemme 2.1 et du

lemme suivant, vu la construction de S ;.
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LemME 2.2.7. — Soit Y une variété sur T, sur laquelle agit un tore déployé S de telle

sorte que les orbites de S sont définies sur F, et en nombre fini. Alors toute valeur propre

du frobenius géométrique agissant sur H} (Y ® F,, Q) est égale a 1.
Cela se démontre par récurrence sur le nombre m d’orbites de S. Si m=1, on a

Y =~ G/, et le résultat est bien connu. Supposons donc m = 2 et soit Z g Y une orbite
fermée, de complément U. On a une longue suite exacte pour la cohomologie a support
propre, dont voici un fragment :

H! (U, @) - H; (Y, @) > H; (Z, Q).

Comme S a m—1 orbites dans U, on obtient le résultat pour Y.

Nous voulons généraliser I’énoncé du corollaire a des complexes de faisceaux du type
IC S® F,, V) ou V, est un F,-faisceau lisse sur S(F, est le complété d’un corps de
nombres F en une place A au-dessus de /). On considérera les V, tels que leur restriction
a S® C soit isomorphe 4 V® F, ou V est un systéeme local du type considéré en 1.1,

F

associé a une représentation V du groupe algébrique G*, rationnelle sur F absolument
irréductible.

On dispose du schéma abélien universel X 5 .#, donc du faisceau lisse R! ps Q, sur
#, muni d’une action de Og. En décomposant R! p« Q, en morceaux isotypiques pour
I'action de O ® Q,, et en faisant des produits tensionels adéquats des Q,-faisceaux lisses

z

ainsi obtenus, on peut associer a la représentation (&, V) de G* des F,-faisceaux lisses V,
du type voulu. On peut également reprendre dans ce cas la construction de Langlands
(125], §3).

Une représentation absolument irréductible de G* = Rgo(GL(2)) est du type
E= ® &, ou &, est une représentation irréductible de GL (2).

GeELE

Il nous faut d’abord préciser ce que donne 1.3.4 dans ce cas. Soit n, le plus haut
poids de la restriction de &, a SL(2).

LemME 2.2.8. — Avec les notations des paragraphes 1.2 et 1.3 on a (R'js V), =0 sauf
si tous les n, sont égaux.

Si tous les n, sont égaux, on a H?(n, V), =0 lorsque A |rQ=1, sauf lorsque g=0 et
q=d. Par conséquent, pour 0 < i < d—1, I'application de cup-produit :

(R%jx V), ® (R'jx Q), = (R'js V),
est un isomorphisme.
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Comme précédemment, on pourra trouver un ouvert dense W; de W, tel que: (a’) les
faisceaux (R'jx V) |s» ® w; sont lisses; (b") pour Spec(F,) c W, on a:

[t<g-1 Rjx V] I§® Fp = IC S® F, V),

on déduit de (a), (b) (lemme 2.2.1), (a’), (b") que pour un point fermé de x de S* ® Fo
le morphisme de cup-produit :

H'(IC S®F, Q)) ® #°(IC S®F, V) » #(IC SQF, V),
est un isomorphisme pour tout i. On en tire compte tenu de 2.2.3 le :
THEOREME 2.2.9. — Y. (—1)'tr(F,, #'(IC' (S®F, V);)=0, pour tout morphisme

Spec(F,) s W; et tout point fermé x de S® ® F, si d = 2.
Ce théoréme a la conséquence suivante, qui était notre motivation initiale.

CoROLLAIRE 2.2.10. — Avec les mémes notations, si d = 2,

Y (=D tr (F, HHS ® F, V)= (- tr (F, IF S ® F,, V)).

Démonstration. — La différence entre le terme de droite et le terme de gauche est la
somme, sur tous les points [ -rationnels x de S*® F,, de la somme alternée des traces
de F, sur la fibre en x de #(IC (¥ ® F, V)); cette somme alternée est nulle d’apres
le théréme 2.2.9.

QED.

Au paragraphe 3, nous allons relier le résultat du corollaire au phénomeéne d’annulation
du terme complémentaire dans la formule des traces de Selberg si d = 2, et au calcul de
la série L attachée au faisceau V.

2.3. ACTION DE L’ALGEBRE DE HECKE SUR LA COHOMOLOGIE D’INTERSECTION. UN RENFORCE-
MENT DU THEOREME D’ANNULATION. — Soit K un sous-groupe compact ouvert de G* (A )
du type considéré en2.1. A la variété de Shimura Sg, et & sa compactification de
Baily-Borel S est associé un ouvert W de Spec(Z) et des espaces algébriques Sy et Sy
sur W.

A une représentation rationnelle de G* dans un espace V, et & un nombre premier I,
on a associé un faisceau lisse V, sur Sg.

Un ouvert W, de Spec(Z) a été introduit dans le lemme 2.2.1. On suppose dans la
suite que p est un nombre premier qui n’est pas inversible dans W,. Il est alors automatique
que K est de la forme K=K?”.K,, ou K? est un sous-groupe compact ouvert de G*(A%),
et K, un sous-groupe compact maximal de G*(Q,). On note # (K?) I'algebre de Hecke
des fonctions sur G*(A%) bi-invariantes sous K?. On se propose de décrire une action
de A (KP) sur les groupes H*(S¢, IC" (V,)) ou on s’est permis d’écrire Sy a la place de
Sk ® F,. On rappelle que pour j I'inclusion de S dans Sy, on a

IC Sk V) =T<g-1 R‘j. (V.
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On définira P'action de # (K?) sur H* (S, IC;(V))) en décrivant I'action T(g) de la
fonction caractéristique d’une double classe K” g K?. On omettra la vérification (standard)
que cela définit bien une représentation de I'algébre # (K?). On considérera G*(A%)
comme un sous-groupe de G*(A ).

Pour tout sous-groupe compact ouvert K’ de G*(A,), on dispose d’un faisceau lisse
sur Sg., quon notera V,(K’) au lieu de V. Lorsque K” < K’, on a un morphisme
Tk, k¢ Sk = Sg- qui est fini étale. Le faisceau Vi~ s’identifie a (ng, ¢)* (V,(K"). On a

un prolongement de T . en un morphisme fini Sy ¥, . On note S, -%55,.
I'inclusion.
LemME 2.3.1. — L’isomorphisme (g ¢)* (V,(K") = V,(K") se prolonge en un isomor-

phisme (T g )* (-, 1 (Vi(K)) g, ((Vi(K”)) et en un isomorphisme :

(g, k)* (IC" (Sg- Vi (K) S IC (Sgry V, (K”)).

Ces isomorphismes sont compatibles en un sens évident.

Preuve. — L’existence du premier isomorphisme est claire. On obtient par ailleurs un
morphisme :

(T, )* (AIC" 8k, Vi (K) = (M, x)* (R Jier,, (V1 (K))
- R]_K L (g ke (V(K) 5 fo", . (Vi (K7)),

qui se factorise naturellement par IC™ (Sx., V,(K"))=t<,_; Rjx~,,(V, k). Cest bien

entendu un isomorphisme au-dessus de Sg.. Soit donc x’ un point fermé de
Sg1 X" =Ty g (x”'); le morphisme induit sur les fibres est le morphisme naturel :

T<d-1 R jx, « (Vi (K

!
T<a-1 R ]_K « (Vi (K7)yr

donc on est ramené a vérifier que pour 0 <i<d—1,
Rije (Vi(K))e 5 Rijgo, , (Vi (K)o

Le lemme 2.2.1 (a) permet de ramener la vérification a un point de Sg.(C), laquelle
est immédiate grice a la description 1.3.8 (qui ne fait intervenir que la cohomologie
d’algébres de Lie).

On en déduit immédiatement le :

LeEMME 2.3.2. — On a un isomorphisme naturel :

IC" (8¢, V1 (K) 3 (g, ) (IC” (Sk-» Vi (K).
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Prewve. — 11 suffit d’appliquer la dualité de Verdier a Iisomorphisme du lemme
précédent, compte tenu du fait que :

D (IC’ (Sk, Vi(K))=IC (Sk, Vi(K’) (d) [2d]

et que les V;(—) sont les systémes locaux associés a la représentation contragrédiente.
Soit maintenant K un sous-groupe compact ouvert de G*(A,), geG*(AP),

K’'=K N (gKg™"), on a un isomorphisme I(g): S, ,-1 = Sk et un diagramme :

, Sk
“K',gKa“/ \z‘xux
Sng—l Sk

On construit alors une correspondance T (g) de IC™ (S, V,(K)) a lui-méme en compo-
sant, au sens de [SGA 5], exposé I1I, § 5.2, la correspondance de IC™ (S, V,(K)) (sur Sg)
aIC (§,x,-1, Vi(gKg™")), a support dans S, déduite de I'isomorphisme composé :

g, ke (IC" (S Vi(K™Y)
l
IC" (Sk» V1 (KY)

!
(EK',gKg“l)! IC’ (ngg‘l V(g Kg_l))

et la correspondance de IC™ (S, ,-1, Vi(gKg ) a IC" (S, V,(Sy)), 4 support dans le
graphe de I(g), qui se construit de la maniére habituelle (cf. Langlands, [25], §3).

On a de méme une correspondance, encore notée T (g) de jg ,(V,(K)), a lui-méme; ces
deux correspondances sont compatibles.

Notre but est d’appliquer la formule de Lefschetz-Verdier au composé, noté F™o T (g),
de la correspondance de Frobenius F™ et de T(g), du complexe IC (S, V,(K)) a
lui-méme. Cette formule fait intervenir le schéma Sy (m, g) des points fixes de la correspon-
dance, dont un argument habituel de transversalité (sur Sg) montre qu’il est fini pour
m > 0. Elle écrit la «trace totale» de F™oT(g) sur RIT' (S, IC (Sg, V,(K)) comme
somme sur x €Sy (m, g) de termes locaux ( F"-T(g), 1),.

Lorsque x €Sk (m, g)= Sk N Sk (m, g), 'hypothése m > 0 entraine que le graphe de la
def
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correspondance F™o T (g) est lisse et transverse a la diagonale (du moins si K est assez
petit), donc ( F"-T(g), 1), est la trace de F™- T (g) sur la fibre de V,(K) en x (}).

THEOREME 2.3.3. — Pour m >0, d = 2, et

xeSg (m, g)d=f§|°<° NSk (m, g),
le terme local (F™>T(g), 1), est nul.
On donnera une esquisse de la démonstration, qui comprend deux parties :
(1) Le terme local en x relatif a la correspondance F™oT (g) sur ji ,(V,(K)) est nul,
donc d’aprés une variante de [SGA 5], expos¢III B, §2, le terme local {F™>T(g), 1 )
n’est autre que la trace de 'endomorphisme induit dans la fibre de IC" (S, V,(K)).

(2) On vérifie directement que cette trace est nulle.

11 semble désespéré de calculer directement le terme local en x pour ji ,(V,(K)). On se
sert alors des résolutions de Rapoport, rappelées en 2.1. Avec les notations de 2.1 on
peut choisir les compactifications lisses

e R i R
S5 S et S Sy

Sng—l S Sykgt

de sorte qu’on ait un diagramme

ce qui permet bien entendu de définir une correspondance, notée ’Tg, de jAK,,(V,(K)) a
lui-méme.

Appliquant la formule de Lefschetz-Verdier a cette correspondance, dont on verra
ci-dessous que le schéma des points fixes est de dimension 0, et en utilisant le fait que
R T (Sg, Jx. 1 (Vi (K)) =R T, (Sg, V,(K))=RT(Sg, jx.:(V,(K)), on est ramené a montrer

que la somme, sur une fibre de Sy 5 S, au-dessus de x, des termes locaux de Lefschetz-
Verdier, est nulle.

(*) On remarquera toutefois que [SGA 5] ne contient pas d’énoncé assez général pour étayer cette affirmation.
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Le complété formel de S, le long de S s’identifie, d’aprés 2.1 au complété formel
du quotient par un groupe d’unités U’, qu’on notera plutot U(K’), d’une variété torique
(non de type fini) construite sur un tore S de groupe de caractéres un réseau M de E.
Cela implique qu’en un point de S2, on a pour Si. des coordonnées toriques formelles
(z4, - - -, z,) bien définies seulement 4 I'action prés sur M d’un élément de U(K’). De
telles coordonnées étant choisies en un point de S et en son image sur $2 le morphisme
Sk. = S¢ correspond a4 un morphisme de variétés toriques, équivariant via 'isogénie
Sx- — Sk. Cela signifie qu’au voisinage formel d’un point de §§° X §,°(°, la correspondance
de Hecke est « monoidale » relativement a ce type de coordonnées toriques; plus précisé-
ment elle est décrite par un automorphisme de E=M ® Q qui commute a I'action de
E*, donc est la multiplication par A€ E*; de 'ambiguité dans le choix des coordonnées il
résulte que A est seulement bien défini a multiplication prés par un élément de U (K).
On remarque si A n’est pas dans Q™. U’, on peut choisir la subdivision {c,} du type 2.1
de sorte qu’aucun simplexe o, de dimension = 1 ne soit tel que A. o, rencontre U’. G,.

11 est alors évident que F™ T (g) n’a pas de point fixe sur =~ (x).

Complexe simplicial associé au quotient de TI'éventail par U’ :

Reste donc a étudier le cas ou e Q*. Considérons alors un point fixe yen ™! (x) de
F"oT(g) sur Sg; cela signifie que (y, F"(»)) est un point fixe de T(g). Prenons des

coordonnées toriques formelles (z,, . . ., z;) sur Sk en y, de sorte que I’équation en y du
diviseur 8 soit z, . . .z,=0. Utilisant (z,, . . ., z,) pour les coordonnées sur la premiére
copie de S, et (§;, ..., &) pour les coordonnées de la deuxiéme copie, le graphe de

F™-T (g) a pour équations :

2i=uy. (EJD("M)

Zi=u,. €
ou a et b sont des entiers > 1 premiers a p [cela venant du fait que T (g) est séparable],
et les u; sont des constantes (dans F,). On voit donc que pour m >0, (0, . . ., 0) est un
point fixe isolé.

On admettra que ce modéle local formel de F™o T (g) permet de déterminer les termes
locaux de Lefschetz-Verdier. Cela résulterait de théorémes d’invariance, par passage au
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complété formel, des groupes de cohomologie a support dans le point fermé, qui ont été
annoncés par Gabber.

Considérons alors I'image inverse de V,;(K) au complémentaire de S® dans I’hensélisé
de S le long de SP. Au voisinage de tout point de S¢, la monodromie de ce faisceau est
unipotente. On peut alors construire une filtration croissante (V;) de V,(K), telle que
V,/V,;_, se prolonge en un faisceau lisse sur I’hensélisé de S¢ en un point donné ye(S) :
si ’équation de SP en y est z,. ..z, =0et si N,, ..., N, dénotent les logarithmes de la
monodromie, on pose V,=0, V, le sous-faisceau lisse de V,(K) dont la fibre au point
générique est ker (N;) M. ..Nker(Ny); si V,_, est défini, on définit V; > V,;_; de sorte
que V,/V,_, est I'intersection des noyaux des N; opérant dans V/V,_,. La correspondance
induite par F™o T (g) sur I’hensélisé de S en y se raffine en une correspondance filtrée,
pour V,(K) filtré par (V,), au sens de [SGA 5], exposé¢I1I, §4.13. On peut donc remplacer
V,(K) par la restriction au complémentaire de S¢ d’un faisceau lisse sur I’hensélisé de
Sk en y, qu’on pourrait d’ailleurs supposer de rang 1 en raffinant la filtration. On est
donc ramené (en utilisant nos coordonnées formelles) a un produit de correspondances
sur un prolongement par zéro d’un faisceau lisse sur un ouvert d’une courbe lisse, le
graphe de la correspondance étant du type z°=u. (E?)®™; ces correspondances ont été
étudiées par Langlands dans [25], Prop. 7.12 (on trouvera la démonstration dans [SGA 5],
exposé III B, Corollaire 1.5).

D’aprés loc. cit., pour m assez grand, k des termes locaux de Lefschetz-Verdier pour
ces correspondances de dimension un sont nuls, ce qui achéve I’étape (1) dans ce cas.

Dans le cas général, vu que a#b.p™, on obtient une formule pour la contribution du
point fixe a la formule des traces, qui ne dépend que de a, b, m et k. Le nombre de
points fixes de la correspondance, dans une composante de n~ ! (x) de dimension d—k

est égale a (b.p™—a)*. La somme de ces contributions sur les points fixes de F™o T (g)
d

dans m™'(x) est égale & Y. N(k).|b.p"—al*.C(a, b, m, k) ou N (k) est le nombre de
k=1

composantes de dimension d—k de n ™! (x).

Or cette somme est égale 4 la contribution, du point fixe isolé xeSy 4 la formule de
Lefschetz-Verdier pour jg ,(V, ). Comme I'adhérence de Zariski, dans I'espace affine de
dimension d—1 =1, de I’ensemble des (d—1) uples (N(1), ..., N(d)) physiquement
réalisables est un sous-espace, vectoriel, la somme plus haut est nécessairement identique-
ment nulle.

Reste I'étape (2). Traitons d’abord le cas V=Q. Si (x, F™x) est un point fixe, on doit
calculer la trace de I’endomorphisme de (R'jx Q,), induit par F"> T (g), pour 0 < i < d—1.

D’aprés 2.2.4, 2.2.6 et 2.3.1, cette trace est un entier indépendant de i, d’ou I’assertion
dans ce cas. Dans le cas général, la trace de 'endomorphisme de :

(R V, (K))z=(R jx V; (K))z ® (R'jx Qs

est le produit de I’entier précédent par la trace de F">T(g) dans (R°jxV,(K)); d’ou
encore I’assertion voulue, d’aprés 2.2.4.
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2.4. GENERALISATION DE 2.1 A DES GROUPES UNITAIRES DE Q-RANG UN. — Soit E un corps
de nombres totalement réel de degré d = 2 sur Q, F une extension quadratique totalement
imaginaire de E, V un espace vectoriel de dimension n+1 sur F muni d’une forme
hermitienne H de rang isotrope égal 4 1. Soit G, le groupe algébrique sur E formé des

automorphismes g de V pour lesquels il existe p(g) e E* tels que :
H(g.v,g.w)=p().H(, w).

Soit G=Rgq G, et définissons le groupe algébrique réductif G* sur Q comme produit
fibré

G*s G
‘ * RE|@nr=n
Gno RE/QGm

On a un choix naturel de h: R¢ g G,, = Gg. Pour tout sous-groupe compact ouvert K
de G*(AF), on peut définir une variété de Shimura Sy =Sy (G* h) qui a un modéle
canonique sur le « corps réflex » E(G, h)=E, [12]. Comme la « partie imaginaire » de H
est une forme symplectique sur V (vu comme espace vectoriel sur E), G* se plonge dans
un groupe de similitudes symplectiques. Pour K assez fin, S se plonge alors dans une
variété de Shimura du groupe G,(2d (n+1)).

On peut interpréter Sy comme espace de modules de variétés abéliennes a isogénie
prés, munies d’une action de F et d’une classe de polarisations compatibles a ’action de
F, qui induisent sur 'homologie de la variété abélienne une forme alternée semblable a
la partie imaginaire de H (voir [27]).

On peut définir une compactification lisse S de S=Sg du type étudié¢ dans [2]. Sa
frontiére S s’interpréte en termes de 1-motifs symétriques dégénérants[9]. On a un
diagramme ou S est la compactification de Baily-Borel :

S_’S

\J”

Les fibres de m sont ici plus compliquées que dans le cas de Hilbert-Blumenthal.
Décrivons n~ ! (%), pour ¥ une composante de S® (% est une variété de Shimura d’un
groupe anisotrope). Soit E, (%) le corps de définition de %; il existe un tore déployé S sur

E, (%), une action de § sur 171 (%) =S2 (mémes notations qu’en 2.1) et une factorisation
i

53z
"|§<¢\)gq
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avec les propriétés suivantes :
(@) Sg est le quotient de Sg par I'action de S.

(b) 1l existe une stratification de Whitney S2=[]Y, telle que pour tout xeS2,
a

Y, N p~'(x) est une orbite de S.

(c) g est un schéma abélien, de dimension relative d.n. (voir [9]; le tore S est déployé

par construction).

Cette situation et ces propriétés s’étendent au-dessus d’un ouvert de Spec(0g), mais
on ne dispose pas de construction de Sg similaire a celle de Rapoport dans le cas de
Hilbert-Blumenthal (cf. §2.1).

Pour y un point complexe de %, la fibre 5 (IC’ (V)), est calculée au paragraphe 1.3
(ou V est un systéme local sur & du type 1.1) le résultat peut s’écrire (c¢f. 1.3.4et 1.3.8):

#(IC (V),= & H(LCOR®E,®..QE,
<d-1
q1, .‘.’.,qd§n—l
p+Eda=i

ou plus simplement :
H(IC (V)= @ H” (1, C) ®R,,

ptq=i
psd—1,qsd(n—1)

pour un certain espace vectoriel R, dont peu importe ici la détermination précise.
Remarquons que la codimension de ¥ dans S est égale a d.n et que s (IC’ (V))=0
pour i=d.n, comme il se doit.

Filtrons ' (IC’ (V)), par les W,= @ HP”(1, C) ® R,. On a alors le trés évident :
ptq=i
qsk

LEMME 2.4.1. — H! (1, C)=W,. #*(IC" (C)),. Le cup-produit :
H! (1, C) ® #* (IC" (V)); » #*** (IC" (V)),
envoie H' (1, C) @ W, (. . .), dans W, s#"*1(...),. Pour k<d(n—1) et p<d—1, il
induit un isomorphisme :
H? (1, C) @ Gy s#*(...), 5 Gry s#P*(..)),
D’un point de vue plus géométrique, #*(IC3(V)); est un facteur direct de :
(R ma Ing (V))5=H (n"1 (), ICE(V) [x-1 -
On a une suite spectrale de Leray :
v=H (7' () R*p+ IC5(V)) = H™**(n™! (), IG(V)).
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LeMME 2.4.2. — E%$ est isomorphe a R, et EJ:2 est isomorphe a4 H? (1, C).

Plagons nous maintenant sur un corps fini, comme en 2.2 (on suppose V et V, définis
a partir d’une représentation de G* rationnelle sur @). Traitons d’abord le cas du faisceau
Q,, et examinons la suite spectrale E7°=E7%, sur laquelle opére le Frobenius
géométrique F .

LeMME 2.4.3. — E%* est pur de poids r pour s=0 ou s=1.

Preuve. — D’aprés les propriétés (a) et (b) du morphisme p vis-a-vis de I’action de S,
il résulte du lemme 2.2.7 que le faisceau lisse R*px Q, (s=0 ou 1) est ponctuellement pur
de poids 0. D’aprés [13], Prop. 6.2.6, E5*=H" (¢! (), R® p« Q) est pur de poids r.

On a en particulier une suite exacte :

0-Ey°=H'(¢7" (0),Q)—=H' (n"'(»),Q)>H’(¢"' () R'p«Q)=E}"

t 1

poids 1 poids 0

et il résulte de 2.4.2 que H* (IC™ (5)), s’identifie 4 H' (! (), @) et a la somme directe
de E}'° (EJ'! est la partie de poids 0). De la propriété (b) et du lemme 2.2.7 on déduit :

LemME 2.4.4. — Toute valeur propre de F, sur ES'! est égale d 1.
De 2.4.2 et 2.4.3 on déduit :

LeMME 2.4.5. — La filtration W de 2.4.1 est la filtration par le poids.
THEOREME 2.4.6. — Y (= 1)'tr (F,, #(IC" (&, V)))=0.

Démonstration. — Cette somme est > (—1)* Y (=1Ptr(F,, G s#7**(. . .);)
k<d(n-1) p<d—1

et la somme interne vaut ) (—1)?tr(F,, AP(E3' ")) x tr(F,, Gry¥ o#*(. . .);) d’aprés 2.4.1.
Alors 2.4.4 dit que cette somme est nulle (puisque d = 2).
QED.

On en déduit évidemment I’analogue du corollaire 2.2. 10.

3. Fonctions L. de certaines variétés de Shimura

3.1. LEs VARIETES EN QUESTION. — Considérons, comme ci-dessus, un corps de nombres
E totalement réel, de degré d sur Q, et soit Og son anneau d’entiers. Si R est un anneau,
on pose :

l{l’i/Q Gm (R) =Gm ((OE ® R)
z

On se donne un groupe algébrique A, intermédiaire entre G,, et R, G,,, connexe :

G, 5 A G RgqG,,
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Soit B une algébre simple centrale sur E de dimension 4, munie d’une induction positive
totalement indéfinie, soit Oy un ordre maximal et notons 3y le produit des nombres
premiers au-dessus desquels B n’est pas déployée.

On suppose fixé un isomorphisme entre

Os @ (Z[1/85]xR) et Ende, (07 ® (Z[1/85] x R).

Lorsque B est déployée on suppose que O =M, (0Og).
On définit un groupe sur Spec Z en posant :

G (R)=G,, (05* ® R).
z
On notera G le produit fibré de G et A au-dessus de Rg,q G,

G*sGsG

E ‘ ‘ ‘ N rdg/p

Gm cAgc RE/QGm

Posons K,,=KerG(Zf) -+ G (Z/n2); soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A 7
contenant K, et K=K M G(A,). Soit S un schéma sur lequel n3; est inversible. Une
Og-variété abélienne X sur S avec structure de niveau n est la donnée d’une variété
abélienne X sur S, d’'un homomorphisme unitaire injectif, m: 0y g End (X/S) satisfaisant
la condition (*) Lie X est un O ® Og-module localement libre sur S de rang 2.

On note (Z, P,) le Og-module projectif de rang 1 avec notion de positivité défini par
les *-homomorphismes symétriques de X dans X* et les *-polarisations de X (cf. [38],
exposé 111, pour ces notions). '

Soit L un Og-module projectif de rang 1 dans E avec la notion de positivité L,
définie par les éléments totalement positifs de E, et 2 la différente de E/Q. On dira
quun Oy schéma abélien X, L-polaris¢é [C’est-d-dire muni d’un isomorphisme
a: (2, 2.)— (L, L,)], avec structure de niveau n (c’est-a-dire muni d’un isomorphisme
B: X,— 0g ® Z/n, comme faisceaux pour la topologie étale sur S), est de type A s’il
existe ae A (A). G,,(E) vérifiant les conditions (A1) et (A2) ci-dessous :

(A1) a(L,L)=(27", 2"

[un élément aeG,,(E ® A) agit naturellement sur les idéaux fractionnaires avec notion
de positivité].
Avant d’énoncer (A2), on rappelle I'isomorphisme naturel :

PONX 59 @y,

Op
défini par le « e, pairing » ou on a posé :
X,'*=Homg, g 7, (UF ® Z/n, X,).
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La L-polarisation a et la structure de niveau B fournissent un isomorphisme :

(0, B): 2R A*X}? 5L ® A?(0y ® Z/n)*'2.

Og Og

En composant ces deux isomorphismes on obtient un isomorphisme :
(0 B): 27'®u,~L® A (O ® Z/n)'"

(A2) Pisomorphisme (a, P) est induit par a™! et le choix d’une racine n-iéme de I'unité.
On appellera structure de type A-K, une classe modulo K de structures niveau n, sur »
un Og-schéma abélien L-polarisé de type A.
La catégorie fibrée au-dessus de Z[1/nd5] des Oy-schémas abéliens L-polarisés munis
d’une structure de type A-K est un champ algébrique lisse de dimension d sur
Spec Z[1/n 85] que nous noterons 4. On notera .4 la somme disjointe des .#% ou L;

parcourt un ensemble de représentants des classes restreintes d’idéaux fractionnaires L;
de E vérifiant (A 1). L’espace grossier associ¢ a .#x sera Mg et S le quotient de Mg
par U*/U? ou U est le groupe des unités de E et U™ celui des unités totalement positives.

Lorsque B=M, (E) et A =G,, on retrouve le probléme de modules étudié par Rapoport
puisque dans ce cas le Ogz-schémas abéliens sont simplement les carrés de Og-schémas
abéliens (cf. § 2.1).

L’espace Sk (C) n’est autre qué la variét¢ de Shimura Si (G, h).

Rappelons que G, =G(R)={geGL,(E® R) | detge A(R)}, que h est défini par le

e

plongement diagonal de :

,  —b
Cx:{(; . )(a, beR, a2 +b? # 0)}

d
dans GL, (R)* ~ GL, (E® R)=[] GL,(E® R) ou les 6, sont les d plongements de E
P

i=1 6;
dans R, et que

S« (O =G (A\G (A)/K, K,

ot K, est le centraliseur de h dans G, (comme A contient G,,, I'image de h est contenue
dans G,).

Plus généralement,‘ si k est un corps algébriquement clos, Sg (k) paramétre les classes
d’isomorphie de Op-schémas abéliens de type A-K.

3.2. Foncrions L. — Soit § une représentation rationnelle de G dans un vectoriel V
défini sur F; si K est assez petit, et § triviale sur Z*, on peut lui associer un systéme

local l-adique V, sur Sy (cf. [26] et §2.2 ci-dessus). Lorsque B=M, (E) on dispose de la
compactification de Baily-Borel S¢ sur un ouvert dense W de Spec Z[1/n]; lorsque B est
une algebre a division on posera Sy =Sg. On a introduit au paragraphe 2.2 le complexe
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d’intersection IC (S¢ ® F, V) on lui associe une fonction L locale en p pour un « bon
nombre premier p » c’est-a-dire dans W; (lorsque B est une algébre de quaternions il
convient de prendre pour W; le complémentaire des p | 135n). On notera |§K® IF,,[
’ensemble des points fermés de Sy ® F,. Nous poserons:

L(s, IC" (Sx ® F,, V)

= JI det(1—p s¢9*F¥ #'IC (S ® F,, V)) V"""

xe|§x®|Fp|
2d

=[[det(1—p*F* IH' (S, ® F,, V))\"!
i=0

La derniére égalité résulte de la formule des traces de Lefschetz démontrée dans
SGA4 1/2 pour les F,-faisceaux constructibles. En effet, les faisceaux #°IC" (.. .) sont
constructibles; par ailleurs, la cohomologie IH* est I'aboutissement d’une suite spectrale
dont le terme E%? est H?(S¢ ® F,, #4(IC . . .)); on en déduit que:

)l'+1

Y (= 1) tr (F*", TH (...)) =X (= )P 4 tr (F*", H? (S ® F,, #7IC" (...)).

Nous devons maintenant introduire une fonction L automorphe, ou du moins son
facteur en p, pour un bon nombre premier. C’est celui défini par Langlands dans [26].
Nous allons en rappeler la définition.

Considérons une représentation § de G, =G (R) dans un vectoriel complexe V, irréducti-
ble. On notera &, le caractére de Z,=Z(R) défini par la restriction de §{ a Z,. On
notera o le caractére de G(A) du type o)(g)=|NrdB,E g|’ avec seR tel que si zeZ_ on
ait 0 (2)=|&,(2)|.

On pose Zy=Z(A,) N K et on considére I'espace L?=L?(Zx G(Q\G(A), §,) des
fonctions sur G (A) mesurables qui vérifient :

() o(v82)=Ez(z,,) ' @ (g) sizeZ, et yeG(Q).
(i) o(g) @ (g) est de carré intégrable sur Z_ Z, G(Q)\G (A).

Soit © une représentation de G (A), telle que ® ® = soit unitaire, irréductible, et dont
la restriction a Z, soit (¢2) 1. Soit geG(A), on pose n?(x)=n(gxg ') pour xe G (A);
la représentation n? est dite L-indiscernable de m. Une classe de représentations
L-indiscernables est appelée un L-paquet. La multiplicité m (r) de n dans le spectre discret
de L? n’est pas toujours constante lorsque © parcourt un L-paquet IT; on peut définir [24]
une multiplicité moyenne que I’on note n(II). On désignera encore par Il la somme des
(classes d’équivalence des) n dans I1. On dispose d’un analogue local de ces notions; on
peut en particulier décomposer IT en produit tensoriel II=1I1,, ® I, sur G, x G (A ).

On dit que w est stable si la multiplicité m (n%) est constante lorsque g parcourt G (A).
Les représentations de dimension un sont stables. Lorsque = est instable son L-paquet
est du type Il, (voir plus bas).

On posera pour tout L-paquet IT :

2d

m (I, §=2"* 3 (=1)'dimH'(g, ;, T, ® &).

i=0
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La g-F-cohomologie de SL, (R) est bien connue et on en déduit les résultats suivants :

(@) Si m, est de dimension un et vérifie = (z)=£,(z)"' la cohomologie
H*(%, k; n, ® £) n’est non triviale que si & est de dimension un (on a supposé &
irréductible) et dans ce cas :

d .
dim H' (g, &; T, ® &) = <i/2) § o=
0 si i=2p+1

et donc m(m, £)=1.

(b) Sim,, est non dégénérée et vérifie n_, (z) =&z (z) ! la cohomologie H*(%, k; n, ® &)
n’est non triviale que pour les représentations d’'un L-paquet de la série discréte IT;; on
a:

. 0
dim Hi (g, E; TI = :
im H'(g, £ 11, © &) {2" si i=d

et donc m (I1,, £)=(—1)%

Le L-groupe de G est le produit semi-direct de sa composante connexe
LG°=GL, (C)% ou T=Gal(Q/Q)/Gal(Q/E), par Gal(Q/Q):

LG =1G° x Gal (Q/Q),

considéré comme groupe proalgébrique. On note r° la représentation de “G° produit
tensoriel des représentations naturelles des facteurs GL,; elle est donc de dimension 2¢,
et se prolonge de fagon naturelle en une représentation r de 'G. Le noyau de r° est un
sous-groupe Zy du centre de 'GY le quotient “G/Z, est le L-groupe “G* de G*. Les
groupes G considérés sont intermédiaires entre G* et G et leurs L-groupes seront des
quotients de “G par des sous-groupes de Zx.

Les représentations r° et r passent au quotient; nous les noterons encore r° et r par
abus de notation.

Soit 8 le produit des nombres premiers au-dessus desquels E est ramifiée; on considére
un nombre premier p ne divisant pas &g dg et tel que G(Z,) =K, soit maximal hyperspé-
cial. Un L-paquet local II, contient au plus une représentation n, non ramifi¢e pour K,
c’est-a-dire possédant un vecteur (non nul) K -invariant. A une telle représentation, on
associe via I'isomorphisme de Satake la classe de conjugaison dans “G d’un élément
t(n,)=t°(n,) x ¢, dans “G°® x ¢, ot t°(m,) est semi-simple dans “G° et ¢, un frobenius
([7], §7.2) et on pose :

L (s, m, r)=L (s, II,, r)=det (1—p~* r (t (rn,))) " ".

Nous supposons maintenant que K=K, K? < G (Q,) G(A}) avec p et K, comme
ci-dessus. La multiplicité de la représentation unité de K dans IT, sera notée m (I1, K).
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On définit un premier facteur L, ; en p de la fonction L automorphe par :

‘ d n(Mm Iy, &m s, K)
Lp,G(S’ E’K’ V)=1—I L<s_ 5, r[p’ r)

ou IT=TII,, ® I, parcourt les L-paquets de représentation de G (A) comme ci-dessus (et
IT, est la composante en p de I1;).

Pour simplifier un peu la discussion qui suit nous supposerons B=M, (E).

Les facteurs instables proviennent de groupes endoscopiques qui sont ici simples a
décrire. Un tore maximal T non déployé dans G défini sur Q, est associé a une extension
quadratique F de E.

Le groupe £ (T)=(E® A)*/E* . A(A) Ngg(F ® A)* est d’ordre 1 ou 2. S’il est non
trivial le tore T donnera naissance a des intégrales orbitales instables et a un groupe
endoscopique “T avec un plongement “T & G (cf. [28], proposition 1).

Soit 6 un caractére de T(Q)\T(A), la représentation de Weil permet de construire
un L-paquet Ty qui se décompose naturellement en deux sous-ensembles ITy et IT; si
# (T) a deux éléments. Le choix d’un caractére additif ¥: E ® A/E — C permet de définir
une décomposition des L-paquets locaux (cf. [24]); on pose &(n,)=+1 ou —1 suivant
que w, eIy ou ITg) et on définit :

H;f={1tf=®1t,,eﬂef I e(ﬂf)= l_I S(TC”)=+1},

vX o

n;f:{nf=®1t,,el'lof| e(my)=1] e(m)=—1}

v X o0

. et on note m' (I1, K) la multiplicité de la représentation unité de K dans I, g

On dispose d’une injection *T < G du groupe endoscopique “T associé a T; le composé
de la représentation r avec cette injection définit une représentation rr. La représentation
rp n’est pas irréductible; en effet il existe dans “G un élément &€ qui commute a 'image
de 'T, d’ordre 2 et non central. Donc r; est décomposée de fagon naturelle en somme de
deux représentations (non nécessairement irréductibles) (cf. [26], p. 1127) :

rp=ry @ r,.

Un L-paquet I, est associé a un homomorphisme “6 du groupe de Weil Wy dans 'G
qui se factorise par “T.

Soit te T on note t son conjugué pour ’automorphisme induit par la conjugaison dans
extension quadratique F associé a T. Soit 6 un caractére de T(Q)\\T(A) on note 9 le
caractére défini par 0(t)=0(¢). Les deux L-paquets IT, et [T sont égaux. Seules intervien-
nent ici les extensions quadratiques imaginaires; soit 6, un caractére de T, tel que
M, =TII,0; il y a deux tels caractéres: 0, et 8,, avec 8,,#8,,. La représentation virtuelle
r,—r, de 'T permet de choisir un caractére 0% parmi les deux candidats (cf. [6], p. 1137)
et réciproquement.
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Soit p un nombre premier comme ci-dessus. Le L-paquet II, contient au plus un
composant n, admettant un vecteur K -invariant, et est associé dans ce cas 4 un élément
t(8,) du L-groupe “T (pour des conventions précises on renvoie le lecteur a [26], §2) on
pose :

Lp (Sa e’ ru)=det (1 _p_s Ty (t (ep)))_l

Soit @1 (08%) I'’ensemble des caractéres 8 de T(Q)\T(A) avec 8,,=0°%. Le facteur L
instable attaché 4 T et a (§, V) est I’expression :

[ L,(s—(d/2), 6, r) ](m (TTg. £)/2) (m" (Tl K)=m? (ITg , K)) s (T)

Lp, T (S, SK, V) = ]-_l Lp (S*(d/z), 99 r2)

0e07(0%)

Nous poserons :

L, (s Sk V)=L, (5 S V) [1 L.c(s Sw V),

Tes

ou £ est un ensemble de représentants des classes de conjugaison stables [donc sous
G (Q)] de tores tels que £ (T) soit non trivial.

3.3. COMPARAISON DES FONCTIONS L. — On se donne comme précédemment une repré-
sentation (&, V) de G définie sur un corps de nombres F, triviale sur Z' absolument
irréductible, un sous-groupe ouvert compact K = G(A ) assez petit (ce qui suppose n
assez grand) et un nombre premier p e W; premier a .

TueorEME 3.3.1. — L(s, IC (S, ® F,, V))=L,(s, S, V).

La démonstration de ce théoréme occupera le reste de ce paragraphe. Indiquons
cependant que ce théoréme est déja connu dans de nombreux cas :

(a) Lorsque B=M, (Q) le théoréme n’est qu’une reformulation des résultats classiques
de Eichler-Shimura-Deligne et Langlands sur les fonctions L des courbes modulaires
([11], [25]). En effet, dans cette situation :

«%90 IC. (. ey Vl) =j* Vl
et
HIC (...,V)=0 si i>0,
les groupes de cohomologie d’intersection sont donnés par :

IH (Sk...)=H° (S« ...),
TH! (Sg...)=Im (H}! (Sk...) = H' (Sk...))=H'(5...),
def
IH? (S¢...)=H2 (S...).
La correspondance entre représentation l-adiques dans la cohomologie parabolique
H! et représentations automorphes établie par Deligne [11] implique la correspondance

entre fonctions L voulue par le théoréme.
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(b) Lorsque B est une algeébre a division le théoréme est démontré par Langlands
dans [26]. Remarquons que sauf pour la vérification du fait que la structure de I'ensemble
des points géométriques de Sy ® F, (avec I'action de Frobenius) est celle souhaitée,
I'hypothese que B est totalement indéfinie a I'infini n’est pas utilisée par Langlands. Le
cas des courbes est di & Shimura [33]. Le théoréme 3.3.1 se démontre en comparant les
coefficients des développements en série de puissances de p~° des deux membres. Le cas
général ne différe du cas compact étudié dans [26] que par une contribution du lieu a
Iinfini de S¢ pour le premier membre et d’un terme complémentaire dans la formule des
traces de Selberg utilisée pour calculer le second membre. On verra que ces contributions
sont ¢gales et mémes nulles si d 2 2.

Nous allons résumer la démonstration de [26] et indiquer les modlflcatlons nécessaires
dans le cas général.

On introduit une fonction sur G (A) ([26], p. 1154) :

fe(m a, ) g fi(8,) 0F (89) by (g,),

avec g,€G,, g7eG(AF) et g,eG(Q,). Cest une fonction C* a support compact
modulo Z_,. On impose a f, de vérifier f (z,, 8,,) =&z(2,) f; (8,) ainsi que les conditions
suivantes.

Soit y un élément régulier dans G, il définit un tore T. Si Z(R)\T(R) est compact
I'intégrale orbitale stable ®™* (y, f;) doit vérifier :

T/1 _ trace ()
* =z mNT®)’

et elle doit étre nulle si Z(R)\ T (R) est non compact.

Cela revient a demander que pour tout L-paquet IT de G on ait :
tr I (f)=m (IL, §)
I'existence d’une telle fonction résulte du théoréme de Paley-Wiener pour SL(2, R)
[15], I1.4.28).

Dans [26] on considére une fonction @? sur G(AF) qui est la fonction caractéristique
de KP” divisée par son volume. Nous considérons ici la situation un peu plus générale
suivante : on se donne aeG(AFf) et on considére ¢f la fonction caractéristique de la
double classe K? a K? divisée par le volume de K?.

Pour tout entier m, Langlands définit une fonction hj sur G(Q),) et nous suivrons sa
convention ([26], p. 1154 voir aussi [38], exposé VI). Nous poserons :

a®(m, )=, n (I tr IL(f€ (m, a)),

C’est-a-dire que aC est la trace stable de I'opérateur défini par f© dans le spectre discret
de L2
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De méme, pour chaque Te # on introduit une fonction sur T(A):
fTm, a, ) t— f{(ty) @75, 08) ¢, * [ (t,).

Cette fonction est définie dans [26], p. 1138-1141, a ceci prés que nous avons remplace
©? par @2. Nous poserons :

a’ (m, a)= w(M Y fT(m, a, t) 0 (¢) dt.

2 hcord) VZaT@ N\ T(A)

On note T (a) la correspondance de Hecke définie par ae G (A¥%) sur Sk (F,), et par F

celle de Frobenius. Soit Sg(F, m, a) 'ensemble des points fixes dans Sk (F,) de la
correspondance produit F™o T (a) et posons :

b(m, a)= Y tr (F™ o T (a), (V)),),

xeSK (Fp, m, a)

on obtient une expression de b (m, a) en décomposant S (F,) suivant les classes d’isogénie
de Og-variétés abéliennes. On utilise une description de ces classes d’isogénie sous forme
d’ensembles du type H(Q)\G (A%) x X /K>.

Cette description s’appuie sur la Lettre @ Rapoport [27] et I'étude détaillée faite par
Milne [30] et [38] (exposé V) de cette question.

Cette étude n’utilise pas sérieusement ’hypothése faite dans [26], [30] ou [38] que B est
une algebre a division (cette hypothése ne sert que pour assurer, dans ce cas, la proprete
de Sg), et peut étre reprise mot & mot dans le cas général.

Le résultat technique essentiel obtenu par Langlands peut se formuler ainsi (cf.
[26], §3, [25], §7, voir aussi [38], exposé VI).

ProrosiTiON 3.3.2. — Si K est assez petit on a:

bm a)= Y  vol(Z,Z¢ G(Q\G (A)) f€(m, a, )

vyeZo N\ Z(Q

r(T)
Sl gml 1(Z,, Zg T(Q)\T (A)) @7 (y, £ (m, a, .
" 2| (M| Tgy veZogT’(O)vo ( (@NT(A) (v, /% (m, a,.)

@ ) Y vol(Zy, Z T(Q)N\T (A)) fT(m, a, v),

Tes yeZo \ T (Q

o Zo=27,Z N G(Q), T'(Q) est Pensemble des éléments réguliers de T(Q), & est un
ensemble de représentants des classes de conjugaison stable de tores non déployés de G;
enfin |.f (T)I est le nombre d’éléments de I'ensemble £ (T).

Les nombres a, 4T et b sont maintenant reliés aux fonctions € ¢t fT. On peut les
comparer au moyen de la formule des traces stable sur G et sur T.
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Sur Z, Zx T(Q)\\T(A) la formule des traces est simplement la formule de Poisson, et
compte tenu des propriétés de fT on vérifie aisément ([26], p. 1140-1141) que:

a’ (m, a)= u(D 2 Y Vol(Z, Zx T(@N\T (A)) T (m, a, v).

4 Tcsyezor @

La formule des traces stable sur G(Q) Z, Z,\ G (A) fournit la relation (cf. [24], §5) :
a®(m,a)= 3 vol(Z, Zg G (Q)\G (A)) f°(m, a, y)

YeZo z@Q

B (T)
+ 1(Z, Zx T (Q)\T (A)) ™ (y, £ (m, a, .
2If(T)|T§yyezo‘\v~T,m,V°( (Q\T (A) @™ (v, £ (m, a, .))

+c6 (f€(m, a, .)).

Le dernier terme étant le « terme complémentaire stable ». Nous reviendrons plus loin
sur son expression; mentionnons simplement que dans le cas « compact », c’est-a-dire,
lorsque B est une algébre a division, ce terme est nul par convention.

En résumé nous avons obtenu la relation suivante :

aS(m, a)+ Y, a" (m, a)=b (m, a)+cg (€ (m, a)).
Tef

Nous n’avons pas tenu compte pour 'instant des points a linfini de Sg; pour cela
introduisons S (F,, m, a) 'ensemble des points fixes de F™oT (a) sur Sg(F,) et posons
avec les notations du paragraphe 2.3:

bma= _Y  (F"oT(a), 1),
xeSk (Fp, m, a)
Nous voulons démontrer la :
ProposiTION 3.3.3. — a%(m, a)+ ), a"(m, a)=b(m, a).
Tef
Compte tenu de la relation déja obtenue plus haut il nous suffit de montrer que :

b (m, a)—b (m, a)=c¢ (f€ (m, a))

nous distinguerons trois cas.

(i) B est une algébre a division; donc Sg =Sy et c;=0; le résultat est clair.

(i) B=M,(Q); dans ce cas on a nécessairement G=G = GL,, et notre proposition est
démontrée dans [25], §7. Au point ou nous sommes il suffit d’utiliser la formule donnée
pour cg(fS(m, a)) dans [25], p. 74-75, et d’utiliser les lemmes 7.10 et 7.11 de ce méme
papier (particulierement p. 121-123 et 127-129) et le lemme 7.12.

(iii) B=M, (E) et deg E/Q =d = 2; la différence b (m, a)—b (m, a) est nulle. En effet si
a=1 cela résulte du théoréme 2.2.9 et en général c’est le contenu du théoréme 2.3.3
ci-dessus; de méme le terme complémentaire cg (f € (m, a))=0si d = 2, comme il résultera
du lemme 3.3.4 ci-dessous.
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Les fonctions f€ et fT ont été choisies de telle fagon que si H=G ou H=Te€.# on ant
([26], p. 1140 et 1153-1154) :

1 d 2
—— —logL, 4(s, Sx, V)=—Y a'(m, 1)p~™.
lOgP dS g p,H( K V) ; ( )p

Par ailleurs la formule des traces de Lefschetz montre que (cf. §3.2) :

1 d . e
—logL (s, IC (...))==Yb(m, 1) p~™.
logp ds °E (s, IC (...)) ; (m, ) p

Le théoréme 3.3.1 est donc un corollaire de la proposition 3.3.3 spécialisée au cas
a=1. .

II nous reste a prouver le lemme suivant: soit f=f; ® ¢ le produit tensoriel de la
fonction f; évoquée plus haut et d’'une fonction ¢ sur G(A,) localement constante et a

support compact, alors :

LEMME 3.3.4. — Le terme complémentaire stable cq (f) est nul si d = 2.

On trouvera dans [24], §5, une expression de la formule des traces et de son terme
complémentaire ([24], (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), p. 753-755) pour des groupes du type suivant
(241, p. 751):

G'={xe G (A) | det xe A},

ou A est un produit sur les places de E de groupes A,.

Les groupes considérés ici sont d’un type un peu plus général, car nous ne pouvons
pas supposer que A (A) se décompose en produit sur les places de E; mais on obtient
facilement des formules pour ce cas plus général, en ne développant pas les intégrales
suivant les places de E.

Nous allons expliciter le terme complémentaire stable, en nous appuyant sur [24], §5.

Nous reprendrons sans les redéfinir les notations de ce papier. Du terme (5.4) [dans
lequel on doit lire B(g)™* au lieu de A (g)™°] on ne doit retenir (cf. (5.11) de [24]) que le
terme constant du développement de Laurent de:

. 11
@ ) JL f(g'lY<0 l)g)ﬁ(g)"dg-
1€Zo \ Z(@ JZ(A)N(A) \ G(A)

Du terme (5.5) on ne doit retenir que :
.. 1
(ii) > 2 trp (£, n),

ou la somme ne porte que sur des n comme en (5.5) tels que de plus pn=1 [et donc
M(m) = —1] (cf. [24], p. 764).
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Les autres termes sont les contributions de (5.3) et (5.6) et ont la forme suivante :

1 m’ (M)
(iii) 2 Lo m trp(f, m)|ds

[dans (5.6) on doit lire m’ (n)/m (n) au lieu de m(n)].
L’expression (5.6) comporte un deuxiéme terme :

>

(iv) 31— tr (R (m) R~ () p (£, )| ds

. T Do
enfin le terme (5.3) peut s’écrire :

W) —c Y fk~ty tnyk)logB (wn)dn dk,

YeZ(@\To (@) J‘Zw\xoo K JN(A)

ou c¢ est une constante qui importe peu ici et Ty (Q) ’ensemble des matrices diagonales
rationnelles, non centrales, dans G (Q).

Les termes (i), (iv) et (v) ne sont pas des distributions stablement invariantes, toutefois
leur somme l'est. Le terme complémentaire stable est une distribution tempérée sur G,
([15], I1.5) et ne dépend que des intégrales orbitales stables de f,. Nous allons prendre
avantage de ce fait pour choisir f, de sorte que chaque terme ci-dessus soit nul.

Les termes (ii) et (iii) sont stablement invariants, leur nullité¢ ne dépend pas du choix
de f, et en effet on sait que:

(vi) trp(f, )= T (¢, f)m (1) dt,
Z(A) \ To(A)

ou T, est le tore des matrices diagonales.

Cette expression est nulle car T, est un tore déployé et par hypothése :

o7 (¢, f)=0.

Précisons maintenant le choix qui permettra d’annuler les autres termes. Le groupe G
est connexe, la représentation irréductible (&, V) est définie par un poids dominant A
d’un tore maximal T (pour un certain ordre); on peut plonger T dans un tore maximal
T de G et prolonger A en X, et donc encore prolonger la représentation (&, V) en une
représentation (€, V) de G.

Le groupe G est produit de d copies de GL,(R) et (€, V) est produit tensoriel de
représentations (£, V)); il existe sur GL, (R) des fonctions ]Ei telles que :

tr zi 0]

T/1 )
O )= L E T ()
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si Z(R)\T(R) est compact et 0 sinon, de plus J¢,(z,, 8,) =& (z,) f (.,), cette fonction
est de classe C* a support compact modulo le centre. On peut encore supposer que le
support de fz, est dans la composante neutre ([15], I1.4.28), on pose f=/z, ® ... ® J,
et on choisit pour £ la restriction de f; a G,

Le terme constant du développement de Laurent de (i), ainsi que le terme (v) peuvent
maintenant s’écrire comme somme de produit de distributions sur les places a Iinfini
de E [utiliser pour (v) que Z, NK,=Z K, =]]Z\K] de la fagon traditionnelle
([21], § 16, [15], 113, [17]). S’il y a au moins deux places a l'infini (d = 2) chaque terme
contient un ®To/! (y, fz) en facteur et est donc nul.

En choisissant un prolongement 1 a To(R) T, (A,) de n tel que 7 (z,, ) =& (z,,) "' n (2)
on voit que : :

p(foo M) =I1p (Jzs Nwps

on peut alors développer (iv) en somme de produits sur les places a I'infini d’intégrales;
mais s’il y a au moins deux places a I'infini, chaque terme fait intervenir tr p(]g'., T~lw,~)
qui est nul d’aprés 'analogue local de la relation (vi). Le lemme est ainsi démontré
(remarquons que si G=G cela n’est rien d’autre que le résultat bien connu d’annulation
du terme complémentaire utilis¢é par Jacquet et Langlands pour comparer les formes
automorphes pour GL, et une algébre de quaternions) ([21], §16, [15], I11.3.41,
[17], th. 7.21).

3.4. DECOMPOSITION DES REPRESENTATIONS A-ADIQUES. — Nous revenons au cas général
d’une algeébre simple B de dimension 4 centrale sur E, totalement indéfinie. On suppose
G(A;) muni d’'une mesure de Haar telle que vol (K)e€ Q. Soit L un corps contenant Q;
on notera #' (G(A,), K) ou simplement # la L-algébre de convolution des fonctions
sur G(A,) a support compact, biinvariantes par K, a valeurs dans L. On considérera
¢galement la situation suivante: soit p un nombre premier de W; avec
K=K, K? c G(Q,) G(A?) et K, maximal (hyperspécial); on notera #1"? la sous-algébre
engendrée par les fonctions caractéristiques de doubles classes KaK avec ac G(A%),
divisées par le volume de K (fonctions @2 du paragraphe 3.3).

Soit maintenant F un corps de nombres et V un F-espace vectoriel muni d’une
représentation £ de G. On a établi en 1.3.9 un isomorphisme qui dans notre situation

peut s’écrire :

H (O, V)®Cx & (H(@Lr,®VeO)"®enr)),
F

n=n®ny

ou g=lieG(R) ® C et I=licK , ® C; comme ci-dessus m (n) est la multiplicit¢ de n dans
L2=L*(Zx G(Q)\G(A), &y); enfin n} est I'espace des vecteurs K-invariants de m,; c’est
un #&-module irréductible. Posons :

Ul (n;, )= H' (g, £ 1, ® O
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la somme étant étendue aux =, tels que n,, @ n, intervient discrétement dans L% on a
donc le:

LemMe 3.4.1. — TH' (8¢ (C), V) ® C= @ (UL (n,, &) ® ) la somme porte sur des
F %

représentations 1y de A deux d deux inéquivalentes.

En se restreignant a la sous-algébre 5P on aurait de méme une décomposition,
a priori moins fine,

IH' (8¢ (0), V) ® C= @ Uk (nf, £ @,

F n}p

avec nf =nh» ® n'f?. Cependant, comme K, est maximal (hyperspecial) I'espace ms» des
vecteurs K -invariants dans n, est au plus de dimension un. De la finitude du nombre de
représentations de #& donnant une contribution non nulle on déduit que pour presque
tout p les restrictions & & P de ces représentations sont encore inéquivalentes et donc
que:

Ug (my, ) =Ug (n}, &)

pour presque tout p. (Des théorémes de « rigidité » pour les L-paquets permettraient de
lever cette restriction supplémentaire sur p. En particulier au moins pour G elle est inutile
vu le théoréme de multiplicité un fort pour GL,.)

On a défini en 2.3 Paction des correspondances T (a) pour aecG(A/) [resp. G(AF)]
dans les espaces IH' (S (C), V) et IH' (S ® k, V) pour k=Q ou Q,(resp. F,). On dispose
d’isomorphismes :

IH! (S¢ (C), V) @ Q,=IH' (S, ® k, V) ® @,
F F

compatibles a I'action de ces correspondances et donc d’isomorphisme comme #'g-
modules (resp. #'& P-modules). L’isomorphisme (3.4.1) ci-dessus commute a I’action de
HE ® C. Toutes ces représentations sont de dimension finie et semi-simples d’aprés
(3.4.1). On choisit un plongement de @ dans C. Il existe une décomposition sur @ :

IH' (8¢ (C), V) ® Q=@ Uk (r,, &) ® &~ (IT),
Q

F ny
avec

o () ® Cxrf.

On en déduit des décompositions des espaces de cohomologie étale sur @, :

H (Sx ® k, V) EK) Q= ® (Ug, (ny, &) ® o (1))
A ny Q

lorsque k=Q ou Q,. En se restreignant & #% ? on aurait des décompositions analogues,
y compris pour k=F,

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 3



COHOMOLOGIE D’INTERSECTION ET FONCTIONS L 409

La semi-simplicité et la finitude de la dimension montrent qu’il existe des A;€ Q et des
a;e G(Ay) [resp. G(AF)] tels que :

v KaK) ok
h(n;)=Y A\, ol (K) eHg
agisse dans IH' comme projecteur sur le composant attaché a © 7 (pour tout i) (resp. nf).

Les groupes de Galois Gal(k/k) agissent dans IH'(Sy ®k, V) pour k=Q ou
Q, (resp. F,) en commutant aux correspondances T (a) pour ae G (A ) [resp. ac G (A})].
Comme les représentations ®* () [resp. ®*(n?)] sont deux & deux inéquivalentes, il
existe des représentations o'(n,, &) [resp. o’ (n%, £)] de Gal(k/k) dans Uj;—h (ny, &) [resp.
Ug, (1}, &)].

Nous allons maintenant préciser un peu les représentations n=m, ® 1, donnant une
contribution dans IH'. Les représentations du spectre discret de L? sont de deux types :

(a) Les représentations de dimension un, c’est-a-dire des caractéres de A (A)/A (Q).
Leur somme est notée L2.

(b) Des représentations de dimension infinie; pour chaque p tel que G(Q,) est déployé
le composant m, est non dégénéré (c’est-a-dire admet un modele de Whittaker). On note
L2 la somme des représentations de ce type.

Il résulte alors des remarques faites au paragraphe 3.2 sur la g-f-cohomologie qu’une
représentation n, détermine au plus un L-paquet I, de représentations w,, telles que
T, & m, contribue a IH*, nous le noterons IT, (n;). On dira que =, est stable si n,, ® m,
Iest; c’est bien sur indépendant de n,, €Il (n,). Lorsque n est instable, le composant n,
définit un sous-ensemble IT, (n,)* de représentation m,, telles que £(x,,) &(n;) = 1. Nous
allons maintenant pouvoir réinterpréter la proposition 3.3.3. Considérons une représenta-
tion irréductible @*(n,) et supposons que p soit tel que U'(n,, £) =U'(n%, £); on sait
qu’il existe une fonction h () dans #§ ? qui réalise la projection sur U’ (n, &) ® o*(n,)
dans THY la formule des traces de Lefschetz, comparée a la formule des traces de Selberg
au moyen de 3.3.3 fournit la :

ProrosiTion 3.4.2. — Si n, est stable, pour presque tout p,
Y (=Ditr(o,™| UG, (ng, &) =m (I, (n;), &) m (m) tr &, (k)

(ot @, est un frobenius en p), les deux membres prennent leurs valeurs dans Q.
En utilisant les résultats de g-f-cohomologie on obtient facilement les :

CoROLLAIRE 3.4.3. — Lorsque m, est de dimension un alors (pour presque tout p) :
d
- 2 m
2 tr ((pp " I Uﬁz (nf, &)) =1tp (hp)
q=0

CoRrOLLAIRE 3.4.4. — Lorsque m; est de dimension infinie alors (pour presque tout p):
tr (o, ™| Ug, (n,, E)=m (n) tr ., (h7).
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De plus on sait que : .
tr n, (hy)=p™¥2 tr r ((t (n,))™).
Dans le cas instable on obtient de maniére analogue la :

ProposiTION 3.4.5. — Soit n, dans TI, ’ alors (pour presque tout p) :

tr (@, ™ | UG (ry, &) =m () p™ trr, ((t (8,))"),

ou a=1 ou 2 suivant que £(n;)= t 1.

On dira qu’une représentation m, est quasi tempérée si il existe une représentation ®,
de dimension un telle que , ® w, soit tempérée. Une généralisation naive de la conjecture
de Ramanujan-Petersson est d’espérer que les représentations de dimension infinie auto-
morphes dans L2 sont quasi tempérées pour tout p. La pureté du complexe d’intersection
permet de montrer le :

THEOREME 3.4.6. — Soit t=n, @7 feL(Z, avec m, €Il alors, pour presque tout p, la
représentation T, est quasi tempérée.

Preuve. — 1l est inutile de considérer des représentations © dans les L-paquets du type
I1, car elles sont automatiquement quasi tempérées. Soit maintenant K assez petit pour
que IT=IT_, ® I1, contribue a IH* (S (C), V ® C); on peut supposer m stable et on sait
alors, que pour presque tout p on a I’égalité dans @ < C:

tr (@, ™| Ug, (ry, E)=p™ tr r (¢ (1,))™) . m (m).

Comme m, est non ramifiée C’est la restriction 4 G(Q,) d’une représentation non ramifiée
, de G(Q,).

Soit v une place de E au-dessus de p on pose Gv=REV,Qp GL,:

G(@)=1] G, (@)

vlip
Avec des notations évidentes on a de plus :

L,=®7r%, et ri)=rm@))=® r,(w)).
v|p vl|p

La représentation m, est quasi tempérée si et seulement si les n, le sont toutes. On
peut choisir ¢ (r,) ainsi ([38], exposé VI) :

_({a, 0\(1 0 10 L
(3 2)( - oo

avec a, et b,e C*. La représentation 7, est quasi tempérée si et seulement si |a,|=|b,|.
Le noyau Zx de r étant dans le centre de G, le théoréme résulte alors de ce que les

valeurs propres de @, ™ dans Ug, (n, &) sont toutes de méme module d’aprés le théoréme
de pureté [16].
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