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CONJUGAISON DIFFERENTIABLE
DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE
~ DONT LE NOMBRE DE ROTATION
VERIFIE UNE CONDITION DIOPHANTIENNE

Par J.-C. YOCCOZ

RESUME. — Nous démontrons le résultat suivant, qui généralise un théoréme de M. R. Herman : si le
nombre de rotation d’un difféomorphisme du cercle f de classe C* satisfait a une condition diophantienne, f
est C®-conjugué a une rotation. Le résultat est optimal pour la conjugaison C*.

ABSTRACT. — The following result is proved, generalizing a theorem of M.R. Herman: any smooth
diffeomorphism of the circle whose rotation number is of diophantine type is smoothly conjugated to a
rotation. The result is the best possible for smooth conjugacy.

0. Introduction

On se propose dans cet article de généraliser un théoréme de M. R. Herman ([H,]) en
donnant la condition optimale sur un nombre irrationnel a pour que tout difféomorphisme
lisse du cercle préservant I’orientation dont le nombre de rotation est a soit différentiable-
ment conjugué a une rotation.

Le cercle est noté T'=R/Z. On désigne par Diff", (T') (r=0, rréel = 1, r=+ 00 ou
r=w) le groupe des difféomorphismes de classe C" (analytiques lorsque r =) qui préser-
vent 'orientation. Il est souvent plus commode de travailler dans le revétement universel

. D" (T?) qui est le groupe des difféomorphismes f de classe C" de la droite réelle tels que
f—idpg soit Z-périodique. Pour a.€ R (resp. ae T'), on note R,e D® (T?) (resp. € Diff% (T*))
l’application x — x+a.

On peut définir, aprés Poincaré, le nombre de rotation p(f)eR (resp. p(f)€T*) d’un
difféomorphisme f € D° (T?) (resp. f € Diff, (T*)). Le lecteur pourra consulter les premiers
chapitres de [H,] sur les propriétés des groupes D"(T!), Diff", (T') et du nombre de
rotation. Celles de ces propriétés qui nous serviront seront rappelées le moment venu.
Signalons simplement que p (R,) ==a, que le nombre de rotation est invariant par conjugai-
son dans les groupes D°(T*) ou Diff% (T*) et que p(f) est rationnel pour f e Diff% (T?!)
si et seulement si f admet une orbite périodique.
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334 , J.-C. YOCCOZ

Soit feD’(T!), et p, g deux entiers premiers entre eux; il est facile de voir que f est
topologiquement conjugué a R, si et seulement si f9=R,, alors que p(f)=p/q si et
seulement si f?—idg—p a un zéro sur R. La classe de conjugaison (topologique) de R,
est donc de codimension infinie dans I'ensemble des difféomorphismes de nombre de
rotation p/q.

Lorsque a est irrationnel (ce que nous supposerons dans la suite), Denjoy a montré
au contraire qu'un difféomorphisme feD?(T?), dont le nombre de rotation est a, est
topologiquement conjugué a R, ([D]). (Cependant, il construit des difféomorphismes f de
classe C! tels que p(f) =0 mais f n’est pas topologiquement conjugué a R,; on trouvera
dans les chapitres VI, X de [H,] des raffinements sur le théoréme de Denjoy et ses
contre-exemples).

Des lors, la question de la différentiabilité de la conjugaison se posait : soit &/ la partie
de R—Q constituée par les a tels que tout f e D (T?) vérifiant p(f) =a est conjugué dans
D> (T') a R,. Arnold a montré que I'inclusion & < R—Q est stricte ([A]) : il construit des
difféomorphismes analytiques dont le nombre de rotation est irrationnel pour lesquels la
conjugaison n’est méme pas absolument continue; cette perte de régularité est due aux
« petits dénominateurs », ce qui conduit a analyser les propriétés diophantiennes du
nombre de rotation.

Pour B réel = 0, on dit que a.c R—Q vérifie une condition diophantienne d’ordre B s’il
existe C > 0 tel que |a—p/q| = C/q***? pour tout rationnel p/q.
Soit Cy I'ensemble des irrationnels qui vérifient une condition diophantienne d’ordre B.

Les nombres o appartenant aux ensembles C,, N Cp U Cg, R—(Q U( U C,,))

p>0-  B20 Bzo
sont respectivement dits de type constant, de type Roth, diophantiens, de Liouville.

Les nombres de Liouville forment un ensemble résiduel de la droite réelle, tandis que
presque tout nombre est de type Roth. Un résultat célébre dé Roth affirme que les
nombres algébriques irrationnels sont de type Roth (Liouville savait déja qu’ils étaient
diophantiens). :

Le théoréme de conjugaison locale, dii a Arnold et Moser ([A], [M], voir aussi
[H, appendice]) affirme que «localement » &/ contient {J Cg:si feD” (™Y, p(f)=a

p2o0
est diophantien, et f est suffisamment proche de R, dans la C*®-topologie, alors f est
conjugué a R, dans D®(T%).

Le pas décisif dans le cas « global » (sans condition de proximité a une rotation) a été
accompli par Herman ([H,]) : il démontre, répondant & une question d’Arnold, que </
est de mesure de Lebesgue pleine (en particulier o # J!). L’ensemble de nombres de
rotation pour lesquels il prouve la C®-conjugaison, de définition assez technique, est

cependant strictement contenu dans (\ C, D’autre part, il montre ([H,, chap. XI])
B>o0

qu’on doit avoir & = U Cg (voir aussi [H—S]).
p>0
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CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE 335

Jai récemment donné une démonstration plus simple du théoréme de Herman, qui
implique C,;s = &/. Le résultat qui suit répond a une question de Herman ([H,]) en
déterminant complétement o :

d= U Cﬁ'

pzo0

Plus précisément, on a :

TuEOREME. — Soit f e D*(T") k entier, k = 3. On suppose qu’il existe p = 0 tel que o
appartient a Cy. Alors, si k > 2B+1, il existe un difféomorphisme he D' (T?) qui conjugue
faR,, et hest de classe C*~1~B~* pour tout € > 0.

COROLLAIRE. — Sous les mémes hypothéses sur a, h est de classe C* si f est de classe
C®, analytique si f est analytique.

Le corollaire est conséquence évidente du théoréme en classe C®; en classe analytique
il résulte du cas C*: [H,, chap. XI.6].

Ce travail n’existerait pas sans Michel Herman, dont les conseils, suggestions et
encouragements m’ont toujours €té trés précieux. Je tiens également a remercier 'L M.P.A.
de Rio de Janeiro, ou la premiére version de ce travail a été rédigée durant un séjour de
2 ans aussi agréable qu’enrichissant.

1. Plan de la démonstration du théoréme

Le principe de base de la démonstration est le méme que dans [H,] et s’appuie sur le
résultat suivant ([H,, chap.IV]): pour quun difféomorphisme f eDiff% (T!) soit
Cr-conjugué a une rotation, il faut et il suffit que les itérés de f forment une suite bornée
pour la C'-topologie.

Cette condition est évidemment nécessaire. Pour n=>1, le difféeomorphisme
n—1
fi=1/n Y f* vérifie:

i=0

foo o fi=1d+ °fu s

fr—id

n
et le second membre de cette égalité converge uniformément vers R, lorsque n tend vers
I'infini. Si la suite des itérés de f est bornée dans la C'-topologie, on peut par le théoréme
d’Ascoli extraire de la suite f,, pour tout € > 0, une suite qui converge dans la C"™*
topologie vers he D"~ ¢(T?). Si r n’est pas entier, h appartient méme a D" (T') de fagon
¢vidente. Si r est entier, il est clair que D"~ h est Lipschitzienne et Herman montre
([H,, chap. IV]) que h est aussi de classe C" dans ce cas.

NOTATIONS ET RAPPELS. — Soit & un nombre réel irrationnel. On note || || la distance
de o au plus proche entier. Les réduites de a seront notées p,/q, et vérifient les propriétés
fondamentales suivantes ([L], [H,, chap. V], [S]) :
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336 J.-C. YOCCOZ

(i) qn_-l-ll > (_1)"(qna_'pn)="qna ” > (2 qn+1)—l pour n g 1;
(@) [ljoll > | gnll > | dnsrall  pour n21,  0<j<guiy j#4qs
(iii) ||gn] > 2||gnso2|| pour n=1

On notera o, =(—1)"(g,2—p,) pour n = 0. Soit [ un entier; les réduites de o+ sont
Pnlq,+1, donc la suite des dénominateurs g, et la suite des restes o, sont définies pour
ae T, et notées par les mémes lettres.

Des propriétés (i), (ii), il résulte que a vérifie une condition diophantienne d’ordre B si
et seulement si il existe une constante C > 0 telle que :

Coy*P <o,y <o, pour n= 1.

C’est sous cette forme qu’on utilisera ’hypothése arithmétique sur a.
Remarquons aussi que les propriétés (i), (iii) impliquent que pour tout € > 0, les séries

+
Y of Y g,° sont convergentes; pour tout C >0, les produits [] (1 +Cgq,?®),
n21 n2x1 n=no
+

[] (1 £ Cof) sont donc convergents de produit non nul pour n, assez grand. On fera

n=ng
fréquemment usage de ceci dans la suite.

Soit f e Diff% (T*), a=p(f), fun relévement de f dans D°(T*), a le nombre de rotation
de 7: les dérivées successives de f (si elles existent) sont Z-périodiques et ne dépendent
que de f; on les notera D f, D2 f... Soit p/q une réduite de &; la fonction 77—id —p est
Z-périodique et ne dépend que de f; on la notera f?—id.

Pour une fonction ¢ continue et Z-périodique, on note comme d’habitude :

lolo=]o Ho=Sug|<o(x) |

PLAN DE DEMONSTRATION. — Le paragraphe 2 donne les formules de différentiation
utilisées dans la suite; certaines font intervenir la dérivée schwarzienne S g d’un difféomor-
phisme ge D3 (T!):

1
Sg=D?LogDg— E(D Log D g)2.

Le paragraphe 3 donne quelques conséquences faciles de I'inégalité de Denjoy ([D],
[H, chap. VI]).

Dans le paragraphe 4, on obtient une premiére estimation de |Dr LogD f "|0, basée
sur les formules du paragraphe 2 et les résultats du paragraphe 3.

Il est essentiel pour obtenir de bonnes estimations de commencer par estimer les
dérivées schwarziennes. Cette idée se trouve déja dans [H,].

Le paragraphe 5 est une amélioration de I'inégalité de Denjoy; si f e Diff3 (T?), p(f)
est irrationnel, et g est le dénominateur d’une réduite de a, on montre que :

|Log Df*], < C(f)| fi—id |52
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CONJUGAISON DES DIFFI’EOMORPHISMES. DU CERCLE 337

Le paragraphe 6 est le moment crucial de la démonstration : on y obtient une estimation
de f%+1 (x)—x en fonction de f9 —id.

Dans le paragraphe7, on montre que cette estimation implique que
| fon—id|o |(f9—id)~*|, est une suite bornée; ceci entraine alors facilement la
C*-conjugaison.

Dans le paragraphe 8, on utilise les formules du paragraphe 2 et les inégalités d’interpola-
tion de Hadamard pour obtenir la conjugaison en différentiabilité supérieure.

Par rapport a [Y], les parties nouvelles sont essentiellement les paragraphes 6 et 8.

Dans toute la démonstration, la lettre C désigne des constantes (différentes) strictement
positives qui peuvent dépendre de f et de 'ordre des dérivées considérées, mais pas de la
puissance de f considérée.

2. Des formules

On regroupe dans ce paragraphe les formules qui seront utilisées dans la suite.

Elles sont valables pour des difféeomorphismes g, h de la droite réelle, suffisamment
dérivables, et préservant I’orientation (de sorte que le logarithme de la dérivée est défini).

Pour éviter une surcharge de I’écriture, on convient de noter dans tout I'article, pour
un entier k et des difféomorphismes g et h:

D* Log Dg=D*(Log D g);
D* Log D goh=[D*(LogDg)]° k;
D*S g o h=[D*(S g)] < h.

Dans ces formules, on désigne par A,, B, C, E], ... des polynomes universels de /
variables X, . .., X;; ces polyndmes sont homogénes de poids I si on donne a la variable
X; le poids i, et égaux a 1 si I=0.

Par exemple, on a:

(A) Pourlz=0:

D'*'g=A,(DLogDg, ..., D'LogDg)Dg.

Démonstration. — On a Ay=1. Pour [ = 1, de la formule (A) a I'ordre I—1, on déduit
par dérivation :

D'*'g=DgDLogDgA,_,(DLogDg, ..., D'"' LogDyg)

-1
+Dg 3. 6%’(;‘@ LogDg, ..., D' Log D g) D'*! Log D g.
i=1 i

On obtient donc :
-1

‘ 0A,_
A=X A+ Y Xy —
i=1

X,

L’homogénéité de A, résulte donc de celle de A,_,. []
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338 J.-C. YOCCOZ

Les démonstrations des formules qui suivent sont analogues a la précédente et laissées
au soin du lecteur.

(B) Pourliz=1:

D2 Dl+1
I)’Long=B,( £ .., 2
Dg Dg

(C) Pourlz=2:
D'"2Sg=D'LogDg+C,(DLogDg, ..., D' ' LogD g).

De la formule de dérivation d’une composition :
(D) LogD(goh)=LogDgoh+LogDh,
on déduit pour un itéré de g:
(E) Pournz=1:

n—1

LogDg"'=) LogDg-g.

i=0
De méme, de la formule pour la dérivée schwarzienne :

S(goh)=(Sg-h (Dh2+Sh,
on déduit :
(F) Pournz=1:

n—1

Sg'= Z) (Sg-g)(Dg)

Quand on dérive (D), (E) et (F), on obtient les formules suivantes :
(G) Pourr=0:

D' LogD(goh)=(D"LogDgeh)(Dh)+D"LogDh
r—1

+ Y (D"'LogDgeoh)(Dhy'G;(DLogDh, ..., D' Log D h).

=1

(H Pourr=z0,nz=1:

r—1n-1
D'LogDg"'=Y Y (D""'LogDg-g)(Dgy 'Ej(DLogD¢g’, ..., D' Log D g).
1=0 i=0

(I) Pourr=z0,n=x1:

r n—1
D'Sg"=) Y (D"!'Sgog)(Dg)y ""?F;(DLogDg, ..., D' Log D g).
1=0 i=0

3. Soit f un difféomorphisme du cercle, préservant I’orientation, de classe C2. On
suppose que le nombre de rotation a de f est irrationnel.

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 3



CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE 339

On fixé, dans ce paragraphe et les suivants, deux réduites consécutives de o, p/q= Dildx
et P/Q=p, . /qx+,- On suppose, pour fixer les idées, que k est pair; alors, on a:

G 0—Pg >0 > gy A—Pryy > P—qi @
donc les points f ~%(x), f2(x), x, f~%(x), f4(x) se rencontrent dans cet ordre quand on
décrit T dans le sens positif.
Soit xe T!; on notera I, J, les intervalles (x, f7(x)), (f ~9(x), f9(x)).
LEMME 1. — Pour tout xeT", les intervalles fi(1,), 0 <i < Q, sont disjoints, et les
mtervalles f (J,) 0Zi<Q forment un recouvrement de T!.

Démonstration. — Par le théoréme de Denjoy (cf. [H, chap. VI]), f est topologiquement
conjugué a R,. Comme les conclusions du lemme sont topologiques, on peut supposer
que f=R,, x=0. '

Soit x;=iaeT!, K={x, 0 <i < Q}; il suffit de prouver que la distance de deux points
consécutifs de K est au moins |g || et moindre que 2||qal].

Pour 024, j<Q,i#j,ona:

| lG-pal 2inf{jla],0<I<Q=|qgall

D’aiitre ﬁaft, si x;€K, I'un des points Xx;, ., X;4,-q appartient 4 K. Ona: °

‘ (g x)=] g} |

d(xivg-0 ¥ =llga]+]|Qul < 2[lga]
Le lerrime 2 rappelle I'inégalité de Denjoy, ainsi qu’une inégalité similaire ([H, chap. VIJ).
LemME 2. — Pour xeT!, yel, 0 < i< Q, on a (avec C=Var(LogD f)):
|LogDfi(x)| £ G
|Log D fi(x)—LogDfi(»)| = C.

Demoristfatwn — Voir [H chap VI] pour I'inégalité de Denjoy. Pour la seconde
inégalité, on écrit, en utilisant (E‘

i— l

Long‘(JC) LOng“(Y) Z[LOng(f’(X)) LogD f (f* )]

Les intchalles fill), 0<j< i, sont disjoints; donc, si yel,, la valeur absolue du
second membre est majorée par Var(Log D f). O
On introduit les notations suivantes :

m ()= (x)—x;
M =Max m (x);

xeTl
m = Min m (x).
‘ ‘xeT!
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340 J.-C. YOCCOZ

LEMME 3. — Pour =1, xeT, ona:

Q-1 -1
Z D ffx)y £ cM
m (x)'
Démonstration. — On désigne par |A | la longueur d’un intervalle A de T'. Par le

théoréme des accroissements finis, pour tout i > 0:
| /) |=Df®|L|, avec Eel.

La seconde inégalité du lemme 2 implique alors :

Df’(x)<c|f'(1’=)|

| L
Q-1
Du lemme 1, il résulte que Y. | f/(I,)| < 1; on a donc:
i=0
Q-1 ) 1 ’ M-t
D= fiayfsc . O
igo ( ) = Z ' I m (x)"

4. Premiéres estimations pour les dérivées d’ordre supérieur.

On suppose dorénavant que f est un difféomorphisme de classe C¥, k = 3.

LEMME 4. — Pour xe T}, 0=n<Q,ona:

M
(1) srbsc
) IS/ 0| < C—s
( )
MI/Z
(3) |IDLogD "], < C
M1/2
(4) |DLogD f"(x)| £ C )
m (x)
Démonstration. — La formule (F) et le lemme 3 impliquent immédiatement les deux

premicres inégalités.
On a Sf"=D?LogD f"—1/2(DLogD f™)? en un point ou | DlogD f"| est maximal,
D2 LogD f" s’annule, donc :

|DLogDf" 5 < 2[S /"o
Ceci prouve la troisiéme inégalité.
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CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE 341

Soit1<n=<Q;ona:
DLogD f"*e=(D LogD "> f9 D f2+D Log D f2

Ceci montre, au vu du lemme 2, que I'inégalité (3) du lemme est valable pour 0 < n <2Q,
quitte a changer la constante C.
Soit ze T! tel que m(z)=m, et xe T*; par le lemme 1, il existe teJ, 0 < i< Q, tels
que x=/"(t). La formule (G) donne :
D LogD f"*i(t)=D Log D f" (x) D f*(t)+D Log D f" (v).

Donc :

M1/2
m

(@ |IDLogDf"(x)| = C (IFANG)

D’autre part |I.|=m(x)=D f*(§) |I,|, pour un certain £el,. Mais I, est contenu dans
[f~%(2), f*1(2)], et la longueur de ce dernier intervalle est, en vertu du lemme 2, majorée
par Cm. On a donc, en utilisant une autre fois le lemme 2 :

®) Dfo <cpriei—clil <o

En joignant les estimations (a) ¢t (b) on obtient la quatriéme inégalité du lemme. []
On arrive maintenant a ’estimation cruciale :

LEMME 5. — Pour 1 £r<k—1,0=n<Q,xeT , ona:

|D’ LogD f" (x)| =< C|: M :lr.
m (x)

Démonstration. — Le cas r=1 est une partie du lemme 4. Le cas r =2 résulte également
du lemme 4 :

|D*LogD f"(x)| < |:Sf"(x)|+%|DLong"(x)|2 <cC M

m (x)?

Supposons le lemme démontré jusqu’a I'ordre r = 2. Alors, dans les formules (C) et
(I) les polynémes C,, ; et F; =, 0 <1 < r—1, vérifient les estimations, pour 0 < n £ Q:

|C,e1 (DLogD f" (x), ..., D" Log D f* (1)) | < C[ e ]Hl;

m (x)

|F;~*(DLogDf"(x), ..., D'Log D " (x)) | < C[ M ]'.
m (x)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



342 J.-C. YOCCOZ

Cette derniére estimation, introduite dans la formule (I), donne en utilisant le lemme 3 :

oMt M2 M2 et
r—1
'D Sgn(x),éclgom(x)r—l"’ll:m(x)] éc[m(sc)] .

La formule (C) et I'estimation précédente pour C,,, achévent la démonstration de
I'inégalité a 'ordre r+1. [

5. Une amélioration de Pinégalité de Denjoy

ProrosiTioN 1. — |LogD f?|, < CM'/2,

Démonstration. — Soit ze T' tel que m(z)=m; pour tout xeT!, il existe tel,
0<i<Q, tels que x=f'(t). On a alors:
Log D f%(x)=Log D f*** (t)—Log D f* (t)

=Log D f* (1) +[Log D f* (f*®))~Log D f* (®)}
|Log D fi (f*(t))—LogDf (t)| < |DLogDf*|, | L}
| Log D f*(t)|=|Log D f*(t)—Log D f*(z) | < |D Log D f*|, | J. |,

car Df?—1 s’annule au point z.

Les intervalles I, et J_ sont contenus dans ( f ~9(z), f*%(z)), dont la longueur est majorée
par Cm.

La troisiéme inégalité du lemme 4 donne alors :
|LogDf4(x)| < Cm(|DLogDf*|,+|DLogDf%|,) < CM'2 O

L’estimation de la proposition implique immédiatement une estimation similaire pour
Dfi—-1:

IDfi—1], < CM'2,

6. Estimations de f2(x)—x

On note a,=|qa—p|, ag=|Qa—P|, et m(x)=| f2(x)—x| pour xeT'. On fixe un
entier N supérieur a k/2, et on note K, Pintervalle [f N4(x), fM*V4(x)], pour xe T
Le but de ce paragraphe est de démontrer la :

ProposITION 2. — Pour tout xeT!, ona:

'n"z (x)— ;ﬁ m(x)| £ C[M* V2 m (x) + M2 m (x)].

q
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CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE 343

LEMME 6. — Pour tout xe T, il existe ye[x, f4(x)], ze[f2(x), x] tels que :

m )= 22m (2).
a‘l

Démonstration. — On note ¢ : T' - R une application qui reléve I'identité de T* dans
Pintervalle [ f2(x), f4(x)]. Soit p 'unique mesure de probabilité sur T! invariante par f;
on a, pour tout xeT?!:

£9(x) ) 1t (x) ri1®
I (f2—id) du=f @du--f ¢ dp

x %
VEARTE)) e 5 ) )
=f <pdu—J <pdu=J (f?—id) dp.

) x x

D’autre part, la mesure de probabilité p vérifie :

S e
I dp=a, f du= —ay,.

x X

Le lemme résulte donc du théoréme de la moyenne.

La proposition 2 est maintenant démontrée en examinant les deux termes d’une
alternative (Lemmes 7 et 8).

LEMME 7. — Supposons que m est monotone sur un intervalle 1,, ze T'.
Alors, pour tout xe T, tout yel,ona:

~

m0) _i|<cmn
m (x) -

Démonstration. — Soit xeT'; on a :

[m (2 —m () [=|m (f(x)—m (x) | £ CM'2 m (x)

par la proposition 1.
Si m est monotone sur I, on a donc:

}'E(t)—llécwﬂ pour te[f721(2), f*(2)}
m (z)
l"i(")—l\écw pour 1, t'e[f 27 (), f1 ()]
m (t)

Soit xeT!, yel; le lemmel montre quon peut choisir 0<j<Q et

t, ' e[f29(2), f(2)] vérifiant f/(t)=x, fI(t")=y.
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On a alors :
m@=m@DfIE), m@=m@)Df E),
avec &, &'e[f72(2), f1(2)].

On a |E—&|<Cm(z) et m(t)=C 'm(z) pour te[f 39(z), f1(z)]; en intégrant
I'inégalité (4) du lemme 4, on a donc:

| Log D f7 (&)~ Log D f/ (&)
Finalement, on obtient :

-~ ~ s j ’
m (x) m () Df7(€)

LEMME 8. — Si m n’est monotone sur aucun intervalle de la forme 1., ze T, alors pour
tout xe T, tout yel, ona:

< CM'2

O

|m ()—m (x)| < CM*™ V2 m (x).

Démonstration. — Remarquons d’abord que la proposition 1 implique |Kx| < Cm(x),
et C ™ m(x) <m(t) < Cm(x) pour teK,.
L’estimation du lemme 5 implique donc :

M1/2

m (x)

k—1
| D! Log D f2(9)| §C[ ] pour teK,.

L’hypothése sur m entraine lexistence de 2N =k zéros distincts de Df?—1
(ou LogDf9 dans Pintervalle K,.

L’application réitérée du théoréme de Rolle montre que les fonctions D/LogD f<
0 <j < k—1 ont toutes des zéros dans K,. L’intégration de I'inégalité précédente donne
alors :

x*

|LogDf? ()| < CM* Y2 pour teK

Le lemme suit immédiatement. []

Démonstration de la proposition 2. — Soit xe T!, yel, ze[f?(x), x] les points donnés
par le lemme 6. On a:

|m @)—m (x)| £ C(MY?m (x)+M* V2 m (x))

par les lemmes 7 et 8;
m@)—mx)| £ CMV2|z—x| £ CMV2 m (x)

|

par la proposition 1.
La proposition 2 en résulte. []
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COROLLAIRE. — Soit M=Max m (x), m=Minm (x). On a :
xeT! xeT!

a (/o) +CME~ D72
1—CM!2 ’
= (/) —CM&~ /2
= 1+CM">

M

N

7. Démonstration de la C'-conjugaison
7.1. Soit (p,/q,) la suite des réduites de a. On introduit les notations suivantes :

an=| qn X— Py |
M,=Max | fo (x)—x |,
xeT!

m,=Min |f“" (x)—x |
1

xeT

De I'inégalité du corollaire :
(l) M < ] (“n+1/°‘n)+CM5.k_l)/2
n+1 = n 1— CM,{/Z

B

on va déduire, d’'une maniére analogue a [Y], que M, /o, est une suite bornée. Le corollaire
impliquera alors que a,/m, est également bornée, et la C'-conjugaison en résultera.
Comme f [ f "n'——idI dp=a, (ot p est la mesure de probabilité invariante par f), on
1

T
a:

Rappelons également que la condition diophantienne implique I’estimation :
o, g %yt g g Ca:"‘ﬂ'

On suppose dorénavant que f est de classe C*, k > 2B +1.
7.2. Par le théoréme de Denjoy, M, tend vers zéro. On commence par montrer que

M,, décroit au moins géométriquement.
Comme M,, tend vers zéro, pour tout € > 0, I'inégalité (1) implique pour n assez grand :

M, =M, ((1‘|"*‘5)M +8)§

n
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donc aussi :

M,.; < M, ((1+e) Surt +e) ((He)i"*—’ +e) < M, [(1+87 2*2 42426 (1+9))

n Ayt n

Mais a, ., ,/a, < 1/2 pour tout n =0, et € >0 est arbitraire. On a donc, lorsque n est
assez grand :

Mn+2 é

7.3. Comme k > 2B+ 1, on peut choisir 6 > 0, fixé dans la suite, qui vérifie :
k+1
% —0 > (1+B+0) (1+96).

Soit alors n, un entier tet que tout n = n, vérifie :

2

(i) Mn+2 é ~ Mm
3

(1) CM!2 < 1/2,

(iii) Uiy = o TPTE

Les relations (i) et (ii) mmontrent que le produit :

"i_"f( 1+M° )

vino \ 1—CM22

est convergent, et permettent d’en calculer un majorant A (> 1). On peut supposer que
A'7%>4C. On choisit alors n, 2 n, tel que M, <A™2

7.4. Définissons a, =A~2, et p, par la relation M, =a, oain; on a donc
0<p, <lf(cara, >M, 2qa,).

ny =

On va montrer qu’il est possible de construire par récurrence des suites a,, p, vérifiant :

(a) M, < a, ofr

1+M?
(b) (R, an+l=an1TCL4—1/2—’ Pr+1="Pn
ou

(R;) an+1=an’ pn+l=(1+e) pn'
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Supposons la construction effectuée jusqu’a I'ordre r; on a alors :

+
1+M!
< ——L-q, <A '<|
jE, 1-CMm}2 ™ =
ar>a, 0 2M, 20, = p,<1;

p, > O par les relations de récurrence.

1 cas. — CME* V280 < M, «a, ., ,/a,. L’inégalité (1) implique :

an+1 1+Mg
a, 1-CM}?’

On utilise (R,) pour définir a,,,, p,+;. Cela donne:

0
o,y 1+M Oyt 1
M, £ —2 S Gy~ O S Gy O,

a, <
a, 1—-CM'? o,

caro,,; <59, 0<p, <L
2¢ cas. — CM¥*V2-0 5> M, a,, /o, Comme CM,/? < 1/2, I'inégalité (1) implique :

k+1)/2—-0
M,y S 4CMETD27E,

On définit a, ., p,+ par la relation (R,). Comme k 23, a, <A ', ona:

a

k+1)/2 2-0 -1
LA < g AT S 2

IIA

b

k+1)/2—-6 k+1)/2—-8
Mn+1 =4 C [an “5"]( Y é a, a:" « y )

S a,afnTOUTREN < g oGO =g, | afnr
Ceci compléte la construction des suites a, et p,, vérifiant (a) et (b).
7.5. Comme on doit avoir 0 < p, < 1, le second cas, qui implique p,,, =(1+6)p,, ne

se produit qu'un nombre fini de fois. Il existe donc un entier n, = n, tel que, pour
nzn,:

ceci implique :

la suite M, /a, est donc bornée.
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De la seconde inégalité du corollaire de la proposition 2, on déduit alors :

Bpsy _ %y 1+Calf?

= k+1)/2 o1
my 41 m, I—CCI.S, ¢ Oy +1

H

pour n assez grand.
La condition diophantienne sur o donne :

1
akt 2 g1 < Cof, avec p= I_c-;_ —(1+p)>0.

La suite o, décroit au moins géométriquement (a,,, < 1/2a,). Donc, pour n; assez
grand, le produit :

+

14C gl
I

-1 (1+k)2
n=ny 1=Coly ot ™/

est convergent. Ceci implique que la suite a,/m, est également bornée.

7.6. Montrons que les itérés de f forment une suite bornée pour la C! topologie. Soit
xeT?, ieN; pour tout n pair = 0, il existe £ e[x, f(x)] tel que:

f ) —f1(x)=D 7 (§) (f* (x)—x).
On a donc :
Mn
m

Cc1'<

=C

m, i
M =Plres=

n n

Lorsque n tend vers I'infini, on obtient :
C'sDffxsC

et ceci prouve la C'-conjugaison. []

8. Différentiabilité supérieure

8.1. Comme précédemment, on se donne un difféomorphisme du cercle f, préservant
Iorientation. On suppose que le nombre de rotation o de f vérifie une condition
diophantienne d’ordre P, et que f est de classe C* avec keN, k = 3, k > 2B+ 1. Sous ces
hypothéses, on a montré dans le paragraphe précédent que f est conjugué a la rotation
R, par un difféomorphisme h de classe C'. Notre but dans ce paragraphe est de prouver
que h est de classe C*~17P~¢ pour tout &£ > 0. Pour ceci, il suffit de voir, comme on I'a
rappelé dans I'introduction, que les itérés de f forment une suite bornée pour la C*~1-B~¢
topologie, pour tout € > 0—([H, chap. IV]).

La méthode pour montrer ce dernier résultat est la suivante : on suppose que h est de
classe C'*7, pour un certain réel y = 0. On sait que ceci est vrai pour y=0. On tire
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alors parti des inégalités de convexit¢é de Hadamard pour montrer d’abord que la suite
|D*~! LogD f%|, g, ' est bornée lorsque n varie, puis on prouve que ceci implique
que la suite des itérés de f est bornée dans la C'*Y topologie pour tout
Y <gM=[(k—-2-B)+7(1+P)/2+B)

L’application y — g(y) sur lintervalle [0, k—2—] verifie g(k—2—P)=k—2—P, et
g(x) > x pour 0 £ x < k—2—p. Donc il suffit d’itérer le raisonnement précédent (c’est-a-
dire itérer g) pour prouver que h est de classe C*~* 7B~ pour tout ¢ > 0.

La méme technique de méthode itérative se trouve déja dans [H,, chap. IX].

8.2. On identifie, comme il est usuel, les fonctions définies sur T!=R/Z et les fonctions
Z-périodiques d’une variable réelle.

Soit 0 < y < 1; on dit que @ e C°(T?) vérifie une condition de Holder d’ordre y si:

| ¢ ],=Sup le -2 0)|

< + o0.
x#y |x—y|" ®

Ces fonctions forment un espace vectoriel not¢é CY(T!); muni de la norme
llo|l,=Max(||@|lo, |®],), C'(T") est un espace de Banach.

On vérifie immédiatement que C"(T!) est un anneau (pour la multiplication des
fonctions), et que, si @, yeC'(T), on a:

{ levl = lellol ¥+ el vl

2) Lowll, < llollo|Wh+ ol IV lo

Soit y un réel = 1; on écrit alors, ici et dans la suite, y=r+7’, avec reN et
0 £ v < 1. Une fonction ¢eC"(T?) est dite de classe C" si D" @eC"' (T'). L’espace de
ces fonctions est noté C"(T?!) et est muni de la norme d’espace de Banach :

| oll,=Max( Max |[D’ o], |D"@],).
osjsr

Le lemme suivant est évident mais simplifie les calculs lorsque ¢ posséde un zéro sur
T. '

LemME 10. — Soit yeR™*, oeC'(TY); ona:
ol 1D ol+1nt |0 @}

Démonstration. — Si y <1, y=v', r=0, le lemme est évident. Si r=1, et | ¢| atteint
son maximum en X, on a, par le théoréme des accroissements finis | ¢ (x)— ¢ ()| < || Do ||o
pour |x—y| <1, et le lemme en résulte. Si r =2, les fonctions DV, 1 <j<r—1,
possédent des zéros sur T'. Le cas r=1 donne ||D/gl,<|D'*'o|, donc
IDollo < ||D"@||,, et on termine la démonstration comme pour r=1. [

Pour y > 1, on définit aussi DY(T!) comme le sous-espace de D!(T!) constitué des
difféomorphismes h tels que h—ide C?(T?).
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LemMME 11. — Soit yeR*, he DM=x(:M(T1); il existe une constante C (h) telle que, si
eeC'(TY), alors °heCY'(TY) etona:
ookl <llel,[IDr]5  pour 0<y<1;
leerl,=C®|el, pour yvz1.

Démonstration. — Pour 0 <y <1, ona||@ehl|o=|o|oet six#yety>0:
lohN—0 )| = ||, |hE)-h® ] <ol |IDR|}|[x—y][,

~ ce qui démontre la premiére inégalité. La seconde résulte de la formule de Faa-di-Bruno
pour D" (@< h) et de la relation (2). O

8.3. Inégalités de Convexité de Hadamard. — Les normes || ||,, lorsque y varie dans
R™* sont reliées entre elles par des inégalités de convexité, dites de Hadamard.

Proposition 3. — Soient y,, Y5, Y3€R" avec v3 = v, = v, Y1 # Y3. 1l existe une cons-
tante C ne dépendant que de v, telle que pour tout @ € C'3 (T*) on ait :

” ? "12 =C ” (] ”.(,713 “12)/371) || [0 ||f,‘132‘71)/(13-71).

Démonstration. — Voir par exemple, I’appendice de [Ho]. [

8.4. Soit f un difféeomorphisme du cercle vérifiant les hypothéses de 8.1. Les itérés de
f forment alors une suite bornée dans la C'-topologie. Comme dans le reste de I’article,
C désigne diverses constantes strictement positives qui ne dépendent que de fet de I'ordre
de différentiabilité considéré. Le lemme 11 donne, pour 0 <y < 1, e C"(TY), nez:

3) looflly=Cllel

La proposition 3 donne, pour 0 <y, <7y,<k—1,y,#0,etneZ:

{ | Log D f*||,, < C||Log D" ||tsir

@
IDs* =1, = DS =1y

Pour n 20, jeZ, on a ||(Df" |, < C(j) et, pour 0 <y < 1:
|D Y|, =C@|Df 1|,
Donc, pour 0 < y < 1, 0eC?(T"), on obtient, par la relation (2):

®) le-@fYl=CcOdel,+IDf =1l @ lo)

8.5. Soit A=Xit...X/r un monéme de m variables, et I= Y pj,21. Soit 0 <y <1,
p=1
neZ. On estime ||A[|, lorsque X;=D'LogD f" ou lorsque X,=D'*! f* en supposant
quem=<k—letl+y<k—1.
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La relation (2) permet de majorer ||A||y par une somme de termes de la forme
1%, Il, | A/X,|lo> 1 < p < m, ji, # 0. Par la relation (4), on a:
| D* Log D f* |, < C || Log D £ [|f2 7/ *;
D7+l 5 C D=1 e
I A(DLogDf" ..., D"LogD f"
D? LogD f*
A (Dz f”, e sz+l fn)
Dp+l fu

“0 <C || LogD f* m(fykik)—p)/(tﬂ);

=C ” Df"—1 ”g(fykjk)_P)/(l+y)‘
0

On obtient  donc |All, £C||LogD f*|;+y,  lorsque  X;=D'LogDf™,
|All, = C||IDf"—1|;+, lorsque X,=D'** f~.
Ceci permet d’obtenir le lemme suivant :

LeMME 12. — Soit P un polynéme de m variables X, ...X,, homogéne de poids | si X;
a pour poids i. Pour tout neZ, tout 0 S y<1l,ona:

|P(DLogDf™, ..., D"LogD f" |, < C(P)| Log D f" |+

"P<D2fn, - Dm+lfn>

5 5 )| sc@ipr—ti,

1y

Démonstration. — La premiére inégalité résulte immédiatement de la discussion précé-
dente. Quant a la seconde, un monéme A’ de P est produit d’une puissance de D f" et
d’un mondme A en D2f", ..., D™*! f" Par la relation (5), on a:

[all, = CdlAll+lAllo D=1
La discussion précédant le lemme donne :
[All, = ClIDf*~1]lsy,  [[Allo = ClIDf" =1,
Mais, par la relation (4), on a:

IDf =1 IDs"=1l, = €[ DS~ 11}y

ce qui achéve la démonstration du lemme 12. []

COROLLAIRE. — Pour neZ, 0 <y<k—1l,ona:

c'[Ds~1], < || LogDs* |, < C [ Ds*~1 ),

Démonstration. — Pour 0 <y < 1, cela se vérifie directement sans difficultés. Pour
y=1,y=r+v,reN, 0Ly <1, le lemme 10 donne :

IDf"=1]l,=[[D"* 1

7”” LogD f* ”7'__" D"LogD f"

v
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1

puisque J D f"(¢t)dt=1 et donc LogD f" et D f"—1 ont un zéro sur T!. La formule
0

(B) du paragraphe 2 et le lemme 12 donnent alors I'inégalité de droite. La formule (A)
du paragraphe 2 et le lemme 12 donnent :

| Dr+1 f'l

D f"
En utilisant la relation (5) on obtient alors :
“ Dr+1fn “7 = C (” LOg Dfn ”r+v'+” Df"_l ”7 ” LOg Df" "r);
[Ds*=1]l, || Log D f"|| < C|| Log D f" || || Log D f" |,
< C||LogDf"|,+, par la relation (4),

S C || LogDf™ [frsys
Y

ce qui donne I'autre moitié de I'inégalité du Corollaire. []
8.6. On suppose maintenant que f=hoR,oh™!, avec he D**"(T!) 0 < y, < k—2—B.

ProPOSITION 4. — Pour neZ, on a:
| f"—id—noall, < C|[nof.
Démonstration. — On commence par estimer ||h°R,,—h—na|,,; cette fonction a un
zéro sur T, dong, si yo=r+7v,, reN,0<y,<1,ona:
|heR,e—h—nal,,=||D" (hoR,,—h—na)|,,
On a certainement || D" (na) ||, < ||nal|, et par le théoréme des accroissements finis :
D" hoRy=D ko < [|D™* ko[ nel.

Soit p I'entier le plus proche de na, &’ =na—p, donc |a’|=||nal|. Pour xeR, on a:

1
D' h(x+na)—D" h(x)=oc"[ D" h(x+t o) dt
1]

Si yg > 0, x # y, on a, pour tout t€[0, 1] :
ID* h(x+ta)=D* h(p+ta) | < | x—y ||| Dkl

donc
|D"heR,,—D"h|, < ||heR,y—h—nal,, £C|nal.

Comme f"—id—na=(h°R,,—h—na)oh™', la proposition est maintenant une consé-
quence du lemme 11.

8.7. Comme précédemment, on désigne par (p,/q,) la suite des réduites de a, et on
note a,=(—1)"(q,&—p,) > 0. Rappelons qu'on a alors ¢q,,, <o, ! <2g,,, pour s 2 0.
On a donc montré au paragraphe 7 que pour teR, s = 0:

Clg Y S| fs@®)—t—p,| < Caily
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Posons A,=||D*"*LogD f%]||,+a, pour s = 0. Par le lemme 10 et le corollaire du
lemme 12, on a:

|| f—id—g, o [=|| D fis—1[)—, < C[|Log D f* -y < CA,
Compte tenu de I'estimation précédente pour | fis—id—p, |, on a montré dans le
lemme 5 que A; < Cg%~ "2 pour s > 0.

Lemme 13. — Pour y€[0, k—1], soit p=Max (0, (y+1—1v,)/k —7,); alors, pour s = 0,
ona:

| Log D f% ||, < C ey (Gys1 A

Démonstration. — Pour v < y,—1, cela résulte de la proposition 4. Pour y > y,—1, le
corollaire du lemme 12, la proposition 4 et les inégalités de convexité donnent :

| Log D f*||, < C[| D %1,
< Cllf—id—ga g || S —id—g, a [l
é C as (As q’s_l)p é C qs_+11 (QS+ 1 As)p' D

8.8. La condition diophantienne sur o implique q,,, < Cq}*?; on a alors A,q,,,

qs—k < ngz—l)/2+1+ﬂ—k, et:

1+2B
2k

(As qs+ l)l/k qs_l é C qs—g’ avec &= > 0'

N | =

On fait momentanément I’hypothése qu’il existe €(y,) > O tel que:

(6) (As qs-+ l)ll(k—yo) qs_l é C qs_t (70)'

On vient de voir que (6) est vérifiée si yo=0. On va démontrer que ceci implique
Iestimation A, £ C g, (proposition 5). On aura alors, si yo < k—2—f:

k—2—B—
(As qs+1)1/(k—yo) qs—l é C qs—s(‘fo), avec S(YO)= _¢Y2,
k—vo

donc I’hypothése (6) sera vérifiée pour v, < k—2—B.

Lemme 14. — Soit ye€[0, k—1], p=Max (0, (y+1—7v4)/(k—7,)); pour s=0,
0=n=<gq,,/q,0na:

| Log D ™|, < C gy " (A gys 1)
Démonstration. — Soit y=r+y’, reN, 0y <1; par le lemmel0, on a

ILogDf™||,=|| D" Log D f%]l,..
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On pose g=1"%; on démontre alors par récurrence sur r que :

(7) || D' LOng" ”’Y' é C q;I (As qs+1)P, POUI' 0 é n é M
qs
Il résulte de la proposition 4 que (7) est vérifiée pour y < y,—1. Ceci résout le cas
r=0siy,—1=1
Siyo—1<1,y,—1=7v<1, on a par la relation (3) :

n—1
| LogD "l =] T LogDge#lls nl|LogDell, < % Log D]l
i=0 s
et la relation (7) résulte du lemme 13.

Supposons maintenant que r =1 et que (7) est vérifiéee pour y <r. Pour estimer
| D" Log Dg"||,, on utilise la formule (H) du paragraphe 2 et la relation (2); cela donne :

r—1n—-1
® ” D’ LOng"”v’ SCY Y (A, +B,,+C,),
1=0 i=0

avec

A;,=||D""'LogDgeog' |, [[(Dg) ™" [lo || Ef llos

B,,=||D"'LogDgog'|lo|(Dgy |, || Efllos

Cii=|D'LogDgogillo | @& [lo |l Ei Iy
E;=E/(DLogDg), ..., D' Log D g).

On a || Dg'||, < C, et on voit facilement que |(Dg’y ~!|, < C||LogDg'||,. En utilisant
la relation (3), le lemme 12 (pour estimer EJ) et les inégalités de convexité, on obtient :

A;i < C|LogDgl|,—iy [ Log D& ls
B,, = C||LogDg||, || Log D ¢'[|, || Log D ',
S C|LogDg||,— || Log D g'[|;1;
C.i<C|LogDg|,_;|| Log D g ||;,-
En estimant ces produits par le lemme 13 et 'hypothése de récurrence, on obtient :

A = Cqy g (A gu4 )P
B, ,+C;; = Cq, ' g, (A g4 1)

ou on a posé :

4y +1— I+1—
0, =Max (0, r=l+y'+1-7 )+Max (0, I+1-% )
k—'Yo k_YO

_ - I+v +1—
0, =Max (0, r_H_lﬁ)J,Max (o, ju)
k—'Yo k_'YO
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Comme 0=I<r—l,ety,=0,0na:

b

’ py < Max <0 r+y +l—yy r—vy, r+y+2-2 yo)
1 = ] ] 9
k—vo k—vo k—vo

b

b, < Max (0’ r+1—vy, ’ r+y —Yo. r+y +2-2 yo>
k—vo ~ k=% k—o
Max(p;, p,y) < p+1/(k—7o).
Par définition de A, on a A, = o, (A,4,+,) = C™%; la relation (6) et les estimations
précédentes donnent alors :

A, +B,+C < Cqily @51 (A goh )P THETTPZ Cgly (A gor )

Comme la somme (8) contient rn < Cgq,,,/q, termes, ceci termine la démonstration du
lemme.

8.9. On sait que I'hypothése (6) faite en 8.6 est valable pour y,=0 si f vérifie les
hypothéses indiquées en 8.1. On va en déduire I’estimation A, < Cg..

PropPosITION 5. — La suite (A,/q,), s = 0, est bornée.

Démonstration. — Introduisons la quantité :

A;=Sup {|D*"! Log D f%o f" (D ™ o, 0=t <s,m 20}

Si f est une rotation, la proposition est évidente. Autrement, on a:

A2 A, 2A>0,A, S Aj+ay,

s—1 =

donc A, < CA_. I suffit de prouver que (A;/qy), > o €st une suite bornée.
On fixe s = 1. On note pour simplifier :

A

d=4,-1,  8=A.,,  ¥=A_, q=q, B & =A,

s>

Q=4s+1, A=A, AN=Ag,

Comme ¢, g, Q sont issus du développement en fraction continue de o, on a une
relation du type :
Q=ag+q, azl
Considérons les expressions :
X =(D*"' Log D f4° f*) (D f*)~",
Y=D*"!LogD f*,

k-2

Z=Y (D*"'"'LogDf%c f*) (D f*0)*"'~'G¥"* (D Log D f*, ..., D! Log D f);

=1
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etpourm=0:
Xte=X of"' (D fm)k—l’
Y=Y o fm(D fmyt,
Z=Zofm(Dfm"
La formule (G), avec g=f ‘7, h=f“4 montre qu’'on a:

D*!LogD fe=X+Y+Z,
(D*"!Log D fQo f™ (D f™)* 1=X'+Y +Z.

On va estimer | X’ |o, | Y’ |0, | Z’

o- Tout d’abord :
| X’ |[o=|(D*"* Log D f40 faa*™) (D foa*my~1 |, < &.

Pour estimer | Y|, on déduit de la formule (H) que:

k-2 a-1 k-2
Y = Z Z (Dk—l—l Longqofnq+m) (Dfnq+m)k—1—lE;c—l= Z Y;
=0

1=0 n=0

avec B =1, E*"!(DLogDf™, ..., D'LogDf™) o f™*(Df™)'=Ef"1 pour I > 0.
On a alors: | Yg|o < ad'.

Par les lemmes 10 et 12 et I'inégalité (3), pour [ >0, on a:

(SQ)(I+1)/k
|Bf"'lo < C[D'Log D™y < O — < CGQ™q ™"

par la relation (6); ceci donne, pour 1 < I <k-—2:

| Y

(k—h/k
0o =Ca. —(SQ)Q (8Q'*q™* < Cadq~".

On a donc obtenu ’estimation :
| Y’ Io <ad (1+Cq™d.

Pour Pestimation de |Z’|,, on a, pour 1 S 1< k—2:

|[GF~' (D LogDf*, ..., D' Log D f*) f™ (D f™|, < C | D' Log D f*|,

é 9 (8Q)"+ 1)/k é C(SQ)l/k q—e’
q

par le lemme 12 et les inégalités (3) et (6);

| (Dk—l—l Log Df;':' faq+m) (Dfaq+m)k-l—l IO é 9 (Sq)(k—l)/k é g (8/ Q)(k—l)/k.
q q
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On obtient donc :
Q

|z =
q

0 C=8q*<Cadq~

En rassemblant les estimations de X’, Y’, Z’ on obtient :

| (D! Log D f° f™ (D™ 1|, < §'+a8 (1+Cq™)

’ 7 ‘; 7 6/
< Max(i, 8—) [(+aq)+aqC g™ < Max(i,, —>Q(1+C a .
q 4q q 4q

Notons 6,=Max {A;/g,, 0 < t < s}. On vient de prouver que :
es+1 é 9,_(1+C qs_t) pour s g L

Ceci implique que la suite 6, est bornée et achéve la démonstration de la proposition. []

8.10. Comme on I'a vu au paragraphe 8.8, il résulte de la proposition 5 que la
relation (6) est conséquence de 'hypothése que h est de classe C! *7o,

Soit 0 Sy=k—1,v=v,—1,0=n=(g+1)/9- En introduisant I'estimation A, < Cgq;
dans le lemme 14, et en utilisant la condition diophantienne gq,,, < Cql*P sura, on
obtient :

9) || Log D f"s ”y < Cq; (2Pt t-10/k—10 = C go @ 70,

avece

_C+B(r+1—-vy) _
k—v,

1

p ('Y’ 'YO)

Pour vy, fixé, p est une fonction croissante de Yy qui s’annule pour
Y=g (o) =((1+P) Yo +k—(2+PB)/(2+P).

La fonction g posséde les propriétés signalées dans I'introduction du paragraphe 8:
g(k—2—B)=k—2—B, et g(x) >x pour 0 <x<k—2—P. Soit vy, un réel tel que
Yo < Y1 < &(Yo)- On va monter que h est de classe C'*"1, et pour prouver ceci, que la
suite || LogDf" ||,l est bornée pour n = 0. La relation (9) et le choix de v, donnent, pour
$§20,0<n=(gs+1)/4q, €t un certain e > 0:

(10) | Log D f™s]),, < Cq;=.

Soit N un entier naturel. Suivant une technique déja employée par Denjoy et Herman,
on écrit N sous la forme :

S
N=Z bsqa:’ Oébsé qs+1, bseN,
s=0 :
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et on pose :

N,=) bgq pour 0<s<S.
t=0

Ecrivons y,=r+7v}, reN, 0<v; < 1. La formule (G), pour g=f?% et h=fNs-1,
s’écrit D"LogD fNs=X+Y +Z, avec :
X=(D"Log D f?% o fNs-1) (D fNs-1),
Y=D"LogD fNs-1,

r—1

Z=Y (D' Log D f%%o fN-1) (D fN-1) ' G,

=1

T=G} (D Log D fM-1, ..., D' Log D fMs-1).
On estime || X ||,, grice aux relations (2), (3) et (10) :

I X [ly, = C(|| D" Log D f*% ||, [ D f™-1) [lo+| (D fM-1)" |, | D" Log D £ lo)
< Cg;*(1+] Log D fN-1||,,).

Le méme calcul donne aussi, pour 1 <1 <r—1:

D"~ Log D f%% o fN=1 (D fN-1) 7! [|; < Cg;* (1+]| Log D f™- ,);
[ D"~ Log D fhs% o fNe=1 (D fNe-1y = lg < C g

Pour estimer G/, on utilise le lemme 12:
[Gillo < Cl| Log D f™-1 ||, = C|| Log D f™-1 |i,;
[Gillyy = Cl| Log D f™-1 |l11yy < C|Log D fN-t .

Donc on obtient, en utilisant les inégalités de convexité et la relation (2) :
IZ ]l = Ca.* (| Log Df™-1 ||, +|| Log D f™-1 ]|, || Log D f™-1 ||
< Cq;*||Log D fN-1 ],
Ceci donne donc :
| D" Log D /||, =|| Log D f||,, < || Log D fN-1]|,, (1+C ¢,°).

+

Comme le produit [] (1+Cgq,®) est convergent pour n, assez grand, cette derniére

n=ng

inégalité implique :

|[LogDfN||,, < C.

Ihl
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Ceci implique que h est de classe C'*71; comme on I’a expliqué dans I'introduction du
paragraphe 8, en itérant le raisonnement qui nous a permis de passer de y, a y,, on peut
obtenir y=k—2—B—¢, pour tout £ > 0. Cela signifie que le difféomorphisme h qui
conjugue f a la rotation R, est de classe C*~!~#~¢ pour tout £ > 0.

(Al
[D]
H,]
[H]
[Ho]
[H-S]

[L]
M]

s]
[Y]
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