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OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS
SUR CERTAINES COURBES DU PLAN COMPLEXE

PArR Guy DAVID

Introduction

Nous nous proposons de généraliser le résultat suivant, démontré en 1977 par
A. P. Calderén [1] : il existe une constante 6> 0 telle que, si I" est le graphe d’une fonction
lipschitzienne ¢ : R — R avec || ¢’ ||, <3 et si x — z(x) est une représentation paramé-

trique de I par la longueur d’arc, alors le noyau de Cauchy
borné sur L%(R).

R. R. Coifman, A. MclIntosh et Y. Meyer ont montré en 1981 ([5] et [6]) que la restric-
tion «||¢’|l, <&» est inutile, et que 'on peut remplacer le noyau de Cauchy par tout
noyau K(z(x)—z(y)), ou K est une fonction impaire, positivement homogéne de degré —1,
et indéfiniment dérivable définie sur C*=C\ {0}.

Nous étendrons ce résultat au cas un peu plus général ou I' est une courbe « réguliére »
(définition 1 plus bas) et donnerons quelques conséquences du résultat obtenu.

La démonstration utilisera le résultat de Calderdn (1977) et des méthodes de variable
réelle telles que 'utilisation des « inégalités aux bons A » de Burkholder et Gundy.

Le paragraphe 1 contient la définition et quelques propriétés géométriques des courbes
régulieres.

1 o .
—— définit un opérateur
2x)—z(y)

Nous définissons au paragraphe 2 des fonctions maximales destinées a remplacer
celles de Hardy-Littlewood dans un cadre géométrique un peu différent. On en déduit
au paragraphe 3 quelques résultats préliminaires sur les opérateurs maximaux. Le para-
graphe 4 montre qu’on peut approcher, en un certain sens, les courbes réguliéres par les
graphes de fonctions lipschitziennes. Le théoréme fondamental (théoréme 1) n’apparait
qu'au paragraphe 5, ou il est montré & partir du théoréme de Coifman-McIntosh-Meyer
(théoréme 0).

Nous montrons au paragraphe 6 que les courbes réguliéres sont les seules courbes
rectifiables I pour lesquelles I'intégrale de Cauchy définisse un opérateur borné sur L%T).

Lorsque la courbe réguliére I est aussi une courbe de Jordan, les deux espaces de Hardy
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158 G. DAVID

generalisés définis a partir de I' sont en position de somme directe dans L*(I'). En parti-
culier, les domaines délimités par I" sont des domaines de Smirnov (paragraphe 7).

Le paragraphe 8 donne une version matricielle du théoréme fondamental.

Le paragraphe 9 donne une démonstration du théoréme de Coifman-McIntosh-Meyer
a partir du résultat de Calderén (1977).

Enfin, nous donnons au paragraphe 10 une extension du théoréme fondamental au
cas ou I' est une courbe rectifiable quelconque, non nécessairement réguliére.

Je tiens a remercier tout particuliérement R. R. Coifman et J. L. Journé pour leurs
suggestions, et Y. Meyer pour ses nombreux conseils et encouragements.

1. Courbes réguliéres

Nous donnons dans ce paragraphe la définition et quelques propriétés géométriques
des courbes réguliéres (ces propriétés ne seront pas utilisées dans la suite). Ces courbes
ont été étudiées dans un contexte différent par L. Ahlfors en 1935 (c¢f. Acta Math., vol. 65,
p. 157-194).

La lettre I" désignera dans la suite une courbe rectifiable orientée, définie sur un inter-
valle fermé de R. On supposera que le paramétrage de I par la longueur d’arc est admissible,
et on le notera s — z(s).

DEFINITION 1. — Nous dirons que T est réguliére s’il existe une constante C telle que pour
tout t>0 et tout disque D de rayon r, la longueur T "D soit inférieure a Cr.

Lorsque I est réguliére et définie sur un intervalle non borné, on a lim | z(s) |= + co.
§— 00

Nous pouvons donc définir sur C une mesure de Radon positive ¢ (que nous appellerons

encore longueur d’arc) par J f(2)do(z)= ‘[ f(z(s))ds pour f continue a support compact
dans C. ¢ R

Une courbe I' est dite « corde-arc » §’il existe une constante C telle que pour tout
couple (s, s')eR?, on ait |s’'—s| <C|z(s")—z(s)| (c.a.d. que la longueur d’arc entre z(s)
et z(s’) est inférieure & C fois la corde entre ces deux points). Les courbes corde-arc sont
des cas particuliers de courbes réguliéres ; la réciproque est fausse, comme le montre
le cas d’une parabole.

Contrairement aux courbes corde-arc, les courbes réguliéres peuvent avoir des points
doubles. Cette propriété permet de prolonger une courbe réguliére définie sur un intervalle
compact en une courbe réguliére définie sur R : on peut par exemple recoller une demi-
droite a chaque extrémité de la courbe. Ceci nous permettra de supposer, dans les para-
graphes 2 et suivants, que I" est définie sur R, la généralisation des résultats démontrés
a des courbes définies sur des intervalles compacts est évidente.

PROPOSITION 1 [11].— Soit w une mesure de Radon positive sur C, de support E, et vérifiant
la propriété :
(1) il existe y>0 tel que pour tout zy€E et tout r>0, p{z;|z—zo| <r} =vyr.
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INTEGRALES SINGULIERES SUR DES COURBES DU PLAN 159

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(2) il existe C>0 telle que pour tout z, et tout r>0, p{z;|z—z,| <r} <Cr,

C
(3) il existe C,>0 telle que pour tout z, hors de E, le—zo |~ 2dp(z) < .
d(zOs E)
La partie directe est facile (et n’utilise pas (1)). Soient z,¢E et d=d(z,, E); alors

flz — 20| 2dp(2)= Z | z—zo | 2dp(z)
2kd<|z—zg|<2Kk+1d

o0 1 ©

< kZO XY p{z;2%d<|z—zo| <2¥*1d} < ; 22kd2u{z |z—zo| <2%*1d)
© k+1

<y C2*"d _ gj_
K=o 2%d? d

Pour montrer la réciproque, prenons un carré quelconque P, de c6té 2r ; soit M= E—(——)
r

8C,r
LEMME 1. — Pour tout zy,eP, d(z,, E) < .

M M
flz zol” 2du(z)>——1—fdu( I=33 =g

En effet, si z,¢E,

d( 0’ E)
8C1 1
<
M m-1 o
peut pas dépasser une certaine valeur. Découpons P en m? carrés Q ;i de coté — . Pour
m

. . . 1
Soit maintenant m un entier tel que — ; nous voulons montrer que m ne
m

) , 4r
chaque couple (j, k), soit R;, le carré de méme centre que Q;,, et de c6té —. Comme
m

8C
r < Vlr, tout Q;, rencontre E et il s’ensuit a cause de (1) que w(R;;)>—
m
1000C
LEMME 2. — Pour tout zo€P, d(zg, E)< —— " si m>100.
ymLogm

Notons F(z,) 'ensemble des couples (j, k) tels que la distance de z, a R soit inférieure
2

2L Alors, si zo¢E,
m

9C,
d(205 E)

> 9J|z--zo |7 2dp(z)> Y. ; f | 2=z, |~ 2dp(z)
J R;,x

et comme des que (j, k)¢F(zo), les valeurs minimale et maximale de | z—z,| dans R;,
sont dans un rapport inférieur a 4, on a

__9_C1_ > _1_ l’L(Rj.k)
d(zo, E) ~ 16 GiogFco | Rkl

1 yrm? 5 ym J‘ _
> z—2z dxd = | z—zo | 2dxdy.
16 m 4r? <j.kz):¢;:o) L, . | ol” Y= ar (szwg o JRjx 0

J | z—2zo | 2dxdy
Rj x

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



160 G. DAVID

D’autre part,

» j |Z—Zo|_2dXdy>j | z—zo | 2dxdy
R,k 2eP or

()EF(z0)
|z—2o] 27
2 n T ;
> p~ *pdpdd = > Log m/10> ZLog m dés que m=100.
173£$p$r
0-70<n 2
9C ym m 3000C,r , .
On a donc dz., IE) > 4 Log m, d(z,, E)< m et le lemme 2 est démontré.
4 000C 2000C
Ainsi, tout carré T de coté 2T est tel que WT)= i U a cause du lemme 2
ym Log m ym Log m
L 2
et de (1). Comme on peut trouver dans P plus de <’y;n_00§(g:_m> tels carrés disjoints, on
1
. 2rm Lo . . ) 8C 1
en déduit que Mr=p(P)> ﬁ ce qui est incompatible avec Vl < o—") des

que m est assez grand. La proposition 1 est démontrée.
Nous noterons G le groupe des homographies du plan complexe : les éléments g de G

az+b
sont de la forme g: Zch—-l-b’ avec ad—bc#0; I' désignera une courbe rectifiable

orientée, et ds la longueur d’arc sur T.

PROPOSITION 2 [11]. — Pour une courbe rectifiable orientée T, les trois propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(4) T est réguliere,

C
(5) il existe C;>0 telle que pour tout zy¢l, j | z—zq | 2ds(z) < .
r d(zo, T)

(6) il existe C,>0 telle que pour tout geG, la longueur totale de g(I') soit inférieure a C,
fois le diamétre de g(I'), quand celui-ci est fini.

Notons comme corollaire immédiat que la notion de courbe réguliére est invariante
par homographie.

L’équivalence de (4) et (5) résulte de la proposition 1. Supposons que (4) soit vraie,
et soit geG. La propriété (6) est évidente si g est une similitude, et comme le probléme
n’est pas changé si nous composons g par une similitude, nous pouvons supposer que

g est de la forme z +—>

-. On peut aussi supposer que zy¢I'. Soit alors d=d(z,, I')>0.

Z—2Z 0
Supposons qu’il existe zeI tel que |z—z,| =>2d. Alors le diamétre de g(I") est supérieur
1 1 1 . ds(z) C,
4 — — —— > —. Par ailleurs, la longueur de g(I') est —— - < — a cause
d |z—zy| 2d & A0 L!z—zol2 d

de (5), ce qui établit (6) dans ce cas.
Si par contre I est contenue dans I'anneau d< | z—z, | <2d, et si z, et z, sont deux points
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INTEGRALES SINGULIERES SUR DES COURBES DU PLAN 161
_ 1 |zy—z,|
Z0—2Z, Zo—2Zi 4d?

d 1 1
——S(——z)—z < 4 | ds(2)< 53 Clz,—z| car la courbe I' est réguliere. La propriété (6)
rlz—z2ol d* Jr d

est donc établie dans les deux cas.
Enfin, si(6) est vraieet sizy¢I',1alongueurdeg(I'),avecg : z —

> ; la longueur de g(I') est

de I' maximisant |z,—z,|, on a

! estJ | z—zo | 2ds(2)
Z—2Zy r
et est inférieure a C, fois le diamétre de g(I') qui lui-méme est inférieur a 2/d(z,, I) ; la
proposition 2 est donc démontrée.

Donnons une derniére caractérisation des courbes régulieres. Munissons ’ensemble
des droites du plan de la mesure de Lebesgue. Si I' est une courbe, disons de classe C*,
et si D est un disque de rayon r, la longueur de I' D est nr fois le nombre moyen d’inter-
sections avec I'nD d’une droite rencontrant D (¢f. [13], p. 107). Les courbes régulicres
sont donc celles pour lesquelles ce nombre moyen d’intersections reste borné quand le
disque varie.

2. Inégalités maximales
DEFINITION 2. — Nous noterons A Pensemble des mesures de Radon p positives sur C
telles qu'il existe une constante C=C(p) >0 vérifiant :

) Pour tout z,eC et tout r>0, onap{z;|z—z,| <r} <Cr.

DEFINITION 3. — Soit p une mesure de Radon positive sur C, et soit feL} (du). On note
M,f : C— [0, +o0] la fonction semi-continue inférieurement définie par

r>0

1
® M,f(2)= SUP{;J' e If(W)Idu(W)}-

Avec ces notations, on a la généralisation du théoréme classique de Hardy et Littlewood
sur la fonction maximale.

PROPOSITION 3. — Soient n, et p, deux éléments de A. Alors, pour tout pe]l, + ],
il existe une constante C=C(uy, W,, p) telle que, pour toute fonction feLP(dp,), on ait

©) I My, f ller@un SC IS o

Nous utiliserons au paragraphe 10 un énoncé un peu plus précis, que nous donnons
maintenant.

DEFINITION 4. — Soit p une mesure de Radon positive. Nous noterons . la fonction
C - [0, + o0] définie par
_ 1 w(D)
10 z)= sup — | du= sup ——,
(10) Hz)= sup r(D)L )

ou la borne supérieure est prise sur tous les disques contenant z, et ou r(D) est le rayon
du disque D.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



162 G. DAVID

PROPOSITION 4. — Pour tout pe]l, + o0}, il existe une constante C, telle que, si p, et p,
sont deux mesures de Radon positives, et f une fonction mesurable sur C, on ait les inégalités

(11) M ey SC HA+ET T i)
et
1
(12) HmMpJ Lp(dpz)sc”.”f“”“’“’);
si de plus p,=p, =y, on a
(13) I M S e <Cp TR ria
et
149 3] <Colf s

La proposition 3 découle de la proposition 4 car, lorsque peA, la fonction i est bornée.
La démonstration de la proposition 4 ne présente pas de difficulté particuliére ; nous la
donnons pour la commodité du lecteur.

Compte tenu du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz (voir p. ex. [12]) il suffit
de montrer les inégalités suivantes :

1 _
H:—Mp.f S | f lleo@pny My, S llLe@un < TS L@y
Hq L(dpy)
1 _
—M,,f <CI S luiany € 1My iy ey <CITizS sy
K2 Lf‘aible(dm)

Les deux premiéres inégalités sont des conséquences immédiates des définitions.

Pour montrer la troisiéme, choisissons feL!(dy,), et posons v; = | f | u;. Soient A>0,
meN et Q I'ensemble ouvert borné défini par | z| <m et fi,(z)”'M,, f(2)> . Pour tout z
de Q, il existe un disque compact D, de centre z et de rayon r(z), tel que v,(D,) =An(2)f,(2).
Le théoréme de Besicovitch ([7], p. 2) nous donne une suite (peut-étre finie) de disques
D, =D,,, choisis parmi les D,, telle que Q soit contenu dans I'union des D, et que pour
tout zeC, ;ﬂok(z)sco, ou C, est une constante. On a alors

1
H2(Q) <; H2(Dy) <; r(zk)rlZ(Zk)S; Y vi(D,,)
1 C C
<3 J [ 90,@]dvi< 2 vl = =2 11 f lsiauy

On en déduit bien la troisiéme inégalité en faisant tendre m vers + co.

Pour monter notre quatriéme résultat, on proceéde pareillement : on se donne f telle
que fi,f soit dans L'(dp,), on pose v;=|f|p;, on définit Q= {zeC; |z| <m et
My, f(z)>A }. Le théoréme de Besicovitch nous permet de recouvrir Q par des disques
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INTEGRALES SINGULIERES SUR DES COURBES DU PLAN 163

D,=D,,, de centres z, et de rayons r(z,) de fagon que ) T, SCo, et vi(Dy)=Ar(zy).
k

Alors, on a les inégalités p,(Q)<D. py(Dy)< Z(i%f Ha(2))r(z,) car pour chaque zeD,,
3 1 k k zZey
H(2)2 — py(Dy). Donc

Hz)

1
BAQ< 2 (0l Ba@) 7 viD < 5 X (indf 1ix(2)) ﬁ pi(8)dvi (1)

1
.
1 C
<5 ;f“ ol DF2(0) | f(8) | duy(8) < TO Jﬁz(t) | f(O) | duy(®),

ce qui termine notre démonstration.

Remarque. — Dans la démonstration de la troisiéme inégalité, notons que tous les
disques D, rencontrent le support de p, car ils vérifient v,(D,)>0. On peut donc rem-
placer dans cette troisieme inégalité la fonction p,(z) par la fonction plus petite
Ho(D)
nD)’

rencontrant le support de p;, et r(D) est le rayon de D.

sup ou la borne supérieure est prise sur ’ensemble des disques contenant z et
D

Par conséquent, la proposition 3 est encore vraie si la mesure p, vérifie la condition

(15) il existe une constante C>0 telle que, pour tout disque compact D de rayon r
et rencontrant le support p,, on ait p,(D)<Cr.

3. Opérateurs maximaux
Soit C* le plan complexe privé de 0 et K : C* — C une fonction impaire, positivement
homogéne de degré —1 et indéfiniment dérivable ; le noyau K sera fixé dans toute la
. . 1
suite. L’exemple typique (et primordial) est K(z)= —.
z

On désigne par # P'algebre des fonctions boréliennes bornées dans le plan complexe
et a valeurs complexes. A toute mesure peA et a tout £>0, on associe 'opérateur tronqué
T:: L*(dy) — 2 défini par

Tif(9)= f K(z—w)f(w)du(w)

lz—w|>e

On pose encore T¥ f(z)= sup | T:f(2)|.
e>0

Appelons X 'ensemble des mesures qui vérifient les conditions de la proposition 1 (un bon
exemple de telle mesure est la mesure de longueur d’arc associée a une courbe réguliére) :

DEFINITION 5. — Une mesure GeA est dans X s’il existe une constante y>0 telle que pour
tout r>0 et tout élément z, du support de o, on ait 6 {z; |z—zo| <r} =yr.

Le but du paragraphe est d’établir la proposition suivante.
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164 G. DAVID

PROPOSITION 5. — Soient peA, ceXZ deux mesures et K un noyau ayant les propriétés
ci-dessus. Supposons que pour tout pell, + oo, T¥ soit borné de LP(do) dans LP(dc) Alors,
pour tout pell, + oo,

(16) lopérateur T¥ envoie continiiment LP(do) dans LP(dp), et
(17) lopérateur T} envoie continiiment LP(dp) dans LP(do).

Nous appliquerons plus tard ce résultat dans le cas particulier ou o est la mesure de
longueur d’arc associée au graphe d’une fonction lipschitzienne ; la continuité de T* sur
L?(do) sera alors donnée par [S] et [6].

La démonstration qui suit est une adaptation facile des méthodes de variable réelle
de A. P. Calderdn et A. Zygmund au cas qui nous occupe.

LeMME 3. — Il existe une constante C>0 telle que si p est une mesure de Radon positive
sur C, zy, un point de C et r>0, on ait

(18) rj_ - | f@)| 12—20|" *du(z) SCM,, f(zo) pour feLi(dp).

La preuve est immédiate : on décompose { |z—z,| >r} en la réunion des couronnes
dyadiques {2r< |z—zo| < 2**!r} ; la k™ intégrale peut &tre majorée par

-[I —zo| <2k +1 | 1@ dp.(z)<21"‘Mpf(Zo),

22k
ce qui démontre le lemme avec C=4.

LeMME 4. — Soient 6eX, z,€C et d la distance de z, au support E de c. Alors, si r>2d,
ona

(19) o{z;lz—z|<r}>

N

r.

La démonstration est immédiate et laissée au lecteur.

LEMME 5. — Soient ceX et K comme ci-dessus. Il existe une constante C>0 telle que
pour toute fonction continue a support compact f : C — C,onait

(20) T* f(2) SCM(T¥ f)(2) + CM, f(z) pour tout zeC. -

La constante C ne dépend en fait que de y et de K.

Avant de démontrer ce lemme, notons que M g dépend uniquement des valeurs de g
sur le support de c. L’inégalité (20) signifie donc que les valeurs de T f dans C sont « domi-
nées » par leur restriction au support de o. 7

Pour démontrer le lemme 35, il 'agit de majorer |T:f(zo)| (indépendamment de e,
bien siir). Appelons D(g) le disque ouvert de centre z, et de rayon € et D(g/2) le disque moitié.
On écrit f = f; + f,, ou f; est le produit de f par la fonction indicatrice de D(g). Alors

Tof (20) =T folzo) = IK(ZO —w) fo(w)do(w).

4¢ SERIE — TOME 17 — 1984 — n° 1



INTEGRALES SINGULIERES SUR DES COURBES DU PLAN 165

LEMME 6. — Il existe C>0 tel que pour tout zeD(g/2), on ait
1) | T f(20) | ST f(2)+ CM, f(2o).

Celz—z Cteg
|2=20] _

Si zeD(g/2) et w¢D(g), alors | K(zg—w)—K(z—w)| < > < .
| zo—w]| 2| zo—w|?

Il résulte du lemme 3 que le(zo—w)—K(z—w)l | folw)| do(w)<C M, f(z,), ce qui
signifie que | T, f5(zo) — T, f2(2) | SC*M, f(z4). De méme, on a
| T, f2(2) = T:f(2) | <KC*M, f(20) (démonstration évidente).

En regroupant ces deux inégalités, | T,fy(zo)| < |T:f(2)| +C*M,f(zo), ce qui implique
bien (21).

Nous allons maintenant envisager trois cas en relation avec la distance d=d(z,, E),
ou E est le support de o.

Supposons d’abord que £ >4d. On prend alors la moyenne des inégalités (21) par rapport
a la mesure o et pour z décrivant D(g/2). Grace au lemme 4, il vient

2
(22) | Tef(z0)| < v M,(T f)z0) + CM, f(20) ,
ce qui est bien I'inégalité (20).

. d .
Supposons maintenant que 5 <e<4d. On voit que dans ce cas

| Tgf(zﬂ)_T:df(ZO) | SCMcf(Zo) ’

et on est ramené au cas précédent.

Supposons enfin que e<d/2. Alors T:f(zo)=T¥?f(z,), ce qui nous raméne encore
au cas précédent. En fin de compte, le lemme 5 est démontré. Il entraine la propriété (16)
car si T¥ envoie L?(do) dans lui-méme, et si feL?(do), alors My(T f) et M, f sont dans
L?(dy) a cause de la proposition 3.

Pour démontrer (17), remarquons d’abord que si pe]l, +oo[ et si g est I'exposant
conjugué de p, la continuité de T} : L?(do) — L”(dp) implique I'existence d’une constante C,
telle que

23) Ufl s K(z—w)f(2)gw)do(z)dp(w) | <C, | f I, ll g,

pour tout €>0, tout feL?(do) et tout gelL4dw). Alors (23) fournit la continuité de
T : LYdp) - L%do), et | T:|| <C, pour la norme correspondante. Il existe donc une
suite ¢; tendant vers O telle que la suite des opérateurs T/ : LYdu) — LYdo) converge
faiblement vers un opérateur que nous noterons T, ('opérateur T, n’est pas toujours
unique, mais cela n’a pas d’importance).

LEMME 7. — Soient rell, p[, peA et ceX. 1l existe deux constantes C et C, telles que,
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pour toute fonction continue a support compact f : C — C et tout z, appartenant au support E
de o. on ait

(24) T f(20) S CM(T, fNz0) + CM,, f(20) + C, [M(| f I'(20)]'" .

Avant de démontrer ce lemme, voyons pourquoi il implique la continuité de
TF : L?(dp) — LP(do). Si feLlP(dp), alors T,felP(do) et, grace a la proposition 3,
M(T, f)eL?(do).

De méme, M, f e L*(do). Enfin, | f |"e L?"(dp), donc M(| f |")eL?"(do), ce qui implique
bien que T f € L?(do).

Il nous reste a démontrer (24). Pour majorer |Tj_f (zo) | on reprend les notations et
la décomposition f = f, + f, utilisées au lemme 5. On a | T} f(zo) — T, f2(2) | < CM,, f(z,)
pour tout zeD(g/2) (démonstration comme au lemme 6). Compte tenu de f,=f— f,,
cela donne

(25) | Tif(20) | < I T f @] + | T /i@ | + CM,,f(zo).

Prenons la moyenne des inégalités (25) sur D(e/2) par rapport a ceX :

1
My(T./Nz0)+ —=—~ | Tuf1(2) | do(z) + CM,, f(2o) .

T <
| Tsf(zo) | o(D(£/2)) Joei2)

€
26(D(g/2))
On majore le second terme par

T e
" o[D(e/2)]"”

1
[G(D(S/—Z)j D(e/2) IT.fi2)] d(S(z):'

€
ce qui, compte tenu de o(D(g/2)) > % , donne

ClIT, /i llerwo

(26) | Tif (20) | <CM (T, f)z0)+CM,.f(z0)+ v

Notons au passage que nous n’avons pas encore utilisé le fait que peA.
L’inégalité (24), et donc la proposition 5, découlent de

I Tt lraoy S CE NI i liraw < [EML(] f DT

Le reste du paragraphe est maintenant destiné a montrer la proposition 6, qui ne sera
d’ailleurs utilisée qu’au paragraphe 10.

PROPOSITION 6. — Soient p une mesure de Radon positive (non nécessairement dans A),
ceX et K comme dans la proposition 5 (en particulier, Popérateur T est borné de LP(do)
dans lui-méme pour tout pe]l, + oo]).

Pour tout pe]l, + oo, il existe une constante C indépendante de p telle que, pour f con-
tinue d support compact, on ait les inégalités

1
—Tf

@7 g

<CllfII et

LP(do)

Lr(dp)

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 1



INTEGRALES SINGULIERES SUR DES COURBES DU PLAN 167

(28) TS ey <ClI(1 +m*f IlLrp)

(la fonction W est toujours celle de la définition 4).

Reprenons la démonstration de la proposition 5. Les lemmes 3, 4 et 5 sont encore valides,
et I'inégalité (27) découle du lemme 5 et de I'inégalité (12) de la proposition 4.

Nous pouvons remplacer (23) par I'inégalité suivante, qui découle de (27) : si g est 'expo-
sant conjugué de p,

1
(29) Uf K(z—w)f(2) ——— gw)do(2)dp(w) | <C, || f llLrwo Il & lLagay -
Jz=wl>e 1+1(w)

Si I'on fait g=(1+p)h dans cette inégalité, on trouve que I'opérateur qui a (1 +)h associe
Th est borné de L%dp) dans LYdo) de maniére indépendante de €. Cela nous permet
d’extraire une suite convergente, et de définir T, tel que 'opérateur qui a (1 +p)h associe T, h
soit la limite des opérateurs précédents, et bien siir soit borné de L4du) dans LYdo).

Avec ces notations, on a l'inégalité suivante.

LEMME 8. — Pour tout re]l, p|, il existe deux constantes C et C, indépendantes de p
et de f telles que pour tout z, dans le support E de o, on ait

(30) T¥ f(z0) SCMU(T, f)z0)+ CM, f(z0)+ C, M (| f I'(1 + 1)) 2)]'" .

On voit en reprenant la démonstration de la proposition 5 que I'inégalité (26) est encore
valable. Par ailleurs, nous savons que l'opérateur (1+p)f +— T,f est borné de L'(dp)
dans L'(do).

On en déduit que : N
4 1 =\ r ’
e T, fu ||Lr(da)<cr[g J‘(I‘H/l) [ fi Idu} )

ce qui nous donne (30) avec C,=CC;.
Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 8 pour montrer 'inégalité (28).

Notons que si (1+p)feL?(dp), T,f est dans LP(do), et donc M(T, f)eL?(do) grace
ala proposition 3 ; M, f est aussi dans L?(do) a cause de I'inégalité (11) de la proposition 4.
Il ne reste plus qu’a majorer [M,(| f [(1+p))]'".

Posons g= | f |'(1+R)"; si (1 +1)* feLP(dp), alors

IUARP! = | [ PU+RP* < | 1L+
est intégrable. En vertu de la proposition 4, inégalité (11), Mg est dans L?"(do), ce qui
implique que (M, g)'" est dans L?(do) et prouve (28).
4. Décomposition de Calderén-Zygmund des courbes réguliéres

Dans ce paragraphe, I' représentera une courbe rectifiable dans C, et z(s) un para-
métrage de I" par la longueur d’arc.

DEFINITION 6. — Soit M >0 un réel ; nous dirons que I'e A(M) s’il existe un déplacement
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du plan T (de la forme z+— az+B avec |o| = 1) tel que T(T) soit le graphe d’une fonction
- lipschitzienne @ : R — R vérifiant || ¢’ ||, <M.

PROPOSITION 7. — Si I” est une courbe réguliére, il existe deux constantes M > 1 et ve]0, 1]
telles que, pour tout intervalle compact 1 de nombres réels, il existe une partie compacte
E <1 et une courbe I e A(M) admettant le paramétrage par la longueur d’arc Z(s) de sorte que

(31 |[E|=v|I| et
(32) 2(s)=2(s) pour tout seE.

La proposition 7 est une conséquence immédiate de la proposition suivante, dont la
démonstration occupera le reste de ce paragraphe.

PROPOSITION 8. — Soit z : [a, b]=1 — C la représentation paramétrique par la longueur
d’arc d’'une courbe T de longueur finie | 1| =b— a, non réduite a un seul point. Soit 0 <y<1
tel que le diamétre du compact z(1) soit supérieur a v |1|. Alors il existe un compact Ec1

~ 2 s i >
et une courbe T’ eA<—> admettant la représentation paramétrique par la longueur d’arc z(s)
Y
tels que

(33) [EI> 201 e
(34) 2s)y=7Z(s) pour tout s€E.

Nous pourrons nous contenter de montrer cette proposition lorsque | z(b) —z(a) | =v|1|.
En effet, supposons que cela soit fait, et donnons-nous une courbe I' vérifiant les hypo-
théses de la proposition 8. Si ¢ et d sont deux points de I tels que | z(d)—z(c)| =y |1,

. i ,_ 11
on peut appliquer la proposition a Iintervalle [c, d], et avec la constante y -yd—.
—c
La méme courbe I que 'on obtient pour [c, d] convient parfaitement pour [a, b] et le

compact E vérifie

’

Y Y
|E|>5(d—c)=5 1]

Nous pouvons aussi supposer que z(a)=0 et z(b)=I[>0 avec I=>y|I| car le probléme
est invariant par déplacement.

Nous utiliserons le « rising sun lemma » de F. Riesz (cf. [14], p. 31) que nous rappelons.

LEMME 9. — Soient 1= [a, b] un intervalle compact et g : I - R une fonction continue.
Posons h(x)=sup { g(t); tel et t<x} et désignons par E l'ensemble compact défini par
g(x)=h(x).

Soient Q= [a, b\E, et ]a,, b,[ une composante connexe ouverte de Q. Alors h est constante
sur [ay, b, on a h(a,)=g(a,)=h(b,), et g(x)<g(a,) pour x€]lay, by[.

De méme, si beQ et si |B, b] est sa composante connexe dans Q, on a g(x) < g(B) pour x€1B, b].
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Le « rising sun lemma » nous permet de démontrer le lemme suivant :

LeMME 10. — Soient 1= [a, b], I>0, et f : I - R une fonction continue telle que f(a)=0
et f(b)=1 Il existe alors une partie compacte E de 1 et un homéomorphisme q: R - R
tels que

(39) 0)=a)> (¢ —0) s x<x,
(36) f(x)=4q(x) pour xeE, et
(37 | fE)] =02.
Appliquons le lemme 9 a la fonction auxiliaire g(x)= f(x)— 5—‘—[ﬂx‘ Gardons les nota-
tions du lemme 9 et définissons sur I la fonction g par g(x)=h(x)+ —— x.

211
La fonction h étant croissante, si x et x’>x sont deux éléments de I, on aura
l

LAV > - I_ X
9(x")—q(x) 2|I|(x x)

Le fait que g(x)= f(x) pour xeE découle de la définition méme de E : si xeE, h(x)=g(x).

Il nous reste a montrer que | f(E) | =1/2. Soit [0, m]I'image de I par ’homéomorphisme g,
la fonction h étant supérieure a g, on a m=q(b)= f(b)=1 La fonction h étant constante

1
sur chaque composante connexe de Q, la dérivée de g y est constante égale a TII; la
l
mesure de Lebesque de g(2) est donc | g(Q)| = TII |1 Q| < ﬁ =5 Alors,
| fB)| =14q(E)| =m—14q(Q)] =1/2.

On en déduit le lemme 10 en prolongeant la fonction g & R tout entier, ce qui ne présente
aucune difficulté.

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 8. Appliquons le lemme 10
a la fonction f(s)=Re z(s); le compact obtenu vérifie bien sir I'inégalité (33). Il nous
reste 4 définir une fonction Z(s), coincidant avec z(s) pour se€E, et qui soit un paramétrage

d’une courbe lipschitzienne : nous devons aussi trouver une fonction — -lipschitzienne ¢
Y

telle que pour tout s, @(Re z(s))=Im Zz(s). Il ne faudra pas oublier la condition | z’'| =1.
Nous prendrons Re Z(s)=g¢(s).

Pour seE, on doit bien sir prendre Im z(s)=Im z(s), et par conséquent, si
xeq(E)= f(E)=Re z(E), il faut que ¢(x)=Im z[q~(x)].

Soit Js;, s;[ une composante connexe bornée du complémentaire de E dans R. Soient
zj=x;+iy;=2(s;) et zj=xj+iy;=z(s]). Nous allons définir ¢ sur ]x;, xj[ de fagon que
o(x;)=yj, ¢(xj)=y;, et surtout que la longueur du graphe de ¢ entre z; et z} soit s;—s;.

Soit donc M; tel que s}—s;=(x}—x;)\/1+M?.

De P'inégalité (35), on déduit M;< 2
Y

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



170 G. DAVID
Par ailleurs |zj—z;| = |z(s§)—z(sj)i <sj—s; ce qui prouve que
| yi =y P < (85=s5;)% = (x— x;)* = M}(xj—x)* .
Ceci nous permet de définir xje[x; xj] tel que @: [x; xj] > R définie par

ot o(x)=y;+Mj(x—x;) pour x;<x<xj
o(x)=(x])—M;(x—x}) pour x7<x<Xx]

. 2 . .
vérifie o(x})=y; (faire un dessin). On a donc bien défini une fonction (p;-hpschltzwnne

sur [x; x7], qui coincide avec celle definie pour xeg(E) aux points x; et xj. On prend
maintenant, pour s€ [s;, sj], Im Z(s)= @(g(s)).

La définition de Z sur les composantes connexes non bornées du complémentaire
de E ne pose pas de probléme. Pour la composante de — oo, par exemple, on pose z(s)=s—a
pour s<a, et @(x)=0 pour x<0.

Il ne nous reste plus maintenant qu’a montrer que la fonction Z(s) que nous venons
de définir vérifie bien les conditions demandées.

Le fait que Z(s)=2z(s) pour seE, ainsi que I'égalité (Re Z)=Im Zz, découlent des défi-

nitions. La fonction ¢ est — -lipschitzienne car sa restriction a chaque composante connexe
2. ! o 2\ . . L

est — -lipschitzienne (les M; sont inférieurs & — |, ainsi que sa restriction a g(E) (en effet,
Y Y

sur q(BE), e=Im zo g™ 1)

Pour finir, on démontre facilement (par exemple en revenant a la définition de la longueur
d’arc avec des subdivisions) que la longueur de la courbe I entre (s) et Z(s") est bien | s’ —s]|,
ce qui termine la preuve de la proposition 8.

5. Opérateurs intégraux singuliers sur les courbes réguliéres

'Commencons-par rappeler le théoréme suivant, di a R. R. Coifman, A. MclIntosh et
Y. Meyer, et dont on pourra trouver la démonstration dans [5] et [6] (voir aussi le para-
graphe IX).

THEOREME 0. — Soit K : C* — C une fonction indéfiniment dérivable, impaire et homo-
géne de degré —1. Pour M =0 et pell, + o], il existe une constante C=C(K, M, p) telle
que, pour toute courbe I e A(M) (définition 6), on ait

(38) | T& £ llv.raor < ClLf e »

en posant T% f(z)=sup
sur T. €>0

f K(z—w) f(w)do(w) |, ou & est la mesure de longueur d’arc
|z—w|2e

Pour étre précis, 'opérateur maximal utilisé dans [5] et [6] n’est pas exactement T.
Cependant, la différence, qui tient seulement au choix des intervalles d’intégration des T¢,
peut €tre majorée par une fonction maximale (la vérification est laissée au lecteur).
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En combinant ce théoréme avec la proposition 5, on obtient le lemme :

LEMME 11. — Avec les notations précédentes, et pour toute mesure PEA, il existe une
constante C=C(K, M, p, ) telle que
39 | T f oo < ClIf oy -

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

THEOREME 1. — Soient T une courbe réguliére, ¢ la mesure de longueur d’arc sur T,
W une mesure appartenant a A (cf. définition 2), et K un noyau vérifiant les hypothéses du
théoréme 0. Alors, pour tout pe ]l + oo [, Popérateur maximal T} est borné de LP(dy) dans
L*(do).

Sil'on applique le théoréme 1 avec = o et la proposition 5, on obtient le résultat suivant.

COROLLAIRE. — Avec les notations et les hypothéses du théoréme 1, l'opérateur maximal T*
est borné de LP(do) dans LP(dp).

Nous utiliserons une variante du lemme classique de Burkholder et Gundy (« inéga-
lités aux bons A »).

LEMME 12. — Soient u : R - [0, + o0] une fonction mesurable coincidant, en dehors
d’un intervalle compact, avec une fonction de LF(R) et v: R — [0, + co] une fonction de L*(R).

Supposons I'existence d’un nombre réel vel0, 1] tel que, pour tout €>0, il existe une
constante y(€) >0 de sorte que, pour tout A>0, on ait :

[{ux)>A+eh et vx)<yEr}|<U—V)|{u(x)>r}].

Alors ueL(R), et ||ull,< [(1+8)7?—(1—-V)]""Py(e)~ || v]|,.
Montrons d’abord que ueL?(R).

Soit N >0 un nombre assez petit pour que 27" > 1—v. Pour tout keZ, posons
{Ey=xeR; u(x)>2"} et F,={xeR; v(x)>7y(e)2" }.

L’hypothése faite sur u entraine que 2*"?|E, | tend vers O lorsque k tend — 0.

Si €>0 est assez petit pour que 1+&<2" on a pour tout k

(40) |Epsy IS(T=W|E |+]|F .
On en déduit que, pour aeZ et keN,
41) | Barkrt | SO=VFI Bl B [+ (1= Fesao | + ..+ =V F, .
Si nous posons x; =27 | E, |, y,=2""| F,|, et p=(1—v)2" < 1, alors (41) s’écrit
27Xy st 1 S PXat Vs at PVirac 1+ - 00

On fixe meZ, et on fait tendre k vers + oo et a vers — oo en gardant la relation k+a=m.
Alors p*x, tend vers O plus vite que x,=2"?| E, |, et on obtient, 4 la limite,

2‘11me+1 Egym'*' PYm—1t .. +pjym—j+ e
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Nous sommes arrivés & majorer x,, par la convolution de y,,eY(Z) par la suite p"(n > 0),
avec p < 1. On en déduit bien que x,,€1*(Z), c. a. d. que ue L?(R) .On en déduit par la méme
occasion une majoration de la norme de la suite x,, dans I'(Z), ce qui donne une bonne
majoration de || u ||, (les détails sont laissés au lecteur, mais ils ne présentent aucune diffi-
culté).

Nous allons maintenant montrer qu’avec un bon choix des fonctions auxiliaires u et v,
les hypothéses du lemme 12 sont satisfaites.

LEMME 13. — Auvec les notations du théoréme 1, il existe ve |0, 1] et, pour tout re]l, + oo |
et tout €>0 une constante Y=1(g, r) > 0 telle que, pour toute fonction f- C — C a support
compact on ait, en posant u(s)=(T;‘ fNz(s)) pour —oo <s<+o0 et

o(s)= [(M,, | f 1)) +M,.f(z(5)) ,
Pinégalité
42) | {seR;u(s)>A+eL et v(s)<YA}| <(1—V)|{seR;u(s)>A}|.

Dés que nous aurons montré ce lemme, nous pourrons en déduire le théoréme : étant
donné pell, +oo[, on choisit r=\/1_7.

Pour que I'on puisse appliquer le lemme 12 et en déduire || T} f|l,<C |l v|l,<C' || f1I,
grace a la proposition 3, il ne nous reste plus qu’a montrer que u(s)=(T} f)(z(s)) coincide
en dehors d’un compact avec une fonction de L?(R). Or, si le support de f est contenu dans
{z;]z] <R} etsi|z(s)| = 2R (ce qui se produit forcément si s est assez grand), on a
(T f)z(s)) < CM,, f)(z(s)) qui est dans L?(R), toujours & cause de la proposition 3. Il ne
nous reste donc plus qu’a établir le lemme 13.

La fonction u(s) étant semi-continue inférieurement et nulle a linfini, I'ensemble
Q={s;u(s)> L} est un ouvert borné, réunion d’intervalles deux a deux disjoints ]a;, b;[.

Nous voulons montrer (42) intervalle par intervalle. Pour cela, on désigne par E;
I'ensemble des se]a;, b;[ tels que u(s)>A+€); on peut se restreindre au cas ou il existe
un &elay, by[ tel que v(§) < yA, et il suffit de montrer que dans un tel cas, | E; | <(1 —v)(b; —a;).

On pose I;=h;—aj; et on appelle y;: C — {0, 1} la fonction indicatrice de

{z;1z—2(a;) | <21 }.
On écrit, comme d’habitude, f=f +/,, ou fi(z)= f(2)x(z). On a alors
43) Tk f2(2) < T} f(2(a;))+CM, f(2') pour tout couple (z, ')

d’éléments de C vérifiant | z—z(a;)|<; et | 2’ ~z(a;)| <I; (la démonstration, analogue
a celle du lemme 6, est laissée au lecteur).
Comme a; n'est pas dans Q, on a (T¥f)(z(a;)) <\ et en prenant z’=2(§), on obtient

44) (T* f2)(z(s) S A +CyA

Il reste encore a majorer T f;. Nous appliquons a notre courbe réguliére la proposition 7.
Nous obtenons un compact K;< [a;, b;] tel que | K;|>vl; et une courbe I';e A(M) telle
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que z(s)=2zs) pour tout s€K;, ou z; est une représentation paramétrique de I; par la
longueur d’arc et M une constante qui ne dépend que de T

L’application du lemme 11 & T; nous donne

J_ [(T¥ fi)z D] ds<C, j Lfi ldp.

Le fait que peA nous donne, si z’ est tel que |z’ —z(a;)| <1,

Jlfl ldu< C'I{M, | fT)2),

et en choisissant z’=2z(;), on obtient
(45) J;( | [T fi)z(s) ds < ClLy\ .

Choisissons maintenant y=1y(g) assez petit pour que Cy<¢/2 dans I'inégalité (44) et

" A
C;’y’sg({;) . Soit alors R;c K; I'ensemble des seK; tels que (T¥ fl)(z(s))zg. Alors

r

2 , Ae
(45) entraine le|<C$'ljy'k’ﬁ<§ l;. Or, pour tout seK;/R;, on a (T} fl)(z(s))SE et

Age
(T¥ fo)z(s) < A+ 5 donc (T} f)z(s)) < A+¢€h. Le lemme 13 est démontré (avec \5’ au
lieude v) carE{cK;\R;, donc | E;|> (1 - g) l; pour tout j. On en déduit le théoréme 1.
6. Caractérisation des courbes rectifiables I' du plan complexe
telles que Pintégrale de Cauchy définisse un opérateur borné sur L*(I)

Soit I une courbe réguliére paramétrée par la longueur d’arc, notée s. Pour toute fonc-
tion feL*(R), on pose pour tout t réel,

(46) T.f(t)= sup JI [2(t)—2(s)] " f(s)ds | .
€> () —z(s)| 2
THEOREME 2. — Pour toute courbe réguliére I, 'opérateur sous-linéaire T, défini par (46)

est borné sur LY(R).

Réciproquement, soit T une courbe rectifiable du plan complexe. Supposons qu’il existe
un opérateur linéaire continu T : L%(R) — L*(R) tel que, pour toute fonction continue da sup-
port compact . R - R et tout réel t tel que z(t) ne soit pas dans I'image par z du support

de f, on ait Tf(t)= J‘(z(t)—z(s))’l f(s)ds. Alors T est une courbe réguliére.
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L . . 1,
La partie directe est une traduction du théoréme 1 lorsque K(z) = — ; il suffit donc de
prouver la réciproque. z

Soient donc I' vérifiant les hypothéses de la réciproque, et s — z(s) un paramétrage de I”
par la longueur d’arc.

LEMME 14. — On a liIP | z(s) | = + o0.
s a0
Sinon, on peut trouver une suite s, tendant vers + o telle que kliELn 2(s) soit un complexea.
—+00

Alors, pour tout [ >0, la longueur totale de la portion de I' située dans le disque de centre o

1
et de rayon [ est infinie. On choisit un point beR tel que z(b) # a, et on pose [ =2 | z(b)—a|.

On choisit pour fonction f la fonction dont le graphe est un triangle isocéle de base
[b—1,b+1] et de hauteur 1. Alors, si t est tel que | z(t)—a|<l, on a

I Tf@) =

J G ds ( > i et T f ne peut étre dans L*(R),
z(s)—z(t)
car cette inégalité est vraie pour t dans un ensemble de mesure infinie.

Montrons maintenant que I' est réguliére. Soient r > 0, z,eC, et E ’ensemble des se R
tels que | z(s) —z, | <r. Supposons que cet ensemble n’est pas vide. Alors on peut trouver
acR tel que | zo—z(a) | =4r, car la fonction s+ | z,—z(s) | est continue et tend vers + oco.
On choisit encore pour f une fonction continue a support dans [a—r, a+r] dont le graphe
est un triangle isocéle de base [a—r, a+r] et de hauteur 1. Pour tout t€E, on a

U' f(s)ds
2(t)—2(s)

Le théoréme est démontré.

Notons que le méme théoréme est valable en remplagant L%I") par LA(T), pour
l<p< +o0.

1 I |1/2
> —, donc ||Tf|l,=

2 1/2
, alors que ||f||2=<§ r) .

Remarque. — Si T est réguliére, et si feL*T), la limite

e—0

Tf(t)=lim j [2(t) — ()] * f(s)ds
|z(t)—z(s)] > ¢

existe presque partout. Le noyau de Cauchy définit donc un opérateur de valeur principale.

~ Vérifions d’abord ce résultat lorsque f(s) est le produit par z'(s) d’une fonction de classe (o
a support compact. Fixons un teR. Soient t=ty, ¢,...,t,., # points distincts de R tels

que z(t;)=z(t).
Alors on a n< C/2 car toute boule de centre z(t) et de rayon r plus petit que le minimum

1 . L X .
S §| ti—t, | (pour j # k) contient une longueur de I' supérieure a 2nr. Soient donc

t=to, ty, ..., t,—1 tous les points de R tels que z(t;)=z(t). Supposons que z est dérivable
en chacun de ces points, ce qui est vrai pour presque tout t. Soit £, > 0 tel que pour chaque j
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.9
et tout s tel que [s—t;| <&, on ait iﬁlS—tj|<|2(t)—2(5)|<|S—t,-|- Si d est la distance

de z(t) a 'ensemble compact { z(s); | z(s)—z(t) | <1 et | s—t;| >&, pour tout j }, alors on a
d>0 et pour ¢ inférieur a g, et a d, 'ensembile { s ;| z(t)—2z(s) | <e } est la réunion de n seg-
ments contenant chacun un ¢;, et de longueurs équivalentes a 2¢. On en déduit qu’au point ¢,

lingf [2(t)—z(s)] ! f(s)ds existe (intégrer par parties).

20 Jlz)-z()| 2

Soit maintenant f quelconque dans L*R). Pour tout teR, on pose
o{t)=lim sup

0<g<g
g

J‘ [2(£)—2(s)] ™" f(s)ds | .
e<|z(t) — z(s)| <€’

Ecrivons f=g+ h, ou g(s)/z'(s) est dans C!(R) et || h Il2g) < 8. Alors @ () < 0y(t)+ 04(t) S4(t)
presque partout, et w,(t) <2T,h(t), de sorte que || o ||y g, < C'*d (2 cause de la continuité
de l'opérateur maximal) est aussi petit qu’on veut. Donc w/(t)=0 presque partout, et
on peut définir Tf(t) presque partout.

7. Espaces de Hardy généralisés

Nous nous proposons de donner du théoréme 2 une interprétation géométrique en
termes d’espaces de Hardy.

Soit " une courbe de Jordan rectifiable orientée. Nous supposerons pour simplifier
que I est une courbe fermée de longueur 1 (les résultats énoncés plus bas s’étendent au
cas ou I' n’est pas bornée).

On notera z(s) (0 < s< 1) une représentation paramétrique de I" par la longueur d’arc.
Pour pell, + [, on pose LP(I')=LAT, ds), que 'on identifiera a L*([0, 1]).

Soit D, (resp. D,) la composante connexe bornée (resp. non bornée) de C\I'.

Suivant Keldysh, Lavrentiev et Smirnov (voir [8] ou [10]), on désignera par H?(D,) = L*(T')
la fermeture dans LP(I") de ’ensemble des polynémes en z; on notera s#?(D,) I’espace,

éventuellement plus grand, formé des feL?(T') telles que f Z* f(z)dz=0 pour tout keN.
T

Si feA#P(D,),alors lafonction F : D, — C définie par

oo L [ LO%_ L[ SEEO
2mi r C—Z 2mi [0.1] Z(S)—Z

est holomorphe sur D,, et f est la trace de F sur I'" au sens que pour presque tout zyel,

f(z,) est la limite non tangentielle de F(z) quand z tend vers z,. On se reportera a ce sujet

a [8], théoréme 10.4, p. 170.

On peut aussi se placer sur la sphére de Riemann et définir H?(D,) comme I’espace
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fermé de L?(I') engendré par les fractions rationnelles dont les pdles sont dans D,. En
appelant g Pexposant conjugué de p, #?(D,) est 'espace des feL?(I') telles que

J f(2)g(z)dz =0 pour geHYD,).
r

Enfin on définit pareillement H?(D,) comme la fermeture de I’ensemble des poly-

. L .
ndmes sans coefficient constant en — (si on suppose que 0eD,) et s#?(D,) comme I’espace
z

1
fermé de LP(I') constitué des fonctions f telles que J f (z);dz=0 pour k entier > —1
T

(on a ajouté —1 pour supprimer les constantes dans #7(D,)).

Alors, toute fraction rationnelle r(z) dont les pdles n’appartiennent pas a I' s’écrit de
maniére unique

47 r(z)=r,(2)+ry(2z), avec r,eHPD,) et r,eHPD,).
Nous désignerons par €, et €, les opérateurs linéaires définis par €,(r)=r, et €,(r)=r,.

Nous voulons savoir si €, et %, se prolongent par continuité en deux opérateurs envoyant
LA(T') dans H?(D,) et H/(D,).

THEOREME 3. — Gardons les notations précédentes. Pour une courbe de Jordan recti-
fiable orientée T, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(48) I est réguliere ;
(49) Il existe une constante C > 1 telle que, pour toute fonction rationnelle r dont les péles
n’appartiennent pas d I, on ait

171 L2y S C I 7 llLary, ot ry est définie par (47) ;
(50) L3I)=H*D,)+H*D,) (somme directe);
(51) LY)=#*Dy)+# *D,);
(52) Pour tout pe]l, +oo[, LAT)=HA(Dy)+HAD,)=#7D,)+ #*(D,).

REMARQUE. — La condition (52) montre que les domaines limités par une courbe de
Jordan réguliére sont de Smirnov.

Notons que la décomposition (47) n’est pas sans rapport avec I'opérateur du para-
graphe précédent :

1
(53) r1(zo) —12(20)= EV- p

nzdz _ 1 “p. '[ r(2(s))z'(s)ds
10,1]

Jrz—zo mi 2(s)—zo

pour presque tout zoeI'. Si nous identifions I' avec I'intervalle [0, 1], cela signifie que
(€, —%,)r= ;:;—T(?), ou 7(s)=r(s)z'(s), et ou T est 'opérateur de valeurs principales défini
au paragraphe précédent.
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Si I est réguliere, le théoréme 2 nous permet de prolonger ¥, —%, (donc aussi %, car
%, + €, =1d) en un opérateur continu sur L?(I"). Soit & '’ensemble des fonctions rationnelles
dont les podles sont hors de I', le théoréme de Hartogs-Rosenthal (voir par exemple [9])
et le fait que I'" est de mesure planaire nulle font que & est dense dans L?(T), ce qui d’ailleurs
montre que H#P(D;)N#?(D,)={0}. L'image de LAT) par l'opérateur prolongé %,
sera donc contenue dans HP(D,). On peut aussi prolonger ¢, =1Id—%, en un opérateur
continu : LX(I") - H?(D,). De €, + %, =1d, on déduit que L?(I') est la somme (topologique)
des H(D,); cette somme est directe car H(D;)nH?(D,) = #"(D,)n#?(D,)={0}. Le
fait que LAT)=H?(D,)+H?D,) implique les égalités #?(D,)=H?(D,).

Nous avons montré que (48) entraine (52). Il est clair que (52) implique (50), qui implique
(51), dont on déduit (49). La réciproque du théoréme 2, et le fait que les %; sont donnés
par la formule (53), font que (49) entraine (48), et que le théoréme est vrai.

Soit I une courbe de Jordan réguliére. Soit D, 'une des composantes connexes du
complémentaire de I' dans C. Nous noterons Cp, I'ensemble des mesures de Radon posi-
tives u sur D, pour lesquelles il existe une constante C>0 telle que pour tout r>0 et
tout disque D de rayon r rencontrant I" on ait W(DND,)< Cr. Lorsque T est la droite
réelle, Cp, est I'ensemble des mesures de Carleson.

PROPOSITION 9. — Soient I" une courbe de Jordan réguliére, D, une des composantes
connexes de C\T', peCp, et 1 <p < + 0. Alors il existe C >0 tel que, pour fe H?(D),), on ait
Il fllLe@w < C Il f lluro,), €n notant encore f le prolongement de f a D,.

Notons que les valeurs de f dans D, sont obtenues & partir de celles de fsur I" en appli-
quant I'opérateur de Cauchy : si T est la limite de T, définis au paragraphe 3 avec

1 i ~ .
K(z)= - et do la mesure de longueur d’arc sur I', on a f(2)= 7 T f(z), ou fest le produit
z

d o .
de f par la fonction unimodulaire d_z Ainsi, lorsque peA, la proposition 9 est une simple
s

traduction du corollaire au théoreme 1.

Dans le cas général ou peCp, il s’agit en fait de démontrer la propriété (16) de la pro-
position 5. On peut encore appliquer le lemme 5, qui est toujours valable pour peCp,.
L’inégalité

(20) T# f(2) SCM (T} f)2)+CM, f(2),

valable pour tout ze D, et le fait que M, définit un opérateur borné de L?(do) dans LA(dp)
a cause de la remarque du paragraphe 2 (la mesure p vérifie bien les inégalités (15)) per-
mettent de conclure car TF est borné sur L?(do).

8. Une version matricielle du théoréme 1

THEOREME 4. — Soit z;,jeZ, une suite de nombres complexes vérifiant les conditions
suivantes

(54) Il existe C>0 tel que pour tout keZ, |z, —z,|<C.
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* (55) 1l existe M >0 tel que, pour tout r >0 et tout a.eC, le cardinal de I'ensemble des keZ
tels que | z,—o | <r ne dépasse pas Mr+1.

Alors, la matrice M =(m;);xez~z définie par m; ;=0 et m;; =
un opérateur borné sur I°(Z), pour 1 <p < + 0. %~

Notons que la condition (55) implique que pour que j#k, | z;—z| >%.

1
si j # k définit
Zk

On appelle I" la courbe rectifiable obtenue en joignant par un segment chaque z, a z, , ;.
On vérifie sans peine que I' est réguliére.

Soit x,el?(Z). On lui associe feLP(I') en posant f [tz;, +(1 —t)z]=x; pour tout k

. 2
et 0<t<1. Comme la longueur du segment [z, z;,,] est comprise entre M et C, les
normes || x; ||, et || ||, sont équivalentes.

1
On considére 'opérateur tronqué T défini par le noyau 1I{|, wi>Rp O R>0 est
choisi assez grand.

Le théoréme 1 nous dit que T est continu sur L?(I"). Par ailleurs, on montre aisément
que si z=tz;,,+(1—t)z;, avec 0<t<],

‘Tf (2)-

<o Mo
I

klz—zil >R Zj— 2 z(s)—z| 2R [Z—Z(S)]2 .

On a aussi

x <C* J | f(z(s)) | ds . Finalement,
kilz~zi| <R Zj—Zk |z(s)=z| <R+C

ITf(2)—MA(x)))ISE(2), avec  E(z)eLAT)

grice a la proposition 3. On en déduit que .#(x,)e ?(Z).

9. Une preuve du théoréme de Coifman-McIntosh-Meyer
a partir du théoréme de Calderén (1977)

Nous nous proposons de démontrer le théoréme 0 a partir du théoréme de Calderén
(1977), en utilisant des méthodes semblables a celles des paragraphes 3, 4 et 5.

Commengons par quelques rappels sur les opérateurs de Calderén-Zygmund. Soient
Ala diagonale de R?, et K une fonction continue : R?\ A — C ayant les propriétés suivantes :

C
(56) | K(x, y) | < )] pour tout couple (x, y)eRZ\A,
et
(57 l (e, M|+ l I (x, ) l o pour tout (x, y)eR?\A

(x—

(les dérivées sont prises au sens des distributions, et C >0 est une constante finie).
Pour £> 0, on définit le noyau tronqué K%(x, y)=K(x, y)1(x-, >4(X, y) et 'opérateur T*
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tel que T¢f(x)= |K%x,y)f(y)dy pour feL}R). On pose T*f (x)=su%)|Te f(x)] pour

feLX(R) et xeR.
(Les définitions du noyau K et de T* ne sont donc plus celles des premiers paragraphes).

Nous dirons que K est un noyau de Calder6n-Zygmund (bien que ce ne soit pas tout-a-
fait la définition habituelle) lorsque, en plus des propriétés (56) et (57), on peut prolonger
les T¢ en des opérateurs continus sur L*(R), dont les normes sont uniformément majorées.
La norme de Calder6n-Zygmund de K, notée || K ||c.z , sera la borne supérieure des normes
des T¢, et de la constante C dans (56) et (57).

Nous voulons montrer le théoréme suivant :

THEOREME 5. — Soit z(s) le paramétrage par la longueur d’arc d’une courbe T'e A(M)

1
pour un M >0. Soit K(x, y)=———— le noyau de Cauchy associé a I'. Alors K est un

2x)—z(y)
noyau de Calderén-Zygmund, et || K ||c.z<CMN, ou C et N sont deux constantes.

Bien siir, ce théoréme est loin d’étre aussi fort que celui montré par Coifman, MclIntosh
et Meyer : il faudrait pour cela que N soit égal a 4! Il permet cependant de démontrer le
théoréme 0 : la démonstration dans [5] ne fait pas intervenir le fait que N=4 et permet
donc de passer du noyau de Cauchy a un noyau plus général.

Notre démonstration sera basée sur le lemme de Burkholder et Gundy, et sur une décom-
position des graphes de fonctions lipschitziennes semblable a celle du paragraphe 4. La
proposition suivante, ainsi d’ailleurs que I'idée méme d’obtenir une estimation polyno-
miale en M est due a J. L. Journé.

ProrosITION 10. — Soient M >0, ¢ : R —» R une fonction M-lipschitzienne, z(s) une
représentation paramétrique de son graphe I" par la longueur d’arc, et 1 un intervalle compact
de valeurs de s. 9

Alors, il existe une partie compacte E < 1 et une courbe FOEA<T6 M) paramétrée par zy(s)
telles que

1
(58) [E[> 3 [ 1]
(59) zo(s)=2z,(s) pour tout seE
4
(60) 3 <|zo(s) | <1 presque-partout .

Nous nous contenterons de définir z, sur l'intervalle 1, il serait ensuite facile de I’étendre
aR

Soit [a, b] I'intervalle de R tel que z(I) soit la portion du graphe de @ comprise entre
les points (a, ¢(a)) et (b, o(b)).

Nous supposerons que | {sel; ¢’[Rez(s)]=>0}|>
ferions notre construction avec la fonction —@.

I

—7; si ¢a n’était pas le cas, nous

4M
Appliquons le « rising sun lemma » (lemme 9) a la fonction g(x)=o(x)+ Tx.
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Nous obtenons une fonction h et un ensemble, que nous appellerons E’, ou h coincide
avec g.

Le fait que h est croissante et coincide avec g sur E’, hors duquel elle est localement

9
constante, montre que 0<h’(x)<§M presque partout.

4M 4M
On pose Y(x)= h(x)— 3 x, de sorte que Y coincide avec ¢ sur E’, et — < <V (x)sM

presque partout. I1 ne nous reste plus qu’a paramétrer le graphe de V.

Soient u la fonction réciproque de s+ Re z(s) et E=u(E’). Pour tout s€E, posons
zo(s)=2z(s). Soient ]a,, b,[ une composante connexe ouverte de [a, b]\E’, et ]s, ;[ son
. — [ =205,

Enfin, si b¢E’, et si Jt, u(b)] est la composante connexe de u(b) dans I\E, on pose
zo(s)=2z(t)+s—t pour s > t. _

La fonction z, est bien un paramétrage du graphe de Vs, sauf peut-étre en ce qui concerne
la derni¢re composante connexe de I\E; on en déduit que I, est dans A(M’) avec

image par u; pour S€ |sy, ty[, on pose zy(s)=z(s;)+

4M 1 4 9
M'=tg|:1/2ArctgM+1/2Arctg—5—:|, donc M’SE(M+§M)=EM

car la fonction tangente est convexe.

Pour tout point s de E oul z est dérivable, et qui est point d’accumulation a gauche (resp.
a droite) de E, la dérivée a gauche (resp. a droite) de z, est z(s). Il nous suffit donc de vérifier
Iinégalité (60) sur chaque composante connexe ouverte de I\E. Or, sur la composante
2(t) —2(s) _ b—a

ti—S  bi—Sk
| z(t,) — z(s) | <t — ¢, et surtout de

4iM
Isk, te, on a zy(s) = <1— 15 > pour tout s, et (60) découle de

16 1"
| zo(s) | 14 2002) By B >4
Z = -— = = T.
0 25 te— Sk 1+M? 5

1
Il nous reste a montrer que |E | > 3 | 1], ce qui découlera du lemme suivant.
A 1
LeMME 15. — On a |(I\E)n{s; ¢'[Re z(s)] =0} | <§ [I\E|.

. . E
Si le lemme est vrai, et si I'on pose x= II_I_II’ on a
[T}

1 1
sl{s;(p’[Rez(s)]>0}|<|El+EII\EI, c.ad <x+§(1—x),

|
SN

1
d’ou l'on déduit x > 3
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Montrons maintenant le lemme composante connexe par composante connexe. Soit

Qb)) —play)
kA _

supérieure a — M, la dérivée de Im z(s) est supérieure & ——————,
(14+M?)12

4
18w, t [ une composante ouverte de I\E; on a - §M’ et comme @’ reste

de sorte que

4
[Is, [N {s; 9 [Re ()] <0 } | > 5(1 +M2)%(b, —ay).

Comme on a aussi t, —s, <(1+M?)?(b,—a,), notre inégalité est vraie pour la compo-
sante connexe ]S, t[. .
Si b n’est pas dans E’ et si ], u(b)] est la composante connexe de u(b) dans I\E, on a
ob)—¢Rezt)) 4

—_—  —— < —M, dou I édui
encore b—Re ) M, ou 'on déduit

116, u(®)]~ {s; 9" [Re z(s)] >0 } | <%(u(b)—t)-

Le lemme et la proposition sont donc démontrés.

Revenons maintenant a notre théoréme. Nous utiliserons le lemme suivant, qui est
en fait un théoréme de A. Calder6én, M. Cotlar et A. Zygmund (voir p. ex. [3]).

LEMME 16. — Pour tout noyau de Calderén-Zygmund K, I'opérateur maximal associé T*
est borné sur L*(R), et envoie continiiment L*(R) dans L}, (R). En particulier, il existe

Co >0 telle que
I|'T* ||L1(|m),|,;m,e ®<SCollKllcz. -

Nous dirons qu'un noyau K : R?\A — C « vérifie la condition H » s’il existe un ve 0, 1]
et une constante C; > 0 tels que, pour tout intervalle I, il existe une partie compacte E < 1
et un noyau K, : R?\ A - C de Calderén-Zygmund ayant les propriétés suivantes :

(61) | IE|=v]1],
(62) pour tout xeE, toute composante connexe I, de I\E, et tout yel,, on a
K | L |
I Ki(x, y)—K(x, ) | < C, 3
(x=y)

(63) pour tout x€E et tout yeE, on a Ky(x, y)=K(x, y),
(64) les noyaux K, vérifient || K;||c.z. <C;.
On a alors la proposition suivante, qui permet de compléter la proposition 10.

ProPOSITION 11. — Soit K un noyau vérifiant la condition H ainsi que les inégalités (56) et
(57) avec la constante C, . Alors K est un noyau de Calderén-Zygmund, et || K ||c.z. < C(V)C,.

Avant de démontrer cette proposition, voyons pourquoi elle permet de démontrer le
théoréme. Supposons que pour I'e A(M), le noyau de Cauchy associé a I" ait une norme

10
~ de Calder6n-Zygmund qui reste toujours inférieure a C(M)*. Soit I'eA (—é— M), et soit

(*) Le théoréme de Calderdn (1977) nous assure que c’est vrai si M est assez petit (voir [1] ou [4]).
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1
K(x, yy= ————, ou z est un paramétrage par la longueur d’arc de I'. Montrons que

2(x)—2(y)’
K vérifie la condition H avec v= 3 : pour chaque intervalle I, nous utilisons la propo-
1

s 20— 2o())
est de Calder6n-Zygmund, avec || K| [lc.z < ZC(M)+C“’M, car Kf s’obtient a partir du

sition 10, et nous obtenons un ensemble E, et une fonction z,. Le noyau K;=

noyau de Cauchy associé a une courbe de A(M) par composition avec un opérateur de
changement de variable, et par une troncature un peu différente (qui explique le « C** M »).
Enfin, les inégalités (62) sont vérifiées, tout simplement parce que les fonctions z et z,
sont 1-lipschitziennes et coincident sur E. Donc, en vertu de notre proposition, et pour

10
peu que 'on ait C(M) =M, nous avons montré notre théoréme pour tout FeA<—9— M>,
10 M '
avec la constante C<T ’< AC(M), ou A est une constante indépendante de M. Le
/ :

N
théoréme est alors démontré : il suffit de choisir N tel que (—1—0) = A, et d’itérer notre
procédé. ' ?

I1 ne nous reste donc plus qu’a montrer notre proposition. Nous en donnons une
démonstration, bien que celle-ci soit trés peu différente de celle du théoréme 1. Nous
utiliserons encore le lemme de Burkholder et Gundy (lemme 12). Nous voulons mon-
trer que, pour tout feL*(R), on a || T* f||2w) < C;C(V) || f llr2w)- 11 suffit clairement de
montrer cette inégalité lorsque fe CP(R). Comme on sait que, pour fe CF(R), T* fcoincide
pour x assez grand avec une fonction de L*(R) (démonstration évidente déja faite aprés
I’énoncé du lemme 13 dans des circonstances différentes), le lemme 12 nous permet de
réduire la démonstration de la proposition 11 4 celle du lemme suivant.

LEMME 17. — Soient ve 0, 1] défini par la condition « H», et €>0. Il existe y>0
(v, €)

1

(65 |{xeR;T*f(x)>A+ek et fXxX)<YA}I<SA—-vA4)|{xeR; T*f(x)>N}].

de la forme tel que, pour fe CF(R) et pour tout L >0, on ait

La fonction f* est la fonction maximale de Hardy-Littlewood de f, c. a. d. que
1
f*(x)=sup T J | f(t)]dt, ot le « sup » est pris sur tous les intervalles compacts I conte-
Isx 1

nant x; on a bien entendu || f* ||, <C"*|| f||,, par exemple & cause de la proposition 3.

Fixons f et .. Comme d’habitude, 'ensemble 0 = { xeR; T* f(x)>A } est un ouvert
borné, réunion d’intervalles ouverts disjoints I, et il suffit de prouver

(66) | {xel; T*f(x)>A+er} | <(1—v/4)| 1]

pour tout intervalle compact I=[a, b] tel que T* f(a) <\ et contenant un & vérifiant
f*E)<YA (tous les I, pour lesquels LN {xeR;T*f(x)>A+eh et f*x)<yA} #0Q
vérifient ces propriétés).
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Nous noterons J l'intervalle de méme centre que I et de longueur |J|=10|1|, EcI
Pensemble compact défini par la condition « H », et Q=I\E.

Ecrivons maintenant f=f,+ f,+ f3, avec f; = f1, fo=f1,.¢ et fo=f1,. Nous
majorerons chacune des trois cormposantes de T* f ainsi définies, en commengant par T* f.

LemMmE 18. — Pour tout xel et tout £€>0, on a
I T f3(x)| — T*f(a) <100 C, f*(E).

Pour démontrer ce lemme, on utilise I'inégalité | T°f3(x)|—T*f(@)<X+Y+Z, ou
I’on a posé

X=

J'_ . K(x, y) f3(y)dy — fl y K(x, y)fs(y)dy',

Y=

f' " K(x, y) f;,(y)dy—J| » K(a, .V)fa(}’)d)’l,

et

Z=

fl o K(a, Y)fs(J’)dYI -T*f(a).

Il ne reste plus qu’a majorer X, Y, et Z en fonction de f*(§) en utilisant les propriétés (56)
et (57) du noyau K. Cette majoration, un peu semblable a celle du lemme 6 quoique plus
longue, est laissée au lecteur.

Occupons-nous de f,.

I I
LeEMME 19. — Soit F1=[a,a+ ilé—l] v [b— %, b]-

Si x¢F,, alors T* f,(x) < LVO—(—) C, f*&).

La encore, il suffit d’appliquer I'inégalité (56). Pour étudier f;, nous devons bien siir
utiliser 'hypothése H. Si nous appliquons le lemme 16 au noyau K,, nous obtenons,
en notant T} 'opérateur maximal associ¢, || T{* f; e, @< GoCiIfy s my < GG TS *(E),
ce qui nous permet d’énoncer le lemme suivant.

4C,C
LEMME 20. — Soit F,= {er;Tl*fl(x)z —7°—‘f*(z;) }; alors |F,|< ‘—V‘m.

1l ne nous reste plus qu’a relier les noyaux K et K;. Soit Q= U law, bi[, ou N est un
keN

ensemble au plus dénombrable, la décomposition du complémentaire de E en intervalles

ouverts disjoints. Pour tout k, posons l,=b,—a, On note Fy=(|la bi[)nI, avec
keN

\
ak=ak—ﬁlk et b,'(=b,‘+%lk. On a bien sir

7
|F3|<(1+§)|9|<(1+g)u—v)ms(l—g)ul.
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LEMME 21. — On a linégalité

32C,
J sup | Ti f1(x) - T f1(x) | dx < IT1f*(E).

el\F3 £>0 v

Compte tenu des propriétés (62) et (63), il nous faut majorer

Cyile
X=J [Z j — If(y)ld.v]dx,
Iel\F3 |_keN Jyelaw,bil (X—.‘.)

dx .
et ngcﬂkjv [f(»)]
Yelax,brl

—2 y 5
keN xel\lag,by[ (x—y)

32C
d’ot 'on déduit le lemme car X < ! J [f(»)|dy.
A% yeQ

256
LEMME 22. — Soit F4={er\F3; suplefl(x)——T‘fl(x)I>7C1f*(§) } Alors, on a
£>0
v
F, << |1
| Fy 8‘ |

Ce lemme découle du précédent.
I1 résulte de la définition de F;, et des lemmes 20 et 22, que

vV Vv v v v
|F1UF2UF3kJF4|<<Z+ Z+1——8—+§>|I|=<1“Z>|I|-

D’autre part, si x n’appartient a aucun des F;, alors

T* f(x) < T* f3() + T* £200) +| T /1) = T* /1(x) |+ T f1(x)

100 256 4
< (100+ - + e + ;C0>C1f*(§)-

I1 ne nous reste plus qu’a choisir y tel que le produit de la parenthése par C,y soit plus
petit que £; la démonstration du théoréme est terminée.

10. Opérateurs intégraux singuliers sur les courbes rectifiables

Nous nous proposons de donner une généralisation du théoréme 1 aux courbes recti-
fiables suggérée par R. R. Coifman. On se donnera donc une courbe rectifiable I, et 'on
notera dy la mesure de longueur d’arc qui lui est associée. La mesure p n’étant plus dans A,
nous serons amenés a utiliser la fonction i définie au paragraphe 2. On garde les nota-
tions des paragraphes 3 et 5 concernant opérateur T.

THEOREME 6. — Soient K : C* — C une fonction indéfiniment dérivable, impaire, homo-
gene de degré —1, et 1 <p < + 00. Soient I une courbe rectifiable du plan complexe, et \ la
mesure de longueur d’arc sur T'. 11 existe une constante C indépendante de I et un nombre N
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indépendant de K et de T tels que, pour toute fonction continue d support compact f, on ait
(66) ” T:f”u(au) <CJ1 +ﬁ)Nf”Lp(dp) .

Utilisons le théoréme de Coifman-McIntosh-Meyer (ou, pour étre précis, son corol-

laire exposé dans [6]) : I'opérateur maximal associé une courbe I €A(M) a une norme

~ inférieure 8 CM™° pour un certain N, . Si nous appliquons la proposition 6, nous obtenons
le lemme suivant :

LemMME 23. — Soient T’ e A(M) et © la mesure de longueur d’arc sur I. Alors, pour toute
fonction f continue d support compact, on a
(67) ” T f ”I.P(dc) <SCMM || A+p)f ey -

Les constantes C; et N, ne dépendent bien siir, ni de I', nide M ; N; ne dépend pas non plus

. 1 .. .
de K comme le montre le paragraphe 9 ou I'on aurait remplacé — par K, divisé au besoin
.- : z
par une constante positive.

Nous nous proposons, comme pour le théoréme 1, de démontrer notre résultat a partir
du lemme 23 et de la proposition 8 en utilisant le lemme de Burkholder et Gundy.

Donnons d’abord quelques notations. Nous noterons z(s) un paramétrage de la courbe I'
par la longueur d’arc. On choisit 1 <r < p, et on pose u(s)="T; f(z(s)) et

o(s)=M, [ A+~ "1 (z(s) + M(1+ p) £ )2(5)),
de sorte que v(s)e LP(R) si (1 + )N f eLP(dp), en vertu de I'inégalité (13) de la proposition 4.
1
Pour tout intervalle compact I de R, on note a(I)= |T| diamétre (z(I)), et f; le produit

de la fonction f par la fonction caractéristique de I'ensemble { zeC ;| z—z(a) | <2o(I)| 1]},
ol a est I'extrémité initiale de L

LEMME 24. — Soient 1 un intervalle compact de valeurs de s, a lextrémité initiale de 1,
o< 1, y> 0 et A >0 trois réels positifs. On suppose que

(68) il existe un Eel tel que v(€) < YA,

1
(69) la fonction (14 [t) reste supérieure d T sur le support de f. Alors, on a les inégalités
(1]

(70) THf—fiX2(s) < T¥ f(z(@) + Cyhoyy  pour tout sel
(71) | {sel, TF fi(z(s)) > Cyha(]) } | < <1 — 0(_212) | 1].

(La constante C ne dépend que de K, p, et r).

Les méthodes standard utilisées au lemme 6, par exemple, nous donnent la majoration
suivante, valable pour tout £>0:

| Tif—f(s)) | < T¥ f(2(@)) + CM, £ (2()),
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d’ou I’on déduit
TH—f)z(s) < T f(2(@) + 30,CM, (1 + 1) S Nz(E)) ,

ce qui donne Iinégalité (70).
Pour montrer (71), appliquons la proposition 8 4 la courbe I" sur Pintervalle I. On
. ~ 2 o

obtient une courbe FeA(———) , dont un paramétrage Z(s) par la longueur d’arc coincide

D) all)

avec z(s) sur un ensemble compact Ec 1 tel que |E|> - [1].

Appliquons le lemme 23. Nous trouvons que

N 2\
L [T fa(s)]"ds= L[TJ‘ S Z(s)]ds < C <@> A+ Al -
Le lemme suivant, qui est une conséquence immédiate des définitions, nous permettra
de poursuivre notre majoration :

LEMME 25. — Sur le support de f;, on a p(z) =
Ainsi donc,

A+ fillira <3 TTIMLITA+B?f 1 1(2(€) < 31 T] Ga®)™ ™1~ 08,

1
3o(l)”

d’ou
Cr
J [T:fl(Z(S))]'dS S ZY'A,'C!(I)Nr_N"— 1-2r | I I,
E

en posant C'=C;3V2N"*2 Nous pouvons maintenant choisir N : il suffit en effet
que Nr > N;r+1+43r pour que 'on ait

|En{sel; T*fi(z(s)) > Cyro(I) } | < “—E‘I—)HL

ol
Le lemme 24 est alors vrai, caron a |E| > —;2 | 1].

Notons que le lemme 24 reste valable si 'on remplace f par le produit de f par une fonc-
tion caractéristique dans les conditions (69), (70) et (71).

Donnons-nous un &> 0, et y=v(g) tel que Cy=¢ dans le lemme 24.

LEMME 26. — Soient 1 un intervalle compact de valeurs de s, et . >0 tel que u(s) <A
en chaque extrémité de 1. Alors

4
| {sel; u(s)>A+4eh et v(s)<'y7»}|<§|1|-

Nous pouvons supposer qu’il existe un &€l tel que v(€) < yA.
Nous allons construire par récurrence trois suites %,, ¥,, # , d’'ouverts contenus dans I.
Commengons notre construction a partir de I. On pose A(I)=0, et on définit O(I) comme
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Pouvert {sel'; T*fi(z(s)>eh(l) }. Soit O(I)=(JL, sa décomposition en intervalles
p

ouverts disjoints. Pour chaque p, on pose A(L,)=a(I).

On définit %, comme I'union des L, contenant un & tel que v(§) < yA, et tels que AL)<1
(1a seconde condition est vérifiée automatiquement si z(I) n’est pas un segment).

On définit ¥"; comme I'union des L, contenant un & tel que v(€) < yA, mais tels que
AL)>1.

Enfin, #; est 'union de L, tels que v(s) > YA pour tout seL,,.
Supposons maintenant définis les ouverts %,, ¥,, #,,. Soit %,= ] I, la décomposition
k

de %, en intervalles ouverts disjoints ; on suppose aussi définis les A(I,).
Pour tout k, on définit O(I,) = { sl ; T fi.(2(s)) > ehouIy) }. Soit O(T,) = (U L, sa décompo-
1
sition en intervalles ouverts disjoints. Pour chaque I, on pose A(L;)= A(I,)+ o(I,).

On définit maintenant %(I,) comme la réunion des L, tels qu’il existe au moins un €L,
vérifiant v(§) < YA et tels que A(L;)) < 1.

On définit ¥°(I,) comme la réunion des L, contenant un & qui vérifie v(§) < yA, mais
tels que A(L;) > 1. Enfin, #7(I,) est la réunion des L, tels que v(s) > yA pour tout seL,.

On pose @1 =U U1, ¥as1 =¥,0(U ¥ (W), et #,ry=#,0(U #(1).

Nos suites d’ouverts étant maintenant définies, on pose %= ﬂ%,,, V= U v, et
W = U #, leurs limites respectives.

LEMME 27. — % est de mesure nulle.

Soit se%. Pour tout n, soit I, 'intervalle de %, qui contient s. On a toujours A(I,) < 1,
donc Y ofI,) <1, et lim o(I,)=0. Par consequent, lim (diametre (z(1,))=0, et cela n’est
possibile quesi lim |I,|=0. Mais dans ce cas, la fonction z ne peut étre dérivable au point s,
car sinon on aurait "11'11;1) o(I,)=1. On en déduit le résultat, car I’ensemble des s ou z(s)

n’est pas dérivable est de mesure nulle.

4
LEMME 28. — Onal“//lsglll.
Pour tout neN, écrivons %, =) I, et ¥,,={J J, (les I, et les J, dépendent bien str de n).
k 1

Démontrons par récurrence sur n I'inégalité suivante.

) lek|<1+ (4>+Z|J,|<1+ f”)sm.

Cette inégalité étant trivialement vraie & ordre 0, nous pouvons nous contenter de
vérifier que (72) a l'ordre n implique (72) a I'ordre n+ 1. Pour cela, il suffit de voir que
pour chaque I,,

Al I I
7 (14503 "))wum (1+ 28
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car la valeur commune de A sur les composantes connexes de O(I;) est A(I,)+o(I,). Or

: oI
le lemme 24 nous apprend que | O(I,) | < <1 - %) | It ], d’ot on déduit aisément (73).

L’inégalité (72) implique que pour tout n, | ¥, | Sgl I| car tous les A(J;) sont supé-
rieurs 4 1 ; on en déduit le lemme.

LeMME 29. — Soient neN, 1, un intervalle de %,, et s un élémeht de 1, wappartenant pas
a O(1,). Alors u(s)=T} f(z(s)) < L +4el.
Appelons I,_,,1,_,, ... les intervalles de %,.,...,%; qui contiennent s. Posons

8o =f_fi’ &1 =fi_fl1s gn=fi,._ 1 —fin‘

Pour tout k, on applique le lemme 24 a I'intervalle I, et a la fonction f;, . Le lemme 25
nous permet de la faire avec ag=0o(I,_,) pour k =1 (et ao=1 sinon). On obtient les iné-
galités :

(74) T¥go(2(s)) < T f(z(a)) + A < M+ €M
en notant a une extrémité de I, ou la fonction u est inférieure a A ;
(75) T gi(2(s) < T fi,._ (2(a) + oI - 1) < 2ehoI - 4)

en notant g, une extrémité de I,, qui n’est donc pas dans O(I, _ ).
Enfin, puisque s¢ ¢(1,), on a

(76) TX fi,(2(5)) < eha(I,) < €A
Les inégalités (74), (75), (76) nous donnent

n—1
u(s) < [Trgo+Trg +. .. +Trg,+ T f, J(2(s) S A +2eh+2 Y. a(l)el,
k=0

n—1

ce qui est I'inégalité annoncée car Y, o(I,)=A(l,) < 1.
k=0

Le lemme 29 étant démontré, le lemme 26 devient évident.

Soit en effet se{sel;u(s) > A+4ek et v(s)<yA} il ne peut &tre dans aucun I,\0O(I,)
(notations du lemme 29), donc il doit étre dans #Z u ¥ U ¥ . Comme v(s) < YA, il ne peut
pas étre dans #/, et le lemme 26 découle des lemmes 27 et 28.

Compte tenu du lemme de Burkholder et Gundy (lemme 12), le théoréme découlera
du lemme suivant.

LeMME 30. — Si f est continue a support compact, et si (1+p)feL?(dp), alors la fonc-
tion u(s)="T} f(z(s)) coincide en dehors d’un compact avec une fonction de L?(dp).

Si le support de frencontre I, la fonction [ ne peut pas étre + oo sur tout I'. Soit donc m
une valeur finie prise par cette fonction ; alors, si R est assez grand, on a, pour tout n > 1

| {S‘ER;Z"R<lz(s)|<2"+1R } |<2" \mR
te
et comme il est possible de majorer la valeur de T} f'sur cet ensemble par [T dés que le
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support de f est contenu dans { zeC;|z| <R} la restriction de T¥f a {z;|z| >2R}
est bien dans L#(d).

Remarque. — Le théoréme 6 permet de définir un opérateur T, continu de LP((1 + p)NPdy)
dans L”(dp) admettant le noyau K. On en déduit par dualité I'existence d’un opérateur T},
. d . .
continu de L?(dp) dans L? ((‘1‘?%"7) Il est vraisemblable que I'opérateur maximal T*
correspondant est aussi borné, mais les techniques utilisées ci-dessus ne semblent pas
permettre de le montrer.
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