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OPERATEURS INTEGRAUX SINGULIERS
SUR CERTAINES COURBES DU PLAN COMPLEXE

PAR GUY DAVID

Introduction

Nous nous proposons de généraliser le résultat suivant, démontré en 1977 par
A. P. Calderôn [1] : il existe une constante ô>0 telle que, si F est le graphe d'une fonction
lipschitzienne (p : R -> IR avec || q/ ||oo^8 et si x -> z(x) est une représentation paramé-

trique de F par la longueur d'arc, alors le noyau de Cauchy ————— définit un opérateur
borné sur L^R). ^)-^)

R. R. Coifman, A. Mcintosh et Y. Meyer ont montré en 1981 ([5] et [6]) que la restric-
tion «||(p'||oo ̂ °» ^t mutile, et que l'on peut remplacer le noyau de Cauchy par tout
noyau K(z(x)—z(y)\ où K est une fonction impaire, positivement homogène de degré — 1,
et indéfiniment dérivable définie sur C*==C\{0} .

Nous étendrons ce résultat au cas un peu plus général où F est une courbe « régulière »
(définition 1 plus bas) et donnerons quelques conséquences du résultat obtenu.

La démonstration utilisera le résultat de Calderôn (1977) et des méthodes de variable
réelle telles que l'utilisation des « inégalités aux bons À, » de Burkholder et Gundy.

Le paragraphe 1 contient la définition et quelques propriétés géométriques des courbes
régulières.

Nous définissons au paragraphe 2 des fonctions maximales destinées à remplacer
celles de Hardy-Littlewood dans un cadre géométrique un peu différent. On en déduit
au paragraphe 3 quelques résultats préliminaires sur les opérateurs maximaux. Le para-
graphe 4 montre qu'on peut approcher, en un certain sens, les courbes régulières par les
graphes de fonctions lipschitziennes. Le théorème fondamental (théorème 1) n'apparaît
qu'au paragraphe 5, où il est montré à partir du théorème de Coifman-McIntosh-Meyer
(théorème 0).

Nous montrons au paragraphe 6 que les courbes régulières sont les seules courbes
rectifiables F pour lesquelles l'intégrale de Cauchy définisse un opérateur borné sur L^F).

Lorsque la courbe régulière F est aussi une courbe de Jordan, les deux espaces de Hardy
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158 G. DAVID

généralisés définis à partir de F sont en position de somme directe dans L^F). En parti-
culier, les domaines délimités par F sont des domaines de Smirnov (paragraphe 7).

Le paragraphe 8 donne une version matricielle du théorème fondamental.
Le paragraphe 9 donne une démonstration du théorème de Coifman-McIntosh-Meyer

à partir du résultat de Calderôn (1977).
Enfin, nous donnons au paragraphe 10 une extension du théorème fondamental au

cas où F est une courbe rectifiable quelconque, non nécessairement régulière.
Je tiens à remercier tout particulièrement R. R. Coifman et J. L. Journé pour leurs

suggestions, et Y. Meyer pour ses nombreux conseils et encouragements.

1. Courbes régulières

Nous donnons dans ce paragraphe la définition et quelques propriétés géométriques
des courbes régulières (ces propriétés ne seront pas utilisées dans la suite). Ces courbes
ont été étudiées dans un contexte différent par L. Ahifors en 1935 (cf. Acta Math., vol. 65,
p. 157-194).

La lettre F désignera dans la suite une courbe rectifiable orientée, définie sur un inter-
valle fermé de R. On supposera que le paramétrage de F par la longueur d'arc est admissible,
et on le notera s -> z(s).

DÉFINITION 1. — Nous dirons que V est régulière s'il existe une constante C telle que pour
tout t>Q et tout disque D de rayon r, la longueur FnD soit inférieure à Cr.

Lorsque F est régulière et définie sur un intervalle non borné, on a lim | z(s) |= + oo.
Nous pouvons donc définir sur C une mesure de Radon positive <7 (que nous appellerons

encore longueur d'arc) par /(z)rf<7(z)= f(z(s))ds pour / continue à support compact
dans C. Jc JK

Une courbe F est dite « corde-arc » s'il existe une constante C telle que pour tout
couple (s, s')elR2, on ait | s'-s | ̂ C | z(5')-z(s) | (c.à.d. que la longueur d'arc entre z(s)
et z(s') est inférieure à C fois la corde entre ces deux points). Les courbes corde-arc sont
des cas particuliers de courbes régulières ; la réciproque est fausse, comme le montre
le cas d'une parabole.

Contrairement aux courbes corde-arc, les courbes régulières peuvent avoir des points
doubles. Cette propriété permet de prolonger une courbe régulière définie sur un intervalle
compact en une courbe régulière définie sur R : on peut par exemple recoller une demi-
droite à chaque extrémité de la courbe. Ceci nous permettra de supposer, dans les para-
graphes 2 et suivants, que F est définie sur R, la généralisation des résultats démontrés
à des courbes définies sur des intervalles compacts est évidente.

PROPOSITION 1 [11]. — Soit p- une mesure de Radon positive sur C, de support E, et vérifiant
la propriété :

(1) il existe y>0 tel que pour tout Zo6E et tout r>0, p, { z ; | Z-ZQ | <r} ^yr.
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Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(2) il existe C>0 telle que pour tout ZQ et tout r>0, ^ { z ; | Z—ZQ \ <r } ^Cr,

r - c(3) il existe Ci>0 telle que pour tout Zç hors de E, | Z — Z Q \~2d[i(z)^ ——1—.
J d(zo, E)

La partie directe est facile (et n'utilise pas (1)). Soient ZO^E et d=d(zQ, E) ; alors

[iz-Zol-2^^ Ê f Iz-Zol-2^)
J k=0 J2kd^\z-zo\<2k+ld

^^^^{^2 f c^$[z-zo|<2 f c+ lrf}^^^^l{^l^-^l<2 f c+ lrf}

^ C2^_4C
^À ~^kd2~=~d~'

Pour montrer la réciproque, prenons un carré quelconque P, de côté 2r ; soit M = ——.
r

8C,r
LEMME 1. — Pour tout ZoeP, d(zQ, E)î$ ——.

M
/^ (* 1 f* ~\ /f \ ^f

En effet, si ̂ E. ̂  ^ J^ | Z-ZQ |-^z)^ ̂  J^(z)= ̂  = ̂ .

1 8C 1
Soit maintenant m un entier tel que — =$ —î- < —— ; nous voulons montrer que m ne

m M m — 1 ..2y*peut pas dépasser une certaine valeur. Découpons P en m2 carrés Q.^ de côté —. Pour
m

4r
chaque couple (7, fe), soit R.^ le carré de même centre que Q.^, et de côté —. Comme

m
r SC^r yr
— ^ ——, tout Q . f c rencontre E et il s'ensuit à cause de (1) que ^(R,fc)^—.
m M ' m

1 OOOC r
LEMME 2. — Pour tout ZoeP, d(zo, E)^ ————3— 51 m ̂ 100.

yw Log m
Notons F(zo) l'ensemble des couples (/, k) tels que la distance de ZQ à Rjj, soit inférieure

à —. Alors, si ZQ^E,
m

ce r r
— — — — ^ 9 \z-ZQ\-2d^z)^^^ Iz-zol-^z)d(zo, E) J , k JR,,^

et comme dès que (/', fe)^F(zo), les valeurs minimale et maximale de | Z — Z Q | dans R.^
sont dans un rapport inférieur à 4, on a

_9C^ J_ ^ ^Ç |z-zo|-^,
J/ "î~'\ \ £. A——(A——< 1 "D 1 1 -
d(Zo, E) 16 (j,Âc)^(ro) | R^fc 1 jR,,k

1 yr m2 ^^ f -î , , ym v-v^ f . ^
^-,,--r2 ÎS \z-ZQ\-2dxdy=— IZ |z-zo|-2^^.

16 m 4r2 O^)^F(=O) JR,.̂  64r o-,k^i (ru) JR,^
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160 G. DAVID

D'autre part,

ES 1 Z-ZQ r^xdy^ \ z-zo r^xdy
0-,k)îÉF(zo) JR,.^ J^P iQr

|z-Zo|^-^-

^ p'^dpdG^-Log m/10;^-Log m dès que m^lOO.
JJlor^ 2 4

w
O- 'O^r t 2

9Ci ym 7i . 3 OOOCir
On a donc ———— ^ — - Log m, a(zo, E) ̂  —————— et le lemme 2 est démontre.

d(zo, E) 64r 4 yTim Log m
4 OOOCir 2000Ciry

Ainsi, tout carre T de cote ————— est tel que ^i(T)^ ————— a cause du lemme 2
ym Log m ym Log m

/yw Log m\2

et de (1). Comme on peut trouver dans P plus de ( ————— ) tels carrés disjoints, on
\^ 5 OOOC/i y

y^m Log m ., 8Ci 1 ,
en déduit que Mr==p,(P)^ — ce qui est incompatible avec —— ^ ——- des

12 500C i M m—1
que m est assez grand. La proposition 1 est démontrée.

Nous noterons G le groupe des homographies du plan complexe : les éléments g de G

sont de la forme g : z\->-——, avec ad—bc^O, F désignera une courbe rectifiable
cz + b

orientée, et ds la longueur d'arc sur r.

PROPOSITION 2 [11]. — Pour une courbe rectifitible orientée r, les trois propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(4) F est régulière, »
(5) il existe Ci>0 telle que pour tout ZQ^F, \z—ZQ\~2'ds{z)^———,

Jr d(zo, F)
(6) il existe C^>0 telle que pour tout geG, la longueur totale de g(F) soit inférieure à C^

fois le diamètre de g(V\ quand celui-ci est fini.

Notons comme corollaire immédiat que la notion de courbe régulière est invariante
par homographie.

L'équivalence de (4) et (5) résulte de la proposition 1. Supposons que (4) soit vraie,
et soit geG. La propriété (6) est évidente si g est une similitude, et comme le problème
n'est pas changé si nous composons g par une similitude, nous pouvons supposer que

g est de la forme z \—>——-. On peut aussi supposer que ZQ^T. Soit alors d=d(zQ, F)>0.
Z—ZQ

Supposons qu'il existe zeF tel que | Z — Z Q | ^2d. Alors le diamètre de g(F} est supérieur

à - — ———— ^ —. Par ailleurs, la longueur de g(F) est ————y ^ —1 à cause
d | z — Z o | 2d Jr | z — Z o | à

de (5), ce qui établit (6) dans ce cas.
Si par contre r est contenue dans l'anneau d^ | Z — Z Q | <2d, et si z^ et z^ sont deux points
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de F maximisant Iz^-zJ, on a ———-— l— ^^——Z J ; la longueur de gT) est
f ds(z) I f 1 ^0-^2 ^o-^i 4rf2 ° 6^ L

^\z-z |2 ^ ri2 ^z)^ ̂ l^-^l car la courbe r est régulière. La propriété (6)
est donc établie dans les deux cas.

1 rEnfin, si (6) est vraie et si Zo^r, la longueur de g(F), avec g : z^———est Iz-zor^z)
z~zo Jr

et est inférieure à C^ fois le diamètre de g(F) qui lui-même est inférieur à 2/rf(zo, F) ; la
proposition 2 est donc démontrée.

Donnons une dernière caractérisation des courbes régulières. Munissons l'ensemble
des droites du plan de la mesure de Lebesgue. Si F est une courbe, disons de classe C°°,
et si D est un disque de rayon r, la longueur de FnD est nr fois le nombre moyen d'inter-^
sections avec FnD d'une droite rencontrant D (cf. [13], p. 107). Les courbes régulières
sont donc celles pour lesquelles ce nombre moyen d'intersections reste borné quand le
disque varie.

2. Inégalités maximales

DÉFINITION 2. — Nous noterons A l'ensemble des mesures de Radon ^ positives sur C
telles qu'il existe une constante C=C(p,)^0 vérifiant :

(7) Pour tout ZoeC et tout r>0, on a [i { z ; | Z-ZQ | <r } ^Cr.

DÉFINITION 3. — Soit [i une mesure de Radon positive sur C, et soit feL^(d[i). On note
Mp/ : C-» [0, +oo] la fonction semi-continue inférieurement définie par

f 1 F 1
(8) M^/(z)= sup ^ - [ /(w) | ^i(w) [ .

r>o C r J|z-w|<r J

Avec ces notations, on a la généralisation du théorème classique de Hardy et Littlewood
sur la fonction maximale.

PROPOSITION 3. — Soient ^ et ^ deux éléments de A. Alors, pour tout pç]l, +oo],
il existe une constante C=C(^, ̂ p ) telle que, pour toute fonction feU(d^\ on ait
(9) II^/ULP^^CH/IL^,

Nous utiliserons au paragraphe 10 un énoncé un peu plus précis, que nous donnons
maintenant.

DÉFINITION 4. — Soit [i une mesure de Radon positive. Nous noterons ji la fonction
C -> [0, +oo] définie par

(10) ^^^f^511?^'Dsz r(D) JD D92 r(D)

où la borne supérieure est prise sur tous les disques contenant z, et où r(D) est le rayon
du disque D.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



162 G. DAVID

PROPOSITION 4. — Pour tout j?e]l, -hoo], il existe une constante Cp telle que, si ̂  et ̂
sont deux mesures de Radon positives, et f une fonction mesurable sur C, on ait les inégalités

(11)

et

(12)

M,,,/ 11,^/^CJI (1 +pi)(l +ÏÏ2)/ ll../^

________M f ^Cp II / llLP(dm) ?(l+Ml+^) '1 LP(dH2)

5i de plus H i==^2=H» on a

(13)

6?î

(14)

M^iiu^cjn/ [-/'((/M)

:M,/ ^CJI/HL^).
LP(dp)

La proposition 3 découle de la proposition 4 car, lorsque ^eA, la fonction F est bornée.
La démonstration de la proposition 4 ne présente pas de difficulté particulière ; nous la
donnons pour la commodité du lecteur.

Compte tenu du théorème d'interpolation de Marcinkiewicz (voir p. ex. [12]) il suffit
de montrer les inégalités suivantes :

^ L°°(dp2)
^ I I / llL°°(dpo. I IM^/HLOO^)^ I I Hi/HL-(^),

^-^f
^2

^CH/ IL^) et | |M^/|L,(^)<C||p2/llL^,
'faible1'

4aible<^2)

Les deux premières inégalités sont des conséquences immédiates des définitions.
Pour montrer la troisième, choisissons /eL^Ui), et posons v^ = | / | ^i. Soient X>0,

meN et Q l'ensemble ouvert borné défini par | z | ̂ m et p^'^Mm.Az)^. Pour tout z
de Q, il existe un disque compact D^ de centre z et de rayon r(z), tel que Vi(DJ^Xy<z)p2(z).
Le théorème de Besicovitch ( [7], p. 2) nous donne une suite (peut-être finie) de disques
Dfc=D^, choisis parmi les D^, telle que Q soit contenu dans l'union des D^ et que pour
tout zeC, Si 0,^)^0» °ù ̂  est une constante. On a alors

(̂0) < E H2(Dfc) ̂  Z r(z,)p )̂ ̂  Z 1- Vi(DJ
k k k À

< 1 f[SW^Vl(^ ̂ ^l|Vlll=^^ll/ HLI(^).
A J k A, A

On en déduit bien la troisième inégalité en faisant tendre m vers + oo.
Pour monter notre quatrième résultat, on procède pareillement : on se donne / telle

que p2/ solt dans L^d^i), on pose Vi= | /1 Hi, on définit Q = = { z e C ; | z [ ^ m et
M\i^f(z}>K} . Le théorème de Besicovitch nous permet de recouvrir ti par des disques
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INTÉGRALES SINGULIÈRES SUR DES COURBES DU PLAN 163

D,=D^ de centres z;et de rayons r(z,) de façon que S ̂ <Co, et Vi(D,)̂ z,).

Alors, on̂  a les inégalités ^("XÇu^D,)^ E(^f p,(z))r(z,) car pour chaque zeD,,

Ï^)^ ——.U2(D)t). Donc
^k)

U2(")<S Ç(^f H )̂)̂ (D,)< ̂ (m f̂ P^))JW^(0

^ E JWOP2(01 /(01 <Wt)< ̂ ° (^(t) | /(() | d^(t),

ce qui termine notre démonstration.

Remarque. - Dans la démonstration de la troisième inégalité, notons que tous les
disques D, rencontrent le support de Ui car ils vérifient Vi(D,)>0. On peut donc rem-
placer dans cette troisième inégalité la fonction ^(z) par la fonction plus petite

U2(D)

^^D)"' où la borne ̂ P^^^ est Pr^e sur l'ensemble des disques contenant z et

rencontrant le support de Ui, et r(D) est le rayon de D.
Par conséquent, la proposition 3 est encore vraie si la mesure ̂  vérifie la condition
(15) il existe une constante C^O telle que, pour tout disque compact D de rayon r
et rencontrant le support |ii, on ait u^D^O".

3. Opérateurs maximaux

Soit C* le plan complexe privé de 0 et K : C* ̂  C une fonction impaire, positivement
homogène de degré -1 et indéfiniment dérivable ; le noyau K sera fixé dans toute la

suite. L'exemple typique (et primordial) est K(z)= -Î-.
z

On désigne par 3S l'algèbre des fonctions boréliennes bornées dans le plan complexe
et à valeurs complexes. A toute mesure neA et à tout e>0, on associe l'opérateur tronqué
T;; : L/(du) -> SS défini par

r
T|S/(Z)= K(z-w)/(w)rfu(w)

J|r~M'| ïe

On pose encore T^/(z)= sup | T'^z) |.
e>0

Appelons 2; l'ensemble des mesures qui vérifient les conditions de la proposition 1 (un bon
exemple de telle mesure est la mesure de longueur d'arc associée à une courbe régulière) :

DÉFINITION 5. - Une mesure aeA est dans £ s'il existe une constante y > 0 telle que pour
tout r>0 et tout élément Zy du support de a, on ait a { z ; \ Z-ZQ | <r } ^jr.

Le but du paragraphe est d'établir la proposition suivante.
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PROPOSITION 5. — Soient ^ieA, aeS deux mesures et K un noyau ayant les propriétés
ci-dessus. Supposons que pour tout pe]l, +oo[, T<* soit borné de L^da) dans L^da) Alors,
pour tout pe]l, +oo[,
(16) l'opérateur T(* envoie continûment L^da} dans L^n), et
(17) l'opérateur T^ envoie continûment L^d^i) dans L^àr).

Nous appliquerons plus tard ce résultat dans le cas particulier où CT est la mesure de
longueur d'arc associée au graphe d'une fonction lipschitzienne ; la continuité de T<* sur
L^da) sera alors donnée par [5] et [6].

La démonstration qui suit est une adaptation facile des méthodes de variable réelle
de A. P. Calderôn et A. Zygmund au cas qui nous occupe.

LEMME 3. — I I existe une constante C>0 telle que si [i est une mesure de Radon positive
sur C, ZQ un point de C et r>0, on ait

(18) r\ |/(z)| Iz-Zol-^z^CM^Zo) pour /eL^).
J|z-zo|^r

La preuve est immédiate : on décompose { | Z — Z Q | ̂ r} en la réunion des couronnes
dyadiques {2^^ | Z — Z Q | ̂ ; 2k+lr } ; la k1^ intégrale peut être majorée par

— [ \f(z)\d^zWkM,f(z^
^ r J\z-zo\^2k+lr

ce qui démontre le lemme avec C=4.

LEMME 4. — Soient oeS, ZoeC et d la distance de ZQ au support E de CT. Alors, si r^-2d,
on a

(19) a { z ; | z - z o | ^ r } ^ j r .

La démonstration est immédiate et laissée au lecteur.

LEMME 5. —ï Soient oeS et K comme ci-dessus. Il existe une constante C>0 telle que
pour toute fonction continue à support compact f : C -> C, on ait

(20) T,*/(z)^CM,(T,*/)(z)+CM,/(z) pour tout zeC.

La constante C ne dépend en fait que de y et de K.
Avant de démontrer ce lemme, notons que Myg dépend uniquement des valeurs de g

sur le support de a. L'inégalité (20) signifie donc que les valeurs de T,*/ dans C sont « domi-
nées » par leur restriction au support de CT.

Pour démontrer le lemme 5, il s'agit de majorer |T^/(Z()) | (indépendamment de e,
bien sûr). Appelons D(e) le disque ouvert de centre ZQ et de rayon £ et D(s/2) le disque moitié.
On écrit f= f^ + f^ où /i est le produit de / par la fonction indicatrice de D(e). Alors

T^/(zo)=TJ^o)= fK(zo-wV,(w)da(w).

4e SÉRIE — TOME 17 — 1984 — N° 1
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LEMME 6. — I I existe C>0 tel que pour tout zeD(e/2), on ait

(21) | ^/(zo) | ̂  T,*/(z) + CM,/(zo).

pte | 7 — 7 | C^P
Si zeD(e/2) et w^D(e), alors | K(Z() - w) - K(z - w) | ̂  ————(M ^ —————.-.

|zo-w|2 2 |zo-w|2

II résulte du lemme 3 que | K(Z() — w) — K(z — w) | | f^w) \ rf<7(w) < C M^/(zo), ce qui

signifie que | T^^-T^OO 1 ^C^M^Zo). De même, on a

1 Tafi^) - Tâ/(^) | ̂  C^MJ '(zo) (démonstration évidente).

En regroupant ces deux inégalités, | Tç/^o) 1 ^ | T^/(z) | + C^M^Zo), ce qui implique
bien (21).

Nous allons maintenant envisager trois cas en relation avec la distance d=d(zQ, E),
où E est le support de a.

Supposons d'abord que e^4d. On prend alors la moyenne des inégalités (21) par rapport
à la mesure a et pour z décrivant D(e/2). Grâce au lemme 4, il vient

(22) | T^/(zo) | ̂  2 M,(T<*/)(^o) + CM,/(zo),

ce qui est bien l'inégalité (20).
à

Supposons maintenant que - î$£<4d. On voit que dans ce cas

W(zo)-W(zo)| ^CMJ-(zo),

et on est ramené au cas précédent.
Supposons enfin que e<ri/2. Alors ^/^(^T^/^Zo), ce qui nous ramène encore

au cas précédent. En fin de compte, le lemme 5 est démontré. Il entraîne la propriété (16)
car si T<* envoie L^da) dans lui-même, et si /eL^Ar), alors M<y(T<*/) et Myf sont dans
L^n) à cause de la proposition 3.

Pour démontrer (17), remarquons d'abord que si pe]l, +oo[ et si q est l'exposant
conjugué de/?, la continuité de Tg" : L^Ar) -> L^dyi) implique l'existence d'une constante Cp
telle que

(23) f f K(z^-w)f(z)g(w)ch(z)d^) ^C,\\ f \\,\\g\\,
J J|z-w|^e

pour tout e>0, tout feL^da) et tout geL^d^i). Alors (23) fournit la continuité de
T^ : 1̂ 40 -> L^dcr), et ||T^|| ^Cp pour la norme correspondante. Il existe donc une
suite EJ tendant vers 0 telle que la suite des opérateurs T^ : L^rip) -» L^da) converge
faiblement vers un opérateur que nous noterons T^ (l'opérateur T^ n'est pas toujours
unique, mais cela n'a pas d'importance).

LEMME 7. — Soient re]l, p[, ^eA et ae£. // existe deux constantes C et C^ telles que,
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pour toute fonction continue à support compact f : C -> Cet tout ZQ appartenant au support E
de CT. on ait

(24) T,*/(zo) ̂  CM,(V)(zo) + CM,/(zo) + C, [M,( | / D(zo) ] l / r .

Avant de démontrer ce lemme, voyons pourquoi il implique la continuité de
T̂ * : L^n) -> U(da). Si /eL^), alors T^/eL^rfa) et, grâce à la proposition 3,
M,(V)eLW.

De même, M^feL^da). Enfin, | / FeL^^), donc M^( | / DeL^ria), ce qui implique
bien que T^/eLW.

Il nous reste à démontrer (24). Pour majorer | T^f(zo) |, on reprend les notations et
la décomposition /=/i+/2 utilisées au lemme 5. On a \^f(zo)-\fï(z}\ ̂  CM^/(zo)
pour tout zeD(s/2) (démonstration comme au lemme 6). Compte tenu de f^= f-fi,
cela donne

(25) | T^/(zo) | ̂  | T,/(z) | + | Vi(z) | + CM,/(zo).

Prenons la moyenne des inégalités (25) sur D(e/2) par rapport à oeE :

1 W 1 is MWÎ» ̂ '^ ,W» L, 'w ' ̂ '̂ "'̂  •

On majore le second terme par

[ 1 r "i1^ H T f H
1 1 T f (.\ \r^(^ <- " Wl HL^CT)^^J^IV^)|^(z)J ̂ ^^

YC
ce qui, compte tenu de a(D(£/2))> —, donne

(26) | T^/(zo) | <CM,(V)(zo)+CM,/(zo)+ CIIVJLr(dcy).

Notons au passage que nous n'avons pas encore utilisé le fait que j^eA.
L'inégalité (24), et donc la proposition 5, découlent de

II Vi Hi^o^C16 II /, |L̂  [eM,( | / l-)]1^.

Le reste du paragraphe est maintenant destiné à montrer la proposition 6, qui ne sera
d'ailleurs utilisée qu'au paragraphe 10.

PROPOSITION 6. — Soient [i une mesure de Radon positive (non nécessairement dans A),
ae S et K comme dans la proposition 5 (en particulier, l'opérateur T<* est borné de L^da)
dans lui-même pour tout pe]l, +oo[).

Pour toutpe]!, +oo[, il existe une constante C indépendante de [i telle que, pour f con-
tinue à support compact, on ait les inégalités

(27) ——T^/l < C | | / 1 | , et
1+P <" HLPW,) Lp{da)
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(28) I I T,*/ ||u^C |[ (1 +ti)2/ |L^)

(la fonction jl ̂  toujours celle de la définition 4).
Reprenons la démonstration de la proposition 5. Les lemmes 3,4 et 5 sont encore valides,

et l'inégalité (27) découle du lemme 5 et de l'inégalité (12) de la proposition 4.
Nous pouvons remplacer (23) par l'inégalité suivante, qui découle de (27) : si q est l'expo-

sant conjugué de p,

(29) f f K(z-w)/(z)--1—— g(w)da(z)^(w) ^C, || / \\^ \\ g ||̂ .
JJl---«-|>r 1 +^r)

Si l'on fait g=(l -\-~\\)h dans cette inégalité, on trouve que l'opérateur qui à (1 +ji)/î associe
T^/i est borné de l^(d\\) dans L^da) de manière indépendante de 8. Cela nous permet
d'extraire une suite convergente, et de définir T^ tel que l'opérateur qui à (1 +p)^ associe T^
soit la limite des opérateurs précédents, et bien sûr soit borné de L^d^i) dans L^da).

Avec ces notations, on a l'inégalité suivante.

LEMME 8. — Pour tout re]l, p[, il existe deux constantes C et Cy indépendantes de p,
et de f telles que pour tout ZQ dans le support E de a, on ait

(30) T,*/(ro)<CM,(T,,n(.:,)+CM,/(zo)+C,[M,( | / ['•(1 +pn(zo)]l/r.

On voit en reprenant la démonstration de la proposition 5 que l'inégalité (26) est encore
valable. Par ailleurs, nous savons que l'opérateur (l+p)/i-^T^/ est borné de U(d\\)
dans U(da).
On en déduit que

e^iiVi ||L^)^C;^ Jd+pn /i r^T^
ce qui nous donne (30) avec C^ = CC;..

Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 8 pour montrer l'inégalité (28).
Notons que si (l+ïO/eL^), T^/ est dans L^do), et donc M^T^eL^a) grâce

à la proposition 3 ; M^f est aussi dans L^da) à cause de l'inégalité (11) de la proposition 4.
Il ne reste plus qu'à majorer [M^( | / l^l+p)')]1^.

Posons g= | / F(l +?)'• ; si (1 +îi)2/eLP(d^l), alors

g^l +ti)p/r= | / 1^(1 +F)p+p/r^ | / r(l +îi)2p

est intégrable. En vertu de la proposition 4, inégalité (11), M^ est dans L^rfa), ce qui
implique que (M^g)111' est dans L^da) et prouve (28).

4. Décomposition de Calderôn-Zygmund des courbes régulières

Dans ce paragraphe, F représentera une courbe rectifiable dans C, et z(s) un para-
métrage de F par la longueur d'arc.

DÉFINITION 6. — Soit M^O un réel ; nous dirons que reA(M) s'il existe un déplacement
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du plan T (de la forme z \-> az+ P avec \Qi\ = 1) tel que T(F) soit le graphe d'une fonction
lipschitzienne (p : R -> R vérifiant || (p' | |y ^M.

PROPOSITION 7. — Si r ̂  im^ courbe régulière, il existe deux constantes M^l etve]0,l]
telles que, pour tout intervalle compact 1 de nombres réels, il existe une partie compacte
E c= I et une courbe FeA(M) admettant le paramétrage par la longueur d'arc z(s) de sorte que

(31) | E | ^ v | I | et

(32) z(s}=ii(s) pourtant seE.

La proposition 7 est une conséquence immédiate de la proposition suivante, dont la
démonstration occupera le reste de ce paragraphe.

PROPOSITION 8. — Soit z : [a, b] = 1 -> C la représentation paramétrique par la longueur
d'arc d'une courbe F de longueur finie 1 1 1 =b—a, non réduite à un seul point. Soit 0<y^ 1
tel que le diamètre du compact z(I) soit supérieur à y 1 1 1 . Alors il existe un compact E <= I

et une courbe FeA( - ) admettant la représentation paramétrique par la longueur d'arc z(s)
V v /tels que v/

(33) | E | ̂  Y 1 1 1 et

(34) z(s)= z(s) pour tout seE.

Nous pourrons nous contenter de montrer cette proposition lorsque | z(b) — z(a) \ ^ y 111.
En effet, supposons que cela soit fait, et donnons-nous une courbe F vérifiant les hypo-
thèses de la proposition 8. Si c et d sont deux points de 1 tels que | z(d)—z(c) \ ̂ y 1 1 1 ,

on peut appliquer la proposition à l'intervalle [c, d], et avec la constante y '=y——.
d—c

La même courbe F que l'on obtient pour [c, d] convient parfaitement pour [a, b] et le
compact E vérifie

y' y|E| ^ _ - ( d - c ) = ^ | I | .

Nous pouvons aussi supposer que z(a)=0 et z(fc)==?>0 avec ?^y 1 1 1 car le problème
est invariant par déplacement.

Nous utiliserons le « rising sun lemma » de F. Riesz (cf. [14], p. 31) que nous rappelons.

LEMME 9. — Soient 1 = [a, b] un intervalle compact et g : 1 -> R une fonction continue.
Posons h(x)=sup {g(t), tel et t^:x} et désignons par E l'ensemble compact défini par
g(x)=h(x).

Soient Q= [a, b]\E, et ]a^ fcj une composante connexe ouverte de Q. Alors h est constante
sur [âfe, bk], on a h(a^=g(a^=h(b^ et g(x)<g(a^ pour xe]^, fcj.

De même, si beQ, et si ]?, b] est sa composante connexe dans Q, on a g(x)<g(^)pour xe]p, b].
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Le « rising sun lemma » nous permet de démontrer le lemme suivant :

LEMME 10. — Soient 1= [a, b], l>0, et f : 1 -> R une fonction continue telle que f(a)=0
et f(b)=l. Il existe alors une partie compacte E de 1 et un homéomorphisme q : IR —> R
tels que

(35) qW-q(x)^_(^-x) si x^,

(36) f(x)=q(x) pour xeE, et
(37) |/(E)|^/2.

Appliquons le lemme 9 à la fonction auxiliaire ^(x)=/(x)— ^-.yx- Gardons les nota-

tions du lemme 9 et définissons sur 1 la fonction q par q(x) = h(x) -h —— x.

La fonction h étant croissante, si x et x^x sont deux éléments de I, on aura

q(xf)-q(x)^——(xf-x).

Le fait que q(x)= f(x) pour xeE découle de la définition même de E : si xeE, h(x)=g(x).
Il nous reste à montrer que | /(E)| $?î/2.Soit [0, m] l'image de 1 par Fhoméomorphisme q,

la fonction h étant supérieure à g, on a m ==q(b)^- f(b)=l. La fonction h étant constante

sur chaque composante connexe de Q, la dérivée de q y est constante égale à —— ; la

mesure de Lebesque de q(Q) est donc | q(Q) \ = —— | Q. \ ̂  —— = -. Alors,

| /(E)|=|ç(E)|=m-|^(Q)|^/2.

On en déduit le lemme 10 en prolongeant la fonction q à R tout entier, ce qui ne présente
aucune difficulté.

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition 8. Appliquons le lemme 10
à la fonction f(s)=Re z(s) ; le compact obtenu vérifie bien sûr l'inégalité (33). Il nous
reste à définir une fonction z(s), coïncidant avec z(s) pour 5êE, et qui soit un paramétrage

d'une courbe lipschitzienne : nous devons aussi trouver une fonction - -lipschitzienne (p

telle que pour tout 5, (p(Re z(s))=Im z(s). Il ne faudra pas oublier la condition | z' | =1.
Nous prendrons Re z(s)=q(s).

Pour 5eE, on doit bien sûr prendre Im z(5)=Im z(s), et par conséquent, si
xeg(E)=/(E)=Re z(E), il faut que (p(x)==Im z[q~\x)].

Soit ]sp s^[ une composante connexe bornée du complémentaire de E dans IR. Soient
Zj=Xj+iyj=z(Sj) et z^=^+f^=z(5^). Nous allons définir cp sur }x^ x^[ de façon que
^j^Yp ^(^^Yp et surtout que la longueur du graphe de (p entre Zj et z'j soit s'j—Sj.

Soit donc Mj tel que s'j - Sj = (x'j - Xj)^/l + Mj.

De l'inégalité (35), on déduit M,^ -.
Y
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Par ailleurs \z^-Zj\ = | z(s^)-z(s^) | ̂ -5^ ce qui prouve que

1 y\-yi l^^-^-^-x^^M^-x,)2.
Ceci nous permet de définir x ' / e ^ p X ^ tel que (p : [xp x^ -> R définie par

q)(x)==}^+M/x-x,) pour x^x^xy
(p(x) == (p(jcy) - M/x - xj) pour xy ̂  x ̂  x;.et

2
vérifie (p(^)=^ (faire un dessin). On a donc bien défini une fonction (p - -lipschitzienne

sur [xp x}], qui coïncide avec celle définie pour xeq(E) aux points Xj et x;.. On prend
maintenant, pour se [s? s^], Im z(s)=^(q(s)).

La définition de z sur les composantes connexes non bornées du complémentaire
de E ne pose pas de problème. Pour la composante de — oo, par exemple, on pose z(s) = s — a
pour 5^0, et cp(x)=0 pour x<:0.

Il ne nous reste plus maintenant qu'à montrer que la fonction z(s) que nous venons
de définir vérifie bien les conditions demandées.

Le fait que z(s)=z(s) pour seE, ainsi que l'égalité (p(Re z)=Im z, découlent des défi-

nitions La fonction (p est - -lipschitzienne car sa restriction à chaque composante connexe
2 / y 2\est --lipschitzienne ( les M; sont inférieurs à - , ainsi que sa restriction à q(E) (en effet,
y \ ï/

sur q(E), (p = Im z o q~1).
Pour finir, on démontre facilement (par exemple en revenant à la définition de la longueur

d'arc avec des subdivisions) que la longueur de la courbe F entre z(s) et z(s') est bien | s' — s |,
ce qui termine la preuve de la proposition 8.

5. Opérateurs intégraux singuliers sur les courbes régulières

Commençons par rappeler le théorème suivant, dû à R. R. Coifman, A. Mcintosh et
Y. Meyer, et dont on pourra trouver la démonstration dans [5] et [6] (voir aussi le para-
graphe IX).

THÉORÈME 0. — Soit K : C* -> C une fonction indéfiniment dérivable, impaire et homo-
gène de degré -1. Pour M S? 0 et pe]l, + oo[, il existe une constante C=C(K, M,p) telle
que, pour toute courbe reA(M) (définition 6), on ait

(38) ||TÎ/|^^C||/|Lp^,

i ren posant Tî/(z)=sup K(z - w)/(w)da(w) , où a est la mesure de longueur d'arc
sur F e>o | J | z -w |^e

Pour être précis, l'opérateur maximal utilisé dans [5] et [6] n'est pas exactement T?.
Cependant, la différence, qui tient seulement au choix des intervalles d'intégration des T^,
peut être majorée par une fonction maximale (la vérification est laissée au lecteur).
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En combinant ce théorème avec la proposition 5, on obtient le lemme :

LEMME 11. — Avec les notations précédentes, et pour toute mesure ^eA, il existe une
constante C=C(K, M,p, a) telle que

(39) I|TÎ/||L^)^C||/[L^.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.

THÉORÈME 1. — Soient F une courbe régulière, a la mesure de longueur d'arc sur F
u une mesure appartenant à A (cf. définition 2), et K un noyau vérifiant les hypothèses du
théorème 0. Alors, pour tout pç]l + oo [, l'opérateur maximal T^ est borné de L^rfu) dans
L^do).

Si l'on applique le théorème 1 avec a = a et la proposition 5, on obtient le résultat suivant.

COROLLAIRE. — Avec les notations et les hypothèses du théorème 7, l'opérateur maximal T*
est borné de L^ria) dans L^da).

Nous utiliserons une variante du lemme classique de Burkholder et Gundy (« inéga-
lités aux bons ^ »).

LEMME 12. — Soient u : R -^ [0, +00] une fonction mesurable coïncidant, en dehors
d'un intervalle compact, avec une jonction de L^R) et v : R -> [0, + oo] une fonction de L^IR).

Supposons l'existence d'un nombre réel ve]0,1[ tel que, pour tout s>0, il existe une
constante y(e)>0 de sorte que, pour tout À->0, on ait :

\{u(x)>^+^ et v(x)<y(s)^}\^(l-v)\{u(x)>^}\.

Alors ueLW, et \\u\\p^ [(l+er^l-v)]-1^)-11| v \\p.
Montrons d'abord que ueL^R).
Soit T I > O un nombre assez petit pour que 2-^>l-v. Pour tout feeZ, posons

{Ek=xçR;u(x)>2kt}} et Fk={xen,v(x)>y(E)2kt}}.
L'hypothèse faite sur u entraîne que 2fcl1p|Efc| tend vers 0 lorsque k tend -oo.
Si £>0 est assez petit pour que 1+£<2Î1, on a pour tout k

(40^ I E ^ i l ^ O - v ) | E J + | F J .

On en déduit que, pour oeZ et keN,

(41) |E^^J^(l-v) f c |EJ+|F^J+(l-v) |F,^_J+.. .+(l-v)k |FJ.

Si nous posons ̂ =2^ | EJ, 1^=2^ | F^ |, et ^={\-v}l^< 1, alors (41) s'écrit

l^Xk+a+l ̂  PkXa+yk+a+Pyk+a-l+• . .4-?^.

On fixe meZ, et on fait tendre k vers 4- oo et a vers - oo en gardant la relation fe+a=m.
Alors p^, tend vers 0 plus vite que .^=2^ | E^ |, et on obtient, à la limite,

2-^+1 ^^+p^-i+ ... +p^-,-h ...
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Nous sommes arrivés à majorer x^ par la convolution de j^ef^Z) par la suite p^n ̂  0),
avec p < 1. On en déduit bien que x^e ̂ (Z), c. a. d. que ueL^R) .On en déduit par la même
occasion une majoration de la norme de la suite x^ dans ^(Z), ce qui donne une bonne
majoration de || u \\p (les détails sont laissés au lecteur, mais ils ne présentent aucune diffi-
culté).

Nous allons maintenant montrer qu'avec un bon choix des fonctions auxiliaires u et v,
les hypothèses du lemme 12 sont satisfaites.

LEMME 13. — Avec les notations du théorème 7, il existe ve]0,1] et,pour tout re]l, + oo [
et tout £>0 une constante y=y(£, r)>0 telle que, pour toute fonction f: C -> C à support
compact on ait, en posant u(5)=(T^/)(z(s)) pour — oo < s < + oo et

v(s)= [(M, l/rXz^^+M^)),
^inégalité

(42) | { seR ; u(s) > À-+s)i et v(s) ̂  } I ̂  (1 -v) | { seR ; u(s) > À,} |.

Dès que nous aurons montré ce lemme, nous pourrons en déduire le théorème : étant
donné 7?e]l,+oo[, on choisit r=^/p.

Pour que l'on puisse appliquer le lemme 12 et en déduire || T^f\\p < C || v \\p ̂  C' || / \\p
grâce à la proposition 3, il ne nous reste plus qu'à montrer que M(s)=(T,*/)(z(s)) coïncide
en dehors d'un compact avec une fonction de L^R). Or, si le support de/est contenu dans
{ z ; | z | ̂  R } et si | z(s) | > 2R (ce qui se produit forcément si s est assez grand), on a
(T^/)(z(5))^C(M^/)(z(s)) qui est dans L^IR), toujours à cause de la proposition 3. Il ne
nous reste donc plus qu'à établir le lemme 13.

La fonction u(s) étant semi-continue intérieurement et nulle à l'infini, l'ensemble
Q = = { 5; u(s)> À-} est un ouvert borné, réunion d'intervalles deux à deux disjoints ]o,, bj[.

Nous voulons montrer (42) intervalle par intervalle. Pour cela, on désigne par Ej
l'ensemble des se]ap bj[ tels que u(s)>^-\-^k\ on peut se restreindre au cas où il existe
un ̂ e }ap bj[ tel que f(£,) ̂  y À,, et il suffit de montrer que dans un tel cas, | Ej;\ ^ (1 —v)(fo, — a,).

On pose lj=bj-a, et on appelle ^;: C -> {0, 1 } la fonction indicatrice de

{z; |z-z(a,) |^2<,}.

On écrit, comme d'habitude, /=/i +/2» où/i(z)= /(z)^.(z). On a alors

(43) T;î/2(^)^TÎ/(^))+CM^/(z') pour tout couple (z, z')

d'éléments de C vérifiant \z-z(âj)\^lj et \zf-z(a^\ ̂ lj (la démonstration, analogue
à celle du lemme 6, est laissée au lecteur).

Comme a, n'est pas dans Q, on a (T,*/)(z(o,))^ et en prenant z'=z(^), on obtient

(44) (T,*/2)W^+Cy)i

II reste encore à majorer T^/i. Nous appliquons à notre courbe régulière la proposition 7.
Nous obtenons un compact K,c= [a? bj\ tel que | K,|>vî, et une courbe r^eA(M) telle
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que z(s)=z/5) pour tout seK,, où z, est une représentation paramétrique de F. par la
longueur d'arc et M une constante qui ne dépend que de F. J

L'application du lemme 11 à r, nous donne

J-, K^^X^a^^cJi/, r^.
Le fait que neA nous donne, si z' est tel que | z'-z(a,.) |</.,

ji/ii^c'f/Mj/rxz'),
et en choisissant z'=z(Çy), on obtient

(45) ^ [T,*/i)(z(<|̂  ̂  C;'/,̂ .

Choisissons maintenant y=y(s) assez petit pour que Cy^e/2 dans l'inégalité (44) et

^^f") ' soit alors ̂ ^ rensemble ^s 5eK, tels que (T,*/i)(z(5)) ̂  x8. Alors

(45) entraîne | R^KC;'?,^^^^^ Or, pour tout 5eK,/R,, on a (T;?/̂ ))^ et

île
(Tp!72)(^))^+y, donc (T^/^z^^X+e^. Le lemme 13 est démontré (avec v au

lieu de v) carEJc K,\R,, donc | E, | ̂  (l - v)^ pour tout 7. On en déduit le théorème 1.

6. Caractérisation des courbes rectifiables F du plan complexe
telles que l'intégrale de Cauchy définisse un opérateur borné sur L^F)

Soit F une courbe régulière paramétrée par la longueur d'arc, notée s. Pour toute fonc-
tion/eL2([R), on pose pour tout t réel,

i r
(46) T^/(0=sup W-z(s)]-lf(s)ds .

e>o 1 J|=(0-z(s)|^e

THÉORÈME 2. — Pour toute courbe régulière F, l'opérateur sous-linéaire T^ défini par (46)
est borné sur L^IR).

Réciproquement, soit F une courbe rectifiable du plan complexe. Supposons qu'il existe
un opérateur linéaire continu T : L^R) -> L^R) tel que, pour toute fonction continue à sup-
port compact f : R -^ R et tout réel t tel que z(t) ne soit pas dans l'image par z du support

def, on ait T/(Q= ^(z(t)-z(s))~lf(s)ds. Alors F est une courbe régulière.
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La partie directe est une traduction du théorème 1 lorsque K(z) = - ; il suffit donc de
prouver la réciproque.

Soient donc F vérifiant les hypothèses de la réciproque, et s -> z(s) un paramétrage de F
par la longueur d'arc.

LEMME 14. — On a lim | z(s) | = + oo.
s—^+oo

Sinon, on peut trouver une suite s^ tendant vers + oo telle que lim z(s^) soit un complexe a.
Alors, pour tout l > 0, la longueur totale de la portion de F située dans le disque de centre a

et de rayon l est infinie. On choisit un point beR tel que z(b) 9^00, et on pose ?=- | z(fo)—a |.

On choisit pour fonction / la fonction dont le graphe est un triangle isocèle de base
[b—l,b+l] et de hauteur 1. Alors, si t est tel que | z(r)—a | ̂  l, on a

|T/(r)|= —— / (5)—ds ^ — , et T/ne peut être dans L^IR),
Jz(s)-z(t) 10

car cette inégalité est vraie pour t dans un ensemble de mesure infinie.
Montrons maintenant que F est régulière. Soient r>0, ZoeC, et E l'ensemble des setR

tels que | z(s)—Zo | ^r. Supposons que cet ensemble n'est pas vide. Alors on peut trouver
ae R tel que | ZQ — z(a) \ = 4r, car la fonction s \-> \ ZQ — z{s) \ est continue et tend vers + oo.
On choisit encore pour/une fonction continue à support dans [a—r, a+r] dont le graphe
est un triangle isocèle de base [a—r,a+r] et de hauteur 1. Pour tout îeE, on a

f(s\ds 1 \E\112 /2 \112

|̂ ,̂ doncllT/lfc^, alors ,u.||/||,-(,,) .

Le théorème est démontré.
Notons que le même théorème est valable en remplaçant L^F) par L^F), pour

!<^<+oo.
Remarque. — Si F est régulière, et si /eL^F), la limite

=lim f
e-0 Jl.

T/(0=lim KO-z^)]-1/^)^
e^0 J|z(()-z(s)|^e

existe presque partout. Le noyau de Cauchy définit donc un opérateur de valeur principale.
Vérifions d'abord ce résultat lorsque/Gs) est le produit par z'(s) d'une fonction de classe C1

à support compact. Fixons un teR. Soient t=to, t^ . . . , f^ i n points distincts de R tels
que z{tj)=z(t).

Alors on a n ̂  C/2 car toute boule de centre z(t) et de rayon r plus petit que le minimum

des -| t.— tk \ (pour j + k) contient une longueur de F supérieure à 2nr. Soient donc

t=to, ̂ i, . . . , tn-i tous les points de R tels que z(tj)=z(t). Supposons que z est dérivable
en chacun de ces points, ce qui est vrai pour presque tout t. Soit £o > 0 tel que pour chaquey
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9
et tout s tel que [ s-tj \^CQ on Siit _\s-tj\^\ z(t)-z(s) \ ̂  | s-tj |. Si d est la distance

de z(î) à l'ensemble compact { z(s); \ z(s)—z{t) | ̂  1 et [ s — t , \ ̂ £o pour tout j }, alors on a
d>0 et pour s inférieur à £o et à ̂  l'ensemble { s ; | z(r)—z(s) | ̂  s } est la réunion de n seg-
ments contenant chacun un r,, et de longueurs équivalentes à 2e. On en déduit qu'au point t,

lim Iz^—z^)]"1/^)^ existe (intégrer par parties).
€-+0 J |z(0-2(s)| ̂ e

Soit maintenant/quelconque dans L^tR). Pour tout tçR, on pose

(ùf(t ) = lim sup [z(t ) — z(s)] ~1 f(s)ds
0^<08' Je^|z(0-2(s)|<£'

Écrivons/=^+ h, oùg(s)/z\s) est dans C^(IR) et || h Hi^) ̂  8. Alors œ/Q ̂  o)g(0+ œ^) ̂ œ^)
presque partout, et 0)^(0 ̂  2T^(r), de sorte que || œ^ ||L2^) ̂  C^ô (à cause de la continuité
de l'opérateur maximal) est aussi petit qu'on veut. Donc œ/0=0 presque partout, et
on peut définir Tf(t) presque partout.

7. Espaces de Hardy généralisés

Nous nous proposons de donner du théorème 2 une interprétation géométrique en
termes d'espaces de Hardy.

Soit F une courbe de Jordan rectifiable orientée. Nous supposerons pour simplifier
que F est une courbe fermée de longueur 1 (les résultats énoncés plus bas s'étendent au
cas où F n'est pas bornée).

On notera z(s) (0 ̂  s ̂  1) une représentation paramétrique de F par la longueur d'arc.
Pour pe]l, +00 [, on pose L^I^L^r,^), que l'on identifiera à L^fO, 1]).

Soit DI (resp. D^) la composante connexe bornée (resp. non bornée) de C\F.
Suivant Keldysh, Lavrentiev et Smirnov (voir [8] ou [10]), on désignera par IP(Di) <= L^r)

la fermeture dans L^(r) de l'ensemble des polynômes en z; on notera Jf^Di) l'espace,

éventuellement plus grand, formé des/eL^F) telles que zkf(z)dz=0 pour tout feeN.
Jr

Si / e ̂ (D i ), alors la fonction F : D i -> C définie par

I f fM 1 f f[W(s)
F(z)=— -——=— —T-.———271l Jr Ç-z 27Ti Jro,i] z{s)-z

est holomorphe sur D^, et / est la trace de F sur F au sens que pour presque tout Zo6^,
f(zo) est la limite non tangentielle de F(z) quand z tend vers ZQ. On se reportera à ce sujet
à [8], théorème 10.4, p. 170.

On peut aussi se placer sur la sphère de Riemann et définir H^D^) comme l'espace
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fermé de L^F) engendré par les fractions rationnelles dont les pôles sont dans D^. En
appelant q l'exposant conjugué de p, ^(D^) est l'espace des/eL^F) telles que

( f(z)g(z)dz = 0 pour geW(Di).

Enfin on définit pareillement H^D^) comme la fermeture de l'ensemble des poly-

nômes sans coefficient constant en - (si on suppose que OeDi) et Jf^D^) comme l'espace

fermé de L^F) constitué des fonctions/telles que f(z)-^dz=0 pour k entier > — 1
Jr z

(on a ajouté — 1 pour supprimer les constantes dans Jf^D^)).
Alors, toute fraction rationnelle r(z) dont les pôles n'appartiennent pas à F s'écrit de

manière unique

(47) r(z)=ri(z)+r2(z), avec r,eW(D,} et r^eH^D^).

Nous désignerons par ̂  et ̂  1e8 opérateurs linéaires définis par ^i(r)==r^ et ^2,(r)=r2.
Nous voulons savoir si %\ et ̂  se prolongent par continuité en deux opérateurs envoyant
L/(F) dans H^Di) et H^D^).

THÉORÈME 3. — Gardons les notations précédentes. Pour une courbe de J or dan recti-
fiable orientée F, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(48) F est régulière ;
(49) I I existe une constante C ̂  1 telle que, pour toute fonction rationnelle r dont les pôles
^appartiennent pas à F, on ait

I I ^i Illico ̂  C I I r ||L2(r), où ri est définie par (47) ;

(50) L^F) = H^Di) + H^D;,) (somme Arec^) ;

(51) L2(^)=Jr2(Dl)+^2(D2);

(52) Pour tout pe] 1, + oo [, L2(^)=HP(Dl)+HP(D2)=^p(Dl)+Jfp(D2).

REMARQUE. — La condition (52) montre que les domaines limités par une courbe de
Jordan régulière sont de Smirnov.

Notons que la décomposition (47) n'est pas sans rapport avec l'opérateur du para-
graphe précédent :

1 f r{z)dz 1 f r(z(s))z\s}ds
(53) r,(z,)-r,{z,)== -v. p. -v—— = -v. p. ,.. ,

m J r z - Z o m J[o,i] z{s)-Zo

pour presque tout ZO^F. Si nous identifions F avec l'intervalle [0, l], cela signifie que

(%i -<^)(r)= -^T(r), où r(s)==r(s)z\s), et où T est l'opérateur de valeurs principales défini
71

au paragraphe précédent.
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Si F est régulière, le théorème 2 nous permet de prolonger ̂  —^2 (donc aussi %i car
^i + ̂ 2 = J^)en un opérateur continu sur L^F). Soit <^ l'ensemble des fonctions rationnelles
dont les pôles sont hors de F, le théorème de Hartogs-Rosenthal (voir par exemple [9])
et le fait que F est de mesure planaire nulle font que S est dense dans L^F), ce qui d'ailleurs
montre que ^(D^nX^D^^^O}. L'image de L^F) par l'opérateur prolongé ^i
sera donc contenue dans H^D^). On peut aussi prolonger V^ïd—V^ en un opérateur
continu : L^F) -> îî^D^). De ̂ i +^2 ==U on déduit que L^F) est la somme (topologique)
des H^D,); cette somme est directe car HP(Dl)nHP(D2)c=Jfp(Dl)n^fp(D2)={0}. Le
fait que L^Q^H^D^+H^) implique les égalités Jf^D^H^D,).

Nous avons montré que (48) entraîne (52). Il est clair que (52) implique (50), qui implique
(51), dont on déduit (49). La réciproque du théorème 2, et le fait que les % sont donnés
par la formule (53), font que (49) entraîne (48), et que le théorème est vrai.

Soit F une courbe de Jordan régulière. Soit Di l'une des composantes connexes du
complémentaire de F dans C. Nous noterons Cpi l'ensemble des mesures de Radon posi-
tives H sur DI pour lesquelles il existe une constante 00 telle que pour tout r > 0 et
tout disque D de rayon r rencontrant F on ait j^(DnDi)^Cr. Lorsque F est la droite
réelle, C^ est l'ensemble des mesures de Carleson.

PROPOSITION 9. — Soient F une courbe de Jordan régulière, D^ une des composantes
connexes de C\F, ^leC^ et 1 <p < + oo. Alors il existe C ̂  0 tel que, pour /eH^Di), on ait
I I f\\LP(dti) ̂  C I I / HHP(DI)» en notant encore f le prolongement de f à Di.

Notons que les valeurs de/dans Di sont obtenues à partir de celles de/sur F en appli-
quant l'opérateur de Cauchy : si T est la limite de Tg définis au paragraphe 3 avec

K(z)= - et da la mesure de longueur d'arc sur F, on a/(z)= —T/(z), où/est le produit
Z ZK

dzde/par la fonction unimodulaire —. Ainsi, lorsque (^eA, la proposition 9 est une simple
05

traduction du corollaire au théorème 1.
Dans le cas général où neCop il s'agit en fait de démontrer la propriété (16) de la pro-

position 5. On peut encore appliquer le lemme 5, qui est toujours valable pour [ieC^^.
L'inégalité

(20) T,*/(z) ̂  CM,(T,*/)(z) + CM,/(z),

valable pour tout zeDi, et le fait que M^ définit un opérateur borné de L^da) dans L^d^i)
à cause de la remarque du paragraphe 2 (la mesure \x vérifie bien les inégalités (15)) per-
mettent de conclure car T(* est borné sur L^rfa).

8. Une version matricielle du théorème 1

THÉORÈME 4. — Soit Zpjel., une suite de nombres complexes vérifiant les conditions
suivantes

(54) I I existe C > 0 tel que pour tout feeZ, | z^ i —Zj, \ ̂  C.
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(55) I I existe M > 0 tel que, pour tout r > 0 et tout aeC, le cardinal de l'ensemble des feeZ
tels que | z^—a | ̂  r ne dépasse pas Mr+1.

Alors, la matrice ^=(w/,k)o-,k)6zxz définie par mjj==0 et m^= ——— si j ̂  k définit
un opérateur borné sur P(Z), pour 1 <p< +00. zj zk

Notons que la condition (55) implique que pour que j^k, | z.—zjj;^—.
M

On appelle F la courbe rectifiable obtenue en joignant par un segment chaque z^ à z^+ ^.
On vérifie sans peine que r est régulière.

Soit jc^e^Z). On lui associe/eL^F) en posant/[tz^+i+(l—OzJ=Xk pour tout k
2

et 0^t< 1. Comme la longueur du segment [z^, z^+i] est comprise entre -^ et C, lesM
normes ||^J|p et ||/||p sont équivalentes.

On considère l'opérateur tronqué T défini par le noyau ——H{|2-w|>R}» où R>0 est
choisi assez grand.

Le théorème 1 nous dit que T est continu sur L^F). Par ailleurs, on montre aisément
que si z=tZj^.^-{-(l—t)zp avec 0^<1,

Tf^ y xk <c-f \fM\ds
l j ( z )— ^ ——— ^:^ — — — ^ .

k;\z-Zk\>RZj-Zk J|z(s)-2|^R [Z-Z(S)\

On a aussi ^ ——— x^ < 0e | /(z(s)) | ds. Finalement,
k;|z-Zk|^R Zj—Zk J|z(s)-z|<R+C

| T/(z) -M(x^]) \ ̂  E(z), avec E(z)eL^(r)

grâce à la proposition 3. On en déduit que ^(x^e^Z).

9. Une preuve du théorème de Coifman-McIntosh-Meyer
à partir du théorème de Calderôn (1977)

Nous nous proposons de démontrer le théorème 0 à partir du théorème de Calderôn
(1977), en utilisant des méthodes semblables à celles des paragraphes 3, 4 et 5.

Commençons par quelques rappels sur les opérateurs de Calderôn-Zygmund. Soient
A la diagonale de R2, et K une fonction continue : R^A -> C ayant les propriétés suivantes :

C
(56) | K(;c, y» | ̂  i———i pour tout couple (x, y) e R2 \ A,

et

(57) TT^5-^ + "/T^ ^( - }2 P0^^^^^^2^

(les dérivées sont prises au sens des distributions, et C ̂  0 est une constante finie).
Pour e>0, on définit le noyau tronqué K\x, y)=K(x, y}^{\x-y\^}(^ y) et l'opérateur T6
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tel que Tf(x)= K6^, y)f(y)dy pour/eL^IR). On pose T*/(;c)=sup \Tf(x) \ pour
*' E>0

feL2^) et xeR.
(Les définitions du noyau K et de T* ne sont donc plus celles des premiers paragraphes).
Nous dirons que K est un noyau de Calderôn-Zygmund (bien que ce ne soit pas tout-à-

fait la définition habituelle) lorsque, en plus des propriétés (56) et (57), on peut prolonger
les T6 en des opérateurs continus sur L^IR), dont les normes sont uniformément majorées.
La norme de Calderôn-Zygmund de K, notée || K ||c.z., sera la borne supérieure des normes
des T', et de la constante C dans (56) et (57).

Nous voulons montrer le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Soit z(s) le paramétrage par la longueur d'arc d'une courbe reA(M)

pour un M>0. Soit K(x,y)=———— le noyau de Cauchy associé à F. Alors K est un
z{X) z [ y )

noyau de Calderôn-Zygmund, et \\ K Hc.z^CM^ où C et N sont deux constantes.
Bien sûr, ce théorème est loin d'être aussi fort que celui montré par Coifman, Mcintosh

et Meyer : il faudrait pour cela que N soit égal à 4 ! Il permet cependant de démontrer le
théorème 0 : la démonstration dans [5] ne fait pas intervenir le fait que N=4 et permet
donc de passer du noyau de Cauchy à un noyau plus général.

Notre démonstration sera basée sur le lemme de Burkholder et Gundy, et sur une décom-
position des graphes de fonctions lipschitziennes semblable à celle du paragraphe 4. La
proposition suivante, ainsi d'ailleurs que l'idée même d'obtenir une estimation polyno-
miale en M est due à J. L. Journé.

PROPOSITION 10. — Soient M > 0, (p : R -^ (R une fonction M-lipschitzienne, z(s) une
représentation paramétrique de son graphe F par la longueur d'arc, et 1 un intervalle compact
de valeurs de s.

Alors, il existe une partie compacte E c I et une courbe FQ e A (-— M ) paramétrée par Zo(s)
telles que V^ /

(58) I E I ^ I H

(59) 2o(s)=Zi(s) pour tout s eE
4

(60) -<- < 1 Zo(s} | ̂  1 presque-partout.

Nous nous contenterons de définir ZQ sur l'intervalle I, il serait ensuite facile de l'étendre
à IR.

Soit [a, b] l'intervalle de R tel que z(I) soit la portion du graphe de (p comprise entre
les points (a, (p(û)) et (b, (p(b)).

Nous supposerons que | { sel, q/ [Re z(s)] > 0} | ̂  l r l ; si ça n'était pas le cas, nous
ferions notre construction avec la fonction -(p.

Appliquons le « rising sun lemrna » (lemme 9) à la fonction ^(x)=(p(x)+ 4M^.
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Nous obtenons une fonction h et un ensemble, que nous appellerons E', où h coïncide
avec g.

Le fait que h est croissante et coïncide avec g sur E', hors duquel elle est localement
9

constante, montre que 0</i'(x)<-M presque partout.

On pose v|/(x) = h(x) - — x, de sorte que v|/ coïncide avec (p sur E', et - —— ̂  \|/'(x) =$ M

presque partout. Il ne nous reste plus qu'à paramétrer le graphe de \|/.
Soient u la fonction réciproque de 5^Rez(s) et E=M(E'). Pour tout seE, posons

Zo(5)=z(s). Soient ]^,fcJ une composante connexe ouverte de [a,b]\E\ et ]Sfc,tJ son

image par u; pour se]s^ rj, on pose Zo(s)=z(Sk)+ s—sk- [z(tk)-z(Sk)].
tk-Sk

Enfin, si fc^E', et si ]t, n(b)] est la composante connexe de u(b) dans I\E, on pose
Zo(s) = z(t} + 5 — t pour s > î.

La fonction ZQ est bien un paramétrage du graphe de \|/, sauf peut-être en ce qui concerne
la dernière composante connexe de I\E; on en déduit que TQ est dans A(M') avec

[ 4M~| 1 / 4 \ 9
M'=tg 1/2 Arc tg M+1/2 Arc t g — — , donc M'^- M + - M = — M

^ J 2 \ j y 10

car la fonction tangente est convexe.
Pour tout point s de E où z est dérivable, et qui est point d'accumulation à gauche (resp.

à droite) de E, la dérivée à gauche (resp. à droite) de ZQ est z'(s). Il nous suffit donc de vérifier
l'inégalité (60) sur chaque composante connexe ouverte de I\E. Or, sur la composante

]Sk,tJ, on a zo(5) = = k ak ( 1 - ——) pour tout 5, et (60) découle de
tk-Sk tk-Sk \ 5 /

| z(^)—z(5fc) 1 ̂  ^k—Sfc , et surtout de
16 / 1/2

, - M ( . V6„2\12bk-^ ^2^ 4|zo(5)|= l + . M 2 - k k ^ ^
\ 25 / tk—Sk 1+M2 5

II nous reste à montrer que | E | ^ . 1 1 1 , ce qui découlera du lemme suivant.

LEMME 15. — On a KnE^siq/tI^s)]^}!^1!!^!.

1 E 1Si le lemme est vrai, et si l'on pose x== ——, on a

'^ [{^[RezCO^O^IEI+JinEl , c.à.d. ^x+^(l-x),

d'où l'on déduit x > -.
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Montrons maintenant le lemme composante connexe par composante connexe. Soit

k. t,[ une composante ouverte de I\E; on a ̂ -_^ = - ̂ M, et comme <p' reste

supérieure à - M, la dérivée de Im z(,) est supérieure à 0 ^ - , de sorte que

1 ]Sk, îjn { s ; <p'[Re z(s)] <0 } | > ̂ (l +M2)l/2(^-a,).

s^rc^rir^^^2^^"^notre inégalité est vraie pour la compo-
Si fc n'est pas dans E' et si ]t,u(b)] est la composante connexe de u(b) dans I\E, on a

encore - fe-U) ̂  "5^ d'où roD (lé(iuit

| ]t, «(&)] n { s ; <p' [Re z(s)] ̂  0 } | < 1 (u(b) -1).

Le lemme et la proposition sont donc démontrés.
Revenons maintenant à notre théorème. Nous utiliserons le lemme suivant, qui est

en fait un théorème de A. Calderôn, M. Cotlar et A. Zygmund (voir p. ex. [3]).

LEMME 16. - Pour tout noyau de Calderôn-Zygmund^, F opérateur maximal associée
est borne sur L"W, et envoie continûment L\R) dans L}^ (R). En particulier, il existe
Co > 0 telle que

l|T*||Lw,L;^w<Co||K||c.z..

Nous dirons qu'un noyau K : ̂ \A - C « vérifie la condition H » s'il existe un ve]0 ï]
et une constante C, > 0 tels que, pour tout intervalle I, il existe une partie compacte E ̂
et un noyau K, : ̂ \A -. C de Calderôn-Zygmund ayant les propriétés suivantes
(61) , |E|>v|I|,
(62) pour tout xeE, toute composante connexe I, de I\E, et tout 3;el,, on a

IK^-K^jOKC,'-1*-
(x-y)2

(63) Pourtoutx6Eettout3;6E,onaK,(x,^=K(x,^),
(64) les noyaux K, vérifient || K, ||c z < Ci.

On a alors la proposition suivante, qui permet de compléter la proposition 10.

PROPOSITION 11. - Soit K un noyau vérifiant la conditionîî ainsi que les inégalités (56) et
(57) avec la constante C,. Alors K est un noyau de Calderôn-Zygmund, et || K ||c z < C(v)Ci

Avant de démontrer cette proposition, voyons pourquoi elle permet de démontrer le
théorème. Supposons que pour reA(M), le noyau de Cauchy associé à F ait une norme

de Calderôn-Zygmund qui reste toujours inférieure à C(M)*. Soit reAf-^MV et soit

(*) Le théorème de Calderôn (1977) nous assure que c'est vrai si M est assez petit (voir [1] ou [4]).
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K(x,v)= —————, où z est un paramétrage par la longueur d'arc de F. Montrons que
z(x)-z{y)

K vérifie la condition H avec v= - : pour chaque intervalle I, nous utilisons la propo-
3 1

sition 10, et nous obtenons un ensemble E, et une fonction ZQ. Le noyau Ki= —————^ Zo(x)-zo{y)
est de Calderôn-Zygmund, avec || KJIc.z.^ -QN^+C'M, car K| s'obtient à partir du

noyau de Cauchy associé à une courbe de A(M) par composition avec un opérateur de
changement de variable, et par une troncature un peu différente (qui explique le « 0e M »).
Enfin, les inégalités (62) sont vérifiées, tout simplement parce que les fonctions z et ZQ
sont 1-lipschitziennes et coïncident sur E. Donc, en vertu de notre proposition, et pour

/10 \
peu que l'on ait C(M)^M, nous avons montré notre théorème pour tout r e A ^ — M j ,

avec la constante c(—— ) ̂  AC(M), où A est une constante indépendante de M. Le
\ 9 / y^N

théorème est alors démontré : il suffit de choisir N tel que 1 -, ) > A, et d'itérer notre
procédé.

Il ne nous reste donc plus qu'à montrer notre proposition. Nous en donnons une
démonstration, bien que celle-ci soit très peu différente de celle du théorème 1. Nous
utiliserons encore le lemme de Burkholder et Gundy (lemme 12). Nous voulons mon-
trer que, pour tout/eL^lR), on a ||T*/||L2(R)^CiC(v)||/||L2(R). Il suffit clairement de
montrer cette inégalité lorsque/G C^(1R). Comme on sait que, pour/eC?(tR), T*/coïncide
pour x assez grand avec une fonction de L^IR) (démonstration évidente déjà faite après
l'énoncé du lemme 13 dans des circonstances différentes), le lemme 12 nous permet de
réduire la démonstration de la proposition l i a celle du lemme suivant.

LEMME 17. — Soient ve]0,l[ défini par la condition «H», et e>0. Il existe y>0
y(v e)de la forme -—— tel que, pour feC^R} et pour tout À, > 0, on ait

Ci

(65) |{xeR;T*/(x)>) i+£X et /*(x)^y?i} |<(l-v/4) | { xeR; T*/M>M 1 •

La fonction /* est la fonction maximale de Hardy-Littlewood de / c. à. d. que

/*(x)=sup — | f(t) \ dt, où le « sup » est pris sur tous les intervalles compacts 1 conte-
Ï3X 1 1 1 Ji

nant x; on a bien entendu ||/* || 2^0^11/112, par exemple à cause de la proposition 3.
Fixons/et À,. Comme d'habitude, l'ensemble 0 = {xe[R;T*/(x)>X} est un ouvert

borné, réunion d'intervalles ouverts disjoints 1 ,̂ et il suffit de prouver

(66) |{xeI;T*/(x)>?i+£^}|^(l-v/4) |I |

pour tout intervalle compact 1= [a,b] tel que T*/(û)^?i et contenant un ^ vérifiant
/*(Ç)^y?i (tous les î^ pour lesquels I^n [xeR ;T*/(x)>)i+£À, et /*(x)^yÀ,} ̂ 0
vérifient ces propriétés).
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Nous noterons J l'intervalle de même centre que 1 et de longueur |J |=10|I | ,EcI
l'ensemble compact défini par la condition « H », et Q==I\E.

Écrivons maintenant /=/i-h/2+/3, avec f, =/I,, /2=/1jnp et /3=/1jc. Nous
majorerons chacune des trois composantes de T*/ ainsi définies, en commençant par T*/3.

LEMME 18. — Pour tout xel et tout s>0, on a

\ TVsW 1 - T*/^) < 100 CV*(i;).

Pour démontrer ce lemme, on utilise l'inégalité [T^^J-^/^XX+Y+Z, où
l'on a posé

r rX= K(x,y)f,(y)dy-\ K(x,y)f,(y)dy ,
J\y-x\>e J|y-a|>e

i r rY= K(x,y)f,(y)dy- K(a,y)f,(y)dy ,
|J|y-a|>e J|y-a|>e

et

Z= | f K(a,y)f,(y)dy -T*/(a).
1 J\y-a\>e

II ne reste plus qu'à majorer X, Y, et Z en fonction de/*(^) en utilisant les propriétés (56)
et (57) du noyau K. Cette majoration, un peu semblable à celle du lemme 6 quoique plus
longue, est laissée au lecteur.

Occupons-nous de/^-

LEMME 19. — S^Fi=L,û+-1—1 u|fc--^,b|.r ^111 r, v i i i 1^^^-r-J^'-T-5'}L ° J L 8 J
100Si x^Fi, alors T*MX)^——C,/*^).

Là encore, il suffit d'appliquer l'inégalité (56). Pour étudier/i, nous devons bien sûr
utiliser l'hypothèse H. Si nous appliquons le lemme 16 au noyau Ki, nous obtenons,
en notant Ti* l'opérateur maximal associé, IIWJ^w^QQII/i llu R) ̂  CoQ 11 |/*fê),
ce qui nous permet d'énoncer le lemme suivant.

LEMME 20. — Soit F^ = { xel ; T^/iM > 4C^C1/*© l ; alors [ F^ [ ̂  v 11 [.
(. v J 4

II ne nous reste plus qu'à relier les noyaux K et Kp Soit Î2= (J ]a^ M. où N est un
keN

ensemble au plus dénombrable, la décomposition du complémentaire de E en intervalles
ouverts disjoints. Pour tout fc, posons l^b^-a^ On note F3=(U K ^0^1. avec

keN
V V

^==^-77 4 et bk=bk+—lk. On a bien sûr16 16

I F a l ^ f l + ^ l f î l ^ f l + ^ l ^ l I l ^ f l - ^ I I I .
\ 0/ \ 0/ \ ° /
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LEMME 21. — On a l'inégalité

F 32C
sup | TfMx) - T6/^) | dx ̂  ——1- \ 1 |/*(Ç).

J^6l\F3 00 V

Compte tenu des propriétés (62) et (63), il nous faut majorer

X = f f z f ^\f(y)\dv\dx,
Jl6l\F3 L^N Jy6]ûk,bk[ (.V - H J

et X^EC,;J \f(y)\[ T-^^9

fceN Jy6]ak,bk[ JxeI\K,^[ {-^—Y)

32e r
d'où l'on déduit le lemme car X ̂  ——1 \f(y) I dy.

v Jyen

LEMME 22. — Soit F4= < xeI\F3; sup | Tf/i^-T/i^) | > ̂ Ci/*fê) [. Alors, on a
[ e>0 V J

IFJ^IH.

Ce lemme découle du précédent.
Il résulte de la définition de Fi, et des lemmes 20 et 22, que

/v v 7v v\ / v\
|F,uF,uF3uF,|<(^+l-^|I|=(l-,)lI|.

D'autre part, si x n'appartient à aucun des F,, alors

T*/(x) ̂  ̂ MX)+T*MX)+\ Ti*/i(x)-T*A(x) \+Tffi(x)

JlOO+l^^^+4Co)c^).
\ V V V /

II ne nous reste plus qu'à choisir y tel que le produit de la parenthèse par Ciy soit plus
petit que e ; la démonstration du théorème est terminée.

10. Opérateurs intégraux singuliers sur les courbes rectifiables

Nous nous proposons de donner une généralisation du théorème 1 aux courbes recti-
fiables suggérée par R. R. Coifman. On se donnera donc une courbe rectifiable F, et l'on
notera d\\. la mesure de longueur d'arc qui lui est associée. La mesure \\. n'étant plus dans A,
nous serons amenés à utiliser la fonction p définie au paragraphe 2. On garde les nota-
tions des paragraphes 3 et 5 concernant l'opérateur T^.

THÉORÈME 6. — Soient K : C* -> C une fonction indéfiniment dérivable, impaire, homo-
gène de degré — 1, et l<p< -}-oo. Soient F une courbe rectifiable du plan complexe, et \i la
mesure de longueur d'arc sur F. Il existe une constante C indépendante de F et un nombre N
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indépendant de K et de F tels que, pour toute fonction continue à support compacta on ait

(66) II^/IIL^^CIKI+^/HL^.

Utilisons le théorème de Coifman-McIntosh-Meyer (ou, pour être précis, son corol-
laire exposé dans [6]) : l'opérateur maximal associé une courbe reA(M) a une norme
inférieure à CM^ pour un certain No. Si nous appliquons la proposition 6, nous obtenons
le lemme suivant :

LEMME 23. — Soient reA(M) et a la mesure de longueur d'arc sur F. Alors, pour toute
fonction/continue à support compact, on a

(67) ||T,*/11^ ̂  C,M^ II (1 + n)2/ IL.̂ .

Les constantes Ci et N\ ne dépendent bien sûr, ni de F, ni de M ; Ni ne dépend pas non plus

de K comme le montre le paragraphe 9 où l'on aurait remplacé - par K, divisé au besoin
par une constante positive.

Nous nous proposons, comme pour le théorème 1, de démontrer notre résultat à partir
du lemme 23 et de la proposition 8 en utilisant le lemme de Burkholder et Gundy.

Donnons d'abord quelques notations. Nous noterons z(s) un paramétrage de la courbe F
par la longueur d'arc. On choisit 1 < r <p, et on pose u(s)==rT^f(z(s)) et

^)=M4|(l+p)N-<l/ry|r]l/r(z(5))+M,((l+p)/)(z(5)),

de sorte que v^eL^R) si (1 + jj^/eL^rf^i), en vertu de l'inégalité (13) de la proposition 4.

Pour tout intervalle compact ï de R, on note a(I)= — diamètre (z(I)), et/i le produit

de la fonction / par la fonction caractéristique de l'ensemble { zeC ; [ z—z{a) | ̂ 2a(I) 1 1 1 },
où a est l'extrémité initiale de I.

LEMME 24. — Soient 1 un intervalle compact de valeurs de s, a l'extrémité initiale de I,
(XQ ̂  1, y > 0 et X > 0 trois réels positifs. On suppose que

(68) il existe un^eî tel que v(Q ̂  y?i,

(69) la fonction (1 +jl) reste supérieure à —— sur le support def. Alors, on a les inégalités
3oco

(70) T,*(/-/i)(z(5))^T,*/(z(a))+CyÀao pour tout sel

(71) 1 { 56l, T,*/i(z(5)) > Cy^a(I)} | ̂  (\ - ̂ \ 11 .

(La constante C ne dépend que de K, p, et r).
Les méthodes standard utilisées au lemme 6, par exemple, nous donnent la majoration

suivante, valable pour tout e > 0 :

I W-/i)(z(5)) ] ̂  T,*/(^))+CM,/(z(Ç)),
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d'où l'on déduit
W-/i)(z(s)) ̂  T,*/(z(û)) + 3aoCM,((l + p)/)(z(Ç)),

ce qui donne l'inégalité (70).
Pour montrer (71), appliquons la proposition 8 à la courbe F sur l'intervalle I. On

/ 2 \
obtient une courbe FeA^ — , j , dont un paramétrage z(s) par la longueur d'arc coïncide

v // a(I)avec z(s) sur un ensemble compact E c= I tel que [ E | ̂  —— 1 1 1 .

Appliquons le lemme 23. Nous trouvons que

f [T,*/i(z(s))]^= [[^/^(^^^^/——^^(I+RVJI!,^.
JE JE \^\1)/

Le lemme suivant, qui est une conséquence immédiate des définitions, nous permettra
de poursuivre notre majoration :

LEMME 25. — Sur le support de /i, on a ji(z) ̂  ——.
Ainsi donc,

I I (1 + P)2/! llî^) ̂  3 1 1 1 M,[ | (1 + p)2/ F W) ̂  3 1 1 1 (300(1))^-1 - ̂ féy,
d'où

f [TîfW]^ ̂ y^w^-1-2- m,
en posant Cr=Crl3Nr2Nlr+2. Nous pouvons maintenant choisir N : il Suffit en effet
que Nr ̂  N^r-t-1 + 3r pour que l'on ait

|En{5eI;T,*/I(z(5))>CyMI)}l^o^ ) |I |.

a(I)
Le lemme 24 est alors vrai, car on a | E | ̂  —— 1 1 1 .

Notons que le lemme 24 reste valable si l'on remplace/par le produit de/par une fonc-
tion caractéristique dans les conditions (69), (70) et (71).

Donnons-nous un s>0, et y=y(e) tel que Cy=e dans le lemme 24.

LEMME 26. — Soient 1 un intervalle compact de valeurs de s, et À, > 0 tel que u(s) ̂  À,
en chaque extrémité de I. Alors

4
| { sel ; u(s) > À-+48À- et v(s) ̂  y^ } | =$ -111.

Nous pouvons supposer qu'il existe un Çel tel que v(Q ̂  y^.
Nous allons construire par récurrence trois suites ̂ , Y^,, ̂ , d'ouverts contenus dans I.
Commençons notre construction à partir de I. On pose A(I)=0, et on définit <P(I) comme
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Rouvert {5eI;T^/i(z(s))>£À,a(I)}. Soit ^(1)=^? sa décomposition en intervallesp
ouverts disjoints. Pour chaque p, on pose A(Lp)=a(I).

On définit ̂ 1 comme l'union des Lp contenant un Ç tel que v(Q ̂  yX, et tels que A(Lp) < 1
(la seconde condition est vérifiée automatiquement si z(I) n'est pas un segment).

On définit /^ comme l'union des Lp contenant un î, tel que v(!s) ̂  y?i, mais tels que
A(L,) ̂  1.

Enfin, ̂ i est l'union de Lp tels que v(s) > y À- pour tout seLp.
Supposons maintenant définis les ouverts ̂ ^ ̂ n- solt ^n= U \la décomposition

de ̂  en intervalles ouverts disjoints ; on suppose aussi définis les A(Ifc).
Pour tout fe, on définit 0(îk) = { s el^ ; ̂ fi^(z(s)) > £?ia(Ifc)}. Soit (9{ï^ = U Lj sa décompo-

sition en intervalles ouverts disjoints. Pour chaque ;, on pose A(Lj)=A(Ifc)+oc(Ifc).
On définit maintenant ^(1^) comme la réunion des L( tels qu'il existe au moins un ÇeL^

vérifiant v(Q^y'k et tels que A(L;)<1.
On définit ^(1^) comme la réunion des Li contenant un î, qui vérifie v(Q ̂  y^, mais

tels que A(L/)^ 1. Enfin, ^(IJ est la réunion des L/ tels que v(s)>y'k pour tout seLi.
On pose ̂ i=U^(U ̂ ^i-^udJ^U et î=^u(U ̂ (Ifc)).

k fc fc

Nos suites d'ouverts étant maintenant définies, on pose ^=Ç}^/r=[J ^n et
^T= (J ̂  leurs limites respectives.

LEMME 27. — % est de mesure nulle.
Soit se^. Pour tout n, soit !„ l'intervalle de ̂ , qui contient 5. On a toujours A(I«) < 1,

donc So(IJ^ 1, et Um a(IJ=0. Par conséquent, Um (diamètre (z(IJ)=0, et cela n'est
possibîe que si lim | !„ | = 0. Mais dans ce cas, la fonction z ne peut être dérivable au point s,
car sinon on aurait lim a(L)=L On en déduit le résultat, car l'ensemble des 5 où z(s)

n~* oo

n'est pas dérivable est de mesure nulle.

4
LEMME 28. — On a \ -T \ < _ 111 .

Pour tout ne f^l, écrivons ̂ = U \ et y^= (J 3i (les 1̂  et les 3i dépendent bien sûr de n).
k l

Démontrons par récurrence sur n l'inégalité suivante.

^ p,.|^A^^|,,^AM^^p^^si^T).
Cette inégalité étant trivialement vraie à l'ordre 0, nous pouvons nous contenter de

vérifier que (72) à l'ordre n implique (72) à l'ordre n+1. Pour cela, il suffit de voir que
pour chaque Ij^,

(,,̂ W,|J,A,|
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car la valeur commune de A sur les composantes connexes de 0(1^) est A(Ifc)+oc(Ifc). Or

le lemme 24 nous apprend que | ^(IJ | ̂  ( 1 - o v f c } ) 11^ |, d'où on déduit aisément (73).
A

L'inégalité (72) implique que pour tout n, | ̂  | ̂  . [ 11 car tous les A(J^) sont supé-
rieurs à 1 ; on en déduit le lemme. 5

LEMME 29. — Soient ne N, !„ un intervalle de ̂ , et s un élément de !„ n'appartenant pas
à W. Alors M(5)=T;!7(2(s))^?i+4£?i.

Appelons I^ - i , I^_2 , . . . les intervalles de ^-n, ...,^i qui contiennent 5. Posons
go =/-/i, §1 =A -/ii, gn =/i, -1 -/i,.

Pour tout fe, on applique le lemme 24 à l'intervalle 1̂  et à la fonction/i^. Le lemme 25
nous permet de la faire avec ao=a(Ifc-i) pour k ̂  1 (et ao=l sinon). On obtient les iné-
galités :

(74) ^go(z(s)) ̂  T^f{z(a))+^ ̂  ?i+eX

en notant a une extrémité de I, où la fonction u est inférieure à À, ;

(75) T^(zOO) ̂  T^/^(z(^))+eMIfc-i) ̂  2£Îi(x(Ifc-i)

en notant ^ une extrémité de 1^, qui n'est donc pas dans ^(I^-i).
Enfin, puisque 5^fi?(IJ, on a

(76) T,*./i,,(z(5))^£)ia(U^£?i.

Les inégalités (74), (75), (76) nous donnent

u(s) ̂  [T,*go+T,*gi + ... +T,*^+T,*/J(z(s)) ̂  X+2£?i+2"É oc(IJe?i,
n- 1

î S .
fc=0

ce qui est l'inégalité annoncée car ^ a(Ifc)=A(Ifc) < 1.
k=0

Le lemme 29 étant démontré, le lemme 26 devient évident.
Soit en effet se{seï',u(s)> X+4eÀ, et u(s)^yÀ<} il ne peut être dans aucun I,,\^(IJ

(notations du lemme 29), donc il doit être dans W u i^ u ̂ . Comme v(s) ̂  yK, il ne peut
pas être dans ̂ , et le lemme 26 découle des lemmes 27 et 28.

Compte tenu du lemme de Burkholder et Gundy (lemme 12), le théorème découlera
du lemme suivant.

LEMME 30. — Si f est continue à support compact, et si (l+p^eL^n), alors la fonc-
tion u(s)=rT^f(z(s}) coïncide en dehors d'un compact avec une fonction de L^d^i).

Si le support de/rencontre F, la fonction p ne peut pas être + oo sur tout F. Soit donc m
une valeur finie prise par cette fonction ; alors, si R est assez grand, on a, pour tout n ̂  1

| { seR ; 2"R^ | z(s) | ̂ "-^R } \^2n+lmR,
çte

et comme il est possible de majorer la valeur de T^/ sur cet ensemble par ^ dès que le
2. iv
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support de / est contenu dans { zeC ; | z | ̂  R} la restriction de T^*/ à { z ; | z | >2R }
est bien dans L^d^i).

Remarque. — Le théorème 6 permet de définir un opérateur T^ continu de L^l + p)1^^)
dans L^d^) admettant le noyau K. On en déduit par dualité l'existence d'un opérateur T^

continu de \f{d\\) dans L^——^"-N-). Il est vraisemblable que l'opérateur maximal T^*

correspondant est aussi borné, mais les techniques utilisées ci-dessus ne semblent pas
permettre de le montrer.
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