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Introduction

Depuis son introduction par Calderon et Zygmund, le calcul symbolique des opé-
rateurs, plus connu sous le nom de calcul des opérateurs pseudo-différentiels, rend les
services que l'on sait a la théorie des équations aux dérivées partielles. On peut penser
que le role qu’il y joue ne peut qu’augmenter, notamment grace a la meilleure compré-
hension que I’on a de sa structure depuis que les travaux de Maslov et de Leray ont montré
toute 'importance qu’y tient le groupe métaplectique. Néanmoins, les opérateurs pseudo-
différentiels et les techniques de microlocalisation qui s’y rattachent ne semblent pas
pouvoir étre employés dans les problémes ou I'on souhaite une information sur le support
d’une fonction avec autant d’aisance que dans les problémes qui se raménent a la descrip-
tion des singularités (ce qui ne signifie pas, tant s’en faut, qu’on ne peut les utiliser dans
I'unicité du probléme de Cauchy, puisqu’au contraire une de leurs toutes premiéres appli-
cations fut un succés décisif dans ce probléme, obtenu par Calderon). C’est pourquoi
il serait intéressant de disposer de théories analogues permettant de traiter des opérateurs
sur des espaces de fonctions a support dans des cones donnés et, pour commencer, a sup-
port dans la demi-droite. Bien entendu, le groupe métaplectique n’opére pas dans de
tels espaces de fonctions, et il faut le remplacer par une version projective convenable.
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84 A. ET J. UNTERBERGER

Des calculs concernant les opérateurs sur une demi-droite ont été faits par Carroll [4]
sans que, semble-t-il, 'invariance de groupe ait été évoquée. Des rapprochements plus
substantiels, sinon dans les résultats du moins dans les motivations, pourraient étre trouvés
entre la théorie que nous développons ici et I'intérét assez vif suscité récemment par I’ana-
lyse sur les groupes nilpotents (voir par exemple Greiner [6]) : encore convient-il de
remarquer que le groupe non commutatif qui est au ceeur des méthodes est ici lié 4 I’espace
de phase (celui sur lequel vivent les symboles), non a ’espace de configuration.

Mais c’est avant tout la théorie de la quantification qui fournit 'impulsion naturelle
a I’¢tude d’un calcul symbolique covariant a 1’égard d’une représentation donnée. Des
travaux de Berezin ([1], [2]) mettent ’accent sur quelques-uns des outils et structures
qui nous paraissent essentiels dans cette théorie : espaces k&hlériens, résolutions de
'identité d’un type qui sera longuement décrit, emphase sur les correspondances entre
symboles et opérateurs. Dans [13], I'un des auteurs a proposé¢ une théorie de la quan-
tification présentant de nombreux points communs avec celle, antérieure, de Berezin :
toutefois, la définition des correspondances entre symboles et opérateurs y est essen-
tiellement différente, celle de Berezin étant & notre avis proche du calcul de Wick et la
nétre proche de celui de Weyl ; on sait que le calcul de Wick (dans le cas euclidien) peut
étre considéré comme dérivant du calcul de Weyl (par régularisation gaussienne conve-
nable des symboles), alors qu’'on ne peut remonter du calcul de Wick a celui de Weyl
sans avoir a résoudre des équations de la chaleur rétrogrades. Le présent travail est un
développement, dans le cas du groupe SL(2, R), du programme de quantification proposé
dans [13]. Pour en rendre les buts et les méthodes tout a fait clairs, nous allons, pour ter-
miner cette introduction, donner une trés bréve description du calcul de Weyl des opé-
rateurs pseudo-différentiels sur R”. Cette description est congue comme une liste des
propriétés du calcul de Weyl qu’il nous semble désirable de généraliser, et ne joue donc
qu'un rdle de modéele. Voici rappelés les ingrédients essentiels du calcul de Weyl :

a) un espace de « configuration » R", et un espace de Hilbert L%(R")
b) un espace de « phase » R2?", muni de la forme symplectique [, ] définie par

[(X, E.»)a (ya n)]= _<x> n>+<y’ E.»>,

et le groupe symplectique Sp(n, R) des transformations linéaires de R?" qui conservent
cette forme

¢) un groupe Mp(n) de transformations unitaires de L%(R"), le groupe « métaplectique »,
et un homomorphisme M > M de Mp(n) sur Sp(n, R)

d) une correspondance Op entre I'espace #’(R?") des distributions tempérées sur R?"
et I'espace des opérateurs linéaires de #(R") dans &’(R"). Voici comment on peut intro-
duire celle-ci : pour tout Y =(y, n)eR?", définissons la « symétrie de phase » oy par la

formule ‘
(GYu)(x) = u(2y — x)e4'"<x -y, .

Clest un opérateur unitaire, autoadjoint, involutif, et '’équation A=Op(a) équivaut a la
formule

Q) A=2”Ja(Y)chY
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OPERATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 85

ou a la formule inverse

(2) a(Y)=2"Tr(cyA).

(On écrit habituellement
(Op(a)x)= Ha(f‘—}f n>e2i"<"'y'“>u(y)dydn)-

Les propriétés que 'on peut juger les plus importantes de ce formalisme sont les sui-
“vantes :

1) la correspondance Op se restreint en une isométrie de L*(R2") sur I’espace de Hil-
bert des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur L%(R™).
2) (formule de Segal) : pour tout ae ¥'(R?"), et tout MeMp(n), on a

MOp(@M~!=Op(ao M™1).

Les buts et méthodes du présent travail sont une généralisation de la description qui
précede. On verra cependant apparaitre deux différences. D’abord, il y aura bien deux for-
mules analogues a (1) et (2), mais elles ne seront plus réciproques 'une de I'autre. Ensuite,
on obtiendra tous les résultats souhaités dans le cadre des opérateurs de Hilbert-Schmidt,
mais il ne sera pas trivial d’étendre la théorie a un espace de symboles congu comme une
généralisation de ¥’(R?") : cette extension nécessite d’importants développements, qui
seront traités ailleurs. Signalons pour terminer que les résultats ont été présentés a la
conférence [14]. Nous voulons remercier 'Université de Floride, ou une partie de ce
travail a été effectuée. Egalement, nous avons eu d’intéressantes discussions avec les
mathématiciens de Nancy, principalement D. Barlet, J. Clerc, P. Eymard et D. Huet :
nous les en remercions ici.

1. L’espace de Hilbert H, et son groupe de transformations unitaires ;
Pespace de phase I

On désigne par IT le demi-plan droit constitué des points X = x + i, avec x>0 :
cet espace a une structure kihlérienne canonique, dont le ds? est x~%(dx?+dE?), et dont
on notera du(X) la mesure x~2dxd§ associée. Soient SL(2, R) le groupe des matrices

b . . .
g= <a d) a coefficients réels, de déterminant 1, et g — [g] I'application canonique de
c

ce groupe sur son quotient PSL(2, R)=SL(2, R)/{ +1 }. Le groupe PSL(2, R) opére sur IT
par

aX —bi

icX+d’

Le lecteur a peut-étre plus I'habitude du demi-plan supérieur, image de II par I'appli-
cation X — iX : il y a des raisons sérieuses de choisir ici I1. La plus importante est de
rendre le choix fait ici compatible avec celui fait dans [12] : certains développements
(voir [15]) nécessitent en effet une utilisation simultanée du formulaire développé dans
le cours du présent article et de celui, relatif  la quantification de Weyl, développé dans [12].

[g1X)=
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86 A. ET J. UNTERBERGER

Le sous-groupe K de SL(2, R) constitué des g telles que [g](1)=1 est identique & celui
des matrices
1.2) ko= ( cos 0/2 sin 6/2

~sin®2  cos 9/2) , Tam<fs<om

Comme SL(2, R)=G opére transitivement dans II, on peut donc identifier cet espace a
I'espace homogéne G/K={gK, geG } en attachant le point [g](1) & la classe de g. La

classique décomposition d’Iwasawa du groupe G fait intervenir, outre les matrices ke,
les matrices

/2
(1.3) a,=<er0 e—Or/z)’ reR
et

1 —
(1.4 n§=<0 | lg)’ EeR

(voir par exemple [5] ou [7]).

Revenons a I'espace de Riemann I1. On sait que ses géodésiques (« droites » de la géo-
métrie hyperbolique) sont les cercles euclidiens dont un diamétre est I'axe iR, ainsi que
les droites euclidiennes parall¢les a 'axe des x. Le point Y = y+in de I situé a la distance
hyperbolique r de 1 sur la demi-droite hyperbolique qui fait ’'angle 0 avec la demi-droite
[1, + o[ s’obtient par la formule

1+o0? . 2oshr

0
1.5 Y-_— =t —.
1.5) P +i S avec o=tg 5

En particulier, la distance hyperbolique d(1,Y) de 1 & Y est donnée par

1+y*+n?

(1.6) chd(l,Y)= o

En utilisant (1.2) et (1.3), on vérifie aisément la formule [kqa,](1)=Y, d’ou I'on déduit
la « décomposition de Cartan » du groupe G : comme II=G/K, cette formule permet
en effet d’écrire n’importe quel élément de G sous la forme kyak(—n<0<m, r>0,
—2n< @ <2m). Cette formule montre également que la rotation d’angle B autour du
point 1 est donnée par [g](1)— [kgg](1), autrement dit est la transformation de IT atta-
chée a la matrice kg.

Soit A un nombre > 0. On désigne par H, I'espace de Hilbert des classes (pour I'égalité
presque partout) de fonctions u mesurables sur R, & support dans R* ={t >0}, telles que

()] lullf= J‘w lu(t)|*t Mt < 0.
0

Pour tout XeIl, on considére la fonction @xeH,, qui jouera un réle fondamental dans
ce travail, et définie comme suit :
A+1 1 A+1

(1.8) Px(t)=2""11 2 (TAL+1)) 2x 2 the™ 2,

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 1



OPERATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 87

On peut vérifier que || ¢x ||, =1 et que pxeH, _, " H, ., pour tout X. Le lien entre les diffé-
rentes fonctions @y est établi a 'aide des « translations de phase », qui sont par définition
les transformations unitaires tx de I’espace H, telles que

1-2

(1.9) (rxu)t)=x % u(xt)e™ 2",
On a en effet, ainsi qu’on le vérifie immédiatement :
(1.10) Px=TxPy -

On désigne par (,) le produit scalaire dans H, .

Signalons dés a présent que la transformation de Laplace %, définie en (1.25), sur
laquelle nous reviendrons, permet d’identifier H, & un espace de Hilbert de fonctions
antiholomorphes sur le demi-plan Ce dernier espace admet un noyau reproduisant,
cest-a-dire que, pour tout Xell, il existe une unique fonction yxeH, telle que, pour
tout ueH,, on ait I'identité (Lu)X)=(u, ¥x) : la fonction @y n’est autre que la fonction
| Ux ||~ Wy, et le noyau reproduisant proprement dit est la fonction (X, Y) — (Yy, ¥x)
qui sera évaluée en (4.22). L’existence d’un noyau reproduisant sur I'espace de Hilbert
image de %, explique pourquoi il est possible de développer divers opérateurs sur H,
comme sommes continues de projecteurs orthogonaux sur les fonctions @x (le méme
phénoméne se produit d’ailleurs dans la quantification de Weyl, la transformation de
Laplace y étant remplacée par la transformation de Bargmann-Fock) : c’est ce que nous
allons faire maintenant, en restant cependant dans le domaine réel autant qu'’il est possible.

Pour toute fonction veH,, et tout x>0, on a, avec X=x+i&, la relation

+ o0 ) (41t)).+1 A1 + o0 =] 2 i) 2
@x dE= X d€ v(t)e 27N
f—aol(v, )| IO\'II) .[—oo _[) )

_ (41[)"+1 +1 fw 2,—4nxt
—I"(k+1)xl X | v(t) |>e4™"dt .

Pour toute fonction y mesurable >0 sur [0, + oo [, on peut alors écrire

(1.11) LY(X)I(U, (Px)lzdu(x)=L B(e) | v(t) [de

si I'on définit B par

( )l +1 L
1.12 t)= x)x* e~ 4™
(1.12) B(t) r(x+1)07()
PRrOPOSITION 1.1. — Pourtout A> 0, les fonctions @y constituent, lorsque X parcourt I1,

un systéme total dans H,. En outre, pour toute fonction ucH,, on a
2 41t 2
(1.13) | (u, @x) I*dp(X)= —x—II ully .

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



88 A. ET J. UNTERBERGER

Preuve. — L’identité (1.13) est le cas particulier de (1.11) qui correspond au choix
v=1. On en déduit, par polarisation, I'identité

A
(1.14) U= J;.(“’ Px)PxduX)
T

qui prouve la premiére partie de la proposition.

ProPOSITION 1.2. — Supposons A> 1. Alors les fonctions @x(XeIl) constituent un
systéme total dans I'espace H,_,;nH,,; muni de la norme hilbertienne

1
urs lulhog e =lu -+l ull ).

Preuve. — On applique (1.11) en choisissant cette fois-ci pour vy la solution, sur [0, oo [,
du probléme de Cauchy

2 _
(1 +@m)~?! ;);) (o y(x) = Al x 2

4

(1.15)

A—-1 d A—1

x*ly(x) et a—(x ¥(x)) sont nulles en 0.

x
On peut l'expliciter :
(1.16) Y(x)=(A—1)x! ~re~ 4™ j Y2t (x —y)dy.
(1]

Gracea(1.15),ona

J\w A—1 4 td (4) lr\(}") s
1.17 xX)x" " e ™ dx=(4m)” —_
(1.17) X (x) TEmE
d’ou I'identité, valable pour veH, :

5 4 -A+1
1.18 x) | (v, du(X)=
(1.18) LY(H( Px) [*du(X) XJ | o(e) 2 (1+t)2
Par ailleurs la norme || ||,-13+1 €st équivalente a la norme || ||+, définie par
2 . (t+1)>

(1.19) Nuli-1pp+1= (t2+t'2)2|u(t)l2t‘*dt=f [u(t) |’ dt .

0 0

Il en résulte aisément que les deux membres de 'identité (1. 18) restent finis si veH, ., + H, -,
(espace dual de H,_, nH, ., relativement au produit scalaire sur H,;). En particulier,
si ueH,_, nH, ., on peut appliquer (1.18) a la fonction v telle que

(1.20) o(t)=t"(t+1)%ut).
On a, alors, d’aprés (1.19) :
(1.21) 0, Ox)=(u, Oxh-120+1

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — N° 1



OPERATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 89

et

© t—).+1
(1.22) J:) | ut) |2mdt=||““f—1, MAFL -

Par suite, pour toute fonction ueH, _; n H, , {, on a I'identité

4r
(1.23) Lv(x) [ (U, Oxh— 10041 1PdpX) = 5 Nl an+r-

Cette identité prouve qu’il ne peut exister, dans I'espace de Hilbert H, _; nH, , ;, d’é1é-
ment non nul orthogonal & toutes les fonctions @y, et entraine la proposition.

Considérons maintenant la transformation de Laplace %, évoquée plus haut qui a
ueH, associe la fonction .%,u sur Il définie par

_1 (oo -
(1.24) (LX) =20 2 j wt)e- %
(]
Autrement dit, on a
A\L At
(1.25) (LX) = (E) 2 (u 0x).
PROPOSITION 1.3. — Pour tout A >0, la transformation %, est une isométrie de H,

sur I'espace de Hilbert Q, des fonctions f antiholomorphes sur IT telles que

(1.26) Hf-IIéFL | f(X) Px**1dp(X) < o .
Preuve. — Pour tout ueH,, on a
2 ;" 2 2
| Laullg,= y | (u, @x) ["duX) =] u [Ix

d’aprés (1.13). Le fait que %, est surjective requiert un peu plus de patience, mais est
classique.

b
d)eSL(Z, R). On définit la transformation .4 de

I'espace Q, par les formules suivantes :

i a
DErFINITION 1.1. — Soit g = (C

(1.27) si ¢>0, (M )X) '."#( X+di) 71 f aX—bi
) X =e c i ;
¢ icX+d
(1.28) si <0,  My=e Dy
_ _{aX —bi
(1.29) si c=0 et d>0, (/lgf)(X)=d““f<a - ’);
(1.30) enfin, si ¢c=0 et d<0, M= ™D y_.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



90 A. ET J. UNTERBERGER

Dans la premiére de ces formules, on a par définition
(cX+di)™* '=exp —(A+1)log (cX+di),
ou 'argument de ¢X+ di (la partie imaginaire du logarithme) est compris entre —g et 1—2t
PROPOSITION 1.4. — Pour tout A>0, et tout geSL(2, R), la transformation ./, est

une transformation unitaire de I’espace de Hilbert Q,. Pour tout couple (g, g’) d’éléments
de SL(2, R), il existe un entier ke Z tel que, si I'on pose p=e?™¢+ 1) = g2imkh o ajt

(1.31) My lp=p.My,.

Remarque. — Dans le cas ou A est un entier > 1, les formules (1.27) a (1. 30) se résument
sous la forme unique

M 7 X)=(—i 7 d -1 aX—bl)
(M f)X)=(—icX +d) ficX+d’

. qui n’est autre que I’expression bien connue de la (moitié de la) série discréte de SL(2, R),
a ceci prés que nous utilisons ici des fonctions antiholomorphes dans le demi-plan droit.
Bien entendu, il convient ici d’étre trés soigneux en ce qui concerne les « facteurs de phase »,
nombres complexes de module 1 qui sont ici de la forme e?™* mais en dehors de cela
il n’y a pas de difficulté a relaxer ’hypothése que A est entier : aussi laissons-nous la preuve

au lecteur. Le résultat suivant est quelquefois utile :

G 3 a b . a b of L a”’ b”
V&S, a) &= A 4 EE=\on a

et si de plus ¢>0 et ¢’ >0, alors p=1si ¢” >0 et p=e2™ si ¢” <0.

Signalons que I'emploi de représentations « a des facteurs de phase prés » est naturel
et courant en mécanique quantique (« ray representations », cf. par exemple [3], p. 140).
On peut aussi, dans le présent cas, les considérer comme des représentations d’un revéte-
ment convenable de SL(2, R) (¢f. [9]).

Nous allons maintenant remonter .#; en une transformation M, de H;.

PROPOSITION 1.5. — Supposons A > 0. Soient g= (a b)eSL(2, R), et M, la trans-
formation unitaire de H, telle que #\M,= .4, %;. ¢ d

Si ¢>0, M, est donnée pour ueCg(]0, oo [) par la formule

) Nk V2 ‘ 1
(1.32) Mu)s)=e 2 n u(t)(%) (exp—2i1t att“)h(?(st)z)dg

¢ Jo

ou J, est la fonction de Bessel habituelle.
Si ¢=0 et d>0, M, est la translation de phase (cf. (1.9)) définie par

(1.33) (Mu)s)=da*"* (exp —2in S s)u(a' 2s).

4° SERIE — TOME 17 — 1984 — n~° 1



OPERATEURS SUR UNE DEMI-DROITE 91

Preuve. — Griace a la formule d’inversion de la transformation de Laplace, on peut
écrire (dans le cas ou ¢>0) :

(1.34) (Mgqu)=J k(s, t)u(t)dt,
0
avec, pour tout €>0,

¢ Hiw A+l .
(1.35) k(s,t)=—if e 2 (cx+di)-*“1e2"sxexp<—2mﬂ)dx.

£ _io
c

En posant z=cX+di, on a aussi

i intt L
(1.36) k(s,t)=—-e 2 exp —2in
c

—ioo

at+ds J‘s+ico 28z 20
-r-1
e
€

A Taide de la formule (valable pour A >0, ¢f. [8], p. 83) :

1 /2\* (etio ,_22
(1.37) Jl(z =ﬁ(5) e ‘”t_)'_ldt,

on obtient finalement
I kil t M2 fan L
(1.38) ks, t)= == & 2 (exp—Zin’a +ds>(§> Jl<—” (st)z).
(4 (4 c

Le cas facile ou ¢=0 est laissé au lecteur.

2. Le groupe des rotations autour d’un point ; opérateur de Laguerre ;
symétries de phase ; un calcul de trace

Ainsi qu’on I'a indiqué dans le paragraphe qui suit la formule (1. 6), la rotation d’angle B
autour du point 1€II est la transformation [kg] pour la matrice kg définie en (1.2). Pour
tout Be ]0, 2n[, soit Ry la transformation unitaire M, _; de H, attachée par la proposi-
tion 1.5 a la matrice k_g, et soit % la transformation unitaire ./#,_, de Q, au sens de
la définition 1.1. Si I'on précise le facteur de phase p de la proposition 1.4, on vérifie
que l'on a

(2. 1) RﬂRﬂ'=Rﬂ+ B’

si B, B’ et P+ P’ appartiennent tous trois & ]0,2xn[ : le germe de groupe a un paramétre
ainsi défini s’étend en un groupe a condition de poser R,;,=e™**1 (keZ). Le théoréme
de Stone permet d’écrire

2.2 Rg=expifL,
ou L est un opérateur autoadjoint que I'on va maintenant expliciter.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



92 A. ET J. UNTERBERGER

PROPOSITION 2.1. — Pour tout A > 0, L coincide avec I'opérateur

1 d* A-1d

2.3 P s
@.3) 4 dt2+ 4m dt

+mt

sur le sous-espace dense de H; constitué des fonctions ueH, qui sont en outre de classe C?
sur 10, cof et telles que u(t) et tu’(t) soient nulles en 0.

Preuve. — D’apres (1.2) et (1.27), on a, pour 0<p<2r :

A1 B B+t <cos§>X+ising
2.9 (B f)X)=e 2 <<sin §>Y+ icos 5) f B—-ﬁ
~ i <sin §)X+ cos 5
pour toute fonction feQ,.
On en déduit
@.9) { L @Y%) }(ﬁ=0)=— Mlxr0- La-x 70
' PR 2i 2 '

L’identité (2.3) en résulte, compte tenu de (1.24).
La décomposition spectrale de 'opérateur de Laguerre L est connue : en effet, si I'on pose

2.6) u(t)=e"2"fv(dnr),
on obtient
_ A+1
2.7 (Lu)t)=e~ 2™t { —sv"(s)+(s—A—1'(s)+ -5 (s) } (s=4mnt).

A+1
Draprés [8], p. 242, les valeurs propres de L sont donc les nombres —— +k, ou k est
un entier >0, et les fonctions propres sont proportionnelles aux fonctions
2.9) u(t)=e L MAnt),

ou les LM sont les polyndmes de Laguerre généralisés, avec les notations de [8], p. 239.
Les relations d’orthogonalité entre ces polynémes ([8], p. 241) fournissent la normali-
sation : il convient de poser

[N

2e - 2nttkL§‘x)(4nt)
T(A+k+1)

At+1

2.9 Vil(t)=(4m)

et 'on a alors ||, ||,=1 et les formules

(2.10) u=k§0 (TRTAIA
et
(2.11) Lu=k§0 (%Hc)(u, ViV, (ueH,).
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Constatons que la premiére fonction propre Y, n’est autre que la fonction ¢, définie
en (1.8).

Remarque. — L’opérateur de Laguerre joue, dans la présente théorie des opérateurs
sur la demi-droite, un rdle tout a fait analogue a celui joué, dans la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sur R”, par I'oscillateur harmonique (¢f. [12]). En particulier, un des
avantages de 'opérateur L est de donner naissance au semi-groupe e L dont les éléments
sont, pour € >0, des opérateurs a trace, ainsi que le montre la formule (2. 11) : ce fait sera
exploité plus loin.

Bien entendu, on peut, dans la discussion qui précéde, remplacer le groupe des rota-
tions autour du point 1 par le groupe des rotations autour de n’importe quel autre point
Y =y+inell. Les fonctions propres normalisées du nouvel opérateur de Laguerre Ly
obtenu sont les fonctions Yy y :

[SIE

At+1

A+l k! At
(2.12) Yy t)=(4m) 2 <m> e 2L Mdryt)y 2 .

En outre, il résulte facilement de la proposition 1.4 (la structure de groupe a un para-
métre éliminant ’'ambiguité éventuelle sur le facteur de phase p) que pour toute matrice
geSL(2, R), on a (voir proposition 1.5 pour la définition de M,) :

(2.13) M; 'LyM, =Ly -

La proposition suivante nous sera trés utile plus loin :

r/2 0
PROPOSITION 2.2. — Soient >0, et g=a,=( 0 _r/2>.
e

—eL

Pour tout £>0, la trace de 'opérateur M,e™*" vérifie I'inégalité

Ar
. 2
2.14) 0<Tr(Mge < £
2shl
2

Ar

2
De plus, Tr(M,e ") tend vers . quand ¢ tend vers zéro.
r
2sh 5

Preuve. — D’apres (2.10) et (2.11), on a

A+1

(2.15) Tr(Mge Y= Y. e"‘(T
k=0

+k)

(Mglllks ‘I’k) .

Posant y=e™", on obtient, d’apres (1.33) et (2.9) :

[ee)

(2.16) (Mg\l’k’\l’k)=(4n)l+li—~(_}‘l_;k+—ljy 2 L

e~ 2 UEAL W4t )L (Anyt)dt .
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Considérons, pour 0 < x <1, la série 4 termes positifs

x*k !

T e Amyy T 2 A

Draprés [8], p. 242, sa somme est

1
M2 1 8mtyx>

, X exp—4mny +xt Il( X ,
1—x 1—x 1-x

expression dont 'intégrale de 0 a co par rapport a dt est convergente puisque

1
X2

14+x
4ny —— > 8my
1—x 1—x
(cf. [8], p- 139). La série considérée peut donc &tre intégrée terme a terme sur (0, o) par
rapport 2 dt, et les mémes considérations s’appliquent a la série analogue ou ’on a rem-
placé y par 1. L’inégalité de Schwarz permet alors d’intégrer terme a terme la série.

. Xk !
(2.17) fe, )= Y

R —2n(1+y)t4 tl. A/ZL().)4 tL).)4 t
S TarkrD© Aty ILAROLY )

et I'on a, d’aprés [8], p. 242 :

[ -

—1/2, 1 + 8 2
2.18) fx, )= (exp —2n(l+y) xt)lx( m(xy) ) .
1—x 1-x 1—-x
En posant x=e"%, on obtient, d’apres (2.15) :

1

2 (oo
(2.19) Tr (M,e Y)=4n ) '[ e B, (ot )dt

1—x 0
avec 1
1+x 8n(xy)?
== 1 _— t = .

(2.20) B=2n( +y)1_x € o T

Puisque O0<a <, on a d’apreés [8], p. 91 :

© 1| p_ Bz_ 2%1 A2
(2.21) j e_ml;'((xt)dt=(|32—q2)~i B—( o )l
0 B+(I32_~a2)2_
Ici ) . )
_4r(1+y) _ l6xy
o= S 0 @+ |
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Puisque y=¢",0n a

(1+y)? _

OPERATEURS SUR UNE DEMI-DROITE

r
ch? 3 Le trindme

-2 -2
(1+z)2—4z(ch§> =zz+2|:1—2(ch%) ]z+1

a deux racines complexes conjuguées e*® (on supposera 0 < § < 1) données par

s r\ 2 is
e+2(1-2 chE +e =0,

95

d’ou
1
(2.22) cos 6= -1 et cos - = ——
ch2l 2 chl
2 2
Par suite
1 a1 1
(2.23) (B?2—a?)?= -%g—tyz(xz—h cos 8+1)?
—Xx
et
1 : 1
—(B2=a?)? 1 (2 2
(2.24) B—(p*—a - +x—(x 2xcos8+1)l___ 2x(1+cos d) :
B+(P2-a?)? 14+x+(x2—2xcosd+1)? [1+x+(x2—2x cos §+1)7]2
Finalement, d’aprés (2.19) et (2.21), on a
2.25 1
'y 2(xy)? 2 “% A2 2 %-x
Tr(M,e™® )=1—+y—(x —2xcos 8+1) *2x(1+cos §))*?[1+x+(x*—2x cos 5+1)%]

et comme on peut aussi écrire

(2.26)

on obtient

1
(2.27) Tr(Me =3

At e 1 |72
he n2s
<° 2) a3 y

x2—2xcosd+1 =4e"<ch2-§ —coszg) ,

La proposition 2.2 résulte de cette égalité.

DEFINITION 2.1. — Pour tout YeIl (Y =y+in), soit SyeSL(2, R) la matrice

2.28)

s, =-(—n/y —(y2+n2)/y)
1/y n/y ’
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de sorte que la transformation [Sy] de I, définie par

y2

X—in

(2.29) [Sy1X)= +in

est la symétrie autour de Y au sens de la structure d’espace riemannien symétrique de IT.

On désigne par oy, et 'on appelle symétrie de phase autour de Y, la transformation
unitaire de H, (A > 0) définie par
ikt

(2.30) oy=e * M,

autrement dit par la formule (valable pour ue C3(]0, oo )

o

2.31) (oyu)(s)=2ny J ¢~ 2ins=m G)mh@ny(st)%)u(t )t .

(o

Remarques. — La formule (2.31) est une conséquence de la proposition 1.5.
On a S3= -1, dou MZ =¢"** V], d’aprés une remarque faite a la suite de la propo-
sition 1.5. Il en résulte I'importante formule

(2.32) oy=oy'=o%,

que l'on peut également déduire du caractére manifestement autoadjoint de I'opéra-
teur défini par (2.31). Le lien de la symétrie de phase oy avec I'opérateur de Laguerre en Y
est donné, d’apres (2.2), par

A+1
(2.33) 0'Y=expi1t<Ly— ; )

Pour toute matrice geSL(2, R), on a, d’aprés (2.13) :
(2.34) M, 'oyM, =04y

Les opérateurs de symétrie de phase joueront le role-clé dans la définition des corres-
pondances entre symboles et opérateurs.

3. Opérateurs a trace et opérateurs de Hilbert-Schmidt

Cette section, purement auxiliaire est imposée par la nécessité, qui se présentera dans
la section suivante, de comparer les traces d’extensions d’un méme opérateur dans des
espaces H, correspondant & des valeurs différentes de A. Notons d’emblée que la défi-
nition (1.7) permet d’introduire I'espace de Hilbert H, pour toute valeur réelle de p (mais
ni &, ni le groupe de transformations unitaires, ne sont définis si p <0).

DErINITION 3.1. — Pour tout peR, on désignera par s* la transformation qui associe
a la fonction u sur (0, o) la fonction s +— stu(s) : c’est, pour tout veR, une isométrie de H,
sur Hy 5.
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Pour tout couple (y, v) de nombres réels, on désigne par S(H,, H,) I'espace de Hilbert
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H,, dans H, (c¢f. [10], p. 206 a 212 et p. 220, ex. 47);
on désigne par ||| A|ll,, la norme d’un opérateur A dans cet espace.

Convention. — Dans toute cette section, on fixe A >0, et la forme (,) désignera toujours
le produit scalaire dans H, ; de plus, I'application A > A* sera toujours comprise au sens
des opérateurs (éventuellement non bornés) de H, dans H, : ainsi, si A est un opérateur
continu de H,_, dans H,, A* sera l'opérateur de H, dans H,,,; défini par lidentité
(A*u, v)=(u, Av), et non un opérateur de H, dans H,_,.

ProrosiTiON 3.1. — Si ueH,_,, et si m<A, on a
m iy T(A—m)

G.1 Lx | (4, 9x) I2dp(X) = (4my"** T 1) Nullf-m-
Preuve. — C’est une conséquence immédiate de (1.11).
ProPOSITION 3.2. — Si AeS(H,, H,), on a

2 7\' 2
3.2 A la= 5| I1A®x [lFd(X) -
Preuve. — Soit (y;) une base orthonormale de H,. On a
A
A HZA=11A* [I22= 21| A*; 12 = EZ L | (A%}, @x) [Pdu(X)
J J

d’aprés (1.13), et par ailleurs on a

1AM, 0x) P=2 | (Aex, V) =1l Agx I} -
J J
PRrROPOSITION 3.3. —Si A est un opérateur a trace de H, dans H,, on a
A
(3.3 TrA= i (Apx, px)dnX).

Preuve. — Ecrivons A=B,B,, ou B, et B, appartiennent & S(H,, H,) : la convergence
de I'intégrale résulte alors de 'inégalité

[ (Aex, @x) | <|I B,ox Il Il Bfox I,

de la proposition 3.2 et de I'inégalit¢é de Schwarz.

Dans le cas ou B; =B%, I'identité (3.3) équivaut a I'identité (3.2) ou I'on a remplacé A
par B, ; le cas général s’en déduit par I'identité de polarisation des formes hermitiennes.

ProrposITION 3.4. —Si BeS(H, _,, H,), on a

(3.4 Lx | Box [IRdu(X) < o .
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Si BeS(H, +;,H,) et si A>1, on a
3.5) LX“ | Box [I7du(X) < 0 .
Preuve. — Dans le premier cas, on écrit, avec la base ({;) introduite plus haut

|||Bm2_1,x=|||B*|ui,m=§||B*\v,-|ﬁ+,=; Lxl(B*\vj, ox) PdpX)= Lle(mpx, V) PduX)

= Lx | Box [I*du(X).

On s’est servi de I'identité (3.1); dans le deuxiéme cas, c’est le méme calcul, mais il faut
faire attention a la condition m <A de la proposition 3.1.

PropPOSITION 3.5. — Soient A et BeS(H,, H,). Si A> 1, on a I'identité

A 1 -1
6.6 TeaB)= - [ (5% A 0.

—

Preuve. — L’application s est une isométrie de H,_, sur H, ou bien de H, sur H, ,,.
1 -1
On a donc : Bs?eS(H, -, H,) et A*s 2eS(H, ., H,) d’ou, d’aprés la proposition 3.4 :

1

1 _1
j x || Bs*px IZdpX) <o et J x7HA*s 2oy [RdpX) < oo.
1 1

L’inégalité de Schwarz montre donc la convergence de I'intégrale au second membre
de (3.6). Les deux membres de cette égalité sont des formes bilinéaires continues sur
S(H,, H,) x S(H,, H,) : il suffit donc de la démontrer dans le cas ou A et B sont des opé-
rateursde rang fini, ou méme dans le cas ou A est 'opérateur de rang un ; w > (w, vy )u; €t ou
B est 'opérateur w — (w, v,)u,. Alors ABw=(1,, v;)(w, v,)uy, Aot Tr AB= (1, v, )14y, 13). .
Par ailleurs A*w=(w, u)v;, d’ou

1

1 1 1 1
(B(Sz(Px), A*(s 20x))=((s*@x, v2)ua, (s 2<Px,?41)l71)=(“2,01)(s 2“u‘l)x)((l)x,szvz)-

N =

Il ne reste donc plus qu’a prouver (pour u,eH, et v,eH,) I'identité

1

A -1 1
(3.7 (uy, V)= — (S 2u, (Px)((PXs szvz)du(X).
4n n
Or l'intégrale de droite converge en vertu de I'inégalité de Schwarz et des inégalités
1 1
L x| (s uy, ox) IPduX) < o et _Lx | (s%v2, @x) Fdu(X) <

énoncéesen (3.1), et les deux membres de (3. 7) sont donc des formes hermitiennes continues
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sur H, x H, : enfin, dans le cas ou u, appartient a H, ., n H, (sous-espace dense de H,)
1 1
et ol v, appartient a H, _; " H,, 'intégrale coincide, d’aprés (1. 14),avec(s 2uy, s2v,)=(uy, v,).
ProrosiTION 3.6. — Soient AeS(H,, H,_,) et B,eS(H,_,, H,), ce qui permet de définir
la trace de B,A : H, —» H,. On a, si A> 1, l'identité
A
(3.8) Tr (B,A)= ym L (AB;¢x, ox)du(X).

1 1
Preuve. — Posons A’=s?AeS(H,, H,) et B;=B;s 2eS(H,, H,), d’ou

1

Tr (B,A)=Tr Bis%s 2A’=TrB A’=Tr A’B;.

D’aprés la proposition 3.5, on a donc
oy 1 _1
Te@A)1= - [ (Bilox). A6 R0
A . A
=—| B1ox, A*ox)du(X)= — | (AB;0x, ox)dp(X).
4r 4n

Il importe, malgré la formule (3.3), de ne pas confondre (3.8) avec la formule
Tr (B;A)=Tr(AB,) :

en effet, dans cette derniére, la trace au second membre doit étre interprétée comme
celle d’un opérateur de H, _,; dans H,_,, ce qui ne conduit pas a la formule (3.8) direc-
tement.

ProrosiTioN 3.7. — Soient B,eS(H,_,,H,) et B,eS(H,, H, ;) et supposons que
Pon ait B,u= —B,u pour toute fonction u appartenant & H, _; nH,. Alors on a

TrB,A+Tr AB,=0

pour tout opérateur AeS(H,, H,_,)nS(H, +, H,).

Preuve. — Supposons d’abord A > 1. Puisque AeS(H, ., H,), AB, est un opérateur
a trace dans H, : d’aprés (3.3),ona

A
Tr (AB,)= o L (AB,0x, ¢x)duX).
D’aprés (3.8), on a

A
TrBA= an L (AB;9x, px)du(X).

On obtient le résultat recherché en additionnant ces deux identités.
Si 0 <A <1, on ne peut pas appliquer la deuxiéme de ces identités, mais la proposition
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1
reste valable : en effet, I'isomorphisme s? (de H,_, sur H,, etc..) permet de se ramener
a la situation précédente.

DEFINITION 3.2. — Supposons A >0. On désigne par E l'espace des opérateurs
linéaires A de H,nH,,,; dans H,_; nH, tels que A admette un prolongement en un
opérateur de Hilbert-Schmidt de H, dans H,_,, et un prolongement en un opérateur
de Hilbert-Schmidt de H, ,, dans H,. L’espace vectoriel E est un espace de Hilbert pour
la norme

1
(3.9) A A=A TIRA-1 +ITA IR+ 1)

On désigne par E’ I'espace vectoriel des opérateurs linéaires B: H,nH,_, — H,,, +H,
qui peuvent s’écrire B=B,; +B,, ou B, se prolonge en un élément de S(H, _,, H,) et B,
se prolonge en un élément de S(H,, H;, ;). L’espace E’ est un espace de Hilbert pour la
norme

1
B |[Bllg=_inf (llIByllF-1 2+l B llIZr+1)*
B;+B>=B

PROPOSITION 3.8. — Avec les notations de la définition 3.2, nous posons
(3.10) (A, BYpxg=Tr(B;A)+Tr(AB,)

si A€E et B=B, +B,eE’ : la définition est 1égitime en vertu de la proposition 3.7. La
forme bilinéaire ainsi définie établit un isomorphisme (d’espaces de Banach) de E’ sur
le dual de E.

Preuve. — La forme (A, B;) — Tr (B,A) identifie S(H, _,, H,) au dual de S(H,, H, _,),
la forme (A, B,)— Tr (AB,) identifie S(H,, H, , ;) au dual de S(H, ., H,). Par ailleurs,
E est un sous-espace de Hilbert du produit S(H,, H, ;) x S(H, +,, H;) : la forme

(A, (By, B,))— Tr (B1A)+Tr (AB))

identifie donc le dual de E a I'espace quotient de S(H, - 1, H;) x S(H,;, H, +,) par le sous-
espace constitué¢ des couples (By, B,) tels que Tr(B;A)+Tr (AB,)=0 pour tout A€E.

Le reste de la preuve est laissé au lecteur.

Remarque. — Insistons sur le fait qu’on a, pour tout A >0,

(3.11) (ABYsxp=TrAB si  BeS(H,, H,,,)
et
(3.12) <A,B>ExE'=TrBA Si BES(HI’_I, Hl)‘

Par ailleurs, si A> 1, on peut écrire dans tous les cas

A
(3.13) CAB D pxp= o L (ABox, px)dp(X)
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comme le montre la preuve de la proposition 3.7. Dans les mémes conditions, on peut
écrire également

A
(3.14) (ABpp=o L (BA@x, 0x)du(X) :

en effet, tout revient a prouver, sous les hypothéses de la proposition 3.7, I’égalité

A
Tr(ABy)= L (BA@x, 9x)du(X),

ce a quoi I'on parvient en appliquant la proposition 3.6 au calcul de Tr (BA*).

PROPOSITION 3.9.— Supposons A>1, et considérons I’espace de Hilbert ENE’,
1

muni de la norme A — || A |lg g =(l| A2 +I|A ||,23,)5. Alors, lorsque X et Z parcourent IT,
les opérateurs (de rang un) w — (w, @z)@x constituent un systéme total dans ENE’.

Preuve. — Soit C une forme linéaire continue sur ENE’ : d’aprés la proposition 3.8,
on peut trouver C,€E et C,eE’ tels que, pour tout AeENE’, on ait

ClA)=<C, Adpxp+<{ A Cy dpxp -

Si nous posons C,=C;+C, (c’est un opérateur bien défini par exemple de H, nH, _;
dans H,_;+H,,,), les formules (3.13) et (3.14) permettent d’écrire

A
(3.15) CA)= L (CoApx, x)dn(X).

Si A coincide avec I'opérateur Ay ; défini par Ax ;w=(w, x)9z, la formule (3.11) four-
nit { C;, A dpxp=Tr(C,A)=(C,0x, ©z); par ailleurs, si C,=B,;+B, avec les hypo-
théses de la définition 3.2, on a

(A, Cy pxp=Tr (B;A)+Tr (AB,)=(B;¢x, ¢z) +(9x, B30)=(C0x, 92),
d’ou C(A)=(Cyopx, 07) .

Supposons maintenant que la forme linéaire C s’annule sur le sous-espace vectoriel
de ENE’ engendré par les opérateurs Ay z.

D’aprés la proposition 1.2, les fonctions ¢, constituent, quand Z parcourt II, un sys-
téme total dans H,_, nH, ,; : comme CypxeH, ., +H,_, il en résulte que Cyox=0
pour tout X; appliquant a nouveau cette proposition, on voit que C, est nul sur
H,_,+H,,,, dou C§px=0 pour tout X : l'identité (3.15) montre donc que la forme
linéaire C est nulle, ce qui prouve la proposition.

4. Symboles actif et passif d’un opérateur ; fonctions de Wigner ;
autres exemples

Renvoyons a la définition 2.1 des symétries de phase. On supposera toujours A >0
dans cette section.
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DEFINITION 4.1. — Soit aéL‘(l'I, dp): on appelle lopérateur sur H, de symbole actif a
'opérateur Q(a) défini par '

@.1) Q@)=2 L a(Y)oydu(Y),

autrement dit Q(a)u=2 La(Y)(cw)dp(Y) pour toute ueH, .
Si B est un opérateur a trace sur H,, on définit son symbole passif b par la formule
b(Y)=2Tr (cyB).

Remarques. — En utilisant (2.34), on voit que les symboles actif et passif jouissent des
propriétés de covariance suivantes, analogues de la formule de Segal pour le groupe méta-
plectique :

4.3) M, 1Q(a)Mg=Q(a o [g]™hH pour toute geSL(2, R)
et
4.9 2Tr (oyM, 'BMg)=2Tr (Og-1v)B) :

cette deuxiéme formule exprime que, si b est le symbole passif de B, celui de M, 'BM,
est ho [g] L.

Notons également que le symbole actif de A* (resp. symbole passif de B*) est a (resp. b).

Enfin, les symboles actif et passif jouent des roles duaux au sens suivant : avec les hypo-
théses de la définition 4.1, soient A I'opérateur de symbole actif a et b le symbole passif
de 'opérateur B. On a alors

4.5) Tr (AB)= L a(Y)h(Y)di(Y) -

Cette formule est une conséquence immédiate des définitions.
DEFINITION 4.2. — Avec €+ 1, on désigne par L%(II, y*du) I'espace de Hilbert des

classes (presque partout...) de fonctions mesurables asur I telles que | | a(Y) |2y*dpu(Y) < oo,
muni de la norme

1
(4.6) a—(27° _L | a(Y) Py dp(Y))2.

THEOREME 4.1. — Soit ae LY(IT, dw)nLX(TL, y~ 'dp). Alors Q(a) appartient a I'espace E
introduit dans la définition 3.2, et I'on a I’égalité
4.7) Ila ”Lz(rl,y-ldp): 1 Q(a) llg -

Soit k le nbyau de I'opérateur A=Q(a) dans I'espace H,, défini par I'identité (valable
pour ueCg(]0, 0 ])) :

@8 (A= fwk(S,t)u(t)t'*dt.
P P 0
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Alors a peut étre reconstruit & partir de k par la formule

4.9) a(y, n)=2ny? I f e2ims=tn(gt) M2 (Amy(st )%)(s+ t)k(s, t)dsdt .
Preuve. — D’apreés (4.1) et (2.31), le noyau de Q(a) est donné par

4.10) k(s, t)=4mn(st)*? L ay.n) e 2ins=Y. (Amy(st )%)dydn

ou encore Y .

@.11) (s, £)=2n(st 2 J; ¢~ 2ss=0m] (4my(st)) 22 ; ™ dyan

Considérons la transformation o,, cas particulier de (2.31) avec y+in=1 : on a I'iden-
tité

4.12) (o uXs)=2mn J' ? (;)MZJ J(dr(st )%)u(t )dt .
0

En particulier, on a

1 © /s \M2 11
@.13) [oy(y Y a(y?, n))](st)=21tJ; (%) Jx(4fr(sty)2)a(y2, n)yY?~ dy

= 2n(st)M2 J 5 @dngsty?) 2™ (y ™ 4
0
On peut donc écrire (4.11) sous la forme
1
(4.14) k(s t)=[(oy ® )Y~ a(y*, n)](st, s—1),

ol l'opérateur o, ® & est 'opérateur (sur les fonctions sur IT) défini par

+ o0

“4.15) (o, ® #F)bl(x, 2)=2n r} J

—

x\M? 1
(;) Jy(dn(xy)?)e ™ 2"=b( y, n)dydn .

I1 est clair que si (6, ® #)b=r, on a

(4.16) J | nx, 2) I’x"dxd2=j | b(y,m) Iy~ *dydn
n o
puisque o, est une isométrie de H, et # une isométrie de L*(R).

1 .
Posant b(y, n)=y">"'a(y% n) et (6, ® F)b=r, on a donc k(s, t)=r(st, s—t). D’un c6té,
ona

1 d d
(4.17) le(y,n) l’y"dydn==Lla(y’,n)|2 };n— Lla(y,nnz Z}‘:"

De l'autre, en posant x=st, z=s—t, d’ou dxdz=(s+t)dsdt, on obtient

(4.18) Llr(x, z) |2x"dxdz=J | k(s, t) [*(st) " Ms+t)dsdt .
R* xR+
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1 1

Puisque k(s, t) est le noyau de A, s?k(s, t) et t2k(s, t) sont les noyaux des opérateurs
1 1

s?A et As? (cf. définition 3. 1). Comme la norme de Hilbert-Schmidt d’un opérateur de H,

2
dans H, de noyau k, est (J | ky(s, t) |2(st)‘*dsdt> , 'égalité (4.7) est une conséquence

des égalités (4.16), (4.17) et (4.18).

Il reste pour terminer la preuve du théoréme 4.1 en établissant (4.9) a inverser la for-
mule (4.14) : or o, est involutive (cf. (2.32)), ce qui, soit dit en passant, équivaut a la for-
mule d’inversion de Hankel (c¢f. [8], p. 397), et la formule d’inversion de Fourier est bien
connue ! Il résulte donc de (4.14) que 'on a

1 M2 L
4.19) W2 a(y*, m)=2n L ginan (X> 1, (4n(xy)?*)r(x, z)dxdz .
X

En utilisant & nouveau le changement de variables x=st, z=s—t, on en déduit (4.9).

COROLLAIRE 4. 1.— L’application a — Q(a) se prolonge en une isométrie (encore notée Q),
de L*(I1, y~*dp) sur E.

THEOREME 4.2.— L’application B+ b définie par (4.2) se prolonge (de fagon unique)
en une isométrie de E’ (voir définition 3.2) sur L*(II, ydp), telle que I’on ait, pour tout
BeE’ et tout aeL%(I1, y~ 'dp), l'identité

(4.20) (Q(@), B pxp= J;. a(Y)b(Y)d(Y) .

Preuve. — Grace a la proposition 3.8, il suffit de transposer I'opérateur Q et d’uti-
liser (4.5), en notant le fait suivant :

soient AcE et BEE’, et supposons en outre que A soit un opérateur borné dans H;,,
et B un opérateur a trace : alors ( A, B Ygxg-=Tr (AB).

Pour le démontrer, introduisons, pour tout € > 0, 'opérateur K, de multiplication par

1
la fonction (1+¢&s 2)~! : l'opérateur K, converge vers I'opérateur identique de H,, et est
en outre de norme < 1. On peut alors écrire

Tr (AB)=lim Tr (K,BA)=lim Tr (AK.B).

Pour &> 0 fixé, K, est un opérateur borné de H, dans H, . ,, et K.BeS(H,, H, , ;) puisque
BeS(H,, H,) : on peut alors employer (3.11) et écrire Tr (AK,B)= (A, K,B)gxg : enfin,
il ne reste plus qu’a montrer que K,B — B dans E’, ce qu’on fait en écrivant B=B, +B,
et en examinant la convergence de chaque terme (employer le théoréme de la convergence
dominée sur une série ou bien une intégrale du type (3. 2)).

DtFINITION 4.3. — Si ueH,nH, _, et veH,nH,_,, nous appellerons fonction de
Wigner active de u et v et noterons W¥(u, v) le symbole actif (au sens du corollaire 4.1)
de I'opérateur w— (w, v)u. Si ueH, et veH, ., ou bien si ueH, ,, et veH,, nous appelle-
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rons fonction de Wigner passive de u et v et noterons W(u, v) le symbole passif (au sens
du théoréme 4.2) de 'opérateur w— (w, v)u.

PROPOSITION 4.1. — Soient u et v appartenant toutes deux & H, nH, _,, de sorte que
su et sv appartiennent & H, ,,. On a Iidentité

4.21) W*(u, 0)Y) = % [W(u, sv)(Y)+W(su, v)(Y)]
pour tout Y=y+inell.

Preuve. — Le noyau de l'opérateur A: w— (w, v)u est la fonction k(s, t)=u(s)i(t). La
formule (4.9) et la formule ‘

© (foo M2 1
(% W(u, v))(Y)=(cyu, v)=2my J J e 2i"""’"<£> Jo(dmy(st );)u(s)ﬁ(t )t Mdsdt
0 0 '

N

appliquée au calcul de W(u, sv) et de W(su, v), permettent de conclure.

Nous allons maintenant effectuer le calcul, fondamental pour la suite, des fonctions
de Wigner W(@yx, 0z) et W@y, ©z), o0 @x a été définie en (1.8).

PROPOSITION 4.2. — Quels que soient X et ZeIl, on a
1

2(x2)2>x+ 1
4.22 , Pz)= -
4.22 (ox, 92) <X+ =
et
A+
4.23 , S = .
( ) (9x. 592) X +Z) (x> 92)
avec x=ReX et z=Re Z.
Preuve. — Rappelons que
Ati
Ox(t)=crpyx * ™2

avec Lasn, i

o1 =2""1n (CA+1)) 2,
d’ou

1

1 © _ _
((an (PZ)= Ci.;. 1(xz)z(l*' l)f e—21!(X+Z)ttldt=(2(xz)2)).+ I(X_’_Z)—).— 1 .
0
1l est entendu ici que la détermination principale de (X+Z) *~ (X +Zell) est choisie.
Par ailleurs
1 @©
Z0+1) 5 A+1
, =c2. (x2)? o~ 2K+ I+ 1 g _ , 0p).
(x> 59z) =3+ 1(x2) L (X +2) (x> ¢2)
dX+bi

b
PROPOSITION 4.3. — Soientg= a eSL(2, R), XelLetX' = [g ' [(X)=——.
c d —icX+a

Sic>0,ona

cX+ia \TV iprtl
4.24 M, ox=| ——— 2
(4.24) £ Px (l X +ia|> Px
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Preuve. — La seule difficulté est ’évaluation du facteur de phase : le plus simple est
peut-étre de passer par la transformation de Laplace. D’aprés (1.25) et (4.22), on a

1 1

A \2 _r+1 M2/ 2 \M1
4.25 %, Y)=|— 2 =" - .
( ) (Zrox)XY) <41t> y (ox, @y) n% <X+Y)

|-

En utilisant la proposition 1.5 et (1.27), on en déduit

1 1

W\2 g2l x2 A+1
(4.26) (LM, ox)XY)= 2*(—) e % (cY+di) ! —
T aY +bi
Xt ——
—icY+d
dX+bi C e eies oo TSV
Rappelons que X’'= TiX+ta et considérons I'identité suivante, immédiate a vérifier :
- a
- = Y +bi
4.27) (cX+ia)(X’+Y)=(cY+di)<X+ ar+ol )
—icY+d

Les quatre facteurs de cette égalité ont tous leurs arguments compris strictement entre

T 0w .. . .
-3 et 5 : pour la détermination principale du logarithme, on a donc

Y api \-r-1
(4.28) (cx+ia)-*-l(x'+?)'*-l=(c?+di)-*-1(x+_"Y_f’l) ,
—icY+d
d’ou
1 1
A\Z jprtl x2 \M+1
(4.29) (.%(Mg(px]i)(Y)=2*<;> e 2 (cX+ia)"“(m> )

On a également x’=x | cX+ia| 2 (avec x'=Re X’), d’od 'on déduit (4.24) par compa-
raison de (4.25) et (4.29).

THEOREME 4.3. — Soient X et ZeIl. Notons 8y ; la fonction sur IT définie par

V2 +(X—=in}Z+in)

(4.30) Bal)= "o Yeyhin,
On a alors

4.31) W(ox, 02)=2@x, Pz)0x,2) 7"

et

@) Wi0x, 02)= o0t (0, 02)Bx2) 2

Par ailleurs 3x x(Y)=ch d(X, Y).
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Preuve. — D’apres (2.28), (2.30) et (4.24), on a

X—in \7*!
(4.33) OyPx= (IT(——"]_I) Prsvix)

avec [Sy](X)=y*X—in)~!+in, d’oi Re [Sy](X)=xy?|X—in| 2et

V2 +(X—in)Z+in)

4.34) [SyIX)+Z= -
X —in

D’aprés (4.33) et (4.22), on a donc

X—in \7*!
W(ox, 02XY)=2(oy0x, ¢z)=2 m (Psyix)» 92)

1 _
_2( X—in )‘*‘1<2y(xz 2 )“1[y2+(X—in)(Z+ir|):|"*‘1
[ X—in| [ X~in| X—in
y2+(x—m)(2+in)]-*-l
y b

20 [

ce qui peut aussi s’écrire sous la forme (4.31), en utilisant & nouveau (4.22).
A T'aide de la proposition 4.1, on obtient aussi

(4.35) W¥(ox, (Pz)(Y)=§ [W(ox, szXY)+ W(sox, 92)(Y)]=y[(oyPx, 02)+ (Oy @z, s¢x)]-

Draprés (4.23), on a donc

W ox, pz)(Y)  A+1
Wiox, @)(Y)  4n ,
_ AL X=im)+(Z+in) A+l
" 4n yy2+(X—in)(z+in)_ 4n

(4.36) YIISyIX)+2)™ +([Sy1 D) +X) ']

dxx(Y),
ce qui prouve (4.32).
Enfin, compte tenu de I'invariance de la distance d par le groupe PSL(2, R), on peut

Y—i
écrirechd(X,Y)=chd (1, p l&') et utiliser (1. 6) pour vérifier la formule 6x x(Y)=chd(X,Y)

Nous allons, pour terminer cette section, effectuer quelques calculs de symboles qui
sortent du cadre du corollaire 4.1 et du théoréme 4.2 : au présent stade de la théorie,
ces calculs sont formels et ont avant tout une valeur heuristique.

En utilisant (3.1) et en notant que || u ||?_,,=(s"u, u), on est conduit a attribuer a 'opé-
rateur s™, si m <A, le symbole actif a et le symbole passif b définis par

T(A+1)
T(.—m)

4.37) a(Y)=(4m)~""! x""WHox, ox)(Y)du(X),
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la méme formule étant valable pour b avec une fonction de Wigner sans di¢ze. La for-

mule (4.32) se réduit a

A+1 A+1x2+ 2 _)2]A-2

(4.38) W0y, 0x)Y)= f+_ (chd(X,Y)* 2= +1[x*+y*+(E—m) ’
2n 21 2xy

d’ou I'on déduit (passer en coordonnées polaires pour x, £ —m) la formule

Am
y (L]
<2+>

(4.39) aY)=Q2n)"m " ly™m . si —A=2<m<Ah\.
r(*3)
2
On trouve de méme - (7» ma 1)
(4.40) bY)=Q2m)" ™y ™ si —A—1l<m<Ah.

2
A—m+1
f(=5)
2
En particulier, les symboles actif et passif de I'opérateur identique sont respectivement

A etl
4n

On constatera que si 'on parvenait a étendre d’une fagon substantielle et raisonnable

- (respectant au moins dans le cas particulier que nous venons d’étudier le prolongement
analytique en m) les domaines de validité des correspondances entre opérateurs et sym-
boles, on ne saurait éviter le probléme suivant : certains symboles actifs (par exemple y**2)
fournissent 'opérateur nul, alors que d’autres (par exemple y ~*) sont incapables de définir
un opérateur en quelque sens que ce soit ; le méme phénoméne se produit a propos des
symboles passifs. Ceci est bien entendu en contraste avec la situation euclidienne, ou
la correspondance entre symboles et opérateurs reste bien définie et injective sur I'espace
de symboles &’(R>"). Par ailleurs, signalons dés & présent que I'emploi de la correspon-
dance Op suggérée dans la prochaine section ne suffit pas a régler ce probléme, qui nécessite
encore d'importants développements et sera traité dans un autre article par 'un des auteurs.

En revanche, le présent article donne des résultats satisfaisants dans le cadre des opé-
rateurs de Hilbert-Schmidt.

Indiquons, a titre d’exemple, que le symbole actif de 'opérateur (symétrique sur H,)

-
qui & u associe i(s"'u'+ ﬂz— s'”'1u> est la fonction
A
r(—;m + 1)
T(Zny)_"‘n.
"(5%)
2

Le symbole actif de 'opérateur de Laguerre L est (si A > 1) la fonction Y +—

Y—

2

chd(1,Y);

A T
son symbole passif est 7 chd(l,Y).
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5. Description de P’opérateur F,
de passage du symbole actif au symbole passif d’'un opérateur ;
liens entre F, et Popérateur de Laplace-Beltrami sur IT

DEFINITION 5.1. — Pour tout A>0, on notera F, 'opérateur sur L*(I1, dp) dont le
noyau est
2e—M(Y,Y’)
5.1 kY, Y)= ",
( ) ( ) Sh d(Y, YI)

ou d désigne la distance hyperbolique sur II.

PROPOSITION 5.1. — Pour tout A >0, F, est un opérateur continu de L*(I1, du) dans
LI, dp). Si k>%, il se prolonge de plus en un opérateur continu de LTI, y~'dp) dans
LX(IL, y~'dp).

Preuve. — Rappelons pour commencer qu’en termes des coordonnées normales (r, 0)
sur IT rappelées en (1.5), la mesure du est donnée par

(5.2) du(Y)=sh rdrd®.
En vertu d’un critére bien connu, il suffit pour établir le premier point de montrer que
—A(Y,Y’)
(5.3) sx‘l(p J;I m duY')< 0.

Or l'intégrale ne dépend pas de Y, et en utilisant les coordonnées normales pour Y’, on
voit quelle s’écrit

' © ,—Ar 4
(5.4) 2J dej ¢ shrdr=—;—t.

Jp o Sar

Pour la deuxiéme partie de la proposition, il s’agit d’établir que

(5.5 sup L 1Y, Y')du(Y') < o0
avec L

6 vy —2( L)
(5.6) (Y, Y")= 5) shd¥,Y)’

En utilisant la décomposition d'Iwasawa du groupe SL(2, R) (voir (1.2), (1.3), (1.4)),
on peut trouver & et r tels que Y =[nga,](1) : on pose alors Y’=[n,](Z) dans l'intégrale.
Le groupe des transformations [#; ] ne perturbe pas les parties réelles : on a donc

1 e—M(l,Z)

(5.7) (Y, Y)=U([a)0). [a)D)=le, e2)=22" Frmo.

D’aprés (1.6), on a z <e“!?), ce qui entraine (5.4).
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PROPOSITION 5.2. — Soit A > 0. Pour tout couple (X, Z) de points de II, les fonctions
de Wigner active et passive W¥(@y, @z) et W(@x, @) sont liées par la relation

(5.8 W(ox, 02)=FE(W(ox, ¢)).
Preuve. — Quels que soient X, Y et ZeTl, et quelle que soit geSL(2, R), on a (voir (4. 30)) :
(5.9 daxnaa( [81(Y)=08x(Y) :

en effet, cette formule est triviale si g est de la forme n; ou a,, et se vérifie sans peine quand
[g] est la symétrie Y — Y ~!. Soit M le milieu de X et Z. On a alors la formule

(5.10) SxAY)= (ch d()g’??)_ '

dX,Z — —
[ch dM, Y)+ishd(M, Y)sh ( 2 )sin (MX, MY)]
ou bien entendu I'angle (WE, I\TY) est celui des demi-droites hyperboliques ainsi désignées.
En effet, (5.9) permet de se ramener au cas ou X est réel > 1 et ot Z=X"1. On a alors,
d’apreés (4.30) :

(5.11) By x-1(Y)=

yi+1+n? nmx—x7!
1

Yoe+x D) Ty x+xt

et il suffit, pour terminer, de remarquer que dans ce cas on a

dX,Z) x+x7! dX,Z) x-x7!
ch 7 =3 et sh I

et enfin 3 =sh d(1, Y) sin (IX, 1Y) d’aprés (1. 5).
Les fo¥mules (4.32), (5.9) et (5.2) montrent que W¥(¢x, ¢z)eL'(IL, dp), ce qui permet,
en désignant par A 'opérateur tel que Aw=(w, ¢z)@x, d’écrire

(5.12) A=2 L WHox, 02(Y")oy-di(Y’)
et pour tout €>0 et tout YeIl,

(5.13) 2Tr (e *¥oyA)=4 JW"«Px, ®zXY') Tr (e™*"*oyoy)duY"),

ou Ly est opérateur de Laguerre en Y.

D’aprés les formules (2.13) et (2.33), Tr (e *'¥oy0y.) ne dépend que de d(Y, Y’). Pour
le calcul de cette expression, on se raméne au casou Y=1et Y’ =¢"2 (r > 0) : d’aprés (2. 28),
on a alors Sy.Sy= —a, d’ou, en utilisant (2.30) et en faisant attention au facteur de phase
comme il a été dit a la suite de la proposition 1.4, la relation

(5.14) Tr (e *"Yoyoy)= Tr (e *'M,)
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avec

.
5= dX.Y).

D’aprés la proposition 2.2, on a donc

e-M(Y,Y')
(5.15) 0<Tr (e_ELYO'Yo'Y') < W)
e—M(Y,Y’)
et de plus Tr (e *“¥oy0y.) tend vers W quand € — 0.

Vu linégalité (5.3) et le fait que W¥(@y, @7) est une fonction bornée sur II, le théoréme
de la convergence dominée montre que I'intégrale au second membre de (5.13) tend,
quand € — 0, vers

L kY, Y)W¥ox, 9 )(Y)d(Y’),

ou k a été défini en (5.1). Par ailleurs, puisque A est un opérateur a trace, le membre de
gauche de (5.13) tend vers 2 Tr (oyA), ce qui, d’aprés (4.2), entraine la proposition.

THEOREME 5.1. — Avec les notations de la définition 3.2, soit AcENE’, de sorte que
A admet a la fois un symbole actif a et un symbole passif b. SiA> 1, on a Fa=b.

Preuve.— D’apreés le corollaire 4. 1, le théoréme 4.2 et la proposition 5. 1, les deux mem-
bres de I'égalité Fya=b, considérés dans I'espace L*(IL, y~ dp)+ L*(I1, ydyp), dépendent

1
continiment de AeENE’ si A > 3 Draprés la proposition (5.2), ils coincident si A est un

opérateur de la forme w— (w, @z)Qx ; enfin, si A > 1, les opérateurs de cette forme consti-
tuent un systéme total dans ENE’ d’aprés la proposition 3.9.

PrOPOSITION 5.3. — Soient X et ZeIl et dx 7 la fonction définie en (4.30). L’image Ey ,

d(X, Z)) -1
2

de IT par 8y 7 est I'enveloppe convexe de la branche d’hyperbole de sommet <ch

dont les foyers sont 1 et —1 : dans le cas ou X =2, cet ensemble se réduit a [1, oo [. Soit
une fonction de classe C? sur Ey ;, holomorphe a l'intérieur de Ey ; dans le cas ou X # Z,

2 2
et considérons la fonction u=y o 8y, sur I1. Soit —y*A= —y? (—— + 5_112> I'opérateur

de Laplace-Beltrami sur I1. On a alors oy*
(5.16) —y*Au=y 8%z,

avec

(5.17) 2(B)=(1—8%)y"(8) - 23y"(3).
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Preuve. — La premiére partie est une conséquence élémentaire de la formule (5. 10).
Partant de (4.30), on écrit par ailleurs (en notant 3 au lieu de 8x 7) :

08 y*—(X—in)Z+in) . 98 _M+iX-2)

5.18 ® - A 06 _2n+iX-7)
(5.18) oy (X+2) “omT X+
25 2 (X—in)Z+in) 0% 2
5.19 o sATmeTm oo __ 2
G- 19) » P X+Z ¢ WX+
dou
25 0%
2 —
et -
a8\ (08?2 o o o
(5.21) y2[(6_y) + (%) ]=(Y(X+Z)) 2[(y =X =in)Z+in)* +y*2n+i(X - Z))*].
Egalement '
(5.22) 3 —1=(yX+2)*[(y* +(X—in)Z+in)* —y*(X+Z)]

et, en soustrayant (5.22) de (5.21), on obtient

(5.23) yz[@—i)z + G%)j +1-8%=0.

Enfin, puisque J est & valeurs réelles dans le cas o X=2Z, et holomorphe a I'intérieur de
Ex ; dans les autres cas, on a

/ey [es\ (0% 0%
(5.2 —y*A(V-d)=—y*(V 05)[<5> + <%> ]—yz(\l! 08)<(—3}7 + %—2>,

ce qui prouve (5.17) grace a (5.20) et (5.23).

Dans le cas ou X=Z=1, on a §(Y)=ch d(1,Y) : opérateur défini par (5.17) n’est donc
autre que l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les fonctions sur SL(2, R) bi-invariantes
par K, dont la forme est bien connue (opérateur de Legendre).

PROPOSITION 5.4. — Soient X et ZeIl, et A>0.
On a l'identité

(5.25) 3%’z > =(4m)"A(—y’ A+ MA+1)EF, 4 4(8%% ).

Preuve. — D’apres (4.31), (4.32) et (5.8), on a

47
5.26 F(8%% 2)= 55!
( ) ).( X,Z ) 7\‘+1 X,Z
et de méme
4n
5.27 E.. (8% 3)= 3 2
( ) x+1( X,Z ) ) X,Z >
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d’ou
e (4m)? e
FF 6 A—3 — A—1
(5.28) A+ 1( X,Z ) (X———+ D+2) X,Z

Par ailleurs, d’aprés la proposition 5.3, on a

(5.29) —y?ABxY )=+ DA +2)1 -85 2)8%2 > +2(+ )87 ! .
La proposition en résulte.
THEOREME 5.2. — Pour toutA >0, on a

(5.30) @) A(—=y* A+ ML+ 1)EE ;. =1.

Preuve. — Soit A > 1. L’espace d’opérateurs E N E’ (¢f. définition 3.2) est dense dans E :
la preuve de ce fait est immédiate, par exemple si 'on regarde les noyaux des opérateurs.
Draprés la proposition 3.9, les opérateurs wi— (w, @z)@x constituent donc un systéme
total dans E, et leurs symboles W¥ @y, ¢7) un systéme total dans L*(I1, y~'dp) d’apres
le théoréme 4.1. Compte tenu de (4.32), les fonctions 8%"; ? forment, pour A > 1, un sys-
téme total dans cet espace : il revient au méme de dire que, pour A >0, il en est ainsi du
systéme des fonctions 8%"; 3, et le théoréme 5.2 se déduit donc de la proposition 5.4.

On a ainsi une expression peut-étre nouvelle de la résolvante de I'opérateur de Laplace-
Beltrami sur IT comme produit de deux opérateurs dont les noyaux sont particuliérement
simples : on trouve généralement dans la littérature (voir par exemple [7]) une résolvante
dont le noyau s’exprime a I’aide d’une fonction hypergéométrique. Remarquons par ailleurs
que F, et F,,; commutent entre eux, puisqu’ils sont autoadjoints (voir leurs noyaux)
et que leur produit I'est également.

ProrosITION 5.5. — Soit ae CF(IT). L’opérateur Q(a) appartient a ENE’.

Preuve. — Renvoyons a la formule (4.12) qui définit la symétrie de phase o, : le noyau
A/2 1
(;) Ju(@n(st)?) de cet opérateur est majoré par Cs*(1+st) "2, et ce résultat serait valable

méme si A était un nombre réel quelconque. Cette inégalité montre que si u est, par exemple,
continue a support compact dans 10, oo [, la fonction o,u vérifie | (o u)(s) | < Cs*(1+s) 2.
En se servant de la relation

A—1
— 3= 510)

(5.31) J(2)=

(cf- [8], p. 67) et de 'intégration par parties qui correspond a la relation

1 1 /s
(5.32) ¥ (dn(st)?) = ﬂ(;)

% d 1

— [Js- (@n(st))],

o [Jx- 1(4n(s)")]

on peut vérifier que si ueC§(]0, o [), alors o,u vérifie, pour tout N, 'inégalité

[(o1u)(s) | < Cns™(1+5) 7N
pour Cy bien choisie.
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Il résulte alors de (4.14) que si aeCF(I1), alors le noyau k de Q(a) vérifie
(5.33) k(s t) | < Cn(st)(1+st) N1 +]s—t )N < Cy(st (1 +52+12)~N2
d’ou

R dsdt
5.34 2(gp)y 2
(5.34) J; J; | k(s, t) |*(st) s+t<oo.

Or (voir la discussion qui suit (4. 18)), cette inégalité montre que Q(a)eE’ et nous savions
déja que Q(a)eE (théoréme 4.1).

THEOREMES.3. — Supposons A > 1. Alors :

1) l'opérateur autoadjoint F, est défini positif
1 . 1

2) soit FZ sa racine carrée : limage de C(IT) par F? est une partie dense de L(IT, dy)
3) il existe un (unique) opérateur linéaire Op défini sur cette image tel que I'on ait

1
Op(FZa)=Q(a) pour tout aeC(II)
4) cet opérateur se prolonge en une isométrie (encore notée Op) de L*(I1, dp) sur I’'espace
S(H,, H,) des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H,
5) pour tout acL*(I1, dp), Op(a)*=Op(a)
6) pour tout acL2(IT, dp) et toute matrice geSL(2, R),ona

(5.35) M, 'Op(a)M,=Op(a- [g]™").

Preuve. — Soit V le sous-espace vectoriel de L%(I, y~ *dp) constitué des symboles a
tels que Q(a)eENE’ : d’aprés la proposition 5.3, on a 'inclusion C3(IT) = V. Par ailleurs,
il résulte facilement de la discussion (effectuée dans la preuve du théoréme 4.1, aprés la
formule (4. 18)) sur les noyaux des €éléments de E, que ENE’ est une partie dense de S(H,, H,).
Pour tout a€V, le symbole passif de Q(a) est b=F,a; comme F, est un opérateur réel (i. e.
F, commute avec la conjugaison complexe), le symbole passif de Q(a)* est b. Le théoréme 4.2
et les formules (3.14) et (3.2) montrent que 'on a

(5.36) L a(Y)b(Y)du(Y)=< Q(a), Q@)* dexe
A
= L (Q@*Q@ex, 9x)duX)=Ill Q(a) lliZ4 -

4n

Par suite F, est un opérateur semi-défini positif, et le théoréme 5.2 montre qu’il est injectif
1
sur L(T1, dy), ce qui prouve (1). Soit be LX(T, dp) telle que (FZ2a, b)=0 pour tout ae C(TI) :

1
alors F2b=0 et a fortiori F, , F,b=0, d’ou (F,F,, 14, b)=0 pour tout acCP(II) : comme
le théoréme 5.2 montre que I'image de CJ(IT) par F,F, ,, contient CP(II), il en résulte
que b=0, ce qui prouve (2). Les assertions (3) et (4) sont une conséquence de (5.36) et de
1

la densité de E N E’ dans S(H,, H,), et (5) vient de ce que 'opérateur F2, comme F, , est réel,
ainsi qu’on le vérifie sans peine. Enfin, les formules de covariance (4.3) et (4.4) et le théo-
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réme 5.1 montrent que 'opérateur F, est invariant par le groupe PSL(2, R) : il en est donc
1

de méme pour FZ, ce qui prouve (6).

THEOREME 5.4. — Soit A >0. Considérons la fonction méromorphe f, définie par
A -
r +z r A+l—z
2 2
A+z+1 A—z
r r 1
( 2 ) ( 7 " )

1
(5.38) gx(C)=fx(% +iC2>

(5.37) file)=2n

et la fonction g, définie par

qui est aussi méromorphe dans le plan complexe vu I'invariance de f, par la symétrie

z+—1—z Pour tout A>0,0n a F‘,'=gx<—y2A— %)

1
Preuve. — On sait que le spectre de —y?A— 2 est contenu dans [0, oo [, et comme g,
1
n’a pas de pole sur cette demi-droite, on peut définir 'opérateur G, = gl<— y?A— Z)’

par exemple par la formule intégrale de Dunford : c’est un opérateur borné pour A > 0.
1

1 2
Si nous posons Z= 5 +i<— y2A— 4—1) , ’équation fonctionnelle de la fonction gamma
et la relation

(5.39) A+Z)A+1-Z)=Mr+1)—)*A
permettent d’obtenir

(5.40) G, =Gy, {1+QA+2)[MA+1)—y?A]7 1 .
Par ailleurs, le théoréme 5.2 et une formule élémentaire sur les résolvantes fournissent

F i B =B Fi=0@n)?Q2A+2) [— Y’ A+ MA+ )] =y A+ A+ DA +2)]
=QA+2)[- Y’ A+MA+1)]7'F 4 By,
d’ou
(5.41) FE=F., {1+QA+2)[MA+1)—y2A]" 1.

r -1 ) A
Ensuite, puisque W) ~p 2quand Rep — +00, on voit que HG‘ converge vers

r{i+3)
2 e~ M(Y.Y')

lopérateur identique quand A — +oco. Enfin, I'examen du noyau ———— montre
shd(Y,Y’)
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A
également, compte tenu de (5.4), que o F, tend vers I'identité quand A — co. Ces deux der-
i

niers faits, joints a (5.40) et (5.41), montrent que F, =G,, ce qui achéve la preuve du théo-
réme 5.5.
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