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0. Introduction

Soit G un groupe localement compact a base dénombrable. Si p est une mesure de
probabilité sur G, nous lui associons le noyau de convolution P défini, pour toute fonction
borélienne f, par :

Pr@)=e,xn(f)= Lf(gX)du(X)-

Alors si p" désigne le produit de convolution de » mesures égales a ., 1a #n-iéme puissance de P
vérifie :

P,f(g)=g,xp"(f)

et nous nous intéressons au noyau potentiel U= ) P,.

nz0

Nous supposerons que la mesure ) p" est une mesure de Radon, ce qui signifie, en termes
nz0
probabilistes, que la marche aléatoire de loi p est transiente. Il découle alors du principe du

maximum que, pour tout compact K de G, la fonction U 1, définie par :
Ulg(g)= ) P,1x(g)=¢g,* ) p"(K) (geG)
n=0

nz0

est bornée et nous nous demandons si cette fonction tend ou non vers zéro lorsque g tend vers
Iinfini dans le groupe G. Plus précisément, nous étudions l’ensemble I, des valeurs
d’adhérence vague de I'ensemble {&, % p", g€ G} lorsque g tend vers I'infini.

L’étude du comportement asymptotique du noyau potentiel est souvent appelée théorie du
renouvellement. L’origine de ce mot renouvellement se trouve dans une interprétation
concréte du cas particulier ot G=R et ou p est portée par R*. Dans ce cas p peut étre
interprétée comme la loi de probabilité de 'instant aléatoire ou il faut remplacer ou renou-
veler une piéce de machinerie. Si on suppose, comme cela est légitime, que des pieces iden-
tiques ont des durées de vie indépendantes et équidistribuées, p” s’interpréte comme la loi de
probabilité de I'instant du #n-iéme renouvellement. Si I est un intervalle compact de R,
Y p*(I) est le nombre moyen de renouvellements effectués dans le laps de temps 1. On

nx1
peut penser que ce phénomene devient stationnaire dans le temps et qu’aprés une longue
période le nombre moyen de renouvellements dans lintervalle I ne dépendra que
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 259

de la longueur de 1. Autrement dit, on s’attend a ce que Y p" (x+1)=¢e_,x ), p"(I)
nxl1 nx1

admette une limite A(I) lorsque x — + oo et que la mesure ainsi définie soit invariante
par translation. Cet exemple fut une des motivations de I’é¢tude du comportement
asymptotique du noyau potentiel et le mot renouvellement fut conservé.

Remarquons que notre étude permet entre autre d’obtenir le comportement asymptotique
du noyau potentiel V associé a un semi-groupe vaguement continu { , },.,- de mesures de
probabilités sur G. En effet, le noyau V s’écrit :

V£(g)= Lweg*ut(f)dt

+ w0

et si nous posons p= J e~ 'y, dt, nous obtenons :
0

Vf@)=¢g,% > p'(f)

nx1

nous retrouvons donc le noyau potentiel associé & un semi-groupe discret { p"}, .y

Aprés les premiers travaux de Blackwell [6], Chung [14], Feller [22], Kesten et Spitzer ([40],
[49]), le probléme du renouvellement a été résolu sur les groupes abéliens par Port et
Stone [42], puis non moyennables par Y. Derriennic et Y. Guivarc’h [16]. Ensuite ce furent
les groupes nilpotents et de type (R) et les méthodes furent trés variées selon les auteurs :
A. Brunel et D. Revuz [12], Y. Guivarc’h et M. Keane ([33], [34]) et B. Roynette ([46], [47]).
Citons enfin le travail récent de C. Sunyach sur les groupes unimodulaires ([50], [51]).

Le type de résultats obtenus était le suivant : I’ensemble I, était réduit a la mesure nulle dés
que G n’est pas extension d’un groupe compact par R ou Z; et dans ce dernier cas,
I'ensemble I, avait exactement deux éléments : une mesure de Haar et la mesure nulle.

En revanche, le cas des groupes non unimodulaires moyennables n’avait pas été abordeé et
il était difficile de prévoir si les résultats ci-dessus se généralisaient. Dans cet article, nous
recherchons de fagon systématique les groupes susceptibles de porter une probabilité p telle
que I, ne soit pas réduit a la mesure nulle et plus précisément, nous nous posons les
problémes suivants :

Quelle est la structure des groupes G(LCD) sur lesquels il existe une mesure de
probabilité p telle que I, ait plus d’un élément 7

Quelles sont alors sur un tel groupe les mesures p de ce type 7

Quels sont les éléments de I, et dans quelles directions du groupe sont-ils atteints 7

Nous répondons a ces questions et de maniére compléte, quant a la structure des groupes,
la caractérisation des éléments de I, et des directions ou ces éléments sont atteints, si G estun
groupe presque connexe, c’est-a-dire tel que G/G, soit compact, ou G, désigne la
composante connexe de I’élément neutre et si la mesure p est étalée. Et de fagon surprenante,
le groupe affine de la droite réelle, le plus simple des groupes moyennables non
unimodulaires, porte une mesure p tel que I, ne soit pas réduit a la mesure nulle.
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260 L. ELIE

L’ensemble I, a dans ce cas une infinité d’éléments. En effet, il est ais€¢ de voir que les
mesures de Haar ne peuvent étre des éléments de I, sur un groupe non unimodulaire; et
comme de plus on prouve que si G est presque connexe, I’ensemble I, a un, deux ou une
infinité d’éléments, on en déduit que sur un groupe presque connexe non unimodulaire,
I'ensemble I, stable par les translations a gauche du groupe, s’il n’est pas réduit a la mesure
nulle, est de cardinal infini.

Lorsque G est un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes, et en fait
I’étude du cas ou G est presque connexe se rameéne a celle de ce cas-1a, nous obtenons le
théoréme de structure suivant :

Il existe sur G une mesure de probabilité étalée p telle que I, ne soit pas réduit & la mesure
nulle si et seulement si G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés M et A tels
que :

1. M soit nilpotent distingué connexe et simplement connexe.

2. A soit produit direct d’un groupe compact K et d’un groupe E isomorphe a R.

3. Si ./ désigne ’algébre de Lie de M, il existe un élément x de E tel que les valeurs
propres de Ad x restreinte & .#C soient toutes de module strictement supérieur 2 1.

En particulier, un tel groupe est unimodulaire si et seulement si le groupe M est trivial et
par suite un groupe connexe unimodulaire porte une mesure p telle que I, ne soit pas réduita
la mesure nulle si et seulement s’il est isomorphe au produit direct de R et d’un groupe
compact.

Nous désignons par la classe & la classe des groupes non unimodulaires vérifiant les
conditions ci-dessus; les mesures p pour lesquelles I, {0} peuvent étre caractérisées de la
maniére suivante : considérons la marche aléatoire droite de loi p sur G et de probabilité de
transition e, xp et si [G, G] désigne le sous-groupe fermé de G engendré par les
commutateurs, distinguons deux cas :

Si la marche de loi p admet une projection transiente sur G/[G, G], alors I, n’est pas
réduit & la mesure nulle si et seulement sip admet un moment d’ordre 1 et si

j Log A(g)du(g)<0, A désignant le module sur G.
G

Sila marche deloi padmet une projection récurrente sur G/[G, GJ, sous des conditions de
moment plus fortes (d’ordre 2+¢), I'ensemble I, n’est pas réduit a {0}.

Précisons les ¢léments de I,; le groupe G opére par translation a gauche sur I, et nous
montrons que 'ensemble I, lorsqu’il n’est pas réduit a la mesure nulle, est formé, en dehors
de cette mesure, de ’orbite sous G d’une mesure v,,. Cette mesure v, est p-invariante et est de
plus laissée stable sous I’action de A. L’ensemble I, est donc en fait composé de la mesure
nulle et de I'ensemble { &, % v,, ze M }, orbite sous M de la mesure v,,.

Si nous désignons par v I'image de v par I’application g — g~ !, la mesure v,, se met sous la
T . . ~ .

forme m®A,, ou m est une mesure sur le G-espace M telle que px m=m, le produit de

convolution étant défini en faisant opérer G sur M, et ou A, est une mesure de Haar sur A.

Remarquons que m est une mesure invariante pour la chaine induite sur D’espace
homogene G/A =M de probabilité de transition pu &, (z€ M), et on montre quesi I, # {0},
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 261

alors nécessairement cette chaine induite est récurrente Harris sur un ensemble m-plein, ce
qui affirme entre autre I'unicité de la mesure invariante m. Lorsque la marche de loi p admet

une projection récurrente sur G/ [G, GJ, cette mesure m est de masse infinie et ce résultat est
d’autant plus intéressant que nous pouvons a ’aide de m construire des fonctions
harmoniques positives bien que dans ce cas nous sachions que les fonctions p et p-
harmoniques bornées soient constantes. '

Remarquons que les résultats obtenus ne sont pas symétriques si la marche projection sur

G/[G, Gest transiente, carsi e 4 * U ne converge pas vaguement vers 0 lorsque g tend versle
point & I'infini de G, alors €, % U et donc U % g, convergent vaguement vers 0. Si I’ensemble
{8g *Uxeg,, (g, 8')eG x G} est vaguement relativement compact, ce qui est le cas sur les
groupes de la classe & exclusivement pour les marches de projection transiente sur

G/[G, G], il est possible de symétriser le probléme en recherchant les valeurs d’adhérence
vague de cet ensemble. Ceci fait ’objet du chapitre VI.

Enfin, au chapitre VII, nous étudions plus précisément le comportement a I'infini du noyau
potentiel lorsqu’il a lieu vers 0. Lorsque g tend vers le point & I'infini du groupe dans
certaines directions, avec parfois des hypothéses plus fortes sur p, nous explicitons des
fonctions 4 continues de G dans R** telles que /(g)e, x U converge vaguement vers une
mesure non nulle. Une des applications de la théorie du renouvellement est donc une
détermination partielle du comportement asymptotique du noyau de Martin sur les groupes
de la classe 2. Pour le cas du groupe affine de la droite réelle, nous avons mené une étude
compléete du comportement de ce noyau dans [20].

Une partie de nos résultats a été résumée dans [17].

CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

A. Hypothéses et notations

1.1. MARCHE ALEATOIRE. — Soient G un groupe localement compact a base dénombrable
(LCD) d’élément unité e et p une mesure de probabilité définie sur la tribu borélienne % de G.
Considérons ’espace canonique Q=G" muni de la tribu &, produit des tribus boréliennes
sur chaque facteur. Comme G est a base dénombrable, la tribu % est la tribu des boréliens de
I’espace produit topologique Q. Désignons par X, I'application n-iéme coordonnée de Q
dans G. La marche aléatoire (droite) de loi p est par définition le triplet (Q, (X,) s> (Py)eec)
ou, pour tout g de G, P, est une mesure de p‘robabilité sur (Q, #) telle que (X,,),.y soit
relativement a P, une chaine de Markov d’espace d’¢tats G, de probabilité de transition
P(x,.)=g,*p et d’état initial g.
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262 L. ELIE

Les probabilités (P, ), sur (R, #) peuvent étre obtenues de la maniére suivante :soit Qla
mesure de probabilité sur (Q, &), produit des mesures p sur chaque facteur; alors, pour
tout g de G, P, est I'image de Q par I'application de Q dans Q définie comme suit :

(gl’g27 <o 8ns "')"(g’ggl,ggl 825 > 88182 -5 8n )

En d’autres termes P, p.s., les variables aléatoires (X, 2y X,)uz0 sont indépendantes de
loi p et la variable X, égale a g.

Si v est une mesure positive sur (G, 4#), nous définirons la mesure positive P, sur (Q, F)

par P = J P,dv(g) et nous poserons, si f est une fonction # mesurable sur Q,
G

E,(f)= dePv. En particulier pour ge G, nous noterons E (f )= dePg.
Q Q

Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de marche aléatoire de loi p sur G sans autre
précision, nous évoquerons la marche aléatoire droite. Nous considérerons aussi la marche
duale, c’est-a-dire la marche aléatoire droite dont la loi p est I'image de p par I’application

qui & g associe g~ 1.

Nous imposerons fréquemment au groupe G (LCD) d’étre presque connexe, c’est-a-dire
que si G, est la composante connexe de 1’¢lément neutre, G/G,, est compact.
Soit G, le sous-groupe fermé engendré par le support de p. De par la construction de P,
geG, il est clair que, si geG,, :
P,(X,eG, pour tout n)=1.

L’ensemble G, est donc absorbant et il est naturel de faire I’hypothese suivante :

(1) la mesure p est adaptée, c’est-a-dire G, =G.

1.2. NoyAU POTENTIEL. — Désignons par " 1a n-i€éme puissance de convolution de p. Alors

si P est la probabilit¢ de transition P(g,.)=¢,%p, la n-iéme puissance de P notée P,

verifie P, (g, .)=¢g, % u". Notons po =gy et Py(g, .)=¢,. Le noyau potentiel U= Y P,dela
nz0

marche aléatoire de loi p est donc défini si ge G et Ae % par :

Ug, A)= ) g, xn"(A)=E,[ } 1,(X,).

n=0 nz0

Si nous notons encore U la mesure ) p”, nous obtenons :
nz0

Ulg,.)=¢,%U.

Nous désignerons par #(G) (#*(G)) les fonctions boréliennes (positives) sur G,
par €,(G) ’espace des fonctions continues bornées réelles sur G muni de la norme de la
convergence uniforme || ||, par €x (G) (6% (G)) I’espace des fonctions continues réelles
(positives) a support compact sur G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact.
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Si A est une mesure positive, nous noterons, pour f € 2" (G) :
Mf)=Lfih)= Jf(g)dl(g).
Le noyau potentiel U opére sur £ (G) par laformule suivante : pourge Getf e Z* (G) :
Uf(g)= Lf(X)U(g, dx)=e, % U(f )=Eg[n;0f(x,.)].

Si o, désigne 'opérateur de translation a gauche par g dans G (o, (x)=g.x), 5, opére sur
#(G) par o, f = foo,; et par suite :

Uf(g)=U(s,f)(e)=<o,f, U).

Rappelons (chap. 3, § 4 de [45]) que la marche de loi p est transiente sur G si et seulement
silamesure U= ) p”est une mesure de Radon. Dans le cas contraire, la marche de loi p est

nz0

récurrente et pour tout ouvert 0 de G, U(0)=oo.
Nous ferons sur p ’hypothése :

(i1) la mesure U= Z W" est une mesure de Radon.
nz0

Alors :
(a) 'ensemble des mesures {&,* U, geG } est vaguement relativement compact.

En effet, si K est un compact de G, il résulte du principe du maximum (chap. 2 de [45]) que
la fonction U1, =U(., K) atteint son maximum sur K. Par suite, pour tout g de G :

Ul (g)=¢, % UK)= sup(e,x UK))SUK 'K)<oo.
gekK
De plus :
(b) pour tout élément f de C, (G), la fonction U f est uniformément continue a gauche.
Cette assertion découle de I'inégalité :

U f(xg)=Uf@Isllof=fIIUlk(g)= llo, f—f UK 'K),
valable pour xeV voisinage compact de e et ge G si K=V ! Supp f.

1.3. EnseMBLE I, DEs MESURES LIMITES. — Nous supposerons dans toute la suite que p
vérifie les hypotheéses (i) et (ii). L’étude du renouvellement consiste en la détermination de la
fermeture de I'ensemble { & ,*xU,geG } pour la topologie de la convergence vague. Comme
d’apres (b), I'application g — &, % U est vaguement continue, il s’agit en fait d’étudier
Pensemble 1, des valeurs d adhérence vague de I'ensemble {e s *xU,geG } lorsque g tend vers 8,
point d linfini du groupe dans la compactification d’ Alexandroff.

Cet ensemble I, est vaguement compact et a les propriétés suivantes :

(o) I est formé de mesures p-excessives, c’est-a-dire de mesures de Radon v telles
que Vx U=,
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En effet si g, est une suite d’¢léments de G tendant vers 6 telle que &, x U converge
vaguement vers v, nous avons :

g *U=¢g, xUxp+g,

et il résulte du lemme de Fatou, que si f € C{ (G) :

v(f)=lime, xU(f)= J

G

lim (g, * U ke, (f))du(x)+ lim f(g,)=vxp(f).

De plus, il découle du théoréme de Lebesgue, que 'ensemble I, est formé d’éléments p-
invariants, c’est-a-dire de mesures v telles que v pu=v, dans les deux cas suivants :

— si p est a support compact, ou

— sil’ensemble {&, % U % &,,(g,8)eGxG } est vaguement relativement compact. Cette
propriété sera précisée en 1.13.

Dans le cas général on ne peut affirmer a priori que les éléments de I, sont p-invariants,
mais il s’avere en fait que dans tous les cas étudiés, les mesures obtenues sont réellement p-
invariantes.

(B) L’ensemble I, est stable par translation a gauche :
Vvel,, VgegG, g, %xvel,

et ’ensemble {ag *x v, g€ G} est vaguement relativement compact.

(v) L’ensemble I, contient toujours la mesure nulle, notée 0.

En effet, pour tout g de G, ex % U converge vaguement, P, p.s., vers 0 lorsque n — . La
preuve est simple : pour tout f de Cy (G), la suite de variables aléatoires (U f (X)), est, P,
p.s., une surmartingale positive et converge donc p.s. Or de I’égalité :

E,[Uf(X)]=P,Uf()= ) P,f(g)

m=n"
.

il résulte que E, [U £ (X,)] converge vers 0 lorsque n — oo, et par suite U f(X,) converge P,
p.s. vers 0.

En fait le plus souvent I, est réduit a la mesure nulle.

B. Classification des marches
Cette classification va étre basée sur le cardinal de I’ensemble I,.

1.4. DeriNiTiON. — Une marche aléatoire de loi p sur un groupe G (LCD) sera dite de type
I'sil’ensemble I, a pour cardinal 1, c’est-a-dire est réduit a la mesure nulle. Elle sera dite de
type 11 dans le cas contraire.

Une marche de loi p sur G sera de plus dite simple si le cardinal de I’ensemble I, est au plus
deux. : ‘
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On peut remarquer que si ’ensemble I, a exactement deux éléments, I’élément non nul est
une mesure de Haar & gauche puisque ’ensemble I, est stable par translation a gauche.

1.5. ExempLEs. — Rappelons les résultats obtenus dans le cas non moyennable [16] et
dans le cas abélien (cf. [45]).

1.5a. Soit G un groupe non moyennable; alors toute marche sur G est de type I.

1.5b. Soit G un groupe abélien; alors il existe sur G une marche de type 11 si et seulement si
G est extension d’'un sous-groupe compact par R ou Z. De plus toute marche sur G est simple.

Jusqu’a présent, tous les groupes sur lesquels la théorie du renouvellement avait été menée
étaient exclusivement porteurs de marches simples et le résultat 1.5 b s’était généralise.

Dans cet article, nous étudierons le type des marches définies sur des groupes G presque
connexes (c’est-a-dire G/G, compact si G, est la composante connexe de ’élément neutre);
nous verrons que dans le cas des groupes moyennables non unimodulaires, la situation est
différente de 1.5 5 : il existe des groupes de ce type porteurs de marches de type II, ’'exemple
crucial étant celui du groupe affine de la droite réelle. De plus sur un tel groupe, une marche
deloi p de type II n’est jamais simple; le cardinal de I’ensemble I, est méme infini, comme le
prouve le théoréme suivant :

1.6. THEOREME DE CLASSIFICATION. — Soit G un groupe presque connexe. Si |\ est une mesure
de probabilité sur G, I'ensemble 1, est soit connexe, soit de cardinal deux. Par suite
Pensemble 1, a un, deux ou une infinité d’éléments.

De plus si le cardinal de 1, est deux, le groupe G est produit direct dun groupe compact et
d’un groupe isomorphe a R.

La démonstration de ce théoréme va reposer sur la notion de « bouts » d’un groupe,
notion étudiée par Freudenthal [24] pour les groupes LCD connexes, puis par Hofmann et
Mostert pour les groupes presque connexes [38].

1.7. DerFiNiTION. — Un groupe G localement compact est dit avoir deux « bouts » s’il
existe un espace compact G* qui contienne un sous-ensemble dense G’, homéomorphe a G,
tel que 'ensemble G* — G’ ait exactement deux éléments.

1.8. ProrositioN. — Soit G un groupe LCD et p une mesure de probabilité sur G. Si
Pensemble 1, muni de la topologie vague, n’est pas connexe, alors le groupe G a deux
« bouts ».

Preuvede1.8. — L’espace Cy (G) muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact est séparable; considérons une suite { f, },.n dense dans Cy (G). Alors la suite
{U f,},en estdensedans { U f,f € Cx (G) } pour la topologie de la convergence uniforme. En
effet il suffit de remarquer que si f'est un élément de Cy (G) et si { £, } est une sous-suite de
{ Ju}nen convergeant uniformément vers f et telle que les fonctions f, aient toutes leur
support dans un méme compact K, nous avons :

WU =Sl = I = £l TU Il

Comme le groupe G est LCD, son compactifié d’Alexandroff G=G U {8 } est métrisable.
Soit d une distance sur G compatible avec sa topologie; alors la topologie définie sur G par d
est sa topologie initiale et G est un ouvert dense de G.
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Si 'ensemble compact I, n’est pas connexe, il existe deux ensembles A et B non vides
fermés, donc compacts, tels que I,=AUB et AnB=0. Considérons alors I’espace
G*=Gu {a}u{b}etsoitd 'application symétrique de G* x G* dans R définie de la fagon
suivante :

Y5 EGXG, (5 )=dlx )+ ¥ g ULW=ULO,
d (x, a)=d(x, 6)+mf[z SR U fou(x)=v(f,)] ]
d (x, b)=d(x, 6)+1nf[z 2"||Uf|||Uf (x)—V' f)l]

d(a, b)= inf Lz 2n“Uf”lv(f) v( fn)l]

(v,v)eAxB eN

Remarquons tout de suite que d' sépare les points de G* : il s’agit en fait de vérifier que
d'(a, b) est non nul. S’il était nul, il existerait a cause de la compacité de A et de B deux
mesures v, et vi, éléments respectifs de A et B, telles que :

s Vi) = Vi) =
ZN 2"l Uf |
Par densité dela suite { £, },.n, les mesures v, et v{ seraient alors égales, ce qui est impossible.

Cette application d’ n’est pas une distance car I'inégalité triangulaire :
d'(x,y)=d(x, a)+d (a, y),

n’est pas toujours vérifiée.
Mais nous pouvons définir une distance d, sur G* en posant :

d,(a, b)=d (a, b),
VxeG, d,(x,a)=inf[d (x, a), d;(a, b)],
d, (x, b)=inf[d' (x, b), d, (a, )],
V(x,y)eGxG, d,(x,y)=inf[d'(x, y), d; (x, a)+d,(a, y), d, (x, b)+d, (b, y)].

Muni de cette distance d, , ’espace G* est un espace métrique séparé. Comme les fonctions
{ U f, } .en sont continues pour la topologie initiale sur G, la distance d; définit sur G cette
meéme topologie. De plus G est dense dans G*. En effet, si v est un €lément de I, il existe une
suite (g,),.y dans G tendant vers le point & l'infini § telle que &, x U converge vaguement
vers v. Alors, si v appartienta A, d, (g,, a) > O et g, converge vers a dans G*. Par contre si v
appartient a B, g, converge vers b dans G*.

Montrons pour terminer que G* est compact. Comme G* est métrisable, il suffit de
considérer une suite quelconque (g,),.n de G; soit cette suite reste dans un compact auquel
cas elle admet une valeur d’adhérence dans G; soit elle tend vers 8, alors la suite vaguement
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relativement compacte {e, * U}, y a une valeur d’adhérencev dans I,. Selon que v
appartient & A ou B, la suite (g,),.n @ pour valeur d’adhérence a ou b dans G*.

Nous avons construit un compactifié¢ G* de G tel que G*-G ait deux éléments, donc G a
deux « bouts ».

Preuve du théoréme 1.6. — La structure des groupes presque connexes qui admettent deux
« bouts » est la suivante [38] :

Un tel groupe est produit semi-direct d’un sous-groupe distingué E isomorphe & Ret d’un
sous-groupe compact K, c’est-a-dire s’écrit EK avec EnK={e}.

Considérons I'automorphisme n de K dans le groupe des automorphismes de E défini pour
tout & de K et tout x de E par n(k)(x)=kxk~!. Comme le groupe K est compact et le
groupe E isomorphe a R, lautomorphismen (k) (keK) est soit l'automorphisme
identique Id, soit I’automorphisme S qui a tout élément de E associe son inverse. L’ensemble
K,={keK, n(k)=Id} est un sous-groupe distingué dans G.

(i) Sil’ensemble K est identique a K, alors G est produit direct des groupes E et K et on
sait (¢f. 1.5b) qu’il existe sur un tel groupe des marches de type 11.

(ii) Sil’ensemble K, est distinct de K, le groupe G/K,, est isomorphe au groupe D, des
translations et symétries de R : {x >ex+b, beR,e=+1}.

Or toute marche transiente sur D, est de type I. Ce résultat est connu pour les marches de
loi étalée (déf. donnée en 2.1) puisque D, est un groupe de type (R) (¢f. [12] ou [34]). En
appendice A 1, nous prouvons ce résultat sans hypothese d’étalement.

Par suite, puisque K, est compact, toute marche sur G sera alors de type I.

Par conséquent un groupe G presque connexe admettant deux « bouts » porte une marche
de loi p de type II si et seulement si il est produit direct d’un groupe compact et d’un groupe
isomorphe & R; de plus dans ce cas le cardinal de I, est deux (¢f. 1.5b). Etil découle donc de
la proposition 1.8 que si I, n’est pas connexe, I, a deux ¢éléments et G a la structure
annoncee.

C. Groupes quotients

La méthode que nous utiliserons pour aborder le probléme du renouvellement sur un
groupe G consistera en partie en la construction de groupes quotients adéquates de G, par
exemple groupes quotients pour lesquels la théorie du renouvellement est connue. Le résultat
fondamental suivant sera en ce sens un excellent outil.

1.9. ProrosiTion. — Soient G et G’ deux groupes localement compacts a base
dénombrables, p un homomorphisme surjectif de G sur G' et p une mesure de probabilité sur G;
on pose W' =p(u);

(a) silamarche de loi ' sur G’ est transiente et de type 1, alors la marche de loi n sur G est
transiente et de type I;

(b) si de plus le noyau de p est compact, la réciproque de lassertion (a) est vraie.
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Preuve. — L’inégalité suivante :

() g% Y W (A)Se, % Y P [P(A)],
k=20 k=0

vraie pour tout élément g de G et tout borélien A de G, assure que sila marche de loi p'=p(p)

sur G est transiente, la marche de loi p sur G ’est aussi.

Soit v un élément de I; il existe une suite (g,),. d’éléments de G tendant vers le point a
I'infini 8 de G telle que €, x U converge vaguement vers v lorsque » tend vers I'infini. Si on
considére dans G’ la suite p(g,), de deux choses I'une :

— soit p(g,) reste pour tout #n dans un compact K, de G’;

— soit il existe une sous-suite extraite p(g, ) tendant vers le point a I'infini de G’

Dans le deuxiéme cas, I'inégalité (%) et le fait que la marche de loi p(u) soit de type I

A k .
entrainent que g, *kzo u* conerge vaguement vers 0; la mesure v est donc nulle.
>

Dans le premier cas, pour tout compact K de G et tout entier n, le compact g, * K est inclus
dans le borélien p~ ! [K; ! p(K)]. Comme K[ 'p (K) est compact dans G’, I'inégalité (x)
entraine que U[p~ ! (K; ! p(K))] est fini et le théoréme de Lebesgue permet de conclure a la
nullité de v.

Cette proposition s’applique au cas ou G’ est un groupe quotient de G, et si ce groupe
quotient ne porte que des marches transientes et de type I, il en est de méme du groupe G;
comme la théorie du renouvellement est connu sur les groupes abéliens, il est intéressant de
considérer les groupes quotients abéliens du groupe G.

1.10. DErFmNiTIoN. — On dira qu’un groupe LCD abélien A est de rang » s’il existe un
groupe compact K et deux entiers n, et n, tels que n=n, +n, et tels que A soit isomorphe au
produit direct K x R" x 7",

Un tel groupe est a génération compacte et réciproquement, tout groupe abélien a
génération compacte a la forme ci-dessus.

D’aprés 1.6 b, un groupe abélien porte une marche de type II si et seulement si il est de
rang 1.

1.11. GROUPESQUOTIENTS ABELIENS. — Soiet G un groupe LCD et H un sous-groupe fermé
de G, le groupe quotient G/H est abélien si et seulement si H contient le groupe [G, G], plus
petit sous-groupe fermé de G contenant les commutateurs de G. Le groupe G/[G, G] est
donc un groupe quotient abélien de G de rang maximal. Si le rang de G/[G, G] est
supérieur a 1, toute marche transiente sur G/[G, G] est de type I, mais on ne peut conclure
sur le type des marches définies sur G car une marche transiente sur G peut avoir une
projection récurrente sur G/[G, G].

1.12. DEFINITION. — Soient G un groupe LCD, [G, G] le plus petit sous-groupe fermé de
G contenant les commutateurs de G et « la surjection canonique de G sur G/[G, G]. Soit p
une mesure de probabilité sur G.

Une marche de loi p sur G sera dite transiente en projection (respectivement récurrente en
projection) si la marche projection sur G/[G, G] de loi m(p) est transiente (respectivement
récurrente).
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En conséquence, si G/[G, G] n’est pas de rang 1, toute marche sur G transiente en
projection est de type L.

De plus si G/[G, G] est de rang supérieur ou égal 4 3, toute marche sur G/[G, G] est
transiente (cf. (45)) et par suite toute marche sur G est de type 1.

D. Propriété (P)

1.13. DeriniTioN. — Une marche de loi p sur un groupe G (LCD) sera dite avoir la
propriété(P) si I'ensemble {e,xUxe,, (g,8)eGxG} est vaguement relativement
compact.

Nous avons vu que cette propriété (P) assurait a I’ensemble I, d’€tre formé d’éléments p-
invariants (1.3). En fait elle simplifiera aussi la caractérisation des ¢léments de I,.

1.14. DeFINITION. — Soit p une mesure de probabilité sur G (LCD). Une fonction
borélienne positive sera dite p-surharmonique si :

VxeG, Pf(X)=J S ey)du(y)= f(x).

Une fonction borélienne finie f sera dite p-harmonique s’il y a égalité.

1.15. Sivestunélément del,, vest une mesure p-excessive. Alors, pour tout €lément ¢ de
C{ (G), 1a fonction f, définie pour ge G par :

fo(8)=Vvxe, ()

est une fonction continue fi-surharmonique positive. '

Si on impose a la marche de loi p d’avoir la propriété (P), la mesure v est p-invariante et de
plusl’ensemble { v x € » 8€G } est vaguement relativement compact. Par suitef, est alors une
fonction continue fi-harmonique bornée.

La propriété (P) établit donc un certain lien entre les fonctions fi-harmoniques bornées et
les €léments de I, et nous venons de prouver le résultat suivant :

1.16. PrOPOSITION. — Soit p une mesure de probabilité sur G(LCD). On suppose que la
marche de loi p a la propriété (P) et que les fonctions continues [\-harmoniques bornées sont
constantes. Alors I'ensemble 1, est formé de mesures de Haar a droite.

Nous verrons par la suite que cette proposition est fausse si la marche ne posseéde pas la
propriété (P).

1.17. ExempPLES. — (o) Sur un groupe abélien, toute marche transiente de loi p a la
propriété (P) car, sur un tel groupe, (P) équivaut a la relative compacité de ’ensemble
{e,x U, geG}. Ce résultat s’étend aux groupes nilpotents [9].

(B) Soient G et G’ deux groupes LCD, p un homomorphisme surjectif de G sur G’, p une

\

mesure de probabilité sur G. Si la marche de loi p(p) sur G’ & la propriété (P), il en est de

méme de la marche de loi p sur G. Ceci découle de I'inégalité suivante :

8g * U x 8g’ (A)égp 9) *p(U) * Ep(g’) [p(A)]’

vraie pour tout borélien A de G et tout élément (g, g') de G xG.
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Par conséquent toute marche sur G transiente en projection a la propriété (P).

(y) Considérons par contre le groupe affine de la droite réelle. Ce groupe G, peut s’écrire
comme le produit semi-direct R x R** ou le produit de deux éléments (h, a) et (4, a’) de
R x R** est défini par (h, @) (h', a’)=(h+ah’, aa’). Toute marche sur G, est transiente car G,
est un groupe non unimodulaire [11]; mais toute marche sur G, récurrente en projection n’a
pas la propriété (P).

En effet soit 7 la surjection canonique de G, sur G,/[G,, G,] et soit u une probabilité

sur G telle que la marche de loi n(n) sur G,/[G;, G,]=R™** soit récurrente. Alors pour
tout compact K, de R** d’intérieur non vide, n(U)(K,) est infini. Si K, est un compact
de R, pour tout élément @ de R**, nous avons :

1
€0, % U kg o1 (K XKZ):U(ZKI xK2>.

Choisissons K,; de maniére a ce que 'ensemble (1/a) K, croisse vers R lorsque a décroit
vers 0. Alors U((1/a) K, xK,) croit vers + oo et 'ensemble { g 4% U x€q. -1, aeR**}
n’est pas vaguement relativement compact.

Une caractérisation précise des groupes presque connexes sur lesquels toute marche de loi
étalée (¢f. 2.1) a la propriété (P) a été obtenue en collaboration avec P. Bougerol dans [9].

E. Mesures de Haar et renouvellement

Nous avons vu en 1.16 que, sous certaines hypotheses sur p, I, était formé de mesures de
Haar a droite et nous avions remarqué en 1.4 que si I’ensemble I, a exactement deux
éléments, ’élément non nul était une mesure de Haar a gauche. En fait sur les groupes non
unimodulaires presque connexes, le cardinal de I, n’est jamais deux d’apres le théoréme 1.6;
et on peut se demander si sur un groupe non unimodulaire, les mesures de Haar sont
réellement susceptibles d’étre éléments de I,. Notons que la mesure de Haar a droite est un
¢élément p-invariant.

1.18. TutkorEME. — Si le groupe G (LCD) est non unimodulaire et si p est une mesure de
probabilité sur G, les éléments non nuls de 1, ne peuvent étre ni des mesures de Haar a droite, ni
des mesures de Haar d gauche.

1.19. NortaTioN. — Si my, est une mesure de Haar a droite sur G, on note A la fonction
module sur G définie pour tout ge G par g, % mp=A(g) mp,

Preuve du théoréme 1.18. — Si my, est un élément de I, I'ensemble { &, x mp, g€ G } est
vaguement relativement compact d’aprés 1.3 B, ce qui est impossible si le groupe G est non
unimodulaire.

Supposons qu’une mesure de Haar a gauche mg soit élément de I,,. Alors la mesure mg est
p-excessive et par suite la fonction A™! est p-surharmonique. En effet, si f € Cx (G) :

mG*”(f)zL JGf(xy)dmc(X)du(y)=mc(f)u(A_‘).
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Comme mg x u(f)<mg(f), on en déduit que n(A~1)<1 et donc que :
J A7 (xy)du(y) S AT ().
G

Lafonction A~ ! vaut 1 sur [G, G], et si  désigne la surjection canonique de G sur G/[G, G],
cette fonction A™!, considérée comme fonction sur G/[G, G] est une fonction positive
continue 7 (u)-surharmonique.

Si la marche de loi p est récurrente en projection, la marche de loi n (u) sur G/[G, G] est
récurrente et la fonction continue n (i)-surharmonique A~ ! est alors constante (¢f chap. 3,
prop. 3.6 de [45]), ce qui est incompatible avec la non unimodularité de G.

Supposons donc que la marche de loi p soit transiente en projection, elle a doncla propriété
(P). Par suite si mg est élément de I, 'ensemble {mg*e,geG } est vaguement relativement
compact, ce qui est impossible si le groupe est non unimodulaire.

1.20. COROLLAIRE. — Soit p une mesure de probabilité sur un groupe G (LCD) non
unimodulaire. On suppose que la marche de loi p a la propriété (P) et que les fonctions [i-
harmoniques bornées continues sont constantes. Alors cette marche est de type I.

Ce résultat est immédiat d’apfés 1.16.

CHAPITRE 1I

PREMIERE CARACTERISATION DES GROUPES DE TYPE II

Dorénavant nous ferons sur la probabilité p ’hypothése d’étalement et nous allons
rechercher des conditions nécessaires pour que le groupe G porte une marche de loi étalée de
type 11.

2.1. DeFiNiTION. — Une mesure de probabilité p sur un groupe G (LCD) est dite étalée s’il
existe un entier # tel que p" ne soit pas étrangére a une mesure de Haar sur G.

2.2. DeriNiTioN. — Un groupe G (LCD) sera dit de type I si toute marche (transiente) de
loi étalée sur G est de type 1. Il sera dit de type II dans le cas contraire.

Nous prouverons dans ce chapitre le résultat suivant :

2.3. THEOREME. — Soit G un groupe presque connexe. Si G est de type 11, alors :
(1) G est moyennable,
(i) G/[G, G] est de rang 1,
(ili) Go/[Gy, Go] est de rang 1.
L’assertion (i) n’est autre que le résultat de Y. Derriennic et Y. Guivarc’h [16] rappelé en
1.5a.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



272 L. ELIE

De la proposition 1.9, il découle que si une marche sur G est de type II, alors la marche
projection sur le groupe abélien G /[G, G] est soit récurrente, soit transiente et de type II.
Dans le deuxieéme cas, G/ [G,—G] est nécessairement de rang 1 (¢f. 1.55b). 1l s’agira donc
d’étudier les marches de type II récurrentes en projection, ce qui sera l’objet du
paragraphe C.

Quant a l’assertion (iii) qui sera étudiée au paragraphe D, elle est suscitée par I'idée
intuitive que si une marche sur G est de type II, alors la marche induite sur G, (lorsque G/G,
est fini) est de type IL

Dans le paragraphe A, nous verrons quels renseignements techniques sur le noyau
potentiel nous apporte I’hypothése d’étalement; nous en déduirons en particulier qu’il suffit,
pour déterminer les mesures limites du noyau potentiel d’une marche de loi étalée sur un
groupe presque connexe, d’étudier ce probléme sur un groupe de Lie ayant un nombre fini de
composantes connexes.

Une autre application sera donnée au paragraphe B ou sera mis en évidence le role
privilégié de certaines directions sur un groupe non unimodulaire dans le comportement
asymptotique du noyau potentiel.

A. Hypothése d’étalement

Cette hypothése nous servira principalement dans deux situations :
(@) pour avoir des renseignements sur les fonctions harmoniques bornées;
(b) pour obtenir certaines propriétés d’équicontinuité du noyau potentiel.

(a) PERIODES DES FONCTIONS HARMONIQUES. — Si p est une mesure de probabilité étalée sur
G, nous noterons S, I’ensemble non vide des points de G pour lesquels on peut trouver une
mesure de Haar m sur G et un entier p tels que la restriction de m a un voisinage de g soit
majorée par pP. Par construction I’ensemble S, est ouvert.

2.4. DeFINITION. — Soit pu une mesure de probabilité sur G (LCD). Nous appelons p-
période tout élément & de G tel que pour toute fonction p-harmonique bornée f, on ait
f(gh)=f(g) pour tout geG; l'ensemble des p-périodes est évidemment un sous-
groupe de G.

Rappelons le résultat suivant du & R. Azencott (th. IV.1 de [1]).

2.5. Soient p une mesure de probabilité sur G et (Q,(X,),cn , (P),);cc) la marche aléatoire de
loi w sur G. Soit h un élément de G. Si pour P,-presque tout ®€Q, la suite {X;'(®)
hX,(®)},.n posséde une valeur dadhérence appartenant a S,S. 1, lélément h est une p-
période.

Lorsque p est étalée, toute fonction p-harmonique bornée est uniformément continue a
droite; et A. Raugi a prouvé dans [44] que si on cherchait & supprimer I’hypothése
d’¢talement, on pouvait obtenir un théoréme analogue, mais concernant exclusivement les
fonctions harmoniques bornées uniformément continues a droite, classe plus restrictive que
celle des fonctions harmoniques en général.
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2.6. Groupes compacts inclus dans le groupe des p-périodes :

Soient G un groupe LCD et p une mesure de probabilité étalée sur G. Soit K un sous-
groupe compact distingué de G. On peut affirmer que le groupe K est inclus dans le groupe
des p-périodes dans les deux cas suivants :

- — K est un sous-groupe suffisamment petit;

— Gest moyennable et G/K est le groupe des p (1)-périodes, p (1) désignant la projection
de p sur G/K.

Dans le premier cas, on choisit un voisinage V de I’élément neutre de e inclus dans S, S ' et
K doit étre un sous-groupe compact distingué de G inclus dans V. Le résultat 2.5 permet de
conclure.

Le deuxiéme cas découle aussi des travaux d’Azencott (voir prop. IV.4 et IV.8 de [1]).
(b) PROPRIETES D’EQUICONTINUITE DU NOYAU POTENTIEL.

2.7. PROPOSITION. — Soient pu une mesure de probabilité sur G et f un élément de C{ (G).
On note R, et H, les fonctions de G dans R définies pour tout (g, x)e G x G par :

R,(x)=U f(xg),
et:

H,(x)=U f(gx).

Alors ensemble des fonctions {R,, g€ G} est équicontinu en tout point x de G. Si on
suppose de plus . étalée, il en est de méme de Pensemble {H,, g€ G }.

Preuve. — La premicre assertion est immédiate car la fonction U f est uniformément
continue a gauche (¢f. 1.25).

Supposons donc p étalée et considérons I’expression :
Hg (x0 y) - Hg (xo),

pour x, fixé dans G, y appartenant & un voisinage compact V de e et g décrivant G.
Remarquons que, pour xeG:

H,(x)=U(c,f)(x)=P,U(c,f)(x)+e,*V,(c,/),

ou n est un entier et v,=¢g,+p+ ... +p".
Alors :

Hg(xo y) - Hg (XO) = Pn Hg(xO y)_ Pn Hg(xo))+(8xoy *V, (o-gf) — &, *V, (Ggf))

Montrons que si v est une mesure bornée, lensemble {h, geG} ou
hy(x)=¢,%Vv(c,f)=¢,, % Vv(f)est équicontinu en tout point de G. En effet comme f'a son
support dans un compact K :

oy * VIS ISV xo g KIS I/ 1Iv(VT xg T g™ 1K),
pour ye'V et cette derniére quantité tend vers zéro lorsque g — 6.
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Par suite on peut trouver pour tout €>0 un compact K, tel que :
VgéKl, VyeV, oy X V() <e.
De plus 'uniforme continuité a gauche de f permet de trouver un voisinage compact V, de e
inclus dans V tel que :

VyeV,, VgeK,, g, *xv(f)—g, *xv(f)]<e.

8Xoy

Par conséquent : V&>0, Vx,eG, 3V, voisinage compact de e tel que :
VyeVy VgeG,  |h,(xoy)—h,(x,)| <2e.

Pour prouver ’équicontinuité de { H,, ge G} en x,€G, il suffit de montrer qu’il existe
toujours un entier # et un voisinage V de e pour lequel P, H, (x,y)—P,H,(x,) soit
arbitrairement petit pour y € V. L’étalement va jouer un role fondamental. On sait que pour n
entier suffisamment grand, p" peut s’écrire i, mp+ B, ot h,e CZ (G), my, est une mesure de
Haar a droite et B, une mesure dont la masse || B, || tend vers zéro quand n — co. Alors :

| P, H,y(x0y) =P, Hy(x)| = ‘J(Hg(xoyZ)—Hg(xoZ))h,,(Z)mD(dZ) +2| Hg Il - 1Bl

Or [[H, |l =||U (o, f) Il = [IU f]| et choisissons n de maniére a ce que si on se fixe £>0,
2IUL0- 1Bl <.

Remarquons que, si A désigne le module défini en 1.19 :

U(Hg(xo yz)—H,(x0 2)) h, (z) my, (dz)

= ‘ ng(xo 2)(AW) hy (v~ 2)—h,(2)) mp (dz)

= IlUfIIJIA(y)h,.(y_lZ)—hn(Z)ImD(dZ)-

Il résulte alors de 'uniforme continuité a gauche de la fonction %, que ’on peut trouver un
voisinage compact V de e tel que, pour ye V, ce dernier terme soit plus petit que . Donc :

VyeV, VgeG, |P,H,(x,y)—P,H,(x,)| <2e.

D’ou la proposition.
A l’aide du théoréme d’Ascoli, on déduit le corollaire suivant :
2.8. CoROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la proposition 2.7 les ensembles de fonctions

{R,, g€G} et {H,, ge G} sont relativement compacts pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat technique fondamental suivant :

2.9. THEOREME. — Soit L une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD). De toute
suite d’éléments de G tendant vers 8, on peut extraire une sous-suite (g,),.y telle que, pour tout
v€G, la suite g, . x U converge vaguement.
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De plus pour tout élément f de Cy(G), la suite de fonctions ¢, définies, si yeG, par
¢0,(y)=¢, , % U(f) converge uniformément sur tout compact vers une fonction ¢ p-hamonique
bornée.

2.10. Remarque. — Nous savons que si g, est une suite d’¢léments de G telle que la suite
&, % U converge vaguement vers une mesure v, alors pour tout y de G, la suite g, * U
converge vaguement Vers €, % V.

Par contre, il est plus difficile de savoir si g, % U converge, et sauf dans certains cas
particuliers, ’hypothése d’étalement nous sera nécessaire.

Pour déterminer v, il est intéressant de connaitre les translatées de v et plus précisément
d’expliciter 'ensemble { ye G, €,k V=V };mais si f € Cy (G), lafonction Y (y) = g, % v(f)qui
n’est généralement pas harmonique, n’est pas facile a étudier a priori; on utilisera alors
souvent la méthode suivante : on étudiera la fonction harmonique ¢ =lime, x U(f) et on

n
cherchera, 4 I’aide de relations de commutation, des renseignements sur la fonction V et donc
sur les translatées de v.

2.11. Preuve du théoréme2.9. — Considérons une suite (f,),. dense dans Cy (G) pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact. De toute suite de G, on peut extraire,
d’apres le corollaire 2.8, pour chaque fonction f,, une sous-suite g7 telle que U(c,, f,)
converge uniformément sur tout compact lorsque n — co. Par le procédé diagonal, on peut
alors extraire une sous-suite g, telle que pour tout p de N, la suite U(o, f,) converge
uniformémement sur tout compact lorsque # — oo. Comme la suite (U f,) . est dense dans
I'ensemble { U f,f € C (G) } pour la topologie de la convergence uniforme (¢f. preuve de 1.8),
on en déduit que pour tout f'de Cy (G) la suite de fonctions U (5, f') converge uniformément
sur tout compact, et donc que, pour tout y de G, ¢, , x U converge vaguement.

Notons si feCy (G), 9,=¢,.xU(f)=U(c, f) et o=lime@,. Alors ¢ est une fonction
p-harmonique bornée. En effet, pour tout y de G :
0n(V) =8, x U(f)=¢,, xux U(/)+/ (€, 1)=Po,(v)+/ (g,

La suite de fonctions @, étant bornée par || U f'||, @ est bornée par || U f||, et P @, converge
vers P ¢ lorsque n — 0. Comme 6, f tend vers 0 lorsque n— o0, f étant dans Cy (G), nous
obtenons @ =P o; et le théoréme est prouvé.

De I’harmonicité des fonctions limites, il découle le corollaire suivant :

2.12. CoROLLAIRE. — Soit p une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD). Alors,
pour tout élément f de C (G) et tout compact C du groupe des p-périodes, nous avons :

limU f(gy)—U f (g)=0,

g3
uniformément pour yeC.

2.13. Remarque. — Ce résultat a été obtenu par une méthode différente par A. Brunel et
D. Revuz (¢f. prop. 2.4 de [12]) lorsque le groupe des p-périodes est G tout entier.

Voici une premiére application de ce corollaire.
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2.14. ProvrosITION. — Soit G un groupe LCD et K un sous-groupe compact distingué de G.
On note p la surjection canonique de G sur le groupe quotient G/K et on considere sur G une
marche aléatoire de loi \. Alors siv est un élément de 1, la mesure image p(v) de v par p est un

élément de L,

Si on suppose p étalée et le groupe K inclus dans le groupe des n-périodes, I'application p

définit une correspondance biunivoque entre 1, et 1,,,.

De facon précise, si my est la probabilité sur G dont la restriction a K est la mesure de Haar
normalisée, la mesure € , % my est, pour tout g € G, portée par g K et ne dépend que de p (g). On la
note m, ,, et on obtient alors pour tout élément v de I, la désintégration suivante :

\ =J my,dp (v)(y).
G/K

Preuve. — De I’égalité :

VAeB, VgeG, &Y w(AK)=¢,,* Y p(0)"[p(A)],
n=0

nz0
il découle que si v est un élément Qe I,, p(v) est un €lément de I, ).

Réciproquement, si v; est un élément de I alors il existe une mesure vel, telle

p (1)

vy =p(v). En effet considérons une suite y, de G/K telle quee, x  p(n)" converge vers v, et
r=0
une suite g, de G telle y,=p(g,). Quitte a extraire une sous-suite, on peut affirmer que

€, % ) W converge vers une mesure v et, de I’égalité rappelée ci-dessus, il découle que

r=0

vi=p(Vv).
Supposons que p est étalée et K inclus dans le groupe des p-périodes. Nous allons prouver
que, pour tout élément v de I, nous avons :

VkeK, g xv=w.

La désintégration de v en découlera et de ce fait I’application p : [, > 1
par suite bijective.

» (w) SETA injective et

Soit (g,),cn une suite d’éléments de G telle que g, x U converge vaguement vers v. Alors si
f€Cg(G), nous savons que :

VkeK, g xv(f)=lime, e, *U(f)=limU f(kg,).

Comme le sous-groupe K est distingué, il existe, pour tout ne N, un élément k, de K tel que
kg,=g,k, De plus K est inclus dans le groupe des p-périodes et d’aprés le corollaire 2.12
nous avons :

lim (U f (2,)—=U f(g,k"))=0,

n— oo
uniformément pour k' appartenant au compact K.
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Il en résulte que :

v(f)=limU f(g,)=lim U f (g,k,)=lim U /' (kg,) =&, * v ().
Considérons une désintégration de v relativement a la projection p :
V=j v, dp(v)(y),
G/K

ou p(v)est'image de v par p et ou v, est, pour tout y € G/K, une probabilité sur G portée par
p~'(y). Nous savons (¢f. livre VI, chap. 6, 3.1 de [10]) que, G étant LCD, une telle
désintégration existe et que la famille de mesures {vy, yeG/K} est p(v) p.s. unique.

La relation g, x v=v, vraie pour k€K, entraine que :
V=j gk v, dp(v)(y).
G/K

—omme la probabilité g, x v, est portée par p~ 1(y), nous avons obtenu pour chaque ke K,
e nouvelle désintégration de v. Il en résulte que :

VkeK, gxv,=v, p(v)p.s.

La séparabilité de K entraine alors qu’il existe un ensemble B de G/K tel que p(v)(B¢)=0
2t tel que, pour tout y de B, la mesure v, est invariante par les translations a gauche par les
¢léments de K. Comme K est distingué, les probabilitése,-. x v, ou ge G et y € B, ont la méme
propriété. Lorsque gep ! (y), cette mesure g,-+ % v, est portée par K et est par suite la mesure
de Haar normalisée sur K. Donc, pour tout yeB, v,=¢,*mg=m, si gep~'(y). D’ol la
désintégration annoncée.

2.15. AppLicaTIiON. — Si G est presque connexe, alors il existe [41] des sous-groupes
compacts arbitrairement petits K distingués dans G tels que G/K soit un groupe de Lie ayant
un nombre fini de composantes connexes. Or si p est étalée et K suffisamment petit, nous
avons vu (2.6) que K est inclus dans le groupe des p-périodes. En conséquence, comme le
cadre de notre travail sera principalement les groupes presque connexes, la proposition
précédente 2. 14 permettra de restreindre notre étude au cas des groupes de Lie G tels que
G /G, soit fini.

B. Directions privilégiées sur les groupes non unimodulaires

Nous allons voir le réle important que joue le module dans 1’étude du comportement
asymptotique du noyau potentiel et en particulier le caractére privilégié qu’il accorde a
certaines directions.

2.16. TueorEME. — Soit G un groupe LCD non unimodulaire et A lafonction module définie
en 1.19. Sip est une mesure de probabilité étalée sur G, alors g, % U converge vaguement vers 0
lorsque g tend vers le point a 'infini 8 de G de maniére a ce que A (g) reste borné supérieurement.
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Preuve. — Soit v une valeur d’adhérence de {e,* U, ge G} lorsque g tend vers § de
maniére a ce que A(g) reste borné supérieurement. Il existe alors d’apres le théoréme 2.9 une

suite (g,),. d’éléments de G telle que lim A (g,,) soit fini, telle que g, * U converge vaguement

n

vers v et surtout telle que g, , % U converge vaguement pour tout ye G. Si f est un élément
quelconque de C¢ (G), nous considérons la fonction p-harmonique bornée ¢ =1lim U o, f. Si
n

nous montrons que ¢ est nulle, il est clair que la mesure v sera aussi nulle.

Si hy et h, sont deux éléments de 7 (G), nous notons, si my, est une mesure de Haar a
droite :

Chy, h2>mD=J hy (g) h, (g) mp (dg).

Soit 4 un élément de Cg (G), nous avons paf dualité, pour tout ge G :
UG, [, 1oy =<0, f, Uh Yy =A@ f, Uoyih )y,
et donc :
[<UG,fy By | SA@)mp ()1 T AL

Si nous appliquons cette relation a la suite g, y ol y est un élément de G, il découle du
théoréme de Lebesgue, lorsque n — oo, que :

(%) 1<6, 0, hYup| SAY) lim A(g,) mp (/)1 T A

Silim A(g,)=0, alors pour tout he C¢, le terme { @, h Vmp, €st nul. Comme p est étalée, la
fonction p-harmonique bornée @ est continue et est donc nulle.
Silim A (g,) #0, nous allons distinguer deux cas selon que la marche sur R** deloi A (u) est

n
récurrente (cas 1) ou transiente (cas 2).

Cas 1. — Comme p est étalée, pour p entier suffisamment grand, p? peut s’écrire 4, mp, + B,
ou h,e C¢ (G) et ou B, est une mesure dont la masse tend vers zéro lorsque p — .

Puisque ¢ est p-harmonique, nous avons donc si p est suffisamment grand,
o()=P,0(y)=<0,0,h,>, +B,(c,).
Il découle alors de I'inégalité (%) que :

=AW Lim Ag,) my (NI T, I+ @11 IB,lI-

Par conséquent, pour tout ¢ fixé de R* *, il existe une constante C, telle que pour tout ye G :

o()=C.A(y)+e.
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Nous savons (¢f. chap. 3, prop. 3.2 de [45]) que ¢ étant harmonique bornée, pour tout ge G,
¢ (X,) est relativement a P, une martingale bornée qui converge donc P, p.s. vers une
variable aléatoire Z et que de plus ¢ (g)=E,(Z). Comme la marche de loi A (u) sur R™* qui
n’est autre que I'image par ’homomorphisme A de la marche de loi p sur G est récurrente, la
suite A(X,) revient P, p. s. une infinit¢ de fois dans I'intervalle ]0, €/C,[. La variable aléatoire
Zestdonc P, p.s. majorée par 2 ¢; elle est par suite P, p. s. nulle, pour tout g e G. La fonction
¢ égale en g a E (Z) est alors nulle.

Cas 2. — Comme la suite A (g,) reste dans un compact de R *, alors pour tout compact K
de G la suite g, ' K reste dans un borélien A de G dont I'image A(A) est compacte. De la
transience de la marche de loi A(u) sur R**, il résulte que :

UA)=) AP (A(A)) <.

- Le théoréme de Lebesgue entraine alors que g, x U (K)quiestégala U(g, 1K) tend vers zéro
lorsque n — oo. Par suite, la mesure v est nulle.

On peut remarquer que, dans ce deuxiéme cas, I’hypothése d’étalement n’a pas été utilisée.
On peut noter aussi que, puisque le noyau de ’homomorphisme A contient [G, Gl, si la
marche de loi A(u) est transiente, la marche de loi p sur G est transiente en projection.

C. Marches récurrentes en projection

Dans ce paragraphe, nous verrons qu’il suffit, pour trouver les groupes G presque
connexes de type II, de rechercher les groupes presque connexes susceptibles de porter une
marche de loi étalée, transiente en projection et de type II; en d’autres termes, nous
prouverons le résultat suivant :

2.17. THEOREME. — Si G est un groupe presque connexe et de type I1, il existe sur G une
marche de loi étalée transiente en projection et de type I1.

2.18. CoroLLAIRE. — Si G est un groupe presque connexe et de type 11, alors le groupe
G/[G, G] est de rang 1.

En effet, si G porte une marche transiente en projection et de type II, 1a marche projection
sur G/[G, G] est transiente et de type II d’apres 1.9 et par suite G/ [G—,—C_}] est de rang 1 (¢f.
1.5 b).

Pour prouver le théoréme 2. 17, nous distinguerons deux cas selon que le groupe G est ou
n’est pas unimodulaire. La détermination du type des marches récurrentes en projection sera
simple et directe dans le cas unimodulaire et se raménera dans le cas non unimodulaire a
I’étude du type des marches transientes en projection.

2.19. TutoreEME. — Soit G un groupe presque connexe unimodulaire. Alors toute marche
sur G récurrente en projection et de loi étalée est de type I.

La preuve de ce théoréme reposera sur les lemmes et propositions suivantes.
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2.20. LeMME. — Soit G un groupe presque connexe moyennable et soit p une mesure de
probabilité étalée sur G. Si la marche de loi p sur G est récurrente en projection, les fonctions p
et n-harmoniques bornées sont constantes.

Preuve. — Rappelons le résultat de L. Birgé et A. Raugi [5] :

Si G est un groupe presque connexe moyennable, il existe une famille d’homomorphismes
continus (y;);.; de G dans (R, + ) telle que si p est une mesure de probabilité étalée sur G, on
ait I’alternative suivante :

— oubienil existe un i eI tel que la marche sur (R, + ) deloi y; (1) converge p. s. vers — oo;

— ou bien les fonctions p-harmoniques bornées sont constantes.

Or tout homomorphisme continu { de G dans (R, +) peut étre considéré comme un
homomorphisme sur G/ [T(—}]. Sila marche de loi p est récurrente en projection, alors, pour
tout iel, la marche sur (R, +) de loi Y, (p) est récurrente et on se situe dans la deuxieéme
alternative ci-dessus : les fonctions p-harmoniques bornées sont constantes. Il en est de méme
des fonctions p-harmoniques bornées car la marche duale de loi i est aussi récurrente en
projection.

2.21. PROPOSITION. — Soit p une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque
connexe. On suppose que la marche de loi u a la propriété (P) et que les fonctions p et p-
harmoniques bornées sont constantes. Alors si la marche de loi \ est de type 11, G est produit
direct d’un groupe compact et de R.

Preuve. — D’apreés le corollaire 1.20, le groupe G est nécessairement unimodulaire. Or il
est prouvé dans [12] que si p est une mesure de probabilité étalée sur un groupe unimodulaire
telleque les fonctions p et ﬂ-harmoniques bornées soient constantes, ’ensemble I, a au plus
deux éléments. Il découle alors du théoréme de classification 1.6 que si 'ensemble I, a deux
¢léments, le groupe G presque connexe est produit direct d’un groupe compact et de R. D’ou
la proposition.

Comme sur un groupe produit direct d’un groupe compact et de R, une marche transiente
ne peut étre récurrente en projection, et comme tout groupe non moyennable est de type I
(¢f. 1.5 a), nous déduisons de 2.20 et 2.21 le corollaire suivant :

2.22. CoroOLLAIRE. — Soit G un groupe presque connexe et soit L une mesure de probabilité
étalée sur G. Si la marche de loi . sur G est récurrente en projection et a la propriété (P), alors
elle est de type I.

Comme sur un groupe unimodulaire, toute marche de loi étalée a la propriété (P) [12], le
théoréme 2.19 résulte de 2.22; et par suite le théoréme 2.17 est prouvé pour les groupes
unimodulaires. Dans le cas non unimodulaire, il découlera du résultat suivant :

2.23. TuEorREME. — Soit G un groupe presque connexe non unimodulaire. Alors a toute
marche récurrente en projection de loi | étalée, on peut associer une marche transiente en
projection de loi p étalée telle que si(g,),.n est une suite quelconque de G tendant vers 8, la suite

€, % Y. WP converge vaguement vers 0 lorsque n tend vers linfini si et seulement si la suite
pZ0

€, % ) p? converge vaguement vers 0.
pZ0
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Ce théoréme insiste sur le fait que ce sont dans les mémes directions que les valeurs
Tadhérence des noyaux potentiels des marches de loi p et de loi p sont nulles (ou non nulles).

Nous allons, avant d’établir plusieurs lemmes, donner la ligne directrice de la
démonstration :

2.24. Soit p une mesure de probabilité sur G étalée [et adaptée d’apres I’hypothése (i)]
telle que la marche loi p soit récurrente en projection. On pose :

Hn
W= Z 2n+ 1-
nz0
Il est évident que p, est une mesure étalée et adaptée. De plus p, a pour support le semi-

groupe fermé engendré par le support de p. De la relation classique ) p"= 3 uf, il découle
n=0 nx1
que si 'une des deux marches est récurrente en projection, il en est de méme de I’autre, et que

de plus, les comportements asymptotiques des noyaux potentiels associés & p et p; sont
identiques. Il est donc équivalent, du point de vue théorie du renouvellement, d’étudier les
marches de loi p et de loi pu,;. Nous allons donc considérer la marche de loi p,.

2.25. Notons (Q, (X,)nen» (Py),ec) cette marche de loi p;. Comme elle est récurrente en
projection, son image sur R™ * par lafonction module A est récurrente. Par suite si t désigne le
temps d’entrée dans 0, 1[ dela marche A(X,), ce temps d’arrét est p. s. fini (c’est-a-dire P, p. s.
pour tout g de G). Notons P, la probabilité de transition définie si ge G et Ae % par :

P.(g, A)=P,(X.eA),
et considérons la suite de temps d’arrét (t,),.n suivante :
10=0, ..., u=inf{n>1,_,, AX,)<AX, )}.

Ces temps d’arrét sont p. s. finis et il découle de la relation 1, =1, _; + 1, 00, _ quele triplet (Q,
(er)ksN, (Py)yec) est une marche aléatoire de loi p=P, (e, .)=P, (e, .). Cette marche est
transiente en projection, puisque par construction, la marche A(X, ) est transiente. Dans le
lemme 2.26, nous nous préoccupons de savoir si la mesure p est étalée et adaptée.

D’aprés le théoréme 2. 16, nous savons que lorsque g tend vers 8 de maniére a ce que A(g)

reste borné supérieurement, les noyaux potentiels g, % > pfete, % Z p? convergent vers 0.
pz0 p20

11 s’agit donc d’étudier le comportement asymptotique de ces noyaux lorsque A (g) tend vers

+ c0.

Or nous pouvons remarquer que le temps d’entrée dans ]0, 1[ de la marche A (X, ) partant
d’un élément g tel que A (g)> 1 est encore 1. Par suite, pour tout ge { A>11}, les probabilités
d’atteinte P_ (g, A) des boréliens A de { A <1} sont les mémes pour les marches de loi p, et de
loi p. L’idée de la démonstration est alors de comparer lorsque A(g) tend vers + oo, les
comportements asymptotiques des noyaux potentiels associés a4 p; et p a celui de leur
probabilité d’atteinte commune P, (g, .) (lemme 2.27).
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2.26. LEMME. — Soit G un groupe presque connexe non unimodulaire et A son module. Soit p
une mesure de probabilité étalée (et adaptée) sur G telle que la marche de loi u soit récurrente en
projection. On pose :

alors la marche de loi u,, que Pon notera(Q, (X, )nen» (Pg)geG), est récurrente en projection. Si t
est le temps d’entrée dans 10, 1[ de A(X,,), la mesure de probabilité p=P (e, .)=P,(X € .)est
étalée et adaptée.

Preuve. — Si G est un groupe localement compact non unimodulaire tel que G/G, soit
compact, alors (prop. 14. 5 de [38]) G est produit semi-direct d’un sous-groupe distingué U et
d’un groupe E isomorphe & R; en d’autres termes les groupes U et E sont fermés,
d’intersection réduite a { e } et G s’écrit UE. Tout élément de G se notera ux ot ue Uet xeE.
Le groupe U est en fait le noyau de ’homomorphisme A.

Soit U, la composante connexe dans U de I’élément e; c’est un sous-groupe fermé distingué
dans G et G, s’écrit U, E. On note s la surjection canonique de G sur G/U,. Le groupe s(U),
isomorphe au groupe G/G,, est compact. Comme la marche de loi p sur G est récurrente en
projection, la projection de cette marche sur G/U est récurrente. Il découle alors de la
compacité de s(U) et de I'isomorphisme existant entre G/U et s(G)/s(U) que la marche de
loi s (1) définie sur 5(G) est récurrente. En conséquence, le semi-groupe fermé T, de s(G)
engendré par le support de p est s(G) entier et donc le support de s(p,) est s(G).

De I'inégalité immédiate,
p=Pr(ea . )ZH1,{A<1}a

il découle que le support de s(p) contient s[{ A<1}] et par suite s(p) est adaptée.

Pour prouver que p est adaptée, il nous suffit alors de montrer que p est étalée. En effet, le
sous-groupe fermé G, engendré par le support de p est ouvert si p est etalée et contient de ce
fait le sous-groupe fermé connexe U,. De plus, comme s(p) est adaptée, I'image 5(G,) est
égale au groupe G/U, entier; et par conséquent G=G,,.

Montrons que p est étalée; nous allons établir que la mesure p; majore une mesure de Haar
sur un ouvert de { A<1}; il en sera alors de méme de la mesure p.

Puisque justement la mesure p est étalée, il existe un entier n, et un élément ¢, de L' nL*®
tels que u» =@, mp+a ol o est une mesure finie de norme inférieure a 1. Alors pour tout
entier p, la mesure p™ s’écrit ¢, mp, +of o ¢, est un élément de L' n L*. Il en résulte que

Y we=Y ¢,my+G,, ou G, est une mesure finie.
pz1 pz1

Comme la marche sur R** de loi A (u) est récurrente, il en est de méme de la marche de loi
A(uw). [L’étalement de A(n) entraine que A(u) est adaptée puisque R** est connexe.]
On en déduit que :

Y wre[{A<1l}]=c0

pzl
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et donc que :
(Y 9,mp)[{A<1}]>0.

pzl

Par suite, il existe un entier k tel que la fonction @, ne soit pas my, p.s. nulle sur{ A<1} et il
résulte de la continuité de ¢, x @, que p**™ majore une mesure de Haar sur un ouvert de
{A<1}. Il en est donc de méme de la mesure p; = p*"e /2% +1,

On peut remarquer que le fait que G/G,, soit compact n’intervient pas pour montrer que p
est étalée.

2.27. LeMME. — S0it (Q, (X,)nens (P,)yec) une marche aléatoire de loi w sur un groupe
G (LCD) non unimodulaire. On suppose que le temps d’entrée t dans 0, 1[ de A(X,) est p. . fini.

Soit (g,),en Une suite d’éléments de G tendant vers § lorsque n — .
1. Sila suite g, x . wP converge vaguement vers 0 lorsque n — oo, alors la suite P_(g,, .)
p20
converge vaguement vers 0.
2. Sion impose de plus d p d’étre étalée, et si, pour tout x€ G, la suite P_(xg,, .) converge
vaguement vers 0 la suite 8 * Z 'J. converge vaguement vers 0.
p20
Preuve. — Soit f un élément de C{ (G), dont le support est inclus dans {0<A<1}.
D’aprés la propriété de Markov forte, on a, pour tout geG :
P US(@)=) E,[f X+ ]=E, [} fXJ=Uf(g)
nz0 nzt
On en déduit que si U f(g,) tend vers zéro, alors P_f(g,), qui est inférieur ou égal a
P.Uf(g,), tend aussi vers zéro lorsque n — oo. Comme pour tout ge G, P (g, .) a son
support dans {0<A<1}, la convergence vague vers O de g, U entraine celle
de P.(g,, .).
D’aprés le théoréme 2. 16, nous savons que si p est étalée, €, * U converge vaguement vers
0 lorsque g tend vers 8, de maniére a ce que A (g) reste borné supérieurement. Par suite, pour
tout élément f de C{ (G) et pour tout ee R**, il existe un compact K, tel que :

VyeKin{A<1}, Uf(y)<e.

On suppose comme ci-dessus que / ason support dans { 0<A <1 }; alors on obtient pour
tout ge G :

Uf(@)=P.Uf(g)= Jl{m} WP.(e, dy)Uf(y)Se+ fth WP (g dy)Uf(y)

Silasuite P_(g,, .)converge vaguement vers 0, le deuxiéme terme de I’inégalité ci-dessus tend
verszéroet U f (g,) tend vers zéro. Pour tout élément f de C{ (G), il existe un élément x de G
tel que la fonction o, f ait son support dans {O<A<1}. Alors, Uf(g,) est égal a
Uo,f(x g, etsilasuite P, (x"'g,, .)converge vaguement vers zéro, U f'(g,) tend vers
zéro. D’ou la deuxiéme assertion.

Preuve du théoréme 2.23. — Elle est immédiate & partir des lemmes précédents. A toute
mesure de probabilité p étalée (adaptée) telle que la marche de loi p soit récurrente en
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projection, on associe la mesure p; =3 p"/(2"*'), puis la mesure p=P (e, .) ou la

nz0

probabilité de transition P, est associée a u,. La mesure p est étalée, adaptée et la marche de
loi p est transiente en projection. Les comportements asymptotiques des noyaux potentiels
U et U, associés a p et p, sont identiques.

Ilest clair quessi(g,),.y est une suite d’¢léments de G telle que la suite g, * U, converge vers
0, alors pour tout xe G, la suite €,, x U, converge vers zéro. De ce fait, il découle du lemme
2.27 quela suite g, * U, converge vers zéro si et seulement si P_(xg,, .) converge vers 0 pour
tout xe G. Comme les probabilités d’atteinte P_(g, .) associées a p, et p sont les mémes si

A(g)>1, on en déduit que lorsque A(g,) — oo, la suite &, x > uf converge vaguement vers
pz0

zéro si et seulement si la suite g, Z p? converge vaguement vers zéro. Le cas ou A(g,,) reste
pz0
borné supérieurement ayant déja été étudié, le théoréme est démontré.

D. Comparaison des types de G et G, lorsque G est presque connexe

2.28. THEOREME. — Soient G un groupe presque connexe et G, la composante connexe de
Pélément neutre. Alors si G est de type 11, G, est de type I1.

2.29. Remarque. — Si G est de type I, G, n’est pas nécessairement de type I. II suffit de
considérer le groupe des symétries et translations de R qui est de type I (appendice A 1), mais
dont la composante connexe isomorphe a R est de type IL.

Preuve du théoréme. — Soit G un groupe connexe; soit alors K un sous-groupe compact
distingué de G tel que G/K soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. Notons p la surjection de G sur G/K. Comme le groupe G (resp. G,) est de type I'si
et seulement si le groupe p (G) [resp. p(G,)] est de type I (prop. 1.9)et comme, p étantfermée,
P(Gy,) est la composante connexe de p(G), il suffit de prouver le théoréme lorsque G est un
groupe de Lie tel que G/G, soit fini.

Soit u une mesure de probabilité étalée sur G. Nous allons montrer que si G, est de type I,
la marche (Q, (X,),cn, (P,);cc) de loi p est de type I. Considérons la suite de temps d’arrét :

To=0, ..., T,=inf {p > T,_;, X,€G,}.

Le temps T, est le n-iéme temps de retour dans Gy; il est p. s. fini puisque le groupe G /G, est
fini. Et le triplet {Q, (X7 ),cx» (P,)ecq, | €st une marche aléatoire sur G, de loi i, définie par :

Ho =PT, (e, ).

Remarquons de plus que les noyaux potentiels des marches de loi p et de loi p, coincident sur
Gy. En effet, pour tout g de G, et tout A de Z(G,).

ggx ) W(A)=E, [} 1A(X,,)]=Eg[20 L Xp))=g,% 3, po(A).

nz0 nz0 nz0
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Nous allons prouver que cette mesure p, définie sur G, est étalée et par suite adaptée
puisque G, est connexe. Considérons le semi-groupe fermé T, de G engendré par le support
de . Si g désigne la surjection canonique de G sur G/G,, ¢(T,,) est le semi-groupe ferme de
G /G, engendré par le support de g (u). Comme G/Gy, est fini, la marche sur G/G, deloi g (n)
est récurrente et par suite ¢(T,,) est égal au groupe G/G,, entier. De ce fait, G=T, G,. Soit
alors I’ensemble S, des points g de G pour lesquels on peut trouver une mesure de Haar m et
un entier p tels que la restriction de m a un voisinage de g soit majorée par p?. Comme p est
étalée, S, est un ouvert non vide. De la relation S, T, = S, et de I’égalit¢ G=T, G,, nous
déduisons que G=S, G,. En particulier S, n G, est un ouvert non vide et il existe donc un
entier #n tel que u" majore une mesure de Haar sur un ouvert de G,. De I’égalité sur G, des
noyaux potentiels associés a p et p,, il résulte que p, est étalée.

Nous déduisons alors du fait que G, est de type I que, si g tend vers 6 dans G, le noyau

potentiel £, * Y p” restreint & G, qui est égal & €, % ) g, converge vaguement vers 0.
nx0 nz0

Comme G/G, est fini, 'ensemble I, des valeurs d’adhérence lorsque g tend vers & de
{g,* Y u", ge G} sera formé de translatées & gauche par des éléments de G de mesures

n20
appartenant a I’ensemble I, des valeurs d’adhérence lorsque g tend vers 3 (dans G,) de
{e g* Y, B, ge Gy} Soit donc v un élément de I9. Nous avons montré ci-dessus que, puisque

nx
G, est_doe type I, la restriction de v a G, est nulle.

Puisque v est une mesure p-excessive, nous avons, pour tout entier n, I'inégalité v % p" < v.
Ilen résulte que la restriction de va G, S, est nulle et comme nous avons vu que G=G, S, la
mesure v est nulle. L’ensemble Iﬁ est donc réduit a la mesure nulle et, par suite, il en est de
méme de I; d’ou le théoréme.

2.30. Le théoréme 2.3 est par conséquent prouvé. Nous avons vu (corollaire 2.18) que
si G est de type II, G/[G, G]est derang 1. Nous venons de montrer que si G est de type 1I, G,

est de type II; et de ce fait G,/[G,, G,] est aussi de rang 1.

2.31. Remarque. — Les hypothéses G/[G, G] et G,/[G,, G,] de rang 1 ne sont pas
équivalentes méme lorsque G/G, est fini. L’exemple du groupe des symétries et translations
le prouve.

On peut en fait montrer que si G est un groupe de Lie tel que G/G,, soit fini, alors rang
Go/[Go, Gol Z rang G/[G, Gl.

En effet, considérons les surjections canoniques & et 7, définies sur G, de noyaux respectifs
[G, G] et [Gy, Go). Il existe un homomorphisme nt, surjectif continu de G/ [GT,,'G;] dans
G/[G, G] tel que t=mn, o y. Supposons que G,/[G,, G,] soit de rang p, alors 7, [G,] est
produit direct d’un groupe A isomorphe a R? et d’un groupe compact abélien K ;. Comme
G /Gy estfini, si K est un sous-groupe compact maximal de G, le groupe G s’écrit G, K [37].
Par suite, n(G)=mn, (A)+ 7, (K,)+n(K); le groupe abélien =, (K )+ n(K) est compact et le
rang de m, (A) est inférieur ou égal a p, car 'image par n, de tout sous-groupe a un paramétre
de A est soit d’adhérence compacte, soit homéomorphe a4 R dans = [G] (¢f. X VI, prop. 2.3
de [37]). Il en résulte que le rang de n(G) est inférieur ou égal a p.
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CHAPITRE III

UNE ETUDE PLUS PRECISE DES GROUPES MOYENNABLES
PRESQUE CONNEXES

TELS QUE G/[G, G] ET G,/[G,, G,] SOIENT DE RANG 1

Aprés avoir déterminé au paragraphe A la structure des groupes moyennables presque
connexes tels que G/ [G, G] et G,/[Gy, G,] soient de rangl, nous exhiberons au
paragraphe B une nouvelle classe de groupes de type I. Ce résultat nous permettra :

1° de déterminer complétement la structure des groupes presque connexes unimodulaires
de type II;

2° d’introduire dans le cas non unimodulaire une nouvelle classe de groupes susceptibles
d’étre de type II, appelée la classe 2.

La fin de ce chapitre et les chapitres suivants seront consacrés a I’étude de cette classe 9.

A. Structure des groupes moyennables presque connexes
tels que G/[G, G] et G,/[G,, G,] soient de rang 1

3.1. Notation. — Si N et A sont deux groupes topologiques et 1 un homomorphisme
continu de A dans le groupe des automorphismes continus de N, on note N x , A le produit
semi-direct de ces deux groupes, c’est-a-dire l’ensemble N xA muni du produit
(ny, ay)(ny, ay)=(nyn(ay)(ny), ay ay).

Si N et A sont deux sous-groupes d’un groupe G (LCD) tel que N soit distingué dans G, on
dira encore que G est produit semi-direct du sous-groupe distingué N et du sous-groupe A si
N et A sont deux sous-groupes fermés dans G d’intersection réduite a I’élément neutre et tels
que G s’écrive NA. En effet, G est alors isomorphe au produit semi-direct N x ; A ou pour
tout ae A, n (a) est 'automorphisme intérieur 1, de G restreint a N.

3.2. DEFINITION. — Si G est un groupe de Lie et G, la composante connexe de I’élément
neutre dans G, on désignera par R le radical de G, (i. e. le plus grand sous-groupe connexe

résoluble distingué de G,). Ce groupe R estfermé et si N désigne le groupe [G,,, R](i. . le plus
petit sous-groupe fermé contenant les commutateurs de G, et R), alors N est un groupe
connexe distingué nilpotent (¢f. [10], chap. 1) que I’on appellera le radical nilpotent de G.

Le théoréme de structure que nous prouverons dans ce paragraphe est le suivant :

3.3. TakorREME. — Soit G un groupe moyennable presque connexe tel que G/[G, G] et
Go/[Gy, Gl soient de rang 1. 11 existe alors un sous-groupe compact distingué C dans G tel
que :

1. G/C soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes;

2. le radical nilpotent N de G/C soit simplement connexe;
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3. G/C soit le produit semi-direct de N par un groupe produit direct d’un groupe compact et
d’un groupe isomorphe a R.

3.4. Si G est un groupe presque connexe, il existe [41] des sous-groupes compacts
arbitrairement petits distingués S dans G tels que G/S soit un groupe de Lie ayant un nombre
fini de composantes connexes. Le lemme suivant va nous montrer qu’il nous suffit de prouver
le théoréme 3.3 lorsque G est un groupe de Lie tel que G/G, soit fini.

3.5. LeMME. — Soit G un groupe LCD et S un sous-groupe compact distingué de G. Le
groupe G est presque connexe, moyennable, admet des groupes quotients G/ [G, G] et
Go/[Gy, Gyl de rang 1 si et seulement si le groupe quotient G/S a les mémes propriétés.

Preuve. — Soit p la surjection canonique de G sur G/S. Puisque S est compact, p est une

application fermée: Par suite, la composante connexe p (G), de I’¢lément neutre dans p(G)
est égale a p(G,) et de plus:

r(G, G)=[p(G), p(G)]
et:

P([Go> Gol)=[p(G)o, P(G)])

Par conséquent p (G)/p (G), est isomorphe & G/SG, et p(G)/[p(G), p(G)] (respectivement
2(G)o/[p(G)o, p(G),]) est isomorphe a G/S[G, G] (respectivement SG,/S[G,, G,)).
Comme nous savons que G est moyennable si et seulement si G/S ’est, le lemme est alors
immédiat.

Commengons par étudier la structure des groupes de Lie connexes G, tels que
Gy/[Gy, Go] soit de rang 1.

3.6. LeMME. — Soit G, un groupe de Lie connexe tel que G, /[G,, G, soit de rang 1; alors

si U désigne I'image réciproque dans G, du sous-groupe compact maximal de G,/[G,, Gol, G,
est le produit semi-direct du groupe distingué U et d’un groupe isomorphe d R.

Preuve du lemme. — Le groupe U est un sous-groupe fermé distingué de G, et le groupe
quotient G, /U est isomorphe a R. Notons ¢ et % les algebres de Lie respectives de G,
et U. Considérons pour un élément a de ¢ n’appartenant pas a %, la sous-algebre de ¥
engendrée par a que nous noterons % (a). Comme %4/% est de dimension 1, on obtient :

G=U® £ (a).

Désignons par E le sous-groupe a4 un paramétre de Gy engendré par a. Puisque
Y=9 @ ¥ (a), tout élément d’un voisinage assez petit de e dans G, peut s’écrire ux
avec ue U et xe E. Comme U est distingué dans G, et G, connexe, le groupe G, s’écrit UE,
ol E est I'adhérence de E. Mais puisque G,/U est isomorphe a R, ’ensemble E ne peut
étre compact. Il résulte alors de ([37], XVI, prop. 2.3) que E est fermé et isomorphe a R.
De plus, UnE={e} car le groupe E/UNE, isomorphe & G,/U est isomorphe a R;
il s’ensuit que G, est produit semi-direct de U et.de E.
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Lorsque G est un groupe de Lie tel que G/G, soit fini, nous obtenons le théoréme de
décomposition suivant :

3.7. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie moyennable tel que G /G, soit fini et tel que
G/[G, Glet Go/[Gy, Gy soient de rang 1. Soit N le radical nilpotent de G. Alors il existe dans
G un sous-groupe maximal K et un sous-groupe E isomorphe a R tels que :

1° Pensemble KE soit le produit direct des groupes K et E;

2° le groupe G soit le produit semi-direct du sous-groupe distingué NK et du groupe E.

Preuve du théoréeme 3.7. — L’image réciproque U dans G, du sous-groupe compact

maximal de G, /[G,, G,] est un sous-groupe distingué de G. En effet, G, étant distingué dans
G, pour tout x de G, le sous-groupe x~ ! U x est inclus dans G, et si on appelle «, la
surjection canonique de G sur G/[G,,, G,], le sous-groupe ©r, (x ~! U x) est compact et inclus
dans G,/[Gy, Go), Par suite x ' Ux < U.

Si G, est moyennable, G, /R est compact. Il en résulte que si N est le radical nilpotent
[Go, R] de Gy, le groupe quotient [Gy, Gol/N est compact. En effet, si Go=RS, ou S
est un groupe semi-simple compact, est une décomposition de Levi de G,, on vérifie
aisément que [G,, G,]=[G,, R] [S, S] et donc que [Gy, Go]=[G,, R] [S, S]. On en
déduit que U/N également est compact. En effet U/[G,, G,] est compact et isomorphe &
(U/N)/([Gys Gol/N).

On rappelle maintenant (¢f. XV, th. 3.7 de [37]) que si G est un groupe de Lie tel que
G/G, soit fini et possédant un sous-groupe distingué fermé connexe M tel que G/M soit
compact, alors quel que soit le sous-groupe compact maximal L de G, le groupe G s’écrit ML.
Si on applique ceci au groupe connexe U, on voit donc que U=NK, pour un sous-groupe
compact maximal K, de U. Si K est un sous-groupe compact maximal de G contenant K,
une nouvelle application du méme résultat nous permet d’écrire G=G K.

Notons, comme dans le lemme 3.6, 4 et % les algébres de Lie respectives de G, et U et
considérons la représentation adjointe de K dans 4. Pour tout ke K, Adk (%) < % car U est
distingué dans G. Comme K est compact, il existe (¢f. II, th. 2.2 de [37]) un espace vectoriel
supplémentaire ¥~ de % dans ¥ stable par AdK. Si dans la démonstration du lemme 3.6,
nous choisissons a dans ¥°, nous obtenons :

G=UD % (a) avec AdK[Z(a)] = Z(a).

Il résulte dulemme 3. 6 que, si E est le sous-groupe a un parametre engendré par a, alors E est
fermé dans G, et isomorphe & R et G, est produit semi-direct du groupe distingué U et du
groupe E; de plus, [K, E] < E.

Puisque U=NK,, nous avons :

Go=NK,E et G=G,K=K(NKyE).
Comme N est distingué dans G et K, inclus dans K, nous obtenons :
G=NKE.
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Soit 1 la surjection canonique de G sur G/[G, G]. L’image n(NK) du groupe NK est
compacte car égale a n(K). Puisque par hypothése G/[G, G] est de rang 1, n(E) est
nécessairement isomorphe & R. Par suite, n (NK) est le sous-groupe compact maximal de
G/[G, G]et G/[G, G]est produit direct des groupes t (NK) et  (E). Comme la restriction de

n & E est bijective, I'image réciproque dans G de 1’élément neutre de G/[G, G] est incluse dans
NK. De ce fait, nous obtenons :

NKAE=f{e} et n '[n(NK)]=NK.

Le groupe NK est donc distingué dans G et G est produit semi-direct de ce sous-groupe
distingué et du groupe E.

On sait, de plus, que [K, E] = E. Comme NK est distingué, I’ensemble [K, E] est aussi
inclus dans NK. On en déduit que [K, E]= {e} etle groupe KE est produit direct du groupe K
et du groupe E.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3.3.

3.8. Preuve du théoréme 3.3. — Nous pouvons supposer (¢f. 3.4) que G est un groupe de

Lie tel que G/G, soit fini. Nous savons [30] que le radical nilpotent N =[G, R] qui est un
groupe de Lie connexe, posséde un plus grand sous-groupe compact C et que ce groupe est
central dans N. Comme N est distingué dans G, il est clair que C est distingué dans G.
Puisque de plus, les sous-groupes compacts maximaux d’un groupe de Lie connexe sont
connexes (¢f. th. 6 de [39]) le groupe C est connexe. Nous en déduisons (¢f. XIII, cor. 4.2
de [37]) que le groupe de Lie C compact connexe abélien est un tore, c’est-a-dire un produit
direct d’un certain nombre d’exemplaires du groupe R/Z. Comme le groupe des
automorphismes d’un tore est discret (¢f. 111, prop. 3.2 de [37]), le groupe connexe G, agit
trivialement sur C et C est central dans G,,. De plus, puisqu’un groupe de Lie connexe est
simplement connexe dés qu'un de ses sous-groupes compacts maximaux est simplement
connexe (lemme 3.14 de [39]), le groupe quotient N/C n’ayant pas d’autre sous-groupe
compact que {e} est simplement connexe.

Montrons enfin que le groupe N/C est le radical nilpotent de G/C. En effet, soient 4, Z et
% les algebres de Lie respectives de Gy, R et C et soitfI’homomorphisme d’algébre canonique
de % sur /€. Si R désigne le plus grand idéal résoluble de /%, I'idéal f (#) qui est résoluble
est inclus dans #'. De plus, f ~! (#) extension d’une algébre résoluble par I’algébre résoluble
% est résoluble et est donc inclus dans £ qui est le plus grand idéal résoluble de 4. Par suite
f(#)=%". Notons p la surjection canonique de G sur G/C. Comme C est compact,
l’application p est fermée; donc p(G),=p(G,) et p(R) est un sous-groupe fermé connexe de
P(G),. Le groupe p (R) [resp. p(G),] ayant pour algébre de Lie f (#) = #’ [resp. f (9)=% /%],
ce groupe p (R) est le radical de p(G), et donc de p(G). De plus le radical nilpotent de p (G)
est:

[P(R), p(G)ol=[p(R), p(Go)]=P([R, Gl);

et ce dernier terme est aussi p([R, G,])=p(N) puisque p est fermée continue.
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Nous venons donc de voir que le radical nilpotent de G/C, étant égal a p(N), est
simplement connexe et il nous reste a étudier la structure de G/C. D’aprés le théoréme 3.7, il
existe dans G/C un sous-groupe compact maximal K et un sous-groupe E isomorphe a R tels
que le produit KE soit direct et tels que G/C soit le produit semi-direct des groupes p (N) K et
E. De ce fait, p(N) K nE= {e}. Comme p(N) n’a pas d’autres sous-groupes compacts que
{e}, p(N) " K est réduit & {e}. Il en résulte que p(N) " KE={e} et G/C est produit semi-
direct de son radical nilpotent p (N) et du groupe KE, produit direct des groupes K et E. D’ou
le résultat.

B. Une nouvelle classe de groupes de type I

Le type (I ou IT) d’un groupe étant stable par passage au quotient par un groupe compact,
le théoréme 3.3 conduit a étudier le type des groupes de Lie G, produit semi-direct d’un sous-
groupe N distingué nilpotent connexe simplement connexe et d’un sous-groupe A produit
direct d’un groupe compact et d’un groupe isomorphe a R.

3.9. NotaTtions. — 1. Si G est un groupe de Lie d’algeébre de Lie ¢, nous noterons Ad la
représentation adjointe de G dans 4.

Rappelons que si G a la structure indiquée ci-dessus, 'automorphisme n de A dans le
groupe des automorphismes de N définissant le produit semi-direct N x 2 A est défini, pour
tout a de A, par I'automorphisme intérieur n (@) de G associé a a et restreint a N. Par suite si
nous identifions le groupe nilpotent connexe simplement connexe N a son algébre de Lie A",
l’automorphisme 1 n’est rien d’autre que la représentation adjointe de A restreinte a A"

2. Si W est un espace vectoriel réel, WE désignera I’espace vectoriel complexifié associé
aw.,

3.10. RapPEL. — Soit p une représentation d’un groupe P dans un espace vectoriel
complexe V de dimension finie; un homomorphisme multiplicatif / & valeurs complexes sur P
sera dit poids de p s’il existe un vecteur v non nul de V tel que :

VxeP, px)w)y=I(x)v.
Si / est un poids de p, on note V, le sous-espace vectoriel associé a / suivant :

V,={veV,3IneN tel que [p(x)—/(x)I]"(v)=0, VxeP}.

Si P est un groupe abélien, les sous-espaces V, sont stables par p et V est somme directe des
sous-espaces V;, ou / décrit I’ensemble L des poids de p. Pour x fixé dans P, I’ensemble des
scalaires /(x) pour / appartenant a L, n’est autre que l’ensemble des wvaleurs propres
de p(x). On appellera multiplicité du poids / la dimension de V,.

3.11. TutorEME. — Soit G un groupe de Lie produit semi-direct de deux sous-groupes
Sfermés non triviaux N et A tels que :

1° N soit nilpotent distingué connexe et simplement connexe;
2° A soit produit direct d’un groupe compact K et d’un groupe E isomorphe a R;
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3° si A désigne lalgébre de Lie de N, il n’existe pas d’élément x de E tel que les valeurs
propres de Ad x restreint a N'C soient toutes de module strictement supérieur a 1.

Alors G est un groupe de type 1.

3.12. Remarque. — Le résultat obtenu dans ce théoréme se généralise aux groupes G
produit semi-direct N x , A d’un groupe nilpotent connexe et simplement connexe et d’'un
groupe A produit direct d’un groupe compact et d’un groupe E isomorphe au groupe R ou au
groupe Z des entiers relatifs. Le groupe N de par sa forme est un groupe de Lie et
I’homomorphisme .Z [n (x)] de A" dans 4" tangent a I’'automorphisme n (x) joue pour xe E
le role de Ad x.

3.13. INTERPRETATION DU THEOREME 3.11. — 1. Le module A du groupe G peut s’exprimer
al’aide de ’ensemble L des poids de la représentation adjointe de E restreinte 4 .4°C. En effet,
tout élément g de G s’écrit de maniére unique (n, k, x) ou (1, k, x)e N x K x E et, puisque G
est produit semi-direct des groupes unimodulaires NK et E, nous avons [36] :

Ag)=A(x).
Comme G est un groupe de Lie, nous savons que :
A(x)=|detAd™*(x)|
et ce dernier terme est aussi |det Ad ™! (x)| .4/ puisque KE est unimodulaire. Par suite :

A)=]]1I"' (I,

leL

ou dans le produit les éléments de L sont comptés avec leur ordre de multiplicité.

2. Supposons que le groupe G est non unimodulaire; comme I’espace vectoriel des
homomorphismes continus de E dans (R, +) est de dimension 1, les homomorphismes
Log|!|;/e L, sont tous proportionnels & Log A et le théoréme 3. 11 affirme que si les scalaires
réels, coefficients de proportionnalité entre Log |/| et Log A, pour /e L, ne sont pas tous
strictement de méme signe, alors le groupe G est de type L. ‘

Remarquons qu’il résulte de la relation :

LogA= -} log|/|,

leL

que si ces coefficients de proportionnalité sont tous strictement de méme signe, ils sont tous
strictement négatifs.

3. Supposons que le groupe G est unimodulaire. Alors pour toutxde E, [T /7! (x)|=1et
leL

les valeurs propres de Ad x ne peuvent jamais étre toutes de module strictement supérieur a 1.
Par suite, un groupe de Lie G unimodulaire produit semi-direct d’un sous-groupe N
nilpotent connexe simplement connexe distingué et d’un sous-groupe A produit direct d’un
groupe compact et d’un groupe isomorphe a R est de type I si N n’est pas trivial. Par contre si
N est trivial, le groupe G=A est de type II (1.55b).
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Or, il découle des théorémes 2. 3 et 3. 3 que si G est un groupe presque connexe de type 11, il
:xiste un sous-groupe compact C distingué dans G tel que le groupe G/C soit un produit
semi-direct N x A du type ci-dessus. Comme G est un groupe de type I1 si et seulement si G/C
’est, nous en déduisons que si G est un groupe presque connexe unimodulaire de type II,
G/Cest produit direct d’un groupe compact et d’un groupe isomorphe a R. Il en résulte qu’il
existe un sous-groupe compact K distingué dans G tel que G/K soit isomorphe 4 R. Nous
savons (prop. 9.4 de [38]) qu’il existe alors un sous-groupe F isomorphe a R tel que G soit
produit direct de K et F. Comme un tel groupe est de type II, nous obtenons :

3.14. THEOREME. — Soit G un groupe presque connexe unimodulaire. Il est de type 11 si et
seulement si il est produit direct d'un groupe compact et d’'un groupe isomorphe d R.

3.15. Preuve du théoréme 3.11. — Soit G un groupe vérifiant les hypothéses de ce
théoréme. Remarquons tout de suite que nous pouvons nous restreindre a 1’¢tude des
marches de loi p étalée dont la projection sur E est transiente. En effet, considérons, puisque
[G, G] = NK, le groupe quotient NK/ [G, GJ. S’il n’est pas compact, le groupe G/ [G, G]est
de rang = 2 et G est de type I (th. 2.3). Supposons donc NK/[G, G] compact; alors toute
marche transiente en projection a une projection transiente sur G/NK, groupe isomorphe
a E. Et d’aprés le théoréme 2. 17, prouver que toute marche transiente en projection de loi
étalée sur G est de type I suffit & montrer que G est de type I.

Soit alors une suite (g,),.n d’éléments de G tendant vers § telle que g, x» U converge
vaguement vers une mesure de Radon v. Nous prouverons que v est nulle en construisant un
sous-groupe fermé B distingué dans G, strictement inclus dans N, associé a la suite (g,,),. tel
que:

(i) soit G/B est nonunimodulaire, et si s désigne la surjection de G sur G/B et A le module
de G/B, la suite A(s(g,)) est bornée;

(ii) soit G/B est unimodulaire et de plus G/B s’écrit N° X, A et les valeurs propres de
Mo (x), pour x€E, sont toutes de module 1.

En effet, dans le premier cas, le théoréme 2. 16 nous permettra de conclure que g, , % s (U)
converge vers 0 et donc que g, » U converge vers 0. Dans le deuxiéme cas nous verrons que le
groupe G/B est un groupe de type I, et comme la marche de loi p considérée a une projection
transiente sur E, elle aura une projection transiente sur G/B, projection qui sera donc de
type L

Considérons donc la suite (g,),.n; tout élément g, de cette suite s’écrit
(Vus k> x,) €N x K x E et remarquons que si la suite x, reste dans un compact, la mesure v est
nulle. En effet, si K est un compact de G, et si py désigne la projection sur E:

g, *x U(K) = pe(U) [pelg, ' KII = p, (U)[K, pe(K)),

puisque pg [g,, *] reste dans un compact K, de E. Le dernier terme de I'inégalité est fini puisque
la projection sur E de la marche de loi p est transiente et le théoréme de Lebesgue permet de
conclure.

Supposons donc que la suite (x,),. tende vers I'infini dans E. Soit L ’ensemble des poids
de la représentation adjointe de E dans 4. Quitte & extraire une sous-suite, nous avons,
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puisque E est isomorphe 4 R, trois possibilités pour les poids / de L. Soit | /(x,) | = + o0, soit
[1(x,)| = 0,soit | {(x,)|=1 pour tout n, ce dernier cas concernant exclusivement les poids de
module 1. On associe alors a la suite (x,),.y une partition de L en L*, L°, L~ définie ainsi :

L*={leL, |l(x,)| > 0 quand n — oo},
L™ ={leL, |/(x,)| > + o0 quand n > oo}
L={leL, |/(x,)|=1¥neN}.

L’hypothése (3) faite sur le groupe G assurant qu’il n’existe pas d’¢lément x de E pour lequel
les scalaires réels | /(x) | soient tous strictement supérieurs a 1 (ou tous strictement inférieurs a
1, puisque [/(x~*)|=]|/(x)|”*)entraine que L est toujours distinct de L~ et également de L*.

Si ] est le sous-espace vectoriel de A°C associé au poids / (3.10), posons :

JVE‘—'ZJVU JV8=ZW,, JVC_=ZJV1'

leL* leL® leL”

Comme E est abélien, nous avons (3.10), #/C=A¢ D N2 D A'C, et de la relation
[A ) &) = Ny, vraie pour tout poids /et I’ de L, il résulte que les sous-espaces vectoriels
N &, N N ¢ sont des sous-algébres de AC. Puisque les classes L™, L°, L~ sont stables par
conjugaison, ces algébres sont complexifiées d’algébres réelles A *, /0, A7 et
N=N*DN°PD AN De plus, si:

N =N, A/2=[.A/, JV1]s --wJVp:[JV’ ‘/VP‘I]’ JV"'“:{O}’

désigne la série centrale descendante de .47, il est aisé de voir que toujours grace a la relation
(A, /)] = Ay, silet]'eL, nous avons aussi pour je{l, ...,p}:

N =N AN YDNOAN BN AN,

Alors si N, N° N~ sont les sous-groupes fermés exp (A" "), exp (A°), exp (A4 ~) de N, le

groupe N peut s’écrire N* N° N~ (lemme 3.6 de [43]); et tout élément de N a une écriture

unique dans cette décompositon. En outre, si (N;), ¢; <, désigne la série centrale descendante

de N, (N;=exp A7), pour tout je{l,...,p} le groupe N; s’écrit N NIN; avec
+ - -

N ®~=N,AN*% ",

On peut remarquer que, par construction, N* N° et N® N~ sont des sous-groupes de N et
que N* (resp. N7) est distingué dans N* N (resp. N~ N°),

Comme AdE laisse A", stable pour tout /de L (3.10), et donc laisse invariant les algebres
N, N0 A7, tout élément de AdK commutant avec tout élément de AdE laisse aussi
invariant les espaces ci-dessus. Il en résulte que [N*, KE] = N*, [N° KE] = N° et
[N7, KE] = N".

Nous allons maintenant construire le sous-groupe B annoncé ci-dessus. Nous savons que
par hypothése L est distinct de L*. Nous distinguerons deux cas selon que L~ est vide ou ne
I’est pas. Si L~ est vide, nécessairement L° ne sera pas vide.
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(i) Supposons L™ non vide. Nous allons rechercher un quotient non unimodulaire tel que
sur ce quotient le module prenne une suite de valeurs bornée sur la projection de la suite
(&) nen-

Rappelons que si A est le module sur G, alors (3.13) :

Alg)= ]I (x)1,

leL

ou, dans le produit, les éléments de L sont comptés avec leur ordre de multiplicité. Si L™ était
vide, le module de A (g,) serait borné, et I'idée est donc de prendre le quotient par un groupe
distingué contenant N*.

Désignons pat k le plus grand entierje{ 1, ..., p} telque N; =N~ ; cet entier est inférieur
ou égal & p, car, par hypothése, N~ est non réduita { 0} . Alors 'ensemble B=N* N°N, ,
est un sous-groupe distingué de G;c’est un groupe car N, , , est distingué dans G et car N* est
distingué dans N* N° Comme KE laisse stable N*, N®et N, , ;, nous avons [B, KE]=B. Il
reste & prouver que B est distingué dans N. Mais comme le groupe N, est égal a N7, le
groupe N s’écrit N* N°N, . Donc [N* N°, NJeN*N°N,, , =B, et N, étant distingué
dans N, [N* N°N, , ;, N] est inclus dans BN, , , =B. D’ou [B, N]<B.

Enfin, de par la définition de ’entier &, le groupe B est distinct du groupe N; et comme N est
simplement connexe, B est fermé (chap. XIII, th. 1.2 de [37]). Soit s la surjection canonique
de G sur G/B et A le module de G/B. Le groupe quotient G/B est isomorphe au produit
semi-direct N/B x KE, produit semi-direct déterminé par la représentation adjointe de KE
dans I’algebre de Lie de N/B. Si # désigne I’algebre de Lie de B, nous avons :

Als(g,)]=|detAdx,| !|detAdx,| %

et par suite A [s(g,)] est un produit de | /(x,)| ~!, pour / appartenant a un sous-ensemble non
vide de L.

1l en résulte que A[s(g,)] tend vers zéro lorsque n — oco. Le groupe G/B est donc non
unimodulaire et il découle du théoreme 2.16 que ¢, , % s(U) converge vaguement vers 0.
Par suite, la mesure v est nulle.

(ii) Supposons L~ vide, alors L° est non vide. Le groupe N s’écrit N* N® et N* étant
distingué dans N* N°, est distingué dans G. Posons B=N" et considérons le groupe
quotient G/B, il est isomorphe au sous-groupe H=N° x KE, groupe pour lequel les valeurs
propres de la représentation adjointe de E restreinte & .4#°° sont toutes de module 1. Ce
groupe est de type 1. En effet, si pu, est une mesure de probabilité étalée sur H, les fonctions
u,;-harmoniques bornées et aussi les fonctions p,-harmoniques bornées sont constantes
d’aprés le théoréme V.3 de [1] puisque les valeurs propres de la représentation adjointe Ad
sont de module 1. De plus, comme ce groupe est unimodulaire, la marche de loi p, a la
propriété (P) et il découle de la proposition 2.21 que, puisque H n’est pas produit direct d’'un
groupe compact et d’un groupe isomorphe & R (le groupe simplement connexe N° n’étant pas
trivial), la marche de loi p, est de type 1. Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit
de remarquer que la marche de loi p sur G ayant une projection transiente sur E, aura aussi
une projection transiente sur G/N™* qui sera donc de type 1.
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3.16. Remarque. — Lefait quele groupe H soit de type I est un résultat connu ([12] et [34])
puisque la composante connexe de H est de type (R). Notre démonstration suit d’ailleurs
celle de [12].

C. La classe 9

Ayant déterminé les groupes unimodulaires presque connexes de type II, nous allons
dorénavant nous intéresser aux groupes non unimodulaires presque connexes susceptibles

d’étre de type II, c’est-a-dire a la classe des groupes G moyennables tels que G/[G, G] et

G, /[Gy, Go] soient de rang 1 et tels que les quotients de G par un sous-groupe compact
distingué n’aient jamais la structure énoncée dans le théoréme 3.11.

3.17. DirFNiTION. — Supposons que G soit un groupe de Lie moyennable tel que G/G,

soit fini et tel que les groupes G,/[G,, G et G/[E}TE] soient de rang 1. Nous appelons
décomposition (N, K, E) associée & G ou N est le radical nilpotent, K un sous-groupe
compact maximal, E un sous-groupe isomorphe a R une décomposition de G définie dans le
théoréme 3.7. Soit alors L la famille des poids de la représentation adjointe de E dans A4°C.
L’espace vectoriel, que nous noterons V5, des homomorphismes continus de G dans R(+)
est de dimension 1 et les homomorphismes { Log|/|},., de E dans R(+) se prolongent 3 G
de maniére unique et définissent une famille d’homomorphismes { o, },.; de G dans R que I'on
dit associés a G et qui ne dépendent pas de la décomposition de G choisie.

3.18. Remarque. — Ce sont les mémes homomorphismes que définit A. Raugi dans un
cadre plus général pour étudier les fonctions harmoniques [43].

3.19. Nous allons vérifier la derniére assertion de la définition, a savoir que la famille

{ o}, ne dépend pas de la décomposition choisie. Considérons la suite centrale descendante
de I’algébre de Lie A" de N; soit :

Ni= Ny N=[N N =N, N =[N Ny ], N per={0).

L’espace vectoriel 4" peut étre identifié¢ & la somme directe des espaces vectoriels A" ;/ A",
ou 1 <j<p. Les espaces .A";/ A"}, sont stables par Ad E, et I’ensemble L des poids / de la
représentation adjointe de E dans .4#°C est la réunion des poids des représentations adjointes
de E dans 4§/ A4S, pourje{l, ...,p}.

Soit (N, K, E) une décomposition associée a G. Comme N est distingué dans G et comme
[K, E]=0, le groupe NE est un sous-groupe distingué de G. Ce groupe est de plus résoluble
connexe et est par suite inclus dans le radical R de G. Il en résulte que si K, est le groupe
compact R n K, le groupe R s’écrit NK, E. Comme les sous-groupes compacts des groupes
de Lie connexes résolubles [39] sont abéliens, le groupe K, est abélien, et de ce fait, comme
[E, K]=0, le groupe EK; est abélien.

Par conséquent, tout poids de la représentation adjointe de E dans A~ f I NSy,
Jje{l, ..., p} estla restriction & E d’un poids de la représentation adjointe de EK, dans
NG/ NG,y et est méme comme [N, A"J=A",,,, la restriction & E d’un poids de la
représentation adjointe de R=NK, E dans .4"§/.4°§, ;. Soit donc I'ensemble ® réunion des
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poids ¢ des représentations adjointes de R dans A"§/.47§, ;. Cet ensemble ne dépend pas de
la décomposition de G choisie et si nous restreignons a E les homomorphismes ¢ pour ¢ € D,
nous obtenons ’ensemble L. Par suite, si nous prolongeons & G les homomorphismes
Log|¢|, pour ¢ €®, nous obtenons les homomorphismes (,),.;, puisqu’il y a unicité du
prolongement a G des homomorphismes continus de E dans R(+).

3.20. DerFiniTION. — Supposons que G soit un groupe de Lie non unimodulaire
moyennable tel que G /G, soit fini et tel que les groupes G/[G, G] et G,/[G,, G,] soient de
rang 1. Alors si A désigne le module de G, les homomorphismes a,, /e L, associés 4 G sont
proportionnels a log A et nous appellerons scalaires caractéristiques associés au groupe G les
scalaires réels B,, /e L coefficients de proportionnalité entre les homomorphismes «o; et
I’homomorphisme Log A; c’est-a-dire que, pour /eL :

B;=a,/LogA.

3.21. Remarque. — Si (N, K, E) est une décomposition associée a G, le groupe G est
produit semi-direct de NK et de E et par suite (comme dans 3.13) pour tout
g=(n, x)e NK x E, nous avons :

A(g)=A)=TTII7 (x) I
leL
si s; désigne 'ordre de multiplicité du poids /.
Donc :
LogA=— Y o5
leL
et:

Y Bisi=—1.

leL
En conséquence, si les scalaires caractéristiques 3, associés a G sont de méme signe, ils sont
négatifs.

3.22. DEFINITION DE LA CLASSE 2. — Un groupe G non unimodulaire presque connexe
sera dit de la classe Z si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

(a) le groupe G est moyennable;

(b) les groupes G/[G, G] et G,/[G,, G,] sont de rang 1;

(c) il existe un sous-groupe compact I" distingué dans G tel que le groupe quotient G/T°
soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes et tel que les scalaires
caractéristiques associés & G/I" soient tous strictement négatifs.

3.23. Cette définition est cohérente car les conditions (a) et (b) étant stables par passage
au quotient par un groupe compact, le groupe G/I' vérifie les hypothéses de la
définition 3.20 et I’ensemble des scalaires caractéristiques associés & G/I” est bien défini.

Elle est naturelle, relativement au probléme que nous étudions, puisque nous avons vu
(théorémes 2.3 et 3.3) que si G est un groupe presque connexe de type I, il existe un sous-
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groupe compact C tel que G/C soit le produit semi-direct N x A d’un sous-groupe nilpotent
simplement connexe distingué et d’un sous-groupe A produit direct d’un groupe compact et
d’un groupe E isomorphe a R. De plus, d’aprés le théoréme 3.11, si ce groupe N x A est de
type IL, il existe un élément x de E pour lequel les valeurs propres de Ad x| ¢ soient toutes de
module strictement supérieur a 1. Comme cet ensemble de valeurs propres n’est autre que
I’ensemble { I(x), IeL} si L est I'ensemble des poids de la représentation adjointe de E dans
NE, il est équivalent de dire que les scalaires a,(x) sont tous strictement positifs ou encore
que les scalaires caractéristiques B, associés a G/C sont tous strictement de méme signe et
donc tous strictement négatifs; et cette derniére notion est intrinséque.

3.24. Exemples. — 1. L’exemple le plus simple de groupe de la classe & est le groupe affine
de la droite réelle. Ce groupe est en fait un sous-groupe résoluble du groupe semi-simple
SL (2, R) des matrices carrées réelles de déterminant 1. Plus généralement, soit G un groupe
semi-simple connexe de centre fini et soit G =KAN est une décomposition d’Iwasawa de G :
les sous-groupes K, A, N sont respectivement compact maximal, abélien connexe, nilpotent
simplement connexe; si M est le centralisateur de A dans K, le groupe MAN est un sous-
groupe moyennable maximal de G [26]; alors si A est de rang 1, pour tout sous-groupe M,
de M, le groupe M, AN appartient a la classe 9 [52].

2. Soit G un groupe de Lie non unimodulaire résoluble connexe et simplement connexe.
Alors G est de la classe 2 si et seulement si il existe sur ’algeébre de Lie ¥ de G une métrique &
courbure strictement négative (¢f. déf. 6.2 et cor. 7.8 de [3]).

3.25. STRUCTURE DES GROUPES DE LA CLASSE &. — Nous avons donné dans le théoréme 3.7
la structure des groupes de Lie G ayant un nombre fini de composantes connexes et vérifiant
les conditions (a) et (b) de la définition 3.22 de la classe 9; nous avons défini une
décomposition (N, K, E) associée & G ou N est le radical nilpotent de G, K un groupe
compact, E un groupe isomorphe a R tels que le produit KE soit direct et que G soit le
produit semi-direct de NK et E, mais le groupe N n’est pas nécessairement simplement
connexe et le groupe N N K peut ne pas étre trivial; et il avait été nécessaire de considérer le
quotient de G par un groupe compact pour mettre en évidence un groupe nilpotent
simplement connexe (théoréme 3.3). Nous allons montrer que si G est un groupe de la
classe 2, il existe une décomposition de G du type (M, K’, E) ot M est nilpotent simplement
connexe et ou K’ est un groupe compact tels que le produit K’ E soit direct et que G soit
produit semi-direct du groupe M distingué et du groupe K'E.

3.26. TuEOREME. — Soit G un groupe de Lie tel que G/G, soit fini. Alors G est de la
classe 9 si et seulement si G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés non triviaux
M et A tels que :

1° M soit nilpotent distingué connexe et simplement connexe;

2° A soit produit direct d'un groupe compact K et d’un groupe E isomorphe a R;

3° si M désigne I'algébre de Liede M, il existe un élément x € E tel que les valeurs propres de
Ad x|  soient toutes de module strictement supérieur a 1.

Preuve. — Si G est un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/G,, soit fini, considérons une
décomposition (N, K, E) de G (¢f. déf. 3.17). Soit I' un sous-groupe compact distingué
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de G; comme K est un sous-groupe compact maximal de G, le groupe I" est inclus dans K;
sinon le groupe K T serait un groupe compact contenant K. Le groupe N n T, sous-groupe
compact de N est inclus dans le sous-groupe compact maximum C de N qui est central
dans G, (¢f. dém. de 3.3); nous le noterons C,.

Considérons p la surjection canonique de G sur le groupe G/I". Alors si N’ désigne le
radical nilpotent de G/T", (N’, p(K), p(E)) est une décomposition associée a G/I". En effet, il
est clair que p(K) est un sous-groupe compact maximal de G/T’, que le groupe p(E) est
homéomorphe a R, puisquep—(’]gj ne peut étre compact (¢f. XVI, prop. 2.3 de [37]). Enfin, le
groupe p (N) est inclus dans N’ car p (R) est inclus dans le radical R’ de G/T et que par suite,

PN)=p(Go, R =[p(Gy), p(R)]=[p(G)o, R]=N".
Désignons par A", € et €, les algebres de Lie respectives de N, C et C, et considérons

I’ensemble L des poids / de la représentation adjointe de E dans 4. Si .47, est le sous-espace
associé au poids /, nous avons (¢f. 3.10) :

NE=F N,

leL

L’homomorphisme constant de E dans R™ * (x) sera noté 1 et L’ sera I’ensemble des poids de
L distincts de 1. Nous posons .#“= Y _4",. Alors :

leL’
NC= N DM,

ou A", ={0} si 1 n’est pas un poids.

Comme C, est central dans G, I'espace vectoriel ¢ | est inclus dans .17, et I'espace
vectoriel .4#"€/%¢ est isomorphe & la somme directe des espaces vectoriels .47, /6§ et .4 ©.

Puisque AdE laisse stable €%, nous en déduisons que 1’ensemble L, des poids de la
représentation adjointe de E dans 4"©/% est 'ensemble L' si A" /% est réduita { 0 } et est
I’ensemble L sinon. '

Remarquons que I’algébre de Lie de p (N), groupe isomorphe 8 N/C,, peut étre identifice &
N /%, et qu'un homomorphisme multiplicatif s est un poids de la représentation adjointe de
p(E)dans 4" /€¢ si et seulement si s o p est un poids de la représentation adjointe de E dans
NC/ES.

Choisissons le sous-groupe I" de maniére a ce que le groupe G/I" obéisse a la condition (c)
de 3.22. Comme p(N) est inclus dans le radical nilpotent N’ de p(G), cette condition (c)
assure que si/est un élément de L, log]|/| ne peut jamais étre nul et donc L ne contient pas le
poids trivial 1. Par suite L, =L’ et le groupe 4", /% est réduita {0} . D’ou 4| =6*=%7.

De plus, cette sous-classe L’ =L, de L est stable par multiplication, car toujours a cause de
la condition (c), le produit de deux éléments de L, ne peut étre trivial. Il résulte alors de
Pinclusion [A",, A", ]< A, que .4 est une sous-algébre de .4#"©. Comme L' est aussi une
classe stable par conjugaison, .#© est la complexifiée d’une sous-algébre .# de A"; et N est
somme directe de 1'idéal € et de I’algebre .#.
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L’application exponentielle de .#" dans N étant surjective, si nous posons M =exp .#,
nous obtenons comme [.#, €]=0 :

N=exp[.#DE]=exp(MA)exp(¥)=MC.

Le groupe M est fermé dans N et simplement connexe car isomorphe a N/C.

Le groupe G s’écrit alors MCKE ou encore MKE puisque C =K, et le groupe M n K
sous-groupe compact du groupe simplement connexe nilpotent M est réduit a { e } [37]. De
plus, M est distingué dans G. En effet, Ad E laisse stable les sous-espaces A", pour /e L’ et,
comme Ad K commute avec AdE, AdK laisse aussi stable les espaces .47;. D’ou Ad(KE)
laisse stable ./ et donc [KE, M] =M. Par suite G est produit semi-direct du sous-groupe M
nilpotent connexe, simplement connexe distingué dans G et du sous-groupe KE, produit
direct de K et E. De plus, les poids de la représentation adjointe de E dans .#° sont les
¢éléments de L; or, il résulte de I’assertion (c) qu’il existe un élément x de E pour lequel les
nombres réels a; (x) =Log | /(x) | soient tous strictement positifs pour /€ L, et doncil existe un
¢léement x de E tel que les valeurs propres de Ad x| ¢ soient toutes de module strictement
supérieur a 1. La partie directe du théoréme est prouvée.

Supposons que réciproquement G ait la structure énoncée dans le théoréme. Alors le
groupe ME résoluble connexe distingué dans G est inclus dans le radical R de G. Et comme
G/ME est compact, il en est de méme de G/R. Le groupe G est par suite moyennable
(¢f. th. I1.5 de [1]). Comme il existe un élément x de E pour lequel les valeurs propres de
Adx | ,c solent toutes de module strictement supérieur a 1, nous en déduisons que
(Adx—1d) # =.#.Si & désigne ’algeébre de Lie de E, il existe x € & tel que x=exp x. Alors
Adx=expadx, ou ad est la représentation adjointe de % dans ¥ telle que pour tout

(x,y)e¥x%,adx(y)=[x, yl; et (expad x —Id) A4 = 4. Par suite ad x (.# )= .4 et donc
[&, A= 4.Commele groupe[E, M]sous-groupe du groupe nilpotent simplement connexe
M est fermé, on en déduit que [E, M]=M et les groupes [G,—G] et [G,, G,] contiennent M.
Comme ils sont de plus inclus dans MK, nous en concluons que les groupes G,/[G,, G,] et
G/[G, G] sont de rang 1. Il reste & vérifier la condition (c). Soit alors N le radical nilpotent

[Gy. R] de G: nous venons de voir que McN<MK. Si C est le sous-groupe compact
maximum de N. alors K ~ N est inclus dans C et N s’écrit MC. Comme M est supposé
simplement connexe, M nC= {e}. Considérons le groupe G/C; puisque C est un sous-
groupe compact de N, le radical nilpotent de G/Cest N/C(¢f. dém. de 3.3) et est, par suite,
isomorphe & M. Il est alors clair que I’existence d’un élément x de E pour lequel les valeurs
propres de Adx|j{<E soient toutes de module strictement supérieur a 1 entraine que les
scalaires réels associés a G/C sont tous strictement de méme signe; et G appartient donc a la
classe 2.

3.27. ProposITION. — Si G est un groupe de la classe 9, alors il existe sur G des marches
aléatoires n’ayant pas la propriété (P).

Plus précisément, si G est un groupe de Lie, tel que G/G, soit fini, admettant la
décomposition (M, K, E) donnée dans le théoréme 3.26, les marches sur G n’ayant pas la
propriété (P) sont exactement celles dont la projection sur E est récurrente.
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Preuve. — Elle découle immeédiatement des théorémes de structure des groupes portant des
marches n’ayant pas la propriété (P) obtenus dans [9].

3.28. SiGest un groupe presque ccnnexe contenant un sous-groupe compact S distingué
dans G tel que G/S soit de la classe 2, alors G est de la classe 9. En effet, si G/S vérifie les
conditions (a) et (), il en est de méme de G (lemme 3.5); et de plus de par sa définition la
condition (c) a la méme propriété. Non seulement la réciproque de I’assertion ci-dessus est
vraie, mais tout quotient non unimodulaire d’un groupe de la classe & est de classe . Plus
précisément, nous avons :

3.29. ProposITION. — Si G est un groupe de la classe 9, tout groupe quotient de G est soit
compact, soit produit direct d'un groupe compact et d’un groupe isomorphe da R, soit non
unimodulaire. Dans ce dernier cas, le groupe quotient est aussi de la classe 9.

Preuve. — Commengons par démontrer la proposition lorsque G est un groupe de Lie tel
que G/Gy soit fini. Alors G a la décomposition (M, K, E) donnée dans le théoréeme 3.26.
Soit B un sous-groupe distingué fermé de G et soit pg la surjection canonique de G sur
G/MK isomorphe & E. Si p; (B) est le groupe trivial {0}, le groupe B est inclus dans MK;
alors si m désigne la surjection canonique de G sur G/B, le groupe G/B peut s’écrire
n(M)n(K)n(E) ou n(M) est nilpotent, 7 (K) compact, n(E) homéomorphe a E. Si (M)
est compact, alors G/B est extension de R par un groupe compact et est donc isomorphe au
produit direct de R par un groupe compact (prop. 9.4 de [38]). Si (M) n’est pas conpact,
appelons C son sous-groupe compact maximal. Alors (G/B)/C a la structure énoncée dans
le théoréme 3.26 et est donc de la classe 9. Par suite G/B est de la classe 9 (¢f. 3.28).

Supposons donc que pg (B) n’est pas réduita { 0 } , c’est-a-dire qu’il existe un élément b de B
qui s’écrive ykx ou (y, k, x)e M xK x E et ou x est distinct de I’élément neutre de E. Nous
allons montrer qu’alors B contient M. Comme Adk commute avec Ad x, les valeurs propres
de Ad(kx) | ,c sont comme les valeurs propres de Ad x, soit toutes de module strictement
supérieur a 1, soit toutes de module strictement inférieur a 1. Considérons la suite centrale
descendante (#;),.;, de .#; alors .# peut étre identifié & la somme des sous-espaces
vectoriels /.M ;. ,, 1 Zi<k, et comme Ad (kx) laisse stable les espaces .#;/ .4 ;. ,, pour
1<i<k,les valeurs propres de Ad (kx) | I aC sont des valeurs propres de Ad (kx) | e Par
suite, les valeurs propres de Ad b | aCraC 50Nt puisque [, M ;)= M, ,toutes de module
strictement supérieur a 1, siles valeurs propresde Ad x| ¢ lesont;et par conséquent, il en est
de méme des valeurs propres de Ad b | 4C d’ou (Adb—1d) 4 = 4. En raisonnant comme
dans 3.26, on en déduit que [B, M]= M Comme B est distingué, [B, M] <B et B contient
donp M.Ilen résulte que G/B est soit compact, soit produit direct d’un groupe compact et
d’un groupe isomorphe a R.

Considérons maintenant le cas ou G est un groupe presque connexe de la classe 2. Alors il
existe un sous-groupe compact I tel que G/T soit un groupe de Lie de la classe 2 ayant un
nombre fini de composantes connexes. Soit B un sous-groupe distingué de G. Le groupe
G/BT, groupe quotient de G/T", est soit un groupe de la classe &, soit un groupe compact ou
un produit direct d’un groupe compact et d’un groupe isomorphe a R. Comme G/BI’
est isomorphe a (G/B)/(BI'/B), dans le premier cas G/B admet un quotient par
un groupe compact qui est de la classe 2 et est donc de la classe & (¢f. 3.28); dans le
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deuxiéme cas, G/B est soit compact, soit extension de R par un groupe compact; mais
on sait qu’alors G/B est isomorphe au produit direct de R et d’un groupe compact
(prop. 9.4 de [38]).

3.30. Remarque. — On peut aisément vérifier que si G est un groupe non unimodulaire tel
que ses quotients soient soit compact, soit produit direct d’'un compact et d’un groupe
isomorphe a R, soit non unimodulaire, alors les conditions (a) et (b) dans la définition de la
classe 2 sont vérifiées, mais par contre il n’en est pas de méme de la condition (c). Il suffit par
exemple de considérer le groupe F, produit semi-direct R? x R défini de la fagon suivante : le
produit de deux éléments (u,v,x) et (W,v,x) de R?*xR est donné par
(u+e*™u', v+eP*v’, x+x') ou o et P sont des réels fixés non nuls de signe contraire et
tels que o+ B #0. Le groupe F n’est pas de la classe &, mais vérifie I’assertion ci-dessus.

3.31. Donnons pour terminer un exemple de groupe de Lie connexe moyennable G tel
que G/[G, G] soit de rang 1, mais dont le radical nilpotent N ne peut se mettre sous la forme
MC avec M nilpotent simplement connexe, C compact ce qui insistera sur 'importance de la
condition (c) de 3.22 dans la décomposition MKE des groupes de la classe 2.

Considérons le groupe d’Heisenberg H de dimension 3; c’est-a-dire R* muni du produit
(@, b, c)@, b, cY=(a+a', b+b', c+c’'+1/2(ab’ —a'b)). Si(0, 0, x) est un élément non nul
du centre D de H, notons D, le sous-groupe discret engendré par (0, 0, x). Le centre
C=D/D, de H/D, est compact et si H/D, se mettait sous la forme MC avec M simplement
connexe, il serait abélien. Soit o un réel non nul. Le groupe G connexe produit semi-direct
H/D, x,Roun(x)(a, b, c)=(e**a, e”**b, c) pour x € R est moyennable, vérifie G/[G, G]
de rang 1 et admet pour radical nilpotent H/D,.

Dans les chapitres suivants, nous étudierons exclusivement les groupes de la classe & et
nous prouverons qu’ils sont de type II.

CHAPITRE IV

MESURES LIMITES SUR LES GROUPES DE LA CLASSE 2

4.1. Nous allons supposer que G est un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini.
Un tel groupe est non unimodulaire et A désignera le module. Nous connaissons (th. 3.26)1a
structure de ces groupes et lorsque nous parlerons d’un tel groupe G, il sera toujours sous-
entendu que G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés non triviaux M et A tels
que : '

1° M soit nilpotent distingué connexe simplement connexe;

2° A soit produit direct d’un groupe compact K et d’un groupe E isomorphe a R;

3° si M désigne I'algébre de Lie de M, il existe un élément x de E tel que les valeurs propres

de Ad x| ¢ Soient toutes de module strictement supérieur a 1.
- ‘

4.2. DeFINITION. — Un élément 4 du groupe G sera dit période d’une mesure de Radon
vsur Gsig,xv=v.
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Cette notion de période est distincte de la notion de p-période introduite en 2.4 et le préfixe
 utilisé dans ce cas supprime toute ambiguité de notation. Il est clair que I’ensemble des
périodes d’une mesure de Radon est un groupe.

Au cours des paragraphes A et B de ce chapitre, nous prouverons le théoréme suivant :

4.3. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G /G, soitfini et soit p une
mesure de probabilité étalée sur G. Alors si la marche de loi p est de type 11, I'ensemble des
mesures { €, x U, xeE} admet exactement deux valeurs d adhérence lorsque x tend vers le
point da linfini de E : la mesure nulle lorsque A (x) tend vers zéro et une mesure de Radon v, non
nulle admettant les éléments de A pour périodes lorsque A(x) tend vers + co.

De plus, tout élément non nul de 1, s’écrit €, % v, ou zeM.

Dans le paragraphe C nous étudierons tout particuliérement la mesure v, et le
théoréme 4.21 en donnera une désintégration précise.

4.4. Cethéoréme va résulter d’une étude de laforme des valeurs limites de e, x U lorsque g
tend vers & selon les directions du groupe ou elles sont atteintes.

Soient v un élément de I, et (g,),.n une suite d’éléments de G telle que g, * U converge
vaguement vers v. On peut toujours supposer, quitte a extraire une sous-suite, que la suite
(g,).cn satisfait I'un des trois cas suivants :

Cas I : A(g,) tend vers + oo et py(g,) tend vers le point a I'infini de M.

Cas II : A(g,) tend vers + oo et p,,(g,) converge vers un ¢élément z de M.

Cas 111 : A(g,) reste borné supérieurement.

Dans le cas III, le théoréme 2.16 permet de conclure que v est nulle. Nous nous
intéresserons donc aux cas I et II; nous prouverons dans le cas I que la mesure v est nulle et
dans le cas II que la mesure €_, x v admet les éléments de A pour périodes, si —z désigne
I'inverse de z dans M.

Remarquons tout de suite que si nous considérons les valeurs d’adhérence de
{e,*U, xeE} lorsque x tend vers le point a Iinfini de E, alors puisque A est un
isomorphisme de E dans R**, A(x) tend vers zéro ou vers + oo, et si A(x) tend vers zéro,
d’apreés le cas I1I, ¢, « U converge vaguement vers zéro.

4.5. NotaTioN. — Le groupe G peut €tre identifi€ au produit semi-direct M x , A ou pour
tout a de A, n(a) n’est autre que I’'automorphisme intérieur t, restreint a M. Notons
Pwms Pas Px» Pr les projections respectives sur M, A, K, E. Tout élément g de G s’écrit alors
(Pum(8), PA(8)) ou (pu(8), Pk (8), PE(8)), et si g, et g, appartiennent & G :

8:18:=(Pu(g)N[Pa(g)l(Pm(2), Pa(g1)PA(g2)).

Le groupe M étant nilpotent simplement connexe, nous I’identifierons a son algébre de Lie, le
produit de deux éléments u et v de cette algébre de Lie étant défini par laformule de Campbell-
Haussdorf :

1
uxv=u+v+§[u, v+ ...
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et nous désignerons par M ’algébre complexifiée. L’automorphisme n de A dans AutM
sera alors la représentation adjointe de A restreinte a M. Nous noterons O les éléments
neutresde M, A, K, Eetleséléments yde M, ade A et x de E seront respectivement identifiés
aux €léments (y, 0), (0, a), (0, 0, x) de G.

On désignera par L I’ensemble des poids de la représentation adjointe de E dans I’algebre
de Lie complexifiée du radical nilpotent N de G et les scalaires caractéristiques associés
a G (3.20) seront notés (B,),.... Rappelons (preuve de 3.26) que si C est le sous-groupe
compact maximal de N, le groupe N s’écrit MC. En conséquence, un des scalaires B, est nul si
et seulement si le radical nilpotent de G n’est pas simplement connexe : c’est le scalaire
associé au poids trivial de la représentation adjointe de E restreinte a ’algébre de Lie
complexifiée de C. Tous les autres scalaires caractéristiques B, sont strictement négatifs et ce
sont exactement les scalaires associés a I’ensemble L’ des poids de la représentation adjointe
de E dans M€,

A. Etude du cas I

4.6. TuEorREME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy, soitfini et soit p une
mesure de probabilité étalée sur G. Si(g,),n €St une suite d’éléments de G telle que p\(g,)
tende vers le point a 'infini de M, alors la suite g, x U converge vaguement vers la mesure nulle.

Preuve. — On sait (th. 2.23) qu’il suffit de prouver le théoréme pour les marches sur G
transientes en projection, ou, ce qui est équivalent, puisque Mé[m]CMK, pour les
marches dont la projection sur E est transiente. On supposera donc que p est une mesure de
probabilité étalée sur G telle que la marche sur E de loi pg (1) soit transiente.

Le groupe M étant identifié 4 son algébre de Lie, le produit de deux éléments (y,, a,) et
(y,, a,) de M x A est défini par :

(V1> ) (2, a)=(y; Ad a, (y,), a, a,).

Comme M est nilpotent, le centre Z de M n’est pas réduit 4 {0}. C’est un sous-groupe
distingué de G et appelons 7w, la projection de M sur le groupe quotient M/Z qui sera
noté M.

Soit une suite (g,),.n de G telle que py(g,) tende vers le point a I'infini de M. Quitte a
extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite g, * U converge vaguement vers
une mesure v. Considérons alors la suite 1, opy,(g,) de M, et montrons pour commencer
que, quitte & passer & un quotient adéquat de G, nous pouvons supposer que cette suite
7, o py (g,) admet une sous-suite convergente dans M,.

\

(a) Supposons donc que la suite 7, opy(g,) tende vers le point & linfini de M,.
Remarquons que le groupe G/Z est isomorphe au produit semi-direct M; xKE et
considérons comme ci-dessus le centre Z; de M;. Ce groupe Z, est distingué dans M, xKE
etnotons 7, la surjectionde M, sur M, =M, /Z,. Sila suite m, o, o p\,(g,) tend vers le point
a l'infini de M,, nous recommengons et nous construisons ainsi une suite de groupes
quotients M, =M, _,/Z, _, ou Z, _, est le centre non trivial de M, _;.
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Soit alors r la borne supérieure des entiers k= 1 tels que la suite w0 . . . o7y 0 py(g,) tende
vers le point a I'infini de M,. Cet entier r sera fini puisque la suite des espaces vectoriels M,
est de dimension strictement décroissante, ne serait-ce que lorsque M, , ; ={ 0 }. Considérons
le noyau T, de m,0...om;. Cest un sous-groupe de M distingué dans G et le groupe
quotient G'=G/T, peut étre identifié au produit semi-direct M, x KE. Notons n la
surjection canonique de G sur G’ et étudions la suite n’(g,); par construction :

— la suite py (n'(g,))=m7,0 ... om; opy(g,) tend vers le point & l'infini de M,;

— maislaprojectionm, , ; o py (' (g,)) de cette suite py (n'(g,)) sur M, , ; admet une sous-
suite convergente; et cette propriété est I’équivalent sur G’ de la condition sur G réclamant a
la suite 7, o py(g,) d’avoir une sous-suite convergente.

Considérons alors sur G’ la marche de loi 7’ (u). Cette marche est transiente et a méme une
projection transiente sur E puisque la marche de loi p sur G a cette propriété. Elle a pour
noyau potentiel ' (U) et si nous remarquons que des que la suite €, x 7' (U) converge
vers 0,ilen est de méme de g, x U, nous en déduisons qu’il nous suffit de nous placer sur G’ et
d’étudier le comportement asymptotique de €, )% 1’ (U).

(b) En conséquence, quitte a remplacer G par G’ et quitte 4 extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que la suite m, opy(g,) converge vers un élément u de M;. Comme le
groupe M est simplement connexe et le groupe Z fermé distingué dans M, il existe (¢f. XII,
th. 1.2 de [37]) une section continue s de M; =M/Z dans M telle que =, os soit I'identité
de M/Z et telle que I’application (z, v) — zs(v) soit un homéomorphisme de Z x M /Z sur M.
Alors il existe, pour tout n, un élément z, de Z tel que :

Pv(8n)=2,(som) [Py (g,)].

Posons w,=som;[py(g,)]. La suite py(g,) sécrit-z,w, et comme =, [py(g,)]
converge vers u, la suite w, converge vers w=s(u). Puisque py(g,) tend vers le point
a I'infini de M, la suite z, tend vers le point a l'infini de Z.
Le groupe Z étant le centre de M, nous pouvons écrire py,(g,)=w, z, €t si nous posons
g.=(z,, pa(g,)), nous avons : ¢

gn=(wnzm pA( n))=(wn’ O)g;‘

Soit f un élément de Cy (G). Comme g, x U converge vaguement vers v, il découle de
l'uniforme continuité a gauche de U f que la suite g, * U(f) =g, o *x &, *x U(f) converge
Vers gy, o % v(f). Par conséquent g, » U converge vaguement vers la mesure v, =g, g)-1 % V.
Si nous montrons que v, est nulle, il en sera de méme de v.

Etudions donc la suite g, x U. Nous allons utiliser le lemme suivant :

4.7. LEMME. — Soit p une mesure de probabilité étalée sur G et g, une suite d’éléments de G
telle que €, % U converge vaguement vers v. Alors si il existe une suite x, déléments de G
convergeant vers e telle que la suite x,g,x, * g, * admette une valeur & adhérence y dans G, la
mesure v admet I'élément y comme période.

Preuve du lemme 4.7. — Quitte a extralre une sous-suite, on suppose que la suite
Yn=X,8aX, ' g, ' converge vers y. Alors x,g,x, ' =y,g,. Sif est un élément de C{ (G), on
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considére les fonctions de G dans R définies pour tout (g, x)e G x G par :
R,(x)=Uf(xg) et  H,(x)=Uf(gx).

On sait (prop. 2.7) que les ensembles { R, ge G } et { H,, g G } sont équi-continus en tout
point x de e. Par suite, comme la suite x, converge vers e, on a :

lim Uf(x,g,x, *)=lim Uf(g,)=v(f)
et comme la suite y, converge vers y :
limUf(y,g,)=lim Uf(yg,) =&, * v(f).

Par conséquent, pour tout f de C{ (G) :
v(f)=g,xVv(f)

et la mesure v admet y comme période.

4.8. Reprenons la démonstration du théoréme 4.6 et cherchons des périodes de v;.
Etudions, si x, est une suite quelconque de E, la suite :

Va=Xn&nXn &y 1 =(0,0, x,)(z,, Pa(g2))(0, 0, —x,)(z,, Pa(g,)) "

Comme E est abélien et comme K et E commutent, cette suite est dans M et un calcul
immeédiat prouve que :

yn=(Adxn (Zn)9 0)(—Zn9 0)
Mais puisque Z est abélien et stable par AdE, cette suite est en fait dans Z et
yn=Adxn(2n)—Zn‘
Si & désigne I’algebre de Lie de E, il existe x € & tel que x, =exp x,,. Alors si ad désigne la

représentation adjointe de % dans ¢ définie pour (x, y)e¥ x ¥ par ad x (y)=[x, y], nous
avons :

(adx,

Adx,=expadx,= z ki

Si nous posons :

1
B(x,) Z k— (ad x,)%,

k=22
nous avons :

Adx,=Id+adx,+B(x,)
et
ya=2adx,(z,)+B(x,)(z,).
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Soit b un élément quelconque fixé non nul de &; il existe, puisque & est de dimension 1, pour
toutentier n,unréel ¢,tel que x, =1¢,b. Considérons de plus une norme euclidienne || || sur
I’espace vectoriel M. Alors, comme la suite z, tend vers le point a I’infini de M, la suite || z,, ||
tend vers + co. Posons :

Z'l
v,= .
"zl

Quitte & extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que v, converge vers un élément v
nécessairement non nul de Z. Nous avons donc :

Yo=1,llz, 1l 2db(v,)+B(x,)(z,)

et lorsque n — o0, la suite ad b(v,) converge vers ad b(v).

Or, comme le groupe G est un groupe de la classe &, la représentation Ad de E dans M n’a
aucun poids de module 1 (condition 3) et par suite ad b n’a aucune valeur propre nulle et est
donc un automorphisme de M. En conséquence, puisque v est non nul, ad b (v) est non nul.

Choisissons, si ¢ est un élément quelconque de R, 1a suite ¢, de mani€re a ce que ¢, || z,, || = 1.
Comme || z, || tend vers + oo, la suite ¢, tend vers zéro et la suite x, =exp (¢, b) converge vers

I’élément neutre de E. Montrons qu’alors y, converge vers ¢ ad b (v). I suffit en fait de prouver
que B(x,)(z,) tend vers zéro. Or :

ty*(ad b)* (v,);

1
Br)e)= % £ fllzll GdDF @)=z, 1%

et donc, pour n suffisamment grand :
|B(x,)(z,)|=2tt,explladb]|.[[v]|

et ce dernier terme tend vers zéro, puisque ¢, tend vers zéro lorsque n — 0.

11 découle alors du lemme 4.7 que, pour tout ¢ de R, I'élément fad b(v) est une période
de v,;etle sous-groupe a un paramétre H de M engendré par ad b(v) est donc inclus dans le
groupe de périodes de v;. Comme M est nilpotent simplement connexe, ce sous-groupe H
est aussi simplement connexe.

4.9. Terminons la démonstration du théoréme 4.6 en prouvant que, puisque le groupe
des périodes de v, contient un sous-groupe simplement connexe H de M, I'élément v, de I,
est nul. Le fait que la marche sur E de loi p; (1) est transiente, va intervenir de maniére
fondamentale.

En effet, si H" désigne un supplémentaire de H dans M et si K désigne un compact de A, la
fonctionnelle v¥ définie sur H par :

VKB)=v,[B+H)xK] si Be#(H)
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est une mesure sur H. Comme H est central dans M et comme g, x v, =v,, pour y€ H,nous en
déduisons que £, x Vi =V et que par suite v{ est une mesure de Haar sur H. Puisque H est
simplement connexe, cette mesure de Haar, si elle n’est pas nulle, est de masse infinie.

Mais la marche de loi p; (1) étant transiente, pg (v, ) est une mesure de Radon, et donc pour
tout compact K de A, p, (v,)(K) est fini. Or :

VE(H)=v, M xK)=p, (v,)(K)< 0.

Par suite, pour tout compact K de A, v¥ est la mesure nulle et donc v, est la mesure nulle
sur G.

4.10. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G /G, soit fini et soit
une mesure de probabilité étalée sur G. Considérons I'ensemble J, des valeurs d adhérence de
{e, % U, xeE} lorsque x tend vers le point a linfini de E. Alors l'ensemble 1, est I'ensemble
{e,%v, yeMK, vel }.

Preuve. — Soit v un €lément de 1, et (g,),.n une suite d’éléments de G telle que g, x U
converge vaguement vers v. Nous venons de voir que si py(g,) tend vers.le point a I'infini
de M, alorsla mesure v est nulle. Cette mesure est bien un élément de J u car si x, est une suite
de E telle que A(x,) — 0, nous savons (cas III) que &, x U converge vers zéro.

Supposons donc, quitte a extraire une sous-suite, que p,,(g,) converge vers z et aussi,
puisque K est compact, que py (g,) converge vers k. Alors la suite :

€0.0.p, @ * U= .01 K & *x U,

z7‘(/7\. (gn)s Py (
converge vaguement Vers g, o-: %V lorsque n— co, toujours a cause de l'uniforme
continuité a gauche des fonctions Uf,sife Cy (G). Lamesure g, ; (- % v est donc un élément
de J, et le corollaire 4.10 est prouve.

L’étude du cas II se raméne par suite a la détermination des valeurs d’adhérence de
{e,*x U, xeE} lorsque A(x) tend vers + co.

B. Existence d’une unique valeur d’adhérence v, de {&, x U, xeE}
lorsque A(x) tend vers + co

4.11. ProrosiTiON. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini et soit p
une mesure de probabilité étalée sur G. L’ensemble des mesures {€,% U, xeE} admet
exactement une valeur dadhérence v, lorsque A(x) tend vers 4+ oco. Cette mesure v,
éventuellement nulle, admet les éléments de A pour périodes.

4.12. CorOLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie de la classe D tel que G /G soitfini et p une
mesure de probabilité étalée sur G. Soit v, la mesure définie en 4.11. Si (g,),.n €St une suite
déléments de G telle que A(g,) tende vers + oo et telle que py,(g,) converge vers un élément z
de M, alors la suite €, x U converge vaguement vers &, % V.
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4.13. Comme v, admet pour périodes les éléments de A, ce corollaire découle
immédiatement de 4.10 et 4. 11 et donne le comportement asymptotique du noyau potentiel
dans le cas II. Remarquons aussi que le théoréme 4.3 est une conséquence immédiate
de 4.10 et 4,11.

La preuve de la proposition 4. 11 nécessitera par contre plusieurs lemmes. Notons tout de
suite qu’il n’est pas possible pour cette étude de se restreindre aux marches transientes en
projection. En effet, le théoréme 2.23 affirme qu’a toute marche de loi étalée p récurrente en
projection, on peut associer une marche de loi étalée p transiente en projection telle que

€, % y WP converge vaguement vers 0 si et seulement sie, x Y p? converge vaguement vers
pz20 p20
zéro, mais ne donne aucun critére de comparaison des mesures limites.

4.14. LemMmE. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/G, soit fini et soit
(B1)seL I'ensemble des scalaires caractéristiques associés a G et strictement négatifs. Alors il
existe une norme || || sur M telle que :

Ve>0, JCeR” tel que VveM, VgeG vérifiant A(g)>1,
|Ad(ps(g)(v)) II=C expl(sup B, +¢) LogA(g)] | vl.
leL’

Preuve. — Commengons par prouver que si p est une représentation linéaire du groupe
vectoriel R dans un R-espace vectoriel V de dimension metsi(,), <, <, désignent les poids de
cette représentation dans l’espace vectoriel complexifié V¢ il existe alors une norme
|| || sur V telle que :

|r

(%) VoeV, Vel llp())Is2sup ]
r=1 .

P
sup [, (x)| lvll.
k=1
En effet, identifions R a son algébre de Lie et désignons par dp la différentielle de p. Pour
tout x de R, ’nkous'avons p(x)=exp [dp(x)]=exp[xdp(1)].

Soient (A,),<;<, les valeurs propres de 'homomorphisme propres dp(1) de VE. Alors,
les poids (), <<, de p sont les homomorphismes de R dans C(x ) définis si xeR par
Vi (x)=exp (A, x).

Il existe une base (v;) 1 Si<2 m de VC telle que dans cette base, la matrice de dp (1) soit sous
forme réduite de Jordan :

By :
Ly
™
dp()= | 182
L——2
\
\
\
\
\‘._.._-
'B
0 1 oS |
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ou pour 1<i<s, le bloc B; est associé a une valeur propre A,, 1Sk =p et s’écrit :

O

7/
7
d
/

La matrice B; est en fait la matrice de la restriction de dp(1) & un sous-espace stable de
'espace spectral V, . Si A, est réel, les vecteurs de base de V, seront choisis soit réels, soit
imaginaires purs, et si A, a une partie imaginaire non nulle les vecteurs de base
de Vj et V, seront choisis conjugués. On notera n; I'ordre du bloc B, Pour tout x
de R, la matrice de p(x) est formée des matrices blocs exp (x B;) ou :

—
r nj-1
g X ylx) = === = A== mmm - i)
NQ . RN l| )
~ ~
N S ~ |
N e ~
|
\\ \\ \\\ !
\\ N ~N |
0 < \\ No
I\\ N N N !
| N
TR ) ﬁiﬁk(x) ————————— rlF ¢y (x)
| b '
| O\ \\ \\ :
| \\ \\ \\ |
i o N N o ]
I S o N |
| N o ~ |
| N N N |
I N N e N |
l \\ \\ \\ x l
: \\ \\\ 1—|- (/lk(X)
| \\ N
I \\ \\
| \\ \\
|
! \\\ \\\
|
0 e ——\O ¢k(x)
L

Considérons sur V la base que I’on peut extraire de I’ensemble {v,+v;, 1<i<2m} et
munissons V de la norme || ||, sup des coordonnées dans cette base. Alors, pour tout v
de Vet tout x de R, || p(x)(v)]| vérifie la relation (x).
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Revenons au groupe G considéré dans le lemme. Nous savons (¢f. 4.5) que les scalaires
caractéristiques strictement négatifs (8,),.. sont associés a I’ensemble L’ des poids / de la
représentation adjointe de E restreinte 4 M et que, plus précisément, Log |/|=8,LogA.
Appliquons le résultat ci-dessus a la représentation adjointe de E restreinte & M. Si | |
désigne une norme sur E, il existe une norme || || sur M telle que la relation (%) soit
satisfaite, c’est-a-dire telle que, si m est la dimension de M :

YveM, Vgeg,

1AdGe ) @)1 <2500 ZZE qup expip, Log Aol

r=1 . lel’

Le groupe K étant compact et | p; | proportionnel & | Log A| qui est égal a Log Asur { A>1},
le lemme est aisé & obtenir.

4.15. LeMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy, soit fini. Si g, est une
suite d’éléments de G telle que A(g,) tende vers + oo, alors pour tout élément v de M,
Ad(p,(g,))(v) converge vers zéro dans M.

Preuve. — Il suffit dans le lemme 4. 14 de choisir ¢ suffisamment petit pour que sup §,+¢
leL’
soit strictement négatif.

4.16. LemME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/Gy, soit fini et soit p
une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) sur G. Si v est une valeur d’adhérence
vague de lensemble { €, x U, xe E} lorsque x tend vers le point d I'infini de E de maniére a ce
que A(x) tende vers + oo, alors v admet les éléments de A pour périodes.

Preuve. — Soit(x,),.y une suite d’éléments de E telle que A (x,) tende vers + oo et telle que
g, % U converge vaguement vers v. Si nous ne supposons pas p €talée, nous ne pouvons pas
affirmer a priori qu’il existe une sous-suite x, de (x,),.y telle que pour tout y de G, ¢,,, % U
converge. Mais remarquons qu’ici :

X,y %(Ad X, (P (), PA(Y)) X,

et il découle du lemme 4.15 que, puisque A(x,) tend vers + oo :

Ad x,(py (y)) converge vers 0.

Par suite, pour tout y de G :

lime, , % U=gg oAt * V-
n

Or, nous avons vu (2.11) que si fe C¢ (G), la fonction ¢ définie, pour y dans G, par
¢ (y)=lime, , % U(f) est p-harmonique bornée. Définissons la fonction @' sur A par :

Q' (@)=¢gg, o*xV(f) si aeA.

Cette fonction ¢’ est continue, et comme ¢ =@’ o p,, elle est aussi p, (1)-harmonique bornée.
Puisque A est produit direct d’un groupe compact et d’un groupe isomorphe a R, il découle
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du théoréme classique de Choquet-Deny [13] que ¢’ est constante. Par suite, nous
obtenons :

VaeA, g, ,xv=v.

4.17. LemME. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G/G,, soit fini et soit p une
mesure de probabilité étalée sur G. Alors pour tout fe Cy (G) :

lim Uf(xy)— Uf(x)=0,
x—8
dans E

uniformément pour y appartenant a un compact K, quel que soit le compact K de G.

Preuve. — Lorsque x tend vers le point a I'infini de E de maniére a ce que A(x) tende vers
zéro, alors, pour tout y de G, £, % U converge vaguement vers z€éro (2.16). Lorsque x tend
vers le point a I'infini de E de maniére a ce que A(x) tende vers + co, nous avons montré au
cours de la preuve du lemme 4.16 que, pour tout y de G, g, * U—¢,, % U converge
vaguement vers zéro. Le lemme résulte alors de la relative compacité de ’ensemble de
fonctions { U(c,f)=Uf(x.), xe G } pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact (2.8).

Remarquons que le lemme est encore vrai si au lieu de faire tendre x dans E vers le point a
Iinfini, on fait tendre x vers § dans G; c’est-a-dire que nous avons :

lim Uf(gy)—Uf(g)=0,

g—38

uniformément pour y appartenant & un compact K; ceci tout simplement parce que, lorsque
Pwm(g) tend vers le point a linfini de M, g, x U converge vers zéro.

4.18. — Nous pouvons maintenant prouver la proposition 4.11, c’est-a-dire I’unicité des
valeurs d’adhérence de { e, % U, xe E} lorsque A(x) tend vers + oo. Cette preuve sera peu
différente de celle obtenue lors de I’étude du renouvellement sur les groupes abéliens (chap. 5,
§ 2 de [45]) car la commutativité du groupe E va intervenir de maniére fondamentale.

Preuve de 4.11. — Supposons donc que I’ensemble {&,x U, xe E} ait au moins deux
valeurs d’adhérence lorsque A (x) — oo. Il existe alors une fonction fdans C{ (G) telle que la
fonction Uf'(x) ait au moins deux valeurs d’adhérence lorsque A(x) — oo, x restant dans E.
Soit =0 la plus petite de ces deux valeurs; notons K le support de f.

Fixons €>0 et considérons la suite (x,),.y de E construite par récurrence de la fagon
suivante :

xo=0 et pour tout n>0 :

Uf(x,)<b+27""'e,  Uf(x,')<27" g,
n—1
|Uf(x,y)—Uf(x,)|<27""'e pour tout ye U x; 'K,
i=0
. n—1
[Uf(x, ' y)=Uf(x,*)|<27" ¢ pour tout ye U x;K.

i=0
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Le lemme 4.17 permet d’assurer 1’existence d’une telle suite :

Soit h,=f+0o, f+...+0, f. Le support de h, est contenu dans U x; 'K.

i=0
Nous allons majorer U h, sur le support de /, et le principe du maximum nous donnera une
n
majoration sur G entier. Soit donc ye \U x; 'K. Il existe p tel que yex, 'K.
i=0
Nous avons :

L U, )0)=Ufx,»)<IUSIl;
2. pourie{l, ...,n—p}:

U (o,,, )YWN=1ULGp e MISIUL e )+ TUS x4 0) = Uf (x40 |
§b+2-(p+i)_18+2_(p+i)_18=b+2_(p+i)g,

3. pourief{l,...,p}:
U(o,,_ /)0)=Uflx,-:y)=Uf(x;"y"),
ol y'=x,x,_;y=X,_;X,y par commutativit¢ de E.
Par suite y’ex‘,_,.chL_)1 x;K et nous avons :
j=0
U (o, NOISIUL G DIHIUSG, 1 y)—Uf(x, ) |S27P e +27P =27 P,
Nous en déduisons que :
Uh,(M=Ufll+nb+e
et cette inégalité est vraie partout.
En particulier, nous avons pour tout x de E :
Ufx)+Uf(x,x)+ ... +UfCe,x) S| US| +nb+e,
ce que I’on peut encore écrire, puisque E est abélien :
Uf(x)+Uf(xx )+ ... +Uf(xx,) S| US| +nb+e.
Or, d’apréslelemme 4.17,lim U f(xy) — U f(x)=01lorsque x tend vers le point a 'infini de E.

Par suite, (n+1) lim Uf(x)<||Uf]||+nb+e.

x€eE
A(x)—> ©

En faisant tendre n vers l'infini, nous obtenons lim Uf(x)<b, ce qui est contradictoire

xeE
A(x)—> ©

avec la définition de b. D’ou la proposition 4.11.
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C. Désintégration de v,

4.19. NotaTtions. — Soit G un groupe de Lie dela classe 2 tel que G /G, soit fini. L’espace
homogéne M homéomorphe & G/KE peut étre muni d’une structure de G-espace par
l’application qui a (g, y)€ G x M associe :

g-y=pu(g(, 0))=pu(g).-Ad[pa (@] ().

Si p est une mesure sur G et si m est une mesure sur M, p « m désignera la mesure suivante :
VBeZ (M), u*m(B)=J f 13(g. x)du(g) dm(x).
G JM

Si v est une mesure de Radon sur G, V désignera I'image de v par ’application qui a g
associe g~ 1.

4.20. LEMME. — Soit p une mesure de probabilité sur un groupe de Lie G de la classe 9 tel
que G/Gy, soit fini. Soit v un élément non nul de 1, admettant pour périodes les éléments de A,

PR
alorsv s’écrit m@\, ou m est une mesure sur M telle que i x m=met ot A, est une mesure de
Haar sur A.

Preuve. — Si v admet pour périodes les éléments de A, alors nous obtenons :
VfIECK(M), VfZECK(A), VXGA,
V(1 xf2)=V%(0, x)(f; x f2)=V[f; X0, [2]

Par suite, si la fonction f; est fixée, nous obtenons une mesure sur A invariante par
translation. En conséquence, si A, désigne une mesure de Haar sur A, il existe pour tout
J1€C¢ (M) un réel positif m(f;) tel que V(f; x f2)=m(f1) A, (f2).
L’application de Cx (M) dans R qui &f; associe m(f;) est en fait une mesure de Radon met
e . N
v s’écrit m@A,.
Comme tout élément de I, est p-excessif, nous avons v x p<v et il en résulte que L x m=m.
En effet :

ViieCkM), Vf,eCi(A), V(fi xfo)=my (f) M (L) ZA %V (f1 X f3)

_Z.Jfl (&-¥)/2(pa(8) %) dfi(g) dm(y) dhy(x)Z i % m(fy) s (f3)

puisque A, est invariante par translation.

Remarquons que sila marche de loi p a la propriété (P), les éléments de I, sont p-invariants
(1.3 —a) et par suite {i x m=m. Si la marche de loi un’a pas la propriété (P), ce qui est le cas
sur les groupes de la classe & pour les marches récurrentes en projection (3.27), il n’est pas
possible de dire a priori si les €éléments de I, sont p-invariants, mais si nous montrons que la
mesure m sur M intervenant dans la désintégration de 'unique valeur d’adhérence v, de
{e.*x U, xeE} lorsque A(x) tend vers + co est telle que {i x m=m, alors la mesure v, sera
p-invariante et d’aprés 4.3 il en sera de méme de tous les éléments de I,,. v
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4.21. THEOREME. — Soient G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini et \ une
mesure de probabilité étalée sur G. Sila marche aléatoire droite de loi pwsur G est de type 11, il
existe une mesure positive m sur M telle que i x m=m et c’est de plus la seule mesure, a une
constante multiplicative prés telle que i x m <m. Selon que la marche de loi y est transiente ou
récurrente en projection, la mesure m est de masse finie ou infinie.

Il existe alors une mesure de Haar L, sur A telle que la mesure v, définie en 4.3
by . T~ y ’ . e
s’écrive m@\, et lensemble 1, est formé de la mesure nulle et des mesures toutes distinctes

PN
g, %*mMQN,, z€ M.

4.22. COROLLAIRE. — Soit U une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque
connexe. Tout élément de 1, est p-invariant.

Avant de prouver le théoréme, définissons la marche induite sur M. Nous n’avons pour
Iinstant considéré que des marches aléatoires droites (Q, (X,),cy, (P,),cc) de loip. La
marche aléatoire gauche de loi [i est par définition le triplet (Q, (X,,),¢ v, (P,);cc) OU, pour tout
gde G, P, est une mesure de probabilité sur (Q, # ) telle que (X,,), .y soit relativement a P, une
chaine de Markov d’espace d’états G, de probabilité de transition {i % €. et d’état initial g
(¢f 1.1). Cette marche aléatoire gauche induit sur le G-espace homogéne M une chaine de
Markov de probabilit¢é de transition =m(z, .)=fi*e,, zeM; nous la noterons

(Q’ (Yn)ne N» (P;)yeM)-

4.23. DEerFINITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/G, soit fini et soit p
une mesure de probabilité sur G. La chaine induite sur M de loi [i est par définition le triplet
(Q, (Yo)uens (P}),em) ou, pour tout y de M, P est une mesure de probabilité sur (Q, F#)
(¢f- 1.1) telle que (Y ), v soit relativement & P}, une chaine de Markov d’espace d’états M de
probabilité de transition m(g, .)=p *&,(ze M) et d’état initial y.

4.24. Preuve du théoréme 4.21. — Supposons que la marche aléatoire droite de loi p sur G
est de type II. Alors la mesure v,, unique valeur d’adhérence de {e,* U, xeE} lorsque
A(x) > + oo, est non nulle d’apreés 4. 3. Il existe donc selon le lemme 4. 20 une mesure m non
nulle sur M vérifiant pxm < m et une mesure de Haar A, sur A telles que vo=m @ A,.

Montrons que la chaine induite sur M de loi j1, admettant la mesure m comme mesure
excessive, est récurrente Harris sur un ensemble m-plein. Il suffit de vérifier que si C est un
borélien de M tel que m(C) > 0, alors pour tout y de M, U *¢,(C) est infini. En effet, la
chaine induite de loi p sera alors m-irréductible et comme son noyau n’est pas propre, elle sera
récurrente Harris sur un ensemble m-plein (chap. 3 de [45]).

Sif, etf, sont deux éléments respectifs de C;; (M) et Cx (A), nous avons pour tout y de M :
sup Ux €y, x) (f1 Xf2)=supg * &y, 0)(f1 x0,.f2) = 0 *E, (f1)-

xeE xeE

~ T
U g, ) (f1 Xf2) =€ ndr1(), 1) * U] Xf2).

_ /\ s .
Lorsque A(x~!) > + 00, &, x U converge vaguement vers v, =m ® A, et comme, d’aprés le
lemme 4.15, Ad x~ ! (y) converge vers 0, g _ Adx-1 (), x-1) % U converge aussi vaguement vers v,,.
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Par suite nous obtenons :

9] *g,(f1) 2 lim 8] * e, o1 xf2)=m(f1) s (f2)-
A(x)—=0
>Nous en déduisons en faisant croitre f, vers une fonction constante sur A que si m(f;) > 0,
alors U*ay(fl) est infini pour tout y de M.

Supposons pour commencer que m vérifie L % m=m. La mesure p étant étalée, ﬁ)’ s’écrit,
pour p sAufﬁsamment grand, ¢,mp+v, ou ¢,€C{ (G) et ou ||v,|| =0 lorsque p — 0.
Comme pf * m=m, on en déduit que si C est un borélien de M tel que m(C) > 0, il existe un
entier p tel que @, mp xm(C) > 0. Alors, pour tout y de M :

Uxe,(C)= ¢,my*Uxe, (C)= Uxe,(f))

ou fl(z)=J lc(g.2) @,(g)mp(dg) si zeM. La fonction f; est continue et veérifie
G

m(fy)=¢,mp*m(C) > 0 et il résulte de la premiére partie de la preuve que U *g,(f)) est
infini. Il en est donc de méme de Ux ¢ ,(C) et la récurrence Harris de la chaine est prouvée
dans ce cas.

Il s’agit maintenant de prouver que i % m=m. Remarquons que puisque m n’est pas nulle,
la mesure m’ = ¢, my, *m n’est pas nulle. Il est alors aisé¢ de voir par un argument analogue a
celui utilisé ci-dessus que pour tout borélien C de M tel que m’(C) > 0, U *¢,(C) est infini
pour tout y de M. Par suite, la chaine induite de loi p est récurrente Harris sur un ensemble
absorbant F, m’-plein. Elle admet donc une mesure p-invariante m, portée par F, et c’est, &
une constante multiplicative prés, I'unique mesure portée par F vérifiant p*m, < m.
Montrons alors que si m est une mesure sur M vérifiant i % m < m alors m est proportionnelle
amg. Ecrivons m=my + mgc ot m; et mgc sont respectivement portées par F et F©. Comme F
est absorbant, p % m;. est portée par F et par suite majorée par m;. La mesure excessive mg
portée par F est donc proportionnelle & m, et aussi invariante. Par suite la mesure mg. est
excessive. Mais alors pour 0 <o < 1:

Y o im (F)= | (Yo" e, (F)) dmge () S —— . (F) =0,
M n 11—«

n=0

Or pour tout y, ) o” ﬁ"*gy(F) est strictement positif. Par suite mg(M)=0 et m est
n

proportionnelle a m,. La mesure m est donc invariante et la chaine induite est récurrente
Harris sur un ensemble m-plein. En méme temps nous avons obtenu 'unicité des mesures m
vérifiant g m < m.

Supposons que la marche de loi p soit de plus transiente en projection. Alors comme
vo=m ® A, est valeur d’adhérence de {s *U, xe E}, nous obtenons pour tout compact C de
M et tout compact D de A :

Vo (C xD) = supe, xU(CxD) <supe, xp(U)(D) < co.
xeE x€E
N PNy R -1 . .
Or lorsque C croit vers M, m ® A, (C x D) croit vers m(M) A, (D~ ') qui est donc fini. Par
suite, la mesure m est dans ce cas de masse finie.
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Par contre, si la marche de loi p est récurrente en projection, la mesure m est toujours de
masse infinie. En effet, si ce n’était pas le cas, pour toute fonction f de Cy (M), la fonction ¢
définie sur G par :

0(g)=5,xm(f),

serait p-harmonique bornée. Or nous avons vu en 2.20 que si la marche de loi p sur G est
récurrente en projection, les fonctions p-harmoniques bornées sont constantes. Par
conséquent, la mesure m serait invariante sous I’action de G, donc en particulier invariante
par translation sur M et serait par suite de masse infinie, ce qui est contradictoire.

Prenons les notations de ([45], chap. 6). Nous avons obtenu le résultat suivant :

4.25. ProrosiTioN. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/G, soit fini.
Supposons que la marche aléatoire droite de loi p étalée soit de type 11. Alors la chaine induite
sur M de loi 1 est récurrente Harris sur un ensemble m-plein o m est, a une constante
multiplicative prés, 'unique mesure invariante de la chaine.

Sila marche de loi u est transiente en projection, cette chaine induite est récurrente positive.
Si la marche de loi u est récurrente en projection, cette chaine est récurrente nulle.

4.26. Pour terminer la preuve du théoréme 4.21, il suffit maintenant, compte tenu du
L P ..

théoréme 4.3, de montrer que les mesures €, *m ® A, pour ze M sont toutes distinctes.
Si deux mesures de ce type sont égales, alors il existe un élément z de M tel que :

A
g, xm@A,=m @ A,.

Or, pour tout f; de Cx (M) et tout f, de Cx(A):
m® Ay, x e, (f; sz)zj m* €xq,-1 (f1) 12 (@) Ay (a),
A

OU M % €4, désigne le produit de convolution dans M.
L’application qui & a associe Mm% €,4,(,-1)(f1) est continue et on déduit de I’égalité :

m @ Ay ke~ (f; Xf2)=m(f1) M (f2),
vraie pour tout f, de Cy (A) que, pour tout a de A :
Mm* €xqq-1 (f1)=m(f)
et comme ceci est vrai pour tout f; de Cy (M), nous obtenons :
VacA, m¥gg,,n=m.

Notons H le sous-groupe fermé de M engendré par AdA(z™!). Comme A n’a qu’un-
nombre fini de composantes connexes et comme M est nilpotent simplement connexe, ce
groupe H est connexe. Et pour tout élément 4 de H :

m *8h=m.
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Posons H'=H[M, M]. Ce groupe est fermé connexe distingué dans M. Comme H est stable
par Ad A, il en est de méme de H' et par suite H’ est distingué¢ dans G.

Si H'=M, on prouve, en considérant la suite centrale descendante de M, que H=M. Par
suite la mesure m est une mesure de Haar sur M et la mesure v, est une mesure de Haar a
gauche sur G ce qui est impossible d’apres 1.18.

Si H' est distinct de M, considérons la projection ©t; de G sur G/H’. Le groupe quotient
G/H'isomorphea M/H' x A est, puisque M /H' est un groupe nilpotent simplement connexe
non trivial, un groupe non unimodulaire de la classe &. La marche de loi t, (1) sur G/H' est
donc transiente. Par suite pour tout compact B de G :

vo(B) = supe, xU(B) < supg, ) *n; (U) [r, (B)].

x€E xeE

Soient C, C,, D des compacts respectifs de M, H et A. Alors si nous posons
B=(CC, xD)~!, nous avons puisque C, est inclus dans H':

n,(B)=n,(CxD)" L

Par conséquent si nous faisons croitre C; vers H, il découle de I'inégalité ci-dessus que
Vo [(CH x D)™ !]=m(CH) A, (D) est fini et donc que m (CH) est fini pour tout compact C de
M. Or cette derniére assertion est incompatible avec le fait que m * g, =m pour tout 4 de H.
D’ou le théoréme 4.21.

CHAPITRE V

TYPE DES GROUPES DE LA CLASSE 2

Dans ce chapitre, nous caractériserons les groupes de type II, et nous montrerons :

5.1. THEOREME. — Un groupe presque connexe non unimodulaire est de type Il si et
seulement si il est de la classe 9.

Ce théoréme a pour conséquence qu’un groupe presque connexe est de type 11 si et
seulement si il est soit de la classe 9, soit isomorphe au produit direct d’un groupe compact et du
groupe R.

Nous chercherons a déterminer sur ces groupes les marches de type II et nous étudierons
successivement les marches transientes en projection et les marches récurrentes en projection.
Nous saurons alors d’aprés le chapitre IV dans quelles directions sont atteintes les mesures
limites non nulles et quelle est la forme de ces mesures.

Commengons par définir sur les groupes de la classe & la notion de moment introduite par
Y. Guivarc’h dans [31].
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A. Moments sur les groupes de la classe 2

Nous reprenons les notations de [31].

5.2. DeriNtTION. — Soit G un groupe LCD. Une application borélienne 8 de G dans R est
une jauge si il existe une constante C telle que :

V(x, y)eGxG, d(xy)=dé(x)+o6(y)+C.
Une jauge 8’ domine une jauge  s’il existe deux constantes positives A et B telles que :
VxeG, 8(x)<A¥(x)+B.

Deux jauges qui se dominent mutuellement sont dites équivalentes.

Lorsque G est engendré par un voisinage compact V de I’élément neutre, un exemple
fondamental de jauge est I’application borélienne 3, définie pour tout ge G par :

8y (g)=inf {n =1, geV"}.

Comme cette jauge 6, domine toutes les autres jauges définies sur G (31), il est naturel de
poser :

5.3. DerniTION. — Sile groupe G est engendré par un compact V, une jauge équivalente a
dy sera dite principale.
Rappelons le résultat suivant de [31] : Pour qu’une jauge positive  soit principale, il faut et
il suffit qu’il existe un voisinage compact V de e engendrant G tel que :
Vnx1, #}={geG,d(g)<njcV"

5.4. DEFINITION. — Soit p une loi de probabilité sur un groupe G compactement
engendré. La mesure p sera dite avoir un moment d’ordre B s’il existe une jauge principale
positive 8 telle que 3° soit p-intégrable.

5.5. Remarque. — Si la mesure p admet un moment d’ordre B, il en est de méme de la
mesure . En effet il suffit de remarquer que si V est un voisinage compact symétrique de
I’é1ément neutre engendrant G, la fonction 8y est symétrique.

5.6. Exemples. — 1. Si G=R", une norme quelconque sur R" est une jauge principale et
nous retrouvons les notions classiques de moments.
Plus généralement, considérons un groupe de Lie M nilpotent connexe et simplement
connexe et identifions-le a son algébre de Lie. Soit :
M;=M>M,=[M,M,]... >M,=[M,M,_]>M,,,={0}

la suite centrale descendante de M; alors, I’espace vectoriel M peut étre identifié a la somme
directe des espaces vectoriels M;/M;, ; ou 1 = < p. Si les espaces vectoriels sont normés
par || ||, nous définissons une fonction /4 sur M en posant :

h(m)= sup [/m;||}",
1<j<p

3 SI1 A LY . \
511elementmdeMsecr1tl<Z mj, ou m;e M;/M,, .
Sjsp
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Il est montré dans [31] que / est une jauge principalesiles|| ||, sont choisies correctement.
Nous dirons d’une jauge construite de cette fagon qu’elle est adaptée a M.

2. Soit G un groupe LCD et S un sous-groupe compact distingué dans G. On note p la
surjection de G sur G/S. Il est facile de voir que si 6 est une jauge principale sur G/S, alors
d o p est une jauge principale sur G. Par suite, une loi p sur G a un moment d’ordre B si et
seulement si il en est de méme de la loi p(p) sur G/S.

3. Soit G un groupe LCD et H un sous-groupe fermé de G tel que G/H soit compact. Alors
la restriction a H d’une jauge principale sur G est une jauge principale sur H (th. 1.4 de [30]).

Nous allons expliciter les conditions d’existence de moments pour les groupes presque

connexes de la classe 9. D’aprés ’exemple 2, il suffit de considérer des groupes de Lie tels que
G/G, soit fini.

5.7. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/Gy, soit fini et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. On considére une jauge principale d,, sur M.
Alors une probabilité p sur G admet un moment d’ordre B(P = 1) si et seulement si
[Log(1+3y)]P est py (n) intégrable et si ps (1) admet un moment dordre B.

Preuve. — Ce théoréme découle des résultats de Y. Guivarch obtenus en [31]. Remarquons
tout d’abord que comme le groupe G est produit semi-direct du groupe distingué ME et du
groupe compact K, il résulte de ’exemple 3 de 5.6, qu’il suffit d’étudier I’existence de
moments pour la loi projection sur ME de la loi p.

Considérons la représentation adjointe de E dans M. Comme il existe un élément x de E,
pour lequel les valeurs propres de Ad x |,c sont toutes de module strictement supérieur a 1,
I’automorphisme Ad x est dilatant sur M; et il découle de la proposition 4 de [31] que la
fonction & =Log(1+3,) est E-principale sur M; c’est-a-dire que pour tout x de E, la
fonction |8’ o Ad x — 8’| est bornée et que toute jauge vérifiant cette condition est dominée par
&'. Il résulte alors de la proposition 3 de [31] que si 3, est une jauge principale sur E, la jauge
8y +0'=0,+ Log(1+6,,)est principale sur M x E. Il suffit de choisir comme jauge 3, sur E la
jauge | pg| oit | | désigne une norme euclidienne sur E pour conclure.

5.8. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini, et soit
M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Si || || désigne une norme sur M, alors une
mesure de probabilité p sur G admet un moment d’ordre B (= 1) si et seulement si les fonctions
[Log(1+ [ py () ID]P et | Log A|® définies sur G sont p-intégrables.

Démonstration du corollaire. 11 s’agit seulement de vérifier que lintégrabilité de
[Log (14| pa (. ) ID]1® est équivalente a celle de [Log(1+8y)]®. Prenons les notations de
'exemple 1) de 5.6 et considérons si les espaces vectoriels M;/M;,; ou 1 < j < p sont
normés par || ||, la jauge h adaptée a M définie par :

h(m)= sup |/m;||}/ siom=Y  m, ou m;eM;/M;,
1

15j<p <jsp

et munissons M de la norme || ||; suivante :

[Im|l,= sup ”m,”l
1<jsp
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Comme la jauge principale / est équivalente a la jauge 3y et la norme || ||; équivalente a la
norme|| ||, il résulte de la sous-additivité de la fonction Log (1 + . ) définie sur R* qu’il suffit
de montrer que [Log(1+]| . ||;)]® est intégrable si et seulement si [Log(1+4)]® lest.

Or, des inégalités élémentaires suivantes, valables pour tout me M :

h(m) < sup(1, |Imlly) et |Imll, = sup(l, h(m)P),

il découle que :

Log(1+h(m)) < sup[Log2, Log(1+|/m||,)]
et :

Log(1+|Imll,) < sup[Log 2, p Log(1+h(m))].

D’ou P’assertion.

B. Marches transientes en projection

Sur un groupe G de la classe 9, les marches de loi p transientes en projection sont
exactement celles pour lesquelles la marche sur R** de loi A(p) est transiente.

5.9. THEOREME. — Soit | une mesuré de probabilité étalée sur un groupe presque connexe de
la classe 9. On suppose que la marche de loi A(n) sur R** est transiente.

Si Log A n’est pas p-intégrable, la marche de loi n est de type I.
Si Log A est p-intégrable, il y a deux possibilités selon le signe de :

o= L Log A (g) n(dg).

(1) o > 0, alors la marche de loi p est de type I.

(2) a <0, alors la marche de loi p est de type II si et seulement si p admet un moment
d’ordre 1.

5.10. Remarque. — Le cas o =0 ne peut se produire car si Log A est p-intégrable, la marche
de loi A(p) est transiente si et seulement si o # 0.

Précisons lorsque la marche de loi p est de type I1, les valeurs limites du noyau potentiel et
dans quelles directions elles sont atteintes. Nous supposerons que G est un groupe de Lie tel
que G/G, soit fini, mais remarquons que 2. 14 et 2. 15 nous permettent en fait d’étendre ces
résultats aux groupes presque connexes.

5.11. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/G, soit fini et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Appelons \, la mesure de Haar sur A=KE
dont I'image par Log A est la mesure de Lebesgue sur R. Considérons sur G une mesure de
probabilité étalée p ayant un moment d’ordre 1 et supposons que :

<x=J Log A(g) n(dg) est strictement négatif.
G
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Alors il existe une unique mesure de probabilité m sur M telle que L % m=m, et Pensemble des
valeurs d’adhérences non nulles de {& *U, ge G} est la famille de mesures toutes distinctes
{e, *xvo, yeM} ou:

. IR
Vo=|a|T' m® A,.
Plus précisément, lorsque g tend vers le point d 'infini de G de maniére d ce que A(g) tende vers
zéro, ou que py (g) tende vers le point d linfini de M, g, % U converge vaguement vers 0. En

revanche si A(g) tend vers linfini et si py (g) converge vers un élément z de M, alors €, % U
converge vaguement vers €, *V,.

La connaissance du renouvellement pour la marche sur R de loi Log A (i), image de p par
Log A, va nous apporter d’utiles renseignements. Rappelons donc le théoréme du
renouvellement sur R que ’on peut par exemple trouver dans [45] :

5.12. THEOREME DE RENOUVELLEMENT SUR R. — Soit sur R une marche transiente de loi p,.
Silamesure n, n’a pas de moment d’ordre 1(c’est-a-dire si JI x| du, (x)= o0)lamarche de loi p.,
est de type I.

Si la mesure u, a un moment d’ordre 1, notons c= fx dp, (x). Comme la marche de loi p, est

transiente, le scalaire c est soit > 0, soit < 0.

Si ¢ est positif, alors €, % Z U converge vaguement vers la mesure nulle lorsque x — + 0
n
et €, % Y W] converge vaguement vers la mesure (1/c)), ot Ay est la mesure de Lebesgue

n
sur R, lorsque x > — 0.
Si ¢ est négatif, la conclusion est symétrique.

Une conséquence immédiate de ce théoréme de renouvellement sur R est la suivante :

5.13. LEMME. — Soit . une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque connexe de
la classe 9 telle que la marche sur R de loi (Log A) (1), image de la mesure pn par Log A, soit
transiente.

Si la mesure (Log A) (1) n’a pas de moment d’ordre 1 sur R, la marche de loi p sur G est de
type I. v
Si la mesure (Log A) (1) a un moment d’ordre 1 et si oc=Jx(Log A)(n)(dx) est un scalaire

positif, la marche de loi p est encore de type I.

Preuve. — Sila mesure Log A (i) n’a pas de moment d’ordre 1, la marche de loi Log A (i)
est de typel sur R, et 'homomorphisme LogA étant surjectif, il découle de la
proposition 1.9 que la marche sur G de loi p est de type L.

Si la mesure Log A (1) a un moment d’ordre 1, et si a est positif, alors €, x ) [Log A (u)]"

- converge vaguement vers 0 lorsque x - + co. Comme, pour tout borélien B de G, nous
avons :

Eg% Y 1" (B) = erogag * (Log A)[Y, p"] [Log A(B)IS €rogag * Y. (Log A) ()" [Log A(B)],
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nous en déduisons que lorsque A(g) tend vers + o0, &, %) u” converge vaguement vers 0. Le

n
lemme découle alors du théoréme 4.3.

5.14. Par conséquent nous allons dans toute la suite de ce paragraphe faire I’hypothése
(H) suivante : G étant un groupe presque connexe de la classe 9, |1 est une mesure de probabilité
sur G telle :

(1) Log A soit p-intégrable;
(ii) a=J Log A(g) p(dg) <O.
G

Nous avons vu (th. 4.21) que si un groupe de Lie G de classe 2 tel que G/G,, soit fini, porte
une marche de type 11, il existe, & une constante multiplicative prés, une unique mesure m sur
M telle que p * m=m (produit au sens de G-espace) et que de plus, si la marche de loi A (i) sur
R™* est transiente, cette mesure m est de masse finie. Nous allons donc rechercher de telles
mesures.

1. CONDITION D’EXISTENCE DE MESURES INVARIANTES SUR M.

5.15. THEOREME. — Soit | une mesure de probabilité satisfaisant a 'hypothése (H) sur un
groupe de Lie G de la classe 9 tel que G /Gy, soit fini. Si(M, K, E) est une décomposition de G
définie en4 .1, il existe sur M une mesure de probabilité m telle que p. % m=m si et seulement si i

" a un moment dordre 1 sur G, et de plus cette probabilité m est unique.

5.16. Notons que la fin de I’énoncé de ce théoréme pourrait étre écrite : « il existe sur M
une mesure de probabilité m telle que p*m=m si et seulement si Log(1+]| py(.)]]) est
intégrable (ou || || désigne une norme quelconque sur l’espace vectoriel M), tout
simplement puisque d’aprés 5.8, p a un moment d’ordrel si et seulement si
Log(1+[ pm(.)]l) et Log A sont p-intégrables.

5.17. Remarque. — L’existence de mesures invariantes m du type ci-dessus est donnée sur
I’exemple du groupe affine de la droite réelle dans [1]. Elle a ensuite été prouvée pour des
produits semi-directs R" x R* dans la note [21] écrite en collaboration avec A. Raugi, qui
lui-méme a généralisé ce type de résultats aux groupes moyennables [43]. La preuve donnée
ici est trés proche de celle obtenue pour les groupes R” x | R et nous obtiendrons en méme
temps une condition nécessaire et suffisante d’existence de la mesure invariante m pour des
mesures p vérifiant (H). Remarquons enfin que nous ne faisons pas d’hypothése d’étalement
Sur p.

5.18. La méthode utilisée pour construire la mesure m consiste a exhiber une variable
aleatoire Z deloi m. Etsi(Q, (X,),cn, (P,).ec) désigne la marche aléatoire droite de loi 1, cette
variable aléatoire Z sera en fait obtenue comme limite P, p.s. de la suite py (X,) lorsque
n— . En effet montrons que si py(X,) converge P, p.s. vers Z dans M, la mesure de
probabilité m, loi de Z, vérifie px m=m. Par définition la v.a. X, peut s’écrire P,p.s.
T,...T, ou les T, sont des variables aléatoires indépendantes de loi pi. Or remarquons que
Pm(X,)=T,.py(T,...T,) (produit au sens de G-espace). Si py, (X,) converge P, p.s. vers
une v.a. Z de loi m, il est clair que p\(T,...T,) converge aussi P, p.s. vers une v.a. Z, de
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loi m, et nous avons la relation : Z=T, .Z,. De I'indépendance de T, et des variables T; pour
i > 1, il résulte que les v. a. T, et Z, sont indépendantes. Par suite T,.Z, a pour loi p xm et
donc px m=m.

5.19. Remarquons que si nous avions considéré la marche aléatoire gauche de loi p1, la
projection de cette marche gauche sur M n’est autre que la chaine induite de loi p (déf. 4.23), et
nous savons que si la marche droite de loi p est de type 11, il existe une probabilité m sur M
telle que p * m=m et alors cette chaine induite est récurrente (4.21). Par suite selon que I’on
considére la marche aléatoire droite ou gauche de loi (1, 1a projection de cette marche sur M
sera p.s. convergente ou récurrente.

Etudions la convergence P, p.s. de la suite p,, (X,):

5.20. ProposITION. — Soient G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/Gy, soit fini et p
une mesure de probabilité sur G vérifiant lhypothése (H). Soit (Q, (X,),cn» (Py),cc) la marche
aléatoire (droite) de loi p sur G. Alors la suite py, (X,) converge P, p.s. dans M si et seulement si
la fonction Log[1+|| py (. ) |I] est p-intégrable (o || || désigne une norme quelconque sur M).

5.21. La preuve de cette proposition nécessitera plusieurs lemmes. Nous pouvons écrire
P,p.s., X, souslaforme T,...T, ou les variables aléatoires T;, i€ N, sont indépendantes et
de loi p. Comme le groupe M est identifié a son algébre de Lie, nous obtenons si A désigne
K xE:

P (X,)=pu(X,-1)-Ad(pa (X~ 1) [Pm (T,)] p-s.
et donc :

pM(Xn)=Zl~..Zn p.s.

Zl=pM(T1) et ou pouri>1,
Z;=Ad(ps(X;~1)) [pm(T))].

5.22. LeMME. — Soit M un groupe nilpotent connexe et simplement connexe, et s0it(z,),.n

une suite d’éléments de M. S’il existe une norme || || sur lalgeébre de Lie de M (que 'on identifie

a M) telle que lim ||z, ||'/" < 1, alors la suite (z,. . .z,),cn converge dans M.

Preuve. — Ce lemme va découler du résultat suivant dont la preuve est donnée en
appendice A2 :
SiM est un groupe nilpotent connexe simplement connexe de rang r, il existe une norme|| ||,

sur M et un polynéme a coefficients réels Q, de degré r sans terme constant tels que :
VpeN, V(yy,...,y,)eMP lyiopplly = Qulllyelli+ - +lyplll

Considérons donc une suite (z,),., d’¢léments de M et supposons qu’il existe une norme
Il |lsur Mtelle quelim || z, ||*/" < 1; alors cette propriété est vraie pour toute norme sur M et

n

en particulier pour la norme || ||, définie ci-dessus. L’espace M étant complet, il suffit, pour
prouver la convergence de la suite z, . . .z,, de montrer que :

Ve>0, INeN, Vu>N, Vp>N, 12nZps1---Znsplli S &
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120201 Zaaplls S Qulllzalli+ - #2500 114].

Et puisque lim ||z,||}/"<1, la série de terme | z,||, converge et la suite de terme
n

fz;lli+ ...+ llz,ll; est de Cauchy. Comme le polynéme Q, n’a pas de terme constant,
il est facile de conclure.

5.23. LeMME. — Soit une suite (U,),.n de variables réelles positives, non p.s. nulles,
indépendantes et équidistribuées définies sur un espace de probabilité (Q, <, P). Alors si

Log(1+U,) est intégrable, lim U"=1p.s. et si Log(14+U,) n'est pas intégrable,

lim U =+ 0 p.s.

n

Preuve. — D’aprés la loi du tout ou rien, nous savons que lim Ul est p. s. constante.
Comme U, n’est pas p.s. nulle, il existe deux réels positifs o et & tels que P (U, > 8) soit

supérieur da. Dot )" P(U, > 8)=co. Il résulte alors du lemme de Borel-Cantelli que

limU" > 1p.s.

Sachant qu’une variable aléatoire Y réelle est intégrable si et seulement si
Y P[|Y|>n]< 0, la variable aléatoire (1/a) Log (1+ U,), ol a est un élément de R**. est
n

intégrable si et seulement si :

Y P[Log(1+U,)>an]=) P[Log(1+U,;) > an] < oo,

ce qui est équivalent d’aprés le lemme de Borel-Cantelli a :

lim {Log(1+U,) > an}=0 p.s.

ou encore a :

lim (1+U,)Y" L e’ p.s.

Par suite si Log(1+ U,) est intégrable, pour tout a de R**, lim Ul/" < e%p.s. et donc

n

lim UY/"=1p.s.

Supposons réciproquement que lim UL/ soit p. s. fini. Alors il existe un réel @’ > 0 tel que
n

lim (1 + U,)"/" soit inférieur p.s. & ¢*. Par suite (a’) ! Log (1+ U, ) et donc aussi Log(1+ U,)
sont intégrables. D’ou le lemme.
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5.24. Preuve de la proposition 5.20. — Soit p une mesure de probabilité sur G vérifiant
(H). Supposons de plus que Log[1+ || py (. )]|] soit fi-intégrable. Comme d’aprés 5.21, la
suite py, (X,,) s’écrit P, p. s. Z, ... Z,,il découle du lemme 5.22, qu’il suffit de montrer que :

lim || Z,|I''"<1 P_p.s. pour prouver que py(X,) converge P,p.s.

L’intégrabilité de Log [1+ || py (. ) ||] ne dépendant pas delanorme || || choisie (¢f. 5.8),
munissons M de la norme || || définie dans le lemme 4.14. D’aprés ce lemme :

Ve>0, 3CeR* tel que VYveM, VgeG vérifiant A(g)>1,

1 4d(p5(£))(0) | =C exp [(fuLp Bi+e) Log A(g)lv |I.

Puisque p vérifie la condition (H), Log A est p-intégrable et a=jLog A (g) du (g) est
strictement négatif. Alors d’apres la loi des grands nombres sur R :
1 12
;LogA(X,,):; Y LogA (T;) converge P, p.s. vers J Log A (g) di (g)= —a>0.
i=1 G
Comme Log[1+ ||py(.)]|]) est p-intégrable, il résulte du lemme 5.23 que :
lim || p (T,)[['"=1P, p.s.
Appliquant alors I'inégalité ci-dessus & Z,=Ad p, (X, _,) [py (T,)], nous obtenons :
_ . 1 _
1imIIZ,.II”"§1imeXp[; (sup ﬁz+8)L0gA(Xn-1):|11mIIPM(T,,)II”"
n n leL!

<exp[—a(supB,+¢), P,p.s.

lel!

Comme ce résultat est valable pour tout £>0 et puisque sup B, <0 et a<0, nous en
lel’

déduisons que :

lim||Z,||Y"<1,  P,p.s.

Supposons inversement que Log (1+ [|py (. )]|) ne soit pas fi-intégrable et montrons

qualors lim || Z,, || V" = oo.

n

A cet effet remarquons que py; (T,)=Ad [p, (X,-)]" 1 (Z,).
Par un argument analogue a celui utilisé ci-dessus, nous obtenons :

lim || py (T,) 1" <exp o (inf B,)] lim || Z,, || 1/

lel’

et comme le premier terme de I'inégalité est infini d’aprés 5.23, il en est de méme du second.
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Par suite Z,, ne converge pas P, p. s. vers 0 et donc la suite py (X,)=Z, ... Z, ne converge
pas P,p.s. Et la démonstration de la proposition 5.20 est achevée. Nous pouvons
maintenant prouver le théoréme 5. 15.

5.25. Preuve du théoréme 5.15. — Remarquons pour commencer que pour une mesure
vérifiant 'hypothése (H), les intégrabilités de Log (1 + || py (. )||) relativement & p et i sont
équivalentes, et ceci tout simplement parce que (5.5) il est équivalent pour la mesure p ou
pour la mesure [i d’avoir un moment d’ordre 1 et que (H) assure I'intégrabilité de LogA
relativement a p et i.

Il résulte alors de la proposition 5.20 que si p satisfait a la condition (H) et si
Log(1+|lpm (.)]I) est p-intégrable, py(X,) converge P, p.s. vers une variable
aléatoire Z et la distribution m de Z vérifie (cf. 5.18) la relation pxm=m.

Supposons que réciproquement il existe sur M une mesure de probabilité m’ telle que
pxm' =m'. Alors si ¢ € Cy (M), la fonction f définie pour tout g de G par f (g)= g, xm (¢)
est p-harmonique bornée. De ce fait la martingale bornée :

FXp)=ex xm' (@)= J o [pu(X,) Ad[ps (X,) (V)] m'(dy) convergeP,p.s.
M

Comme d’aprés la loi des grands nombres, 1/n Log A (X,) converge P, p.s. vers —a,
réel >0 puisque p vérifie (H), il résulte de 4. 15 que, pour tout y de M, Ad p, (X,,) (¥) converge
P, p.s. vers 0. La fonction ¢ étant uniformément continue a droite et la mesure m’ bornée,
nous en déduisons que ¢ [ py (X,)] converge P, p.s. Cette convergence ayant lieu pour tout
@ € Cy (R), il en résulte que py (X,) converge P, p. s. vers une variable aléatoire Z de loi m.
Par conséquent, d’aprés la proposition 5.20, la mesure p admet un moment d’ordre 1
et il découle de ’harmonicité de f que :

f@=E[fX,)]=E.[o(Z)]

et par suite m’ (@) =m (¢). D’ou 'unicité de la mesure de probabilité m vérifiant L x m=m. Le
théoréme 5.15 est prouveé.

2. EXISTENCE DE MARCHES DE TYPE 11

Le théoréme 5.15 admet, compte tenu de 4.21, le corollaire immédiat suivant :

5.26. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G y-soit fini. Si p est
une mesure de probabilité étalée sur G vérifiant (H) et n’ayant pas de moment d’ordre 1, alors la
marche aléatoire (droite) de loi p est de type I.

Nous supposerons donc dorénavant que p satisfait (H) et a un moment d’ordre 1 et nous
allons enfin obtenir une classe de marches de type II; nous verrons que I’hypothése
d’étalement n’est pas nécessaire pour prouver que ces marches sont de type II; cette
‘hypothése est en fait utile pour démontrer la nullité des valeurs limites dans la direction ou
Pu(g) tend vers le point & linfini de M.
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5.27. ProposITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G -soit fini. Si p est
une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) ayant un moment d’ordre 1 sur G et
telle que :

o= JLogA(g) du(g)<0,

alors la marche de loi p est de type I1.

5.28. Si p vérifie les hypothéses de la proposition, il existe (¢f. 5.15) une unique mesure
de probabilité m sur M telle que i x m=m. Considérons la mesure de Haar A, sur A dont
I'image par Log A est la mesure de Lebesgue sur R. Nous savons (¢f. 4.11) que, lorsque x
tend dans E vers le point a I'infini de maniére & ce que A (x) tende vers + 00, €, x U converge

. . T~
vaguement Vers une mesure v, et que cette mesure v, s’écrit d’apres 4.21, cm®»X, ou c est un
scalaire réel; de plus ce scalaire ¢ est non nul si et seulement si la marche est de type II. Il va
donc s’agir de déterminer le scalaire ¢ et de prouver qu’il est non nul. L’hypothése
d’étalement était présente dans ’énoncé de 4. 11, mais si nous remarquons que 4.11 repose
sur 4. 16 ou I’étalement n’intervient pas et sur 4.17 ou ’étalement sert seulement & prouver

que lim Uf(x)=0, propriété vérifiée ici sans étalement d’aprés le théoréme de
A(x)=0
xeE

renouvellement sur R puisque o est <0, nous pouvons supposer que p n’est pas étalée.
Ajoutons en outre que si (g,),.n est une suite de G telle que A(g,) = + 0 et py(g,)

/\ .
converge vers z, g % U converge vaguement vers cg, xm®»\,. Considérons la marche
aléatoire droite (Q, (X,),cn, (P,);ec) deloi fi; nous avons que A(X,,) tend P, p. s. vers + oo et
que py(X,) converge P, p. s.; si nous connaissions la limite de &g % U, P, p. s., nous
pourrions déterminer c. L’idée de la démonstration est 13, mais nous allons considérer, au

lieu de la marche droite de loi fi, le processus relativisé associ¢ a la mesure p-invariante
RS
MRA,.

5.29. Processus relativisé. — Soit r une fonction de référence sur G relativement a p (c’est-
a-dire une fonction continue strictement positive sur G telle que le potentiel Ur soit une

RS
fonction continue finie) qui soit m@A\, intégrable. Il existe alors [2] sur I’espace canonique
Q=G", muni de la tribu borélienne %, d’applications coordonnées X,, n=0, une unique

probabilité n"®*A" telle que :
X, €Ay, Xy €Ay, ..., X, €A l=m@\, (I, P ... 1, PL, 1),

pour tout entier n=0 et tout borélien A, ..., A, de G, P désignant la probabilit¢ de
transition P(x, .)=g, % .
5.30. THEOREME DE CONVERGENCE A LA FRONTIERE (¢f. th. 12.2 de [2]). — Lorsque n tend
T~
vers + oo, la suite ex x U/ex % U(r) converge n"®*A" p. 5. vers une variable aléatoire y, d
P
‘valeurs dans I'espace des mesures de Radon sur G et telle que T™®*" p. 5., y(r)=1.
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/\ . i
5.31. Nous allons choisir une fonction de référence r, m@X\, intégrable, pour laquelle
nous connaissons le comportement asymptotique de la fonction potentiel Ur et qui nous

T~
permette de déterminer n"®*A". Le fait que m soit de masse finie, va intervenir de maniére
fondamentale car nous pourrons construire une fonction de référence symétrique qui ne

, . . . . /\ . ,
dépende que de sa projection sur A et qui soit m®X,-intégrable.
5.32. LEMME. — Sous les hypothéses de 5.27, il existe une fonction de référence r sur G

relativement a p telle que : ~
(i) r=r,oLog A ou r, est une fonction définie sur R,

T
(ii)) mA,(r)=1,

(i) lim U,(g)=1/|a], ou oc=JLog A (g) du (g).

Ag)— + o0
Preuve. — Considérons sur R une suite de fonctions f, continues symétriques, croissant
vers 1, telles que f, vaille 1 sur [0, n] soit décroissante sur [n, n+1[ et soit nulle sur
[n+1, + oo[. Désignons par A la mesure de Lebesgue sur R et par U, 4, le noyau potentiel
sur R associé a la mesure (LogA) (). Posons si :

S
c, 2"

n

c,,=sup{ 1’ X(fn)5 “U(LogA)(u)fn“}s r1=Y z YGR
n=1

La fonction symétrique strictement positive r, est une fonction de référence sur R
relativement a (Log A)(u) telle que A(r;)=1 si y est bien choisi.

De plus r, est croissante sur R~ et décroissante sur R* et il découle de la proposition 3.3
de [45] que le théoréme de renouvellement est vrai pour la fonction Uy ,,4)(, 71, €'€st-a-dire
que, puisque :

[ x(Log A)(p)(dx)=0<0, lim Ugeaypr (X)= ﬁ
JR x— + o

Posons r=r;oLog A. Alors comme Ur(g)=U iy 71 [Log A(g)], la fonction
symétrique r est une fonction de référence sur G relativement & p. De plus Ur(g) tend

vers 1/|a | lorsque A(g) » + o0 et comme m est une probabilité m@Ax, (r)=1.

5.33. Etude de n"®*a", — Choisissons comme fonction de référence celle définieen 5.32 et

s
montrons que, vu le choix de r, X, ' X, est, pour tout n, t"®*:" p.s. égale au produit de n
variables aléatoires indépendantes de loi fi. Eneffet,si A, ..., A, sont des boréliens de G :

P
Tr'"®7‘A"[X1_1 Xo€Ay, ..., X, ' X,-1€A,]

— | mond 1, (g5t d 1, (g7 d
Mm@y (dgo) | 1a,(80 " 81) €, *n(dgy) ... | 14, (8n=18n) &, , *1(dg,)T(g)
G G G

RS
=L ‘e LrloLOgA(gogl &) 14 (81) - L, (g,) M@, (dgo) u(dgy) - . . 1(dg,)
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=J j j ri(x+LogA(g; ... g.)) 14 (81) - - . Ly, (€)M (dX) n(dg,) - . . p(dg,)
R JG G

=Ar)pr(A,) . p(A)=p(A,) ... nA,),

puisque A est une mesure de Lebesgue sur R; et X, !X, est le produit de n variables
indépendantes de loi p.

Il découle alors de la loi des grands nombres que :

1 -1 r@r
;LogA(Xo X,)— —a, "M pLos.

. T~
et dela proposition 5.20 que py (X, ! X,) converge n"®*4" p. s. vers une variable aléatoire Z'
de loi de probabilité m, et donc que py (X,) converge p. s. vers X,.Z'.

P
Nous en déduisons (¢f. 5.28) que, lorsque n — o0, &x » U converge vaguement " p s,
FIRRS
VEIS C&x 7 k M@M,.
Or il découle du théoréme de convergence 5.30 rappelé ci-dessus que gy * U/ex x U(r)

T
converge T"®*" p. s. vers une variable aléatoire y telle que y (r)=1p. s.

Comme &y % U(r) converge p. s. vers |o| ', nous venons de prouver que :
T
x=clo|ex, z xm@L,.

Puisque, pour tout z de M, g, * m®X, (r)=A (r,)=1, nous en déduisons que :
c=|a| 1#0.
La marche de loi p est donc en particulier une marche de type 11, d’ou la proposition 5.27.

5.34. Si nous remarquons que le comportement asymptotique de noyau potentiel selon
les différentes directions résulte de 2.16, 4.6 et 4.12 et que le fait que I, soit forme de la

/\
mesure nulle et des mesures toutes distinctes {&, % vy, zeM} ot vo=1/|o| m@2, a été
obtenuen4.21, nous en déduisons que le théoréme 5. 11 est prouvé. Et enfin le théoréme 5.9
résulte immédiatement de 5.13, 5.26 et 5.27.

5.35. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G/G-soit fini et soit p
une mesure de probabilité étalée sur G ayant un moment d’ordre 1 et telle que JLog A(g)du(g)

soit négatif. Alors la chaine induite sur M de loi [i est récurrente Harris positive.

Preuve. — Puisque la marche aléatoire de loi p est transiente en projection et de type II, la
chaine induite sur M de loi i est d’apres 4.25 récurrente Harris positive sur un ensemble F
m-plein. Le corollaire ci-dessus affirme que cet ensemble F est I’espace M entier. Reprenons
les notations de 4.23 et rappelons que si (Q, (Y,),cn, (P),cm) est 1a chaine induite de loi mn
sur M, nous avons pour tout borélien B de M :

P,[Y,eBI=P(, o (X,e(BxA)),
ou A=KE et ou (Q, (X,),cn, (P),cc) est la marche aléatoire gauche de loi fi.
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L’ensemble F sur lequel la chaine est récurrente Harris est formé des éléments y de M tels
que pour tout borélien B de M vérifiant m(B)>0, alors P/, [lim { Y,e B} ]=1. Remarquons

que si y, est un élément de M tel que P, [lim {Y,eF}]1=1, il résultera de la propriété de
Markov que y, est un élément de F.

Comme la mesure p est étalée, toute fonction harmonique bornée relativement a la
probabilité de transition (y, .)={i x &, de la chaine induite est continue et de plus, puisque
[l * m=m, il existe une fonction | continue non nulle telle que m = YA, ou A, est une mesure

de Haar sur M. Par suite lafonction harmonique bornée 4 (y) =P, [lim { Y,eB}](ouBestun

bor¢lien de M tel que m(B)>0) est continue et puisque elle est égale a 1 m-p. s., elle est égale &
1 sur I'ouvert0={ {>0}. De ce fait 'ensemble F contient 0. Si nous montrons que pour

tout y de M, P}, [lim { Y, €0} ]=1, I’assertion F =M sera alors prouvée. Soit x un élément
de F. Nous avons :
P, llim{Y,e0}]=P, ,,[lim {X,e(0xA)}]

=P, o,[lim {X,x"1ye(0xA)}]

=P(, o,lim{Y,Adp,(X,)(x ' y)e0}].

(x,0)P- S

Puisque jLog A (g) dji(g)>0, d’aprés la loi des grands nombres A (X,,)P—» + o0 et donc

“Ad (ps (X)) (x~ ' y) converge P(, ,, p.s. vers 0. Par suite si d est une distance invariante a
gauche sur le groupe M et si #(x,, r) est une boule ouverte de centre x, et de rayon r
incluse dans O :

P(,. ollim {Y,Adp,(X,)(x"* y)€0} 12 P, [lim { Y, e B (xo, r/2)}]
Puisque x € F et puisque m [Z (x,, r/2)]>0;
P [lim{Y,e®B(x,, r/2)}1=1,
et donc P} [lim {Y,e0}]=1.

5.35. Remarque. — Il est possible en étudiant le processus relativisé associé a la mesure de
Haar a droite sur G de déterminer, si p a un moment d’ordre 1 et si o est négatif, les fonctions
p-harmoniques bornées et de retrouver le résultat de [21], & savoir : toute fonction f |i-
harmonique bornée sur G s’écrit :

f(g)=f\lf(g-X)M(dX) ou Ye LM, hy).
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C. Marches récurrentes en projection

5.37. THEOREME. — Soit p une mesure de probabilité étalée sur un groupe presque connexe
de la classe 9. On suppose que la marche de loi A(n) sur R** est récurrente.

Si Log A n’est pas p-intégrable, la marche de loi p est de type I.

Si la mesure p admet un moment d ordre 2+ €, pour un € réel positif quelconque <auquel cas

cx=J Log A (g) du (g)=0>, la marche de loi p est de type 11.
G

Si G est un groupe de Lietel que G/G-soit fini, nous obtenons pour les marches de type 11
le résultat plus précis suivant :

5.38. THEOREME. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G /G, soit fini et soit
M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Appelons A, la mesure de Haar sur A dont
limage par Log A est la mesure de Lebesgue sur R. Soit p une mesure de probabilité étalée sur
G telle que Log® A et Log (1+ |lpy (.)I1)**, ou || || désigne une norme sur Pespace
vectoriel M, soient p-intégrables et supposons que :

°€=J LogA(g)du(g)=0.
G

Alors il existe sur M une mesure m de masse infinie telle que I'ensemble des valeurs
d’adhérence non nulles de { €, % U, g€ G } lorsque g tend vers le point d linfini soit la famille de

mesures distinctes {8y*v0, yeM} ou vo=@ et la mesure m est, d une constante
multiplicative prés, I'unique mesure sur M telle que i x m<m.

De plus le noyau potentiel a un comportement identique a celui indiqué dans le
théoréme 5.11.

5.39. Remarque. — Nous verrons (5.45) que si p est symétrique et si Log? A ou Log
[1+4 || py |11 n’est pas p-intégrable, la marche de loi p est de type I, ce qui confirme que, pour
une mesure symétrique, Log? A p-intégrable est une bonne hypothése. Par contre, il est
possible de construire des mesures (non symétriques) telles que Log? A ne soit pas p-
intégrable, mais telle que la marche de loi p soit de type II.

5.40. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G /Gy, soit fini et soit p
une mesure de probabilité étalée sur G ayant un moment d’ordre 2+ ¢ et telle que la marche de
loi A(p) soit récurrente. Alors il existe, d une constante multiplicative prés, une unique mesure m
de masse infinie telle que p < m=m et la chaine induite sur M de loi n est récurrente Harris
nulle.

Preuve. — 11 découle de 4.25 que puisque la marche sur G de loi pest de type 11, la chaine
induite sur M de loi p est récurrente Harris sur un ensemble F m-plein. Comme de plus les
fonctions p ou fi-harmoniques bornées sur G sont constantes puisque la marche de loi A (n)
est récurrente (¢f. 2.20), on en déduit que F est 'ensemble M entier.
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5.41. Remarque. — La récurrence au sens de Harris de la chaine induite est donc une
conséquence de cette étude du renouvellement. L’existence de telles mesures m est d’autant
plus intéressante que nous savons que les fonctions p ou fi-harmoniques bornées sur G sont
constantes (2.20) et qu’il est possible de construire a 1’aide de m toute une classe de fonctions

harmoniques positives, par exemple f (g) =J ¢ (g.x) m(dx) ou @ est une fonction positive a
M
support compact sur M.
Pour prouver les théorémes 5.37 et 5.38, nous utiliserons la marche transiente en
projection construite en 2.23.

5.42. Passage a la marche transiente en projection. — Considérons sur un groupe G
presque connexe non unimodulaire une mesure de probabilité p étalée telle que la marche de
loi A(p)soit récurrente. Posons p, = Y p"/2"*! et notons (Q, (X,),cw (P,)ee) la marche de

nz0
loi p, . Sit désigne le temps d’entrée dans ]0, 1[ de A(X,,), il est p. s. fini puisque la marche de
loi A(p) est récurrente. Nous avons vu que si nous considérons sur G la marche de loi
p=P_(e, .), elle est transiente en projection par construction et de plus, pour toute suite

(84)e~ tendant vers 8, lasuiteg, x Y, p? converge vaguement vers 0 si et seulement si la suite '
pz0

g, % » p? converge vaguement vers O (th. 2.23).
p20

Nous avons étudié au chapitre IV la forme des valeurs d’adhérence de { & sxU, g€ G}let
nous savons qu’il existe une mesure m (éventuellement nulle) telle que :
— silim A (g)= + oo et si py (g) converge vers z, alors g, %« U converge vaguement vers

T~
€,k MON,;
— silim A (g)=0 ou si py (g) tend vers le point a I'infini de M, alors g, U converge
vaguement vers 0.
Il nous suffit donc pour prouver le théoréme 5. 38 de montrer que la mesure m est non nulle
et le théoréme 2.23 est tout a fait adéquat. Si nous montrons que pour une probabilité p
vérifiant les hypothéses de 5.38 la mesure p admet un moment d’ordre 1, il découlera du

théoréme 5.11 que, puisque f LogA(g) dp(g) est nécessairement négatif, e, x )  p" ne
G nz0
converge pas vers 0 lorsque x tend dans E vers le point a I'infini de maniére a ce que A(x)

tende vers + co. Par suite (2.23) il en sera de méme de e, % )  p” et la mesure m ne sera pas
n=0
nulle.

“La suite de ce paragraphe sera consacrée a I’é¢tude de conditions sur p assurant que la
mesure p admet ou n’admet pas de moment d’ordre 1. Remarquons qu’il est équivalent de
rechercher des conditions sur p, car il est équivalent pour une jauge d’étre intégrable pour p
ou pour ;.

5.43. ProposITION. — Soit G un groupe presque connexe de la classe & et soit (Q, (X,,),cn»
(P,);ec) une marche aléatoire sur G de loi p telle que la marche sur R** de loi A(p) soit

récurrente. Si T désigne le temps d’entrée dans 10, 1[ de A(X,), posons p=P_(e, .).
Si Log A n’est pas p-intégrable, Log A n’est pas p-intégrable.
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Preuve. — SiLog A n’est pas p-intégrable et si la marche deloi A (i) est récurrente, les deux
intégrales :

J_ |x| (Log A) () (dx) et J | x | (Log A) (u) (dx)

R
sont infinies. En effet sil’une de ces intégrales était finie, la 1oi des grands nombres entrainerait
la transience de la marche de loi A(n). Par suite J Lia<ty |Log A (g) | du(g) est infinie et
G

I'inégalité évidente p=p l{a<1) entraine que Log A n’est pas p-intégrable.

5.44. Rappellons quelques résultats de [23] sur les sommes de variables aléatoires
indépendantes réelles :

Soit (U,),.n une suite de variables aléatoires réelles indépendantes sur un espace de
probabilité (Q, o, P). On pose S,= ) U, et on note :

p=1
N={inf n>0, S,>0} et N” =inf {n>0, S,<0}.

Si E (U?)<w et E(U,;)=0:

(i) E(Sy)<oo (XVIIL. S, th. 1 de [23]);

@) P [N>n]~k/ﬁ ou k est une constante réelle (XII.7, th. 1a) de [23]).

Réciproquement si P [N<oo]=P [N” <w]=1 et si E (Sy) et E (Sy-) sont finis, alors
E(U?)< o et E(U,)=0 (XVIII.4, lemme 3 de [23]).

5.45. PROPOSITION. — Reprenons les hypothéses de 5 .43 en supposant de plus p symétrique.
SiLog? A n’est pas p-intégrable ou si p n’admet pas de moment d’ordre 1, la mesure p n’admet
pas de moment dordre 1.

Preuve. — Supposons que LogA soit p-intégrable. Alors E, [Log A (X,)] est fini.
Appliquons la derniére assertion de 5.44 4 S,=LogA (X,), N=1, P=P,. Comme p est
symétrique, E(Sy)=E(Sy-) et ces termes sont finis puisque égaux a E,[LogA(X,)]. Par
conséquent E, (Log? A (X)) est fini et Log? A est p-intégrable ce qui prouve la premiére partie
de la proposition.

Supposons maintenant que p n’admet pas de moment d’ordre 1 et quitte & quotienter par
un sous-groupe compact distingué que G est un groupe de Lie de la classe 2. D’apres ce qui
précede il suffit d’étudier le cas ou Log [1.+ || py(.)]|]] n’est pas p-intégrable. Or puisque p
est symétrique : '

1=J1{A>1} Log[1+ [Ipm(g)Il] du(g)=f1{A<1} Log[1+ [|Adps(g™") (pu(2)) 11dn(g)

et comme [| Adp, (g ™") (pu(g)) | Scll o (2) l(c€ R™) pour tout g tel que A(g)<1 d’aprés
4.14, nous obtenons :

Iéjl{A<l} Log[l+c|lpu(g)ll]1dn(g)=Log(l +c)+J1{A<1} Log[1+ [lpm (@) 11di(g).
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Par suite si Log [1+ || py (. )]|] n’est pas p-intégrable :

Jl{m} Log[1+ [Ipm(g)l11dn(g)

est infini et le résultat découle de I'inégalité p=pf,.)-
5.46. PrROPOSITION. — Reprenons les hypothéses de 5.43 en supposons de plus que G est un
groupe de Lie tel que G/G-soit fini. Soit € un réel >0 et || || une norme sur M.

SiLog? A et Log?* [1+ || py (. )||] sont p-intégrables, alors la mesure p=P (e, .) admet
un moment d’ordre 1.

Il est clair d’aprés la premiére assertion de 5.44 que si E, [Log?A(X;)]< o, alors
E.[|Log A(X,)|]<oo; il s’agit donc d’¢tudier E,[Log(1+ |[py(X,)|)]. Pour le cas du
groupe affine, I’existence de cette intégrale avait été obtenue par Grincevicius dans [27]
et [28].

5.47. LeMME. — Reprenons les hypothéses de 5.46. Soit (T;) une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi p telle X, =T, ... T, pour tout n.

Il existe alors deux constantes ¢ et ¢’ et une norme || ||, sur M telles que nous avons :

Ee[LOg(l+IIPM(XT)II1)]§CE8[L0g<1+ ) IIPM(T,-)I|1>—‘+C'~
i=1 -

i=

Preuve. — Sur ’ensemble {1:=n} :

mX)=puX,)=2,...2,, P.p.s.
ou : ‘
Z,=pu(Ty) et Z;=Ad[p\(X;- ) (pm(T))).

Considérons la norme || ||, sur M construite dans ’appendice A 2; alors si r est le rang
de M :
P XD 2 QUIZy I+ .. +1IZ,11), Pep.s.

ou Q, est un polynéme de degré r sans terme constant et & coefficients positifs.

Sur I'ensemble { t=n} pour toutie {1, ...,n—1}, A(X;) est supérieur a 1. Or d’aprés le
lemme 4. 14, il existe puisque toutes les normes sont équivalentes une constante c, telle que
pour tout'v de M et tout g de G tel que A(g)>1:

1A (pa (@) W)y S ey llolly.

Par conséquent, pour tout ie{1, ..., n}:

NZ: 1l <cillpm (T4, P,p.s.

D’ou si nous posons :
Nr= Z ”pM(Tl)Hl’ ”pM(Xr)”léQr(cl Nr)> Pep' S.
i=1

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N° 2



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 335

Et il est facile de voir qu’il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que pour tout y de R* :

Log[1+Q,(¢; y)lscLog(l+y)+c'.
Par suite :
Log[l+ [[pm(X)Il1]scLog[l+N]J+c¢',  P.p.s.

D’ou le lemme.

5.48. Comme l’intégrabilité de Log 1+ ||py(.) || ne dépend pas de la norme choisie,
nous supposerons que || {|=| ||; et pour prouver 5.47, il nous suffit d’étudier

I'intégrabilité de Log [1 + Y e (Tl 1:| ou les variables aléatoires || py (T;) ||, sont réelles
i=1

indépendantes équidistribuées. Appelons p la loi de la variable aléatoire W, =(Log A (T,),

| ps (T) |l ;) & valeurs dans R? et considérons sur le groupe abélien R? 1a marche aléatoire (Q,

(V)wen> (PL),cq) de loi ji. Notons p, et p, les projections respectives sur les premiéres et

deuxiémes coordonnées. Si t désigne le temps d’entrée de p, (V,) dans]— oo, O[, nous voulons

montrer que Log (1+p,(V,)) est P{ p. s. intégrable.

5.49. LemMme. — Considérons sur R? une marche aléatoire Q, (Vo)rens (Poer:) de

loi . Soit ¢, et @, deux homomorphismes continus non triviaux de R* dans R. Supposons
que (@,)* soit p-intégrable et que ¢, (x)dn(x)=0. Notons t le temps dentrée
]RZ

dans | — oo, O[ de ¢, (V,). Alors si Eq[Log(1+|@,(V,)|)***] est fini pour un certain e R*,
Eo[Log(1+]¢,(V)|)] est fini.

Preuve. — Considérons la suite de temps d’arrét (t, ),y suivante :
1,=0,..., 1:k=inf{n>1:k_1,(pl(V,,)<(p1(V,k_l)}.

Alors Py p.s. t=1,. De la relation 1, =1, _; +71,00,_, il découle que d’une part 7, est une
marche aléatoire sur N de loi la loi de t et que d’autre part (€, (VH)”N, (P, )ccge) et une
marche aléatoire sur R? de loi P_(0, .).

Soit (W), une suite de variables aléatoires indépendantes de loi ji telle que V,= Y W,
i=1

Py p.s. Alors les variables aléatoires V,  —V, = Z W, sont indépendantes P, p.s. et de
i=1,+1

loi P_(0, .); et il résulte du lemme 5.23 que Log (1+]¢,(V,)]) est P, p.s. intégrable

si et seulement si :

R I Y 1/n
lim| @, (V. =V, )|[""=lim| ¥ (W)
n n |i=t,+1 |

est fini P, p.s.

n i=1

Log [1+ | @, (V.)|] sera acquise.

- T, 1/n
Nous allons montrer que lim< Y |(p2(Wi)l) est P, p.s. fini et 'intégrabilité de
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Remarquons tout d’abord que si B est un réel tel que 0<B<1/2, alors E, [t?] est fini. En

effet d’aprés 5.44, P, [r>n]~k/\/z~of1 k est une constante dépendant de E [@?(V,)], et la
série de terme P, [tP>n] est convergente si 1/2B>1. Posons B=1/(2+¢) ol ¢ est la
constante assurant lintégrabilitt de Log[(1+|@,(V)|]1**% Ce réel B est donc
strictement inférieur a4 1/2; et comme 1, est une marche aléatoire il découle de la loi des
grands nombres que :

wh/n— Ey [t}]=E,[1"], Pyp.s.
Reprenant les arguments de [28], nous obtenons, en posant pour ie N, U;=|@,(W,)| :

im| 3 ” lim 1 & Fro 1 T, B
hm[ i; Ui] <lim exp[; Log(i;1 Ui>]§hm exP [ﬁ Log (1 4 izl Ui) y Enﬂ—'

= .}
Comme nous avons vu que t#/n convergeait P, p.s., étudions :

K=E$Log<1+ y Ui>.
n i=1

i=

De l'inégalité :

Log<1+ Z Ui>§|:s1;pLog(1+Ui)]+Logr,,,
i=1

i= i=1

il découle, puisque (Log t,)/1? > 0 quand n — oo, que :

2 p
L/ sup Log(1+U,)"/?
Kgm;B (sup Log (1 +U,.)>=1im =1 .

i=1 Tn

n

Tn B
| X Log1+Uy'P
K<lim| Z=! )

T

Donc :

Or il résulte de la loi des grands nombres, Log (1+ U,)'/? étant intégrable, que :

K<E[Log(1+U,)"F®, P, p.s.
Et donc :

o T, 1/n
lim(Z Icpz(W,.)|> <ooP,p.s.
n i=1

Le lemme est prouve.

En posant ¢, =p, et ¢,=p,, il découle de ce lemme que Log [1+p,(V,)] est Ph-inté-
grable est donc que Log [1 + X llpm (Tl 1] est P,-intégrable.

i=1

Nous déduisons alors du lemme 5.47 que Log [1+ || py (X,) |l ] est P, -intégrable.
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5.50. CorOLLAIRE. — Reprenons les hypothéses de 5.43.
Si p admet un moment d’ordre 2+¢€, p admet un moment d’ordre 1.

5.51. Remarque. — Soit p une mesure de probabilité étalée sur G. Nous venons de voir
que sous des conditions adéquates de moment sur p, la chaine induite de loi p sur M est

récurrente Harris si J Log A(g)p(dg)=0. Comme il est prouvé dans [29] que §i
G

J Log A(g)p(dg) est <0, la chaine induite est transiente, nous obtenons la trichotomie
G

suivante :

La chaine induite de loi p sur M est :

— récurrente Harris positive si p admet un moment d’ordre 1 et si JLog A(g)du(g)>0;

— récurrence Harris nulle si p a un moment d’ordre 2+ ¢ et si [Log A(g)du(g)=0;
‘ J

— transiente si u a un moment d’ordre 1 et si fLog A(g)du(g)<0.
J

CHAPITRE VI

VALEURS D’ADHERENCES DE {¢,* U x¢,, (2, g)eG xG )

6.1. Soit G un groupe de la classe 9 et p une mesure de probabilité sur G étalée.
Nous supposerons que la marche de loi p sur G est transiente en projection de maniére a ce
que I’ensemble { g, xUxe,,(g,8)eGxG } soit relativement compact et nous pouvons alors
rechercher I’ensemble A, des valeurs d’adhérence de cet ensemble lorsque (g, g') tend vers le
point & I'infini de G x G. I est clair que I’ensemble I, des valeurs d’adhérence de {e o *x U,
g€ G }estinclus dans A ; mais nous venons de voir que les résultats obtenus lors de I'étude du
renouvellement sur les groupes de la classe 2 ne sont pas symétriques au sens suivant : si la
marche droite de loi p (étalée) est transiente en projection et de type 11, alors la marche droite
deloipestde type I; autrement dit, sie, * U admet des valeurs d’adhérence non nulles, U x ¢,
n’admet que la mesure nulle pour valeur d’adhérence. La recherche de A, présente
donc l'intérét de symétriser le probléme. Remarquons tout de suite que les €léments
de A, ne sont plus nécessairement p-invariants ou p excessifs.

6.2. Deésignons par o, et 1, les opérateurs de translation a gauche et a droite par g dans
G. Si f est une fonction borélienne, nous posons :

VxeG, o, f(x)=foo,(x)=f(gx) et 1,/ (x)=S(xg).

Soit (g,),n une suite de G tendant vers le point a I’infini. Alors si f € Cg (G), o, fett . f
convergent vers 0 et par suite pour toute mesure bornée v, &, x v(f’)et v x g, (f) convergent
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vers 0. Par contre, si(g,, g,) n€ N est une suite de G x G tendant vers le point a I'infini, la suite
O, T, (/) ne converge pas nécessairement vers 0 et il semble donc intéressant de déterminer
I'ensemble B={ ye G tel que la suite g, yg, ait une valeur d’adhérence dans G }. Si sur un
groupe abélien G, B est soit I’ensemble vide, soit G entier, sur un groupe général ’ensemble B
peut étre variable. Considérons par exemple le groupe affine de la droite réelle G, et écrivons
avec les notations habituelles (¢f. 1.17.y) tout élément g sous la forme (h, a) avec heR et
acR**,

Si g,=(0, a,), g.(v, u)g, ' =(a,v, u) et 'ensemble B associé a la suite (g,, g, *)nen €St
{0} xR** sia,—o0 et G, sia,—0.

Sig,=(h,,0), g,(v, u)g, * =(h,+v—uh,, u) et Pensemble B esr R x { 1} si &, tend vers le
point a I'infini de R.

La proposition suivante étudie précisément I’ensemble B sur les groupes de la classe 9.

6.3. ProposITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/ G, soitfini et soit (M,
K, E)une décomposition de G définie en 4 . 1. Considérons une suite (g, 85 )nen de G x G tendant
vers 8 et appelons B I'ensemble des éléments y de G tels que la suite g, yg, admette une valeur
d’adhérence dans G. Alors quitte a extraire une sous-suite, I'ensemble B vérifie I'une des trois
assertions suivantes :

(1) JueE, BeMKuy;

(2) 3v,eM, Jv,eM, Boo, KEv,;

3) B=G
et Passertion (3) est réalisée si et seulement si, quitte a extraire une sous-suite, g, =zg, ' z, ou
2€@G, (2,),en €St une suite convergente dans G, A(g,) tend vers + oo et py (g,) converge dans
M.

Preuve. — Remarquons, tout d’abord que si B est non vide, il existe, quitte a extraire une
sous-suite de (g, g,),.n Un élément y, de G tel que g, y, g, converge. Parsuite g, =y, ' g, ' z,
ou z, converge dans G et le translaté a droite By, ! de B est tout simplement ’ensemble des
éléments y de G pour lesquels la suite g, yg, ! admet une valeur d’adhérence.

(a) Supposons tout d’abord que A(g,)”' reste borné lorsque n— oo, et écrivons
g,=k,m,x, ou(m,k, x,)e M xK xE. Lorsque A(g,)” ! admet une valeur d’adhérence non
nulle, nous réextrayons au besoin une sous-suite pour que x, converge dans E. Considérons
un élément y=vu ou (v, u)e M xKE de G. Comme pg(g,yg, *)=ps(y), I’élément y
appartient 3 Byg ! si et seulement si py (g, yg, *) admet une valeur d’adhérence dans M. Or :

-1 -1 -17-1 -1 -17-1
gn ygn =kn mll xn Uu'xll mn kn =k7l mn xn vxn umn k'l b
puisque E et K commutent, et :

pM(gnygn_l)=Ad kn[mn Ad xn(v) Ad u(m;l)]

Comme soit x, converge, soit A (x,,) tend vers + oo, il résulte dulemme 4. 15 que dans les deux
cas Ad x,(v) converge. Le lemme suivant est nécessaire pour terminer la preuve.

6.4. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy, soit fini et soit (M, K,
E) une décomposition de G définie en 4.1. Si(m,,),., est une suite de M tendant vers le point d
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Pinfini de M, siw, est une suite convergente de M, alors pour tout élément u de A tel que p; (u) ne
soit pas I'élément neutre de E, la suite m,w, Ad u(m; ') tend vers le point a linfini de M.

Preuve. — Elle repose sur le fait que les valeurs de Ad u ne sont jamais égales a 1, si
Pe(u)#0, puisque G est un groupe de la classe 2 et elle se fait par récurrence sur le rang de
nilpotence de M. Si M est de rang 1, M est abélien et m, w, Ad u(m, *)=w,+(Id — Ad u) m,.
Comme Ad u n’a pas la valeur propre 1, si m, tend vers le point a 'infini de M, il en est de
méme de (Id — Ad u)m,, et donc aussi de m, w, Ad u(m, *). Supposons donc le lemme prouvé
si M est un groupe nilpotent simplement connexe de dimension <r—1 et supposons que M
estderangr. Soit Z le centre de M et soit i, la surjection canonique de M sur M/Z. Le groupe
Z est fermé distingué dans G et G/Z est isomorphe 8 M/Z x KE. Comme M /Z est nilpotent
derang <r,le groupe G/Z vérifie ’hypothése de récurrence. Par suite, si nt, (m,,) tend vers le
point a I'infini de M/Z, &, (m, w, Ad u(m; !)) tend aussi vers le point 4 I’infini et il en est de
méme de m,w, Ad u(m, *). Supposons donc, quitte & extraire une sous-suite, que =« (m,)
converge. Comme M est simplement connexe et comme Z est un sous-groupe distingué fermé
de M, il existe (¢f. XII, th. 1.2 de [37]) une section continue s de M/Z dans M telle que wt; o s
soit l'identité de M/Z. La suite m, s’écrit alors m,=som, (m,)y, ou y,eZ. Comme s
est continue, som, (m,) converge et y, tend vers le point a I'infini de Z. Le groupe Z étant
central, y,w, Ad u(y, !)=w,+(Id—Ad u) y,; comme dans le cas abélien, y,w, Ad u(y, ')
tend vers le point 4 I'infini de M et il en est de méme de m,w, Ad u(m, !). D’ou le lemme.

6.5. Fin de la preuve de la proposition 6.3. — Comme Ad x,(v) converge, il découle du
lemme 6.4 que si m, tend vers le point & I'infini de M, pour tout u de KE tel que pg (u)5 {0},
Pu(g,vug; t) tend vers le point & I'infini et donc By, ' = MK.

Par contre, sim, converge, py (g, yg,” ') reste dans un compact et par suite By, ' =G. Dans
ce cas nécessairement A(g,) — + oo puisque g, tend vers §.

(b) Supposons maintenant que A(g,) tende vers zéro lorsque n— oo et écrivons
g.,=k,x,m, ou (k,, x,, m,)eK xE x M. Soit y=vu ou (v, u)e M xKE un élément de G.
Alors :

g.V8y ' =k, x,m,ym x k!

n

et:
Pm(8nygy )=Ad(k,x,)[m,v Ad u(m, ")].

Comme A (x,) tend vers zéro, il découle du lemme 4. 15 que si py, (g, vg, ! ) admet une sous-
suite convergente, alors la suite m,v Ad u(m; ') admet une sous-suite convergente vers 0.
Ceci est impossible d’aprés le lemme 6.4 si m,, tend vers le point a I’infini et si p; () #0; dans
ce cas encore, ’ensemble By, ! est inclus dans MK.

Supposons donc, quitte a extraire une sous-suite, que m, converge vers m. Alors si y=vu
appartient a Byg !, nécessairement nous avons :

mv Ad u(m™!)=e.

Parsuite,v=m~' Ad u(m)ety=vu=m""' Ad u(m)u=m""' umet donc By, * est inclus dans
m~!KEm. D’ou la proposition.
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Nous serons amenés pour étudier A , a faire une hypothése sur p qui assure que dans les cas

(1) et (2) la mesure ) p" ne charge pas les ensembles B.
nx1

6.6. DEFiNiTION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/G, soit fini, et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Une mesure de probabilité p sur G sera
dite vérifier la condition (C) si pour tout y et y’ de G lamesure e, % ) p" ¢, ne charge nile

n=1

groupe MK, ni le groupe KE.

Rappelons qu’une mesure est dite diffuse si elle ne charge aucun point, et donnons une
condition équivalente a (C).

6.7. ProposITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G soitfini et soit (M,
K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Une mesure de probabilité n sur G vérifie la

condition (C) si et seulement si la mesure py (1) et les mesures py (1 % €,) sont diffuses pour tout z
de M.

Preuve. — Si e, x Y p"x¢, ne charge ni MK, ni KE pour tout y et )’ de G :

nx1
— la mesure p x &, ne charge pas MK pour x€E et donc pg (u)(x~1)=0;
— la mesure g, xp*e, ne charge pas KE pour tout v et z de M et par suite
Pu(pxe,)(w™1)=0.
Réciproquement, supposons que les mesures pg (1) et py (1 * €,) soient diffuses pour ze M
et montrons que pour toute mesure de probabilité p, sur G, la mesure €, % p; 4 1 4 €, ne
charge ni MK, ni KE pour tout y et y’ de G. La proposition sera alors prouvée.

Comme &, % p; x px e, (NK)=g, ()% pg(1;) % pg (1) % €,y ({0}) et comme la convo-
1ée d’une mesure et d’une mesure diffuse est encore diffuse, il est facile de conclure dans ce cas.

Par contre, comme KE n’est pas distingué, p,, n’est pas un homomorphisme, mais si y’' =za
ou (z, a)e M xKE :

e,k x ke, (KE)= f [ I (youv' v’ a)dp, (v, u)d(pxe,) (v, u'),

JG JG

or yvuv'u' a’ € KE si et seulement si py, (v')=py [(yvu) '] et donc par Fubini :

€, % Iy *u*syf(KE)=J dp, (v, u)[f
G .

l{v’=pM[(yvu)'1]} dpM (H * EZ)(U/)]
G

et ce dernier terme est nul puisque py, (1% €,) est diffuse.

6.8. Exemples. — Pour que p satisfasse a la condition (C), il suffit que pg (n) soit diffuse et
que pour toute fonction continue f de KE dans M, la mesure du graphe de f, qui est égale &

J L, = ; wau(v, u), soit nulle.
G

Ceci est réalisé par exemple si p=p,, (1) ® pxe (1) €t si py(n) et pg(n) sont diffuses ou
encore si la mesure p admet une densité par rapport a la mesure de Haar sur G.
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Nous imposerons dorénavant a la mesure p de satisfaire a la condition (C) et nous
prouverons le résultat suivant :

6.9. THEOREME. — Soient G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy, soit finiet (M, K,
E) une décomposition de G définie en 4. 1. Soit p une mesure de probabilité étalée sur G ayant un
moment d’ordre 1, satisfaisant a la condition (C) et telle que la marche de loi y soit transiente en

projection. Notons >oc=J~ Log A(g)du(g).
G

T
Si a<0, considérons la mesure vo=1/|o|m @ A, définie en 5.11; posons :

1 /= 1
Fp={0’ €e mm® >\'A’ 80®pA(U)9 mso ® )\'A}’

o

ou g, (resp. €,) est la mesure de Dirac sur G (resp. M) portée par I'élément neutre. Alors
lensemble A, des valeurs d adhérence de { g, xUxe,,(g,8)eGxG } lorsque (g, g') tend vers
le point a linfini de G x G est égal a :

{e,xvxe,, veF,, (y,y)eGxG}.

Si a>0, alors A,=A;={v,veA;}.
Remarquons que 1/|a |\, est valeur d’adhérence de p, (U) % €,, xe A(¢f. 5.12) et par suite
si €9 ® pa (U) appartient & A, nécessairement 1/|a|g, ® A, est aussi €élément de A,,.

Précisons dans quelles directions les éléments de A, sont atteints.

6.10. PROPOSITION. — Plagons-nous sous les hypothéses de 6.9 et supposons que o est
négatif. Soit (g,, 8»)nen Une suite de G x G tendant vers le point a Uinfini de G x G et telle que
&, % U x g, converge vaguement vers v.

(1) Si quitte a extraire une sous-suite, une des conditions suivantes :
— limA(g,)< ©; '
- li”mA(g;)= + 003
n
— Pm(g,) tend vers le point a linfini de M;
— pulg,™Y) tend vers le point a linfini de M

est satisfaite, alors la mesure v est nulle ou égale d €, (y € G) selon que g,g, tend vers le point a
linfini de G ou converge vers un élément y.

(2) Supposons que py(g,) et py (2.~ ") convergent dans M: il existe alors, quitte a extraire
une sous-suite, deux éléments y et y' de G tels quev==g, % vi x &, 0t v, =limg, ., % Ux g, (.
n
(o) SiA(g,) tend vers + oo et si A(g,) converge vers un élément non nul, auquel cas pg(g,)
converge vers un élément x de E, alors vi=1/|a|m @\, x&,.
(B)Si A(g,) tend vers + oo et si A(g,) tend vers zéro, distinguons trois cas :

— soit A(g,g,) tend vers zéro, alors v, =0;
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— soit A(g,g,) converge vers un élément non nul, alors pg (g, g,) converge vers un élément x'
de E et vi=¢,® ps(U) kg,

— soit A(g,g,) tend vers + oo, alors vi=1/|a|gq ® A,.

Nous commencerons par prouver 1’assertion (2) de cette proposition et le lemme suivant
nous sera utile.

6.11. LEMME. — Soit pu une mesure de probabilité sur un groupe G (LCD) telle que la marche
de loi p. ait la propriété (P) et soit f un élément de C{ (G). OnnoteR, . lafonction de G dans R
définie pour (g, g')e G x G par :

R, s (x)=g,;x Uxe,(f)

Alors I'ensemble de fonctions {Rg, ¢ (£, 8')eG x G} est équicontinu en tout point de G.

Preuve. — Si V est un voisinage compact de e, posons K=V ™!

Vg, g)eGxGYyeV:
‘Rg,g’(xo)—Rg,g'(yXO)l <”Gyf_f”8xog*U*8g’(K)

et comme par la propriété (P)

supp f. Alors V x,€G,

sup &, % Uxeg, (K)<oo,
(&, 8)€G
I'ensemble { R, ,, (g, g)e G x G} est équicontinu en x,.

Ce lemme a pour conséquence que si (y,, g, &) €st une suite de G xG x G telle que y,
converge vers e, alors au sens vague :

limfg,, * Uxg, —¢, *Uxeg,]=0.

6.12. Preuve de I'assertion (2) de 6.10. — Soit (g,, g,)nen une suite de G x G telle que
Pu(g,) et py(g.~!) convergent dans M. Ecrivons :

ga=myk,x, et g l=mk, x !

ou (m,, k,, x,) et (m,, k,, x,)e M xK x E. Alors m, et m, convergent et quitte a extraire une
sous-suite, nous pouvons supposer gue m, k, converge vers y et que (m, k)~ ' converge vers
y'. Il résulte alors du lemme 6.11 que :

v=limeg,; ., * Uk &,y )1 =lime, ke, *Uxg, ke,
n n

et il s’agit donc d’étudier v, =lime, * U x &, ol x,=pg(g,) et x,=pg(g,).

() Supposons que A(x,)=A(g,) tende vers + co et que A(g,) converge vers un ¢lément
non nul. Comme A est un isomorphisme de E sur R* *, p; (g/,) converge vers un élément x de E
et d’apres 6.11 :

lime, xUxg,=limg, xUxe,.

n n

4° SERIE — TOME 15 — 1982 — N° 2



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 343

Comme A(x,) tend vers +oo, il résulte de 5.11 que lime, x U=vy=1/a|m® A,.

NS
Par suite vi=1/|a|m @ A, x €.
(B) Supposons que lim A(x,)= + oo et lim A(x;)=0.
Si A(x,x,) tend vers zéro, d’aprés le théoréme de renouvellement sur R (5.12),

Eax,x) * A(U) converge vers 0 puisque a <0 et il en est de méme de g, x U xg,..

Si A(x,x,) converge vers un élément non nul, x, x, converge vers un ¢élément x’ de E.
Comme A (x,) = + 00, Ad x,(v) converge vers 0 pour tout v de M (cf. 4. 15). Par suite, si f est
un élément de C¢ (G), nous obtenons :

v(f)=1lim ff[Ad x, (), x,ux;]dU (v, u)=Jf(0, xu)dU (v, u)=¢7 @ p, (U) xe,.(f),

par application du théoréme de Lebesgue puisque p, (U) est un potentiel transient. Et donc
Vi =80 @ pa(U) k&,

Supposons pour terminer que A(x, x,) tend vers + oo et posons x,x,=a,. Soit K, un
compact de M dont l'intérieur contient { 0 }, alors puisque A (x}) tend vers zéro, Ad x, (K )
tend vers M. Or pour tout compact K, de A :

e, * Uxe, (K; xK;)=¢, ke, x Uxe, (K; xK;)=¢, * U(Ad x,(K,) xK,).

Par suite pour tout compact K’ de M, il existe un entier p tel que pour tout n=p,
Ad x,(K;)=>K’ et donc tel que :

g, *Uxe, (K; xK;)ze, *x UK’ xK,).
/\
Comme Af(a,) - + o, g, x U converge vaguement vers vo=1/|a|m ® A, lorsque n - o0
(¢f. 5.11) et nous obtenons donc :
v(K; xK,)=2v,(K'xK,)
et comme cette inégalité est valable pour tout compact K’ de M, nous avons :

1 1
viK, xK;)Z2vi,(M xK,)= mXA(K2)= mso(KI)XA(KZ).

Il découle de plus de la condition (C) que v ne charge pas KE et par suite v=1/|a|g, ® A,.
Enfin, de I'inégalité :

Sx,‘ * U x 8x:,(K1 X K2)§8x,,x:, * Pa (U)(KZ)

et du théoréme de renouvellement sur A (¢f. 5.12), il résulte que :

1
v(K, xK;)= “I;I‘M(Kz)
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et par suite :

1
V= mf‘.o@ }\'A'

Le résultat obtenu semble a priori naturel car :
g,k Uxeg, =g, (g, xUxeg,),

la suite &, x U % €, converge vers £,®p, (U) puisque A(x,) — 0 et d’apres le théoréme de
renouvellement sur A, €, x &,®p, (U) converge vers 1/|a|€,®X, puisque A(a,) — o0; mais
le fait que €, x U ne converge pas vers 0 est fondamental; en effet, ne supposons plus que
A(x,) — 0, mais seulement que A(x,) et A(a,) tendent vers 'infini et faisons le raisonnement
suivant : écrivons :

g *Uxe.=(e, *Uxeg )xg,,

comme A(x,)— 0, & %Uxg,_ . converge vers g ®p,(U) et puisque A(a,)— o,
€0 ® pa(U) x g, converge vers 1/|a|ey ® Ay; on pourrait alors penser que g, x Uxeg,,
converge vers 1/|a|gy ® A,; mais si A(x,) — oo ce résultat est faux puisque d’apres (1),
g, x Uxg, converge vers 0.

6.13. La preuve de I’assertion 1 reposera sur plusieurs lemmes. Nous prouverons (6. 15
et 6.17) que sous les conditions indiquées €, * L x U % €, converge vaguement vers 0. Alors v
sera égale a lime, ,. et par suite sera nulle ou égale 4 une masse de Dirac.

n

6.14. LEMME. — Soit L une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD) telle que la
marche de loi p ait la propriété (P) et soit f un élément de C¢ (G). Onnote H, . lafonction de G
dans R définie pour (g, g')e G x G par :

H, ,(x)=¢,, *x ux Uxe, (f)

Soit (g,, gu)nen une suite de G x G tendant vers le point a linfini et soit B I'ensemble des
éléments y de G tels que la suite g, yg, admette une valeur d’adhérence dans G. Si pour tout x de
G, &, % wx U(B) est nul, alors, quitte a extraire une sous-suite, la suite de fonctions H,
converge uniformément sur tout compact de G.

Preuve. — Les méthodes utilisées en 2.7 pour prouver I’équicontinuité de { H, . g€ G}
vont, comme la marche de loi p a la propriété (P), s’adapter au cadre ci-dessus.

Remarquons que :
Hy ,(0)=pxU(o,7, f)(x)=P, U(c, 7, f)(x)+&, % Vv, (0,7, f)

si k est un entier et si v, =p+p2+ — +p~
Supposons que le support de f soit inclus dans un compact K et considérons un voisinage
compact V de e; alors si x, est un élément fixé de G :

VyeV, g, *xvixe, (f)S| g, *Vike, (V1K)
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et ce dernier terme tend vers zéro lorsque n — oo puisque v, est une mesure bornée telle que
pour tout x de G, g, x v, (B)=0 ou B est par hypothése I’ensemble des éléments y de G tels
que g, yg, ne tende pas vers le point a 'infini.

Si nous montrons maintenant que : Ve>0, 3ke N, 3 V voisinage de e tels que :
(*) V(g’ g,)EGXGa Ver; |PkU(thg’f)(x()y)_PkU(cgtg’f)(xo)l<8,
nous aurons alors prouvé que : Ve>0, 3V voisinage de e,23peN tel que :

Vnzp, VyeV, |H, ,(xoy)—Hg, 4 (o)l <€

et il en résultera que, quitte a extraire une sous-suite, la suite H, . converge uniformément
sur tout compact.

Or, compte tenu du fait que la marche de loi p a la propriété (P), la preuve de (%) est
identique a celle de la majoration de P,H,(x,y)—P,H,(x,) dans 2.7 car le point
fondamental de la démonstration réside dans I'uniforme bornitude des fonctions H, et ici les
fonctions U (o, 1, f) sont uniformément bornées grice a la propriété (P). D’ou le lemme.

6.15. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy, soit fini et soit p une
mesure de probabilité étalée sur G satisfaisant a la condition (C) et ayant un moment d’ordre 1.

On suppose que o= J Log A(g)du(g) est <0. S0it(g,,8,)nen une suite de G x G tendant vers le
point a linfini.
Si A(g,) reste borné, ou si A(g,) tend vers + oo, alors g, x px U x &, converge vaguement
‘vers 0.

Preuve. — Supposons que g, * L % U % &, converge vaguement vers v. Si A(g,) reste borné,
il découle de 6.3 que puisque p satisfait a la condition (C), la suite (g,, g,),.n Vérifie les
hypothéses de 6.14 et donc que si /' € C{ (G), quitte a extraire une sous-suite, la suite H, ,.
converge uniformément sur tout compact. Or pour ¢ C{ (G) :

J[(P (x)U(o,, 1, f) (x)mp (dX)=f<P (x) f (gnxug,) U (du) my (dx)
=A(¢§.'..)j<l>(g;1 xgn tu™t) f(x) U(du) mp (dx)
=A(g,) Jf(JC)fhP(g;1 xgy M )Ymp (dx) < Ag,) 11T @l my ().
Nous en déduisons que lorsque A(g,) tend vers zéro :

j¢ () H, , (x)mp (dx) = 0;

puisque d’autre part, H, .. converge uniformément sur tout compact, H, . converge vers 0
et donc v(f)=Ilim H,_, (e)=0.
n
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Si A(g,) converge vers un élément non nul, alors pg (g,) converge; et si de plus py (g,) tend
vers le point  I'infini de M, alors py, (g, ! ) tend aussi vers le point 4 I’infini. D’aprés 6. 3, quitte
a extraire une sous-suite, g, ' xg,~! tend vers le point a linfini sauf peut-étre pour x
appartenant a un ensemble B de mesure de Haar nulle. Puisque o est négatif, la marche droite
de loi p est de type I et par suite U (g, ! xg,~!) tend vers zéro pour presque tout x et a
nouveau :

J(p (x)H,_, (x)mp(dx)—>0

et v(f) est donc encore nul.

Il reste le cas ou p (g,) et py (g,) convergent, alors g, converge et comme la marche droite
de loi p est de type I, €, % U converge vaguement vers O et par suite il en est de méme de
g k*Uxkeg,.

Si A(g,) tend vers + oo, la mesure €, % pxUx g,-+ converge vers 0 d’aprés la premiére
partie du lemme ou le fait que o soit négatif ne joue pas. Donc v=0.

6.16. LEMME. — Plagons-nous sous les hypothéses de 6.15 ¢t considérons une suite (g,
8nhnen de G x G telle que A(g,) > + oo et telle que py(g,) ou py (g, ') tende vers le point a
Pinfini de M. Soit f un élément de C; (G); quitte d extraire une sous-suite, la suite de fonctions
H, .. définies en 6.14 converge uniformément sur tout compact et de plus, si ¢ est un élément
quelconque de C{ (G) nous avons :

Ve>0, JpeN, Vn>p, VxeG, H, .(e)Uo(x)Z||Uo||[H,, . (x)+e]

Preuve. — Puisque p satisfait la condition (C), le fait que, quitte a extraire une sous-suite,
H, .. converge uniformément sur tout compact découle de 6.3 et 6. 14. Notons \ la limite de
cette suite de fonctions. De la relation :

PH, . =H, ,+g xpxe,,
il découle que Py =1\ +lime, xpx¢,, et comme p satisfait & la condition (C), la suite

&, * [k €, converge vaguement vers 0. Par suite | est une fonction p-harmonique bornée.
Montrons que pour tout x=wvu ou (v, u)e M x A, V(x)=V (u). En effet :

lime, ,, % p* Uk gy (f) =lim g, (g, 0)g,0 X B X Uk &g, (f) =lime, , % px U kg, (f),

d’aprés 6.11 car comme A(g,) — o0, Ad(p,(g,))(v) converge vers 0 (4.15).

La fonction { peut donc étre identifiée & une fonction p, (u)-harmonique continue bornée
sur A =KE et puisque d’apres le théoréme classique de Choquet-Deny [13] de telles fonctions
sont constantes, la fonction \ est constante. Par conséquent :

limH, 2. (x)— Hg,, g (e)=0,

uniformément pour x appartenant & un compact quelconque de G.
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Soit ¢ un élément de C{ (G) et soit D son support. Appliquons ce résultat au compact D;
alors :

Ve>0, 3IpeN, Vn>p, VxeD, H, .(e)=H, ,(x)+e.
Et donc :

Ve>0, JpeN, Vnzp, VxeD, H, . (e)Uo(v)S||Uq]|[H, . (x)+e],
mais comme :

H, . (x)=Uf(x), f.(x)= f%x T, S () du(y)

J

il découle du principe du maximum que cette inégalité valable sur le support de ¢ est valable
partout. Le lemme est donc prouvé.

6.17. LEMME. — Placons-nous sous les hypothéses de 6.15 et considérons une suite (g,,,
gw)men de G x G telle que A(g,) = + oo et telle que py(g,) ou py (g~ ') tende vers le point a
Pinfini de M. Alors la suite €, x px U k €, converge vaguement vers 0.

Preuve. — Des hypothéses faites sur p, il résulte que lorsque x tend E vers le point a 'infini
de maniére a ce cw\A (x) tende vers + oo, €, %« U converge vaguement vers la mesure non
nulle vp=1/|a|m ® X, (th. 5.11). Soit alors ¢ un élément de C{ (G) tel que v, (¢)+#0.
Appliquons le lemme 6. 16 &4 1afonction ¢ et faisons tendre x dans E vers le point 4 'infini de E
de maniére a ce que A(x)—>+o0. Alors U@(x) converge vers v,(¢p) et
H, . (x)=g, . x Uxpxeg,(f) vers g % Vo xpH*xE, (f) puisque la marche de loi p a la
propriété (P).

Comme v, % L=v,, nous obtenons :

Ve>0, 3peN, Vn>p,  H, ,(e)vo(@)S[Ullle, *voxe, () +el
Si la suite €, x U x g, converge vaguement vers v, nous obtenons en faisant tendre n vers
+o00 :
v )Ive(@)=lIUel|l [l_igegn*vo*eg;(f)ﬂ]
n 4

et comme cette inégalité est valable pour tout € >0, on peut supprimer le terme &.
Utilisons alors la forme de v, pour montrer que lim g, % v, % €, (f)=0. Posons :
n

g,=m,a, ou (m, a,)eM xA
et
g t=mla, ou (m,a,)eMxA.

Par hypothése m, ou m, tend vers le point a I'infini de M. Comme v, admet les éléments de A
pour périodes,nous avons :

Sg,, * Vg *ag:,:Em,,a,, * Vo X Sa;—lm;-l =8m,,a:, * Vo % 80,’,"m,’,_"
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Or pour tout yde G, p, (m, a, ya,” * m,”*)=p, () et par suite si K, et K, sont deux compacts
respectifs de M et A :

(m,a,)” " (K; xK,)(m,a,)=M xK,

et m étant de masse 1, vo(M xK,)=1/|a |7, (K,)< 0.

Comme m, ou m,, tend vers le point & l'infini de M, d’aprés 6.3, m, a, ya,” ' m,” ! tend vers
le point & I'infini sauf pour y appartenant & un ensemble B de v, mesure nulle puisque p vérifie
(C). I résulte alors du théoréme de Lebesgue que :

limeg, , % Vo *&,-1,-1 (Ky XxK;)=0.
n
Par suite, &, % v, % &, converge vaguement vers 0 et il résulte de I'inégalité ci-dessus que v est
nulle.

CHAPITRE VII

COMPORTEMENT A L’INFINI DU NOYAU POTENTIEL

A. Equivalence asymptotique du noyau potentiel

Soit G un groupe presque connexe de la classe 9 et p une mesure de probabilité étalée sur
G. Lorsque la mesure p vérifie certaines conditions de moment et lorsque

a =j Log A(g)du(g) est négatif ou nul, nous avons vu que la marche droite de loi p est de
G

type II. Plus précisément, si G est un groupe de Lie tel que G/G, soit fini admettant la
décomposition (M, K, E) définie en 4.1 et si(g,),.n est une suite de G telle que A(g,) = + oo
et py(g,) converge dans M, la suite &, x U converge vaguement vers une mesure non nulle
lorsque n—co. En revanche, lorsque a est positif, &, * U converge vaguement vers 0 et nous
allons rechercher une fonction continue # de G dans R** telle que /(g,)g, x U converge
vaguement vers une mesure non nulle. La méthode consistera tout simplement a relativiser le
noyau potentiel par rapport a une exponentielle p-harmonique non triviale, s’il en existe.

7.1. DeFNITION. — Soit p une mesure de probabilité sur G(LCD). La mesure p est dite
irréductible si le semi-groupe fermé T, engendré par le support de p est le groupe G entier.

7.2. EXPONENTIELLES H-HARMONIQUES. — Soit G un groupe presque connexe de la classe

9. Puisque G est un groupe non unimodulaire tel que G/[G, G] soit de rang 1, toute fonction
exponentielle sur G, c’est-a-dire tout homomorphisme continu de G dans R* * ( x ) s’écrit AP
ou A est le module et B e R. Il est aisé de vérifier que AP est p-harmonique si et seulement si :

j AP(g)du(g)=1.
G
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Considérons alors la fonction :

F()= L A'(g)dp(g)= L e (Log A)(n)(dx),
transformée de Laplace de la mesure (Log A)(p) sur R. Cette fonction est continue convexe
sur I'intervalle de R ou elle est finie; par suite, il existe au plus deux valeurs de ¢ pour lesquelles
F(¢)=1, 'une étant évidemment la valeur nulle puisque p est une probabilité. S’il existe
exactement deux valeurs, nécessairement la mesure (Log A)(p) est irréductible;
réciproquement, si (Log A)(p) est irréductible, F (¢) tend vers + oo lorsque | ¢| - + o0; et par
suite lorsque le domaine sur lequel F (¢) est fini est suffisamment grand, il existe deux solutions
de F(#)=1si F n’atteint pas son minimum en O ce qui se traduit lorsque (Log A)(n) admet un

moment d’ordre 1 par o= jx (Log A)(n)(dx) différent de 0. Nous désignerons par AP (B #0)

I’exponentielle p-harmonique non triviale si elle existe. Remarquons que lorsque (Log A) (1)
et (Log A) (APp) ont un moment d’ordre 1, les intégrales :

G

J Log A(g)p(dg) et J Log A(g)(APp)(dg)
G

sont de signe contraire car les tangentes au graphe de F aux points 0 et  ont des pentes
opposées. De plus a est positif si et seulement si B est négatif.

Montrons tout d’abord que lorsque a est ‘négatif, I’hypothése d’étalement n’est pas
nécessaire pour étudier le comportement de g, % U lorsque A(g) tend vers + oo et lorsque
Pwu(g) converge.

7.3. ProPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini et soit p

une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) sur G telle que la marche de loi | soit
transiente en projection. ’

Si Log A est p-intégrable et si a=J Log A(g)du(g)<0, alors :
G

lim g, % ) p'=¢, %V,
A(g)—>+o0 n=0
M) -z

ou la mesure v est non nulle si et seulement si p admet un moment d’ordre 1. Dans ce cas,
NS ; L. -~
vo=1/la|m ® A, ou m est une mesure de probabilité sur M vérifiant p x m=m.
Si Log A n’est pas p-intégrable, la limite ci-dessus est nulle.

Preuve. — Lorsque Log A n’est pas p-intégrable, le théoréme de renouvellement sur R
‘permet de conclure. Si Log A est p-intégrable et si a est <0, la mesure p vérifie ’hypothése (H)
de 5.14 et il existe une mesure de probabilité m telle que j1 x m=m si et seulement si p admet
un moment d’ordre 1 (5.15). Or si v est une valeur d’adhérence de {&, * U, xe E} lorsque
A(x) = + 00, v admet les éléments de A pour périodes (cf. 4.16) et s’écrit donc d’aprés 4.20

sous la forme m' ® A, ol m’ est une mesure de masse finie telle que j x m' =m’ puisque la
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marche de loi p est transiente en projection. Par suite si p n’admet pas de moment d’ordre 1,
la mesure v est nulle, et g, % Z u" converge vaguement vers 0 lorsque A(g) — + oo et py(g)

nz0

converge. Le cas ou p admet un moment d’ordre 1 est étudié sans hypothése d’étalement dans
5.27. D’ou la proposition.

7.4. ProposITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G/G,, soit fini et soit p
une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) sur G. Supposons qu’il existe une
exponentielle u-harmonique AP non triviale et que B soit négatif. Alors si AP p admet un moment

dordre 1, le moment y= [ Log A(g)d(APu)(g) est négatif et :

v

. _ 1 N
lim AP(g7)e, % ) p'=——e,xA’m®A,,
Ag)—» nz0 [yl
M)~z
PN
ou m est une mesure de probabilité sur M telle que AP xm=m.
Si APy n’admet pas de moment dordre 1, la limite ci-dessus est nulle.

Cette proposition s’applique évidemment au cas ou Log A est p-intégrable et a >0, car s’il
existe une exponentielle p-harmonique non triviale AP, B sera dans ce cas nécessairement
négatif.

Preuve de 7.4. — 11 suffit de remarquer que, puisque A est un homomorphisme, nous
avons pour tout f de Cy (G) :

AP(g™Negx 3. p"(f)=¢g,% 3. (APp)"(A™P f)

n20 nz0

et d’appliquer la proproposition 7.3 & APp pour conclure.

Si nous imposons de plus a la mesure p d’avoir une densité bornée a support compact, il
nous est possible grace a la dualité existant entre les noyaux potentiels U et U d’obtenir des
renseignements sur le comportement du noyau potentiel lorsque A(g) tend vers zéro.

7.5. ProposITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /G, soit fini et soit p
une mesure de probabilité sur G admettant une densité bornée a support compact.

Si:
a=J Log A(g)du(g) est20,
G

alors :

lim A@g He,x Y p'=c,mp,
Ag)—0 nz0
mE™ ")~z

ou my, est une mesure de Haar d droite sur G et c, un réel non nul dépendant de z.
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Si a<0 et si la mesure (Log A)(n) est irréductible, alors il existe une exponentielle
p-harmonique non triviale AP telle que B soit strictement positif et :

lim AP*'(g Ne,x Y ui=c, A" Pmp,
Ag)-0 nz0
Mg ) -z

ou c, est un réel non nul dépendant de z.

Preuve. — Si p admet une densité bornée a support compact, la mesure p? admet une
densité @ continue & support compact. Pour f' € C, (G), nous avons donc :

Uf(@)=¢g,xu’xU (f)+1(g)+e,xp (f)

=A(g) f S ) U@ x)mp+1 (8)+g, %pn(f).

G

Sia=0,alors j Log A(g)dp(g)est <Oetd’aprés4.17et 5. 11, il existe une mesure non nulle

G
v, telle que si A(g™')—> oo et py(g !)—z Ugp(g !x) converge vers &,% v, (¢)
uniformément pour x appartenant & un compact. Par suite A”!(g) U f (g) converge vers
€, % Vo (@) mp (f) et il suffit de poser ¢, =g, % v, (®).
Si a est <O, lirréductibilité de (Log A)(un) assure l’existence d’une exponentielle
p-harmonique non triviale AP et nécessairement B est >0.

Comme dans la proposition précédente :

AP(g™)U f (g)=g,x Y (APp)"(A™P 1)

nz0

et puisque J Log A(g)(APp)(dg) est positif, on applique & AP u la premiére partie de la
G

démonstration.

7.6. Remarque. — SiA(g) — Oetsip,, (g) converge, alors py, (g~ ) tend vers zéro; par suite
pour une mesure de probabilité p admettant une densité bornée a support compact et telle
que (Log A)(pn) soit irréductible, nous avons obtenu (7.3, 7.4 et 7.5) un équivalent
asymptotique (au sens vague) de &, x U lorsque g tend vers le point a I'infini de maniére a ce
que py (g) converge.

Nous pouvons en particulier en déduire le comportement asymptotique du noyau de
Martin (g, x U)/Ur(g) pour re C{ (G) lorsque g tend vers & de maniére a ce que py(g)
converge. Les mesures limites du noyau de Martin obtenues sont, & une constante
multiplicative pres :

/\ - .
— {A"Pmp, e, xm®A,, ze M} (00 m vérifie pkm=m) si a est <O0;
NS . , ~ .
— {mp, e, xm@ L\, zeM } (00 m vérifie p % m=m) si o est nul;
! . L. /\ .
— {mp, e, xAPm® \,, ze M } (00 m vérifie AP Wk m=m) si o est >0.
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Une étude compléte du noyau de Martin a été menée sur le groupe affine [20] et dans ce cas
nous avons montré que les limites ci-dessus engendraient exactement les génératrices
extrémales du cone des mesures p-invariantes.

B. Interprétation sur les groupes semi-simples

7.7. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe non compact de centre fini et NAK
une décomposition d’'Iwasawa de G ou les sous-groupes N, A, K sont respectivement
nilpotent simplement connexe, abélien connexe, compact maximal. Si le groupe A est de
rang 1, le groupe NA est de la classe 2 [52].

Considérons sur G une mesure de probabilité p-invariante & gauche par K, c’est-a-dire
vérifiant A % p=p si A est la mesure de Haar normalisée sur K. Alors si f est un élément de
Ck (G) invariant & droite par K et si g=nak ou (n, a, k)e N x A xK, nous avons :

8g*u(f)=ff(nakn’a’k’)du(n’, a', k’)=Jf(nan’ a)dun',a', k).

Par suite si p, désigne la projection de p sur NA :

Sg* u(f)=8na*p'1 (f)’
ou la fonction f invariante a droite par K est considérée comme une fonction sur NA. Et de
meéme :

gg%k 2 W (f)=€nx 2 11 (/)

nz0 nz0

ou uf désigne le produit de convolution de p, dans NA. Donc les résultats obtenus pour le
noyau potentiel sur NA se transportent aux noyaux potentiels de mesures invariantes a
gauche par K sur NAK.

7.8. Le groupe NA est non unimodulaire; soit A son module. Si nous prolongeons A a
G par A(nak)=A(a), la mesure A =Ary ® A, ® Ax ou Ay est une mesure de Haar sur
N et A, une mesure de Haar sur A dont I'image par A est la mesure de Lebesgue sur R *, est
une mesure de Haar sur le groupe unimodulaire G=NAK [35]. Nous savons de plus [35] que

pour tout g de G, f A~ (kg) Ak (dk)=1. Par suite, si p est une mesure de probabilité
K
invariante 4 gauche par K, alors p(A~')=1 et A~! est une exponentielle p-harmonique

et aussi p,-harmonique si p, est la projection de p sur NA. Lorsque de plus, Log A est p-
intégrable, nous en déduisons en particulier que :

f Log A(g)du(g)=f Log A(g)du, (g)
G NA
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est positif, ce qui est naturel du point de vue théorie du renouvellement lorsque A est de
rang 1, la marche de loi p, sur NA devant étre de type I, puisque le groupe G=NAK semi-
simple est de type 1.

Le résultat suivant sera une application de 7.4 et 7.5.

7.9. ProPoSITION. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centrefini et soit p une
mesure de probabilité sur G invariante a gauche par K. Si f est un élément de Cy (G) invariant d
droite par K :

lim A(a)e,* U(f)=v,o(f),

acA
Aa) > + 0

ou v, est une mesure non nulle si et seulement si A est de rang 1 et si | admet un moment
dordre 1. Alors dans ce cas la mesure v, s’écrit

T . -1
v Am@A, @Ay  ou  y=| Log A(g)(A™"p)(dg)
G

et ot m est une mesure de probabilité sur N ne dépendant pas de . Plus précisément m admet
pour densité s (n)=A"" (kg * n~ ') par rapport a une mesure de Haar adéquate sur N sik, est un
élément de normalisateur de A dans K agissant sur A par symétrie.

Preuve. — Nous avons remarqué que pour toute fonction f de Cy (G) invariante a droite
par K et tout élément a de A;

g% Y W' (f)=¢g,x Y ui(f)

nz0 nz0

De plus, puisque A~! est p-harmonique, A™* u, est une probabilité sur NA et :
A@e,x Y pi(f)=¢e,% Y (A7 p)"(Af).
n=0 nz0

Si le rang de A est supérieur a 1, la marche de loi A~ p; sur NA admet une projection
transiente et de type I et par suite est elle-méme de type I. La proposition est donc immédiate
dans ce cas et en fait on prouve méme que :

' lim A(g)e,x U(f)=0.

geG
A(g)—> +©

Sile rang de A est égal a 1, alors NA est un groupe de la classe 2 et lorsque Log Aest (A~ p,)

intégrable, 'intégrale J Log A(g)(A™! n,)dgest nécessairement négative. Donc d’apres la
NA

proposition 7.3, la mesure v, est non nulle si et seulement si A~'n; admet un moment
d’ordre 1. Or d’aprés 5.6 (3), il est équivalent pour les mesures A™* psur Get A~ u; sur NA
d’avoir un moment d’ordre 1 puisque G/NA est compact. Remarquons alors que si 8 est une
jauge principale sur G :

LS(g)A‘ ! (g)du(g)=L L 8 (kg) A~ " (kg) du(g) dig (k),
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puisque p est invariante a gauche par K. Comme 3(kg)=<6(k)+3d(g)+C et comme
J A~ (kg)d\g (k)=1, nous en déduisons que :
K

f 5(g)A_‘(g)du(g)§C’+j 3(g)du(g)
G

G

et un argument analogue permet de montrer que réciproquement si A~ p admet un moment
d’ordre 1, alors p admet un moment d’ordre 1. Par conséquent, la mesure v, est non nulle si et
seulement si p admet un moment d’ordre 1 et dans ce cas (¢f. 7.3) :

NS
Vo=—7AM® A ® Ax),

1
Iyl
ou m est une mesure de probabilité sur M vérifiant A™ "y, x m=m.

Il s’agit maintenant d’expliciter m. Soit M’ le normalisateur de A dans K. Comme A est de
rang 1, M’ agit sur A soit trivialement, soit par symétrie [52]; notons k, un élément de M’
agissant sur A par symétrie.

Considérons une mesure p particuliére admettant une densité continue a support compact
et montrons que pour cette mesure p :

NS
Am@ Ly ® =5, % (A7 1 Ag),

ou Ag est une mesure de Haar sur G.

Soit a, une suite de A telle que A(a,) — 0; alors puisque u admet une densité continue a
support compact, d’aprés 7.5 nous avons pour tout € Cy (NA) :

lim A™!(a,)e, *Zul(f)— iy ?»N®7»A(f),

n— p20 I

si Ay est une mesure de Haar adéquate sur N. Par suite, pour tout élément f de Cy (G)
invariant a droite par K :

lim A™!(a,)e, x Y p? (f)_

n—w p20 |

@A @A (f)= —(A 1) (f)

ou A est une mesure de Haar sur G.

Comme d’autre part A (k, a, ko *)=A(a, *) tend vers + co, d’aprés la premiére partie de la
preuve :

RS
lim Ako a,kg ) ui* Y RP(f)= —Am®>»A ® M (f)

n—oo p20 | |

ou encore puisque p est invariante a gauche par K :

lim A™'(a,)&,,, *Zu"(f)——Am@?» ® A (f)

n—oo p20 | |
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Combinant ces deux limites, nous obtenons :
1 Y
g, *k (A7 A6) (f)=(Am @ ks @ M) (f ),
pour tout élément f de C, (G) invariant a droite par K et par suite :
PN
(*x) g, * AT A =(Am @ Ly ® Ag).

La mesure m admet donc une densité ¥ par rapport a la mesure de Haar Ay définie ci-
dessus. De la relation (x%), il résulte que :
TN
(s A hg=Am® M ® Ag

et donc que :
/\
(04, A) T A ® M =m ® Ay,

Par suite :

e VTN N
m@)\.A=(0'k51A) XN®XA=(6](51A) A)\'N® )\‘A‘
D’ou pour tout g=naeNA :

V(m)=A""(ke' g7 )A(R)=A""(ko'a" " n"")Ala)
=A" kg la ko) AT kg tnm ) A(@)=A" (kg tn7Y),

puisque k, appartient au normalisateur de A.

Remarquons maintenant que (%) ne dépend pas de p. Or la mesure g, % (A™' Ag) vérifie,
pour toute mesure de probabilité p :

&, * (A7 AG) * Lk A =g, x (A7 1 Ag),

puisque A~ ! est harmonique relativement & la probabilité A, x p invariante & gauche par K.
On en déduit alors a 1’aide de (%) que pour toute mesure de probabilité p invariante a
gauche par K :

e
A7 py xem=m,

ou Y, estla projection de p sur NA et ou m est la mesure ci-dessus de densité yr. Si Log A est
A~ ' p,-intégrable, la mesure A~ p, vérifie ’hypothése (H) et il résulte de 5. 15 que la mesure

m de densité | est 'unique solution de A/_l\ul *m=m et que la mesure A~ p, admet un
moment d’ordre 1; la proposition est donc prouvée et on a remarqué de plus que I’existence
d’un moment d’ordre 1 pour A~ ! p est équivalente a l'intégrabilité de Log A relativement a
A" lp

Plagons-nous toujours sur un groupe G semi-simple de rang 1 et considérons une
décomposition de Cartan KA*K de G ou A*={aeA, A(@)21} et notons si
g=k,ak,(ky, a, k,)eK x A" xK, I, (g)=a I’élément de A™ dans cette décomposition. De
la preuve de la proposition précédente, il découle le corollaire suivant.
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7.10. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et de rang 1
et soit B une mesure de probabilité sur G invariante a gauche par K et ayant un moment
dordre 1. Soit g, une suite de G tendant vers & que nous pouvons écrire k,I1, (g,)k,, alors

A[Il, (g,)] tendvers + oo et, quitte d extraire une sous-suite, k, converge vers k. Nous obtenons
si f est invariante a droite par K :

1
lim A(IT, (g,)) &, * U(f) =g % vo (/)= Ty| S * (AT h6) (f)s

n—x |

ou A est une mesure de Haar adéquate sur G (cf. 7.9) et y=j LogA(g)(A™!p)(dg).
G

De I’égalité J A~ ! (kg) d\g (k)=1pour tout g de G, il résulte que Ax x (A~ ! Ag)=Ag et par
K

suite si f est biinvariante par K, nous retrouvons le résultat de P. Bougerol (th. 2 de [7]) :

lim Al (@)]6, U (/)= ——

g3 [yl

A (f).

Ce résultat avait été obtenu par une méthode trés différente utilisant I’analyse harmonique
non commutative.

7.11. Si p est une mesure de probabilité biinvariante par K sur un groupe semi-simple
tel que A soit de rang 1, nous connaissons grace a la proposition 7. 10 le comportement du
noyau de Martin (¢, x U)/(g, % U(r)) pour toute fonction de référence r (¢f. 5.29). Il résulte
alors de [2] que les génératrices extrémales du cOne des mesures p-invariantes sont engendrées
par les mesures &, % (A~ ! Ag) ou k € K. En fait, pour tout élément k, du centralisateur M de A
dans K, & x A”!'Ag=A""A; et il suffit donc de considérer les mesures &, x (A~ ! Ag) pour k
appartenant 4 la frontiére de Furstenberg B(G) ~ K /M de G. Toute mesure p-invariante se
représente alors (¢f. [2]) a ’aide de cette classe de mesures. Nous obtenons donc :

7.12. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et de rang 1
et soit yu une mesure de probabilité sur G, ayant un moment dordre 1 et biinvariante par K.
Alors toute fonction f n-harmonique positive s’écrit :

fo= Ategav,

vB(G)

ou v est une mesure de Radon sur B(G).

Furstenberg avait prouvé ce résultat dans [25] pour des mesures padmettant des densités
bornées a support compact.

n,.n

C. Comportement asymptotique des noyaux > r

nz0

n

7.13. Dans [8], P. Bougerol fait la remarque pertinente suivante : sur un groupe non
moyennable, la quantité sup £, %« u"(C) ou C est un compact, décroit exponentiellement

9
lorsque n — co; la convergence vers 0 de €, x U est donc immeédiate et il est plus intéressant de
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considérer le noyau g, % Y o(u)”"u" ou o(u) est la norme spectrale de I'opérateur de
nz0

convolution par p sur I’espace des fonctions de carré intégrable pour une mesure de Haar
sur G; il prouve alors que ce noyau converge aussi vaguement vers 0. Sur un groupe
moyennable ¢ (1) =1, mais sur un groupe semi-simple o (i) est égal au rayon spectral p de p
c’est-a-dire a l'inverse du rayon de convergence au sens vague de la série de mesure

Y. r"u"(reR). Et on peut se demander pour une marche de type I, quel est le comportement
n20
1

a I'infini des noyaux potentiels €, % ), r"p” pour 1<r=p~".

n=0

Y. Guivarc’h a prouvé dans [31] que, sur une certaine classe de groupes contenant en
particulier les groupes de la classe &, pour toute mesure de probabilité irréductible sur G, le

rayon spectral p de p est égal a la borne inférieure des scalaires Jh (g) du(g) ou h décrit

’ensemble des exponentielles de G dans R* *. Par conséquent, sur un groupe de la classe 9 :

p=infF(z)  ou F(t)=LA'(g)du(g)-

teR

De plus, comme G est non unimodulaire, le noyau ) p~"pu" converge vaguement.
n=20

*7.14. DEFINITION. — Soit G un groupe LCD et soit p une mesure de probabilité sur G. La
mesure p sera dite admettre un moment dordre exponentiel si pour une jauge principale 8 sur
G, nous avons, pour tout z de R:

J €9 du(g) < .
G

7.15. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe D tel que G/Gy, soit fini, et |1 une
mesure de probabilité irréductible étalée sur G ayant un moment dordre exponentiel.

Supposons que o= J LogA(g) du(g) est positif. Alors si p désigne le rayon spectral de ., il
G

existe un réel t, négatif tel que :

: [t -1 —n n —1 S
lim A°(g e, x ) p "p"=A""g, km@ \,.
A(g)— +© nz0
rmilg)—z

P
ot m est une mesure de masse infinie sur M vérifiant A" pxm=pm.

Preuve. — Puisque p=inf F (¢) et puisque p admet un moment d’ordre exponentiel, p est
teR
atteint en un point #, tel que au point ¢, la tangente au graphe de F soit horizontale. Par

suite :

( Log A(g)(A" p)(dg)=0.

e
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Comme pour tout f de C¢ (G):
(%) Mg e x T 0T ()=E % T (07 AN AT

et comme la mesure p~! A p est une mesure de probabilité de moment d’ordre exponentiel
(donc au moins 2+ ¢€) dont la marche associée est récurrente en projection, la proposition
découle de 5.38.

Par conséquent si o est positif, &, % Zop_"u" converge vaguement vers 0 lorsque
nz

A(g) - + oo et py (g) converge; bien siir si a est nul, la convergence a lieu vers une mesure non

nulle et si o est négatif la famille e, x ) p~" " n’est pas vaguement relativement compacte.
nz0

Silamarche de loi p admet une densité bornée a support, nous pouvons étudier, de maniére
analogue a 7.5, le comportement de €, % ) p~"p" lorsque A(g) - 0.

nz0
7.16. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 9 tel que G /Gy soit fini et | une
mesure de probabilité irréductible sur G ayant une densité bornée a support compact. Si p est le

rayon spectral de |, il existe un réel t, tel que j A" (g)du(g)=p . Alors nous avons :
G

Afg)-0
rmE -z

lim A7) e, x Y pT " =c, A" mp,
nz0

ou myp est une mesure de Haar a droite sur G et ¢, un réel non nul dépendant de :.

Donc g, % Z p~ " u" converge vaguement vers 0 dans cette direction si et seulement si 1 + 1,
nz0

est positif, ce qui est toujours le cas lorsque J Log A(g) du(g) est négatif ou nul.
G

7.17. Remarque. — Lorsque J Log A(g) du(g) est positif, z, est négatif et par suite 1+ ¢,
G

peut prendre toutes les valeurs de —co 4 + 1. Et selonles casla suiteg, x Y p~"p" converge
n20

ou diverge. Mais remarquons que si nous considérons une mesure p K-invariante a gauche
sur un groupe semi-simple, nous avons toujours p (A~ )= 1 et par conséquent si i, désigne la
projection de p (¢f. 7.7) sur le groupe NA de la classe 9, le réel ¢, associé a 1, est supérieur a
—1(il est en fait égal 2 —1/2 d’aprés [8]), et donce, x ), p~"puf converge vaguement vers 0
nz0
lorsque A(g) — 0 et py(g™*) converge. Il en est donc de méme de g, % > p~" " ce qui est
n20

naturel vu le résultat rappelé ci-dessus de P. Bougerol.

Preuve. — D’apreés la relation (x) de 7. 15, il s’agit d’étudierg, x ) p"avecp’'=p ' A°p

nz0
et d’aprés la proposition 7.5 :
lim A(g_l)sg* Z P,"":szD,
A(g)—0 nz0
M)z

puisque f LogA(g) ' (dg) est nul. Il est alors aisé de conclure.
G
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APPENDICE

APPENDICE A 1
Toute marche définie sur le groupe D, des translations et symétries de R est de type L.

Preuve. — Le groupe D, peut étre représenté par le produit semi-direct R x { —1, +1} ou
le produit de deux éléments (b,, €,) et (b,, €,) de R x {—1, +1} est défini par :

(bl, 81)(b2, 82)=(b1 +81 b2, 81 82).

On désignera par H le sous-groupe isomorphe a R des translations de D, et si g est un €lément
de D,, on notera b(g) sa partie translation.

Soit (Q, (X,)sen (P,)gec une marche de loi p transiente sur G. Si T, désigne le n-iéme temps
de retour de la suite (X,,),.y dans H, le triplet (Q, (X1, )uen> (Py)gen) €st une marche aléatoire
sur H de loi p, égale & Py (e, .).

Il découle des relations H.H*=H*. H=H* et H*. H°=H que :

Ho=Hu+ D Huex by % Hye,

n=0

ou py et Py sont les restrictions de p & H et H°. Comme la marche de loi p est supposée
adaptée, la mesure py est non nulle.

Les noyaux potentiels des marches de loi p et de loi p, coincident sur H. La marche de loi
Ko est donc transiente sur H et nous allons vérifier qu’elle est de type I. Il est montré dans[15]
par une méthode utilisant d’ailleurs la marche induite sur H que si la marche de loi p sur D,

est transiente, alors 'intégrale J |b(g)| du(g) estinfinie. Del'inégalité ng = py + Pge * Py, il
D,

découle que l'intégrale j |b(g)| duo(g) est aussi infinie.
H
Or b définit un isomorphisme de H sur R et nous savons que toute marche transiente sur R

et n’ayant pas de moment d’ordre 1 est de type I (¢f. chap. 5, th. 3.8 de [45]). De ce fait, la
marche de loi p, est de type I et donc, pour tout compact K de R :

Eb X D, ug (K x {1}) -0,
nz0

lorsque b tend vers le point a I'infini de R.
Par suite, puisque les noyaux potentiels associés a p et p, coincident sur H :

(x) €p, 1y % UK x{1})

converge vers 0 lorsque b tend vers I'infini dans R.

Considérons alors une suite (b,),.n quelconque de R tendant vers I'infini et telle que les
suites g, ;)% Uetg, ;) Uconvergent vaguement vers deux mesures que nous noterons v,
etv_,.
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Si fest un élément de C¢ (D, ), posons pour tout x de R et tout re{—1, +1}:

@ (x, £)=lim &y 1y * &,k U(f)=8x 1)*V,(f)

n— o
Comme H est abélien, nous avons de plus :

@ (x, t)=lim €, 1), n* U(f).

n— o

Cette fonction ¢ est donc continue bornée p-harmonique.

Supposons que le support de f est dans H, alors d’aprés (x), pour tout x de R :

¢ (x, 1)=1lim gp, 4, 1y *x U(f)=0.

n— oo

Par suite I’harmonicité de ¢ nous permet d’écrire que :

(k%) f@(X+b(g), —1) duy-(g)=0
et :

J(P(x—b(g), —Dduy(@)=0x, —1)

Il en résulte que la fonction ¢, définie sur R par @, (x)=¢ (x, —1) est harmonique bornée
relativement a la probabilité adaptée b (- + fiy). Comme elle est de plus continue, elle est
constante d’aprés le théoréme de Choquet-Deny [13]. La mesure py. étant non nulle, (%)
entraine que ¢, est nulle.

Si le support defest inclus dans H¢, alors la fonction ¢ (x, — 1) est nulle pour tout x de R et
par un raisonnement analogue ¢ est nulle.

Par suite, les mesures v, et v_, sont nulles et nous en déduisons que lorsque b tend vers le
pointa I'infini de R, g, ;, % Uetg, _;,* Uconvergent vaguement vers 0. La marche deloip
sur D, est donc de type 1.

APPENDICE A 2

Soit M un groupe nilpotent connexe simplement connexe M de rang r que I’on identifie a
son algebre de Lie. Il existe alors une norme|| || sur I’espace vectoriel M et un polynoéme Q,
a coefficients réels de degré r et sans terme constant tel que :

VPEN’ V(.Vp---,yp)EMp, ”yl"yplléQr[”ylll-i_+I|yp”]

Remarquons que le polyndome Q, ne dépend pas du nombre p d’éléments de M dont on fait le
produit et c’est ce qui fait I'intérét de ce résultat. Ce type d’inégalité est classqiue lorsque p=2
(¢f.- X.3 de[37]) mais en utilisant la formule de Campbell-Haussdorf pour un produit de p
¢léments, nous pouvons obtenir I’inégalité ci-dessus.
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Preuve. — Supposons que M soit un espace vectoriel de dimension m. Alors il existe
(¢f. X.3 de[37]) une base (e, . . ., e,) de M telle que [e;, e]]=Y a;; e, et |0 | < m™¥2 Si
k

|| || désigne la norme euclidienne sur M relativement a cette base, nous avons, pour tout
(u, v) de M xM, |[[u, v]I| = [[ull.l[v]l.

Le produit des éléments y, .. :, y, du groupe M identifi€¢ a son algébre de Lie est alors
donné par la formule de Campbell-Haussdorf. Si nous suivons les méthodes de
([37], chap. X.2), nous en déduisons que les coefficients de cette formule peuvent étre définis
de la maniére suivante :

Soit uy, ..., u, p éléments et soit B T'algébre libre sur R a p genérateurs u,, ..., u,.
Définissons les séries formelles :
u* ‘
expu= )y — et Log(l+u)=3 (=1)""'n"tu"
k=0 k' n>0
et considérons la série formelle suivante :
A(uy, ..., u,)=Log(expu;...expu,)
=X (=1)""'n exp uy...expu,—1)]"= 3 c,T,(uy, ..., u,),
n>0 ' aesd

ol o/ désigne l'ensemble des suites finies d’éléments de NP—{0}, et si

a=((nt, ..., n'), ..., (m%, ..., n%)est un élément de o, c, est un réel positif et :
1 P 1 p a
1 1 j j k k
Ty, oo, up) =yl U

Alors dans M le produit y, ...y, peut étre défini par :

Y- 'yp= Z cana(ula RS up)a

aedd
ou si :
a=((ny, ...,np), ..., (0%, ..., nk))etsii=sup {j, nk#0}
I, (uy, ..., u,)=d,(ady,)". . .(ady,)". . .(ady,)". . (ady,)""' ()

avec :

P k -1

(£ %)
j=1 s=1
On remarque que si nf # 1, I1,(uy, ..., u,) est nul.

De plus, comme M est nilpotent la série formelle ) ¢, I1,(uq, .. .,u,) n’a quun nombre
aesdd

k
fini de termes non nuls et est donc bien définie sur M. Eneffet,désque ) Y nSestsupérieur
Jj=1 s=1
ar, I, (u,...,u,)=0.
Mais de la relation :

lad ) W) II=11lys yll = WLyl Ny,
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il découle que:
TGy, oy up) S dallya Iyl Dy Py I
et de la forme du développement de A (u, ..., u,), nous déduisons, puisque d, < 1, que :

yi- -yl Y nt(expllyyll. - .explly,l)—1)"

n>0 .

< Y ntexplyli+. . +lly,ID—1),
n>0

ou ici I'exponentielle a son sens usuel sur R.
Considérons la série formelle H(Y)= ) n~! (exp Y —1)", nous pouvons I’écrire sous la

n>0
forme H(Y)= ) d, Y* et posons :

k>0
Q. ()= ) d. Y~
k=1

Comme le groupe M est nilpotent de rang r, nous savons que I, (u,, . . ., u,) est nul dés
P k
que ) Y nSestsupérieur & r et il s’ensuit donc qu’en fait :
j=1 s=1

Iyi--ppll = Qlllyall+ -+ Y,

Le polynome Q, est de degré r, sans terme constant et ne dépend pas du nombre p
d’¢léments dont on fait le produit. I1 dépend seulement du rang r de M.
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