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0. Introduction

Soit G un groupe localement compact à base dénombrable. Si ^ est une mesure de
probabilité sur G, nous lui associons le noyau de convolution P défini, pour toute fonction
borélienne/, par :

P/fe)-^*^^ f /fex)4i(x).
JG

Alors si H" désigne le produit de convolution de n mesures égales à [i, la n-ième puissance de P
vérifie :

Pn/fe)=^*^(/)

et nous nous intéressons au noyau potentiel U = ^ P«.
nï0

Nous supposerons que la mesure ^ ^n est une mesure de Radon, ce qui signifie, en termes
n^O

probabilistes, que la marche aléatoire de loi [i est transiente. Il découle alors du principe du
maximum que, pour tout compact K de G, la fonction U 1̂  définie par :

VlicOO- Z P^IK^)-^* E ^(K) (geG)
nï0 n^O

est bornée et nous nous demandons si cette fonction tend ou non vers zéro lorsque g tend vers
l'infini dans le groupe G. Plus précisément, nous étudions l'ensemble 1^ des valeurs
d'adhérence vague de l'ensemble {s^*^, geG] lorsque g tend vers l'infini.

L'étude du comportement asymptotique du noyau potentiel est souvent appelée théorie du
renouvellement. L'origine de ce mot renouvellement se trouve dans une interprétation
concrète du cas particulier où G=IR et où n est portée par ^+. Dans ce cas p, peut être
interprétée comme la loi de probabilité de l'instant aléatoire où il faut remplacer ou renou-
veler une pièce de machinerie. Si on suppose, comme cela est légitime, que des pièces iden-
tiques ont des durées de vie indépendantes et équidistribuées, ̂  s'interprète comme la loi de
probabilité de l'instant du n-ième renouvellement. Si 1 est un intervalle compact de ^+,
^ H"(I) est le nombre moyen de renouvellements effectués dans le laps de temps I. On
nïi
peut penser que ce phénomène devient stationnaire dans le temps et qu'après une longue
période le nombre moyen de renouvellements dans l'intervalle 1 ne dépendra que
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 259

de la longueur de I. Autrement dit, on s'attend à ce que ^ a" (x +1) = e _ ^ * ̂  a" (I)
nï\ n^\

admette une limite À<(I) lorsque x-> +00 et que la mesure ainsi définie soit invariante
par translation. Cet exemple fut une des motivations de l'étude du comportement
asymptotique du noyau potentiel et le mot renouvellement fut conservé.

Remarquons que notre étude permet entre autre d'obtenir le comportement asymptotique
du noyau potentiel V associé à un semi-groupe vaguement continu { a^ }^+ de mesures de
probabilités sur G. En effet, le noyau V s'écrit :

v/(g)= r\*a,(/)^
J o

"rJ 0
et si nous posons a = e l ̂  dt, nous obtenons :

J o

V/fe)=6,*^>"(/);
n^l

nous retrouvons donc le noyau potentiel associé à un semi-groupe discret {^M}^-
Après les premiers travaux de Blackwell [6], Chung [14], Feller [22], Kesten et Spitzer ([40],

[49]), le problème du renouvellement a été résolu sur les groupes abéliens par Port et
Stone [42], puis non moyennables par Y. Derriennic et Y. Guivarc'h [16]. Ensuite ce furent
les groupes niipotents et de type (R) et les méthodes furent très variées selon les auteurs :
A. BruneletD. Revuz [12], Y. Guivarc'h et M. Keane ([33], [34]) et B. Roy nette ([46], [47]).
Citons enfin le travail récent de C. Sunyach sur les groupes unimodulaires ([50], [51]).

Le type de résultats obtenus était le suivant : l'ensemble 1^ était réduit à la mesure nulle dès
que G n'est pas extension d'un groupe compact par R ou Z; et dans ce dernier cas,
l'ensemble 1^ avait exactement deux éléments : une mesure de Haar et la mesure nulle.

En revanche, le cas des groupes non unimodulaires moyennables n'avait pas été abordé et
il était difficile de prévoir si les résultats ci-dessus se généralisaient. Dans cet article, nous
recherchons de façon systématique les groupes susceptibles de porter une probabilité [i telle
que 1^ ne soit pas réduit à la mesure nulle et plus précisément, nous nous posons les
problèmes suivants :

Quelle est la structure des groupes G(LCD) sur lesquels il existe une mesure de
probabilité p, telle que 1^ ait plus d'un élément ?

Quelles sont alors sur un tel groupe les mesures [i de ce type ?
Quels sont les éléments de 1^ et dans quelles directions du groupe sont-ils atteints ?
Nous répondons à ces questions et de manière complète, quant à la structure des groupes,

la caractérisation des éléments de 1^ et des directions où ces éléments sont atteints, si G est un
groupe presque connexe, c'est-à-dire tel que G/Go soit compact, où Go désigne la
composante connexe de l'élément neutre et si la mesure ^ est étalée. Et de façon surprenante,
le groupe affine de la droite réelle, le plus simple des groupes moyennables non
unimodulaires, porte une mesure ^ tel que 1^ ne soit pas réduit à la mesure nulle.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



260 L. EUE

L'ensemble 1^ a dans ce cas une infinité d'éléments. En effet, il est aisé de voir que les
mesures de Haar ne peuvent être des éléments de 1^ sur un groupe non unimodulaire; et
comme de plus on prouve que si G est presque connexe, l'ensemble 1^ a un, deux ou une
infinité d'éléments, on en déduit que sur un groupe presque connexe non unimodulaire,
l'ensemble 1^ stable par les translations à gauche du groupe, s'il n'est pas réduit à la mesure
nulle, est de cardinal infini.

Lorsque G est un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes, et en fait
l'étude du cas où G est presque connexe se ramène à celle de ce cas-là, nous obtenons le
théorème de structure suivant :

II existe sur G une mesure de probabilité étalée ^ telle que 1^ ne soit pas réduit à la mesure
nulle si et seulement si G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés M et A tels
que :

1. M soit niipotent distingué connexe et simplement connexe.
2. A soit produit direct d'un groupe compact K et d'un groupe E isomorphe à [RL
3. Si M désigne l'algèbre de Lie de M, il existe un élément x de E tel que les valeurs

propres de Ad x restreinte à ̂ c soient toutes de module strictement supérieur à 1.
En particulier, un tel groupe est unimodulaire si et seulement si le groupe M est trivial et

par suite un groupe connexe unimodulaire porte une mesure [i telle que 1^ ne soit pas réduit à
la mesure nulle si et seulement s'il est isomorphe au produit direct de R et d'un groupe
compact.

Nous désignons par la classe Q) la classe des groupes non unimodulaires vérifiant les
conditions ci-dessus; les mesures ^ pour lesquelles 1̂  { 0 } peuvent être caractérisées de la
manière suivante : considérons la marche aléatoire droite de loi [i sur G et de probabilité de
transition £g-k[i et si [G, G] désigne le sous-groupe fermé de G engendré par les
commutateurs, distinguons deux cas :

Si la marche de loi ^ admet une projection transiente sur G/[G, G], alors 1 n'est pas
réduit à la mesure nulle si et seulement si p, admet un moment d'ordre 1 et si
f

Log A(^)^n(g)<0, A désignant le module sur G.
JG

Si la marche de loi a admet une projection récurrente sur G/[G, G], sous des conditions de
moment plus fortes (d'ordre 2+s), l'ensemble 1^ n'est pas réduit à {0} .

Précisons les éléments de 1^; le groupe G opère par translation à gauche sur 1^ et nous
montrons que l'ensemble 1^, lorsqu'il n'est pas réduit à la mesure nulle, est formé, en dehors
de cette mesure, de l'orbite sous G d'une mesure VQ. Cette mesure VQ est u-invariante et est de
plus laissée stable sous l'action de A. L'ensemble 1^ est donc en fait composé de la mesure
nulle et de l'ensemble { s ^ * V o , zeM}, orbite sous M de la mesure VQ.

Si nous désignons par v l'image de v par l'application g -> g~1, la mesure VQ se met sous la

forme m(x)^, où m est une mesure sur le G-espace M telle que n*m=m, le produit de
convolution étant défini en faisant opérer G sur M, et où À^ est une mesure de Haar sur A.
Remarquons que m est une mesure invariante pour la chaîne induite sur l'espace
homogène G/A = M de probabilité de transition (1 * s^ (z G M), et on montre que si 1 ^ { 0},
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 261

alors nécessairement cette chaîne induite est récurrente Harris sur un ensemble m-plein, ce
qui affirme entre autre l'unicité de la mesure invariante m. Lorsque la marche de loi [i admet
une projection récurrente sur G/[G, G], cette mesure m est de masse infinie et ce résultat est
d'autant plus intéressant que nous pouvons à l'aide de m construire des fonctions
harmoniques positives bien que dans ce cas nous sachions que les fonctions [i et [i-
harmoniques bornées soient constantes.

Remarquons que les résultats obtenus ne sont pas symétriques si la marche projection sur
G/[G, G] est transiente, car si e^ * U ne converge pas vaguement vers 0 lorsque g tend vers le
point à l'infini de G, alors Sg * Û et donc U * s^ convergent vaguement vers 0. Si l'ensemble
{ £ g * U * 8^, (g, g ' ) e G x G} est vaguement relativement compact, ce qui est le cas sur les
groupes de la classe Q) exclusivement pour les marches de projection transiente sur
G/[G, G], il est possible de symétriser le problème en recherchant les valeurs d'adhérence
vague de cet ensemble. Ceci fait l'objet du chapitre VI.

Enfin, au chapitre VII, nous étudions plus précisément le comportement à l'infini du noyau
potentiel lorsqu'il a lieu vers 0. Lorsque g tend vers le point à l'infini du groupe dans
certaines directions, avec parfois des hypothèses plus fortes sur ^, nous explicitons des
fonctions h continues de G dans R4 '* telles que /î(^)e^*U converge vaguement vers une
mesure non nulle. Une des applications de la théorie du renouvellement est donc une
détermination partielle du comportement asymptotique du noyau de Martin sur les groupes
de la classe ^. Pour le cas du groupe affine de la droite réelle, nous avons mené une étude
complète du comportement de ce noyau dans [20].

Une partie de nos résultats a été résumée dans [17].

CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

A. Hypothèses et notations

1.1. MARCHE ALÉATOIRE. - Soient G uiî groupe localement compact à base dénombrable
(LCD) d'élément unité e et n une mesure deprobabilité définie sur la tribu borélienne ̂  de G.
Considérons l'espace canonique Q=G^ muni de la tribu ̂ , produit des tribus boréliennes
sur chaque facteur. Comme G est à base dénombrable, la tribu ^ est la tribu des boréliens de
l'espace produit topologique Q. Désignons par X^ l'application n-ième coordonnée de Q
dans G. La marche aléatoire (droite) de loi [i est par définition le triplet (Q, (XJ^, (P^eo)
où, pour tout g de G, Pg est une mesure de probabilité sur (Û, ^F) telle que (X^)^ soit
relativement à Pg une chaîne de Markov d'espace d'états G, de probabilité de transition
P (x, . ) = 8^ * H et d'état initial g.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



262 L. EUE

Les probabilités (Pg)g^ sur (Q, ̂ ) peuvent être obtenues de la manière suivante : soit Q la
mesure de probabilité sur (Q, ^), produit des mesures [i sur chaque facteur; alors, pour
tout g de G, P^ est l'image de Q par l'application de Q dans Q définie comme suit :

(gl. gl. • • ' . gn. ' • ' ) - ^ { g , ggl, ggl gl. ' • - , ggigl. • • ' , gn. ' • - ) •

En d'autres termes Pg p. s., les variables aléatoires (X;_\ XJ^o sont indépendantes de
loi |LI et la variable Xç égale à g.

Si v est une mesure positive sur (G, ^), nous définirons la mesure positive P^ sur (Q, ^)
fparP^= P^v(g) et nous poserons, si / est une fonction^ mesurable sur 0,

JG

f r^(/^ /^Py- En particulier pour geG, nous noterons E^(/)= /JP^.
•;Q JQ

Dans toute la suite, lorsque nous parlerons de marche aléatoire de loi ^ sur G sans autre
précision, nous évoquerons la marche aléatoire droite. Nous considérerons aussi la marche
duale, c'est-à-dire la marche aléatoire droite dont la loi \ji est l'image de p, par l'application
qui à g associe g ~ 1 .

Nous imposerons fréquemment au groupe G (LCD) d'être presque connexe, c'est-à-dire
que si Go est la composante connexe de l'élément neutre, G/Go est compact.

Soit G^ le sous-groupe fermé engendré par le support de a. De par la construction de P^,
geG, il est clair que, si geG^ :

P^(X^eG^pour tou t^ )= l .

L'ensemble G^ est donc absorbant et il est naturel de faire l'hypothèse suivante :
(i) la mesure [i est adaptée, c'est-à-dire G^=G.

1.2. NOYAU POTENTIEL. - Désignons par ^i" la ^-ième puissance de convolution de a. Alors
si P est la probabilité de transition P(g, . )=s^*u, la ^-ième puissance de P notée P^
vérifie P^ (g, . ) = ̂  * ^i". Notons a° == 80 et PQ { g , . ) = Gg. Le noyau potentiel U == ^ P^ de la

nï0
marche aléatoire de loi [i est donc défini si geG et Ae^ par :

U(^, A)= ^ £,*^(A)=EJ ̂  1^(XJ.
n^O n^O

Si nous notons encore U la mesure ^ ^", nous obtenons :
nï0

U(g,.)=E,*U.

Nous désignerons par ^(G) (^(G)) les fonctions boréliennes (positives) sur G,
par ^((J) l'espace des fonctions continues bornées réelles sur G muni de la norme de la
convergence uniforme || ||, par ^(G) (^ (G)) l'espace des fonctions continues réelles
(positives) à support compact sur G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact.
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 263

Si À est une mesure positive, nous noterons, pour/e^^ (G) :

nf)=<f^>= (f(g)ang).j
Le noyau potentiel U opère sur ̂  + (G) par la formule suivante : pour g e G et/ e ̂  + (G) :

U/OT)= f / (x)U(g,A)=8,*U(/)=EJ^/(XJ.
JG n^O

Si a^ désigne l'opérateur de translation à gauche par^ dans G (a (x)=g.x), a opère sur
^ (G) par <jgf = f o a^; et par suite :

U/(^)=U(a, / ) (éO=<a, / ,U>.

Rappelons (chap. 3, § 4 de [45]) que la marche de loi ui est transiente sur G si et seulement
si la mesure U = ^ a" est une mesure de Radon. Dans le cas contraire, la marche de loi |LI est

nïQ

récurrente et pour tout ouvert 0 de G, U(0)= oo.
Nous ferons sur [i l'hypothèse :
(ii) la mesure U= V a" est une mesure de Radon.

n^O

Alors :
(a) l'ensemble des mesures {s^*U, g G G] est vaguement relativement compact.
En effet, si K est un compact de G, il résulte du principe du maximum (chap. 2 de [45]) que

la fonction U 1^=U(., K) atteint son maximum sur K. Par suite, pour tout g de G :

UlKfe)=£,*U(K)^sup(8,*U(K))^U(K- l K)<oo.
geK

De plus :
(b) pour tout élément/de C^(G), la fonction U/est uniformément continue à gauche.
Cette assertion découle de l'inégalité :

U/(^)-U/(^)|^| |a,/-/| |Ul^te)^||a,/-/| |U(K- lK),

valable pour xeV voisinage compact de e et geG si K = V ~ 1 Supp/

1.3. ENSEMBLE 1^ DES MESURES LIMITES. — Nous supposerons dans toute la suite que [i
vérifie les hypothèses (i) et (ii). L'étude du renouvellement consiste en la détermination de la
fermeture de l'ensemble { 8 ^ * U, g e G} pour la topologie de la convergence vague. Comme
d'après (&), l'application g -> c^ * U est vaguement continue, il s'agit en fait d'étudier
l'ensemble 1^ des valeurs d'adhérence vague de l'ensemble [ s * U, g e G} lorsque g tend vers ô,
point à r infini du groupe dans la compactifi ça tion d'Alexandroff.

Cet ensemble 1^ est vaguement compact et a les propriétés suivantes :

(a) II est formé de mesures ^-excessives, c'est-à-dire de mesures de Radon v telles
que v*a^v.
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En effet si g^ est une suite d'éléments de G tendant vers 8 telle que c * U converge
vaguement vers v, nous avons :

c^ * U = e^ * U * [i + e^

et il résulte du lemme de Fatou, que si/eC^ (G) :

r
v( / )=l im£^*U(/ )^ lim(8^*U*s,(/))^(x)+lim/(^)=v*u(/).

" JG n n

De plus, il découle du théorème de Lebesgue, que l'ensemble 1^ est formé d'éléments u-
invariants, c'est-à-dire de mesures v telles que v*a==v, dans les deux cas suivants :

— si H est à support compact, ou
- si l'ensemble { G g * U * e^, (g, g ' ) e G x G ] est vaguement relativement compact. Cette

propriété sera précisée en 1.13.
Dans le cas général on ne peut affirmer a priori que les éléments de 1^ sont a-invariants,

mais il s'avère en fait que dans tous les cas étudiés, les mesures obtenues sont réellement a-
invariantes.

(P) L'ensemble 1^ est stable par translation à gauche :

Vvel^, VgeG, £,*vel^

et l'ensemble {c^*v , geG] est vaguement relativement compact.
(y) L'ensemble 1^ contient toujours la mesure nulle, notée 0.
En effet, pour tout g de G, s^ * U converge vaguement, Pg p. s., vers 0 lorsque n -^ oo. La

preuve est simple : pour tout/ de C^ (G), la suite de variables aléatoires (U/ '(XJ)^ est, P
p. s., une surmartingale positive et converge donc p. s. Or de l'égalité :

EJU/(XJ]=P^U/(g)= ^P,/(g),
mïn *'

il résulte que Eg [U/(XJ converge vers 0 lorsque n -> oo, et par suite U/(XJ converge Pg
p. s. vers 0.

En fait le plus souvent 1^ est réduit à la mesure nulle.

B. Classification des marches

Cette classification va être basée sur le cardinal de l'ensemble 1 .

1.4. DÉFINITION. - Une marche aléatoire de loi ̂  sur un groupe G (LCD) sera dite de type
1 si l'ensemble 1^ a pour cardinal 1, c'est-à-dire est réduit à la mesure nulle. Elle sera dite de
type II dans le cas contraire.

Une marche de loi [i sur G sera de plus dite simple si le cardinal de l'ensemble 1^ est au plus
deux.
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On peut remarquer que si l'ensemble 1^ a exactement deux éléments, l'élément non nul est
une mesure de Haar à gauche puisque l'ensemble 1 est stable par translation à gauche.

1.5. EXEMPLES. — Rappelons les résultats obtenus dans le cas non moyennable [16] et
dans le cas abélien (cf. [45]).

1.5 a. Soit G un groupe non moyennable; alors toute marche sur G est de type I .
1.5 b. Soit G un groupe abélien; alors il existe sur G une marche de type I I si et seulement si

G est extension d'un sous-groupe compact par R ou J-. De plus toute marche sur G est simple.
Jusqu'à présent, tous les groupes sur lesquels la théorie du renouvellement avait été menée

étaient exclusivement porteurs de marches simples et le résultat 1.5 b s'était généralisé.
Dans cet article, nous étudierons le type des marches définies sur des groupes G presque

connexes (c'est-à-dire G/GQ compact si Go est la composante connexe de l'élément neutre);
nous verrons que dans le cas des groupes moyennables non unimodulaires, la situation est
différente de 1.5 b : il existe des groupes de ce type porteurs de marches de type II, l'exemple
crucial étant celui du groupe affine de la droite réelle. De plus sur un tel groupe, une marche
de loi H de type II n'est jamais simple; le cardinal de l'ensemble 1^ est même infini, comme le
prouve le théorème suivant :

1.6. THÉORÈME DE CLASSIFICATION. — Soit G un groupe presque connexe. Si [i est une mesure
de probabilité sur G, l'ensemble 1^ est soit connexe, soit de cardinal deux. Par suite
l'ensemble 1^ a un, deux ou une infinité d'éléments.

De plus si le cardinal de 1 est deux, le groupe G est produit direct d'un groupe compact et
d'un groupe isomorphe à R.

La démonstration de ce théorème va reposer sur la notion de « bouts » d'un groupe,
notion étudiée par Freudenthal [24] pour les groupes LCD connexes, puis par Hofmann et
Mostert pour les groupes presque connexes [38].

1.7. DÉFINITION. — Un groupe G localement compact est dit avoir deux « bouts » s'il
existe un espace compact G* qui contienne un sous-ensemble dense G', homéomorphe à G,
tel que l'ensemble G*—G' ait exactement deux éléments.

1.8. PROPOSITION. — Soit G un groupe LCD et [i une mesure de probabilité sur G. Si
l'ensemble 1^, muni de la topologie vague, n'est pas connexe, alors le groupe G a deux
« bouts ».

Preuve del.S. — L'espace C^ (G) muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact est séparable; considérons une suite [fn}ne^ dense dans C^(G). Alors la suite
{ ̂  fn]neN est dense dans {U/,/ e C^ (G)} pour la topologie de la convergence uniforme. En
effet il suffit de remarquer que si/est un élément de C^(G) et si { /^} est une sous-suite de
[fn]neN convergeant uniformément vers/et telle que les fonctions/^ aient toutes leur
support dans un même compact K, nous avons :

l|U(/-/,)||^||/-/J|.||UlK||.

Comme le groupe G est LCD, son compactifié d'Alexandroff ô = G U { ô } est métrisable.
Soit ûfune distance sur G compatible avec sa topologie; alors la topologie définie sur G par d
est sa topologie initiale et G est un ouvert dense de ô.
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Si l'ensemble compact 1^ n'est pas connexe, il existe deux ensembles A et B non vides
fermés, donc compacts, tels que I ^ = A u B et AnB==Ç) . Considérons alors l'espace
G* = G u [ a ] u {b}et soit d'l'application symétrique de G* x G* dans R définie de la façon
suivante :

V(^)eGxG, d'(x,y)=d(x,y)+ ̂  ^——-. l//»(x)-U/J^)|,
neN z II u J n II

d'(x, a)=d(x, ô)+ M\^ 1 |U/Jx)-v(/J|1,
V6A|_"6^ z II u Jn\\ J

rf'(x,é)=^(x,8)+infr^ 1 |U/Jx)-v'(/J|1,
v-eB LBEN - II ^'^nll J

^'(a,6)= inf r^^—^|v( /J -v ' ( /« ) l1 .
(v ,v ' )eAxB L"e^ II ^ • ^ 1 1 J

Remarquons tout de suite que d ' sépare les points de G* : il s'agit en fait de vérifier que
d ' (a, b) est non nul. S'il était nul, il existerait à cause de la compacité de A et de B deux
mesures v^ et v[, éléments respectifs de A et B, telles que :

E ..H-7-nlVl(/J-Vi(/J|=0.
ne^ z II u Jn II

Par densité de la suite {/„ }^^, les mesures v^ et v[ seraient alors égales, ce qui est impossible.
Cette application d' n'est pas une distance car l'inégalité triangulaire :

d f ( x , y ) ^ d f ( x , a } + c î r ( a , y ) ,

n'est pas toujours vérifiée.
Mais nous pouvons définir une distance d^ sur G* en posant :

d^(a, b)=df(a, b),

VxeG, Ji(x, a)=inf|/f(x, a), d^a, b)],

d,(x,b)=W(x,b),d,{a,b)],
V(x, y)eGxG, d,{x, y)=M[df(x, y\ d,(x, û)+^(a, y\ d,(x, b)-^d,(b, y}].

Muni de cette distance d^, l'espace G* est un espace métrique séparé. Comme les fonctions
{V fn]neN sont continues pour la topologie initiale sur G, la distance d^ définit sur G cette
même topologie. De plus G est dense dans G*. En effet, si v est un élément de 1^, il existe une
suite {gn)nçN dans G tendant vers le point à l'infini ô telle que Gg *U converge vaguement
vers v. Alors, si v appartient à A, d^ (^, a} -> 0 et g^ converge vers a dans G*. Par contre si v
appartient à B, g^ converge vers b dans G*.

Montrons pour terminer que G* est compact. Comme G* est métrisable, il suffit de
considérer une suite quelconque {gn)neN d6 G; soit cette suite reste dans un compact auquel
cas elle admet une valeur d'adhérence dans G; soit elle tend vers 8, alors la suite vaguement
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relativement compacte { s *ULg^ a une valeur d'adhérence v dans 1^. Selon que v
appartient à A ou B, la suite (gn)ne^ a po^ valeur d'adhérence a ou b dans G*.

Nous avons construit un compactifié G* de G tel que G*-G ait deux éléments, donc G a
deux « bouts ».

Preuve du théorème 1.6. — La structure des groupes presque connexes qui admettent deux
« bouts » est la suivante [38] :

Un tel groupe est produit semi-direct d'un sous-groupe distingué E isomorphe à R et d'un
sous-groupe compact K, c'est-à-dire s'écrit EK avec E n K = { ^ } .

Considérons l'automorphisme T| de K dans le groupe des automorphismes de E défini pour
tout À: de K et tout x de E par r\(k)(x)=kxk~1. Comme le groupe K est compact et le
groupe E isomorphe à tR, l'automorphisme T| (k) (keK) est soit l'automorphisme
identique Id, soit l'automorphisme S qui à tout élément de E associe son inverse. L'ensemble
Ko={A:eK, r|(Â;)=Id} est un sous-groupe distingué dans G.

(i) Si l'ensemble Ko est identique à K, alors G est produit direct des groupes E et K et on
sait (cf. 1.56) qu'il existe sur un tel groupe des marches de type I I .

(ii) Si l'ensemble Ko est distinct de K, le groupe G/Ko est isomorphe au groupe D^ des
translations et symétries de R : { . x - > e x + Z ? , Z ? e [ R , £ = ± l } .

Or toute marche transiente sur D^ est de type I . Ce résultat est connu pour les marches de
loi étalée (déf. donnée en 2.1) puisque D^ est un groupe de type (R) (cf. [12] ou [34]). En
appendice A 1, nous prouvons ce résultat sans hypothèse d'étalement.

Par suite, puisque Ko est compact, toute marche sur G sera alors de type I.
Par conséquent un groupe G presque connexe admettant deux « bouts » porte une marche

de loi [i de type II si et seulement si il est produit direct d'un groupe compact et d'un groupe
isomorphe à R; de plus dans ce cas le cardinal de 1^ est deux (cf. 1.5 b). Et il découle donc de
la proposition 1.8 que si I n'est pas connexe, I a deux éléments et G a la structure
annoncée.

C. Groupes quotients

La méthode que nous utiliserons pour aborder le problème du renouvellement sur un
groupe G consistera en partie en la construction de groupes quotients adéquates de G, par
exemple groupes quotients pour lesquels la théorie du renouvellement est connue. Le résultat
fondamental suivant sera en ce sens un excellent outil.

1.9. PROPOSITION. — Soient G et G' deux groupes localement compacts à base
dénombrables,p un homomorphisme surjectifde G sur G' et [i une mesure de probabilité sur G;
on pose a' ==p (a);

(a) si la marche de loi p/ sur G' est transiente et de type I , alors la marche de loi (A sur G est
transiente et de type I;

(b) si de plus le noyau de p est compact, la réciproque de l'assertion (a) est vraie.
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Preuve. — L'inégalité suivante :

(*) £,* Z ^(A)^c^* ̂ (^(A)],
Â^O ^0

vraie pour tout élément ̂  de G et tout borélien A de G, assure que si la marche de loi a' =7? (n)
sur G est transiente, la marche de loi [i sur G l'est aussi.

Soit v un élément de 1^; il existe une suite (gn)ne^ d'éléments de G tendant vers le point à
l'infini 5 de G telle que c^ * U converge vaguement vers v lorsque n tend vers l'infini. Si on
considère dans G' la suite p (^), de deux choses l'une :
, — soit p ( g ^ ) reste pour tout n dans un compact K^ de G';

- soit il existe une sous-suite extraite p (^) tendant vers le point à l'infini de G'.
Dans le deuxième cas, l'inégalité (*) et le fait que la marche de loi p{[i) soit de type 1

entraînent que c^ * ̂  a^ conerge vaguement vers 0; la niesure v est donc nulle.
"' k^o

Dans le premier cas, pour tout compact K de G et tout entier n, le compact g^ 1 K est inclus
dans le borélien p ~ 1 [Kf^K)]. Comme K^p (K) est compact dans G', l'inégalité (*)
entraîne que U [ p ~ 1 (K^1 p (K))] est fini et le théorème de Lebesgue permet de conclure à la
nullité de v.

Cette proposition s'applique au cas où G' est un groupe quotient de G, et si ce groupe
quotient ne porte que des marches transientes et de type I, il en est de même du groupe G;
comme la théorie du renouvellement est connu sur les groupes abéliens, il est intéressant de
considérer les groupes quotients abéliens du groupe G.

1.10. DÉFINITION. — On dira qu'un groupe LCD abélien A est de rang n s'il existe un
groupe compact K et deux entiers n^ et n^ tels que n == n^ + n^ et tels que A soit isomorphe au
produit direct K x HT1 x Z"2.

Un tel groupe est à génération compacte et réciproquement, tout groupe abélien à
génération compacte a la forme ci-dessus.

D'après 1.6 b, un groupe abélien porte une marche de type II si et seulement si il est de
rang 1.

1.11. GROUPES QUOTIENTS ABÉLIENS. — Soiet G un groupe LCD et H un sous-groupe fermé
de G, le groupe quotient G/H est abélien si et seulement si H contient le groupe [G, G], plus
petit sous-groupe fermé de G contenant les commutateurs de G. Le groupe G/[G, G] est
donc un groupe quotient abélien de G de rang maximal. Si le rang de G/[G, G] est
supérieur à 1, toute marche transiente sur G/[G, G] est de type I, mais on ne peut conclure
sur le type des marches définies sur G car une marche transiente sur G peut avoir une
projection récurrente sur G/[G, G].

1.12. DÉFINITION. - Soient G un groupe LCD, [G, G] le plus petit sous-groupe fermé de
G contenant les commutateurs de G et n la surjection canonique de G sur G/[G, G]. Soit [i
une mesure de probabilité sur G.

Une marche de loi [i sur G sera dite transiente en projection (respectivement récurrente en
projection) si la marche projection sur G/[G, G] de loi 71(0) est transiente (respectivement
récurrente).
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En conséquence, si G/[G, G] n'est pas de rang 1, toute marche sur G transiente en
projection est de type I.

De plus si G/[G, G] est de rang supérieur ou égal à 3, toute marche sur G/[G, G] est
transiente (cf. (45)) et par suite toute marche sur G est de type I.

D. Propriété (P)

1.13. DÉFINITION. - Une marche de loi ^ sur un groupe G (LCD) sera dite avoir la
propriété (P) si l'ensemble {e^*U*s^ , ( g , g ' ) e G x G ] est vaguement relativement
compact.

Nous avons vu que cette propriété (P) assurait à l'ensemble 1^ d'être formé d'éléments u-
invariants (1.3). En fait elle simplifiera aussi la caractérisation des éléments de 1^.

1.14. DÉFINITION. - Soit [i une mesure de probabilité sur G (LCD). Une fonction
borélienne positive sera dite a-sur'harmonique si :

VxeG, P/(x)= f f(xy)d[i(y)^f(x).
JG

Une fonction borélienne finie/sera dite ^-harmonique s'il y a égalité.

1.15. Si v est un élément de 1^, v est une mesure a-excessive. Alors, pour tout élément (p de
C^ (G), la fonction/p définie pour geG par :

/(pte)=v*V.((p)

est une fonction continue jl-surharmonique positive.
Si on impose à la marche de loi p, d'avoir la propriété (P), la mesure v est a-invariante et de

plus l'ensemble { v * 8^, g e G } est vaguement relativement compact. Par suite/q, est alors une
fonction continue p-harmonique bornée.

La propriété (P) établit donc un certain lien entre les fonctions jl-harmoniques bornées et
les éléments de 1^ et nous venons de prouver le résultat suivant :

1.16. PROPOSITION. — Soit [i une mesure de probabilité sur G (LCD). On suppose que la
marche de loi \JL à la propriété (P) et que les fonctions continues ^-harmoniques bornées sont
constantes. Alors l'ensemble 1 est formé de mesures de Haar à droite.

Nous verrons par la suite que cette proposition est fausse si la marche ne possède pas la
propriété (P).

1.17. EXEMPLES. — (oc) Sur un groupe abélien, toute marche transiente de loi \i à la
propriété (P) car, sur un tel groupe, (P) équivaut à la relative compacité de l'ensemble
{s^*U, geG]. Ce résultat s'étend aux groupes niipotents [9].

(P) Soient G et G' deux groupes LCD, p un homomorphisme surjectifde G sur G', [i une
mesure de probabilité sur G. Si la marche de loi p (a) sur G' à la propriété (P), il en est de
même de la marche de loi [i sur G. Ceci découle de l'inégalité suivante :

Sg * U * £^ (A) ̂  £p ̂  *T? (U) * e^) [p (A)],

vraie pour tout borélien A de G et tout élément (g, g ' ) de G x G.
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Par conséquent toute marche sur G transiente en projection à la propriété (P).
(y) Considérons par contre le groupe affine de la droite réelle. Ce groupe G^ peut s'écrire

comme le produit semi-direct [R x [R^* où le produit de deux éléments (h, a) et (/?', a ' ) de
[R x R+ * est défini par (h, a) (/?', a ' ) = (h + ah', aa'). Toute marche sur G^ est transiente car G^
est un groupe non unimodulaire [11]; mais toute marche sur G^ récurrente en projection n'a
pas la propriété (P).

En effet soit n la surjection canonique de G^ sur Gi/[Gi, GJ et soit [i une probabilité
sur G telle que la marche de loi 71(0) sur Gi/[G^, GJ^tR^* soit récurrente. Alors pour
tout compact K^ de ff^* d'intérieur non vide, n(\J)(K^ est infini. Si K^ est un compact
de R, pour tout élément a de [F^*, nous avons :

£(o,.)*U*c^r(Ki xK,)=uQKi xK,V

Choisissons K^ de manière à ce que l'ensemble (l/a)K^ croisse vers R lorsque a décroît
versO. Alors U((l /û)Ki xK^) croît vers +00 et l'ensemble {s^,^*11*8^, a)-1. ̂ e^*}
n'est pas vaguement relativement compact.

Une caractérisation précise des groupes presque connexes sur lesquels toute marche de loi
étalée (cf. 2.1) à la propriété (P) a été obtenue en collaboration avec P. Bougerol dans [9].

E. Mesures de Haar et renouvellement

Nous avons vu en 1.16 que, sous certaines hypothèses sur n, 1^ était formé de mesures de
Haar à droite et nous avions remarqué en 1.4 que si l'ensemble 1^ a exactement deux
éléments, l'élément non nul était une mesure de Haar à gauche. En fait sur les groupes non
unimodulaires presque connexes, le cardinal de 1^ n'est jamais deux d'après le théorème 1.6;
et on peut se demander si sur un groupe non unimodulaire, les mesures de Haar sont
réellement susceptibles d'être éléments de 1^. Notons que la mesure de Haar à droite est un
élément ^-invariant.

1.18. THÉORÈME. — Si le groupe G (LCD) est non unimodulaire et si [i est une mesure de
probabilité sur G, les éléments non nuls de 1 ne peuvent être ni des mesures de Haar à droite, ni
des mesures de Haar à gauche.

1.19. NOTATION. — Si m^ est une mesure de Haar à droite sur G, on note A la fonction
module sur G définie pour tout geG par Gg-km^=Â(g)m^.

Preuve du théorème 1.18. — Si m^ est un élément de 1^, l'ensemble { E g * m^, ge G} est
vaguement relativement compact d'après 1.3 P, ce qui est impossible si le groupe G est non
unimodulaire.

Supposons qu'une mesure de Haar à gauche mç soit élément de 1 .̂ Alors la mesure mç, est
(A-excessive et par suite la fonction A~ 1 est n-surharmonique. En effet, si/eC^(G) :

r r
^G*^/)- /(^)^G(x)^(^)=mG(/)^(A-1).

JG JG
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Comme mG*^i(/)^mG(/), on en déduit que ^(A"1)^! et donc que :

^-l(xy)d^(y)^^-l(x).
JG

La fonction A"1 vaut 1 sur [G, G], et si n désigne la surjection canonique de G sur G/[G, G],
cette fonction A~ 1 , considérée comme fonction sur G/[G, G] est une fonction positive
continue TiQ^-surharmonique.

Si la marche de loi p. est récurrente en projection, la marche de loi n (p) sur G/[G, G] est
récurrente et la fonction continue n (p)-surharmonique A"1 est alors constante (cf. chap. 3,
prop. 3.6 de [45]), ce qui est incompatible avec la non unimodularité de G.

Supposons donc que la marche de loi [i soit transiente en projection, elle a donc la propriété
(P). Par suite si niç est élément de 1^, l'ensemble {niç * s^, g e G} est vaguement relativement
compact, ce qui est impossible si le groupe est non unimodulaire.

1.20. COROLLAIRE. — Soit [i une mesure de probabilité sur un groupe G (LCD) non
unimodulaire. On suppose que la marche de loi [i a la propriété (P) et que les fonctions (i-
harmoniques bornées continues sont constantes. Alors cette marche est de type I .

Ce résultat est immédiat d'après 1.16.

CHAPITRE II

PREMIÈRE CARACTÉRISATION DES GROUPES DE TYPE II

Dorénavant nous ferons sur la probabilité [i l'hypothèse d'étalement et nous allons
rechercher des conditions nécessaires pour que le groupe G porte une marche de loi étalée de
type -II.

2.1. DÉFINITION. - Une mesure de probabilité [t sur un groupe G (LCD) est dite étalée s'il
existe un entier n tel que p" ne soit pas étrangère à une mesure de Haar sur G.

2.2. DÉFINITION. — Un groupe G (LCD) sera dit de type ï si toute marche (transiente) de
loi étalée sur G est de type I. Il sera dit de type I I dans le cas contraire.

Nous prouverons dans ce chapitre le résultat suivant :

2.3. THÉORÈME. — Soit G un groupe presque connexe. Si G est de type I I , alors :
(i) G est moyennable,

(ii) G/[G, G] est de rang 1,
(iii) Go/[Go, Go] est de rang 1.
L'assertion (i) n'est autre que le résultat de Y. Derriennic et Y. Guivarc'h [16] rappelé en

1.5a.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



272 L. EUE

De la proposition 1.9, il découle que si une marche sur G est de type II, alors la marche
projection sur le groupe abélien G/[G, G] est soit récurrente, soit transiente et de type II.
Dans le deuxième cas, G/[G, G] est nécessairement de rang 1 (cf. 1.5b). Il s'agira donc
d'étudier les marches de type II récurrentes en projection, ce qui sera l'objet du
paragraphe C.

Quant à l'assertion (iii) qui sera étudiée au paragraphe D, elle est suscitée par l'idée
intuitive que si une marche sur G est de type II, alors la marche induite sur Go (lorsque G/Go
est fini) est de type II.

Dans le paragraphe A, nous verrons quels renseignements techniques sur le noyau
potentiel nous apporte l'hypothèse d'étalement; nous en déduirons en particulier qu'il suffit,
pour déterminer les mesures limites du noyau potentiel d'une marche de loi étalée sur un
groupe presque connexe, d'étudier ce problème sur un groupe de Lie ayant un nombre fini de
composantes connexes.

Une autre application sera donnée au paragraphe B où sera mis en évidence le rôle
privilégié de certaines directions sur un groupe non unimodulaire dans le comportement
asymptotique du noyau potentiel.

A. Hypothèse d'étalement

Cette hypothèse nous servira principalement dans deux situations :
(a) pour avoir des renseignements sur les fonctions harmoniques bornées;
(b) pour obtenir certaines propriétés d'équicontinuité du noyau potentiel.

(a) PÉRIODES DES FONCTIONS HARMONIQUES. - Si [i est une mesure de probabilité étalée sur
G, nous noterons S^ l'ensemble non vide des points de G pour lesquels on peut trouver une
mesure de Haar m sur G et un entier p tels que la restriction de m à un voisinage de g soit
majorée par ^p. Par construction l'ensemble S^ est ouvert.

2.4. DÉFINITION. - Soit H une mesure de probabilité sur G (LCD). Nous appelons [i-
période tout élément h de G tel que pour toute fonction ^-harmonique bornée/, on ait
f(gh)=f(g) pour tout ^eG; l'ensemble des a-périodes est évidemment un sous-
groupe de G.

Rappelons le résultat suivant du à R. Azencott (th. IV. 1 de [1]).

2.5. Soient u une mesure de probabilité sur G et (Q, (X^ç ̂ , (P)^eo) ̂ a marche aléatoire de
loi [i sur G. Soit h un élément de G. Si pour P ̂ -presque tout coeQ, la suite {X^^œ)
/?X^(û))}^ç^ possède une valeur d'adhérence appartenant à S^S^1 , l'élément h est une [i-
période.

Lorsque \JL est étalée, toute fonction (^-harmonique bornée est uniformément continue à
droite; et A. Raugi a prouvé dans [44] que si on cherchait à supprimer l'hypothèse
d'étalement, on pouvait obtenir un théorème analogue, mais concernant exclusivement les
fonctions harmoniques bornées uniformément continues à droite, classe plus restrictive que
celle des fonctions harmoniques en général.
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2.6. Groupes compacts inclus dans le groupe des n-périodes :
Soient G un groupe LCD et [i une mesure de probabilité étalée sur G. Soit K un sous-

groupe compact distingué de G. On peut affirmer que le groupe K est inclus dans le groupe
des n-périodes dans les deux cas suivants :

— K est un sous-groupe suffisamment petit;
— G est moyennable et G/K est le groupe desp ([i)-pénodes,p (n) désignant la projection

de [i sur G/K.
Dans le premier cas, on choisit un voisinage V de l'élément neutre de e inclus dans S^ S^"1 et

K doit être un sous-groupe compact distingué de G inclus dans V. Le résultat 2.5 permet de
conclure.

Le deuxième cas découle aussi des travaux d'Azencott (voir prop. IV. 4 et IV. 8 de [1]).

(b) PROPRIÉTÉS D'ÉQUICONTINUITÉ DU NOYAU POTENTIEL.

2.7. PROPOSITION. — Soient [i une mesure de probabilité sur G et f un élément de C^ (G).
On note Rg et Hg les fonctions de G dans R définies pour tout (g, x) e G x G par :

et
R,(x)=U/(^),

H,(x)=\Jf(gx).

Alors l'ensemble des fonctions {R^, g e G} est équicontinu en tout point x de G. Si on
suppose de plus p, étalée, il en est de même de l'ensemble [ H^, ge G}.

Preuve. — La première assertion est immédiate car la fonction U/est uniformément
continue à gauche (cf. 1.2 b).

Supposons donc [i étalée et considérons l'expression :

H,(xo^)-H,(xo),

pour XQ fixé dans G, y appartenant à un voisinage compact V de e et g décrivant G.
Remarquons que, pour xeG :

H,(x)=U(a,/)(x)=P,U(a,/)(x)+8,*v,(a,/),

où n est un entier et v ^ = £ o + H + . . . +^i".
Alors :

H,(xo^)-H,(xo)=P,H,(xoy)-P,H,(xo))+(8^*vJa,/)-8^*vJa,/)).

Montrons que si v est une mesure bornée, l'ensemble [ h g , g e G ] où
^g(x)=sx^v((Jgf)=sgxi^v(f) est équicontinu en tout point de G. En effet comme/a son
support dans un compact K :

^^v(f)^\\f\\v(y-lx,lg-lK)^\\f\\v(V-lx,lg-lK\

pour ye\' et cette dernière quantité tend vers zéro lorsque g -> ô.
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Par suite on peut trouver pour tout 8>0 un compact K^ tel que :

V^Ki, V^eV, s^*v(/)<£.

De plus l'uniforme continuité à gauche de/permet de trouver un voisinage compact V^ de e
inclus dans V tel que :

V ^ e V i , V^eK, , |s^*v(/)-£^*v(/)|<s.

Par conséquent : Ve>0, V^eG, 3Vi voisinage compact de e tel que :

V^eVi, VgeG, |^(xo^)-^(xo)| <2s.

Pour prouver Péquicontinuité de { H ^ , geG] en XoeG, il suffit de montrer qu'il existe
toujours un entiers et un voisinage V de e pour lequel P^ Hg (xQy)-P^îïg(xo) soit
arbitrairement petit pour y e V. L'étalement va jouer un rôle fondamental. On sait que pour n
entier suffisamment grand, a" peut s'écrire h^m^-\- ?„ où h^eC^ (G), m^ est une mesure de
Haar à droite et ?„ une mesure dont la masse || PJ| tend vers zéro quand n -^ oo. Alors :

|PnH,(xo^)-P^H,(xo) |^ f(H,(xo^z)-H,(xoz))^(z)mD(^) +2 || H,|| . || PJ|.
*)

Or ||HJ| = ||U (a^/)|| == || U/|| et choisissons n de manière à ce que si on se fixe e>0,
2| |U/ | | . | |pJ |<£.

Remarquons que, si A désigne le module défini en 1.19 :

r
| (H, (xo ̂ z) - H, (xo z))/îjz) m^ (Jz)

[ïî^z)(A(y)h^y-lz)-h^z))m^(dz)

^ I I U / 1 1 \\A(y)h^y-lz)-h^z)\m^(dz).

II résulte alors de l'uniforme continuité à gauche de la fonction h^ que l'on peut trouver un
voisinage compact V de e tel que, pour ^eV, ce dernier terme soit plus petit que 8. Donc :

V^eV, V^eG, | Pnîî^y)-P^(x,)\ <2s.

D'où la proposition.
A l'aide du théorème d'Ascoli, on déduit le corollaire suivant :

2.8. COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de la proposition 2.7 les ensembles de fonctions
[ R^, geG] et [ H^, geG] sont relativement compacts pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Nous pouvons maintenant prouver le résultat technique fondamental suivant :
2.9. THÉORÈME. — Soit jn une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD). De toute

suite d'éléments de G tendant vers ô, on peut extraire une sous-suite (^)^ telle que, pour tout
y e G, la suite c^ * U converge vaguement.
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De plus pour tout élément f de C^(G), la suite de fonctions (p^ définies, si y^G, par
<Pn(y)=£^ y * U(/) converge uniformément sur tout compact vers une fonction (p [i-hamonique
bornée.

2.10. Remarque. — Nous savons que si g^ est une suite d'éléments de G telle que la suite
e^ * U converge vaguement vers une mesure v, alors pour tout y de G, la suite Gyg * U
converge vaguement vers Sy * v.

Par contre, il est plus difficile de savoir si e^ y * U converge, et sauf dans certains cas
particuliers, l'hypothèse d'étalement nous sera nécessaire.

Pour déterminer v, il est intéressant de connaître les translatées de v et plus précisément
d'expliciter l'ensemble { y e G , £ y * v = v } ; mais si / e C^ (G), la fonction v|/ {y) = £y * v (/) qui
n'est généralement pas harmonique, n'est pas facile à étudier a priori', on utilisera alors
souvent la méthode suivante : on étudiera la fonction harmonique (p = lim Sg <* U (/) et on

n
cherchera, à l'aide de relations de commutation, des renseignements sur la fonction \|/ et donc
sur les translatées de v.

2.11. Preuve du théorème 2 . 9 . — Considérons une suite (fp)pe^ dense dans C^ (G) pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact. De toute suite de G, on peut extraire,
d'après le corollaire 2.8, pour chaque fonction fp, une sous-suite g^ telle que U(a^/p)
converge uniformément sur tout compact lorsque n —> oo. Par le procédé diagonal, on peut
alors extraire une sous-suite g^ telle que pour tout p de f^J, la suite U(cy^ fp) converge
uniformémement sur tout compact lorsque n -> oo. Comme la suite (U/p)pç^ est dense dans
l'ensemble { U /,/ e C^ (G)} pour la topologie de la convergence uniforme (cf. preuve de 1.8),
on en déduit que pour tout / de C^ (G ) la suite de fonctions U (a^ / ) converge uniformément
sur tout compact, et donc que, pour tout y de G, Sg y * U converge vaguement.

Notons si /eC^(G), (p^=£^.*U(/)=U(a^/) et (p=lim(p^. Alors (p est une fonction
n

a-harmonique bornée. En effet, pour tout y de G :
CPn(3 ;)=8^*U(/)=8^*^l*U(/)+/(^};)=P(pJ^+/te^).

La suite de fonctions (?„ étant bornée par || U/1|, (p est bornée par || U/1|, et P (p^ converge
vers P(p lorsque n -> oo. Comme a^/ tend vers 0 lorsque n-^oo,/ étant dans C^JG), nous
obtenons (p=P(p; et le théorème est prouvé.

De l'harmonicité des fonctions limites, il découle le corollaire suivant :

2.12. COROLLAIRE. — Soit [i une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD). Alors,
pour tout élément f de C^(G) et tout compact C du groupe des [i-périodes, nous avons :

limU/(^)-U/(g)=0,
ff-ô

uniformément pour y e C.

2.13. Remarque. — Ce résultat a été obtenu par une méthode différente par A. Brunel et
D. Revuz (cf. prop. 2.4 de [12]) lorsque le groupe des a-périodes est G tout entier.

Voici une première application de ce corollaire.
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2.14. PROPOSITION. — S'6^ G un groupe LCD ̂  K un sous-groupe compact distingué de G.
On note p la surjection canonique de G sur le groupe quotient G/K et on considère sur G une
marche aléatoire de loi (A. Alors si v est un élément de 1^, la mesure image p (v) de v p a r p est un
élément de ïp^y

Si on suppose p, étalée et le groupe K inclus dans le groupe des ^-périodes, l'application p
définit une correspondance biunivoque entre 1^ et îp^y

De façon précise, si m^ est la probabilité sur G dont la restriction à K est la mesure de Haar
normalisée, la mesure Sg * m^ est,pour tout g e G, portée par gK et ne dépend que dep (g). On la
note m^^ et on obtient alors pour tout élément v de ï^ la désintégration suivante :

v= mydp(v)(y).
JG/K

Preuve. — De l'égalité :

VAe^, V^eG, 8,* ̂  a"(AK)=8,^* ̂  ̂ )"b(A)L
nï0 nïO

il découle que si v est un élément de 1^, p ( v ) est un élément de îp^y
Réciproquement, si v^ est un élément de îp^y alors il existe une mesure ve l^ telle

v! =P (v)- En effet considérons une suite y^ de G/K telle que £y * ̂  p (a^ converge vers v^ et
r^O

une suite g^ de G telle Yn^pÇgn}- Quitte à extraire une sous-suite, on peut affirmer que
£^ * ̂  a'" converge vers une mesure v et, de l'égalité rappelée ci-dessus, il découle que

rï0

Vi=7?(v).

Supposons que p est étalée et K inclus dans le groupe des a-périodes. Nous allons prouver
que, pour tout élément v de 1^, nous avons :

•
V/reK, e^*v=v.

La désintégration de v en découlera et de ce fait l'application p : 1^ -> îp(^ sera injective et
par suite bijective.

Soit (^J,,^ une sulte d'éléments de G telle que s^ * U converge vaguement vers v. Alors si
/eC^(G), nous savons que :

VÂreK, £,*v(/)=lime,*^*U(/)=limU/(/cgJ.
n n

Comme le sous-groupe K est distingué, il existe, pour tout n e ^J, un élément k^ de K tel que
^Sn^gn^n- De plus K est inclus dans le groupe des u-périodes et d'après le corollaire 2.12
nous avons :

lim(U/(^-U/(^))=0,
n-^ oo

uniformément pour k ' appartenant au compact K.
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II en résulte que :

v(/)=limU/(^)=limU/(^^)=limU/(^)=8,*v(/).
n n n

Considérons une désintégration de v relativement à la projection p :

f
v= Vydp(v)(y\

JG/K

où;? (v) est l'image de v par p et où Vy est, pour tout y e G/K, une probabilité sur G portée par
p ~ l ( y ) . Nous savons (cf. livre VI, chap. 6, 3.1 de [10]) que, G étant LCD, une telle
désintégration existe et que la famille de mesures { V y , y e G/K} est/?(v) p. s. unique.

La relation 8fc*v=v, vraie pour feeK, entraîne que :

f
V= £fc*Vyû^(v)(}0.

JG/K

^omme la probabilité 8^ * Vy est portée par p ~ 1 (y), nous avons obtenu pour chaque k e K,
me nouvelle désintégration de v. Il en résulte que :

V^eK, Efc*Vy=Vy ^(v)p.s.

La séparabilité de K entraîne alors qu'il existe un ensemble B de G/K tel que p (v) (5e) = 0
ît tel que, pour tout y de B, la mesure Vy est invariante par les translations à gauche par les
éléments de K. Comme K est distingué, les probabilités c^-i * Vy où g e G et y e B, ont la même
propriété. Lorsque g ep~1 (y), cette mesure s^-i * Vy est portée par K et est par suite la mesure
de Haar normalisée sur K. Donc, pour tout yeB, Vy=Gg-km^=niy si g ^ p ~ l ( y ) . D'où la
désintégration annoncée.

2.15. APPLICATION. — Si G est presque connexe, alors il existe [41] des sous-groupes
compacts arbitrairement petits K distingués dans G tels que G/K soit un groupe de Lie ayant
un nombre fini de composantes connexes. Or si p- est étalée et K suffisamment petit, nous
avons vu (2.6) que K est inclus dans le groupe des a-périodes. En conséquence, comme le
cadre de notre travail sera principalement les groupes presque connexes, la proposition
précédente 2.14 permettra de restreindre notre étude au cas des groupes de Lie G tels que
G/GQ soit fini.

B. Directions privilégiées sur les groupes non unimodulaires

Nous allons voir le rôle important que joue le module dans l'étude du comportement
asymptotique du noyau potentiel et en particulier le caractère privilégié qu'il accorde à
certaines directions.

2.16. THÉORÈME. — Soit G un groupe LCD non unimodulaire et A la fonction module définie
en 1.19. Si p, est une mesure de probabilité étalée sur G, alors c^ * U converge vaguement vers 0
lorsque g tend vers le point à l'infini ô de G de manière à ce que A (g) reste borné supérieurement.
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Preuve. - Soit v une valeur d'adhérence de {e^*U, geG] lorsque g tend vers ô de
manière à ce que A (g) reste borné supérieurement. Il existe alors d'après le théorème 2.9 une
suite (gJ^N d'éléments de G telle que lim A (g^) soit fini, telle que e^ * U converge vaguement

n

vers v et surtout telle que e^ * U converge vaguement pour tout y e G. Si / est un élément
quelconque de C^ (G), nous considérons la fonction ^-harmonique bornée (p = lim U çjg f. Si

n
nous montrons que (p est nulle, il est clair que la mesure v sera aussi nulle.

Si h^ et h^ sont deux éléments de ̂ + (G), nous notons, si m^ est une mesure de Haar à
droite :

Ç
< ^ i ^ 2 > m D = h^g)h^{g)m^(dg).

JD

Soit h un élément de C^" (G), nous avons par dualité, pour tout geG :

<UcV, /0^=<a,/, Û/Q^=Afe)</, Ûa^A>^,

et donc :

l<Ua, / , /Q^|^A(g)mD(/) | |ÛÀ| | .

Si nous appliquons cette relation à la suite g ̂  y où y est un élément de G, il découle du
théorème de Lebesgue, lorsque n -> oo, que :

(*) |<a , (p , /2>^ |^A(^) l imA(^)mD(/) | |Û/ î | | .
n

Si lim A (^) = 0, alors pour tout h e CK , le terme < (p, h >^ est nul. Comme [i est étalée, la
n

fonction n-harmonique bornée (p est continue et est donc nulle.

Si lim A (g^) ̂  0, nous allons distinguer deux cas selon que la marche sur R+ * de loi A (n) est
n

récurrente (cas 1) ou transiente (cas 2).

CAS 1. — Comme ̂  est étalée, pour p entier suffisamment grand, ̂  peut s'écrire h m^ + p
où hpe CK (G) et où Pp est une mesure dont la masse tend vers zéro lorsque p -> oo.

Puisque (p est n-harmonique, nous avons donc si p est suffisamment grand,

(p(3;)=Pp(p(^)=<ay(p,^>^+p^(ay(p).

Il découle alors de l'inégalité (*) que :

(p(^)^A(^limAteJmD(/)||Û^||+||cp||||PJ|.
n

Par conséquent, pour tout s fixé de R + *, il existe une constante C, telle que pour tout y e G :

(p(^)^C,A(^)+8.
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Nous savons (cf. chap. 3, prop. 3.2 de [45]) que (p étant harmonique bornée, pour tout g e G,
(p (XJ est relativement à Pg une martingale bornée qui converge donc Pg p. s. vers une
variable aléatoire Z et que de plus (p (g) = Eg (Z). Comme la marche de loi A ([i) sur R+ * qui
n'est autre que l'image par l'homomorphisme A de la marche de loi [i sur G est récurrente, la
suite A (XJ revient Pg p. s. une infinité de fois dans l'intervalle ]0, c/CJ. La variable aléatoire
Z est donc Pg p. s. majorée par 2 s; elle est par suite Pg p. s. nulle, pour tout g e G. La fonction
(p égale en g à E^(Z) est alors nulle.

CAS 2. — Comme la suite A (g^) reste dans un compact de ̂ + *, alors pour tout compact K
de G la suite g^ K reste dans un borélien A de G dont l'image A (A) est compacte. De la
transience de la marche de loi A(^i) sur [R"^*, il résulte que :

U(A)^^A(^(A(A))< oo.

Le théorème de Lebesgue entraîne alors que £^ * U (K) qui est égal à U (g^ 1 K) tend vers zéro
lorsque n -> oo. Par suite, la mesure v est nulle.

On peut remarquer que, dans ce deuxième cas, l'hypothèse d'étalement n'a pas été utilisée.
On peut noter aussi que, puisque le noyau de l'homomorphisme A contient [G, G], si la
marche de loi A(n) est transiente, la marche de loi \\. sur G est transiente en projection.

C. Marches récurrentes en projection

Dans ce paragraphe, nous verrons qu'il suffit, pour trouver les groupes G presque
connexes de type II, de rechercher les groupes presque connexes susceptibles de porter une
marche de loi étalée, transiente en projection et de type II; en d'autres termes, nous
prouverons le résultat suivant :

2.17. THÉORÈME. — Si G est un groupe presque connexe et de type I I , il existe sur G une
marche de loi étalée transiente en projection et de type I I .

2.18. COROLLAIRE. — Si G est un groupe presque connexe et de type I I , alors le groupe
G/[G, G] est de rang 1.

En effet, si G porte une marche transiente en projection et de type II, la marche projection
sur G/[G, G] est transiente et de type II d'après 1.9 et par suite G/[G, G] est de rang 1 (cf.
1.5 b).

Pour prouver le théorème 2.17, nous distinguerons deux cas selon que le groupe G est ou
n'est pas unimodulaire. La détermination du type des marches récurrentes en projection sera
simple et directe dans le cas unimodulaire et se ramènera dans le cas non unimodulaire à
l'étude du type des marches transientes en projection.

2.19. THÉORÈME. — Soit G un groupe presque connexe unimodulaire. Alors toute marche
sur G récurrente en projection et de loi étalée est de type I .

La preuve de ce théorème reposera sur les lemmes et propositions suivantes.
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2.20. LEMME. — Soit G un groupe presque connexe moyennable et soit [i une mesure de
probabilité étalée sur G. Si la marche de loi [i sur G est récurrente en projection, les fonctions [i
et ^-harmoniques bornées sont constantes.

Preuve. — Rappelons le résultat de L. Birgé et A. Raugi [5] :
Si G est un groupe presque connexe moyennable, il existe une famille cThomomorphismes

continus (\l^)fgi de G dans (R, + ) telle que si ^ est une mesure de probabilité étalée sur G, on
ait l'alternative suivante :
- ou bien il existe un ; e 1 tel que la marche sur (R, + ) dé loi v|/, (a) converge p. s. vers - oo ;
— ou bien les fonctions u-harmoniques bornées sont constantes.
Or tout homomorphisme continu v|/ de G dans (IR, + ) peut être considéré comme un

homomorphisme sur G/[G, G]. Si la marche de loi p, est récurrente en projection, alors, pour
tout î'el, la marche sur (IR, + ) de loi v|/i(a) est récurrente et on se situe dans la deuxième
alternative ci-dessus : les fonctions a-harmoniques bornées sont constantes. Il en est de même
des fonctions n-harmoniques bornées car la marche duale de loi jl est aussi récurrente en
projection.

2.21. PROPOSITION. — Soit [i une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque
connexe. On suppose que la marche de loi [i a la propriété (P) et que les fonctions [i et p-
harmoniques bornées sont constantes. Alors si la marche de loi [i est de type JJ, G est produit
direct d'un groupe compact et de R.

Preuve. - D'après le corollaire 1.20, le groupe G est nécessairement unimodulaire. Or il
est prouvé dans [12] que si p, est une mesure de probabilité étalée sur un groupe unimodulaire
telle que les fonctions [i et a-harmoniques bornées soient constantes, l'ensemble 1^ a au plus
deux éléments. Il découle alors du théorème de classification 1.6 que si l'ensemble 1 a deux
éléments, le groupe G presque connexe est produit direct d'un groupe compact et de (R. D'où
la proposition.

Comme sur un groupe produit direct d'un groupe compact et de [R, une marche transiente
ne peut être récurrente en projection, et comme tout groupe non moyennable est de type 1
{cf. 1.5 a), nous déduisons de 2.20 et 2.21 le corollaire suivant :

2.22. COROLLAIRE. — Soit G un groupe presque connexe et soit [i une mesure de probabilité
étalée sur G. Si la marche de loi [i sur G est récurrente en projection et a la propriété (P), alors
elle est de type I .

Comme sur un groupe unimodulaire, toute marche de loi étalée a la propriété (P) [12], le
théorème 2.19 résulte de 2.22; et par suite le théorème 2.17 est prouvé pour les groupes
unimodulaires. Dans le cas non unimodulaire, il découlera du résultat suivant :

2.23. THÉORÈME. — Soit G un groupe presque connexe non unimodulaire. Alors à toute
marche récurrente en projection de loi [i étalée, on peut associer une marche transiente en
projection de loi p étalée telle que si (gn)ne ̂  est une suite quelconque de G tendan t vers ô, la suite
e^* ̂  ̂  converge vaguement vers 0 lorsque n tend vers l'infini si et seulement si la suiu

p^o

e^* ̂  p^ converge vaguement vers 0.
p^o
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Ce théorème insiste sur le fait que ce sont dans les mêmes directions que les valeurs
l'adhérence des noyaux potentiels des marches de loi p, et de loi p sont nulles (ou non nulles).

Nous allons, avant d'établir plusieurs lemmes, donner la ligne directrice de la
démonstration :

2.24. Soit p, une mesure de probabilité sur G étalée [et adaptée d'après l'hypothèse (i)]
telle que la marche loi [i soit récurrente en projection. On pose :

-V ^
^l" L ^n+l •

nïO L

II est évident que u^ est une mesure étalée et adaptée. De plus Oi a pour support le semi-
groupe fermé engendré par le support de a. De la relation classique ^ a" == ̂  uï, il découle

n^O n^l

que si l'une des deux marches est récurrente en projection, il en est de même de l'autre, et que
de plus, les comportements asymptotiques des noyaux potentiels associés à a et pi sont
identiques. Il est donc équivalent, du point de vue théorie du renouvellement, d'étudier les
marches de loi [i et de loi a^. Nous allons donc considérer la marche de loi u^.

2.25. Notons (Q, (XJ^, (P^eo) cette marche de loi u^. Comme elle est récurrente en
projection, son image sur ff^ * par la fonction module A est récurrente. Par suite si T désigne le
temps d'entrée dans ]0, 1[ de la marche A (XJ, ce temps d'arrêt est p. s. fini (c'est-à-dire Pg p. s.
pour tout g de G). Notons P^ la probabilité de transition définie si geG et Ae^ par :

P^,A)=P,(X,eA),

et considérons la suite de temps d'arrêt (r^eN suivante :

TO=O, ..., T,-inf{^>T,_i, A(XJ<A(X^ J}.

Ces temps d'arrêt sont p. s. finis et il découle de la relation Tfe = T^ -1 + T i o 9^ que le triplet (Q,
(^^eN» (pg)geG) est ™e marche aléatoire de loi p=P^(<?, .)=P^((?, .). Cette marche est
transiente en projection, puisque par construction, la marche A (X^ ) est transiente. Dans le
lemme 2.26, nous nous préoccupons de savoir si la mesure p est étalée et adaptée.

D'après le théorème 2.16, nous savons que lorsque g tend vers ô de manière à ce que A (g)
reste borné supérieurement, les noyaux potentiels Gg * ̂  uf et Sg * ̂  p^ convergent vers 0.

p^o p^o
II s'agit donc d'étudier le comportement asymptotique de ces noyaux lorsque A (g) tend vers
+00.

Or nous pouvons remarquer que le temps d'entrée dans ]0,1[ de la marche A (X^ ) partant
d'un élément g tel que A (g) > 1 est encore T. Par suite, pour tout g e { A > 1}, les probabilités
d'atteinte P^ (g. A) des boréliens A de { A < 1} sont les mêmes pour les marches de loi u^ et de
loi p. L'idée de la démonstration est alors de comparer lorsque A (g) tend vers +00, les
comportements asymptotiques des noyaux potentiels associés à a^ et p à celui de leur
probabilité d'atteinte commune P,(g, .) (lemme 2.27).
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2.26. LEMME. - Soit G un groupe presque connexe non unimodulaire et A son module. Soit [i
une mesure de probabilité étalée (et adaptée) sur G telle que la marche de loi [i soit récurrente en
projection. On pose :

_ H"
^l=L ^nr^L^ 9 w + i

n^O L

alors la marche de loi ̂ , que l'on notera (Q, (XJ^, (P^eo). est récurrente en projection. Si T
est le temps d'entrée dans ]0,1[ de A (XJ, la mesure de probabilité p = P, (e, . ) = PJX, e . ) est
étalée et adaptée.

Preuve. - Si G est un groupe localement compact non unimodulaire tel que G/Go soit
compact, alors (prop. 14.5 de [38]) G est produit semi-direct d'un sous-groupe distingué U et
d'un groupe E isomorphe à R; en d'autres termes les groupes U et E sont fermés,
d'intersection réduite à { e } et G s'écrit UE. Tout élément de G se notera ux où u e U et x e E.
Le groupe U est en fait le noyau de l'homomorphisme A.

Soit Uo la composante connexe dans U de l'élément e\ c'est un sous-groupe fermé distingué
dans G et Go s'écrit Uo E. On note s la surjection canonique de G sur G/Uo. Le groupe ̂ (U),
isomorphe au groupe G/Go, est compact. Comme la marche de loi [i sur G est récurrente en
projection, la projection de cette marche sur G/U est récurrente. Il découle alors de la
compacité de s(\J) et de l'isomorphisme existant entre G/U et s(G)/s(\J) que la marche de
loi s([i) définie sur s (G) est récurrente. En conséquence, le semi-groupe fermé T^ de s (G)
engendré par le support de [i est s (G) entier et donc le support de s([i^ est s (G).

De l'inégalité immédiate,

p=P^,.)^^,

il découle que le support de s ( p ) contient s[{ A< 1}] et par suite s ( p ) est adaptée.
Pour prouver que p est adaptée, il nous suffit alors de montrer que p est étalée. En effet, le

sous-groupe fermé Gp engendré par le support de [i est ouvert si p est étalée et contient de ce
fait le sous-groupe fermé connexe Uo. De plus, comme s ( p ) est adaptée, l'image s(Gp) est
égale au groupe G/Uo entier; et par conséquent G=Gp.

Montrons que p est étalée; nous allons établir que la mesure ̂ i majore une mesure de Haar
sur un ouvert de { A < 1} ; il en sera alors de même de la mesure p.

Puisque justement la mesure [i est étalée, il existe un entier HQ et un élément (pi de L1 n L00

tels que l^^cpi m^+a où a est une mesure finie de norme inférieure à 1. Alors pour tout
entier;?, la mesure ^"° s'écrit (ppmo+o^ où (pp est un élément de L1 n L00. Il en résulte que
^ ^"°=^ cp^mo+Gi, où Ci est une mesure finie.

p^ï p^i
Comme la marche sur R + * de loi A (^i) est récurrente, il en est de même de la marche de loi

A(n"°). [L'étalement de A(n) entraîne que A(|LI)"° est adaptée puisque [I^* est connexe.]
On en déduit que :

^ r ° [{A<l}]=oo^r° [{A<i}]=oo
p^l
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et donc que :
(i>^D)[{A<l}]>0.

/^l

Par suite, il existe un entier k tel que la fonction (p^ ne soit pas m^ p. s. nulle sur{ A < 1} et il
résulte de la continuité de (pfc*(pfe que n2^0 majore une mesure de Haar sur un ouvert de
{ A < 1}. Il en est donc de même de la mesure Ui ̂  ̂ «o/y^o+i

On peut remarquer que le fait que G /Go soit compact n'intervient pas pour montrer que p
est étalée.

2.27. LEMME. - Soit (Q, (XJ^, (P^eo) une marche aléatoire de loi [i sur un groupe
G (LCD) non unimodulaire. On suppose que le temps d'entrée T dans ]0,1[ de A (XJ est p . s. fini.

^olt (§n)neN une sulte d'éléments de G tendant vers ô lorsque n -» oo.
1. Si la suite c^ * ̂  ̂  converge vaguement vers 0 lorsque n -> oo, alors la suite P^(gn, • )

p^o ,
converge vaguemen t vers 0.

2. Si on impose déplus à \x d'être étalée, et si, pour tout xeG, la suite P,{xg^ . ) converge
vaguement vers 0, la suite £g * ̂  ̂  converge vaguement vers 0.

p^o

Preuve. - Soit / un élément de C^ (G), dont le support est inclus dans { 0 < A < 1 } .
D'après la propriété de Markov forte, on a, pour tout geG :

P.U/fe)=ZEJ/(X^J=EJ^/(X,)]=U/te).
nï0 nï-c

On en déduit que si U/(gj tend vers zéro, alors P,f(gn), qui est inférieur ou égal à
P^U/(^), tend aussi vers zéro lorsque n-> oo. Comme pour tout geG, P^, .) a son
support dans { 0 < A < 1 } , la convergence vague vers 0 de s^ * U entraîne celle
dePJ^,.).

D'après le théorème 2.16, nous savons que si [i est étalée, c^ * U converge vaguement vers
0 lorsque g tend vers 5, de manière à ce que A (g) reste borné supérieurement. Par suite, pour
tout élément / de C^ (G) et pour tout ee IR^, il existe un compact Kg tel que :

V^eK^A^},- U/(^)<£.

On suppose comme ci-dessus que / a son support dans { 0 < A < 1} ; alors on obtient pour
tout g e G :

U/(g)=P,U/(g)= fl^<i}(^)P^ ^)U/GQ^£+ L(^)P.te, dy)\Jf(y).
J J

Si la suite P^ (g^ . ) converge vaguement vers 0, le deuxième terme de l'inégalité ci-dessus tend
vers zéro et U f(gn) tend vers zéro. Pour tout élément/de C^ (G), il existe un élément x de G
tel que la fonction a^f ait son support dans { 0 < A < 1 } . Alors, U/(^J est égal à
Ua^/(x~1^) et si la suite P^(x~1^, .) converge vaguement vers zéro, U/(^) tend vers
zéro. D'où la deuxième assertion.

Preuve du théorème 2.23. — Elle est immédiate à partir des lemmes précédents. A toute
mesure de probabilité H étalée (adaptée) telle que la marche de loi [i soit récurrente en
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projection, on associe la mesure U i = = ^ ^i"^"4'1), puis la mesure p=P^, .) où la
nï0

probabilité de transition P^ est associée à a^. La mesure p est étalée, adaptée et la marche de
loi p est transiente en projection. Les comportements asymptotiques des noyaux potentiels
U et Ui associés à a et a^ sont identiques.

Il est clair que si (^J^N est une sulte d'éléments de G telle que la suite e^ * U^ converge vers
0, alors pour tout x e G, la suite e^ * U^ converge vers zéro. De ce fait, il découle du lemme
2.27 que la suite £g * U^ converge vers zéro si et seulement si P^ (xg^, . ) converge vers 0 pour
tout xeG. Comme les probabilités d'atteinte P^(g, . ) associées à a^ et p sont les mêmes si
A(^)> 1, on en déduit que lorsque A(^) -> oo, la suite e^ * ̂  \x{ converge vaguement vers

p'^0

zéro si et seulement si la suite s^ * ̂  p^ converge vaguement vers zéro. Le cas où A (^J reste
p^o

borné supérieurement ayant déjà été étudié, le théorème est démontré.

D. Comparaison des types de G et Go lorsque G est presque connexe

2.28. THÉORÈME. — Soient G un groupe presque connexe et Go la composante connexe di
l'élément neutre. Alors si G est de type I I , Go est de type I I .

2.29. Remarque. — Si G est de type I, Go n'est pas nécessairement de type I. Il suffit de
considérer le groupe des symétries et translations de R qui est de type 1 (appendice Al ) , mais
dont la composante connexe isomorphe à R est de type II.

Preuve du théorème. — Soit G un groupe connexe; soit alors K un sous-groupe compact
distingué de G tel que G/K soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. Notons;? la surjection de G sur G/K. Comme le groupe G (resp. Go) est de type 1 si
et seulement si le grouper (G) [resp. p (Go)] est de type 1 (prop. 1.9) et comme,;? étant fermée,
p(Go) est la composante connexe de p (G), il suffit de prouver le théorème lorsque G est un
groupe de Lie tel que G/Go soit fini.

Soit [i une mesure de probabilité étalée sur G. Nous allons montrer que si Go est de type I,
la marche (Q, (XJ^^ (P^eo) de loi p, est de type I. Considérons la suite de temps d'arrêt :

To=0, ...,T,=inf{^>T,_,,X,eGo}.

Le temps T\ est le n-ième temps de retour dans Go; il est p. s. fini puisque le groupe G/Go est
fini. Et le triplet {0, (X-rJ^N? (pg)geG,} est une marche aléatoire sur Go de loi UQ définie par :

^O=PT,(^ •) .

Remarquons de plus que les noyaux potentiels des marches de loi [i et de loi [IQ coïncident sur
Go. En effet, pour tout g de Go et tout A de ^(Go).

8,* ̂  ^"(A)=EJ^ UXJ=EJ^ IA(XTJ]=£,* ^ ao(A).
n^O nïO nïO n^O
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Nous allons prouver que cette mesure [IQ définie sur GQ est étalée et par suite adaptée
puisque Go est connexe. Considérons le semi-groupe fermé T^ de G engendré par le support
de H. Si q désigne la surjection canonique de G sur G/G(), ^(T^) est le semi-groupe fermé de
G/GQ engendré par le support de q ([i). Comme G/Go est fini, la marche sur G/Go de loi q (^)
est récurrente et par suite <7(T^) est égal au groupe G/Go entier. De ce fait, G=T^Go. Soit
alors l'ensemble S^ des points g de G pour lesquels on peut trouver une mesure de Haar m et
un entier^ tels que la restriction de m à un voisinage de g soit majorée par \\,p. Comme [i est
étalée, S^ est un ouvert non vide. De la relation S^T^ c S^ et de l'égalité G==T^Go, nous
déduisons que G = S^ Go. En particulier S^ n Go est un ouvert non vide et il existe donc un
entier n tel que (i" majore une mesure de Haar sur un ouvert de Go. De l'égalité sur Go des
noyaux potentiels associés à jj, et [IQ, il résulte que [IQ est étalée.

Nous déduisons alors du fait que Go est de type 1 que, si g tend vers ô dans Go, le noyau
potentiel £„ * ̂  \^ restreint à Go, qui est égal à e^ * ̂  ̂  converge vaguement vers 0.

n ^ O n^O

Comme G/Go est fini, l'ensemble 1^ des valeurs d'adhérence lorsque g tend vers 5 de
{^g * ̂  |̂ , g e G} sera formé de translatées à gauche par des éléments de G de mesures

n^O

appartenant à l'ensemble 1̂  des valeurs d'adhérence lorsque g tend vers 8 (dans Go) de
{^g * Z ^n» § e ̂ o] ' ^olt donc v un élément de 1 .̂ Nous avons montré ci-dessus que, puisque

n ^ O

Go est de type I, la restriction de v à Go est nulle.
Puisque v est une mesure ^-excessive, nous avons, pour tout entier n, l'inégalité v * \jJ1 ̂  v.

Il en résulte que la restriction de v à Go S ̂  est nulle et comme nous avons vu que G == Go S , la
mesure v est nulle. L'ensemble 1̂  est donc réduit à la mesure nulle et, par suite, il en est de
même de 1 ;̂ d'où le théorème.

2.30. Le théorème 2.3 est par conséquent prouvé. Nous avons vu (corollaire 2.18) que
si G est de type II, G/[G, G] est de rang 1. Nous venons de montrer que si G est de type II, Go
est de type II; et de ce fait Go/[Go, Go] est aussi de rang 1.

2.31. Remarque. — Les hypothèses G/[G, G] et Go/[Go, Go] de rang 1 ne sont pas
équivalentes même lorsque G/Go est fini. L'exemple du groupe des symétries et translations
le prouve.

On peut en fait montrer que si G est un groupe de Lie tel que G/Go soit fini, alors rang
Go/[Go7Go] ̂  rang G/[G7G].

En effet, considérons les surjections canoniques n et n^ définies sur G, de noyaux respectifs
[G, G] et [Go, Go]. Il existe un homomorphisme n^ surjectif continu de G/[GQ, Go] dans
G/[G, G] tel que 71=712 071:1. Supposons que Go/[Go, Go] soit de rang/?, alors n^ [Go] est
produit direct d'un groupe A isomorphe à R^ et d'un groupe compact abélien K^. Comme
G/Go est fini, si K est un sous-groupe compact maximal de G, le groupe G s'écrit Go K [37].
Par suite, n (G) = n^ (A) + n^ (K! ) +7l (K)» 1e groupe abélien 712 (K^ ) + n (K) est compact et le
rang de n^ (A) est inférieur ou égal à/?, car l'image par 712 de tout sous-groupe à un paramètre
de A est soit d'adhérence compacte, soit homéomorphe à R dans 7i[G] (cf. XVI, prop. 2.3
de [37]). Il en résulte que le rang de 7i(G) est inférieur ou égal a p.
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CHAPITRE III

UNE ÉTUDE PLUS PRÉCISE DES GROUPES MOYENNABLES
PRESQUE CONNEXES

TELS QUE G/[G, G] ET Go/[Go, Go] SOIENT DE RANG 1

Après avoir déterminé au paragraphe A la structure des groupes moyennables presque
connexes tels que G/[G, G] et GQ/[Go, Go] soient de rang 1, nous exhiberons au
paragraphe B une nouvelle classe de groupes de type I. Ce résultat nous permettra :

1° de déterminer complètement la structure des groupes presque connexes unimodulaires
de type II;

2° d'introduire dans le cas non unimodulaire une nouvelle classe de groupes susceptibles
d'être de type II, appelée la classe ̂ .

La fin de ce chapitre et les chapitres suivants seront consacrés à l'étude de cette classe Q).

A. Structure des groupes moyennables presque connexes
tels que G/[G, G] et Go/[Go, GJ soient de rang 1

3.1. NOTATION. — Si N et A sont deux groupes topologiques et T| un homomorphisme
continu de A dans le groupe des automorphismes continus de N, on note N x ^ A le produit
semi-direct de ces deux groupes, c'est-à-dire l'ensemble N x A muni du produit
(^i, ûi)(^, a^=(n^r[(a^)(n^), a^a^).

Si N et A sont deux sous-groupes d'un groupe G (LCD) tel que N soit distingué dans G, on
dira encore que G est produit semi-direct du sous-groupe distingué N et du sous-groupe A si
N et A sont deux sous-groupes fermés dans G d'intersection réduite à l'élément neutre et tels
que G s'écrive NA. En effet, G est alors isomorphe au produit semi-direct N x ^ A où pour
tout ^eA, r| (a) est l'automorphisme intérieur T^ de G restreint à N.

3 .2. DÉFINITION. — Si G est un groupe de Lie et Go la composante connexe de l'élément
neutre dans G, on désignera par R le radical de Go (i. e. le plus grand sous-groupe connexe
résoluble distingué de Go). Ce groupe R est fermé et si N désigne le groupe [Go, R] (i. e. le plus
petit sous-groupe fermé contenant les commutateurs de Go et R), alors N est un groupe
connexe distingué niipotent (cf. [10], chap. 1) que l'on appellera le radical niipotent de G.

Le théorème de structure que nous prouverons dans ce paragraphe est le suivant :

3.3. THÉORÈME. — Soit G un groupe moyennable presque connexe tel que G/[G, G] et
GO/[GQ, Go] soient de rang 1. Il existe alors un sous-groupe compact distingué C dans G tel
que :

1. G/C soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes;
2. le radical niipotent N de G/C soit simplement connexe;
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3. G/C soit le produit semi-direct de^par un groupe produit direct d'un groupe compact et
d'un groupe isomorphe à R.

3.4. Si G est un groupe presque connexe, il existe [41] des sous-groupes compacts
arbitrairement petits distingués S dans G tels que G/S soit un groupe de Lie ayant un nombre
fini de composantes connexes. Le lemme suivant va nous montrer qu'il nous suffit de prouver
le théorème 3.3 lorsque G est un groupe de Lie tel que G/Go soit fini.

3.5. LEMME. — Soit G un groupe LCD et S un sous-groupe compact distingué de G. Le
groupe G est presque connexe, moyennable, admet des groupes quotients G/[G, G] et
GO/[GQ, Go] de rang 1 si et seulement si le groupe quotient G/S a les mêmes propriétés.

Preuve. - Soit;? la surjection canonique de G sur G/S. Puisque S est compacta est une
application fermée. Par suite, la composante connexe p(G)o de l'élément neutre dans p (G)
est égale à p(Go) et de plus :

p([G,G])=[p(G),p(G}]
et :

^([Go.Go])=h(G)o,^(G)o])

Par conséquente (G)/p (G)o est isomorphe à G/SGo et p(G)/[p (G), p (G)] (respectivement
P(G)o/[p(G)o,p(G)o\) est isomorphe à G/S [G, G] (respectivement SGo/S[Go, GJ).
Comme nous savons que G est moyennable si et seulement si G/S l'est, le lemme est alors
immédiat.

Commençons par étudier la structure des groupes de Lie connexes Go tels que
Go/[Go, GJ soit de rang 1.

3.6. LEMME. — Soit Go un groupe de Lie connexe tel que Go/[Go, Go] soit de rang 1; alors
si U désigne l'image réciproque dans Go du sous-groupe compact maximal de Go/[Go, Go], Go
est le produit semi-direct du groupe distingué U et d'un groupe isomorphe à R.

Preuve du lemme. — Le groupe U est un sous-groupe fermé distingué de Go et le groupe
quotient Go/U est isomorphe à R. Notons ^ et ^ les algèbres de Lie respectives de Go
et U. Considérons pour un élément a de ^ n'appartenant pas à ^, la sous-algèbre de ^
engendrée par a que nous noterons ^f(a). Comme ^/^ est de dimension 1, on obtient :

^=^<S^(a).

Désignons par E le sous-groupe à un paramètre de Go engendré par a. Puisque
^==^05 j2f(û), tout élément d'un voisinage assez petit de e dans Go peut s'écrire ux
avec u e U et x e E. Comme U est distingué dans Go et Go connexe, le groupe Go s'écrit UE,
où E est l'adhérence de E. Mais puisque Go/U est isomorphe à [R, l'ensemble E ne peut
être compact. Il résulte alors de ([37], XVI, prop. 2.3) que E est fermé et isomorphe à (R.
De plus, U n E = { < ? } car le groupe E/UnE, isomorphe à Go/U est isomorphe à R;
il s'ensuit que Go est produit semi-direct de U et de E.
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Lorsque G est un groupe de Lie tel que G/Go soit fini, nous obtenons le théorème de
décomposition suivant :

3.7. THÉORÈME. - Soit G un groupe de Lie moyennable tel que G/Go soit fini et tel que
G/[G, G] et Go/[Go, Go] soient de rang 1. Soit N le radical niipotent de G. Alors il existe dans
G un sous-groupe maximal K et un sous-groupe E isomorphe à R tels que :

1° l'ensemble KE soit le produit direct des groupes K et E;
2° le groupe G soit le produit semi-direct du sous-groupe distingué NK et du groupe E.

Preuve du théorème 3.7. - L'image réciproque U dans Go du sous-groupe compact
maximal de Go/[Go, Go] est un sous-groupe distingué de G. En effet, Go étant distingué dans
G, pour tout x de G, le sous-groupe x~1 Ux est inclus dans Go, et si on appelle n^ la
surjection canonique de G sur G/[Go, GJ, le sous-groupe K^ (x~1 U x) est compact et inclus
dans Go/[Go, GJ, Par suite x~1 Ux c: U.

Si GQ est moyennable, Go/R est compact. Il en résulte que si N est le radical niipotent
[Go, R] de Go, le groupe quotient [Go, GJ/N est compact. En effet, si Go=RS, où S
est un groupe semi-simple compact, est une décomposition de Levi de Go, on vérifie
aisément que [Go, Go]=[Go, R] [S, S] et donc que [Gp, Gp]=[Go, R] [S, S]. On en
déduit que U/N également est compact. En effet U/[GQ, Go] est compact et isomorphe à
(U/N)/([Go7Go]/N).

On rappelle maintenant (cf. XV, th. 3.7 de [37]) que si G est un groupe de Lie tel que
G/Go soit fini et possédant un sous-groupe distingué fermé connexe M tel que G/M soit
compact, alors quel que soit le sous-groupe compact maximal L de G, le groupe G s'écrit ML.
Si on applique ceci au groupe connexe U, on voit donc que U=NKo pour un sous-groupe
compact maximal Ko de U. Si K est un sous-groupe compact maximal de G contenant Ko,
une nouvelle application du même résultat nous permet d'écrire G = Go K.

Notons, comme dans le lemme 3.6, ^ et ̂  les algèbres de Lie respectives de Go et U et
considérons la représentation adjointe de K dans ̂ . Pour tout keK, Adk (^) c ̂  car U est
distingué dans G. Comme K est compact, il existe (cf. II, th. 2.2 de [37]) un espace vectoriel
supplémentaire V de ̂  dans ^ stable par AdK. Si dans la démonstration du lemme 3.6,
nous choisissons a dans Y^, nous obtenons :

^=^C^(û) avec MK[^(a)]^^(a).

Il résulte du lemme 3.6 que, si E est le sous-groupe à un paramètre engendré par a, alors E est
fermé dans Go et isomorphe à R et Go est produit semi-direct du groupe distingué U et du
groupe E; de plus, [K, E] c E.

Puisque U=NKo, nous avons :

Go=NKoE et G=GoK=K(NKoE).

Comme N est distingué dans G et Ko inclus dans K, nous obtenons :

G=NKE.
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Soit 7l la surjection canonique de G sur G/[G, G]. L'image 71 (NK) du groupe NK est
compacte car égale à 71 (K). Puisque par hypothèse G/[G, G] est de rang 1, 7i(E) est
nécessairement isomorphe à R. Par suite, K (NK) est le sous-groupe compact maximal de
G/[G, G] et G/[G, G] est produit direct des groupes 71 (NK) et n (E). Comme la restriction de
TT à E est bijective, l'image réciproque dans G de l'élément neutre de G/[G, G] est incluse dans
NK. De ce fait, nous obtenons :

N K n E = { ^ } et n~1 [7i(NK)]=NK.

Le groupe NK est donc distingué dans G et G est produit semi-direct de ce sous-groupe
distingué et du groupe E.

On sait, de plus, que [K, E] c E. Comme NK est distingué, l'ensemble [K, E] est aussi
inclus dans NK. On en déduit que [K, E] = [e] et le groupe KE est produit direct du groupe K
et du groupe E.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 3.3.

3.8. Preuve du théorème 3 . 3 . — Nous pouvons supposer (cf. 3.4) que G est un groupe de
Lie tel que G/G() soit fini. Nous savons [30] que le radical niipotent N=[Go, R] qui est un
groupe de Lie connexe, possède un plus grand sous-groupe compact C et que ce groupe est
central dans N. Comme N est distingué dans G, il est clair que C est distingué dans G.
Puisque de plus, les sous-groupes compacts maximaux d'un groupe de Lie connexe sont
connexes (cf. th. 6 de [39]) le groupe C est connexe. Nous en déduisons (cf. XIII, cor. 4.2
de [37]) que le groupe de Lie C compact connexe abélien est un tore, c'est-à-dire un produit
direct d'un certain nombre d'exemplaires du groupe R/Z. Comme le groupe de?
automorphismes d'un tore est discret (cf. III, prop. 3.2 de [37]), le groupe connexe Go agit
trivialement sur C et C est central dans Go. De plus, puisqu'un groupe de Lie connexe est
simplement connexe dès qu'un de ses sous-groupes compacts maximaux est simplement
connexe (lemme3.14 de [39]), le groupe quotient N/C n'ayant pas d'autre sous-groupe
compact que {e} est simplement connexe.

Montrons enfin que le groupe N/C est le radical niipotent de G/C. En effet, soient ̂ , ̂  et
^ les algèbres de Lie respectives de Go, R et C et soit/1'homomorphisme d'algèbre canonique
de ̂  sur ̂ /^. Si W désigne le plus grand idéal résoluble de ̂ /^, l'idéal/ (^) qui est résoluble
est inclus dans ̂ '. De plus,/"1 (^) extension d'une algèbre résoluble par l'algèbre résoluble
^ est résoluble et est donc inclus dans Si qui est le plus grand idéal résoluble de ̂ . Par suite
/(^)=^'. Notons p la surjection canonique de G sur G/C. Comme C est compact,
l'application^ estfermée; doncj9(G)o=^(Go) et;?(R) est un sous-groupe fermé connexe de
p (G)o. Le grouper (R) [resp. p (G)o] ayant pour algèbre de Lie/ (^) = ̂ ' [resp. / (^) = ̂ /^],
ce groupe p(R) est le radical de/?(G)o et donc de p (G). De plus le radical niipotent de p (G)
est :

[p (R), p (G)o] = [p (R), p (Go)] =p ([R, GJ),

et ce dernier terme est aussi /?([R, Go])==/?(N) puisque p est fermée continue.
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Nous venons donc de voir que le radical niipotent de G/C, étant égal à j>(N), est
simplement connexe et il nous reste à étudier la structure de G/C. D'après le théorème 3.7, il
existe dans G/C un sous-groupe compact maximal K et un sous-groupe E isomorphe à [R tels
que le produit KE soit direct et tels que G/C soit le produit semi-direct des groupes;? (N) K et
E. De ce fait, p (N) K n E = [e]. Comme p (N) n'a pas d'autres sous-groupes compacts que
[e], /?(N) n K est réduit à [e]. Il en résulte que /?(N) n KE= [e] et G/C est produit semi-
direct de son radical niipotent p (N) et du groupe KE, produit direct des groupes K et E. D'où
le résultat.

B. Une nouvelle classe de groupes de type 1

Le type (I ou II) d'un groupe étant stable par passage au quotient par un groupe compact,
le théorème 3.3 conduit à étudier le type des groupes de Lie G, produit semi-direct d'un sous-
groupe N distingué niipotent connexe simplement connexe et d'un sous-groupe A produit
direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à [R.

3.9. NOTATIONS. — 1. Si G est un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^, nous noterons Ad la
représentation adjointe de G dans ̂ .

Rappelons que si G a la structure indiquée ci-dessus, l'automorphisme T| de A dans le
groupe des automorphismes de N définissant le produit semi-direct N x A est défini, pour
tout a de A, par l'automorphisme intérieur T| (a) de G associé à a et restreint à N. Par suite si
nous identifions le groupe niipotent connexe simplement connexe N à son algèbre de Lie J^,
l'automorphisme T| n'est rien d'autre que la représentation adjointe de A restreinte à J^.

2. Si W est un espace vectoriel réel, W^ désignera l'espace vectoriel complexifié associé
àW.

3.10. RAPPEL. — Soit p une représentation d'un groupe P dans un espace vectoriel
complexe V de dimension finie; un homomorphisme multiplicatif/à valeurs complexes sur P
sera dit poids de p s'il existe un vecteur v non nul de V tel que :

VxeP, p(x)(v)=l(x)v.

Si / est un poids de p, on note V^ le sous-espace vectoriel associé à / suivant :

V ^ = { i / e V , 3neM tel que [p(x)-/(x)I]"(t;)=0, VxeP} .

Si P est un groupe abélien, les sous-espaces Vj sont stables par p et V est somme directe des
sous-espaces Vj, où / décrit l'ensemble L des poids de p. Pour x fixé dans P, l'ensemble des
scalaires l(x) pour / appartenant à L, n'est autre que l'ensemble des valeurs propres
de p(x). On appellera multiplicité du poids / la dimension de Vj.

3.11. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie produit semi-direct de deux sous-groupes
fermés non triviaux N et A tels que :

1° N soit niipotent distingué connexe et simplement connexe',
2° A soit produit direct d'un groupe compact K et d'un groupe E isomorphe à IR;
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3° si J^ désigne l'algèbre de Lie de N, il n'existe pas d'élément x de E tel que les valeurs
propres de Adx restreint à ̂ c soient toutes de module strictement supérieur à 1.

Alors G est un groupe de type I.

3.12. Remarque. — Le résultat obtenu dans ce théorème se généralise aux groupes G
produit semi-direct N x ^ A d'un groupe niipotent connexe et simplement connexe et d'un
groupe A produit direct d'un groupe compact et d'un groupe E isomorphe au groupe R ou au
groupe Z des entiers relatifs. Le groupe N de par sa forme est un groupe de Lie et
l'homomorphisme ^ \\\ (x)] de jV dans J^ tangent à l'automorphisme T| (x)joue pour xe E
le rôle de Ad x.

3.13. INTERPRÉTATION DU THÉORÈME 3.11. — 1. Le module A du groupe G peut s'exprimer
à l'aide de l'ensemble L des poids de la représentation adjointe de E restreinte à J^0. En effet,
tout élément g de G s'écrit de manière unique (n, k, x) où {n, k, x) e N x K x E et, puisque G
est produit semi-direct des groupes unimodulaires NK et E, nous avons [36] :

A(g)=A(x).

Comme G est un groupe de Lie, nous savons que :

à(x)=\detM~l(x)\

et ce dernier terme est aussi | det Ad"1 {x} \ J^ puisque KE est unimodulaire. Par suite :

A^ni^wi,
/eL

où dans le produit les éléments de L sont comptés avec leur ordre de multiplicité.
2. Supposons que le groupe G est non unimodulaire; comme l'espace vectoriel des

homomorphismes continus de E dans (R, +) est de dimension 1, les homomorphismes
Log | /1, /e L, sont tous proportionnels à Log A et le théorème 3.11 affirme que si les scalaires
réels, coefficients de proportionnalité entre Log |/| et Log A, pour /eL, ne sont pas tous
strictement de même signe, alors le groupe G est de type I.

Remarquons qu'il résulte de la relation :

LogA=-^log | / | ,
/eL

que si ces coefficients de proportionnalité sont tous strictement de même signe, ils sont tous
strictement négatifs.

3. Supposons que le groupe G est unimodulaire. Alors pour tout x de E, ]~J | /"1 (x) \ = 1 et
/eL

les valeurs propres de Ad x ne peuvent jamais être toutes de module strictement supérieur à 1.
Par suite, un groupe de Lie G unimodulaire produit semi-direct d'un sous-groupe N
niipotent connexe simplement connexe distingué et d'un sous-groupe A produit direct d'un
groupe compact et d'un groupe isomorphe à R est de type 1 si N n'est pas trivial. Par contre si
N est trivial, le groupe G = A est de type II (1.5 b).
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Or, il découle des théorèmes 2.3 et 3.3 que si G est un groupe presque connexe de type II, il
sxiste un sous-groupe compact C distingué dans G tel que le groupe G/C soit un produit
semi-direct N x A du type ci-dessus. Comme G est un groupe de type II si et seulement si G/C
l'est, nous en déduisons que si G est un groupe presque connexe unimodulaire de type II,
G/C est produit direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à R. Il en résulte qu'il
existe un sous-groupe compact K distingué dans G tel que G/K soit isomorphe à R. Nous
savons (prop. 9.4 de [38]) qu'il existe alors un sous-groupe F isomorphe à IR tel que G soit
produit direct de K et F. Comme un tel groupe est de type II, nous obtenons :

3.14. THÉORÈME. — Soit G un groupe presque connexe unimodulaire. I l est de type I I si et
seulement si il est produit direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à U..

3.15. Preuve du théorème 3.11. - Soit G un groupe vérifiant les hypothèses de ce
théorème. Remarquons tout de suite que nous pouvons nous restreindre à l'étude des
marches de loi [i étalée dont la projection sur E est transiente. En effet, considérons, puisque
[G, G] c NK, le groupe quotient NK/[G, G]. S'il n'est pas compact, le groupe G/[G, G] est
de rang ^ 2 et G est de type 1 (th. 2.3). Supposons donc NK/[G, G] compact; alors toute
marche transiente en projection a une projection transiente sur G/NK, groupe isomorphe
à E. Et d'après le théorème 2.17, prouver que toute marche transiente en projection de loi
étalée sur G est de type 1 suffit à montrer que G est de type I.

Soit alors une suite (^J^N d'éléments de G tendant vers ô telle que e^ * U converge
vaguement vers une mesure de Radon v. Nous prouverons que v est nulle en construisant un
sous-groupe fermé B distingué dans G, strictement inclus dans N, associé à la suite (gn)ne^te!
que :

(i) soit G/B est non unimodulaire, et si s désigne la surjection de G sur G/B et À le module
de G/B, la suite \(s(g^)) est bornée;

(ii) soit G/B est unimodulaire et de plus G/B s'écrit N° x ^ A et les valeurs propres de
r|o(x), pour xeE, sont toutes de module 1.

En effet, dans le premier cas, le théorème 2.16 nous permettra de conclure que s,/ . * s (U)
converge vers 0 et donc que e^ * U converge vers 0. Dans le deuxième cas nous verrons que le
groupe G/B est un groupe de type I, et comme la marche de loi [i considérée a une projection
transiente sur E, elle aura une projection transiente sur G/B, projection qui sera donc de
type I.

Considérons donc la suite {gn)^; tout élément g^ de cette suite s'écrit
(y^ k^ xj e N x K x E et remarquons que si la suite x^ reste dans un compact, la mesure v est
nulle. En effet, si K est un compact de G, et si p^ désigne la projection sur E :

£^ * U (K) ^ ̂  (U) [PE \g~n 1 K]] ^ p, (U) [K, ̂  (K)],

puisque^ \gn 1] ̂ ste dans un compact K^ de E. Le dernier terme de l'inégalité estfini puisque
la projection sur E de la marche de loi p, est transiente et le théorème de Lebesgue permet de
conclure.

Supposons donc que la suite (x^\^ tende vers l'infini dans E. Soit L l'ensemble des poids
de la représentation adjointe de E dans ̂ c. Quitte à extraire une sous-suite, nous avons,
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puisque E est isomorphe à [R, trois possibilités pour les poids / de L. Soit | /(xj | -> + oo, soit
1 /(^n) 1 -> O? soit | /(xj | = 1 pour tout n, ce dernier cas concernant exclusivement les poids de
module 1. On associe alors à la suite (xJ^N une partition de LenL+, L°, L~ définie ainsi :

L+ ={îeL, | /(xJ|-^0 quand n-^ oo},

L - = { / e L , \l(x^)\ -> +00 quand n-> 00}
L°={/eL, |/(xJ|=l,V/îeN}.

L'hypothèse (3) faite sur le groupe G assurant qu'il n'existe pas d'élément x de E pour lequel
les scalaires réels | l(x) \ soient tous strictement supérieurs à 1 (ou tous strictement inférieurs à
1, puisque | l(x~1 ) | == | l{x) \ ~1 ) entraîne que L est toujours distinct de L~ et également deL+.

Si J^ est le sous-espace vectoriel de ̂ c associé au poids / (3.10), posons :

^ = S ̂  ^= S ̂  ^c = E ^v
leL+ leL° leL~

Comme E est abélien, nous avons (3.10), ^^^^©^©^c. et de la relation
[J^, ̂ ] c= J^-, vraie pour tout poids / et /' de L, il résulte que les sous-espaces vectoriels
J^t, J^g, ̂ Tc sont des sous-algèbres de ̂ c. Puisque les classes L+ , L°, L~ sont stables par
conjugaison, ces algèbres sont complexifiées d'algèbres réelles ^+^0,^~ et
^=^+©^°©^-. Déplus, si:

^1=^, ^-[^^J. ...,^=[^,^-iL ^+i={o},

désigne la série centrale descendante de J^, il est aisé de voir que toujours grâce à la relation
[J^;, J^i} <= ̂ /, si / et Z'eL, nous avons aussi pour7'e{l, . . .,p} :

^^=(^+ n ̂ .) C (^0 n ̂ ) © (^~ n ̂ -).

Alors si N'^, N°, N~ sont les sous-groupes fermés exp{^+), exp(^T0), exp(J^~) de N, le
groupe N peut s'écrire N'^ N° N~ (lemme 3.6 de [43]); et tout élément de N a une écriture
unique dans cette décompositon. En outre, si (N^.)i ̂ ^ désigne la série centrale descendante
de N, (N^.=expJ^.), pour tout j e{ l , ...,;?} le groupe N^. s'écrit N^?N7 avec
N^'-^N^nN^ 0 ' - .

On peut remarquer que, par construction, N'^ N° et N° N~ sont des sous-groupes de N et
que N'^ (resp. N~) est distingué dans N'^ N° (resp. N~ N°).

Comme Ad E laisse ̂  stable pour tout / de L (3.10), et donc laisse invariant les algèbres
^+, J^°, J^~, tout élément de AdK commutant avec tout élément de AdE laisse aussi
invariant les espaces ci-dessus. Il en résulte que [N'^ .KEjcN'^ , [N°, KE] c N° et
[N- ,KE]c=N-.

Nous allons maintenant construire le sous-groupe B annoncé ci-dessus. Nous savons que
par hypothèse L est distinct deL+. Nous distinguerons deux cas selon'que L~ est vide ou ne
l'est pas. Si L~ est vide, nécessairement L° ne sera pas vide.
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(i) Supposons L~ non vide. Nous allons rechercher un quotient non unimodulaire tel que
sur ce quotient le module prenne une suite de valeurs bornée sur la projection de la suite
\Sn)ne^'

Rappelons que si A est le module sur G, alors (3.13) :

A^^ni^^n)!-
leL

où, dans le produit, les éléments de L sont comptés avec leur ordre de multiplicité. SiL+ était
vide, le module de A (g^) serait borné, et l'idée est donc de prendre le quotient par un groupe
distingué contenant N4'.

Désignons pat" k le plus grand entière e { 1 , . . . , 7 ? } tel que NJ" = N ~ ; cet entier est inférieur
ou égal à p , car, par hypothèse, N~ est non réduit à { 0 } . Alors l'ensemble B = N'^ N° N^+ ^
est un sous-groupe distingué de G; c'est un groupe car N^+ ^ est distingué dans G et car N+ est
distingué dans N+ N°. Comme KE laisse stable N'^, N° et N^+1, nous avons [B, KE] c= B. Il
reste à prouver que B est distingué dans N. Mais comme le groupe N^ est égal à N~, le
groupe N s'écrit N+ N°N^. Donc [^+ N°, N]cN+ N°N^i =B, et N^i étant distingué
dans N, [^+ N°N^i, N] est inclus dans BN^i=B. D'où [B, N]cB.

Enfin, de par la définition de l'entier k, le groupe B est distinct du groupe N; et comme N est
simplement connexe, B est fermé (chap. XIII, th. 1.2 de [37]). Soit s la surjection canonique
de G sur G/B et À le module de G/B. Le groupe quotient G/B est isomorphe au produit
semi-direct N/B x KE, produit semi-direct déterminé par la représentation adjointe de KE
dans l'algèbre de Lie de N/B. Si ^ désigne l'algèbre de Lie de B, nous avons :

À[^)]= detAd^J-^detAdxJ^

etparsuiteÀ[^(^)] est un produit de |/(xJ| -1, pour / appartenant à un sous-ensemble non
vide de L".

Il en résulte que À[^(^^)] tend vers zéro lorsque n ->• oo. Le groupe G/B est donc non
unimodulaire et il découle du théorème 2.16 que s^j *5-(U) converge vaguement vers 0.
Par suite, la mesure v est nulle.

(ii) Supposons L~ vide, alors L° est non vide. Le groupe N s'écrit N'^ N° et N4' étant
distingué dans N^^N 0 , est distingué dans G. Posons B=N^ et considérons le groupe
quotient G/B, il est isomorphe au sous-groupe H = N° x KE, groupe pour lequel les valeurs
propres de la représentation adjointe de E restreinte à J^0 sont toutes de module 1. Ce
groupe est de type I. En effet, si [i^ est une mesure de probabilité étalée sur H, les fonctions
[i i -harmoniques bornées et aussi les fonctions [i ̂  -harmoniques bornées sont constantes
d'après le théorème V. 3 de [1] puisque les valeurs propres de la représentation adjointe Ad
sont de module 1. De plus, comme ce groupe est unimodulaire, la marche de loi a^ a la
propriété (P) et il découle de la proposition 2.21 que, puisque H n'est pas produit direct d'un
groupe compact et d'un groupe isomorphe à R (le groupe simplement connexe N° n'étant pas
trivial), la marche de loi a^ est de type I. Pour terminer la démonstration du théorème, il suffit
de remarquer que la marche de loi [i sur G ayant une projection transiente sur E, aura aussi
une projection transiente sur G/N'^ qui sera donc de type I.
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3.16. Remarque. — Le fait que le groupe H soit de type 1 est un résultat connu ([12] et [34])
puisque la composante connexe de H est de type (R). Notre démonstration suit d'ailleurs
celle de [12].

C. La classe Q)

Ayant déterminé les groupes unimodulaires presque connexes de type II, nous allons
dorénavant nous intéresser aux groupes non unimodulaires presque connexes susceptibles
d'être de type II, c'est-à-dire à la classe des groupes G moyennables tels que G/[G, G] et
Go/[Go, Go] soient de rang 1 et tels que les quotients de G par un sous-groupe compact
distingué n'aient jamais la structure énoncée dans le théorème 3.11.

3.17. DÉFINITION. — Supposons que G soit un groupe de Lie moyennable tel que G/Go
soit fini et tel que les groupes Go/[Go, Go] et G/[G, G] soient de rang 1. Nous appelons
décomposition (N, K, E) associée à G où N est le radical niipotent, K un sous-groupe
compact maximal, E un sous-groupe isomorphe à R une décomposition de G définie dans le
théorème 3.7. Soit alors L la famille des poids de la représentation adjointe de E dans ̂ c.
L'espace vectoriel, que nous noterons Vç, des homomorphismes continus de G dans [R(+ )
est de dimension 1 et les homomorphismes {Log | / 1 }^ de E dans R ( + ) se prolongent à G
de manière unique et définissent une famille (^ homomorphismes [ oc/} ̂  ̂  ̂ e G dans U que l'on
dit associés a G et qui ne dépendent pas de la décomposition de G choisie.

3.18. Remarque. — Ce sont les mêmes homomorphismes que définit A. Raugi dans un
cadre plus général pour étudier les fonctions harmoniques [43].

3.19. Nous allons vérifier la dernière assertion de la définition, à savoir que la famille
{ a / } ieL ne dépend pas de la décomposition choisie. Considérons la suite centrale descendante
de l'algèbre de Lie J^ de N; soit :

^=^, ^2=[^ ̂ i]=^\ . . . , ̂ -[^ ^p-iL ^p+i- { o } .
L'espace vectoriel J^ peut être identifié à la somme directe des espaces vectoriels J^^/J^.+i
où 1 ̂ j^p. Les espaces J^./J^.+i sont stables par AdE, et l'ensemble L des poids / de la
représentation adjointe de E dans J^0 est la réunion des poids des représentations adjointes
de E dans J^/J^+i pourye{ 1, . . . , p ] .

Soit (N, K, E) une décomposition associée à G. Comme N est distingué dans G et comme
[K, E] ==0, le groupe NE est un sous-groupe distingué de G. Ce groupe est de plus résoluble
connexe et est par suite inclus dans le radical R de G. Il en résulte que si K^ est le groupe
compact R n K, le groupe R s'écrit NK^ E. Comme les sous-groupes compacts des groupes
de Lie connexes résolubles [39] sont abéliens, le groupe K^ est abélien, et de ce fait, comme
[E, K]=0, le groupe EK^ est abélien.

Par conséquent, tout poids de la représentation adjointe de E dans J^ç/J^+i,
7 ' e { l , . . . , 7 ? } e s t l a restriction à E d'un poids de la représentation adjointe de EK^ dans
J^/J^+i et est même comme [J^, J^.]==J/^, la restriction à E d'un poids de la
représentation adjointe de R = NK^ E dans J^/J^+1. Soit donc l'ensemble 0 réunion des
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poids (p des représentations adjointes de R dans J^/^^ i. Cet ensemble ne dépend pas de
la décomposition de G choisie et si nous restreignons à E les homomorphismes (p pour (p e <D,
nous obtenons l'ensemble L. Par suite, si nous prolongeons à G les homomorphismes
Log| (p |, pour cpe<D, nous obtenons les homomorphismes (o^)^ puisqu'il y a unicité du
prolongement à G des homomorphismes continus de E dans R ( + ).

3.20. DÉFINITION. — Supposons que G soit un groupe de Lie non unimodulaire
moyennable tel que G/Gç soit fini et tel que les groupes G/[G, G] et Go/[Go, Go] soient de
rang 1. Alors si A désigne le module de G, les homomorphismes a^, le L, associés à G sont
proportionnels à log A et nous appellerons scalaires caractéristiques associés au groupe G les
scalaires réels P^, leL coefficients de proportionnalité entre les homomorphismes oc^ et
rhomomorphisme Log A; c'est-à-dire que, pour /eL :

P^=o^/LogA.

3.21. Remarque. — Si (N, K, E) est une décomposition associée à G, le groupe G est
produit semi-direct de NK et de E et par suite (comme dans 3.13) pour tout
g=(n, x)eNK xE, nous avons :

A(g)=A(x)=Y\\rl(x)\^
leL

si Si désigne l'ordre de multiplicité du poids /.
Donc :

LogA=- ^a^
/eL

et :
E(i^=-L
/eL

En conséquence, si les scalaires caractéristiques P^ associés à G sont de même signe, ils sont
négatifs.

3.22. DÉFINITION DE LA CLASSE 2. — Un groupe G non unimodulaire presque connexe
sera dit de la classe Q) si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

(a) le groupe G est moyennable;
(b) les groupes G/[G, G] et Go/[Go, Go] sont de rang 1;
(c) il existe un sous-groupe compact F distingué dans G tel que le groupe quotient G/F

soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes et tel que les scalaires
caractéristiques associés à G/F soient tous strictement négatifs.

3.23. Cette définition est cohérente car les conditions (a) et (b) étant stables par passage
au quotient par un groupe compact, le groupe G/F vérifie les hypothèses de la
définition 3.20 et l'ensemble des scalaires caractéristiques associés à G/F est bien défini.

Elle est naturelle, relativement au problème que nous étudions, puisque nous avons vu
(théorèmes 2.3 et 3.3) que si G est un groupe presque connexe de type II, il existe un sous-
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groupe compact C tel que G/C soit le produit semi-direct N x A d'un sous-groupe niipotent
simplement connexe distingué et d'un sous-groupe A produit direct d'un groupe compact et
d'un groupe E isomorphe à R. De plus, d'après le théorème 3.11, si ce groupe N x A est de
type II, il existe un élément x de E pour lequel les valeurs propres de Ad x \ ç soient toutes de
module strictement supérieur à 1. Comme cet ensemble de valeurs propres n'est autre que
l'ensemble { l (x ) , le L } si L est l'ensemble des poids de la représentation adjointe de E dans
J^, il est équivalent de dire que les scalaires aj(x) sont tous strictement positifs ou encore
que les scalaires caractéristiques P^ associés à G/C sont tous strictement de même signe et
donc tous strictement négatifs; et cette dernière notion est intrinsèque.

3.24. Exemples. — 1. L'exemple le plus simple de groupe de la classe Q) est le groupe affine
de la droite réelle. Ce groupe est en fait un sous-groupe résoluble du groupe semi-simple
SL(2, R) des matrices carrées réelles de déterminant 1. Plus généralement, soit G un groupe
semi-simple connexe de centre fini et soit G = KAN est une décomposition d'Iwasawa de G :
les sous-groupes K, A, N sont respectivement compact maximal, abélien connexe, niipotent
simplement connexe; si M est le centralisateur de A dans K, le groupe MAN est un sous-
groupe moyennable maximal de G [26]; alors si A est de rang 1, pour tout sous-groupe M^
de M, le groupe M^ AN appartient à la classe 3) [52].

2. Soit G un groupe de Lie non unimodulaire résoluble connexe et simplement connexe.
Alors G est de la classe Q) si et seulement si il existe sur l'algèbre de Lie ̂  de G une métrique à
courbure strictement négative (cf. déf. 6.2 et cor. 7.8 de [3]).

3.25. STRUCTURE DES GROUPES DE LA CLASSE 3). — Nous avons donné dans le théorème 3.7
la structure des groupes de Lie G ayant un nombre fini de composantes connexes et vérifiant
les conditions (a) et (b) de la définition 3.22 de la classer; nous avons défini une
décomposition (N, K, E) associée à G où N est le radical niipotent de G, K un groupe
compact, E un groupe isomorphe à R tels que le produit KE soit direct et que G soit le
produit semi-direct de NK et E, mais le groupe N n'est pas nécessairement simplement
connexe et le groupe N n K peut ne pas être trivial; et il avait été nécessaire de considérer le
quotient de G par un groupe compact pour mettre en évidence un groupe niipotent
simplement connexe (théorème 3.3). Nous allons montrer que si G est un groupe de la
classe Q), il existe une décomposition de G du type (M, K', E) où M est niipotent simplement
connexe et où K/ est un groupe compact tels que le produit K' E soit direct et que G soit
produit semi-direct du groupe M distingué et du groupe K' E.

3.26. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie tel que G/GQ soit fini. Alors G est de la
classe Q) si et seulement si G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés non triviaux
M et A tels que :

1° M soit niipotent distingué connexe et simplement connexe;
2° A soit produit direct d'un groupe compact K et d'un groupe E isomorphe à R;
3° si J/ désigne l'algèbre de Lie rie M, il existe un élément x e E tel que les valeurs propres de

Adx| c soient toutes de module strictement supérieur à 1.
Preuve. — Si G est un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini, considérons une

décomposition (N, K, E) de G {cf. déf. 3.17). Soit F un sous-groupe compact distingué
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de G; comme K est un sous-groupe compact maximal de G, le groupe F est inclus dans K;
sinon le groupe K F serait un groupe compact contenant K. Le groupe N n F, sous-groupe
compact de N est inclus dans le sous-groupe compact maximum C de N qui est central
dans Go {cf. dém. de 3.3); nous le noterons C^.

Considérons^ la surjection canonique de G sur le groupe G/F. Alors si N' désigne le
radical niipotent de G/F, (N', p (K), p (E)) est une décomposition associée à G / Y . En effet, il
est clair que p(K) est un sous-groupe compact maximal de G/F, que le groupe p(E) est
homéomorphe à [R, puisque;? (E) ne peut être compact (cf. XVI, prop. 2.3 de [37]). Enfin, le
grouper (N) est inclus dans N' car/? (R) est inclus dans le radical R/ de G/F et que par suite,
p (N) =p ([GoTR]) -= [RGoT^R)] c: L^oTR^N7.

Désignons par J^, ̂  et ^i les algèbres de Lie respectives de N, C et C^ et considérons
l'ensemble L des poids / de la représentation adjointe de E dans J^. Si J^ est le sous-espace
associé au poids /, nous avons (cf. 3.10):

ĵ ^,.
/ eL

L'homomorphisme constant de E dans ̂ + * (x) sera noté 1 et U sera l'ensemble des poids de
L distincts de 1. Nous posons ^c= ^ A ' i . Alors :

/ eL '

^c=^•^@^c,

où J^i = { 0 } si 1 n'est pas un poids.
Comme C^ est central dans Go, l'espace vectoriel ^ï est inclus dans - \\ et l'espace

vectoriel ./T6/^ est isomorphe à la somme directe des espaces vectoriels .¥\ 1^\ et -.^c.
Puisque AdE laisse stable ^Ç, nous en déduisons que l'ensemble L^ des poids de la

représentation adjointe de E dans J^/^ç est l'ensemble L' si J^ i /^^ est réduit à { 0 } et est
l'ensemble L sinon.

Remarquons que l'algèbre de Lie de 7? (N), groupe isomorphe à N /C^, peut être identifiée à
J^/^i et qu'un homomorphisme multiplicatif v|/ est un poids de la représentation adjointe de
p (E) dans yT0/^ si et seulement si \|/ op est un poids de la représentation adjointe de E dans
^c/^.

Choisissons le sous-groupe F de manière à ce que le groupe G/F obéisse à la condition (c)
de 3.22. Comme T?(N) est inclus dans le radical niipotent N' de p(G), cette condition (c)
assure que si /est un élément de L^, log | /1 ne peut jamais être nul et donc L^ ne contient pas le
poids trivial 1. Par suite L^ = L'et le groupe ^T i /^ est réduit à { 0 } . D'où J^\ = ̂ c = ̂ .

De plus, cette sous-classe L' = L^ de L est stable par multiplication, car toujours à cause de
la condition (c), le produit de deux éléments de L^ ne peut être trivial. Il résulte alors de
l'inclusion [J^j, J^,]c=J^,, que ̂ c est une sous-algèbre de J^. Comme L' est aussi une
classe stable par conjugaison, ̂ c est la complexifiée d'une sous-algèbre M de J^; et J^ est
somme directe de l'idéal ^ et de l'algèbre ̂ .
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L'application exponentielle de jV dans N étant surjective, si nous posons M=exp^,
nous obtenons comme [J^, ^]=0 :

N=exp[^©^]=exp(^)exp(^)=MC.

Le groupe M est fermé dans N et simplement connexe car isomorphe à N/C.
Le groupe G s'écrit alors MCKE ou encore MKE puisque Ce K, et le groupe M n K

sous-groupe compact du groupe simplement connexe niipotent M est réduit à { e } [37]. De
plus, M est distingué dans G. En effet, Ad E laisse stable les sous-espaces J^ pour le U et,
comme AdK commute avec AdE, AdK laisse aussi stable les espaces J^. D'où Ad(KE)
laisse stable J{ et donc [KE, M] <= M. Par suite G est produit semi-direct du sous-groupe M
niipotent connexe, simplement connexe distingué dans G et du sous-groupe KE, produit
direct de K et E. De plus, les poids de la représentation adjointe de E dans ̂ c sont les
éléments de L^; or, il résulte de l'assertion (c) qu'il existe un élément x de E pour lequel les
nombres réels o^ (x) = Log | l(x) \ soient tous strictement positifs pour le L^ et donc il existe un
élément x de E tel que les valeurs propres de Ad x \ ^ soient toutes de module strictement
supérieur à 1. La partie directe du théorème est prouvée.

Supposons que réciproquement G ait la structure énoncée dans le théorème. Alors le
groupe ME résoluble connexe distingué dans G est inclus dans le radical R de G. Et comme
G/ME est compact, il en est de même de G/R. Le groupe G est par suite moyennable
{cf. th. 11.5 de [1]). Comme il existe un élément x de E pour lequel les valeurs propres de
Adx| ^ soient toutes de module strictement supérieur à 1, nous en déduisons que
(Ad x — Id) ̂  = ̂ . Si ^ désigne l'algèbre de Lie de E, il existe x e S tel que x == exp x. Alors
Adx=expadx, où ad est la représentation adjointe de ^ dans ^ telle que pour tout
(x , j )e^x^, adx(j)==[x,^]; et (expadx-Id)^=J^. Par suite adx(^)=^ et donc
[<^, ^] = ̂ '. Comme le groupe [E, M] sous-groupe du groupe niipotent simplement connexe
M est fermé, on en déduit que [E, M] = M et les groupes [G, G] et [Go, Go] contiennent M.
Comme ils sont de plus inclus dans MK, nous en concluons que les groupes Go/[Go, Go] et
G/[G, G] sont de rang 1. Il reste à vérifier la condition (c). Soit alors N le radical niipotent
[Go, R] de G; nous venons de voir que McNcrMK. Si C est le sous-groupe compact
maximum de N, alors K n N est inclus dans C et N s'écrit MC. Comme M est supposé
simplement connexe, M nC= [ e ] . Considérons le groupe G/C; puisque C est un sous-
groupe compact de N, le radical niipotent de G/C est N/C (cf. dém. de 3.3) et est, par suite,
isomorphe à M. Il est alors clair que l'existence d'un élément x de E pour lequel les valeurs
propres de Adx| ç soient toutes de module strictement supérieur à 1 entraîne que les
scalaires réels associés à G/C sont tous strictement de même signe; et G appartient donc à la
classe Q).

3.27. PROPOSITION. — Si G est un groupe de la classe ̂ , alors il existe sur G des marches
aléatoires n'ayant pas la propriété (P).

Plus précisément, si G est un groupe de Lie, tel que G/GQ soit fini, admettant la
décomposition (M, K, E) donnée dans le théorème 3.26, les marches sur G n'ayant pas la
propriété (P) sont exactement celles dont la projection sur E est récurrente.
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Preuve. — Elle découle immédiatement des théorèmes de structure des groupes portant des
marches n'ayant pas la propriété (P) obtenus dans [9].

3.28. Si G est un groupe presque connexe contenant un sous-groupe compact S distingué
dans G tel que G/S soit de la classe ^, alors G est de la classe 3). En effet, si G/S vérifie les
conditions (a) et (&), il en est de même de G (lemme 3.5); et de plus de par sa définition la
condition (c) a la même propriété. Non seulement la réciproque de l'assertion ci-dessus est
vraie, mais tout quotient non unimodulaire d'un groupe de la classe 3) est de classe Q). Plus
précisément, nous avons :

3.29. PROPOSITION. — Si G est un groupe de la classe Q), tout groupe quotient de G est soit
compact, soit produit direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à R, soit non
unimodulaire. Dans ce dernier cas, le groupe quotient est aussi de la classe Q.

Preuve. — Commençons par démontrer la proposition lorsque G est un groupe de Lie tel
que G/Go soit fini. Alors G a la décomposition (M, K, E) donnée dans le théorème 3.26.
Soit B un sous-groupe distingué fermé de G et soit p^ la surjection canonique de G sur
G/MK isomorphe à E. Si p^ (B) est le groupe trivial { 0 }, le groupe B est inclus dans MK;
alors si n désigne la surjection canonique de G sur G/B, le groupe G/B peut s'écrire
n (M) n (K) n (E) où K (M) est niipotent, 7i(K) compact, 7c(E) homéomorphe à E. Si 7r(M)
est compact, alors G/B est extension de R par un groupe compact et est donc isomorphe au
produit direct de (R par un groupe compact (prop. 9.4 de [38]). Si 7i(M) n'est pas conpact,
appelons C son sous-groupe compact maximal. Alors (G/B)/C a la structure énoncée dans
le théorème 3.26 et est donc de la classe 2. Par suite G/B est de la classe 2 (cf. 3.28).

Supposons donc que 77 ̂  (B)nîest pas réduit à { 0 } , c'est-à-dire qu'il existe un élément b de B
qui s'écrive ykx où (y, k, x)e M x K x E et où x est distinct de l'élément neutre de E. Nous
allons montrer qu'alors B contient M. Comme Ad À; commute avec Ad x, les valeurs propres
de Ad(kx)\ ^ sont comme les valeurs propres de Adx, soit toutes de module strictement
supérieur à 1, soit toutes de module strictement inférieur à 1. Considérons la suite centrale
descendante (^)i^^ de M\ alors Jî peut être identifié à la somme des sous-espaces
vectoriels ^/^+i, l^i^k, et comme Ad(fcx) laisse stable les espaces J / J J / ^ ^ , pour
1 ̂  i^k, les valeurs propres de Ad (kx) l / . c / ^c sont des valeurs propres de Ad (kx) | ̂ . Par
suite, les valeurs propres de Ad b\ ç ç sont, puisque [e^, ^J=^+i, toutes de module
strictement supérieur à 1, si les valeurs propres de Ad x \ ç le sont; et par conséquent, il en est
de même des valeurs propres de Ad b \ ç ; d'où (Ad b — Id) M = M. En raisonnant comme
dans 3.26, on en déduit que [B, M]=M. Comme B est distingué, [B, M]cB et B contient
donc M. Il en résulte que G/B est soit compact, soit produit direct d'un groupe compact et
d'un groupe isomorphe à R.

Considérons maintenant le cas où G est un groupe presque connexe de la classe Qs. Alors il
existe un sous-groupe compact Y tel que G/F soit un groupe de Lie de la classe Q) ayant un
nombre fini de composantes connexes. Soit B un sous-groupe distingué de G. Le groupe
G/B F, groupe quotient de G/F, est soit un groupe de la classe ^, soit un groupe compact ou
un produit direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à (R. Comme G/BF
est isomorphe à (G/B)/(BF/B), dans le premier cas G/B admet un quotient par
un groupe compact qui est de la classe 2 et est donc de la classe 2 [cf. 3.28); dans le
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deuxième cas, G/B est soit compact, soit extension de IR par un groupe compact; mais
on sait qu'alors G/B est isomorphe au produit direct de R et d'un groupe compact
(prop.9.4de[38]).

3.30. Remarque. — On peut aisément vérifier que si G est un groupe non unimodulaire tel
que ses quotients soient soit compact, soit produit direct d'un compact et d'un groupe
isomorphe à [R, soit non unimodulaire, alors les conditions (a) et (b) dans la définition de la
classe Q sont vérifiées, mais par contre il n'en est pas de même de la condition (c). Il suffit par
exemple de considérer le groupe F, produit semi-direct R2 x R défini de la façon suivante : le
produit de deux éléments (u, v, x) et (u',v\x) de R2 x R est donné par
(u+e^u', v-{-eftxv\ x + x ' ) où a et P sont des réels fixés non nuls de signe contraire et
tels que a+P^O. Le groupe F n'est pas de la classe Q), mais vérifie l'assertion ci-dessus.

3.31. Donnons pour terminer un exemple de groupe de Lie connexe moyennable G tel
que G/[G, G] soit de rang 1, mais dont le radical niipotent N ne peut se mettre sous la forme
MC avec M niipotent simplement connexe, C compact ce qui insistera sur l'importance de la
condition (c) de 3.22 dans la décomposition MKE des groupes de la classe Q).

Considérons le groupe d'Heisenberg H de dimension 3; c'est-à-dire R3 muni du produit
(a, b, c)(a\ b\ c')==(aW, b^-b\ c+c /+l/2(^ /-a'^)). Si(0, 0, x) est un élément non nul
du centre D de H, notons D^ le sous-groupe discret engendré par (0, 0, x). Le centre
C = D/DI de H/Di est compact et si H/D^ se mettait sous la forme MC avec M simplement
connexe, il serait abélien. Soit a un réel non nul. Le groupe G connexe produit semi-direct
H/DI x ^ R où T| (x)(a, A, c)=(ev•xa, e ' ^ b , c) pour xe R est moyennable, vérifie G/[G, G]
de rang 1 et admet pour radical niipotent H/D^.

Dans les chapitres suivants, nous étudierons exclusivement les groupes de la classe Q) et
nous prouverons qu'ils sont de type II.

CHAPITRE IV

MESURES LIMITES SUR LES GROUPES DE LA CLASSE Q)

4.1. Nous allons supposer que G est un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Gç soit fini.
Un tel groupe est non unimodulaire et A désignera le module. Nous connaissons (th. 3.26) la
structure de ces groupes et lorsque nous parlerons d'un tel groupe G, il sera toujours sous-
entendu que G est produit semi-direct de deux sous-groupes fermés non triviaux M et A tels
que :

1° M soit niipotent distingué connexe simplement connexe;
2° A soit produit direct d'un groupe compact K et d'un groupe E isomorphe à R;
3° si M désigne l'algèbre de Lie de M, il existe un élément x de E tel que les valeurs propres

de Adx| ^ soient toutes de module strictement supérieur à 1.

4.2. DÉFINITION. — Un élément h du groupe G sera (^{période d'une mesure de Radon
v sur G si e^*v=v.
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Cette notion de période est distincte de la notion de a-période introduite en 2.4 et le préfixe
H utilisé dans ce cas supprime toute ambiguïté de notation. Il est clair que l'ensemble des
périodes d'une mesure de Radon est un groupe.

Au cours des paragraphes A et B de ce chapitre, nous prouverons le théorème suivant :

4.3. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit a une
mesure de probabilité étalée sur G. Alors si la marche de loi a est de type I I , l'ensemble des
mesures {s^*U, xeE] admet exactement deux valeurs d'adhérence lorsque x tend vers le
point à l'infini de E ; la mesure nulle lorsque A (x) tend vers zéro et une mesure de Radon VQ non
nulle admettant les éléments de A pour périodes lorsque A(x) tend vers +00.

De plus, tout élément non nul de 1^ s'écrit e^*Vo où zeM.
Dans le paragraphe C nous étudierons tout particulièrement la mesure VQ et le

théorème 4.21 en donnera une désintégration précise.

4.4. Ce théorème va résulter d'une étude de la forme des valeurs limites de s g * U lorsque g
tend vers ô selon les directions du groupe où elles sont atteintes.

Soient v un élément de 1^ et (^J^N une sulte d'éléments de G telle que e^ * U converge
vaguement vers v. On peut toujours supposer, quitte à extraire une sous-suite, que la suite
(gn)ne^ satisfait l'un des trois cas suivants :

Cas 1 : A(^) tend vers + oo et p^{gn) ten(^ vers 1e poi11! à l'infini de M.
Cas I I : A(^) tend vers + oo et p^(gn) converge vers un élément z de M.
Cas I I I : A(^) reste borné supérieurement.
Dans le cas III, le théorème 2.16 permet de conclure que v est nulle. Nous nous

intéresserons donc aux cas 1 et II; nous prouverons dans le cas 1 que la mesure v est nulle et
dans le cas II que la mesure e _ ^ * v admet les éléments de A pour périodes, si — z désigne
l'inverse de z dans M.

Remarquons tout de suite que si nous considérons les valeurs d'adhérence de
{ 8 ^ * U , x e E } lorsque x tend vers le point à l'infini de E, alors puisque A est un
isomorphisme de E dans tR'^*, A(x) tend vers zéro ou vers + oo, et si A(x) tend vers zéro,
d'après le cas III, e^*U converge vaguement vers zéro.

4.5. NOTATION. — Le groupe G peut être identifié au produit semi-direct M x ^ A où pour
tout a de A, T| (a) n'est autre que l'automorphisme intérieur T^ restreint à M. Notons
PM ? P\ ? PK ? PE 1e8 projections respectives sur M, A, K, E. Tout élément g de G s'écrit alors
(PM^P^g)) on (PM(§), PK(g). P^{g}\ et si g^ et ̂  appartiennent à G :

gl§2=(PM(gl)^[PA(gl)'ï(PM(§2)\P^§l)PA(g2))'

Le groupe M étant niipotent simplement connexe, nous l'identifierons à son algèbre de Lie, le
produit de deux éléments u et v de cette algèbre de Lie étant.défmi par la formule de Campbell-
Haussdorf :

u xv==u-^-v+.[u, v]+ .. .
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et nous désignerons par M0 l'algèbre complexifiée. L'automorphisme r| de A dans AutM
sera alors la représentation adjointe de A restreinte à M. Nous noterons 0 les éléments
neutres de M, A, K, E et les éléments y de M, a de A et x de E seront respectivement identifiés
aux éléments ( y , 0), (0, a), (0, 0, x) de G.

On désignera par L l'ensemble des poids de la représentation adjointe de E dans l'algèbre
de Lie complexifiée du radical niipotent N de G et les scalaires caractéristiques associés
à G (3.20) seront notés (P / ) / eL- Rappelons (preuve de 3.26) que si C est le sous-groupe
compact maximal de N, le groupe N s'écrit MC. En conséquence, un des scalaires P; est nul si
et seulement si le radical niipotent de G n'est pas simplement connexe : c'est le scalaire
associé au poids trivial de la représentation adjointe de E restreinte à l'algèbre de Lie
complexifiée de C. Tous les autres scalaires caractéristiques (3^ sont strictement négatifs et ce
sont exactement les scalaires associés à l'ensemble U des poids de la représentation adjointe
de E dans M0.

A. Étude du cas 1

4.6. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit p, une
mesure de probabilité étalée sur G. Si (gJ»eN est une sulte d'éléments de G telle que p^(g^)
tende vers le point à l'infini de M, alors la suite 8^ * U converge vaguement vers la mesure nulle.

Preuve. - On sait (th. 2.23) qu'il suffit de prouver le théorème pour les marches sur G
transientes en projection, ou, ce qui est équivalent, puisque M c= [G, G] c= MK, pour les
marches dont la projection sur E est transiente. On supposera donc que ^ est une mesure de
probabilité étalée sur G telle que la marche sur E de loi p^([i) soit transiente.

Le groupe M étant identifié à son algèbre de Lie, le produit de deux éléments (^i, a^} et
(y2? ^2) de M x A est défini par :

(yi. ^1)^2. ^)=(y^Ada^(y^ ^1^2).

Comme M est niipotent, le centre Z de M n'est pas réduit à {0} . C'est un sous-groupe
distingué de G et appelons n^ la projection de M sui le groupe quotient M/Z qui sera
noté MI.

Soit une suite (gJ^N de G telle que ̂ ten) tende vers le point à l'infini de M. Quitte à
extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite 8^ * U converge vaguement vers
une mesure v. Considérons alors la suite n^ opM^Sn) de M^ et montrons pour commencer
que, quitte à passer à un quotient adéquat de G, nous pouvons supposer que cette suite
7l! °PM(§n) admet une sous-suite convergente dans M^.

(a) Supposons donc que la suite ^^°pM(gn) t^de vers le point à l'infini de M^.
Remarquons que le groupe G/Z est isomorphe au produit semi-direct M ^ x K E et
considérons comme ci-dessus le centre Z^ de M^. Ce groupe Z^ est distingué dans M^ x KE
et notons n^ la surjection de M^ surM^M^/Zi. Si la suite n^ 071^ o ̂  (g-J tend ver s le point
à l'infini de M^, nous recommençons et nous construisons ainsi une suite de groupes
quotients M ^ = M ^ _ i / Z ^ _ i où Z ^ _ ^ est le centre non trivial de M^_ i .
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Soit alors r la borne supérieure des entiers k ̂  1 tels que la suite 71 ̂  o . . . o 71 ̂  op^ (g^) tende
vers le point à l'infini de M^. Cet entier r sera fini puisque la suite des espaces vectoriels M^
est de dimension strictement décroissante, ne serait-ce que lorsque M^+1 = { 0 }. Considérons
le noyau T^ de n^o . . . on^. C'est un sous-groupe de M distingué dans G et le groupe
quotient G'=G/T^ peut être identifié au produit semi-direct M^xKE. Notons n' la
surjection canonique de G sur G' et étudions la suite 7t'(gJ; par construction :

— la suite^ (71'(^))= T i ^ o . . . on^ opu(gn) ien(^ vers 1e pomt à l'infini de M^;
— mais la projectionKr+i0 PM, (7r ' (Sn)) de cette suite p^Çn'Çg^sur M ̂ + 1 admet une sous-

suite convergente; et cette propriété est l'équivalent sur G' de la condition sur G réclamant à
la suite n^ °PM(Sn) d'avoir une sous-suite convergente.

Considérons alors sur G' la marche de loi K ' ([i). Cette marche est transiente et a même une
projection transiente sur E puisque la marche de loi H sur G a cette propriété. Elle a pour
noyau potentiel TI'(U) et si nous remarquons que dès que la suite s^^Tr^U) converge
vers 0, il en est de même de 8^ * U, nous en déduisons qu'il nous suffit de nous placer sur G' et
d'étudier le comportement asymptotique de E^^Tr'OJ).

(b) En conséquence, quitte à remplacer G par G' et quitte à extraire une sous-suite, nous
pouvons supposer que la suite n^ ^Pu^gn) converge vers un élément u de M^. Comme le
groupe M est simplement connexe et le groupe Z fermé distingué dans M, il existe (cf. XII,
th. 1.2 de [37]) une section continue s de M^ =M/Z dans M telle que n ^ o s soit l'identité
de M/Z et telle que l'application (z, v) -> zs (v) soit un homéomorphisme de Z x M/Z sur M.
Alors il existe, pour tout n, un élément z^ de Z tel que :

PM(gn)=^(soK,)[p^(g^

Posons w^son^\p^(g^]. La suite p^{g^) s'écrit • z,w^ et comme n^ign)]
converge vers u, la suite w^ converge vers w=s(u). Puisque p^gn) ten^ vers 1e point
à l'infini de M, la suite z^ tend vers le point à l'infini de Z.

Le groupe Z étant le centre de M, nous pouvons écrire pM(gn)=wnzn et sl nous posons
§n = (Zn. PA fen)), HOUS âVOUS :

gn=^nzn.PA(gn))=^ 0)^-

Soit/un élément de C^(G). Comme £g *U converge vaguement vers v, il découle de
l'uniforme continuité à gauche de U/que la suite s^ * U (/) = E(^ o)-1 * ̂  * U (/) converge
vers 8^ o)-1 * v (/)• P^ conséquent s^ * U converge vaguement vers la mesure v^ == s^ o)-1 * v-
Si nous montrons que v^ est nulle, il en sera de même de v.

Étudions donc la suite s^ * U. Nous allons utiliser le lemme suivant :

4.7. LEMME. — Soit H une mesure de probabilité étalée sur G e t g ^ une suite d'éléments de G
telle que s^*U converge vaguement vers v. Alors si il existe une suite x^ d'éléments de G
convergeant vers e telle que la suite x^g^ x^ 1 g^ 1 admette une valeur d'adhérence y dans G, la
mesure v admet l'élément y comme période.

Preuve du lemme 4.7. — Quitte à extraire une sous-suite, on suppose que la suite
yn=^n§n^nlgnl converge vers y. Alors x^g^^y^g^. Si/est un élément de C^ (G), on
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considère les fonctions de G dans IR définies pour tout {g, x)eG x G par :

R, M = U/(^) et H, (x) = Vf(gx).

On sait (prop. 2.7) que les ensembles { R ^ , ^ e G} et { H ^ , g e G} sont équi-continus en tout
point x de e. Par suite, comme la suite x^ converge vers e, on a :

lim U/(x^^-1 ) = lim U/(^) = v (/)
n n

et comme la suite y^ converge vers y :

lim U/(y^,) = lim U/teJ = £, * v (/).
n n

Par conséquent, pour tout/de C^ (G) :

v(/)=c,*v(/)

et la mesure v admet y comme période.
4.8. Reprenons la démonstration du théorème 4.6 et cherchons des périodes de v^.

Étudions, si x^ est une suite quelconque de E, la suite :

^^^^"^(O, 0, ^)(z,,^fen))(0, 0, -X,)(z,,^feJ)~1.

Comme E est abélien et comme K et E commutent, cette suite est dans M et un calcul
immédiat prouve que :

^=(AdxJzJ,0)(-z,0).

Mais puisque Z est abélien et stable par Ad E, cette suite est en fait dans Z et
^=AdxJz^)-z^.

Si ^ désigne l'algèbre de Lie de E, il existe x_^e^ tel que x^ = exp x_^. Alors si ad désigne la
représentation adjointe de ^ dans ^ définie pour (x, y)e^ x^ par adx(^)=[x, y}, nous
avons :

Ad x^ = exp ad x^ = ̂  —. (ad x^.
^>n 1^ •k^O

Si nous posons :

s^^z —(^^^IXJ=
kïîr,'>'> /C .

nous avons :
Adx^=Id+adx^+B(xJ

et
^=adxJzJ+B(xJ(z^).
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Soit^? un élément quelconque fixé non nul de <^; il existe, puisque <S est de dimension 1, pour
tout entier n, un réel ^ tel que .x^ = t^. Considérons de plus une norme euclidienne || || sur
l'espace vectoriel M. Alors, comme la suite z^ tend vers le point à l'infini de M, la suite || z^ ||
tend vers +00. Posons :

Quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que v^ converge vers un élément v
nécessairement non nul de Z. Nous avons donc :

^=U^I|ad^)+B(xJ(zJ

et lorsque n -> oo, la suite ad^(r^) converge vers ad^(r) .

Or, comme le groupe G est un groupe de la classe Q), la représentation Ad de E dans M n'a
aucun poids de module 1 (condition 3) et par suite adZ? n'a aucune valeur propre nulle et est
donc un automorphisme de M. En conséquence, puisque v est non nul, adZ?(i;) est non nul.

Choisissons, si t est un élément quelconque de [R, la suite ̂  de manière à ce que ^ || z^ || = t.
Comme || zj| tend vers + oo, la suite ^ tend vers zéro et la suite x^ = exp (t^b) converge vers
l'élément neutre de E. Montrons qu'alors y^ converge vers t ad_& (v). Il suffit en fait de prouver
que B(xJ(zJ tend vers zéro. Or :

B(xJ(zJ=^ —^||zJ|(ad^(^)=^||zJ| ^ —^(adWj;
k^î K • k^2 K •

et donc, pour n suffisamment grand :

|B(xJ(zJ|5.2^exp||ad^||.|M|

et ce dernier terme tend vers zéro, puisque ^ tend vers zéro lorsque n —> oo.

Il découle alors du lemme 4.7 que, pour tout t de R, l'élément t2idb^(v) est une période
de Vi; et le sous-groupe à un paramètre H de M engendré par ad^(r) est donc inclus dans le
groupe de périodes de v^. Comme M est niipotent simplement connexe, ce sous-groupe H
est aussi simplement connexe.

4.9. Terminons la démonstration du théorème 4.6 en prouvant que, puisque le groupe
des périodes de v^ contient un sous-groupe simplement connexe H de M, l'élément v^ de 1
est nul. Le fait que la marche sur E de loi 7^(11) est transiente, va intervenir de manière
fondamentale.

En effet, si H' désigne un supplémentaire de H dans M et si K désigne un compact de A, la
fonctionnelle v^ définie sur H par :

v^(B)=Vi[ (B+H')xK] si Be^(H)
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est une mesure sur H. Comme H est central dans M et comme £y * v^ = v^, pour y e H, nous en
déduisons que Sy * v^ = v^ et que par suite v^ est une mesure de Haar sur H. Puisque H est
simplement connexe, cette mesure de Haar, si elle n'est pas nulle, est de masse infinie.

Mais la marche de loi 7^ (^) étant transiente,/^ (vi ) est une mesure de Radon, et donc pour
tout compact K de A, ^(vi)(K) est fini. Or :

v^(H)=Vi (MxK)=^(v i ) (K)<oo .

Par suite, pour tout compact K de A, v^ est la mesure nulle et donc v^ est la mesure nulle
sur G.

4.10. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit [i
une mesure de probabilité étalée sur G. Considérons l'ensemble J^ des valeurs d} adhérence de
{e^ * U, xç E } lorsque x tend vers le point à l'infini de E. Alors l'ensemble 1^ est l'ensemble
{ e y * v , yeMK, veJ^}.

Preuve. - Soit v un élément de 1^, et (^J^N une suite d'éléments de G telle que ̂  * U
converge vaguement vers v. Nous venons de voir que si^ten) ̂ d vers<le point à l'infini
de M, alors la mesure v est nulle. Cette mesure est bien un élément de J^ car si x^ est une suite
de E telle que A(xJ -> 0, nous savons (cas III) que s^ *U converge vers zéro.

Supposons donc, quitte à extraire une sous-suite, que p^(gn) converge vers z et aussi,
puisque K est compact, que p^ (g^) converge vers k. Alors la suite :

^ °' PY, (8n)} * = ̂ M (^)- P^{gn\ O)-1 * £^ * ^5

converge vaguement vers c^o)-1*^ lorsque H->(X), toujours à cause de l'uniforme
continuité à gauche des fonctions U/, si/e C^ (G). La mesure E(, ^ o)-1 * v est donc un élément
de J^ et le corollaire 4.10 est prouvé.

L'étude du cas II se ramène par suite à la détermination des valeurs d'adhérence de
{s^*U, xeE} lorsque A(x) tend vers +00.

B. Existence (Pune unique valeur d'adhérence VQ de {e^*U, xeE]
lorsque A(x) tend vers + oo

4.11. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit [i
une mesure de probabilité étalée sur G. L'ensemble des mesures { e ^ * U , x e E } admet
exactement une valeur d'adhérence VQ lorsque A(x) tend vers-\-co. Cette mesure VQ,
éventuellement nulle, admet les éléments de A pour périodes.

4.12. COROLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/Go soit fini et [i une
mesure de probabilité étalée sur G. Soit VQ la mesure définie en 4.11. Si (gn)n^ est une suite
d'éléments de G telle que A (^) tende vers +00 et telle que p^ (g^) converge vers un élément z
de M, alors la suite £^*U converge vaguement vers £z*Vo.
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4.13. Comme VQ admet pour périodes les éléments de A, ce corollaire découle
immédiatement de 4.10 et 4.11 et donne le comportement asymptotique du noyau potentiel
dans le cas II. Remarquons aussi que le théorème 4.3 est une conséquence immédiate
de 4.10 et 4,11.

La preuve de la proposition 4.11 nécessitera par contre plusieurs lemmes. Notons tout de
suite qu'il n'est pas possible pour cette étude de se restreindre aux marches transientes en
projection. En effet, le théorème 2.23 affirme qu'à toute marche de loi étalée a récurrente en
projection, on peut associer une marche de loi étalée p transiente en projection telle que
e^ * ̂  a^ converge vaguement vers 0 si et seulement si Cg * ̂  p^ converge vaguement vers

pï0 " p^Q

zéro, mais ne donne aucun critère de comparaison des mesures limites.

4.14. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/GQ soit fini et soit
(Pi)/eL' l'ensemble des scalaires caractéristiques associés à G et strictement négatifs. Alors il
existe une norme \\ \\ sur M telle que :

Vs>0, ^CeU^ tel que V u e M , V^eG vérifiant A(^)>1,

l|Ad(^(g)(î;))| |^Cexp[(supP,+£)LogA(g)]| |î; | | .
/eL'

Preuve. — Commençons par prouver que si p est une représentation linéaire du groupe
vectoriel R dans un IR-espace vectoriel V de dimension m et si (\|/Ji ̂ ^p désignent les poids de
cette représentation dans l'espace vectoriel complexifié Ve il existe alors une norme
I I I I sur V telle que :

(*) VyeV, VxeR, |p(x)(u)| |^2sup sup|^(x)| ||t; I I .
r = l ' • f e = l

En effet, identifions [R à son algèbre de Lie et désignons par Jp la différentielle de p. Pour
tout x de R, nous avons p(x)=exp[ûfp(x)]=exp[xJp(l)].

Soient (^)i^^, les valeurs propres de l'homomorphisme propres dp(l) de Ve. Alors,
les poids (vl/fe)i^^ de p sont les homomorphismes de IR dans C ( x ) définis si xeR par
\|/Jx)=exp(^x).

Il existe une base (v^) 1 ̂  i ̂  2 m de Ve telle que dans cette base, la matrice de dp (1 ) soit sous
forme réduite de Jordan :

dpd)=

B 1 !
l—--^---,! ̂ i

L--^

0

0

V---

! ^
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où pour 1 ̂ i^s, le bloc B^ est associé à une valeur propre À^, 1 ̂ k^p et s'écrit :

La matrice B^ est en fait la matrice de la restriction de ^p(l) à un sous-espace stable de
l'espace spectral V^. Si À-^ est réel, les vecteurs de base de V^ seront choisis soit réels, soit
imaginaires purs, et si À^ a une partie imaginaire non nulle les vecteurs de base
de V,, et V^ seront choisis conjugués. On notera n, l'ordre du bloc B^. Pour tout x
de tR, la matrice de p(x) est formée des matrices blocs exp(xB^) où :

. D \< b-j/ =

<k(x) ^ ^(
^ "\

^
^ ^

\
9 \-.
! s^- ^'0 s^^ \ \

\ \ \\ ^ \

\ >< ^.

".
0 ^

^ < 0"-—0
\ \

 N. '

0. ^ \ \ j
\ \ \ '

n ÎS '̂

\ \ ^ |
N \ \

'v \ \ '&\ \ \
\ \ \
\ \ M
\. \ '
^\ \

Y\ Xr fif, / v \ - X n!x; 7T ^kW T——
' \ ' '\

\ " ^^ Ns\ \\ \
^

^(x) ^ ^ ^ ( x ) — — — — - - — - ^ ^
\ \^ \

\ ^
\ \

\ '^ \^ \ ^^ ^\ \

\ \ ^^
x. • s > - r ^ k W

\ \\ \
\ \\ \\ \\ \\ \

4,^k<x

w

\w
Considérons sur V la base que l'on peut extraire de l'ensemble [v^-\-v^ l^i^lrn] et

munissons V de la norme || ||, sup des coordonnées dans cette base. Alors, pour tout v
de V et tout x de R, || p(x)(u)|| vérifie la relation (*).
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Revenons au groupe G considéré dans le lemme. Nous savons (cf. 4.5) que les scalaires
caractéristiques strictement négatifs (f^)^' sont associés à l'ensemble L' des poids /de la
représentation adjointe de E restreinte à M et que, plus précisément, Log | / |=P^LogA
Appliquons le résultat ci-dessus à la représentation adjointe de E restreinte à M. Si | |
désigne une norme sur E, il existe une norme || || sur M telle que la relation (*) soit
satisfaite, c'est-à-dire telle que, si m est la dimension de M :

VyeM, V^eG,
m [ / \ [r

l|Ad(^(g))(r)||^2sup I J E V O / 1 sup exp[p,LogA(^)] |M|.
r = l r - / e L '

Le groupe K étant compact et \p^ \ proportionnel à | Log A | qui est égal à Log A sur { A > 1},
le lemme est aisé à obtenir.

4.15. LEMME. - Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/Go soit fini. Si g^ est une
suite d'éléments de G telle que A(^) tende vers +00, alors pour tout élément v de M,
^(^A^n))^) converge vers zéro dans M.

Preuve. — II suffit dans le lemme 4.14 de choisir 8 suffisamment petit pour que sup P,+s
/eL'

soit strictement négatif.

4.16. LEMME. - Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit [i
une mesure de probabilité {non nécessairement étalée) sur G. Si v est une valeur d'adhérence
vague de l'ensemble {e^ * U, x e E } lorsque x tend vers le point à l'infini de E de manière à ce
que A(x) tende vers + oo, alors v admet les éléments de A pour périodes.

Preuve. - Soit (xj^ une suite d'éléments de E telle que A (xj tende vers + oo et telle que
£^ * U converge vaguement vers v. Si nous ne supposons pas |i étalée, nous ne pouvons pas
affirmer a priori qu'il existe une sous-suite 4 de (xj^ telle que pour tout y de G, 8^ * U
converge. Mais remarquons qu'ici :

x,y = (Ad xj^ (j;)), ̂  (y)) x,

et il découle du lemme 4.15 que, puisque A(xJ tend vers + oo :
Mxn(PM(y)) converge vers 0.

Par suite, pour tout y de G :
lim£^*U=£^^*v.

n

Or, nous avons vu (2.11) que si/eC^G), la fonction (p définie, pour y dans G, par
(p(.y)=lims^*U(/) est ii-harmonique bornée. Définissons la fonction (p' sur A par :

n

^f(a)=e(o^)irv(f) si aeA.

Cette fonction q/ est continue, et comme (p = (p' op^ elle est aussi p^ (^-harmonique bornée.
Puisque A est produit direct d'un groupe compact et d'un groupe isomorphe à IR, il découle
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du théorème classique de Choquet-Deny [13] que (p' est constante. Par suite, nous
obtenons :

VaeA, 8o^*v=v.

4.17. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit [i une
mesure de probabilité étalée sur G. Alors pour toutfeC^(G) :

lim U/(x}0-U/(x)=0,
x-»§

dans E

uniformément pour y appartenant à un compact K, quel que soit le compact K de G.

Preuve. — Lorsque x tend vers le point à l'infini de E de manière à ce que A(x) tende vers
zéro, alors, pour tout y de G, s^y * U converge vaguement vers zéro (2.16). Lorsque x tend
vers le point à l'infini de E de manière à ce que A (x) tende vers + oo, nous avons montré au
cours de la preuve du lemme4.16 que, pour tout y de G, c^*U—£^*U converge
vaguement vers zéro. Le lemme résulte alors de la relative compacité de l'ensemble de
fonctions { U (a^/) = U/(x. ), x e G } pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact (2.8).

Remarquons que le lemme est encore vrai si au lieu de faire tendre x dans E vers le point à
l'infini, on fait tendre x vers ô dans G; c'est-à-dire que nous avons :

lim U/(^)-U/(^)=0,
9^ ô

uniformément pour y appartenant à un compact K; ceci tout simplement parce que, lorsque
p^{g) tend vers le point à l'infini de M, £^*U converge vers zéro.

4.18. — Nous pouvons maintenant prouver la proposition 4.11, c'est-à-dire l'unicité des
valeurs d'adhérence de {s,, * U, x e E} lorsque A (x) tend vers + oo. Cette preuve sera peu
différente de celle obtenue lors de l'étude du renouvellement sur les groupes abéliens (chap. 5,
§ 2 de [45]) car la commutativité du groupe E va intervenir de manière fondamentale.

Preuve de 4.11. — Supposons donc que l'ensemble {e^*U, xeE} ait au moins deux
valeurs d'adhérence lorsque A (x) -> oo. Il existe alors une fonction/dans C^ (G) telle que la
fonction U/(x) ait au moins deux valeurs d'adhérence lorsque A(x) -> oo, x restant dans E.
Soit &^0 la plus petite de ces deux valeurs; notons K le support de/.

Fixons £>0 et considérons la suite (xj,^ de E construite par récurrence de la façon
suivante :

XQ = 0 et pour tout n > 0 :

\Jf(x^<b^2-n-l^ U/^-1^-"-^,

\^f(x^)-\Jf(x^\<2-n-ls pour tout ye'U x^K,
1=0

lU^x^-U^x;1)^-"-^ pour tout ye'U x,K.
1=0
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Le lemme 4.17 permet d'assurer l'existence d'une telle suite :
n

Soit /^=/4-a^/+ . . . +cr^/. Le support de h^ est contenu dans U x^K.
1=0

Nous allons majorer U h^ sur le support de h^ et le principe du maximum nous donnera une

majoration sur G entier. Soit donc yç U x^K. Il existe/? tel que y e x ' 1 ^
1=0

Nous avons :

1- U(a^/)(^)=U/(x^)^||U/||;
2. pour ; e { l , . . . , n-p} :

|U(a^/)(^)|=|U/(x^^)|^|U/(x^,)|+|U/(x^^)-U/(x,^)|

^+2-(p+l)- l£+2-(p+l)-18=&+2-(p+l)8.

3. pour î ' e { l , . . . , / ? } :

U(a^J)(^)=U/(^_^)=U/(x;1/),

où /=.Xp.Xp_^=Xp_,x^ par commutativité de E.
p-i

Par suite /ex^ICc: U ^.K et nous avons :
j = o

|U(a^J)(^)|^|U/(x; l)|+|U/(x; l/)-U/(x; l)|^2-^-18+2-^- lc=2-^.

Nous en déduisons que :

UU^IIU/H+^+s

et cette inégalité est vraie partout.

En particulier, nous avons pour tout x de E :

U/(x)+U/(^x)+ . . . +U/(^x)^||U/||+^+e,

ce que l'on peut encore écrire, puisque E est abélien :

U/(x) + \Jf(xx, ) + . . . + U/(xxJ ̂  H U/|| + nb + s.

Or, d'après le lemme 4.17, lim U/(xy) - U/(x) = 0 lorsque x tend vers le point à l'infini de E.

Par suite, (n+1) Ïim U/(x)^||U/||+rô+£.
xeE

^(x)-rOO

En faisant tendre n vers l'infini, nous obtenons Ïlin U/(x)^&, ce qui est contradictoire
xeE

A(^)-.oo

avec la définition de b. D'où la proposition 4.11.
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C. Désintégration de VQ

4.19. NOTATIONS. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Gç soitfmi. L'espace
homogène M homéomorphe à G/KE peut être muni d'une structure de G-espace par
l'application qui à (g, y)eG x M associe :

§'y=pM(g(y^))=pM(g)^d[p^(g)Uy)'
Si \i est une mesure sur G et si m est une mesure sur M, a * m désignera la mesure suivante :

VBe^(M), a * m ( B ) = f f l^(g.x)d^(g)dm(x).
JGJM

Si v est une mesure de Radon sur G, v désignera l'image de v par l'application qui à g
associe g~1.

4.20. LEMME. — Soit \i une mesure de probabilité sur un groupe de Lie G de la classe Q) tel
que G/GQ soit fini. Soit v un élément non nul de 1 admettant pour périodes les éléments de A,

alors v s'écrit m(g)^ où m est une mesure sur M telle que p, * m ̂  m et où K/^est une mesure de
Haar sur A.

Preuve. — Si v admet pour périodes les éléments de A, alors nous obtenons :

V/,€CK(M), VAeCiJA), VxeA,

v(/i x/2)=v*(0, x)(f, x^)=v[A xajy.

Par suite, si la fonction /i est fixée, nous obtenons une mesure sur A invariante par
translation. En conséquence, si ̂  désigne une mesure de Haar sur A, il existe pour tout
f,eC^(M) un réel positif m(f,) tel que v(f, ̂ fz}=m(f^(f^.

L'application de C^ (M) dans R qui à/i associe m (/i ) est en fait une mesure de Radon m et
v s'écrit m®À,A.

Comme tout élément de 1 est u-excessif, nous avons v * a ̂  v et il en résulte que \JL * m ̂  m.
En effet :

V/I€CK(M), V/^CK(A), v(/iX/,)=mi(/i)^(/2)^A*v(/iX/2)

^ \fi(g'y)f2(P^g)x) dfi(g) dm(y) ̂ W^A*^(/i) ̂ (A)

puisque ̂  est invariante par translation.
Remarquons que si la marche de loi u a la propriété (P), les éléments de 1^ sont a-invariants

(1.3 - a) et par suite p, * m = m. Si la marche de loi |LI n'a pas la propriété (P), ce qui est le cas
sur les groupes de la classe Q) pour les marches récurrentes en projection (3.27), il n'est pas
possible de dire a priori si les éléments de 1^ sont u-invariants, mais si nous montrons que la
mesure m sur M intervenant dans la désintégration de l'unique valeur d'adhérence VQ de
{ s ^ * U, x e E} lorsque A (x) tend vers + oo est telle que {i * m = m, alors la mesure VQ sera
u-invariante et d'après 4.3 il en sera de même de tous les éléments de 1 .
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4.21. THÉORÈME. - Soient G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et [i une
mesure de probabilité étalée sur G. Si la marche aléatoire droite de loi ^ sur G est de type I I , il
existe une me.sure positive m sur M telle que fi * m = m et c'est de plus la seule mesure, à une
constante multiplicative près telle que |î * m ̂  m. Selon que la marche de loi [lest transiente ou
récurrente en projection, la mesure m est de masse finie ou infinie.

Il existe alors une mesure de Haar ^ sur A telle que la mesure VQ définie en 4.3

s'écrive m®^ et l'ensemble 1^ est formé de la mesure nulle et des mesures toutes distinctes
8^*m(x)À-A, zeM.

4.22. COROLLAIRE. — Soit [i une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque
connexe. Tout élément de 1^ est ^-invariant.

Avant de prouver le théorème, définissons la marche induite sur M. Nous n'avons pour
l'instant considéré que des marches aléatoires droites (Q, (XJ,,^, (P ) ^ç) de loi[i. La
marche aléatoire gauche de loi (1 est par définition le triplet {Q., (XJ^ ^, (P' )geo) où, pour tout
g de G, Pg est une mesure de probabilité sur (Q, ^) telle que (XJ^ soit relativement à Pg une
chaîne de Markov d'espace d'états G, de probabilité de transition (1 * s. et d'état initial g
(cf. 1.1). Cette marche aléatoire gauche induit sur le G-espace homogène M une chaîne de
Markov de probabilité de transition 7i(z, .)==(T* e^, zeM; nous la noterons
(^ (YJ.CN, (P;),eM).

4.23. DÉFINITION. - Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/G() soit fini et soit [i
une mesure de probabilité sur G. La chaîne induite sur M de loi |1 est par définition le triplet
(Q» (^lieN. (I^eM) où, pour tout y de M, Py est une mesure de probabilité sur (Q, ^)
(cf. 1.1) telle que (Y^)^j^ soit relativement à Py une chaîne de Markov d'espace d'états M de
probabilité de transition n (g, . ) == H * £^ (z e M) et d'état initial y.

4.24. Preuve du théorème 4.21. — Supposons que la marche aléatoire droite de loi [i sur G
est de type II. Alors la mesure VQ, unique valeur d'adhérence de {e^*U, xeE] lorsque
A (x) -> + oo, est non nulle d'après 4.3. Il existe donc selon le lemme 4.20 une mesure m non
nulle sur M vérifiant a* m ^ m et une mesure de Haar À^ sur A telles que Vo=m ® À^.

Montrons que la chaîne induite sur M de loi H, admettant la mesure m comme mesure
excessive, est récurrente Harris sur un ensemble m-plein. Il suffit de vérifier que si C est un
borélien de M tel que m(C) > 0, alors pour tout 3; de M, Û *8y(C) est infini. En effet, la
chaîne induite de loi [i sera alors m-irréductible et comme son noyau n'est pas propre, elle sera
récurrente Harris sur un ensemble m-plein (chap. 3 de [45]).

Si/i et/2 sont deux éléments respectifs de C^ (M) et CK (A), nous avons pour tout y de M :

sup U * c^ ̂  (/i x/^) = sup Û * E^ o) (/i x ̂ xfi) ̂  Û *8y ÇA )•
xeE xeE

Or:

Û*C(y,,)(/i X/2)=S(-Adx-(,),x-)*U(/i X/^).

Lorsque A (x~1) -^+oo,E^-i * U converge vaguement vers VQ = m (x) X^ et comme, d'après le
lemme 4.15, Ad x~1 (y) converge vers 0, £(_Adx-1 (y), x-1) * U converge aussi vaguement vers VQ.
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Par suite nous obtenons :

Û*e,CA)^ lim Û*8^(/iX/,)=m(/JU/2).
A(x)^0

Nous en déduisons en faisant croître/^ vers une fonction constante sur A que si m(f^) > 0,
alors Û*8y(/i) est infini pour tout y de M.

Supposons pour commencer que m vérifie [i * m=m. La mesure [i étant étalée, p^ s'écrit,
pour ^ suffisamment grand, cp^mo+Vp où (p^eC^G) et où | |Vp| |-^0 lorsque p-> oo.
Comme ̂  * m = m, on en déduit que si C est un borélien de M tel que m (C) > 0, il existe un
entier p tel que (ppm^*m(C) > 0. Alors, pour tout y de M :

Û*£y(C) ^ (p^*Û*8,(C) ^ Û*s,(/i),

f
où /^(z)= lc(g.z) (ppte)mD(û^) si zeM. La fonction /i est continue et vérifie

JG
m(/l)= (PpmD*m(C) > 0 et il résulte de la première partie de la preuve que Û *£y(/i) est
infini. Il en est donc de même de Û* 8y(C) et la récurrence Harris de la chaîne est prouvée
dans ce cas.

Il s'agit maintenant de prouver que [i * m = m. Remarquons que puisque m n'est pas nulle,
la mesure m' = cpp m^ *m n'est pas nulle. Il est alors aisé de voir par un argument analogue à
celui utilisé ci-dessus que pour tout borélien C de M tel que m' (C) > 0, Û *8y(C) est infini
pour tout y de M. Par suite, la chaîne induite de loi p, est récurrente Harris sur un ensemble
absorbant F, m'-plein. Elle admet donc une mesure (^-invariante mo portée par F, et c'est, à
une constante multiplicative près, l'unique mesure portée par F vérifiant n*mo ^ mo.
Montrons alors que si m est une mesure sur M vérifiant p * m ̂  m alors m est proportionnelle
à mo. Ecrivons m = m? + mpc où m? et mpc sont respectivement portées par F et F0. Comme F
est absorbant, ^ *mp est portée par F et par suite majorée par mp. La mesure excessive m?
portée par F est donc proportionnelle à mo et aussi invariante. Par suite la mesure mpc est
excessive. Mais alors pour 0 < oc < 1 :

^ aV*mp.(F)= f (^^^(F^mFcGO^ -L^F)^.
n ^ O JM n 1 — O C

Or pour tout y , ^o^il^e^F) est strictement positif. Par suite mFc(M)=0 et m est
n

proportionnelle à mo. La mesure m est donc invariante et la chaîne induite est récurrente
Harris sur un ensemble m-plein. En même temps nous avons obtenu l'unicité des mesures m
vérifiant ^ * m ^ m.

Supposons que la marche de loi [i soit de plus transiente en projection. Alors comme
VQ = m (x) À,A est valeur d'adhérence de {e^ * U, x e E}, nous obtenons pour tout compact C de
M et tout compact D de A :

V o ( C x D ) ^ sups^*U(CxD)^ supe^*7?E(U)(D) < oo.
-Y £ E x e E

Or lorsque C croît vers M, m ® ̂ (C xD) croît vers m(M)^(D~1) qui est donc fini. Par
suite, la mesure m est dans ce cas de masse finie.
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Par contre, si la marche de loi p, est récurrente en projection, la mesure m est toujours de
masse infinie. En effet, si ce n'était pas le cas, pour toute fonction/de C^ (M), la fonction (p
définie sur G par :

<p(<?)==^*^CA
serait ^-harmonique bornée. Or nous avons vu en 2.20 que si la marche de loi p, sur G est
récurrente en projection, les fonctions ^-harmoniques bornées sont constantes. Par
conséquent, la mesure m serait invariante sous l'action de G, donc en particulier invariante
par translation sur M et serait par suite de masse infinie, ce qui est contradictoire.

Prenons les notations de ([45], chap. 6). Nous avons obtenu le résultat suivant :

4.25. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q tel que G/Go soit fini.
Supposons que la marche aléatoire droite de loi p, étalée soit de type I I . Alors la chaîne induite
sur M de loi [i est récurrente Harris sur un ensemble m-plein où m est, à une constante
multiplicative prés, Punique mesure invariante de la chaîne.

Si la marche de loi [i est transiente en projection, cette chaîne induite est récurrente positive.
Si la marche de loi [i est récurrente en projection, cette chaîne est récurrente nulle.

4.26. Pour terminer la preuve du théorème 4.21, il suffit maintenant, compte tenu du
théorème 4.3, de montrer que les mesures £^*m ® À^ pour zeM sont toutes distinctes.

Si deux mesures de ce type sont égales, alors il existe un élément z de M tel que :

8^ * m (x) À-A = m ® À,A.

Or, pour tout/i de C^(M) et tout/^ de CK(A) :

r
m(g)À,A*£^(/iX/2)= m*6Ad^-)(/l)/2(ûO^A(ûO»

JA

où m *£Adû(z-1) désigne le produit de convolution dans M.
L'application qui à a associe m*^^-1^/!) est continue et on déduit de l'égalité :

m ® ?IA *£,-i (/i x/2)===m(/i) À,A 0/2).

vraie pour tout/^ de C^(A) que, pour tout a de A :

^^Ma(z-l)(fl)=^(fl)

et comme ceci est vrai pour tout/i de C^(M), nous obtenons :

Vue A, m*8Ada(z-^=^-

Notons H le sous-groupe fermé de M engendré par AdA(z~1). Comme A n'a qu'un-
nombre fini de composantes connexes et comme M est niipotent simplement connexe, ce
groupe H est connexe. Et pour tout élément h de H :

m *6^=m.

4e SÉRIE - TOME 15 - 1982 - N° 2



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU POTENTIEL 317

Posons H' = H [M, M]. Ce groupe est fermé connexe distingué dans M. Comme H est stable
par Ad A, il en est de même de H' et par suite H' est distingué dans G.

Si H' = M, on prouve, en considérant la suite centrale descendante de M, que H = M. Par
suite la mesure m est une mesure de Haar sur M et la mesure VQ est une mesure de Haar à
gauche sur G ce qui est impossible d'après 1.18.

Si H' est distinct de M, considérons la projection n^ de G sur G/H'. Le groupe quotient
G/H' isomorphe à M/H' x A est, puisque M/H' est un groupe niipotent simplement connexe
non trivial, un groupe non unimodulaire de la classe 2. La marche de loi n^ (n) sur G/H' est
donc transiente. Par suite pour tout compact B de G :

Vo(B) ^ sups,*U(B) ^ sup8^*7ii(U)[7ii(B)].
xeE xeE

Soient C, C^, D des compacts respectifs de M, H et A. Alors si nous posons
B=(CC^ xD)~1 , nous avons puisque C^ est inclus dans H' :

7Ti (B)=7Ti (CxD)- 1 .

Par conséquent si nous faisons croître C^ vers H, il découle de l'inégalité ci-dessus que
Vo [(CH x D)~1] = m (CH) ̂  (D) est fini et donc que m (CH) est fini pour tout compact C de
M. Or cette dernière assertion est incompatible avec le fait que m * e/, = m pour tout h de H.
D'où le théorème 4.21.

CHAPITRE V

TYPE DES GROUPES DE LA CLASSE Q>

Dans ce chapitre, nous caractériserons les groupes de type II, et nous montrerons :

5.1. THÉORÈME. — Un groupe presque connexe non unimodulaire est de type I I si et
seulement si il est de la classe Q).

Ce théorème a pour conséquence qu'un groupe presque connexe est de type I I si et
seulement si il est soit de la classe Q), soit isomorphe au produit direct d'un groupe compact et du
groupe R.

Nous chercherons à déterminer sur ces groupes les marches de type II et nous étudierons
successivement les marches transientes en projection et les marches récurrentes en projection.
Nous saurons alors d'après le chapitre IV dans quelles directions sont atteintes les mesures
limites non nulles et quelle est la forme de ces mesures.

Commençons par définir sur les groupes de la classe Q) la notion de moment introduite par
Y. Guivarc'h dans [31].
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A. Moments sur les groupes de la classe Q)

Nous reprenons les notations de [31].
5.2. DÉFINITION. — Soit G un groupe LCD. Une application borélienne 8 de G dans R est

une jauge si il existe une constante C telle que :

V(x, y)eG xG, S(xy) ̂  ô(x)+ô(y)+C.

Une jauge ô' domine une jauge 5 s'il existe deux constantes positives A et B telles que :

VxeG, Ô^^AÔ'M+B.

Deux jauges qui se dominent mutuellement sont dites équivalentes.
Lorsque G est engendré par un voisinage compact V de l'élément neutre, un exemple

fondamental de jauge est l'application borélienne 5y définie pour tout geG par :

ôv^inf^l^eV"}.

Comme cette jauge ôy domine toutes les autres jauges définies sur G (31), il est naturel de
poser :

5.3. DÉFINITION. - Si le groupe G est engendré par un compact V, une jauge équivalente à
ôy sera dite principale.

Rappelons le résultat suivant de [31] : Pour qu'une jauge positive ô soit principale, il faut et
il suffit qu'il existe un voisinage compact V de e engendrant G tel que :

V^l, ^={geG,ôfe)^}cV71.

5.4. DÉFINITION. - Soit u une loi de probabilité sur un groupe G compactement
engendré. La mesure u sera dite avoir un moment d'ordre P s'il existe une jauge principale
positive ô telle que 6^ soit n-intégrable.

5.5. Remarque. - Si la mesure u admet un moment d'ordre P, il en est de même de la
mesure jl. En effet il suffit de remarquer que si V est un voisinage compact symétrique de
l'élément neutre engendrant G, la fonction 8y est symétrique.

5.6. Exemples. - 1. Si G = 1R", une norme quelconque sur (R" est une jauge principale et
nous retrouvons les notions classiques de moments.

Plus généralement, considérons un groupe de Lie M niipotent connexe et simplement
connexe et identifions-le à son algèbre de Lie. Soit :

M i = M ^ M^=[M, MJ . . . =3 M^=[M, M^J =) M^,={0}

la suite centrale descendante de M; alors, l'espace vectoriel M peut être identifié à la somme
directe des espaces vectoriels M^./M^+i où 1 ̂ j ^ p . Si les espaces vectoriels sont normes
par I I ||i, nous définissons une fonction h sur M en posant :

h(m)= sup I I m, 11 '̂,
l ^ J ^ P

si l'élément m de M s'écrit ^ m? où m^eM^/M^.+i.
l ^ J ^ P
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II est montré dans [31] que h est une jauge principale si les || ||i sont choisies correctement.
Nous dirons d'une jauge construite de cette façon qu'elle est adaptée à M.

2. Soit G un groupe LCD et S un sous-groupe compact distingué dans G. On note p la
surjection de G sur G/S. Il est facile de voir que si ô est une jauge principale sur G/S, alors
ô op est une jauge principale sur G. Par suite, une loi H sur G a un moment d'ordre P si et
seulement si il en est de même de la loi p(^i) sur G/S.

3. Soit G un groupe LCD et H un sous-groupe fermé de G tel que G/H soit compact. Alors
la restriction à H d'une jauge principale sur G est une jauge principale sur H (th. 1.4 de [30]).

Nous allons expliciter les conditions d'existence de moments pour les groupes presque
connexes de la classe Q). D'après l'exemple 2, il suffit de considérer des groupes de Lie tels que
G/Go soit fini.

5.7. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. On considère une jauge principale ô^ sur M.
Alors une probabilité [i sur G admet un moment d'ordre P(P ^ 1) si et seulement si
[Log^+ÔM)? est PMW intégrable et si p^([i} admet un moment d'ordre P.

Preuve. — Ce théorème découle des résultats de Y. Guivarch obtenus en [31]. Remarquons
tout d'abord que comme le groupe G est produit semi-direct du groupe distingué ME et du
groupe compact K, il résulte de l'exemple 3 de 5.6, qu'il suffit d'étudier l'existence de
moments pour la loi projection sur ME de la loi [i.

Considérons la représentation adjointe de E dans M. Comme il existe un élément x de E,
pour lequel les valeurs propres de Adx \^c sont toutes de module strictement supérieur à 1,
l'automorphisme Adx est dilatant sur M; et il découle de la proposition 4 de [31] que la
fonction Ô^Log^+ÔM) est E-principale sur M; c'est-à-dire que pour tout x de E, la
fonction 18' o Ad x — 8' | est bornée et que toute jauge vérifiant cette condition est dominée par
ô'. Il résulte alors de la proposition 3 de [31] que si ôo est une jauge principale sur E, la jauge
§o + 5' = ÔQ + Log (1 + ô^) est principale sur M x E. Il suffit de choisir comme jauge ôo sur E la
jauge \p^\ où | | désigne une norme euclidienne sur E pour conclure.

5.8. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini, et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Si \\ \\ désigne une norme sur M, alors une
mesure de probabilité [i sur G admet un moment d'ordre P ( ̂  1 ) si et seulement si les fonctions
[Log(l + \\p^ ( . ) I I )]P et \ Log A | P définies sur G sont [i-intégrables.

Démonstration du corollaire. Il s'agit seulement de vérifier que l'intégrabilité de
[Log(l+| |7?M(.)ll)]1 3 est équivalente à celle de [Log^+SjJP. Prenons les notations de
l'exemple 1) de 5.6 et considérons si les espaces vectoriels M^./My+i où 1 ̂ j ^ p sont
normes par || ||i, la jauge h adaptée à M définie par :

h(m)= sup l l m ^ l l ^ ' si m= ^ m^ où m^-eM/M^
^ J ^ P ^ J ^ P

et munissons M de la norme || ||i suivante :

| |m||i= sup ||m^.||i.
^j^p
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Comme la jauge principale h est équivalente à la jauge 8^ et la norme |[ ||i équivalente à la
norme || ||, il résulte de la sous-additivité de lafonction Log(l + . ) définie sur R^ qu'il suffit
de montrer que [Log(l+|| . Hi)? est intégrable si et seulement si [Log^+A)]13 l'est.

Or, des inégalités élémentaires suivantes, valables pour tout m e M :

h(m) ̂  sup(l, ||m||0 et ||m||, ^ sup(l, h(mY\

il découle que :

Log(l+A(m))^sup[Log2,Log(l+| |m| |J]
et :

Log(l+| |m| | i )^sup[Log2,7?Log(l+/z(m))] .

D'où l'assertion.

B. Marches transientes en projection

Sur un groupe G de la classe Q), les marches de loi p, transientes en projection sont
exactement celles pour lesquelles la marche sur ff^* de loi A(u,) est transiente.

5.9. THÉORÈME. — Soit H une mesuré de probabilité étalée sur un groupe presque connexe de
la classe 2. On suppose que la marche de loi A (a) sur R4"* est transiente.

Si Log A n'est pas [i-intégrable, la marche de loi \\, est de type I .
Si Log A est [i-intégrable, il y a deux possibilités selon le signe de :

r
oc= LogA(g)[i(dg).

JG

(1) a > 0, alors la marche de loi p, est de type I .
(2) a < 0, alors la marche de loi [i est de type I I si et seulement si [i admet un moment

d'ordre 1.

5.10. Remarque. — Le cas a = 0 ne peut se produire car si Log A est ^-intégrable, la marche
de loi A (a) est transiente si et seulement si a i=- 0.

Précisons lorsque la marche de loi p, est de type II, les valeurs limites du noyau potentiel et
dans quelles directions elles sont atteintes. Nous supposerons que G est un groupe de Lie tel
que G/Go soit fini, mais remarquons que 2.14 et 2.15 nous permettent en fait d'étendre ces
résultats aux groupes presque connexes.

5.11. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Appelons ̂  la mesure de Haar sur A = KE
dont l'image par Log A est la mesure de Lebesgue sur R. Considérons sur G une mesure de
probabilité étalée \i ayant un moment d'ordre 1 et supposons que :

f
a= Log A (g) \\. (dg) est strictement négatif.

JG
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Alors il existe une unique mesure de probabilité m sur M telle que [i * m = m, et l'ensemble des
valeurs d'adhérences non nulles de {c^*U, geG] est la famille de mesures toutes distinctes
{ey*Vo, yeM] où:

V0==\^\~l m® ^A-

Plus précisément, lorsque g tend ver s le point à r infini de G de manière à ce que A (g) tende vers
zéro, ou que p^ (g) tende vers le point à l'infini de M, c^*U converge vaguement vers 0. En
revanche si A(^) tend vers l'infini et si p^ (g) converge vers un élément z de M, alors Gg *U
converge vaguement vers 8^ *VQ.

La connaissance du renouvellement pour la marche sur R de loi Log A Qi), image de [i par
Log A, va nous apporter d'utiles renseignements. Rappelons donc le théorème du
renouvellement sur R que l'on peut par exemple trouver dans [45] :

5.12. THÉORÈME DE RENOUVELLEMENT SUR R. - Soit sur R une marche transiente de loi ̂ .
r

Si la mesure |̂  n'a pas de moment d'ordre 1 (c'est-à-dire si \\x\ d[i^ (x) = oo ) la marche de loi ̂ i
J

est de type I .

Si la mesure [i^ a un moment d'ordre 1, notons c= \xd[i^ (x). Comme la marche de loi ^4 est

transiente, le scalaire c est soit > 0, soit < 0.
Si c est positif, alors c^ * ̂  ̂  converge vaguement vers la mesure nulle lorsque x -> + oo

n

et £x*Z^Ï converge vaguement vers la mesure (1/c)^, où X^ est la mesure de Lebesgue
n

sur R, lorsque x-> — oo.
Si c est négatif, la conclusion est symétrique.
Une conséquence immédiate de ce théorème de renouvellement sur R est la suivante :
5.13. LEMME. — Soit [i une mesure de probabilité étalée sur un groupe G presque connexe de

la classe Q) telle que la marche sur R de loi (Log A) (p,), image de la mesure [ipar Log A, soit
transiente.

Si la mesure (Log A) (^i) n'a pas de moment d'ordre 1 sur R, la marche de loi [i sur G est de
type I .

r
Si la mesure (LogA)(n) a un moment d'ordre 1 et si a== x(LogA)(p,)(rfx) est un scalaire

•/
positif, la marche de loi [i est encore de type I .

Preuve. - Si la mesure Log A (^i) n'a pas de moment d'ordre 1, la marche de loi Log A (p,)
est de typel sur R, et l'homomorphisme Log A étant surjectif, il découle de la
proposition 1.9 que la marche sur G de loi p, est de type I.

Si la mesure LogA(^i) a un moment d'ordre 1, et si a est positif, alors s^ *^ [LogAQi)]"
n

converge vaguement vers 0 lorsque x -> + oo. Comme, pour tout borélien B de G, nous
avons :

s, * ̂  [in (B) ^ £LogA(,) * (Log A) E H"] [Log A (B)] ̂  e^^) *E (Log A) (n))" [Log A (B)],
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nous en déduisons que lorsque A (g) tend vers + oo, s g *^ u" converge vaguement vers 0. Le
n

lemme découle alors du théorème 4.3.
5.14. Par conséquent nous allons dans toute la suite de ce paragraphe faire l'hypothèse

(H) suivante : G étant un groupe presque connexe de la classe Q), [i est une mesure de probabilité
sur G telle :

(i) Log A soit [i-intégrable;
r

(ii) oc= LogAte)a(^)<0.
JG

Nous avons vu (th. 4.21) que si un groupe de Lie G de classe 2 tel que G/Go soit fini, porte
une marche de type II, il existe, à une constante multiplicative près, une unique mesure m sur
M telle que p, * m = m (produit au sens de G-espace) et que de plus, si la marche de loi A (a) sur
[R^* est transiente, cette mesure m est de masse finie. Nous allons donc rechercher de telles
mesures.

1. CONDITION D'EXISTENCE DE MESURES INVARIANTES SUR M.

5.15. THÉORÈME. — Soit [i une mesure de probabilité satisfaisant à l'hypothèse (H) sur un
groupe de Lie G de la classe Q) tel que G/Go soit fini. Si (M, K, E) est une décomposition de G
définie en 4.1, il existe sur M une mesure de probabilité m telle que [i * m = m si et seulement si [i
a un moment d'ordre 1 sur G, et de plus cette probabilité m est unique.

5.16. Notons que la fin de l'énoncé de ce théorème pourrait être écrite : « il existe sur M
une mesure de probabilité m telle que a * m = m si et seulement si Log( l+ | [ /?M( . ) [ | ) est
intégrable (où || || désigne une norme quelconque sur l'espace vectoriel M), tout
simplement puisque d'après 5.8, p, a un moment d'ordre 1 si et seulement si
L o g ( l + | | ^ M ( - ) l l ) et Log A sont a-intégrables.

5.17. Remarque. — L'existence de mesures invariantes m du type ci-dessus est donnée sur
l'exemple du groupe affine de la droite réelle dans [1]. Elle a ensuite été prouvée pour des
produits semi-directs W x ^ ff^ dans la note [21] écrite en collaboration avec A. Raugi, qui
lui-même a généralisé ce type de résultats aux groupes moyennables [43]. La preuve donnée
ici est très proche de celle obtenue pour les groupes tR" x ^ IR et nous obtiendrons en même
temps une condition nécessaire et suffisante d'existence de la mesure invariante m pour des
mesures [i vérifiant (H). Remarquons enfin que nous ne faisons pas d'hypothèse d'étalement
sur [i.

5.18. La méthode utilisée pour construire la mesure m consiste à exhiber une variable
aléatoire Z de loi m. Et si (Q, (XJ,^, (P^eo) désigne la marche aléatoire droite de loi jl, cette
variable aléatoire Z sera en fait obtenue comme limite Pg p. s. de la suite p^ (XJ lorsque
n -> oo. En effet montrons que si pui^n) converge Pg p. s. vers Z dans M, la mesure de
probabilité m, loi de Z, vérifie a*m=m. Par définition la v.a. X^ peut s'écrire Pgp.s.
TI . . .T^ où les T, sont des variables aléatoires indépendantes de loi a. Or remarquons que
^ M ( X ^ ) = T I ./^(T^. . .TJ (produit au sens de G-espace). Si p^i^n) converge P^ p. s. vers
une v. a. Z de loi m, il est clair que p^ (T^ . . . TJ converge aussi Pg p. s. vers une v. a. Z^ de
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loi m, et nous avons la relation : Z = T\. Z^. De l'indépendance de T^ et des variables T\. pour
; > 1, il résulte que les v. a. T^ et Z^ sont indépendantes. Par suite T^ .Z^ a pour loi |1 *m et
donc H*m=m.

5.19. Remarquons que si nous avions considéré la marche aléatoire gauche de loi ^i, la
projection de cette marche gauche sur M n'est autre que la chaîne induite de loi H (déf. 4.23), et
nous savons que si la marche droite de loi |LI est de type II, il existe une probabilité m sur M
telle que a * m = m et alors cette chaîne induite est récurrente (4.21). Par suite selon que l'on
considère la marche aléatoire droite ou gauche de loi ^, la projection de cette marche sur M
sera p. s. convergente ou récurrente.

Étudions la convergence Pg p. s. de la suite ̂ (XJ :

5.20. PROPOSITION. - Soient G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et [i
une mesure de probabilité sur G vérifiant l'hypothèse (H). Soit (Q, (XJ,^, (P,)^o) la marche
aléatoire (droite) de loi (1 sur G. Alors la suite p^ (XJ converge P^ p. s. dans M si et seulement si
la fonction Log [1 +1| p^ ( . ) ||] est [i-intégrable (où \\ \\ désigne une norme quelconque sur M).

5.21. La preuve de cette proposition nécessitera plusieurs lemmes. Nous pouvons écrire
Pe p. s., X^ sous la forme T ^ . . . T^ où les variables aléatoires T\, ieN, sont indépendantes et
de loi a. Comme le groupe M est identifié à son algèbre de Lie, nous obtenons si A désigne
K x E :

^M(XJ=^M(X^-J.Ad(^(X^,))[^(TJ p. s.
et donc :

^M(XJ=ZI. . .Z^ p. s.
où :

zl=PM(rTl) et où pour ; > 1,

Z,=Ad(^(X^))LMT,)].

5.22. LEMME. - Soit M un groupe niipotent connexe et simplement connexe, et soit (zj^
une suite d'éléments de M. S ' i l existe une norme || || sur l'algèbre de Lie de M (que l'on identifie
à M) telle que lim || z^ \\l/n < 1, alors la suite ( z ^ . . .zj^ converge dans M.

n

Preuve. - Ce lemme va découler du résultat suivant dont la preuve est donnée en
appendice A 2 :

Si M est un groupe niipotent connexe simplement connexe de rang r, il existe une norme || || ̂
sur M et un polynôme à coefficients réels Q^ de degré r sans terme constant tels que :

Vpe^ V(yi, . . . ,^)eM^, \\y,. . .y,\\, ̂  QJ||^ ||,+ . . . +||^||J.

Considérons donc une suite (zj^ d'éléments de M et supposons qu'il existe une norme
I I I I sur M telle que lim || z^ H^" < 1; alors cette propriété est vraie pour toute norme sur M et

n

en particulier pour la norme || ||i définie ci-dessus. L'espace M étant complet, il suffit, pour
prouver la convergence de la suite z ^ . . .z^, de montrer que :

V s > 0 , 3Ne^J , V ^ > N , V^ > N, ||z^,.. .z^||^ e.
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Or:

ll^^r . .^plli ̂  QJKIIi+ • . .+ll^plli].

Et puisque lim Hzjl i^l , la série de terme ||zJ|i converge et la suite de termeH
I I ^i I I i + • • • + I I ̂ J| i est de Cauchy. Comme le polynôme Q^ n'a pas de terme constant,
il est facile de conclure.

5.23. LEMME. — Soit une suite (UJ^N de variables réelles positives, non p . s. nulles,
indépendantes et équidistribuées définies sur un espace de probabilité (Q, ^ P). Alors si
Log(l+Ui) est intégrable, lim U^" = 1 p. s. et si Log(l+Ui) n'est pas intégrable,

n

l imU^n=+oo7?.^.
n

Preuve. — D'après la loi du tout ou rien, nous savons que lim U^ est p. s. constante.
Comme U^ n'est pas p. s. nulle, il existe deux réels positifs a et ô tels que P(U^ > ô) soit
supérieur à a. D'où V P ( U ^ > ô ) = o o . Il résulte alors du lemme de Borel-Cantelli que

n

ÏimU^^ Ip.s.
n

Sachant qu'une variable aléatoire Y réelle est intégrable si et seulement si
^P[|Y| >^]<oo, la variable aléatoire (1/a) Log (1+Ui), où a est un élément de t^*. est
n

intégrable si et seulement si :

^P[Log(l+UJ > an]=^P[Log(l+Ui) > an] < oo,
n n

ce qui est équivalent d'après le lemme de Borel-Cantelli à :

Ï im{Log(l+UJ >an}=Ç) p. s.

ou encore à :

nmO+UJ^^p.s.
n

Par suite si Log(l +Ui) est intégrable, pour tout a de (R^, lim U^" ̂  e" p. s. et donc
n

ilinU^lp.s.
n

Supposons réciproquement que lim U^" soit p. s. fini. Alors il existe un réel a' > 0 tel que
n

lim (l+U^)^" soit inférieur p. s. à^. Par suite ( a ' ) ' 1 Log (1+U^) et donc aussi Log(l-hUi)
n

sont intégrables. D'où le lemme.
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5.24. Preuve de la proposition 5.20. — Soit p, une mesure de probabilité sur G vérifiant
(H). Supposons de plus que Log[l+ \\p^(. )||] soit A-intégrable. Comme d'après 5.21, la
suite^ (XJ s'écrit Pg p. s. Z^ . . . Z^, il découle du lemme 5.22, qu'il suffit de montrer que :
lim I I Z^ I I 1 / " < 1 Pg p. s. pour prouver que p^ (X^) converge Pg p. s.

n

L'intégrabilité de Log [1 + \\p^ ( . ) || ] ne dépendant pas de la norme || || choisie (cf. 5.8),
munissons M de la norme || || définie dans le lemme 4.14. D'après ce lemme :

V8>0, ^Cet^ tel que V r e M , V^eG vérifiant A (g)> 1,

I I^^Ate))(^II^Cexp[(supP,+8)LogA(^)] | | i ; | | .
/6L'

r
Puisque n vérifie la condition (H), Log A est a-intégrable et a= Log A (g) d[i (g) est

j
strictement négatif. Alors d'après la loi des grands nombres sur R :

1 1 " F
-LogA(X^)=- ^ Log A (T;) converge Pg p. s. vers Log A (g) d\\. (g)= -oc>0.n n 1=1 JG

Comme Log[l+ \\p^(. ) [ | ] ) est n-intégrable, il résulte du lemme 5.23 que :

iimii^MCrjr^ip.p.s.
n

Appliquant alors l'inégalité ci-dessus à Z^=Ad^ (X^-i) [p^ (TJ], nous obtenons :

ilm||ZJ| l/^Ïlmexp^(supP,+8)LogA(X„_J1ilm||^(TJ
n n L" leU J

^ exp [-a (sup ?;+£)], P.p.s.
/6L'

Comme ce résultat est valable pour tout c>0 et puisque sup P^<0 et a<0, nous en
leU

déduisons que :

iimllZJ1^!, P^p.s .
n

Supposons inversement que Log (1 + \\p^ ( . )|| ) ne soit pas (1-intégrable et montrons
qu'alors limIIZJ^^oo.

n

A cet effet remarquons que^ (T»)=Ad [p^ (X^_i) ]~ 1 (Z^).
Par un argument analogue à celui utilisé ci-dessus, nous obtenons :

imill^M^JII^^exptaOnfp^limllZJI1/"
" leL' n

et comme le premier terme de l'inégalité est infini d'après 5.23, il en est de même du second.
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Par suite Z^ ne converge pas Pg p. s. vers 0 et donc la suite p^ (XJ = Z^ . . . Z^ ne converge
pas Pgp.s. Et la démonstration de la proposition 5.20 est achevée. Nous pouvons
maintenant prouver le théorème 5.15.

5.25. Preuve du théorème 5.15. — Remarquons pour commencer que pour une mesure jj,
vérifiant l'hypothèse (H), les intégrabilités de Log (1 + \\p^ ( . ) || ) relativement à u, et (i sont
équivalentes, et ceci tout simplement parce que (5.5) il est équivalent pour la mesure ^ ou
pour la mesure (1 d'avoir un moment d'ordre 1 et que (H) assure l'intégrabilité de Log A
relativement à [i et p.

Il résulte alors de la proposition 5.20 que si p- satisfait à la condition (H) et si
Log(l+||/?M ( . ) | | ) est a-intégrable, pu^n) converge Pg p. s. vers une variable
aléatoire Z et la distribution m de Z vérifie (cf. 5.18) la relation j l*m==m.

Supposons que réciproquement il existe sur M une mesure de probabilité m' telle que
a * m' = m'. Alors si (p e C^ (M), la fonction / définie pour tout g de G par / (g) = e^ * m' ((p)
est a-harmonique bornée. De ce fait la martingale bornée :

r
f(xn)=^^fW= ^[^(XJAd^XJO^m'^) converge P, p. s.

JM

Comme d'après la loi des grands nombres, 1/n Log A (XJ converge Pg p. s. vers -a,
réel > 0 puisque p, vérifie (H), il résulte de 4.15 que, pour tout y de M, Ad 7^ (XJ (y) converge
Pg p. s. vers 0. La fonction (p étant uniformément continue à droite et la mesure m' bornée,
nous en déduisons que (p [^(X^)] converge Pgp. s. Cette convergence ayant lieu pour tout
(p e C^ (R), il en résulte que p^ (XJ converge Pg p. s. vers une variable aléatoire Z de loi m.
Par conséquent, d'après la proposition 5.20, la mesure p admet un moment d'ordre 1
et il découle de l'harmonicité de / que :

/(^)=E,[/(XJ]=EJ(p(Z)l

et par suite m' ((p) = m ((p). D'où l'unicité de la mesure de probabilité m vérifiant jl * m = m. Le
théorème 5.15 est prouvé.

2. EXISTENCE DE MARCHES DE TYPE II

Le théorème 5.15 admet, compte tenu de 4.21, le corollaire immédiat suivant :

5.26. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/GQ-soitfini. Si [i est
une mesure de probabilité étalée sur G vérifiant (H) et n'ayant pas de moment d'ordre 1, alors la
marche aléatoire (droite) de loi [i est de type I .

Nous supposerons donc dorénavant que \JL satisfait (H) et a un moment d'ordre 1 et nous
allons enfin obtenir une classe de marches de type II; nous verrons que l'hypothèse
d'étalement n'est pas nécessaire pour prouver que ces marches sont de type II; cette
•hypothèse est en fait utile pour démontrer la nullité des valeurs limites dans la direction où
PM (g) tend vers le point à l'infini de M.
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5.27. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go-soit fini. Si ̂  est
une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) ayant un moment d'ordre 1 sur G et
telle que :

r
oc= LogA(g)4i(^)<0,

j

alors la marche de loi [i est de type I I .
5.28. Si H vérifie les hypothèses de la proposition, il existe {cf. 5.15) une unique mesure

de probabilité m sur M telle que p- * m = m. Considérons la mesure de Haar ̂  sur A dont
l'image par LogA est la mesure de Lebesgue sur R. Nous savons (cf. 4.11) que, lorsque x
tend dans E vers le point à l'infini de manière à ce que A (x) tende vers + oo, s^ * U converge
vaguement vers une mesure VQ et que cette mesure VQ s'écrit d'après 4.21, cm® ̂  où c est un
scalaire réel; de plus ce scalaire c est non nul si et seulement si la marche est de type II. Il va
donc s'agir de déterminer le scalaire c et de prouver qu'il est non nul. L'hypothèse
d'étalement était présente dans l'énoncé de 4.11, mais si nous remarquons que 4.11 repose
sur 4.16 où l'étalement n'intervient pas et sur 4.17 où l'étalement sert seulement à prouver
que lim U/(x)=0, propriété vérifiée ici sans étalement d'après le théorème de

A(x)-^0
xeE

renouvellement sur R puisque a est <0, nous pouvons supposer que ^ n'est pas étalée.

Ajoutons en outre que si (^)^eM est une suite de G telle que A(^J-> +00 et pu(ên)
converge vers z, £^*U converge vaguement vers cc^*m®^- Considérons la marche
aléatoire droite (Q, (XJ^ ̂ , (P^eo) de loi fi; nous avons que A (XJ tend Pg p. s. vers + oo et
que p^(X^) converge Pgp. s.; si nous connaissions la limite de e^ *U, Pg p. s., nous
pourrions déterminer c. L'idée de la démonstration est là, mais nous allons considérer, au
lieu de la marche droite de loi {a, le processus relativisé associé à la mesure (^-invariante
m®^.

5.29. Processus relativisé. — Soit r une fonction de référence sur G relativement à n (c'est-
à-dire une fonction continue strictement positive sur G telle que le potentiel U r soit une

fonction continue finie) qui soit m(x)^ intégrable. Il existe alors [2] sur l'espace canonique
Q=G^, muni de la tribu borélienne ̂ , d'applications coordonnées X^, ̂ 0, une unique
probabilité n^^ telle que :

7i^[XoeAo, X,eA,, . . . , X^AJ==m®^(I^P . . . \ PI^r),

pour tout entier n^O et tout borélien A^, . . . , A^ de G, P désignant la probabilité de
transition P(x, .)=£^*^i.

5.30. THÉORÈME DE CONVERGENCE A LA FRONTIÈRE (cf. th. 12.2 de [2]). - Lorsque n tend
vers +00, la suite £x,,*U/£x,,*UM converge n"1®^1' p. s. vers une variable aléatoire ^ à
valeurs dans l'espace des mesures de Radon sur G et telle que n^^ p. s., ^(r)= 1.
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5.31. Nous allons choisir une fonction de référence r, m®^ intégrable, pour laquelle
nous connaissons le comportement asymptotique de la fonction potentiel U r et qui nous

permette de déterminer 7^®^'^ Le fait que m soit de masse finie, va intervenir de manière
fondamentale car nous pourrons construire une fonction de référence symétrique qui ne

dépende que de sa projection sur A et qui soit mÇ<)^-^égT2ib\e.
5.32. LEMME. — Sous les hypothèses de 5.27, il existe une fonction de référence r sur G

relativement à a telle que : ^
(i) r=r^ oLog A où r^ est une fonction définie sur R,

(ii) m(g)^(r)=l,
f

(iii) lim U, (g) =1 /| a |, où a = Log A (g) d[i (g).
A(^)-»+oo J

Preuve. — Considérons sur R une suite de fonctions/,, continues symétriques, croissant
vers 1, telles que/, vaille 1 sur [0, n] soit décroissante sur [n,n-\-\[ et soit nulle sur
1/î+l, + oo[. Désignons par À- la mesure de Lebesgue sur R et par U^ogAKn) 1e noyau potentiel
sur IR associé à la mesure (LogA)(ji). Posons si :

^=sup{i,n/j,||u^A)oo/J}, ^ i=y Z ̂  y^-
n=l ^n^

La fonction symétrique strictement positive r^ est une fonction de référence sur R
relativement à (LogA)(^) telle que À( r i )= l si y est bien choisi.

De plus r^ est croissante sur R~ et décroissante sur ̂ + et il découle de la proposition 3.3
de [45] que le théorème de renouvellement est vrai pour la fonction ULogAK^i' c'est-à-dire
que, puisque :

fx(LogA)(a)(^)=oc<0, lim \]^^r,(x)=-^^(r^^-1 (c/.5.12).
JR x^+oo 1 ^l 1 ^l

Posons r = r i o L o g A . Alors comme ^J r(g)=\J^^^r^[Log ^{g)], la fonction
symétrique r est une fonction de référence sur G relativement à a. De plus Ur(g) tend

vers 1/| a | lorsque A(^) -> + oo et comme m est une probabilité m®À,A (r)= 1.

5.33. Étude de J^^A'^ — Choisissons comme fonction de référence celle définie en 5.32 et

montrons que, vu le choix de r, Xo 1 X^ est, pour tout n, TT^^A ' p. s. égale au produit de n
variables aléatoires indépendantes de loi jl. En effet, si A^, . . . , A^ sont des boréliens de G :

î^'WXoeAi, ....X^X^eAJ
/» /» /»

= m(S^(dgo) l^teo'1^)^*^^!)-- ]LA^gnll§n)^^^^g^r(g^
JG JG JG

r r ^^= . . . rioLogA(^o^i • . . ^ ) I A ( g i ) ' - ^A,(§n)^®^A(dgo)[i(dg^...[i(dg^
JG JG
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=[ [ . . . f ^ l (x+LogA(gi . . .^ ) ) l^ te i ) . . . lA, (^)^(^)^(^ l ) . - .^ (^n)

=Mr,)a(AJ . . . a(A,)=a(AJ .. . a(AJ,

puisque ?i est une mesure de Lebesgue sur [R; et X^1 Xo est le produit de n variables
indépendantes de loi a.

Il découle alors de la loi des grands nombres que :

-^LogA(Xo-lXJ^ -a, n^ p. s.

et de la proposition 5.20 que^ (^1 ̂ n) converge T^®^' r p. s. vers une variable aléatoire Z'
de loi de probabilité m, et donc que p^(XJ converge p. s. vers Xo.Z'.

Nous en déduisons (cf. 5.28) que, lorsque n -> oo, 8^ * U converge vaguement n"1®^1' p. s.

vers CGx^.z' *m®À,A.
Or il découle du théorème de convergence 5.30 rappelé ci-dessus que Ex^ * U/£x,, * U(r)

converge 7^®^ p. s. vers une variable aléatoire ^ telle que ^(r)=l p. s.
Comme s^*U(r) converge p. s. vers | oc |~ 1 , nous venons de prouver que :

7=c|a|s^.z'*^®^A-

Puisque, pour tout z de M, e^*m(x)^ (r)='k(r^)=l, nous en déduisons que :

^|a|-i^o.

La marche de loi [i est donc en particulier une marche de type I I , d'où la proposition 5.27.
5.34. Si nous remarquons que le comportement asymptotique de noyau potentiel selon

les différentes directions résulte de 2.16, 4.6 et 4.12 et que le fait que 1^ soit formé de la

mesure nulle et des mesures toutes distinctes {e^*Vo , zeM} où V o = l / | a | m®^ a ete

obtenu en 4.21, nous en déduisons que le théorème 5.11 est prouvé. Et enfin le théorème 5.9
résulte immédiatement de 5.13, 5.26 et 5.27.

5.35. COROLLAIRE. - Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Gç-soit/ini et soit [i
Ç

une mesure de probabilité étalée sur G ayant un moment d'ordre 1 et telle que Log A (g) d[t (g)
J

soit négatif. Alors la chaîne induite sur M de loi \x est récurrente H arris positive.
Preuve. - Puisque la marche aléatoire de loi [i est transiente en projection et de type II, la

chaîne induite sur M de loi jl est d'après 4.25 récurrente Harris positive sur un ensemble F
m-plein. Le corollaire ci-dessus affirme que cet ensemble F est l'espace M entier. Reprenons
les notations de 4.23 et rappelons que si (Q, (YJ^, (P'y)^eM) est la chaîne induite de loi 4
sur M, nous avons pour tout borélien B de M :

P;[Y,€B]=P^o)(X^e(BxA)),

où A=KE et où (0, (X^)^ç^, (Pg)geo) est là marche aléatoire gauche de loi |il.
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L'ensemble F sur lequel la chaîne est récurrente Harris est formé des éléments y de M tels
que pour tout borélien B de M vérifiant m (B)>0, alors Py [ l im{Y^eB}]= l . Remarquons

n

que si YQ est un élément de M tel que P^ [lim { Y ^ e F} ] = 1, il résultera de la propriété de
Markov que yo est un élément de F.

Comme la mesure [i est étalée, toute fonction harmonique bornée relativement à la
probabilité de transition K (y, . ) = |î * £y de la chaîne induite est continue et de plus, puisque
H * m = m, il existe une fonction v(/ continue non nulle telle que m ̂  \(/^ où ̂  est une mesure
de Haar sur M. Par suite la fonction harmonique bornée h (y) = Py [lim { Y^ e B}] (où B est un

n

borélien de M tel que m (B) > 0) est continue et puisque elle est égale à 1 m-p. s., elle est égale à
1 sur l'ouvert 0={\ | />0}. De ce fait l'ensemble F contient 0. Si nous montrons que pour
tout y de M, Py [lim { Y^ G 0} ] = 1, l'assertion F = M sera alors prouvée. Soit x un élément

n
de F. Nous avons :

P;[i im{Y^O}]=P^o)[i im{X,e(OxA)}]

=P^o)[ i im{X,x-^e(OxA)}]

=P^o)i lm{Y,Ad^(XJ(x- l^)eO}].
n

/»

Puisque Log A (g) dft (g)>0, d'après la loi des grands nombres A (X^)^^ + oo et donc
j

Ad (p^ (XJ) (x~1 y ) converge P^ Q) P- s- vers ^- P^ sulte sl ^ est une distance invariante à
gauche sur le groupe M et si ^(xo, r) est une boule ouverte de centre XQ et de rayon r
incluse dans 0 :

P^o)[ilm{Y,Ad^(XJ(x- l^)eO}]^P,[ilm{Y,e^(^r/2)}].
n n

Puisque xe¥ et puisque m [̂  (xç, r/2)]>0;

P,[ i im{Y^e^(xo,r /2)}]==l,
n

e tdoncP; [ Ï im{Y^eO}]= l .
n

5.35. Remarque. — II est possible en étudiant le processus relativisé associé à la mesure de
Haar à droite sur G de déterminer, si H a un moment d'ordre 1 et si a est négatif, les fonctions
H-harmoniques bornées et de retrouver le résultat de [2l], à savoir : toute fonction/ \JL-
harmonique bornée sur G s'écrit :

f(g)=!^(g.x)m(dx) où ^e^°°(M,^).
J
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C. Marches récurrentes en projection

5.37. THÉORÈME. — Soit H une mesure de probabilité étalée sur un groupe presque connexe
de la classe 2. On suppose que la marche de loi A(u,) sur tR'^* est récurrente.

Si LogA n'est pas [i-intégrable, la marche de loi [i est de type I .

Si la mesure [i admet un moment d'ordre 2 + e, pour un £ réel positif quelconque ( auquel cas

f \a= Log A (g) d\ji (g)=0 , la marche de loi p, est de type I I .
JG /

Si G est un groupe de Lie tel que G/Go-soitfmi, nous obtenons pour les marches de type II
le résultat plus précis suivant :

5.38. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Appelons ̂  la mesure de Haar sur A dont
l'image par Log A est la mesure de Lebesgue sur R. Soit n une mesure de probabilité étalée sur
G telle que Log2 A et Log (1+ \\p^ ( . ^l)2 '4"8 , où \\ \\ désigne une norme sur l'espace
vectoriel M, soient [i-intégrables et supposons que :

oc= | LogA(g)4ife)=0.
JG

Alors il existe sur M une mesure m de masse infinie telle que l'ensemble des valeurs
d'adhérence non nulles de { s. g * U, g e G } lorsque g tend vers le point à l'infini soit la famille de

mesures distinctes {£y*Vo, y^M] où Vo=m(x)À^ et la mesure m est, à une constante
multiplicative près, l'unique mesure sur M telle que |î*m^m.

De plus le noyau potentiel a un comportement identique à celui indiqué dans le
théorème 5 . 1 1 .

5.39. Remarque. — Nous verrons (5.45) que si \JL est symétrique et si Log2 A ou Log
[1+ \\PM I I ] nîest pas n-intégrable, la marche de loi p, est de type I, ce qui confirme que, pour
une mesure symétrique, Log2 A ^i-intégrable est une bonne hypothèse. Par contre, il est
possible de construire des mesures (non symétriques) telles que Log2 A ne soit pas a-
intégrable, mais telle que la marche de loi p, soit de type II.

5.40. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit [i
une mesure de probabilité étalée sur G ayant un moment d'ordre 2 + s et telle que la marche de
loi A (u) soit récurrente. Alors il existe, à une constante multiplicative près, une unique mesure m
de masse infinie telle que n*m=m et la chaîne induite sur M de loi p. est récurrente Harris
nulle.

Preuve. — II découle de 4.25 que puisque la marche sur G de loi jj, est de type II, la chaîne
induite sur M de loi p, est récurrente Harris sur un ensemble F m-plein. Comme de plus les
fonctions |i ou ^-harmoniques bornées sur G sont constantes puisque la marche de loi A (a)
est récurrente (cf. 2.20), on en déduit que F est l'ensemble M entier.
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5.41. Remarque. — La récurrence au sens de Harris de la chaîne induite est donc une
conséquence de cette étude du renouvellement. L'existence de telles mesures m est d'autant
plus intéressante que nous savons que les fonctions LI ou li-harmoniques bornées sur G sont
constantes (2.20) et qu'il est possible de construire à l'aide de m toute une classe de fonctions

r
harmoniques positives, par exemple/ (g) = (p ( g . x) m (dx) où (p est une fonction positive à

JM
support compact sur M.

Pour prouver les théorèmes 5.37 et 5.38, nous utiliserons la marche transiente en
projection construite en 2.23.

5.42. Passage à la marche transiente en projection. — Considérons sur un groupe G
presque connexe non unimodulaire une mesure de probabilité LI étalée telle que la marche de
loi A (n) soit récurrente. Posons Hi = ^ Li"^""4'1 et notons (û,(XJ^^,(P^çQ) la marche de

nï0

loi Hi . Si T désigne le temps d'entrée dans ]0, 1[ de A (XJ, il est p. s. fini puisque la marche de
loi A(Li) est récurrente. Nous avons vu que si nous considérons sur G la marche de loi
p=P^(e, . ), elle est transiente en projection par construction et de plus, pour toute suite
(gn)ne^ tendant vers ô, la suite c^ * ̂  ̂  converge vaguement vers 0 si et seulement si la suite

p^o
^g * S P^ converge vaguement vers 0 (th. 2.23).

p^o
Nous avons étudié au chapitre IV la forme des valeurs d'adhérence de { s ^ * U, g e G} et

nous savons qu'il existe une mesure m (éventuellement nulle) telle que :
— si lim A (g) = + oo et si p^ Çg) converge vers z, alors £g * U converge vaguement vers

e^*m(x)À-A;
— si lim A (g}=Q ou si p^ (g) tend vers le point à l'infini de M, alors s^*U converge

vaguement vers 0.
Il nous suffit donc pour prouver le théorème 5.38 de montrer que la mesure m est non nulle

et le théorème 2.23 est tout à fait adéquat. Si nous montrons que pour une probabilité LI
vérifiant les hypothèses de 5.38 la mesure p admet un moment d'ordre 1, il découlera du

Ç
théorème 5.11 que, puisque LogA(^) dp (g) est nécessairement négatif, 8^* ̂  p" ne

JG n^Q

converge pas vers 0 lorsque x tend dans E vers le point à l'infini de manière à ce que A(x)
tende vers + oo. Par suite (2.23) il en sera de même de s^ * ̂  LI" et la mesure m ne sera pas

n^Q

nulle.
La suite de ce paragraphe sera consacrée à l'étude de conditions sur LI assurant que la

mesure p admet ou n'admet pas de moment d'ordre 1. Remarquons qu'il est équivalent de
rechercher des conditions sur LI^ car il est équivalent pour une jauge d'être intégrable pour LI
ou pour Lii.

5.43. PROPOSITION. — Soit G un groupe presque connexe de la classe Q) et soit (Q, (X^ç ^j,
(P^ço) une marche aléatoire sur G de loi LI telle que la marche sur R^* de /^'A(Li) soit
récurrente. Si T désigne le temps d'entrée dans ]0, 1[ de A(XJ, posons p=P^, . ).

Si Log A n'est pas [i-intégrable, Log A n'est pas ^-intégrable.
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Preuve. — Si Log A n'est pas a-intégrable et si la marche de loi A (a) est récurrente, les deux
intégrales :

f | x | (LogA)(a) (^) et f | x \ (Log A) (a) (dx)
JR- J^

sont infinies. En effet si l'une de ces intégrales était finie, la loi des grands nombres entraînerait
rla transience de la marche de loi A (a). Par suite ^{A<I} 1Lo^ A (g) \ d[i(g) est infinie et

JG
l'inégalité évidente P ^ H | { A < ! } entraîne que LogA n'est pas p-intégrable.

5.44. Rappelions quelques résultats de [23] sur les sommes de variables aléatoires
indépendantes réelles :

Soit (UJ^N une sulte de variables aléatoires réelles indépendantes sur un espace de
n

probabilité (Q, ja^, P). On pose S^= ^ Up et on note :
p=i

N = { i n f ^ > 0 , S ^ > 0 } et^~=ir^ {n>0, S^<0}.

^•E(Uî)<oo ^ E ( U i ) = 0 :
(i) E(SN)<OO (XVIII.5, th. 1 de [23]);

(ii) P [^>n]^k/^n où k est une constante réelle (XII.7, th. 1 a) de [23]).
Réciproquement si P [N<oo]=P [N^oo^l et si E (S^) et E (SN-) sont finis, alors

E(U^)<oo et E(Ui)=0 (XVIII. 4, lemme 3 de [23]).

5.45. PROPOSITION. — Reprenons les hypo thèses de 5.43 en supposant déplus ^ symétrique.
Si Log2 A n'est pas [i-intégrable ou si [i n'admet pas de moment d'ordre 1, la mesure p n'admet
pas de moment d'ordre 1.

Preuve. — Supposons que LogA soit p-intégrable. Alors Eg [Log A (XJ] est fini.
Appliquons la dernière assertion de 5.44 à S^=LogA (XJ, N=T, P=Pe. Comme [i est
symétrique, E(SN)=E(SN-) et ces termes sont finis puisque égaux à EJLogA(XJ]. Par
conséquent Eg (Log2 A (X^ )) est fini et Log2 A est u-intégrable ce qui prouve la première partie
de la proposition.

Supposons maintenant que ^ n'admet pas de moment d'ordre 1 et quitte à quotienter par
un sous-groupe compact distingué que G est un groupe de Lie de la classe 2. D'après ce qui
précède il suffit d'étudier le cas où Log [1 + \\p^{. )||] n'est pas a-intégrable. Or puisque p
est symétrique :

r r
1= l{A>i}Log[ l+ | | ^M^) l l ]^ fe )= l{A<l}Log[l+| |Ad^te - l)(^Mte))l l]^(^

J J

et comme IIAd^C?"1)^^))!! ̂ c^p^g^ÇceR^) pour tout g td que A(^)<1 d'après
4.14, nous obtenons :

r r
I^ l{A<i}Log[l+c | |^Mfe) l l ]^ te)^Log(l+c)+ l{A<i}Log[l+ | |^fe) l l ]4ife) .

J J
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Par suite si Log [1+ \\p^(. )||] n'est pas a-intégrable :

fl^<i}Log[l+| |^Mte)ll]4i(^)
j

est infini et le résultat découle de l'inégalité P ^ ^ | { A < ! } -

5.46. PROPOSITION. — Reprenons les hypothèses de 5.43 en supposons .de plus que G est un
groupe de Lie tel que G/GQ-soitfini. Soit e un réel >0 et \\ \\ une norme sur M.

S^Log 2 A^Log 2 + e [ l+ | | / ?M(. )||] sont [i-intégrables, alors la mesure p=P^(e, .) admet
un moment d'ordre 1.

Il est clair d'après la première assertion de 5.44 que si E^[Log2A(Xl)]<oo, alors
EJ|Log A(XJ|]<oo; il s'agit donc d'étudier EJLog(l+ H^X,)!!)]. Pour le cas du
groupe affine, l'existence de cette intégrale avait été obtenue par Grincevicius dans [27]
et [28].

5.47. LEMME. — Reprenons les hypothèses de 5.46. Soit (T^) une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi [i telle X^=Ti . . . T^ pour tout n.

I l existe alors deux constantes c et c ' et une norme || || i sur M telles que nous avons :

EJLog(l+||^(XJ||i)]^cErLog(l+ t ||^M(T,)|li)1+c'.
L \ 1=1 / j

Preuve. — Sur l'ensemble [x=n] :

^M(X,)=MXJ=Z,...Z,, P.p.s.
où :

^i-MTi) et Z-Ad[^(X,-i)](^M(T,)).

Considérons la norme || || i sur M construite dans l'appendice A 2; alors si r est le rang
de M :

lhM(XJ||i^QJ||ZJ,+ ... +||ZJJ, PeP.S.

où Q^ est un polynôme de degré r sans terme constant et à coefficients positifs.
Sur l'ensemble { T = n} pour tout ; e { 1 , . . . , n — 1}, A (X^) est supérieur à 1. Or d'après le

lemme 4.14, il existe puisque toutes les normes sont équivalentes une constante c^ telle que
pour tout v de M et tout g de G tel que A(^)> 1 :

l |Ad(^))(^)lli^ilMli.

Par conséquent, pour tout î ' e { l , . . . , n] :

l|ZJIi^cJ|^(T,)||i, P.p.s.

D'où si nous posons :

N.= E II^M(T,) | l i , II^M(X,)| | i^Q,(ciNJ, P.p.s.
1=1
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Et il est facile de voir qu'il existe deux réels c et c ' tels que pour tout y de R4' :

Log [1 + Q, (c, y)] ̂  c Log (1 + y ) + c ' .
Par suite :

LogtI+H^X^IIi^cLogtI+NJ+c' , P.p.s.

D'où le lemme.

5.48. Comme l'intégrabilité de Log l+\\pu(') !1 ne dépend pas de la norme choisie,
nous supposerons que |[ || = || ||i et pour prouver 5.47, il nous suffit d'étudier

l'intégrabilité de Log 1 + É \\PM (T,) I I i où les variables aléatoires \\p^ (T,) || i sont réelles
L 1=1 J_

indépendantes équidistribuées. Appelons [i la loi de la variable aléatoire W\ =(LogA (TJ,
I I PM (T! ) I I i )à valeurs dans R2 et considérons sur le groupe abélien R2 la marche aléatoire (Q,
(VJ^, (P^eR2) de loi |1. Notons p^ et p^ les projections respectives sur les premières et
deuxièmes coordonnées. Si T désigne le temps d'entrée dep^ (VJ dans ] - oo, 0[, nous voulons
montrer que Log (1 +^2 C^r)) est ̂  P- s- intégrable.

5.49. LEMME. - Considérons sur R2 une marche aléatoire (Q, (VJ^, (P^^eR2) de

loi jl. Soit (pi et (p2 deux homomorphismes continus non triviaux de U2 dans R. Supposons
_ r

que ((pi)2 soit (^-intégrable et que (pi^)^1^)^ Notons T le temps d'entrée
M

dans]-(X),0[de cpi(VJ. Alors si Eo[Log(l+| (p2(Vi) | )2+8] est fini pour un certain se^,
Eo[Log(l+|(p,(V,)|)]^yim.

Preuve. - Considérons la suite de temps d'arrêt (^k\eN suivante :

^=0, . . . , T , = i n f { ^ > T f c _ i , (pi(VJ<(pi(V^ J}.

Alors Pô P. s. T=TI . De la relation T f e = T f e - i + ï i o 6^ ^ ,11 découle que d'une part T^ est une
marche aléatoire sur f^J de loi la loi de T et que d'autre part (Q, (VJ^, (P^eR2) est une
marche aléatoire sur R2 de loi P^(0, .). ^

Soit (WJ^ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi |i telle que V^ = ^ W,,
i = i

T^.^

PO p. s. Alors les variables aléatoires V,^ - V^ = ^ W, sont indépendantes Pô p. s. et de
l=^n+1

loi P,(0, .); et il résulte du lemme 5.23 que Log (1+ |(p2(V,)|) est Pô p. s. intégrable
si et seulement si :

l/n

ÏîmIcMV^-VJI^Îim S cp^W,)

est fini Pô p. s.

_( ^ y/"
Nous allons montrer que lim ^ I^W)! est Pô p. s. fini et l'intégrabilité de

n \i=l )

Log [1 + | (p2 (V\) |] sera acquise.
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Remarquons tout d'abord que si P est un réel tel que 0 < p < 1 /2, alors Eo [r^ est fini. En
effet d'après 5.44, PQ [^>n}^k/^/n où À: est une constante dépendant de E [(p?(Vi)], et la
série de terme Po[^>n] est convergente si l / 2p> l . Posons P==l / (2+e) où e est la
constante assurant l'intégrabilité de Log[(l+ I^CVi)!]2^. Ce réel P est donc
strictement inférieur à 1/2; et comme T^ est une marche aléatoire il découle de la loi des
grands nombres que :

T^-Eo[T?]=Eo[TP], PO P. S.

Reprenant les arguments de [28], nous obtenons, en posant pour ie f^J, U^= | cp2(W^) | :

lim| ^ U,1 ^imïexppLogfè U,)1^iimexp ^- lpLogfl+ f U^ x T

L i = i J L" v=i /J - L1" \ 1=1 / r[~i j ~ ^n 'v^i 7J~ t i T r ^ v " ^ ' 1 / ^
Comme nous avons vu que ̂ /n convergeait PQ p. s., étudions :

K=iim- lpLogfl+ ^ U,V
^n \ i = l /

De l'inégalité :

/ T" \ r T n ~iLog 1+ ^ UJ^ supLog(l+U,) +Logï,,
\ 1=1 / L i= i J

il découle, puisque (Log T^/T^ -> 0 quand n -> oo, que :

_ ^ . _^supLog(l+U,) l/P"1
K^l im^(supLog( l+U,) )=l im ^1———

^n\i=l / L T

Donc :

^ LogO+U^/P
K<lim 1=1

L T,

Or il résulte de la loi des grands nombres, Log (1 -t-Vi)^ étant intégrable, que :

K^EtLogO+lV/Pp, Pô p. s.
Et donc :

l imfè Icp^W^^^ooPop.s.
n \ i= l /

Le lemme est prouvé.

En posant (pi=^i et cp2==/^ iï découle de ce lemme que Log [l+^Cv^)] Gst P&-inté-

grable est donc que Log 1 + ^ \\p^ (T,.) || ^ est Pg-intégrable.

Nous déduisons alors du lemme 5.47 que Log [1+ ||^M(X,)|li] est P.-intégrable.
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5.50. COROLLAIRE. — Reprenons les hypothèses de 5.43.
Si [i admet un moment d'ordre 2+e, p admet un moment d'ordre 1.
5.51. Remarque. — Soit ^ une mesure de probabilité étalée sur G. Nous venons de voir

que sous des conditions adéquates de moment sur H, la chaîne induite de loi [i sur M est
r /

récurrente Harris si Log A(^)n(ûfg)^0. Comme il est prouvé dans [29] que si
JG

f
Log A(g)[i(dg) est <0, la chaîne induite est transiente, nous obtenons la trichotomie

JG
suivante :

La chaîne induite de loi [i sur M est :
f

— récurrente Harris positive si p, admet un moment d'ordre 1 et si Log A (g) d[i (g) > 0;
•/

f
— récurrence Harris nulle si ^ a un moment d'ordre 2+c et si |Log A(^)û^(g)=0;

j
r

— transiente si ^ a un moment d'ordre 1 et si Log ^(g)d\i(g)<0.
j

CHAPITRE VI

VALEURS D'ADHÉRENCES DE { Sg * U * s^, (g, g') e G x G }

6.1. Soit G un groupe de la classe Q) et ^ une mesure de probabilité sur G étalée.
Nous supposerons que la marche de loi p, sur G est transiente en projection de manière à ce
que l'ensemble { G g * U * s^, (g, g ' ) e G x G } soit relativement compact et nous pouvons alors
rechercher l'ensemble A^ des valeurs d'adhérence de cet ensemble lorsque (g, g ' ) tend vers le
point à l'infini de G x G. Il est clair que l'ensemble 1^ des valeurs d'adhérence de { Sg * U,
g e G } est inclus dans A^; mais nous venons de voir que les résultats obtenus lors de l'étude du
renouvellement sur les groupes de la classe Q) ne sont pas symétriques au sens suivant : si la
marche droite de loi p, (étalée) est transiente en projection et de type II, alors la marche droite
de loi (1 est de type I; autrement dit, si e^ * U admet des valeurs d'adhérence non nulles, U * s^
n'admet que la mesure nulle pour valeur d'adhérence. La recherche de A^ présente
donc l'intérêt de symétriser le problème. Remarquons tout de suite que les éléments
de A ̂  ne sont plus nécessairement ^i-invariants ou ^ excessifs.

6.2. Désignons par çjg et Xg les opérateurs de translation à gauche et à droite par g dans
G. Si / est une fonction borélienne, nous posons :

VxeG, a,f(x)=foçj,(x)=f{gx) et ^f(x)=f(xg).

Soit (gn)ne^ une suite de G tendant vers le point à l'infini. Alors si /eC^G), a /et r^-i/
convergent vers 0 et par suite pour toute mesure bornée v, e^ * v (/) et v * e^-i (/) convergent
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vers 0. Par contre, si (^, g'^) n e N est une suite de G x G tendant vers le point à l'infini, la suite
CT^T^(/) ne converge pas nécessairement vers 0 et il semble donc intéressant de déterminer
l'ensemble B = { y e G tel que la suite g^ yg^ ait une valeur d'adhérence dans G}. Si sur un
groupe abélien G, B est soit l'ensemble vide, soit G entier, sur un groupe général l'ensemble B
peut être variable. Considérons par exemple le groupe affine de la droite réelle G^ et écrivons
avec les notations habituelles (cf. 1.17. y) tout élément g sous la forme (À, a) avec he 1R et
aed^*.

Si ^=(0, aj, g^(v, u)g^=(a^v, u) et l'ensemble B associé à la suite (^, g^^ne^ est
{ 0 } x[R4-* si a^œ et G^ si a^Q.

Si gn=(hn, 0), gn(v, u) g ^ 1 =(/?„+v — uh^ u) et l'ensemble B esr (R x { 1 } si /?„ tend vers le
point à l'infini de [R.

La proposition suivante étudie précisément l'ensemble B sur les groupes de la classe Q).

6.3. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit (M,
K,E) une décomposition de G définie en 4.1. Considérons une suite (g„, g„) ̂  ̂ deG xG tendant
vers 6 et appelons B l'ensemble des éléments y de G tels que la suite g^ yg^ admette une valeur
d'adhérence dans G. Alors quitte à extraire une sous-suite, l'ensemble ̂ vérifie l'une des trois
assertions suivantes :

(1) 3MeE, BcMKM;
(2) 3u i£M, 3i;2eM, B^v^KEv^
( 3 ) B = G

et l'assertion (3) est réalisée si et seulement si, quitte à extraire une sous-suite, g^ = zg^ 1 z^ où
zeG, (z^)^eN es^ une suite convergente dans G, A(gJ tend vers + oo et p^Sn) converge dans
M.

Preuve. — Remarquons, tout d'abord que si B est non vide, il existe, quitte à extraire une
sous-suite de (^, g^}^ un élément yo de G tel que g^ yo g^ converge. Par suite g^ = yo 1 gn 1 ̂ n
où z^ converge dans G et le translaté à droite Byo 1 de B est tout simplement l'ensemble des
éléments y de G pour lesquels la suite g^ ygn 1 admet une valeur d'adhérence.

(a) Supposons tout d'abord que A(gJ~1 reste borné lorsque n->co, et écrivons
g^ =/;„ m^ x^ où (m^, k^ x^)e M x K x E. Lorsque A (g^)~1 admet une valeur d'adhérence non
nulle, nous réextrayons au besoin une sous-suite pour que x^ converge dans E. Considérons
un élément y=vu où (v, u ) e M x K E de G. Comme pE(gnyënl)==PE(y)^ l'élément y
appartient à B^ç 1 si et seulement sip^ (g^ y g ^ 1 ) admet une valeur d'adhérence dans M. Or :

SnySn^kn^n^nVUx^m^k^^k^m^x^vx^um^k^,

puisque E et K commutent, et :

PM (gn Yen 1 ) = Ad ̂  [m. Ad x, (v) Ad u (m,-1 )].

Comme soit x^ converge, soit A (xj tend vers + oo, il résulte du lemme 4.15 que dans les deux
cas Ad x^(v) converge. Le lemme suivant est nécessaire pour terminer la preuve.

6.4. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit (M, K,
E) une décomposition de G définie en 4.1. Si {m^neN est une sulte ae M tendant vers le point à
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Finfini de M, si w^ est une suite convergente de M, alors pour tout élément u de A tel quep^ (u) ne
soit pas l'élément neutre de E, la suite m^w^ Ad u(m^1) tend vers le point à l'infini de M.

Preuve. — Elle repose sur le fait que les valeurs de Ad u ne sont jamais égales à 1, si
T?E (u) 7e 0, puisque G est un groupe de la classe Q) et elle se fait par récurrence sur le rang de
niipotence de M. Si M est de rang 1, M est abélien et m^ w^ Ad u (m^ 1 ) = w^ + (Id — Ad u} m^.
Comme Ad u n'a pas la valeur propre 1, si m^ tend vers le point à l'infini de M, il en est de
même de (Id — Ad u) m^ et donc aussi de m^ w^ Ad u (m^1 ). Supposons donc le lemme prouvé
si M est un groupe niipotent simplement connexe de dimension ^ r — 1 et supposons que M
est de rang r. Soit Z le centre de M et soit 71:1 la surjection canonique de M sur M/Z. Le groupe
Z est fermé distingué dans G et G/Z est isomorphe à M/Z x KE. Comme M/Z est niipotent
de rang < r, le groupe G/Z vérifie l'hypothèse de récurrence. Par suite, si n^ (mj tend vers le
point à l'infini de M/Z, n^ (m^ w^ Ad u(m^ 1)) tend aussi vers le point à l'infini et il en est de
même de m^w^ Ad u(m^1). Supposons donc, quitte à extraire .une sous-suite, que n^ (mj
converge. Comme M est simplement connexe et comme Z est un sous-groupe distingué fermé
de M, il existe (cf. XII, th. 1.2 de [37]) une section continue s de M/Z dans M telle que n^os
soit l'identité de M/Z. La suite m^ s'écrit alors m^=son^(m^y^ où y^eZ. Comme s
est continue, son^ (mj converge et y^ tend vers le point à l'infini de Z. Le groupe Z étant
central, y^w^ Ad M(}^ l)=w„+(Id—Ad u)y^ comme dans le cas abélien, y^w^ Ad u(y^1)
tend vers le point à l'infini de M et il en est de même de m^w^ Ad u(m^1). D'où le lemme.

6.5. Fin de la preuve de la proposition 6.3. — Comme Ad x^(v) converge, il découle du
lemme 6.4 que si m^ tend vers le point à l'infini de M, pour tout u de KE tel que/?E (u) ̂  { 0},
Pu^n^ên1) ten(^ vers 1e point à l'infini et donc B^o1 cMK.

Par contre, si m^ converge,/^ (g^ yg^~1 ) reste dans un compact et par suite B^ç 1 = G. Dans
ce cas nécessairement A(^J -> + oo puisque g^ tend vers ô.

(b) Supposons maintenant que AQ^) tende vers zéro lorsque n -> oo et écrivons
gn=knxnmn où (Â:^, x^, m J e K x E x M . Soit y=vu où (v, u ) e M x K E un élément de G.
Alors :

SnYSn v=kn^nmnymn 1 ̂ n Ykn 1

et :

Pu (gn Yen 1 ) = Ad (̂  xj [m^ v Ad u (m^1 )]

Comme A (xj tend vers zéro, il découle du lemme 4.15 que sip^ (g^ y g ^ 1 ) admet une sous-
suite convergente, alors la suite m^v Ad u(m^1) admet une sous-suite convergente vers 0.
Ceci est impossible d'après le lemme 6.4 si m^ tend vers le point à l'infini et si p^ (u) 7^ 0; dans
ce cas encore, l'ensemble B^o 1 est inclus dans MK.

Supposons donc, quitte à extraire une sous-suite, que m^ converge vers m. Alors si y = vu
appartient à B^o1, nécessairement nous avons :

mv Ad u(m~l)=e.

Par suite, v = m~1 Ad u (m) et y =vu = m~1 Ad u (m) u = m~1 um et donc B^o 1 est inclus dans
m~1 KEm. D'où la proposition.
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Nous serons amenés pour étudier A^ à faire une hypothèse sur [i qui assure que dans les cas
(1) et (2) la mesure ^ H" ne charge pas les ensembles B.

n^l

6.6. DÉFINITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini, et soit
(M, K, E) une décomposition de G définie en 4.1. Une mesure de probabilité [i sur G sera
dite vérifier la condition (C) si pour tout y et y ' de G la mesure ^y * ̂  H" * c^, ne charge ni le^y .

liïï

groupe MK, ni le groupe KE.
Rappelons qu'une mesure est dite diffuse si elle ne charge aucun point, et donnons une

condition équivalente à (C).

6.7. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit (M,
K, E) une décomposition de G définie en 4 .1 . Une mesure de probabilité [t sur G vérifie la
condition (C) si et seulement si la mesure p^ (p-) et les mesures?^ (^ * cj sont diffuses pour tout z
de M.

Preuve. - Si 8y * ̂  ^i" * 8y ne charge ni MK, ni KE pour tout y et y ' de G :
nïï

— la mesure [i * 8^ ne charge pas MK pour x e E et donc p^ (p,) (x~1 ) =0;
- la mesure ey*^*e^ ne charge pas KE pour tout y et z de M et par suite

T^*^-1)^.
Réciproquement, supposons que les mesures^ W ̂ PM (^ * ^z) soient diffuses pour z e M

et montrons que pour toute mesure de probabilité |̂  sur G, la mesure Sy*^ ^ [ i ^ ^ y . ne
charge ni MK, ni KE pour tout 3; et y ' de G. La proposition sera alors prouvée.

Comme Sy*^ *|^*£^(NK)=Ë^(^*^E(HI)*^E(^)*^E(/) ( { ° } ) et comme la convo-
lée d'une mesure et d'une mesure diffuse est encore diffuse, il est facile de conclure dans ce cas.

Par contre, comme KE n'est pas distingué,^ n'est pas un homomorphisme, mais si y ' = za
où (z, û)eM xKE :

r re^ * |̂ i * [i * 8^ (KE) = 1 ) IKE {yvuv' u' a} 4ii {v, u) d(\ji * ̂ ) (i/, u'},
^G JG

or yvuv' u' a' e KE si et seulement si pM(vf)=PM[(yvu)~l} et donc par Fubini :

r rr 18y*j^*^i*£^(KE)= d^(v,u)\ I^'^^K^-^^M^*^)^')
JG UG J

et ce dernier terme est nul puisque /^(l^*^) est diffuse.

6.8. Exemples. — Pour que [i satisfasse à la condition (C), il suffit que 7^ (n) soit diffuse et
que pour toute fonction continue / de KE dans M, la mesure du graphe de /, qui est égale à

vv=f(u)d\Ji(v. u). soit nulle.
JG

Ceci est réalisé par exemple si ^=^1(1-0®^^) et si PuW et PEW sont diffuses ou
encore si la mesure \t admet une densité par rapport à la mesure de Haar sur G.
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Nous imposerons dorénavant à la mesure p, de satisfaire à la condition (C) et nous
prouverons le résultat suivant :

6.9. THÉORÈME. - Soient G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et (M, K,
E) une décomposition de G définie en 4.1. Soit \JL une mesure de probabilité étalée sur G ayant un
moment d'ordre 1, satisfaisant à la condition (C) et telle que la marche de loi [i soit transiente en

f
projection. Notons a= Log ^(g)d[i(g).

JG

Si a < 0, considérons la mesure VQ = 1 /1 a | m 0 ̂  définie en 5.11; posons :

f 1 ̂ \ 1 1
F^=< 0, 8,,,——m00^ SO^AO^T.^®^ h

(̂  l ̂  l I I J

où 8g (resp. 80) est la mesure de Dirac sur G (resp. M) portée par l'élément neutre. Alors
l'ensemble A^ des valeurs d'adhérence de {Eg * U * 8^, (g, g ' ) e G x G } lorsque (g, g ' ) tend vers
le point à l'infini de G x G est égal à :

{ 8y * v * ̂ , v e F^, (y, y') e G x G}.

Si a > 0, alors A — A. = { v, v e A^}.

Remarquons que 1 /1 a | À-^ est valeur d'adhérence dep^ (U) * 8^, x e A (cf. 5.12) et par suite
si 80 00 p^ÇV) appartient à A^, nécessairement 1/ | a 180 ® ^A est aussi élément de A^.

Précisons dans quelles directions les éléments de A^ sont atteints.

6.10. PROPOSITION. — Plaçons-nous sous les hypothèses de 6.9 et supposons que a est
négatif. Soit (g^ gn)ne^ une suite deGxG tendant vers le point à l'infini de G x G et telle que
8^ * U * 8ç; converge vaguement vers v.

(1) Si quitte à extraire une sous-suite, une des conditions suivantes :
— limA(^)<oo;

— limA(^)=+oo;
n

— p^(gn) tend vers le point à l'infini de M;
— pM(gn~1) tend vers le point à l'infini de M

est satisfaite, alors la mesure v est nulle ou égale à 8y (y e G) selon que g^g'n tend vers le point à
l'infini de G ou converge vers un élément y .

(2) Supposons que p^ (gj et p^ (g^~1 ) convergent dans M; il existe alors, quitte à extraire
une sous-suite, deux éléments y et y ' de G tels que v = 8y * v^ * 8^ où v^ = lim 8^j * U * £p^y

(a) Si A(^) tend vers + oo et si A(g^) converge vers un élément non nul, auquel cas p^(g'n)
converge vers un élément x de E, alors v^ = 1 / | a | m (x) ̂  * 8^.

(P)57 A(^) tend vers +00 et si A(^) tend vers zéro, distinguons trois cas :
— soit A(g^gn) tend vers zéro, alors v^ =0;
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— soit A (gngn} converge vers un élément non nul, alors p^ (g^gn) converge vers un élément x '
de E et Vi = £o ® p^ (U) * e^.
- soit A (gngn) tend vers 4- oo, alors v^ = 1 /1 a | EQ ® À-^.
Nous commencerons par prouver l'assertion (2) de cette proposition et le lemme suivant

nous sera utile.

6.11. LEMME. — Soit n une mesure de probabilité sur un groupe G (LCD) telle que la marche
de loi \ji ait la propriété (P) et soit f un élément de C^ (G). On note Rg g. la fonction de G dans R
définie pour (g, g ' ) e G x G par :

R^(x)=e^*U* £,,(/).

Alors l'ensemble de fonctions {R^', [g^g^eGxG] est équicontinu en tout point de G.
Preuve. - Si V est un voisinage compact de e, posons K = V ~ 1 supp f. Alors VX()GG,

Vte ,^ )eGxG,VyeV:

|R,,^(xo)-R,,^(^o)|<||a,/-/||e^*U*e,/(K)

et comme par la propriété (P)

sup e^ * U * ê  (K) < oo,
(g,g'}eG

l'ensemble {R^', {g, g^eGxG] est équicontinu en XQ.
Ce lemme a pour conséquence que si (y^ g^ g^) est une suite de G x G x G telle que y^

converge vers e, alors au sens vague :

lim [e^ * U * e^-e^ * U * e^] =0.
n

6.12. Preuve de l'assertion (2) de 6.10. - Soit {g^ g'n)^ une suite de G x G telle que
PM(gn) et PM(gn~1) convergent dans M. Écrivons :

gn=^nkn^n et g^~ 1 = m^ X^ 1

où (m^, kn, ̂ n)et (m^ ^n» ^n) e M x K x E. Alors m^ et m^ convergent et quitte à extraire une
sous-suite, nous pouvons supposer ̂ ue m^k^ converge vers y et que (m^)~1 converge vers
y ' . Il résulte alors du lemme 6.11 que :

v = lim e^^ * U * £^(m^)-1 = lim 8y * e^ * U * e^ * e^
n n

et il s'agit donc d'étudier Vi =lime^*U*£^ où x^=p^(g^) et ^,==Aî(^n)-
n

(a) Supposons que A(xJ=A(^J tende vers -h oo et que A(^) converge vers un élément
non nul. Comme A est un isomorphisme de E sur R+ * ,p^ (g^) converge vers un élément x de E
et d'après 6.11 :

lim e^ * U * e^ = lim s^ * U * e^.
n n
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Comme A(xJ tend vers +00, il résulte de 5.11 que l ime^*U==Vo=l / | oc |m® ̂

Par suite v^ = 1 /1 a | m (g) ̂  * ^-x-
(P) Supposons que !imA(xJ= +00 et limA(x^)=0.

n "

Si A(x^x^) tend vers zéro, d'après le théorème de renouvellement sur R (5.12),
EA^ ^') * A(U) converge vers 0 puisque a <0 et il en est de même de e^ * U * E^.

Si A(x^^) converge vers un élément non nul, x^ converge vers un élément x ' de E.
Comme A (xj -> + oo, Ad x^(v) converge vers 0 pour tout v de M (cf. 4.15). Par suite, si / est
un élément de C^(G), nous obtenons :

r ' rv(/)=lim /[Ad xju), x^ux^dU(v, u)= /(O, xu)dV(v, u)=£o ®^(U)*^(/),
n J J

par application du théorème de Lebesgue puisque p^(V) est un potentiel transient. Et donc
V I = C O ® ^ A ( U ) * C ^

Supposons pour terminer que A(x^x^) tend vers +00 et posons x^x^=a^ Soit K^ un
compact de M dont l'intérieur contient { 0 } , alors puisque A(x^) tend vers zéro, Ad x^(K^
tend vers M. Or pour tout compact K^ de A :

£^*U*8^(KixK2)=£^*£^-*U*e^(KixK2)=c^*U(Adx^(Ki)xK2).

Par suite pour tout compact K' de M, il existe un entier p tel que pour tout n^p,
Ad x^(Ki)=>K' et donc tel que :

8^*U*e^(KixK2)^*U(îCxK2).

Comme A (ûj -> + oo, 8^ * U converge vaguement vers VQ = 1 /1 a | m (x) ̂  lorsque n -> oo
(cf. 5.11) et nous obtenons donc :

v ( K i x K 2 ) ^ V o ( K ' x K 2 )

et comme cette inégalité est valable pour tout compact K' de M, nous avons :

v ( K , x K 2 ) ^ V o ( M x K 2 ) = — — U K 2 ) = . , £0(^1)^(^2).

Il découle de plus de la condition (C) que v ne charge pas KE et par suite v ̂  1 / | a | CQ ® ̂
Enfin, de l'inégalité :

8^*U*e^(Ki xK^£^*^(U)(K2)

et du théorème de renouvellement sur A (cf. 5.12), il résulte que :

v(K,xK,)^——UK2)
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et par suite :

v=^eo®^.
Le résultat obtenu semble a priori naturel car :

8^ * U * 8^ = 8^ * (8^-i * U * 8^),

la suite 8^-1 * U * 8^ converge vers 8o®7?A (U) puisque A (x^) -^ 0 et d'après le théorème de
renouvellement sur A, 8^ *8o®/?A(U) converge vers l/ |a|8o®^A puisque A(ûJ -^ oo;mais
le fait que 8^ * U ne converge pas vers 0 est fondamental; en effet, ne supposons plus que
A (x'n) -> 0, mais seulement que A (xj et A (ûj tendent vers l'infini et faisons le raisonnement
suivant : écrivons :

8^ * U *8^ == (8^ * U * 8^ > ) * 8^,

comme A (xj -> oo, 8^ * U * 8̂ -1 converge vers 80 ® T^A (U) et puisque A (û?J ->• oo,
Eo®/?A(U)*8^ converge vers l/ |a |8o 0 ^AÎ o11 pourrait alors penser que 8^*U*8^
converge vers l/ |a |8o ® À-^; mais si A(x^)-^ oo ce résultat est faux puisque d'après (1),
8^ * U * 8^ converge vers 0.

6.13. La preuve de l'assertion 1 reposera sur plusieurs lemmes. Nous prouverons (6.15
et 6.17) que sous les conditions indiquées 8^ * p. * U * 8^ converge vaguement vers 0. Alors v
sera égale à lim8^' et par suite sera nulle ou égale à une masse de Dirac.

n

6.14. LEMME. — Soit [i une mesure de probabilité étalée sur un groupe G (LCD) telle que la
marche de loi \\. ait la proprié té (P) et soit f un élément de C^ (G). On note Hg g, la fonction de G
dans R définie pour (g, g ' ) e G x G par :

H^(.X)=8^*^*U*8^(/).

Soit {gn, gn)ne^ une sulte de G x G tendantver's le point à l'infini et soit B l'ensemble des
éléments y de G tels que la suite g^ yg^ admette une valeur d'adhérence dans G. Si pour toutx de
G, 8^*|Li*U(B) est nul, alors, quitte à extraire une sous-suite, la suite de fonctions î î g ^ g
converge uniformément sur tout compact de G.

Preuve. — Les méthodes utilisées en 2.7 pour prouver l'équicontinuité de { Hg g, g e G}
vont, comme la marche de loi p a la propriété (P), s'adapter au cadre ci-dessus.

Remarquons que :

H,,^(x)=p*U(a,T,//)(x)=P,U(a,^/)(x)+8,*v,(a,^/)

si k est un entier et si v^ = p, -h \J2 + — + ̂ fc.
Supposons que le support de / soit inclus dans un compact K et considérons un voisinage

compact V de e; alors si XQ est un élément fixé de G :

^ev' ^o.*^*^^)^"/!!^*^*^^"1^
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et ce dernier terme tend vers zéro lorsque n -> oo puisque v^ est une mesure bornée telle que
pour tout x de G, e^ * Vfc (B) = 0 où B est par hypothèse l'ensemble des éléments y de G tels
que gnYgn ne tende pas vers le point à l'infini.

Si nous montrons maintenant que : V s > 0 , 3 Â : e ^ l , 3 V voisinage de e tels que :

(*) V(g ,^)6GxG, V^eV, |P,U(a,^/)(xo^)-P,U(a,^/)(xo)|<c,

nous aurons alors prouvé que : Ve>0, 3V voisinage de e,^pe^ tel que :

V^, V^eV, |H^(xo}Q-H^(xo)|<8

et il en résultera que, quitte à extraire une sous-suite, la suite H^ ^ converge uniformément
sur tout compact.

Or, compte tenu du fait que la marche de loi p, a la propriété (P), la preuve de (*) est
identique à celle de la majoration de PfcH^(xo^)-PfcH^(xo) dans 2.7 car le point
fondamental de la démonstration réside dans l'uniforme bornitude des fonctions îig et ici les
fonctions U(c^iy/) sont uniformément bornées grâce à la propriété (P). D'où le lemme.

6.15. LEMME. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/GQ soit fini et soit \i une
mesure de probabilité étalée sur G satisfaisant à la condition (C) et ayant un moment d'ordre 1.

Ç
On suppose que a = Log A (g) d\i {g) est < 0. Soit {g^ g'n)ne^ une suite deGxG tendant vers le
point à l'infini.

Si A (g^) reste borné, ou si A (g'^) tend vers + oo, alors e^ * \x * U * e^ converge vaguement
vers 0.

Preuve. — Supposons que e^ * \i * U * e^ converge vaguement vers v. Si A (g^) reste borné,
il découle de 6.3 que puisque p satisfait à la condition (C), la suite {g^ ^n)neN vérifie les
hypothèses de 6.14 et donc que si / e C^ (G), quitte à extraire une sous-suite, la suite H^ ^
converge uniformément sur tout compact. Or pour (peC^ (G) :

[(p(x)U(a^/) (x)m^(dx)= L(x)f{g,xug^(du)m^(dx)
j J

=A(^) [^{g-^x^^u-^fWWm^dx)

=A(gJ [/MÛcp^-^^-^mo^^^AteJllÛcpllmD^).
J

Nous en déduisons que lorsque A(^J tend vers zéro :

<p(x)H^^(x)mD(^)^0;

puisque d'autre part, Hg ^ converge uniformément sur tout compact, Hg g. converge vers 0
et donc v(/)=lim H^(é?)=0.
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Si A (g^) converge vers un élément non nul, alors p^ (g^) converge; et si de plus^ fen) tend
vers le point à l'infini de M, alors p^ (g^ 1 ) tend aussi vers le point à l'infini. D'après 6.3, quitte
à extraire une sous-suite, g^ 1 xg^~1 tend vers le point à l'infini sauf peut-être pour x
appartenant à un ensemble B de mesure de Haar nulle. Puisque a est négatif, la marche droite
de loi [i est de type 1 et par suite Û (p (^1 xg^~1 ) tend vers zéro pour presque tout x et à
nouveau :

L{x)ïî^^x)m^(dx)^0
J

et v(/) est donc encore nul.

Il reste le cas oùp^ (g^) etp^ (g^) convergent, alors g^ converge et comme la marche droite
de loi p, est de type I, e^-i * Û converge vaguement vers 0 et par suite il en est de même de
£„ *U*£^.

on on

Si A (g^) tend vers + oo, la mesure s^-i * p, * Û * e -̂i converge vers 0 d'après la première
partie du lemme où le fait que a soit négatif ne joue pas. Donc v=0.

6.16. LEMME. — Plaçons-nous sous les hypothèses de 6.15 et considérons une suite (^,
gn)ne^ de G x G telle que A (g^) -> + oo et telle que p^ (g^) ou p^ (g^~1 ) tende vers le point à
l'infini de M. Soit fun élément de C^ (G); quitte à extraire une sous-suite, la suite de fonctions
îig ̂  définies en 6.14 converge uniformément sur tout compact et de plus, si (p est un élément
quelconque de C^ (G) nous avons :

Vs>0, 3pe^, ^n>p, VxeG, H^^(^)U(p(x)^ || U(p||[H^(x)+e].

Preuve. — Puisque [i satisfait la condition (C), le fait que, quitte à extraire une sous-suite,
îîg ^ converge uniformément sur tout compact découle de 6.3 et 6.14. Notons \|/ la limite de
cette suite de fonctions. De la relation :

PH^=H^+£^*^i*£^

il découle que Pv|/=\l/+lim8^*a*£^, et comme [i satisfait à la condition (C), la suite
n

s^ * a * E^ converge vaguement vers 0. Par suite \|/ est une fonction a-harmonique bornée.
Montrons que pour tout x=vu où (v, u)eM xA, \|/(x)=\|/(u). En effet :

lim e^ * a * U * s^ (/) = lim £Ad(^))(^" * H * U * £^ (/) = lim e^^ * a * U * £^ (/),
n n n

d'après 6.11 car comme A(gJ -> oo, Ad^fen))^) converge vers 0 (4.15).
La fonction \|/ peut donc être identifiée à une fonction^ (n)-harmonique continue bornée

sur A = KE et puisque d'après le théorème classique de Choquet-Deny [13] de telles fonctions
sont constantes, la fonction v|/ est constante. Par conséquent :

limH^(x)-H^(éO=0,
n

uniformément pour x appartenant à un compact quelconque de G.
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Soit (p un élément de C^ (G) et soit D son support. Appliquons ce résultat au compact D;
alors :

Ve>0, 3 p ç N , ^n>p, VxeD, H^(éO^H^(x)+£.
Et donc :

V£>0, ^e^J, V^, VxeD, H^^{e) U(p(.v)^ || U(p||[H^^(x)+e],

mais comme :

H^ ̂  (x) = U /„ (x), /, (x) = fc^, T^ / (y) 41 (j;)
j

il découle du principe du maximum que cette inégalité valable sur le support de (p est valable
partout. Le lemme est donc prouvé.

6.17. LEMME. — Plaçons-nous sous les hypothèses de 6.15 et considérons une suite (^,
Sn)neN de G x G telle que A(^) -> +00 et telle que p^ (g ̂ ) oup^(g^~1) tende vers le point à
l'infini de M. Alors la suite £^*H*U*£^ converge vaguement vers 0.

Preuve. — Des hypothèses faites sur H, il résulte que lorsque x tend E vers le point à l'infini
de manière à ce que A(x) tende vers + oo, e^*U converge vaguement vers la mesure non
nulle V o = l / | a | m ( g ) À , A (th. 5.11). Soit alors (p un élément de CK(G) tel que Vo((p)^0.
Appliquons le lemme 6.16 à la fonction (p et faisons tendre x dans E vers le point à l'infini de E
de manière à ce que A(x)-»+oo. Alors U(p(x) converge vers Vo((p) et
H^^(x)=£^*U*H*e^(/) vers e^*Vo*|Li*e^(/) puisque la marche de loi ^ a la
propriété (P)".

Comme V()*H==VO, nous obtenons :

Ve>0, 3peN, ^n>p, H^(^)vo((p)^ ||U(p|| [^ *Vo *£,,(/) +e].

Si la suite e^ * U * e^ converge vaguement vers v, nous obtenons en faisant tendre n vers
+00 :

v(/)vo((p)^||U(p||riime^*Vo*£^(/)+e1
L " j

et comme cette inégalité est valable pour tout e>0, on peut supprimer le terme s.
Utilisons alors la forme de VQ pour montrer que limSg *VQ*£^' (/)=0. Posons :

gn=^n^n OÙ (m^, ûj G M X A

et :

.̂"̂ m;̂ ;, où (m;., a;,) e MX A.

Par hypothèse m,, ou m;, tend vers le point à l'infini de M. Comme VQ admet les éléments de A
pour périodes,nous avons :

£^ * VQ * £^ = £^ * Vo * £^-1 ^-1 = £^^ * VQ * £^-1 ̂ -i.
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Or pour tout y de G,p^ (m^ a^ ya^~ lmf^l) =p^(y) et par suite si K^ et K^ sont deux compacts
respectifs de M et A :

(m^-^xK^K^ŒMxK,

et m étant de masse 1, Vo(M xK^l/lal^K^oo.
Comme m^ ou m;, tend vers le point à l'infini de M, d'après 6.3, m^ a^ ya^~1 m;,"1 tend vers

le point à l'infini sauf pour y appartenant à un ensemble B de VQ mesure nulle puisque ̂  vérifie
(C). Il résulte alors du théorème de Lebesgue que :

lime^*Vo*8^-^-i(Ki xK^O.
n

Par suite, 8^ * VQ * 8^ converge vaguement vers 0 et il résulte de l'inégalité ci-dessus que v est
nulle.

CHAPITRE VII

COMPORTEMENT A L'INFINI DU NOYAU POTENTIEL

A. Équivalence asymptotique du noyau potentiel

Soit G un groupe presque connexe de la classe Q) et p, une mesure de probabilité étalée sur
G. Lorsque la mesure [i vérifie certaines conditions de moment et lorsque

f
oc = Log A (g) d\i (g) est négatif ou nul, nous avons vu que la marche droite de loi a est de

JG
type II. Plus précisément, si G est un groupe de Lie tel que G/Go soit fini admettant la
décomposition (M, K, E) définie en 4.1 et si (gn)n^ est une suite de G telle que A (^) -^+00
et PM (§n) converge dans M, la suite 8^ * U converge vaguement vers une mesure non nulle
lorsque n->co. En revanche, lorsque a est positif, 8^ * U converge vaguement vers 0 et nous
allons rechercher une fonction continue h de G dans [R^ telle que h(g^)Sg-k U converge
vaguement vers une mesure non nulle. La méthode consistera tout simplement à relativiser le
noyau potentiel par rapport à une exponentielle ^-harmonique non triviale, s'il en existe.

7.1. DÉFINITION. — Soit [i une mesure de probabilité sur G(LCD). La mesure ^ est dite
irréductible si le semi-groupe fermé T^ engendré par le support de p. est le groupe G entier.

7.2. EXPONENTIELLES ^-HARMONIQUES. — Soit G un groupe presque connexe de la classe
Q). Puisque G est un groupe non unimodulaire tel que G/[G, G] soit de rang 1, toute fonction
exponentielle sur G, c'est-à-dire tout homomorphisme continu de G dans R^ * ( x ) s'écrit A13

où A est le module et P e R. Il est aisé de vérifier que A13 est ii-harmonique si et seulement si :

f A^)dnfe)=l.
JG
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Considérons alors la fonction :

¥(t)= f ^(g)d^(g)= f ^(Log A)0i)(dx),
JG Jn

transformée de Laplace de la mesure (Log A)(^) sur R. Cette fonction est continue convexe
sur l'intervalle de R où elle est finie; par suite, il existe au plus deux valeurs de t pour lesquelles
F(^)=l , l'une étant évidemment la valeur nulle puisque [i est une probabilité. S'il existe
exactement deux valeurs, nécessairement la mesure (LogA)(^i) est irréductible;
réciproquement, si (Log A) (p) est irréductible, F (t) tend vers + oo lorsque 1 1 \ -> + oo; et par
suite lorsque le domaine sur lequel F (/) est fini est suffisamment grand, il existe deux solutions
de F (t) = 1 si F n'atteint pas son minimum en 0 ce qui se traduit lorsque (Log A) (^i) admet un

p
moment d'ordre 1 par a = x (Log A) (p.) (dx) différent de 0. Nous désignerons par A13 (P 7^ 0)

•/
l'exponentielle ^-harmonique non triviale si elle existe. Remarquons que lorsque (Log A) (p)
et (Log A) (A^p) ont un moment d'ordre 1, les intégrales :

f Log A (g) H (dg) et f Log A (g) (A^ n) (dg)
JG JG

sont de signe contraire car les tangentes au graphe de F aux points 0 et P ont des pentes
opposées. De plus a est positif si et seulement si P est négatif.

Montrons tout d'abord que lorsque a est'négatif, l'hypothèse d'étalement n'est pas
nécessaire pour étudier le comportement de Sg * U lorsque A (g) tend vers + oo et lorsque
p^(g) converge.

7.3. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/GQ soit fini et soit p,
une mesure de probabilité (non nécessairement étalée) sur G telle que la marche de loi [i soit
transiente en projection.

r
Si Log A est [i-intégrable et si oc= Log ^(g)d\i(g)<0, alors :

JG

lim £^*^^i"=e^*Vo,
AC?)-»'+OO n^O
PM^^2

où la mesure VQ est non nulle si et seulement si [i admet un moment d'ordre 1. Dans ce cas,
VQ = 1 / [ a | m (x) ̂  où m est une mesure de probabilité sur M vérifiant [i * m = m.

5'; Log A n'est pas [i-intégrable, la limite ci-dessus est nulle.
Preuve. — Lorsque Log A n'est pas ^i-intégrable, le théorème de renouvellement sur R

permet de conclure. Si Log A est n-intégrable et si oc est < 0, la mesure [i vérifie l'hypothèse (H)
de 5.14 et il existe une mesure de probabilité m telle que ^ * m = m si et seulement si [i admet
un moment d'ordre 1 (5.15). Or si v est une valeur d'adhérence de { e ^ * U, x e E} lorsque
A (x) -> + oo, v admet les éléments de A pour périodes (cf. 4.16) et s'écrit donc d'après 4.20

sous la forme m' ® À^ où m' est une mesure de masse finie telle que p, * m' = m' puisque la
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marche de loi |LI est transiente en projection. Par suite si n n'admet pas de moment d'ordre 1,
la mesure v est nulle, et Sg * ̂  u" converge vaguement vers 0 lorsque A {g) -> + oo et 7^ (§)

n^Q

converge. Le cas où p, admet un moment d'ordre 1 est étudié sans hypothèse d'étalement dans
5.27. D'où la proposition.

7.4. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et soit \\.
une mesure de probabilité {non nécessairement étalée) sur G. Supposons qu'il existe une
exponentielle ̂ -harmonique A3 non triviale et que P soit négatif. Alors si A13 [i admet un moment

r
d'ordre 1, le moment y= Log ^(g)d(^^)(g) est négatif et :

JG

lim A^-^E^^a^——e^A^®^
A(g)^oo n'^0 1 Y 1
PM ̂ ) -" z

où m est une mesure de probabilité sur M telle que ^[i-km^m.
Si A^ n'admet pas de moment d'ordre 1, la limite ci-dessus est nulle.
Cette proposition s'applique évidemment au cas où Log A est a-intégrable et a > 0, car s'il

existe une exponentielle u-harmonique non triviale A^ (3 sera dans ce cas nécessairement
négatif.

Preuve de 7.4. — II suffit de remarquer que, puisque A13 est un homomorphisme, nous
avons pour tout / de C^ (G) :

A^or1)^* E ̂ co=£.* E (AWA-P/)
n^Q nïO

et d'appliquer la proproposition 7.3 à A15 H pour conclure.
Si nous imposons de plus à la mesure [i d'avoir une densité bornée à support compact, il

nous est possible grâce à la dualité existant entre les noyaux potentiels U et Û d'obtenir des
renseignements sur le comportement du noyau potentiel lorsque A(^) tend vers zéro.

7.5. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/Gç soit fini et soit \JL
une mesure de probabilité sur G admettant une densité bornée à support compact.

S i :

a= LogA(g)d[i(g)est^O,
JG

alors :

lim A(^~1)^* ̂  a"=^mD,
A(^)-^0 nï0

PM^'1)-^2

où m^ est une mesure de Haar à droite sur G et c^ un réel non nul dépendant de z.
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Si a<0 et si la mesure (Log A)(|i) est irréductible, alors il existe une exponentielle
^-harmonique non triviale A^ telle que p soit strictement positif et :

lim A^1^-1)^*^^^-^,
A(^)-^0 n^O

^M^~1)^

OM c^ ̂  u î̂ réel non nul dépendant de z.

Preuve. — Si p, admet une densité bornée à support compact, la mesure \x2 admet une
densité (p continue à support compact. Pour /eC^(G), nous avons donc :

U/(g)=c,*^*U (/)+/(^)+£,*^(/)

=A(g) f /(x)Û(pfe- lx)mD+/te)+^*^i(/).
^G

Si a ̂  0, alors Log A (g) d\ji (g) est ^ 0 et d'après 4.17 et 5.11, il existe une mesure non nulle
VG

VQ telle que si A^'^-^oo et Aite"1)-^ ^^(g lx) converge vers e^*Vo((p)
uniformément pour x appartenant à un compact. Par suite A~l(g)\Jf(g) converge vers
£z^vo(^))mD(f) et ^ suffit de poser c^=c^*Vo((p).

Si a est <0, l'irréductibilité de (Log A)(|.i) assure l'existence d'une exponentielle
^-harmonique non triviale A^ et nécessairement P est >0.

Comme dans la proposition précédente :

A^^U/^e^^AWA-P/)
n^O

et puisque Log A^KA^Krfg) est positif, on applique à A^ la première partie de la
JG

démonstration.

7.6. Remarque. — Si A (g) -> 0 et sip^ (g) converge, alors p^ (g~1) tend vers zéro; par suite
pour une mesure de probabilité ^ admettant une densité bornée à support compact et telle
que (LogA)(^i) soit irréductible, nous avons obtenu (7.3, 7.4 et 7.5) un équivalent
asymptotique (au sens vague) de e^ * U lorsque g tend vers le point à l'infini de manière à ce
q^ Pu (g) converge.

Nous pouvons en particulier en déduire le comportement asymptotique du noyau de
Martin (£^*U)/Ur(g) pour reC^ (G) lorsque g tend vers 8 de manière à ce que /?M^)
converge. Les mesures limites du noyau de Martin obtenues sont, à une constante
multiplicative près :

— { A ' ^ m ^ , e^*m (x) ^A? zeM} (où m vérifie ^i*m=m) si a est <0;

— { m^, s ^ * m ® À A , z € M } (où m vérifie [JL * m = m) si a est nul;

~ [m^ s^A^® ̂ » zeM} (où m vérifie A p ^ l*m=m) si a est >0.
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Une étude complète du noyau de Martin a été menée sur le groupe affine [20] et dans ce cas
nous avons montré que les limites ci-dessus engendraient exactement les génératrices
extrémales du cône des mesures p-invariantes.

B. Interprétation sur les groupes semi-simples

7.7. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe non compact de centre fini et NAK
une décomposition d'Iwasawa de G où les sous-groupes N, A, K sont respectivement
niipotent simplement connexe, abélien connexe, compact maximal. Si le groupe A est de
rang 1, le groupe NA est de la classe Q) [52].

Considérons sur G une mesure de probabilité n-invariante à gauche par K, c'est-à-dire
vérifiant ̂  * [i = 1̂  sl ^K est ^a mesure de Haar normalisée sur K. Alors si / est un élément de
C^(G) invariant à droite par K et si g=nak où (n, a, k)eN x A x K, nous avons :

£,* ^(/)= ^(nakn'a'k^d^n^a'.k1)^ \f{nan'a'}d^{n\a\k'\
J J

Par suite si |̂ i désigne la projection de p, sur NA :

^*^(/)=Sna*^lCA

où la fonction / invariante à droite par K est considérée comme une fonction sur NA. Et de
même :

^E^/)-^*!;^/).
n^O n'^0

où HÏ désigne le produit de convolution de [i^ dans NA. Donc les résultats obtenus pour le
noyau potentiel sur NA se transportent aux noyaux potentiels de mesures invariantes à
gauche par K sur NAK.

7.8. Le groupe NA est non unimodulaire; soit A son module. Si nous prolongeons A à
G par A(^aÂ;)=A(û), la mesure À-o=AÀ-N ® ̂  ® ^K °ù ^-N est une mesure de Haar sur
N et À<A une mesure de Haar sur A dont l'image par A est la mesure de Lebesgue sur R4'*, est
une mesure de Haar sur le groupe unimodulaire G = NAK [35]. Nous savons de plus [35] que

r
pour tout g de G, A~ 1 (kg)^(dk)=l. Par suite, si ^ est une mesure de probabilité

JK
invariante à gauche par K, alors ^(A"1)^ et A 1 est une exponentielle ^-harmonique
et aussi (^-harmonique si (^ est la projection de [i sur NA. Lorsque de plus, Log A est [i-
intégrable, nous en déduisons en particulier que :

r rLog A (g) d[i (g) = Log A (g) 4ii (g)
JG JNA
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est positif, ce qui est naturel du point de vue théorie du renouvellement lorsque A est de
rang 1, la marche de loi u,i sur NA devant être de type I, puisque le groupe G=NAK semi-
simple est de type I.

Le résultat suivant sera une application de 7.4 et 7.5.
7.9. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et soit [i une

mesure de probabilité sur G invariante à gauche par K. Sif est un élément de C^ (G) invariant à
droite par K :

lim A(û)e,*U(/)=Vo(/),
ûeA

A(o)-»' +00

où VQ est une mesure non nulle si et seulement si A est de rang 1 et si [i admet un moment
d'ordre 1. Alors dans ce cas la mesure VQ s'écrit

l / | y | A m ® ^ ® ^ K où y= Log A(^)(A-1 [i){dg)
JG

et où m est une mesure de probabilité sur N ne dépendant pas de a. Plus précisément m admet
pour densité v|/ (n) = A -1 (kç 1 n ~1 )par rapport à une mesure de Haar adéquate sur N si ko est un
élément de normalisateur de A dans K agissant sur A par symétrie.

Preuve. — Nous avons remarqué que pour toute fonction / de C^ (G) invariante à droite
par K et tout élément a de A;

^*I>n(/)=^*I>ï(/)•
n^O n^O

De plus, puisque A"1 est a-harmonique. A"1 Ui est une probabilité sur NA et :

A(^)e,* ̂  aï(/)=s,* ̂  (A-1 ai)"(A/).
n^O n^O

Si le rang de A est supérieur à 1, la marche de loi A~ 1 a^ sur NA admet une projection
transiente et de type 1 et par suite est elle-même de type I. La proposition est donc immédiate
dans ce cas et en fait on prouve même que :

lim A(^)8,*U(/)=0.
geG

A(^)-- +00

Si le rang de A est égal à 1, alors NA est un groupe de la classe Q) et lorsque Log A est (A ~1 a^ )
r

intégrable, l'intégrale Log A (g) (A 1 a^ ) dg est nécessairement négative. Donc d'après la
JNA

proposition 7.3, la mesure VQ est non nulle si et seulement si A"1 a^ admet un moment
d'ordre 1. Or d'après 5.6 (3), il est équivalent pour les mesures A"1 p. sur G et A~ 1 a^ sur NA
d'avoir un moment d'ordre 1 puisque G/NA est compact. Remarquons alors que si ô est une
jauge principale sur G :

[ ô(g)^-l(g)d^g)= [ f 6(kg)^-l(kg)d^g)dk^(k\
JG JK JG
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puisque p, est invariante à gauche par K. Comme 6(kg)^S(k)-{-6(g)-\-C et comme

A"1 (kg) dk^ (k) = 1, nous en déduisons que :
JK

[ S(g)A-l(g)d[i(g)^Cf+ f 8te)d^)
JG JG

et un argument analogue permet de montrer que réciproquement si A~ 1 p, admet un moment
d'ordre 1, alors p, admet un moment d'ordre 1. Par conséquent, la mesure VQ est non nulle si et
seulement si p, admet un moment d'ordre 1 et dans ce cas (cf. 7.3) :

VQ = ,—. A (m ® XA 00 À-K ),

où m est une mesure de probabilité sur M vérifiant A"1 ̂ i *m=m.
Il s'agit maintenant d'expliciter m. Soit M'le normalisateur de A dans K. Comme A est de

rang 1, M' agit sur A soit trivialement, soit par symétrie [52]; notons k^ un élément de M'
agissant sur A par symétrie.

Considérons une mesure p, particulière admettant une densité continue à support compact
et montrons que pour cette mesure [i :

Am(x)À-A (gÀ^^^A"1^),

où À-o est une mesure de Haar sur G.
Soit a^ une suite de A telle que A(ûJ -> 0; alors puisque [i admet une densité continue à

support compact, d'après 7.5 nous avons pour tout/eC^NA) :

lim A-^)^* ̂  ^(/)=——^N®^A(A
n-»-oo p^O 1 Y 1

si À,N est une mesure de Haar adéquate sur N. Par suite, pour tout élément / de 0^(0)
invariant à droite par K :

limA- l(^)£^*^^(/)=——^®^®^K(/)=^(A- l^)(/)
n^oo pïQ IN IN

où À-G est une mesure de Haar sur G.
Comme d'autre part A (ko a^ ko 1 ) = A (û^1 ) tend vers + oo, d'après la première partie de la

preuve :

lim A(Â:o^o-1)^^* E ̂ (^——Amî^®^/),
n->oo p^O 1 7 1

ou encore puisque p. est invariante à gauche par K :

l imA- l(^)£^^*^^(/)= lAm^®^K(/).
n-»-oo p^O I Y I
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Combinant ces deux limites, nous obtenons :

£^*(A- l^)(/)=(Am®^®^K)(/),

pour tout élément / de C^(G) invariant à droite par K et par suite :

(**) e^A'^G^AmOO^A®^)-

La mesure m admet donc une densité \|/ par rapport à la mesure de Haar À,N définie ci-
dessus. De la relation (**), il résulte que :

et donc que :
(a^-i A) 1 À,o = A m (g) ̂  ® ^K

(a,-i A)~ 1 À,N ® ^A = ̂  ® ^A-
Par suite :

m ® ^A=(^o-1 A)"1 À,N ® ^A=(<^ A)"1 AÀ,N ® ^A

D'où pour tout g=nae^A :

v^f(^=A- l(Â:o l^- l)Afe)=A- l(À;o lû- l^^- l)A(û)

=A- l(Â:o lû- lÂ:o)A- l(^o=A- l(^o lû - l^o)A- l?o l" - l)A^)=A- l(/ro l^~ l),

puisque A:o appartient au normalisateur de A.
Remarquons maintenant que (**) ne dépend pas de a. Or la mesure e^ * (A~1 À-o) vérifie,

pour toute mesure de probabilité p, :

^(A-1^)*^*^^^"1^),

puisque A~ 1 est harmonique relativement à la probabilité ̂  * ̂  invariante à gauche par K.
On en déduit alors à l'aide de (**) que pour toute mesure de probabilité p, invariante à
gauche par K :

A~ 1 Oi *m=m,

où Oi est la projection de p, sur NA et où m est la mesure ci-dessus de densité v|/. Si Log A est
A"1 Ui-intégrable, la mesure A~ 1 a^ vérifie l'hypothèse (H) et il résulte de 5.15 que la mesure
m de densité v|/ est l'unique solution de A~ 1 Oi *m==w et que la mesure A"1 p,i admet un
moment d'ordre 1; la proposition est donc prouvée et on a remarqué de plus que l'existence
d'un moment d'ordre 1 pour A"1 a est équivalente à l'intégrabilité de Log A relativement à
A^u.

Plaçons-nous toujours sur un groupe G semi-simple de rang 1 et considérons une
décomposition de Cartan KA'^K de G où A^^eA, A(a)^ l} et notons si
g=k^ak^(k^, a^k^eKxA^ xK, Tl^(g)=a l'élément de A+ dans cette décomposition. De
la preuve de la proposition précédente, il découle le corollaire suivant.
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7.10. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et de rang 1
et soit [i une mesure de probabilité sur G invariante à gauche par K et ayant un moment
d'ordre 1. Soit g^ une suite de G tendant vers ô que nous pouvons écrire k^TY^(g^)k^ alors
A [IÏA (gn)] tend vers +00 et, quitte à extraire une sous-suite, k^ converge vers k. Nous obtenons
si f est invariante à droite par K :

lim A(n^))£^*U(/)=8,*Vo(/)= le^*(A- l^)( / ) ,
/; -» x 1 Y 1

r
où À-o est une mesure de Haar adéquate sur G (cf. 7.9) et y = LogA(^)(A 1 [i)(dg).

JGr -De l'égalité A 1 (kg) dk^ (k) == 1 pour tout g de G, il résulte que À,K * (A 1 ̂ o) = ̂ G et P^
JK

suite si/est biinvariante par K, nous retrouvons le résultat de P. Bougerol (th. 2 de [7]) :

lim A [0, (g)] 8, * U (/) = 1 ^ (/).g-»§ i y i
Ce résultat avait été obtenu par une méthode très différente utilisant l'analyse harmonique
non commutative.

7.11. Si a est une mesure de probabilité biinvariante par K sur un groupe semi-simple
tel que A soit de rang 1, nous connaissons grâce à la proposition 7.10 le comportement du
noyau de Martin (e^ * U)/(^ * U(r)) pour toute fonction de référence r (cf. 5.29). Il résulte
alors de [2] que les génératrices extrémales du cône des mesures ̂ -invariantes sont engendrées
par les mesures £^ * (A~1 À-o) où k e K. En fait, pour tout élément k^ du centralisateur M de A
dans K, e^ * A"1 À-o = A ~ 1 ̂  et il suffit donc de considérer les mesures s^ * (A~1 À-o) pour k
appartenant à la frontière de Furstenberg B (G) ^ K/M de G. Toute mesure ^-invariante se
représente alors (cf. [2]) à l'aide de cette classe de mesures. Nous obtenons donc :

7.12. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et de rang 1
et soit [i une mesure de probabilité sur G, ayant un moment d'ordre 1 et biinvariante par K.
Alors toute fonction f ^-harmonique positive s'écrit:

f(g)=[ A-l(kg)dv(k),1 L

JB(G)

où v est une mesure de Radon sur B (G).
Furstenberg avait prouvé ce résultat dans [25] pour des mesures (J. admettant des densités

bornées à support compact.

C. Comportement asymptotique des noyaux ^ r" a"
nïO

7.13. Dans [8], P. Bougerol fait la remarque pertinente suivante : sur un groupe non
moyennable, la quantité sup£^*H"(C) où C est un compact, décroît exponentiellement

9

lorsque n -> oo; la convergence vers 0 de Sg * U est donc immédiate et il est plus intéressant de
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considérer le noyau e^* ^ cTQi)""^" où a(n) est la norme spectrale de l'opérateur de
n'^0

convolution par [i sur l'espace des fonctions de carré intégrable pour une mesure de Haar
sur G; il prouve alors que ce noyau converge aussi vaguement vers 0. Sur un groupe
moyennable a (^) = 1, mais sur un groupe semi-simple o- (^) est égal au rayon spectral p de ^
c'est-à-dire à l'inverse du rayon de convergence au sens vague de la série de mesure
^ r" \jJ1 (r e R). Et on peut se demander pour une marche de type I, quel est le comportement

n^O

à l'infini des noyaux potentiels s^* ̂  r"^" pour l< r^p~ 1 .
nï0

Y. Guivarc'h a prouvé dans [31] que, sur une certaine classe de groupes contenant en
particulier les groupes de la classe Q), pour toute mesure de probabilité irréductible sur G, le

f
rayon spectrale de [i est égal à la borne inférieure des scalaires \h(g)d[i(g) où h décrit

j
l'ensemble des exponentielles de G dans R^ *. Par conséquent, sur un groupe de la classe Q) :

r
p=infFO) où ¥{t)^\ ^t(g)d[l(g).

teH JG

De plus, comme G est non unimodulaire, le noyau ^ p~"^" converge vaguement.

7.14. DÉFINITION. — Soit G un groupe LCD et soit [i une mesure de probabilité sur G. La
mesure [i sera dite admettre un moment (Tordre exponentiel si pour une jauge principale ô sur
G, nous avons, pour tout t de [R :

f
et6(g)dvi(g)<oo.

JG

7.15. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe 2 tel que G/Go soit fini, et p une
mesure de probabilité irréductible étalée sur G ayant un moment d'ordre exponentiel.

Supposons que a= LogA(^) d[i(g) est positif. Alors si p désigne le rayon spectral de ^i, il
JG

existe un réel to négatif tel que :

lim A^g-^e,* ^ ^-n^--lim A^g-1)^* ^ p-^^A-^e^m®^.
A(^)-^ +00 n ̂  o
/'M'^-^

où m est une mesure de masse infinie sur M vérifiant A^ [i * m= p m.

Preuve. — Puisque p=infF(^) et puisque [i admet un moment d'ordre exponentiel, p est
teR

atteint en un point ÎQ tel que au point ÎQ la tangente au graphe de F soit horizontale. Par
suite :

f
| LogA(^)(A^)(^)=0.

^G
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Comme pour tout/de CK(G) :

(*) A^-^* ^ p-"a"(/)=E,* ^ (p^A^UA-^/)
« ^ 0 n ̂  0

et comme la mesure p ~1 A10 [JL est une mesure de probabilité de moment d'ordre exponentiel
(donc au moins 24-e) dont la marche associée est récurrente en projection, la proposition
découle de 5.38.

Par conséquent si a est positif, Sgic ^ p^u" converge vaguement vers 0 lorsqueP~^
n > 0

A (g) -> + oo etpu (g) converge; bien sûr si a est nul, la convergence a lieu vers une mesure non
nulle et si a est négatif la famille e^ * ̂  p~" a" n'est pas vaguement relativement compacte.

nï0

Si la marche de loi ̂  admet une densité bornée à support, nous pouvons étudier, de manière
analogue à 7.5, le comportement de 8^* ^ p~"u/1 lorsque A (g) -> 0.

n^O

7.16. PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie de la classe Q) tel que G/Go soit fini et [i une
mesure de probabilité irréductible sur G ayant une densité bornée à support compact. Si p est le

r
rayon spectral de a, il existe un réel ÎQ tel que A^0 (g) d\\. (g) = p 1. Alors nous avons :

JG
lim A1^-1)^* ^ p-^^A-^o,

A(^)-^0 nïO
PM^'^^z

où me est une mesure de Haar à droite sur G et c^ un réel non nul dépendant de z.
Donc £g * ̂  p~ " a" converge vaguement vers 0 dans cette direction si et seulement si 1 + ÏQ

n^O ç
est positif, ce qui est toujours le cas lorsque Log A(^) d[i{g) est négatif ou nul.

Je

7.17. Remarque. — Lorsque Log A (g) d[i (g) est positif, ÎQ est négatif et par suite 1 + ÎQ
JG

peut prendre toutes les valeurs de — oo à +1. Et selon les cas la suite s g * ̂  p ~ n u/1 converge
n^O

ou diverge. Mais remarquons que si nous considérons une mesure [i K-invariante à gauche
sur un groupe semi-simple, nous avons toujours [i (A ~1 ) = 1 et par conséquent si a^ désigne la
projection de [i (cf. 7.7) sur le groupe NA de la classe ̂ , le réel ÎQ associé à U j est supérieur à
— 1 (il est en fait égal a — 1 / 2 d'après [8] ), et donc Sg * ̂  P ~ " HÏ converge vaguement vers 0

n^O

lorsque A(^) -> 0 et^te"1) converge. Il en est donc de même de 8^* ̂  p^a" ce qui est
/7^0

naturel vu le résultat rappelé ci-dessus de P. Bougerol.
Preuve. — D'après la relation (*) de 7.15, il s'agit d'étudier Gg * ̂  u'" avec a' = p -1 A10 [i

n^O

et d'après la proposition 7 .5 :
lim AC^)^* ^ ^"=0^0,

A(^)^0 n^O
PM^'^-^Z

Ç
puisque LogA(g)[i'(dg) est nul. Il est alors aisé de conclure.

JG
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APPENDICE

APPENDICE A 1

Toute marche définie sur le groupe D^ des translations et symétries de R est de type I.

Preuve. — Le groupe D^ peut être représenté par le produit semi-direct [R x { — 1, +1} où
le produit de deux éléments (&i, e^) et (b^, e^) de tR x { — 1, +1} est défini par :

(èl, £1)^2, £2)=(^ l+£l^2 . elc2)•

On désignera par H le sous-groupe isomorphe à R des translations de D^ et si g est un élément
de DI, on notera b(g) sa partie translation.

Soit (îî, (X^)^çi^, (Pg)geo une marche de loi u transiente sur G. Si T^ désigne le ̂ î-ième temps
de retour de la suite (XJ^N dans H, le triplet (Q, (X^ei^ Vg)geîi) est une marche aléatoire
sur H de loi UQ égale à P^ (e, . ).

Il découle des relations H.H^IP.H^0 et H'.H^H que :
00

^O=^H+ Z UHc*ufi*aHc,
n=0

où HH et Pw sont ^es restrictions de a à H et H0. Comme la marche de loi u est supposée
adaptée, la mesure u^c est non nulle.

Les noyaux potentiels des marches de loi ^ et de loi u,o coïncident sur H. La marche de loi
[IQ est donc transiente sur H et nous allons vérifier qu'elle est de type I. Il est montré dans [15]
par une méthode utilisant d'ailleurs la marche induite sur H que si la marche de loi u sur D^

f
est transiente, alors l'intégrale | b (g) \ d\^ (g) est infinie. De l'inégalité u,o ^ HH + HH- * 1̂  il

jDi

découle que l'intégrale | b(g) | ûf^o (g) est aussi infinie.
JH

Or b définit un isomorphisme de H sur R et nous savons que toute marche transiente sur R
et n'ayant pas de moment d'ordre 1 est de type 1 (cf. chap. 5, th. 3.8 de [45]). De ce fait, la
marche de loi u-o es^ de type 1 et donc, pour tout compact K de 1R :

^.D* E aS(Kx{l}) -^0 ,
n^O

lorsque b tend vers le point à l'infini de R.
Par suite, puisque les noyaux potentiels associés à u, et u^ coïncident sur H :

(*) c^*U(Kx{l})

converge vers 0 lorsque b tend vers l'infini dans R.
Considérons alors une suite (^J^N quelconque de R tendant vers l'infini et telle que les

suites E(^ i) * U et £(^ -i) * U convergent vaguement vers deux mesures que nous noterons v^
e t v _ i .
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Si/est un élément de CK (D^), posons pour tout x de R et tout te {-1, +1} :

(p (x, ^) = lim £(,, i) * 8 ,̂ ,) * U (/) = 8^, i ) * v, (/).
n-> oo

Comme H est abélien, nous avons de plus :

(p (x, ^) = lim 8^ D(^ ,) * U (/).
n —» oo

Cette fonction (p est donc continue bornée n-harmonique.

Supposons que le support de/est dans H, alors d'après (*), pour tout x de R :

(p(x, l)=lim£(^,i)*U(/)=0.
n-» oo

Par suite l'harmonicité de (p nous permet d'écrire que :

(**) ^(x+b{g), -l)d^.(g)=0

et :
r
\(f>(x-b(g), -l)4iHÙ?)=(p(x, -1).
J

II en résulte que la fonction (pi définie sur R par (pi (x)=(p(x, -1) est harmonique bornée
relativement à la probabilité adaptée b(^c+^). Comme elle est de plus continue, elle est
constante d'après le théorème de Choquet-Deny [13]. La mesure 0^ étant non nulle, (**)
entraîne que (pi est nulle.

Si le support de/est inclus dans ]-T, alors la fonction (p (x, -1 ) est nulle pour tout x de R et
par un raisonnement analogue (p est nulle.

Par suite, les mesures v^ et v_ i sont nulles et nous en déduisons que lorsque b tend vers le
point à l'infini de R, 8^ i ) * U et 8^ -1 ) * U convergent vaguement vers 0. La marche de loi [i
sur DI est donc de type I.

APPENDICE A 2

Soit M un groupe niipotent connexe simplement connexe M de rang r que l'on identifie à
son algèbre de Lie. Il existe alors une norme || || sur l'espace vectoriel M et un polynôme Q^
à coefficients réels de degré r et sans terme constant tel que :

V^e^J, V(^, .. ., ^)eM^, ||^.. .y,\\ ̂  QJ||^ ||+ .. . +||^||].

Remarquons que le polynôme Q, ne dépend pas du nombre? d'éléments de M dont on fait le
produit et c'est ce qui fait l'intérêt de ce résultat. Ce type d'inégalité est classqiue lorsque;? = 2
(cf. X.3 de [37]) mais en utilisant la formule de Campbell-Haussdorfpour un produit de p
éléments, nous pouvons obtenir l'inégalité ci-dessus.
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Preuve. — Supposons que M soit un espace vectoriel de dimension m. Alors il existe
(cf. X.3 de [37]) une base (^i, .. .,^J de M telle que [e^ ^•]=^a^^et |a^J ^ m"372. Si

k

I I I I désigne la norme euclidienne sur M relativement à cette base, nous avons, pour tout
(u , î ; )deMxM, | | [u ,y] | |^ | |u | | . | | i ; | | .

Le produit des éléments y ^ , .. ;, y? du groupe M identifié à son algèbre de Lie est alors
donné par la formule de Campbell-Haussdorf. Si nous suivons les méthodes de
([37], chap. X. 2), nous en déduisons que les coefficients de cette formule peuvent être définis
de la manière suivante :

Soit MI , . . . , Up p éléments et soit B l'algèbre libre sur R à p générateurs 1^1, . . . , Up.
Définissons les séries formelles :

^P^ Z ^ et Log(i+^)= ^ (-i)"^-1^
k^O K ' n>Q

et considérons la série formelle suivante :

A(Mi , . . ., Mp)=Log(expûi . . .exp^p)

= ̂  (-ir^-^exp U i . . .exp Up-l)r= ^ C,T>,, . . . , i^),
n>0 aes^

où se désigne l'ensemble des suites finies d'éléments de ^-{0}, et si
a=((n\, . . . , nj,), . . . , (n^, . . . . n^)) est un élément de se, c^ est un réel positif et :

T,(MI, . . . ,^ )=MÏ. . .M^. . .MÏ. . .^ . . .MÏ . . .^ .

Alors dans M le produit y ^ . . , Y p peut être défini par :

y r ' - y p ^ S ^n^Mi, ...,up),
û€^/

où si :
^=((^}, . . . ,^), . . . ,(^, . . . , ^ ) ) e t s i ? = s u p { y , ^ ^ 0 }

n,(^, . ... u^d^ady.f. . .(û^ .̂ . .(^i)^. . .(^•y^1^)

avec :
/ p k \ - 1^=( z z ^) .
\ J = 1 S = l /

On remarque que si n^ ^ 1, n^(Mi, . . ., Mp) est nul.
De plus, comme M est niipotent la série formelle ^ c^ lï^^i, .. ., Up) n'a qu'un nombre

Q6^/

P k
fini de termes non nuls et est donc bien définie sur M. En effet, dès que ^ ^ n^ est supérieur

j = i s=i
à r, nj^i, .. . ,Mp)=0 .

Mais de la relation :

I I ad (y,) (y,) || = || [^, ^] I I ^11 ̂ 11.11^- I I ,
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il découle que :

liruui,..., ̂ )m ̂  ̂ ||^ n"i.. . 1 1 ^ 1 1 ' ^ . . .||̂  ii";.. . 1 1 ^ 1 1 " ;

et de la forme du développement de A(MI, . . . , Up), nous déduisons, puisque d, ̂  1, que :

l l} ' i . . . ^ l l^ Z «-l((exp||^||...exp||^||)-l)"
n > 0

^ ^ n- l(exp(||^||+... +||^||)-1)",
n > 0

où ici l'exponentielle a son sens usuel sur R.
Considérons la série formelle H(Y)= ^ n-1 (expY- 1)", nous pouvons l'écrire sous la

« > o
forme H(Y)= ̂  ^Y" et posons :

* >o

Q.(Y)= f ̂
k=l

Comme le groupe M est niipotent de rang r, nous savons que n,,(i^, . . ., uj est nul dès
P k

^ue E E ^ est supérieur à r et il s'ensuit donc qu'en fait :
j = l s=l

l l ^ r . . ^ l l ^ Q J I I ^ I I + . . . + 1 1 ^ 1 1 ] .

Le polynôme Q,. est de degré r, sans terme constant et ne dépend pas du nombre p
d'éléments dont on fait le produit. Il dépend seulement du rang r de M.
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