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EQUIVALENCE PROJECTIVE
ET EQUIVALENCE CONFORME

Par JacQues GASQUI

Soient X et Y deux variétés différentiables de méme dimension finie n et soit V (resp. V')
une connexion linéaire sans torsion sur X (resp. Y). Si xeX et ye Y, on dira que le germe
en x de V est équivalent au germe en y de V' s’il existe un germe en x de difféomorphisme f
de X dans Y tel que f(x)=y et que

(1) V},gf*n=f*Vgn

pour tous germes en x de champs de vecteurs &, n sur X. Dans le cas analytique, une
condition nécessaire et suffisante pour que (1) soit vraie est qu’il existe un jet d’ordre 1en x de
difffomorphisme fde X dans Y tel que f (x)=y et que, pour tout /=0, la dérivée covariante
d’ordre [ en x du tenseur de courbure de V s’identifie, par la différentielle de fen x, a la
dérivée covariante d’ordre [ en y du tenseur de courbure de V’. On a un résultat tout a fait
similaire pour I’équivalence des métriques riemanniennes. Ces théorémes d’équivalence sont
essentiellement dus a Elie Cartan (cf. [1] ou [2]).

Nous nous proposons de démontrer des résultats analogues pour ’équivalence projective
des connexions linéaires ou I’équivalence conforme des métriques riemanniennes. Il est bien
connu (cf. [3] ou [15]) que, pour le probléme d’intégrabilité des systémes d’équations
différentielles mis en jeu, le tenseur de courbure projective ou conforme, qui est le tenseur de
Weyl en dimensions suffisamment grandes, joue le méme role que le tenseur de courbure dans
les situations précédentes. Nous voulons montrer ici qu’il joue aussi le méme réle pour les
problémes d’intégrabilité formelle et que la résolution locale de ces problémes d’équivalence
se raméne a ’étude de jets d’ordre 1 en un point.

On dira que le germe en x € X de V est projectivement équivalent au germe en ye Y de V’
s’il existe un germe en x de difféomorphisme f de X dans Y et un germe en x de 1-forme 6
sur X tels que

@ Viesim=/fi Ven+0(6) fun+6(n) £, €

pour tous germes en x de champs de vecteurs &, 1) sur X. Posons F=E x T*, ou E est le fibré
X

trivial pr, : X x Y — X et ot T* est le fibré cotangent de X, et soit.J; (F) le sous-fibré ouvert
de J, (F) des 1-jets de la forme j, ( f, 0)(x), avec f difffomorphisme local de X dans Y, défini
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102 J. GASQUI

au voisinage de x€ X, et 8 germe en x de 1-forme sur X. Si Ty est le fibré tangent de Y, on
définit, pour 120, la courbure projective d’ordre ! associée aux connexions V et V', qui est
un morphisme

o : J1(F)-» @M T*QA’T*@T*®, Ty

de fibrés sur F, donné par une expression universelle mettant en jeu les dérivées covariantes
d’ordre inférieur & [ des tenseurs de Weyl et d’ordre inférieur a [ — 2 des tenseurs de Riccide V
et V' (prop. 3.1). Dans le cas analytique et si n=3, le principal résultat que nous
montrons (th. 3.2)est que s’il existe un jet peJ, (F) tel que w;(p)=0, pour tout /=0, alors le
germe en x de V est projectivement équivalent au germe en f (x) de V', si p=j, (f, 0)(x),
avec f difftomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de xeX et O germe en x de
1-forme sur X. Bien entendu, la nullité de la courbure projective d’ordre 0 se raméne a la
préservation des tenseurs de Weyl et, en accord avec les fameux calculs de Weyl (cf. [15]),
toutes les courbures projectives sont nulles lorsque les tenseurs de Weyl sont nuls.

Nous commengons, au paragraphe 0, par donner des résultats préliminaires sur des calculs
d’obstructions au relévement de solutions formelles de certaines équations différentielles.
Afin de familiariser le lecteur avec nos méthodes, nous redonnons, aux paragraphes 1 et 2,
une démonstration des théorémes de Cartan cités plus haut. On considere 1’équation
différentielle non linéaire d’ordre 2 dont les solutions sont les difffomorphismes f de X
dans Y, vérifiant (1). Pour /=0, I'obstruction au relévement d’une solution formelle
d’ordre [+ 2 de cette équation en une solution formelle d’ordre [+ 3 est un morphisme Q, qui
se factorise de maniére canonique, en un morphisme ®,, a travers la projection naturelle sur
les jets d’ordre 1 de difféeomorphismes. La condition w,;(j; (f)(x))=0, avec f difféomor-
phisme local de X dans Y, défini au voisinage de x€ X, signifie alors que la différentielle
de f en x identifie les dérivées covariantes d’ordre ! des tenseurs de courbure de V et V'
en x et f (x) respectivement. Dans le cas analytique, la convergence des solutions formelles
s’obtient grace a un théoréme de Malgrange (cf. [11], appendice) sur les solutions
formelles fortement prolongeables d’une équation différentielle. Le théoréme
d’¢équivalence des métriques riemanniennes se déduit alors facilement du théoréme
d’équivalence des connexions linéaires.

Le paragraphe 3 est consacré a I’équivalence projective. Le théoréme 3.2 se démontre
d’une maniére analogue a celle développée aux paragraphes 1 et 2. On note N, ’équation
différentielle d’ordre 2 dont les solutions sont les couples ( f, 0), avec fdifffomorphisme de X
dans Y et 0 1-forme sur X, vérifiant (2). L’obstruction au relévement d’une solution formelle
d’ordre 1+ 2 de cette équation en une solution formelle d’ordre /+3 est un morphisme
noté Q. Enrajoutant a N, une équation d’ordre 1, déduite du premier prolongement de N,
on obtient une autre équation différentielle N5 et la restriction de Q; au l-iéme prolongement
de N3, qui est alors donnée par la méme formule que Q, a condition de remplacer les tenseurs
de courbure par les tenseurs de Weyl respectifs des connexions, se factorise aussi de maniére
canonique a travers la projection naturelle sur les jets d’ordre 1, pour donner w;. En
comparaison avec le cas affine, les calculs sont beaucoup plus longs, non seulement a cause de
la complication naturelle des formules, mais surtout a cause du fait que ®, mesure
I’obstruction au relévement d’une solution formelle d’ordre [+ 2 d’une équation différéntielle
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EQUIVALENCE PROJECTIVE ET EQUIVALENCE CONFORME 103

en une solution formelle d’ordre /+3 d’une autre équation différentielle. Ici aussi la
convergence se déduit du théoréme de Malgrange cité plus haut. Il nous faut signaler, par
ailleurs, qu’en travaillant directement avec les obstructions Q;, on retrouve au passage les
résultats de Veblen-Thomas [14] qui ont montré qu’on pouvait résoudre le probléme
d’¢quivalence projective a partir de la connaissance des jets inﬁni§ des tenseurs de Weyl.

En dimension 2, on définit aussi des courbures projectives d’ordres supérieurs et on obtient
le méme genre de résultats (th. 3. 3). Dans cette situation, il faut remplacer le tenseur de Weyl,
qui est identiquement nul, par un autre tenseur de courbure projective défini par Weyl et
appelé « covariant projectif » par Schouten dans [14].

Au paragraphe 4, on définit aussi des courbures conformes d’ordres supérieurs (prop. 4.1)
et on obtient des résultats tout a fait analogues pour ’équivalence conforme des métriques
riemanniennes (th. 4.1, 4.2 et 4.3). Bien qu’ils ne s’en déduisent pas, les calculs procedent
exactement de la méme philosophie que ceux du cas projectif. C’est pourquoi la plupart des
démonstrations ont été abrégées.

Nous utilisons, dans ce papier, les notations et le formalisme de la théorie des équations
différentielles non linéaires surdéterminées de Goldschmidt [6]. Enfin le lecteur trouvera les
formules classiques de la géométrie projective ou conforme, que nous n’avons pas
redémontrées ici, dans [3], [14], [9] et [10].

Je tiens a exprimer ma gratitude au professeur H. Goldschmidt pour I’aide constante qu’il
m’a apportée tout au long de la préparation de cet article.

0. Résultats préliminaires

Les résultats de ce paragraphe concernent le calcul des obstructions au felevement de
solutions formelles d’ordre k+1! de certaines équations différentielles d’ordre k en des
solutions formelles d’ordre k4141 a ’aide de connexions dans des fibrés vectoriels.

Soit X une variété différentiable de dimension finie. Tout au long de ce papier différentiable
voudra dire différentiable de classe C”. Onnote T (resp. T*)lefibré tangent (resp. cotangent)
de X et E [resp. J, (E)] le faisceau des germes (resp. le fibré des k-jets) de sections d’un fibré
vectoriel E sur X. On a, pour /=0, la suite exacte bien connue

0 S'T*®E — J,(E)>J,_; (E) » 0,

ou m;_, est la projection naturelle et € est donné par le lemme 2.1 de [5].

LemMmE 0.1. — Soit V une connexion dans E. Si seE, avec j,_(s)(x)=0, alors :
CEre vt &)X, &7 () (X)) > =(Vy,. . . Vas) (%)
pour tous &, ..., §eT,.

Ce lemme découle directement de la définition de € (cf. [5], p. 248) et du fait que V est une
connexion.
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104 J. GASQUI

Le lemme qui suit est évident.
LeMME 0.2. — Soient E, F des fibrés vectoriels sur X et V, V' des connexions dans E, F
respectivement. Soit V la connexion dans E*®@F définie par
(Veu)(s)=V;u(s)—u(Vys),
pour E€T, seE et ueE*®F. Si ue(E*®F),, avec j,_, (u)(x)=0, alors on a

(V... V u)(s) () =(Vi, . Vi u(9) (),

pour &, ..., €T, et sekE,.

Soient 7 : E — X un fibré sur X et @ : W — E un fibré vectoriel sur E. Soient s une section
de E sur X et V une connexion dans le fibré vectoriel W,=s"1W sur X.

LemME 0.3. — Soit xeX. Si w est une section de W sur X telle que wow=s et
Ji—1 W) (x)=j,—1(00s), ou 0 est la section nulle de W sur E, alors :

(Eree - E) (), 671 w) (%)) =(Vy,. .. Ve w) (%),

pour tous &, ..., £ €T,, ou w est considérée comme une section de Wi.

Ici e7'j(w) (x)eS' T*@W, . Rappelons que J;(W) est un fibré vectoriel sur J;(E). Le
lemme 0.3 s’obtient alors & partir du lemme 0.1 et de la commutativité du diagramme de
fibrés vectoriels sur X :

SIT*QW, .,  J(W)

R

SIT*@W, > ji(s)"1J,(W)

ou ¢ est donné par la proposition 5.3 de [6].
Soient E et E’ deux fibrés sur X. Si on pose F=E x E’, le fibré vertical V (F) de F s’identifie
X

a la somme directe V(E)@V(E’). Ici V(E) et V(E') sont considérés comme des fibrés
F

vectoriels sur F & I’aide des projections pry : ExE’ —» Eetpr, : E x E' = E’ respectivement.
X X
Soient k un entier strictement positif et
¢: J(F)>S"T*QV(E),
F
un morphisme de fibrés sur F qui est affine sur ny : J,_; (F) > F et dont le morphisme de
fibrés vectoriels associés est induit par la premi€re projection

pr; : S*T*®@V(F) - S*T*®V (E).
F F
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EQUIVALENCE PROJECTIVE ET EQUIVALENCE CONFORME 105
On supposera de plus que, fibré sur X par la projection source, R, =Ker, ¢, avec 0 section
nulle du fibré vectoriel S*T*®V (E), est une équation différentielle d’ordre k dans F. Le
l-ieme prolongement R, .; de l;{k est alors égal a Ker,l(o) pi (o) et pour 1=1,
pi(@) : Jirt(F)—> T (S T* C:DV (E)
est un morphisme de fibrés affines sur

Tear—2 XP1-1(9) ¢ Jer1o1(F) > Jer—2(F) x I (S*T*®V (E)),
Ji-1 (F) F

dont le morphisme de fibrés vectoriels associés est induit par la composition de I’application
naturelle ‘

Ai: ST'T*QV(F) > S'IT*QS*T*®V (F)
F F
suivie de la projection de S' T*®S* T*® V (F) sur S'T*®S* T*®@V (E) (¢f. prop. 8.2¢et 5.3
F F
de [6]).

Dans la situation ou E=F et quand le morphisme de fibrés vectoriels associés de ¢ est
induit par lidentité sur S*T*®V (E), le l-iéme prolongement du symbole de R, est nul

E
pour [ =0, car A, est injectif. Il en résulte que «; : R;,; — R, est injectif pour I=k.
Revenant au cas général, la suite

Al+l.k

0 S+ T*xV(E)—S! ! T*@)S"T*@V(E)—TLS’T*@A2 T*®S* "1 T*®V (E)
F F F
est exacte, ou

T€ie--. &r1®Cs. ... 5®M)

k
=Z él' N .E,,'. e '§l+l®< 'gl &i/\Cj®C.v1° e 'éj' ce . 'Ck>®n’

pour tous &y, ..., &41,Cy, ..., GeT* et neV(E).

Par une technique analogue a celle des propositions 8.3 de [6] et 2.1 de [7], on
endéduitla :

ProrositioN 0.1. — La suite

Tk+1

Q
Rivi+1— R 3 S'T*@A*T*®S* ' T*®V (E)
0 F

est exacte, ou, pour tout pe R, .,

Q(p)=1E""p1(0)9),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



106 J. GASQUI
ot g€Jy 1141 (F) vérifie w4, (q)=p et
e: SMMIT*RS*T*QV(E) - J,.(S*T*®Q V(E))
) F F

est le morphisme de fibrés vectoriels sur F donné par la proposition 5.3 de [6].

Si £ est un vecteur tangent & X en un point x, on note systématiquement £ une extension
locale de & sur un voisinage de x (non nécessairement explicité). Soit u=(s, s’)eF, tel que
P=ji+1(u)(x)eRy,, :si V est une connexion dans le fibré vectoriel V (E)=s"' V (E)sur X, on
a, en choisissant une connexion auxiliaire quelconque dans T, et d’apres les lemmes 0.2
et 0.3:

e P 1 (@) Ui r1+1 X)) Ess - -, Ekr1+1) =V, Ve, .. 'Vz,+,((P(jk(u))(gz+2y oo Berien)
pour tous &;, ..., & 4+;+1€T,. On a donc

©.1) (PEir ooy Earrnt) =V Ve o Ve (Ve (@G @) Craa, - .- Eevran)
_VE,”((P(jk(u))(El+lv Ez+3’ cee Ek+l+ D).

Nous posons pour simplifier H=A?T*®S* ! T*®@V (E). Soit | un entier strictement
F
positif : supposons que, pour 0Sm=I—1, il existe un morphisme de fibrés sur F :

Op T (F) > @"T*@H
F
tel que le diagramme
R,., = S"T*@H
F

0.2 l li

L (F) 3 @"T*®H
F

commute, ou i est I'inclusion naturelle de S" T*®@H dans ®™ T*®H. On a alors la :
F F

ProrosiTION 0.2. — Soient xe X et u=(s, s')eF, tels que p=j, .+, (u)(x)e Ry ,;. S’il existe
une connexion V dans V,(E) telle que

(0.3) V¢ Ve...Ve (@ (et @)A1, - Nirrsr)
—Vﬁ,(@r—1(jk—1 (u))(ﬁzr cey ﬁk+r+1)))=0
modulo I'enveloppe linéaire de

Ve Ve, Ve (@, 1 (i-1 @) (@' TRA? TS 1 T),),
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EQUIVALENCE PROJECTIVE ET EQUIVALENCE CONFORME 107

sim+r=letr<l,avec &y, ..., Epm N1, « -+, Nk4r+1€ Ly, alors :

Q(p)Ey, -, §k+l+1)=vg| (ml—l(jk—l(u))(EZr cee Ek+l+1))-

Onnote i, :J, ., (F) — J,(J, (F)) I'application qui envoie jj ; , (v) (x) dans j; (j (1)) (x), ot uest
une section de F sur un voisinage de xe X.

Commengons par établir le :

LeMMEO.4. — SixeXetu=(s, s')eF, sont tels que p=j, ., (u)(x) € Ry +,, alors, pour toute

connexion V dans V,(E), on a

Q(p)Er, s Grrr+ )=V, Ve, ~VE,(0)0(jk—1(“))(El+1: cee Ek+l+l))~

Démonstration. — Soit p;(Q,) la composition de A, : Ry — I (Ry) et de J,(Q) :
Ji(Ry) — J,(H). D’aprés la commutativité de (0.2) avec m=0, on obtient le diagramme

commutatif
n1(Q0)

Ry — J;(H)

lnk+141 ID,(‘OO)

Rivi-1 = Jiri-1(F)
On voit facilement d’aprés la définition des applications Q; que le diagramme

S'T*QH
F

[Q2

Rk+l \ 1£
2@, ™ J,(H)

est aussi commutatif. Il en est alors de méme pour le diagramme

Q

Ris, S'T*@H
:

l Te+1—-1 15

Pi(@o)

Riti-1 — J,(H)

l Tht+1-2 l M-y
pi-1(@o)

Rk+l—2 —_— JIAl(H)
On verifie facilement 2 partir de ce dernier diagramme que
0.4) Ji=1(@0 (-1 @) (x)=0

et que
Q(p)=¢""ji(o (i1 W) (x).

Le résultat s’obtient alors en appliquant les lemmes 0.2 et 0.3.
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108 J. GASQUI

Démonstration de la proposition 0.2. — On montre facilement par récurrence descendante
sur m, & partir de (0.4) et des hypothéses de la proposition que

Vg, sz . -VEj(wl—m(jk—l(u))(ﬁl’ cee ﬁl+k—m+ 1))=0,

sij<met m>0. Pour obtenir la proposition, il suffit de montrer par récurrence descendante
sur l’entier m, compris entre 1 et I, que

Q(pEs -, E,vk+l+1)=V§, Vg,- . ~ng(031—m(jk—1 (u))(zm+1r cees Ek+l+ 1)-

Le résultat est vrai pour m =1, d’aprés le lemme 0. 4. Supposons-le vrai pour un entier m avec
mZ1. On a, dans ces conditions,

Q(pEy - &k+l+1)=vf,, sz . 'Vzm(ml—mﬂ (k-1 (u))(Em, cees Ek+l+ 1)
modulo un terme appartenant a ’enveloppe linéaire de
Ve Ve, Ve (@ (i1 (@) (@ " TOA TS ' T),)

et qui en fait est nul d’aprés la remarque faite au début de la démonstration.

Il s’avére, a posteriori, qu’avec nos hypothéses, le terme résiduel de la formule (0.1) est nul,
mais il nous sera commode par la suite d’avoir la proposition 0.2 énoncée sous cette forme.

Si I’on avait supposé que p;_, (p) était de rang constant et que R, ,,_; était un fibré, la
conclusion de la proposition 0.2 serait vraie sans hypothéses préalables sur la connexion V
et les @;. Dans cette situation A; détermine une application A; : Ry ;= J; (Ry4;-1) et,
d’aprés la commutativité de (0.2) avecm=1—1 etla définition des applications Q; et Q,_,, les
diagrammes

Ji(Rys-) 200 5 (@' T*@ H)
F

Jl(nk»i)l

Ji(w-y)
5 Uy (F)) ‘ N

jodoQy

Ry, —— T*®Q®' 'T*®H

F
| Al ¢
JytioQy)

¥
Ji(Rysim1) —— 11 (®'T*®@ H)
F

commutent; il en est donc de méme pour le diagramme

R %, T*@®' ' T*®@ H

F
Ay Oy €
Jia-y)

J1Je-1 (F) — J1(®'7'T*® H)

F
Ty To
®p-1

Ji-1(F) ®'"'T*® H.
F
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Le résultat s’obtient alors d’une maniére tout a fait analogue a celle développée dans le
lemme 0.4,

Remarquons pour terminer que tous les résultats précédents restent vrais si I’on remplace
J (F) par un sous-fibré ouvert de J, (F).

1. Equivalence des connexions linéaires

Soient X et Y deux variétés différentiables de dimensions finies telles que dim X <dim Y
et V(resp. V') une connexion linéaire sans torsion sur X (resp. Y). On note :

(@) T, T* (resp. Ty, T%) les fibrés tangent et cotangent de X (resp. Y);

(b) R, V¥R (resp. R’, V'*R’) le tenseur de courbure et la dérivée covariante d’ordre k du
tenseur de courbure de V (resp. V'), si k est un entier positif; on conviendra que V°R=R et
que V°R’=R’;

() m : E—>X le fibré trivial pr; : XxY - X et J,(E) le sous-fibré ouvert de J,(E)
des k-jets d’immersions de X dans Y (cf. [4]).

Soit f une application différentiable de X dans Y. Si L (resp. L) est une section de
®FT*QT sur X (resp. ® TE®T, sur Y), on note f* L' et f, L les sections de ®° T* @ Ty
E

définies respectivement par

(f*L)Eq, - E) =L (fu &1, - . f4Ep),
(e DEr - E)=fLE1s .. &p)
pour tous vecteurs &, ..., §, tangents en un méme point de X. Si f: X —>Y est une
immersion et F est le fibré f ~! Ty, alors pour x e X et £ € T, ’opération F, — F, qui envoie u
dans V;, #, ou i est une extension quelconque de u sur un voisinage de f (x) dans Y, est bien

définie et ’on construit ainsi une connexion dans le fibré f ~! T, . Rappelons que la deuxiéme
forme fondamentale de f'en x est la forme BfeS? T¥®Ty f définie par

Bi(&, n)=V}*§f*ﬁ'—f* V&ﬁ»
pour tous &, neT,. On vérifie alors facilement que
1.1) (f*R'=f,R)E n. 0
=V B/ (n, §)—V; B/ 0)—B’([g n], Y+B/( V,0)— B/ (n, VL),

pour tous champs de vecteurs &, n, { sur X.
Soit R, =Ker, @, ot ¢ : J,(E) = S?T* ® Ty est le morphisme de fibrés sur E défini par
E

¢ (j2(f)(x)=B{,

sif: X — Y est une immersion définie au voisinage de x. Ici 0 est la section nulle du fibré

vectoriel S T* ® Ty sur E. On voit que R, est un sous-fibré de J, (E) car n; : R, — J, (E) est
E .

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



110 J. GASQUI

bijectif d’aprés le lemme 1.2 de [4] qui concerne des connexions riemanniennes mais qui reste

évidemment vrai pour des connexions linéaires sans torsion. En fait, si on identifie V(E) et

pr; ' Ty, oupr, : E — Y est la projection sur le second facteur, ¢ est un morphisme de fibrés

affines sur m, : J, (E) » E dont le morphisme de fibrés vectoriels associés est induit par

Iidentité sur S* T*® Ty. Les considérations du paragraphe 0 s’appliquent donc a ¢ et R,.
E

On notera R, , le l-iéme prolongement de R, et

Ql : Rl+2—?SlT*®A2T*®T*®Ty,
E

le morphisme de fibrés sur E, donné par la proposition 0. 1.
Soit k, [, m trois entiers positifs tels que k=1 et m< 1. Sip=j,.,(f)(X)eR; 5, 0uf: X > Y

est une immersion définie au voisinage de x, et si &;, ..., &,, N1, ..., Nk+3ET,, 0na
Vf;él Vf(*iz' : 'Vf/*Em(VlkR,(f* N1 - fe Nkt 3)
=Vie Ve Vie Vi (VIR (feMzs - S Mes )

k+3

Y Vi Vi Vi (VAR (fufs o Vi fa s - faTlsa)).
i=2

) N . . , ~ ~
Remarquons qu’on peut remplacer dans I’expression ci-dessus V;: f.n; par f, Vi n;,
puisque 7,4+, (p)€R,,+ 2. Toujours pour la méme raison on a

Vf;i. Vf,,,Ez' : ‘Vf/*E,,,f* VkR(TNh» B ﬁk+3)
:V}*il V}ggz' * 'V}*EMV}*ﬁlf* Vk—l R(ﬁ2’ ety ﬁk+3)

k+3 _

=Y Ve Vie Ve fu VEIRMa, o Vi My - Miss)
i=2
Nous avons donc

(1.2) Vi Vie... Ve (f*V*R = £, VFR)(My, - ooy M s)
~Via (VIR = VIR (M, - M a)

k+3

=— Z Vf,,,i.vf,*il' . ‘Vf’*gm((f*V”‘_1 R'—f, V"_IR)(ﬁz, e Vamg, e ﬁk+3)).
j=2

Soient

H=A’T*@T*® Ty,
E
et

o : J,(B)-» @ T*®H,
E

le morphisme de fibrés sur E qui envoie j; (f)(x) dans (f* V'R’ — f, V'R)(x) ouf : X - Y est
une application définie au voisinage de xe X. La proposition suivante nous dit que le
diagramme (0.2) est commutatif, avec m=1[ et F=E.
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Proposimion 1.1. — Si p=j,,(f)(X)eR, 1, oti f: X =Y est une immersion définie au

voisinage de xeX, on a Q;(p)=(f* V"’R’——f* VIR)(x).

Démonstration. — Puisque V' ¢t / nous donnent une connexion dans le fibré f ! Ty, on a
d’aprées (0.1):

Q(P)Er, - &3 =V, Vie, . Vig (Vig, B Gaa, E143)— Vg, B Eiir, Eiva)
pour tous &;, ..., & ,3€T,. Puisque peR,,,, on a dapreés (1.1):
1.3)  QPE - &)=V, Vg, Ve (R = AR G 1, Eivzs §isa))-

Démontrons maintenant la proposition par récurrence sur [. Le résultat est vrai pour [=0
d’apres la formule (1.3). Soit /=1 et supposons le résultat vrai pour tout entier </. On peut,
d’aprés (1.2), utiliser la proposition 0.2 et on aura

QPG - &)=V (VTR = fLVTIRIE,, - Bi))

Puisque Q,_; (1,4, (p))=0, on a, d’aprés I’hypothése de récurrence,
(f* V'R = £, V' R) () =0,
La formule (1.2) avec m=0 et k=1 nous donne alors I’égalité cherchée.
On peut maintenant formuler le théoréme d’équivalence formelle suivant :

TueorREME 1.1. — S’il existe p=j, () (x)€J, (E), ouif : X = Y est une immersion définie au
voisinage de xe€X, tel que

1.9 ‘ (f*V'R'— £, V'IR)(x)=0, pour tout 120,

alors il existe une unique solution formelle geR, , telle que m,(q)=p.

Démonstration. — L’unicité de g est évidente car nous avons montré I'injectivité des
morphismesn; : R, » T, (E)etn,,, :R;, 3 = Ry, pour tout [ >0. L’existence de g s’obtient
en combinant la proposition 1.1, I’exactitude des suites

T+2 @
Rii3 >R IS T*QAT*RT*®Ty,
0
pour [=0, et la surjectivité de nt; : R, = J; (E).
Dans le cas analytique, on a le :
THEOREME 1.2. — Supposons que X et Y soient des variétés analytiques réelles et que les
connexions V et V' soient analytiques. S’il existe peJ, (E), vérifiant (1.4), alors il existe une

unique immersion analytique de X dans Y, a seconde forme fondamentale nulle, définie au
voisinage de x et dont le 1-jet en x est égal a p.
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que 1’'unique solution formelle ¢’ d’ordre 2
de R, telle que m;(q)=p est fortement prolongeable et d’appliquer le théore¢me 4.2
de [11], appendice.

2. Equivalence des métriques riemanniennes

Nous supposerons dans la suite que dimX=dim Y. Soitg et g’ des métriques
riemanniennes sur X et Y respectivement. On note V (resp. V') la connexion de Levi-Civita
de g (resp. g’) et R (resp. R’) le tenseur de courbure de V (resp. V’). On désignera toujours
par R, I’équation différentielle formée des 2-jets d’étalements a seconde forme fondamentale
nulle, X étant munie de Vet Y de V'.

Soit R{ = T, (E) le sous-fibré des 1-jets d’étalements j, (f)(x) de X dans Y tels que
(f*g'—g)(x)=0. L’analogue du théoréme 1.1, pour les métriques riemanniennes, s’énonce
alors ainsi :

THEOREME 2.1. — S’il existe p=j; (f)(x)e R}, ,, 0t f : X =Y est un difféomorphisme défini
au voisinage de xe€X, tel que

2.1 (f*V'R'— £, V'R)(x)=0, pour tout entier 120,

alors il existe une solution formelle ge R}, . telle que m, (q)=p.

Démonstration. — Nous reprenons dans cette démonstration les notations de [4], p. 68-70.
D’aprés la proposition 3.1 de [4], R} est une équation différentielle. Si R;. ; est le l-iéme
prolongement de Rj, la proposition 3.2 de [4] implique que

R;=Kerg (9 om; @ V),

donc Ry =n7*(R}) nR,. D’aprés le corollaire 3.1 de [4], R} est une équation différentielle
eton a "

Rii2=R3) i =Ker(p (¢ omy) ® pi(V) =Kero (pi(¢") omys 1 @ pi (V).

Ilenrésulte que R}, , estégala n .y (Ri+1) "R, ,, doncany ! (RY) N R, ,. L’existence d’une
solution formelle de R, , prolongeant p est alors une conséquence du théoréme 1.1.

La remarque suivante nous a ¢été communiquée par H. Goldschmidt. On a
Ry=n;'(R)) "R, et comme =, : R, »J,(E) est bijectif, il en est de méme pour
7; : Ry = Rj, donc le premier prolongement g5 du symbole g; de R est nul. Il en résulte
que, : Rj,; — Rjest injectif pour /=1 et on a donc unicité de la solution formelle g dans le
théoréme 2.1. On peut voir directement a partir de Rj que g5=0. En effet si peR; et
p=j;(f)(x), on a, d’aprés la proposition 3.1 de [4],.

91, p={ueTE®Ty 1y|g' W(®), fuxn)+g (u(M), £, £)=0, pour tous &, neT,}.
Si
91, f(x)={UGT?(:,f(x)@TY,f(x)lg,(v(a)» n)+g’'(w(n), £)=0, pour tous &, n ETY,f(x)} )
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alors
f*@id @ ST}, ®@Ty ;= S*TE®Ty 1y
est un isomorphisme pour k=1 et

(f*®id) (97, r ) =91,

-y ; k+1 P
Plus généralement si gi's 1, ;) = S*7 1 T¥ ;s ® Ty i €5t le k-iéme prolongement de g7’ ;.
alors

(f*®id) (Gx'+ 1, s @) =Gk+1,p -

Enfin il est bien connu que g;'s 1, sy =0 pour k=1, puisque g4’ s ) est I’algébre de Lie des
endomorphismes de Ty, laissant invariant le produit scalaire g, donc gi4q, ,=0
pour k>1.

THEOREME 2.2. — Si (X, g) et (Y, g’) sont des variétés riemanniennes analytiques réelles
et s’il existe peR] ,, avec xe X, vérifiant (2.1), alors il existe une unique isométrie analy-
tique f de (X, g) dans (Y, g') définie au voisinage de x, telle que j, (f)(x)=p.

Démonstration. — Puisque =, : Rj,; — R est injectif pour =1, il en résulte que p est une
solution fortement prolongeable de R et on applique a nouveau le théoréme 4.2 de [11],
appendice.

Remarque. — On obtient les mémes résultats en remplagant la condition (2.1) par la
condition
2.1y (f*V'R'=V'R)(x)=0, pour tout /=0,

ou R (resp. R’) désigne le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel de g (resp. g'), section
de A2T*®A2T* sur X (resp. A2T¥®A2? T sur Y).

3. Equivalence projective des connexions linéaires

Nous supposerons désormais que X et Y sont de méme dimension n=2. Nous reprenons
ici les notations du paragraphe 1.

Soit V une autre connexion linéaire sans torsion sur X. On dira que V et V sont
projectivement équivalentes s’il existe une forme différentielle 6 de degré 1 sur X telle que

(3.1) Ven=Ven+0En+0m)E

pour tous champs de vecteurs &, n sur X. Pour justifier le mot « projectivement » disons

briévement que (3.1) est la condition nécessaire et suffisante pour que les connexions V et v
aient les mémes géodésiques a la paramétrisation preés (cf. [3] ou [12]). Par ailleurs, (3.1)
définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des connexions linéaires sans torsion et une
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telle classe d’équivalence peut s’identifier & une connexion sur un fibré principal de groupe
structural un groupe isomorphe a un sous-groupe d’isotropie du groupe projectif linéaire
(cf. [8] ou [12]). Nous n’aborderons pas ici ce point de vue.

Soit R le tenseur de courbure de V. Si la connexion V vérifie (3.1),ona

(3.2 RE n, H=RE n, H+IVOIE, H)n—[Vel(n, HE+(IVOIE, m)—[VE](n, E)E,

pour tous champs de vecteurs &, n, { sur X, ou [VO]=V0—-06®8.
Rappelons que la courbure de Ricci de V est la 2-forme S sur X définie par

S, n)=Trace((—R(, &, M),

pour &, 1, LeT.
On déduit alors de (3.2) que, pour &, neT,

S n)=SE n)+[Velm, &—n[Vel & n)

et que
SE W=5M, =S¢ M-S, §+r+D{IVel(n, §- VeI E, n)},

ou S est la courbure de Ricci de V. Finalement on obtient, pour &, neT,

1

(3.3) [VOIE m)=1—

= {n8-9)E& N +E-5)™, H}-

Combinant (3.2) et (3.3), on associe a la connexion V un invariant projectif W, section de
A*T*@T*®T sur X, défini par

(3.4 W(ﬁ,n,C)=R(€,n.C)+nLH(S(E..,n)—S(n,§))C

1
n?—1

+ {(nSE, Y+SE En—mSMm, H+SE n)&},
pour &, n, CeT.

En disant que W est un « invariant projectif », on entend par 1a que W reste inchangé sil’on
remplace V par une connexion qui lui est projectivement équivalente. Le tenseur W est
appelé tenseur de courbure projective ou tenseur de Weyl de la connexion V.

DtriniTiON 3.1. — Un difféomorphisme f - X —> Y est une transformation projective de X,
munie de la connexion V, dans Y, munie de la connexion V', s’il existe une 1-forme 0 sur X telle
que

Viefin=f Ven+0(8) fun+0(m) fu

pour tous champs de vecteurs &, 1 sur X. S’il existe une telle application fet une telle 1-forme 0,
on dira encore que V et V' sont projectivement équivalentes.
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Soient f: X — Y un difféomorphisme et V = f ~* V' la connexion image réciproque de V' -

par f. Il est clair que fest une transformation projective si et seulement si V vérifie (3.1), et,
dans ces conditions (3.2) et (3.3) se transforment respectivement en

(3.2 (f*R'=[f,R)E N0
=[VOIE. ) £, n—[VOI(n. O) £, E+([VO](E, m)—[VO](n, E) £ L,

et en

1
1—n?

(3.3 [VOI(E, n)=

{n(f*S'=8)E n)+(f*S'=)(n, &)},

ou R’ est le tenseur de courbure de V' et S’ son tenseur de courbure de Ricci. Enfin si on
remplace dans (3.2)", [VO] par le second membre de (3.3)", on obtient

f*W'=f W,

ou W' est le tenseur de Weyl de V'.
Soit F le fibré sur X égal 4 E x T*. Si p, : J, (F) — J,(E) est la projection naturelle, on

X
note J, (F) le sous-fibré ouvert de J, (F) des k-jets p tels que p,(p)eJi(E). Si xeX, un jet
peT. (F), est donc de la forme ji; ( £, 8)(x), ouf : X - Y est un difféomorphisme local défini au
voisinage de x et 0eT*. Pour simplifier nous écrirons souvent dans la suite « soit
p=ji(f, 0)(x)€J, (F) » pour « soit p=j,(f, 0)(x)eJ,(F), ou f: X > Y est un difféomor-
phisme local défini au voisinage de xeX et e TF ».

Soient
(I jz (F)— S? T*®:Ty

et
o: J,(F)> T*®,T*

les morphismes de fibrés sur F définis respectivement par
V(p)E n=B{(E n)-0E) fin—0M)fi&
et par

1
n?—1

(3.5)  a(m (p)(E n)=[VOIE, n)+ {n(f*S'=8)E n)+(f*S'=S)(n, &)}

pour tous §, neT,, si p=j,(f, 0)(x)eT, (F).

Soit N, =Ker, |, ou 0 est la section nulle du fibré vectoriel S> T*®; Ty sur F. Si on
identifie V(F)et T, @ T*, le morphisme \ est affine sur m, : J, (F) - F et son morphisme de
fibrés vectoriels associés est induit par la premiére projection

pri: SPT*®p(Ty@p T*) > 2 T*®; Ty.
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D’aprés le lemme 1.2 de [4], il existe des solutions formelles d’ordre 2 de N, en tout point
de X. Ainsi N, est une équation différentielle. Les considérations du paragraphe 0
s’appliquant 4 \ et N,, on note Ny, , =Ker, ¢ p; () le l-iéme prolongement de N, et

Q: N, - S T*QA’T*T*®: Ty

le morphisme de fibrés sur F donné par la proposition 0. 1.

On posera par ailleurs Nj=Ker,a; cette fois-ci 0 est la section nulle du fibré
vectoriel T*®;T* sur F. Sif: X - Y est un difffomorphisme, soit oy : J; (T*) - ®2T*le
morphisme de fibrés sur X défini par

oy (j1 @) () =a(j1 (£, 8)(x)).

si 0Ty, ou xeX. Le morphisme o, est affine sur © : T* - X et son morphisme de fibrés
vectoriels associés est induit par lidentité sur ®2T*. Par conséquent le morphisme
o : VI, (F) - T*®g T* de fibrés vectoriels sur n, : J; (F) - F est surjectif. L’existence, en
tout point, de solutions formelles d’ordre 1 de N étant évidente, Ni est une équation
différentielle. Le l-iéme prolongement Nj. , de Nj est alors égal a Kery g pi1 ().

Soit peJ, (F) avec n(p)=xeX et ny(p)=yeY. Le diagramme

0 0

l l

ST:R(Ty ,®TH 5  STiI®Ty,-0

| :

(daom),, ,

VA (F), — (S*°T*®Ty ,)®®> T

l Tix pr;

Oy, T3 (P)

VA () (p) —— ®’Ti -0

| |

0 0

ot r est I'injection linéaire naturelle de S? T¥®Ty , dans (S’ T¥®@Ty ,)® ®2T%, est exact et
commutatif, donc (Y @a omy), , est surjective. Si Ny'=Ker, (Y@aony), on voit facilement
que 7, : N5 — Nj est surjectif, par conséquent N4 est une équation différentielle. Si N; ,
désigne le l-iéme prolongement de N3, on a

Nis =Kerm0)(p, W)®p(aom,)) = Ker],(())(pl W@p (@) em)=N;y 20 T (Nf ).
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Sif: X —Y est un difffomorphisme et si 0 est une 1-forme sur X, on vérifie facilement,
d’aprés (1.1), que '

(3.6) Vi (B (n,0)—0(m) f,{—0Q) fim)—V; (B €. O)—0() £, {—0(0) £i &)
=(f*R'=fuR)(E n, O+[VO]I(n, O) £ &
—[VOIE, §) fu n=([VO](E, n)—[VO](n, &) £, €
FVG2(f )M, VeO) =V (2 (f )G, VoD +V (2 (S, 0)([E, nl. ©)
+0E)V(2(f 0)(, =08V (j2(/, B)E, O

pour tous champs de vecteurs &, n, { sur X. Posons pour &, n, {eT,
APPE M O=(f*R = fLR)E N, O
+[VOI(M, §) £ E—[VOIE, ©) fe n —([VOI (&, n)—[VOI(M. E)) £ &
LemMME 3.1. — Si p=ji+,(f, 0)(x)eNj%,, avec 1=0, on a

G YUPEr - )=V, Vig - Vi (W = fu W) Eiirs Eivas Biva)s

pour tous &y, ..., & ,3€T,.

Démonstration. — D’aprés la formule (3.6), les résultats du paragraphe 0 et (0.1),
pour peN,,,,0on a
(3.8) Q(p)Ey, -, 2::t+3)=V,{¢=,l V},gz- . -V}*g,(Af’e(EtH, Ez+2: Ez+3))-

Si m.1(p)eN;,, on peut remplacer, dans (3.8), [VO](§, ) par le second membre
de (3.3)', pour tous &, neT,, d’ou le résultat cherché.

LemME 3.2. — Pour tout 120, on a linclusion

T2 (N 3) =Nk s,

Démonstration. — Nous avons seulement & montrer que 7, ; (N;+3) =Nj, {, puisque, par
définition des prolongements d’une équation différentielle, on a m,, 5 (N;;+3)<= N, ,. Soit
P=ji+3(f, 0)(x)eN,;,3. SimZl, on a, d’aprés (3.8), pour &,, ..., &, &, M, CeT,,

Vi Vg -Vie (A °E N D)= (s 2 (D) E1s - - -, Ems & M, §)=0.

Donc on a
Ji(f AP E M, D) (0)=0,

pour tous &, n, {eT,. Par le méme calcul algébrique qui sert & déduire (3.3) de (3.2), on
trouve que, pour tous &, n €T,, le jet d’ordre / en x du membre de droite de ’équation (3.5)
s’annule. Par conséquent p; () (ji+1(f, 0))(x)=0¢et ;11 (p)eN; 4.
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Nous avons donc, pour [=0, la suite exacte

T+2 Q
(3.9 N1+3—*N1”+23SIT*®A2T*®T*®FTY’
0
ou ; est donné par (3.7).
Prorosition 3.1. — Il existe une unique suite

(@ : T, (F) > @ T*QA*T*Q@T*®5 Ty) 50

de morphismes de fibrés sur F satisfaisant les conditions suivantes pour tout
p=ij1(f, 0)(x)eT, (F) :

(@) oo (p)=(f*W'— f, W)(x);

(b) ®;(p) ne dépend que de j, (f)(x) et de 6 (x);

(¢) o;(p) est une combinaison linéaire a coefficients rationnels, universels pour les couples de
variétés de dimension n, de produits tensoriels ou de compositions des formes tensorielles de 'un
des types suivants : f, ., 0(x), (f*V*W")(x), (VW) (x), (f*V*S')(x), (V¥S)(x), pour k<I;

d) siky, ..., 80Ty, 0j11(p) E1, ..., E4a) se calcule a partir de o] de la maniére
suivante : dans V; . (o7 (j1(f, 0)) €., ..., Ei14), on remplace toute expression du type :

@) Vi, (S*U)(y, ..o n) ou & (f*U) (g, ..., M), avee ny, ..., M€ Ty,
suivant que U est une forme sur Y a valeurs vectorielles ou scalaires, par

(*VU)EL - My

+_Z,1 U(fem1, ~--vf*nj—l’f*Vg,ﬁj"'e(&l)f*rlj+e(nj)f*&1,f*nj+1r oS

J
(i) V., fin, avec ne T, par
Fe Ve n+0(Ey) fan(x)+0(n(x) fi &1,

et enfin :
(ili) &;.0(n), avec neT,, par

B(Ve, M) +0(E1)0(Mm(x)+ {n(f*8' =9)(E1, NN +(f*S' =S (), £}

1—n?
on note ;.1 (p)(&,, ..., E+4) lexpression ainsi obtenue et o], (p) est défini par
(3.10) o+ (PEys ..., &z+4)=a)f+1(P)(Elv cee El+4)
1+4

- 'Zz o (p) &z -, aj—l’ Vgl Ej’ §j+1' v Eira)

Démonstration. — Remarquons tout de suite que, dans (d), on passe de la dérivée
covariante de ®; & ®;+, en utilisant uniquement les égalités qui définissent I’équation NJ.
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Comme ’application naturelle
J2(f, 9)(x)—(j1 (f) (%), 0(x))
de N4 dans T, (E) x T* est surjective, il s’ensuit que o] , ; est bien défini par la formule (3. 10).
X

Puisque g nous est donné, I"unicité d’une telle famille est évidente. On vérifie par ailleurs
facilement que si @; est du type (c), alors o;, ;, calculé a partir de o; avec la recette (d), est
encore du type (c), ce qui entraine I’existence.

ProposiTION 3.2. — Pour tout 120, le diagramme

¥R

fa > ST*OA2T*QT*®, Ty

(3.11) l li

1,(F) > @ T*@A? T*@T*®, Ty
est commutatif.

Démonstration. — Soit p=j,,,(f, 0)(x)e N/} ,. D’aprés la remarque faite au début de la
démonstration de la proposition précédente, on a, pour m<let k=1,

V},ﬁn Vf/.Ez' : 'V}*Em(a)',c(jl (f. 9))(ﬁ1' T ﬁkr3) '—Vf:ﬁ,(mllc—l(jl(fv 9))(ﬁ2’ cee ﬁk+3)))=0,
pour tous &y, ..., & Ny, - .., Ne+3 €Ty, puisque 7,4, (p)eN,,+,. On a donc

(.12) Vi Vie.. . Vi @Gy ([, 01, -0 Miss)
—Vf,ﬁ,(m;c—l(jl(f» 9))(;]2, e ﬁk+3)))

k+3

==Y Vi Vie Vi @1 Ga(f 0)Rar o0 Vi T - Tlers):
i=2

Démontrons maintenant la proposition par récurrence sur [. Le résultat est vrai pour /=0,
d’aprés la formule (3.7). Soit /=1 et supposons le résultat vrai pour tout entier <I. On peut,
d’apres (3.12), appliquer la proposition 0.2 qui nous dit que

QPG - &)=V, @-1 G (f, ) Ez, -, Eiva)):

En utilisant a nouveau (3.12), avec m=0 et k=I et le fait que
®;—1(m1(p))=Q;_1 (7, + 1 (p)=0, on obtient alors

Qi (p) =0y (n,(p)).
On déduit facilement de la démonstration précédente que
(3.13)  ofym(my (p)(Eys - - §l+m+3)=vf:§1 Vf’@z- . -V_;,gm((’)z' U1 (f, 9))(Em+1, s El+m+3))

SEp=J14m+2(f, 0)(X) €Nty 2.
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Le morphisme o; : T, (F) > @' T* ® A2T* ® T* ®; Ty est appelé courbure projective
d’ordre | associée au couple de connexions (V, V'). Si p=j, (f. 0)(x)eJ; (F), la courbure
projective d’ordre 0 est donc donnée par

wo (P=(f*W'—f, W)(x),
et le lecteur vérifiera facilement que la courbure projective d’ordre 1 est donnée par

B.14) o1(P)E M §M=(*VW =fLVW)E . L V+30E)(*W)Mn, L, 1)
+OM)(S*WIE L M+0Q(/*W)(n, & 1)
O (W), . 8)—=0©) L W, & A)—0(W(n, , M) &,

pour tous &, n, {, Le T,. Plus généralement o;( p) est de la forme (f*V'W'—f, V'W)(x)
plus des termes faisant intervenir les dérivées covariantes d’ordre au plus /— 1 des tenseurs de
Weyl et d’ordre au plus [—2 des tenseurs de Ricci. Ce dernier résultat se montre facilement
par récurrence sur [ en utilisant les régles de construction de w; 1, a partir de ®;, données
dans la proposition 3.1.

Soit f': X —» Y un difffomorphisme. On voit facilement qu’il existe, en tout xeX, une
solution formelle de N3, de la forme j, ( f, 6)(x) avec 0 T*. Comme, par ailleurs, o; est un
morphisme de fibrés affines sur n : T* — X dont le morphisme de fibrés vectoriels associés est
induit par I'identité sur ®2T*, on en déduit que NY) =Ker, o, avec 0 section nulle du fibré
vectoriel ®2T* sur X, est une équation différentielle d’ordre 1 dans T*. Les considérations
du paragraphe 0 s’appliquant a o et NY”, on note N{); le l-iéme prolongement de NY",
pour 120, et Q) : N, - S'T*® A2T* ® T* le morphisme de fibrés sur X obtenu a
partir de la proposition 0.1. Si j;(8)(x)e N{, avec xe X et 0eT¥*, alors j,( f, 8)(x)e N;. On
définit alors, pour /=0, un morphisme

Q': Ni,->ST*QAT*®T*

de fibrés sur X de la maniére suivante : si p=j,,,(f, 0)(x)e N/4,, alors j, (0) (x) e N, et
on pose

Q' (P=2 (ji+1(0) (x))-

Le morphisme Q;’ est bien défini car Q" (j,+ (0)(x)), avec f : X — Y difféomorphisme local
défini au voisinage de xe X et 0 T*, ne dépend que du jet d’ordre /42 de fen x.

Introduisons la notation suivante : Soit ® e C® (®* T* ® H), avec k entier =1 et H fibré
vectoriel sur X. Sil<k et si &;, ..., §e€C®(T), on note o(&;, ..., &) I'élément de
C*(®*!'T* ® H) défini par

0E, .. &My, - m)=0Ey, L 8N Nk-1)

pour My, ..., Me—;€T.
Soit p=j, (f, 8)(x)e N5 . Si, pour £€T,, K(E)eT# est défini en disant que, pour neT,,
<M, K()) est le second membre de (3.5), on a, d’aprés les résultats du paragraphe 0
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et 0.1),
Q5 (p)E, M=V:K@M-V, K&

pour tous &, neT,. On vérifie alors facilement que
. 1
(3.15) Q5 (PE . O=—0(W(E n, D)+ ——
{n(f*V'S' =V, n, )—n(f*V'S' =V, §, Y+(f*V'S'=VS) (. L n)
—(f*V'S'=VS(n, 5, 8},

pour tous &, 1, {eT,. Un morphisme oy : J; (F) > A2T* ® T* est alors bien défini en
disant que, pour p=j, (£, 0)(x)eJ, (F)et&, n, (e T,, 04 (p) (€, 1, {)estle second membre de
I’équation (3.15).

La proposition 3.1 reste valable si ’on remplace wg, donné par (a), par n’importe quel
morphisme vérifiant (b) et (c). On peut aussi modifier la condition (c), et permettre au terme
d’ordre !dela suite de morphismes de dépendre des dérivées covariantes d’ordre au plus [+ 1

des tenseurs de Ricci de V et V'. Ainsi, partant de wg qui vérifie maintenant (b) et (c), on
construit canoniquement une suite

(o : jl F)->RT*QAT*® T*)zgo
de morphismes de fibrés sur X.

Avec une technique analogue a celle de la proposition 3.2, on montre que le diagramme

o
Nii2 —» S'T*@A2T*Q@T*

(3.16) l li
1,(F) & @' T*®AT*®T*

est commutatif. On a aussi

(3.17) ofhm@ (P Ers - - Errmer2) =Ve, Ve, o Ve (0] G (f ) Ensers - rvme)),

Si p=jl+m+2(fr e)(x)eNl,fl-m+2’ pour tous gl’ ] §I'+m+2€Tx-
On note, pour /=0,

G ®TIT*QAT*®T* ®y, Ty @' T*@A’T* @ T*

le morphisme' de fibrés vectoriels sur  : T, (F) - X defini ainsi : si ¢;, , désigne la restriction
de ¢, & la fibre (®'"' T* @ A T* ® T* ®3,5 Ty),, pour peJ; (F) tel que p, p=j; (f)(x),
ou f est un difffomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de x€X, on a

a, @&y, ..., & E n.O=Trace(A—> fy 0 (&, ..., &, A & N, 0),

pour &y, ..., &, 6 M, AeT, et 0e @M T*QA’T*QT*Q Ty 4 (-
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Nous noterons, dans la suite, 2 le sous-fibré a fibre variable de J, (F)desjets pde J, (F)tels
que o; (p)=0, pour tout [=0.

LemMME 3.3. — En considérant ®; comme une section de T* @ A>T* @ T* ®}I;F)TY
sur J; (F), on a, pour m=0 et g€J,,,, (F),

Pm(Coo0] —(n—2)05)(q) =0,

SI Q€T 1 (Npyo) et mi(q)eP.

Démonstration. — Soit W la section de A2 T* ® T* sur X définie par
W(E, n, )=Trace(L—(VW)(, &, , )

pour &, 1, {, Ae T. On définit de méme W' eC® (A2 T* ® T¥*), a partir de V' et W'. Un
calcul bien connu de Weyl (cf. [3], p. 89 ou [15]) montre que

(3.18) WE f;)=:2—__2—1
{n(VS)(E M, H—n(VS)(, & O)+(VS)E, & M~(VS)(n, L, &)},

pour&, n, {eT.Sij, (f,' 0) est une section de J; (F), en combinant (3.15)et (3.18), on obtient

n—2)oy (j,(f, 0)=f*W' —W—(n—2)00oW.
A partir de (3.14) et en uti-lisant le fait que
Trace(s— W' (s, t, u))=Trace(t+— W'(s, t, u)) = Trace (u+—> W'(s, t, u))=0,
avec s, t, ue Ty (¢f. [3]), on a
oo (ji (f. ON=f*W =W —(n=2)80W+300(f;" 05(ji(f 0),
d’ou

(3.19) (co 0@ —(n—2)05) (j1 (f, 0)=300(f " @5 (j1 (f. O)).

D’apres(3.13),sip=j,+2(f, 0)(x)eN,. 4 ,,avecn (p)e P, comme wy (n, (p)) =0, pour k=0,
le m-jet en x du second membre de (3.19) est nul, d’ou le résultat.
Soit LeC*(®'"*T* ® T), avec 1=0. Définissons 7 (L)e C* (®"'*3T*) par

TL)Ey, ..., &rz)=TraceA—L(E;, ..., & A &rvrs Givzs Ei13),
pour &;, ..., &43, AeT. SiweC* (@ ' T*@A*T*® T* ®;,4 Ty), on a
(3.20) Cl°®(j1(u))=9-f;1m(j1(“))7

si u=(f, 0)eC*(F), avec f difffomorphisme local de X dans Y et 6eC*(T¥), en
considérant, dans le membre de droite de (3.20), ® comme une sectionde ®'** T* ®; 1, Ty.
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Si, pour xeX, on a L(x)=0, avec LeC*(®'"*"*T*® T) et [=0, alors on a

Vg(f(L))(E.m cee §1+3)=§~7(L)(El’ e Ez+3)
et

(Vi) Ey, - Gaa) = Ve (L Gy oy §sd)),
pour &, &, ..., §,4€T,. On en déduit que
7 (V:L)=V. (7 (L)
pour £eT,. Plus généralement, le lecteur vérifiera facilement le lemme qui suit.
LEMME 3.4. — Soient LeC*(®'"*T* ® T)etxeX.)Sijm(L)(x)=O, avec m=0, alors on a
Jm(T (VeL)= V. 7 (L) (x)=0
pour E€T,.

ProrositTioNn 3.3. — En considérant ®;y, avec 1=0, comme une section de
R T*QA*T*®T* ®y, Ty, on a, pour tout entier m=0,

Pm(crooiy 1 —(n—=2) ;') (9)=0

ST GEMy+ 1 (Nihmy2) et Ty (q)eP.

Démonstration. — Démontrons la proposition par récurrence sur [. Le résultat est vrai
pour [=0, d’aprés le lemme 3.3. Supposons-le établi pour [, avec [=0. Soit u=( f, 8)eF,,
ou f: X > Y est un difféomorphisme local défini au voisinage de xe X et 0T}, tel que
Ji)(x)eP et que p=ji1m+3W)(x) €N}t pr3. D’aprés (3.13), avec pe N/, 43, et comme
O+ (my (p))=0, pour tout k=0, on a

(3.21) Jm ([t 0141 (j1 ) (x)=0.

On en déduit, avec ’hypothése de récurrence, que j, (®; (j; () (x)=0. D’apres (3.10) et la
définition de la deuxiéme forme fondamentale de f, si &, &, ..., & +4€T,, le m-jet en x
de felol(iw)E, &y, ..., E14) est égal, avec nos hypothéses, au m-jet en x de

fa B S 0l G ) Ey §z+4))+Vlg(f;1(0{+1(j1(U)))(§1, o Biva)

Puisque B’ est Oy-bilinéaire, avec Oy faisceau des germes de fonctions différentiables sur X, a
valeurs réelles, d’apres (3.21), ce jet est égal au m-jet en x de

Vé’;(f;l(’)l/+l(j1(u)))(§1’ v Erva)

On a donc, d’aprés (3.20),

v=jm(c1+1 00142 (j; W) (&, &, ..., &43)(x)
=jm(7 (Ve 3 0l G @) s, oo o) Era3)) (),
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pour&, &, ..., §3eT,. D’aprés(3.21) et le lemme 3.4 appliqué a f; ' @]+, (j; W) eta x,
et d’apres (3.20), on a

v=jm(Ve(T fx' 0l41 (G @) Ey, -, ézfs))(x)
=jm(Ve(croop+1 G @) Es, - - -, G43)) (X)
=("—2)jm((vg0)t'/(j1 @) &1, -, Ei43)(x),

cette derniére égalité résultant de I’hypothése de récurrence. Comme j,, (@;" (j; (4)))(x)=0,
on a, d’aprés (3.17) pour peN;% 13,

v=(n—2) jm (0% 1 (1 W) E, &1, - .., Er43) ().

Nous allons seulement nous servir de la proposition 3.3 pour m=0, c’est-a-dire de
Iégalité cow;,;=(n—2)w; sur n; (N;};) 2. Nous pouvons maintenant énoncer le
théoréme d’équivalence formelle suivant :

THEOREME 3.1. — Sin=3 et s’il existe p e P, avec n(p)=x€ X, alors il existe une solution
formelle ge Ny, , telle que p, 7y (q)=p, (p).

Démonstration. — On peut supposer sans perte de généralité que pe Nj, puisque la
condition « j, (f, 0)(x)e 2 » n’implique que le jet d’ordre 0 de 0, d’aprés la condition (b) de
la proposition 3.1. Il existe une application étale f: X —» Y, définie au voisinage de x, telle
que g,=j,(f, 0)(x)e N5, pour tout germe 0€T* tel que n;(q,)=p. On a, d’aprés le
lemme 3.3 et la commutativité de (3.16) pour /=0,

1
0=_"—5coom (P)=00 (p) =00 (42) =05 (j: () (x));

donc, d’aprés I’exactitude de la suite

()
n Qo
Ny 5> N 3 A2T* @ T*,

0

on peut choisir 8 e T* tel que j, (0) (x)e NY : il existe donc g, =j, ( f, 8)(x)e N, n N} tel que
Jj1(f, 0)(x)=p. Supposons que, pour /=0, on ait trouvé ¢;+,€N;,, "N/, tel que
2 (q1+2)=4q,. Puisque Q; (¢;4+ ) =w; (p)=0, d’apres la commutativité de (3.11), il existe, en
utilisant I’exactitude de (3.9), une application étale h : X — Y, définie au voisinage de x, telle
que ¢i+3=ji+3(h, a)(x)€ Ny, 3, pour tout germe ae Ty tel que 4 5(gr+3)=4;+,. Comme
N4 3=N;13nniL (N}, ,), il en résulte que g;4 3 € Nj4 5 et, d’aprés la proposition 3.3, on a

1
oy (p)= mcl+1 0®1,(p)=0.

On a donc, d’aprés la commutativité de (3.16) :

Q' (q,+3)=Q§"+)1(sz(a)(x)):O_
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Utilisant ’exactitude de

T+2

of,
N > N, IS T*@A’T*® T*,
0

on peut s’arranger pour que j, 4 3 (a)(x)e N{® 5, c’est-a-dire pour que

Qi+3=ji+3(h, @)(xyeN; 4 3N Niy3 et que T4 5 (qr+3) =4+ 2.

Dans le cas analytique, on a le :

THEOREME 3.2. — Supposons que X et Y soient des variétés analytiques réelles de méme
dimension n=3 et que les connexions V et V' soient analytiques. Si pe P, il existe une
transformation projective analytique f: X —> Y, définie au voisinage de x =m(p), et telle que

J1(f)x)=p1(p).

Démonstration. — Rappelons pour commencer que le théoréme 4.2 de [11], appendice,
s’adresse aussi a des « équations différentielles » a priori de rang non constant. Soient E, un
fibré sur X, E, un fibré sur une variété Z, s une section de E, sur Z et ® ¢ J,(E;) » E, un
morphisme de fibrés sur Z, ou J, (E,) est fibré sur Z a ’aide d’une application donnée de Z
dans X. Sitous les objets ci-dessus sont analytiques et s’il existe un jet fortement prolongeable
p € Ker, (®) [c’est-a-dire si tout p’ € Ker; , p,(®) qui prolonge p, se prolonge a son tour en un
élément de Ker; . pi+1(®)], alors il existe un germe analytique u de section de Ej,
en x=mn(p), tel que

O (ji(W)=s
et que ji (u)(x)=p. Revenons maintenant a la démonstration du théoréme. On a

N, n N3 =Ker, (VDp; (),

avec 0 section nulle du fibré vectoriel S T*® Ty®J; (T*® T*) sur F, et on a le diagramme
commutatif
Pr+1 (@)

Jii2(F) — J14 (T*@ T¥)
J pi(id,)
Pi(p1 ()
Jii2(F) — 3,0, (T*®; T*))

pour /=0, ou p,(id,) est le I-iéme prolongement de I’identité sur J; (T*® T*) (¢f. [5]), donc
on a
N2 Njy = KerJ,(o)Pl (VDp; ().

Ce résultat et la démonstration du théoréme 3. 1 nous montrent que tout g, € Kery, (Y@ p; (o)
tel que 7, (g,) €2 est fortement prolongeable au sens défini plus haut, d’ou le théoréme.

Remarques. — (1) On a unicité de la transformation projective f, dans le théoréme 3.2, en
lui imposant de vérifier j, (f)(x)=p,p’, ot p'e N5 avec n, (p’)=p. Ce résultat se vérifie
aisément au niveau des solutions formelles.
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(2) SiW=0¢et W' =0, alors toutes les courbures projectives sont nulleset ona 2 =17, (F) :
on retrouve un théoréme bien connu de Weyl. D’ailleurs, dans cette situation, le
théoréme 3.2 est encore vrai en C* grace a Frobenius (cf. [3] ou [15]).

Nous allons maintenant examiner ’équivalence projective des surfaces. L’analogue du
théoréme 3.1 est alors le :

THEOREME 3.3. — Si dim X=dim Y =2 et si un jet p de J, (F) appartient a ﬂ Kery o,

120
"

alors il existe une solution formelle ge N, ., telle que p; m; (q)=p, p.

Démonstration. — Dans cette situation les tenseurs de Weyl W et W' sont nuls et on a
donc, d’apreés (3.7), Q;=0 si [=0. A partir de 13, il n’y a qu’a reprendre la construction
donnée dans le théoréme 3.1. ’

Bien entendu, dans le cas analytique, s’il existe pe (") Kerow;’, alors il existe une
120
transformation projective analytique f:X — Y, définie au voisinage de x=mn(p), telle

que ji (f)(x)=p; p.
Définissons Se C* (A2 T*®T*) par

SE . 0=2{(VS)(& n, H—(VS)(M, & O} —(VS)(n, &, &) +(VS)(E. L. n).

Parallélement, définissons de maniére analogue §'e C* (A2 T¥®T%). Utilisant (3. 15) et les
lemmes du paragraphe 0, on obtient

(3.22) Q' (P, - Eis2) =V, Ve, - Ve (/*S =8 vy Eiv2)

pour tous &y, ..., E €Ty, si p=ji+2(f, 0)(x)eN;’,. Comparant (3.7) et (3.22), on voit
que S joue pour la géométrie projective des surfaces le role du tenseur de Weyl en dimension
supérieure ou égale a 3. Ce tenseur a été introduit pour la premiére fois par Weyl dans [15].

4. Equivalence conforme des métriques riemanniennes

Nous reprenons ici les notations du paragraphe 2 en supposant que X et Y sont de méme
dimension n=3. On est obligé de faire cette restriction sur les dimensions pour pouvoir
définir le tenseur de Weyl d’une structure conforme. Mais cette restriction n’est nullement
génante puisque 1’équivalence conforme locale est triviale pour un couple de surfaces.

DerFiNiTION 4. 1. — Un difféomorphisme f : X — Y est une transformation conforme de X,
munie de la métrique g, sur Y, munie de la métrique g’, s’il existe ve C* (X) telle que

4.1 f*g'=e*yg.

Rappelons que si ve C* (X), le hessien de v (relativement a la métrique g) est la section H,
de S?2 T* sur X définie par

H,(E n)=&.n.v=(Ven).v,
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pour tous champs de vecteurs &, 1 sur X (¢f. [4], § 7 ou [9]). On pose alors

H,=H, - dv®do.

Si grad v désigne le gradient de v par rapport a la métrique g, on note K, : T — T la 1-forme
vectorielle sur X définie par

K,(€)=V.gradv—(§.v) gradv.

H, ., ~ .
En fait K, est la composition T—~T* 5 T en considérant H, comme un morphisme de T
dans T*, ou t est I'identification de T* avec T via la métrique g (cf. [9]). Profitons-en pour
noter encore 1 I'identification de T§ avec Ty via la métrique g'.

Sif:X—>Yetv:X—R vérifient (4.1), alors on a, pour &, neT :
(4.2 B/ (g, n)=(.0) fin+(M.0) £, E—g(E n) fy gradv.

Remarquons que cette formule est équivalente a la formule (7.1) de [4] dans le cas ou
dimX=dimY, avec u=e*’. On a ensuite

4.3) ([*R'—f,R)(E M, O)={H,E O)+g(E 0 | gradv|]*} fun
—{H,(M, )+g(M. ) ||gradv|]*} fE+g (€ O L Ki(M)—g (M, ©) £ K, (B),

pour &, n, LeT.
Faisant alors subir deux « contractions » successives a (4.3), on en déduit les équations
4.4 f*S'=S=Q2—nH,+{(1—n) || gradv||* —Trace(K,)} g
et
4.5) e R o f —R=(2—2n)Trace(K,)—n(n—1) ||gradv|?,

oudans(4.4)SetS sontles courbes de Riccide g et g', et dans (4.5) # et £’ leurs courbures
scalaires respectivement. On trouve alors que

N | -2
4.6) M= é{s-f*svr (R of —B)g— "= ngadvllzg}

2(n—1)
ou, de maniére équivalente,

1

@0 fKa@= s s

1 o n—2
(g o —n="3 lamaaolP )

S v s’ v
pour E€T, ou S, (resp. Sp) est la composition T — T* — T (resp. Ty = T§ —'Ty).
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Le tenseur de Weyl W de g est la section de A2 T*@T*®T sur X définie par
4.7 WE nO=RE 0 ,
1 .
+ Z——Z{S@’ ONn+g(E OSe(M—S(n, H&—g(m, C)So(@}

“Gﬁ——m {9 On—g(m, OE)

pour tous champs de vecteurs &, 1, { sur X. Il est bien connu que le tenseur W est un invariant
-onforme : en effet, si on remplace, dans (4.3), H, et £, K, par les second membres de (4.6)
¢t (4.6)', on obtient

f*W=fW,
ou W’ est le tenseur de Weyl de g'.
On désigne par « : F' — X le fibré trivial pr; : X xY xR - X sur X, par v, la projection
naturelle de J, (F") sur J,(E) et par J, (F’) le sous-fibré ouvert de J, (F’) des k-jets p tels que

Vi(p) €T, (E). Soient " : T, (F') » S2T* ' : T, (F') » S2 T*® Tyeta' : I, (F')— S2 T*les
morphismes de fibrés sur X ou F’ définis respectivement par

9" (my (p)=(f*g' —€*g)(x).
par

V' (p)(E n)=BL{E n)—E.0) frn—M.1) £, E+g (& n) figradv,

et par

~ 1
a,(p)=Hv,x+ ——{f* S’—S—
n—2

2090 o f — E 2
sy @ @S~ g+ " ol [

pour tous &, neT,, si p=j, (f, v) (x)€J, (F’), ot fest un difféomorphisme local de x dans Y
défini au voisinage de x et ve C* (X).

En identifiant V (F’) et V, on vérifie facilement que ' @a’ est affine sur ng : J; (F') - F’ et
que son morphisme de fibrés vectoriels associés est induit par I'identité sur S? T*®;. V, avec
V=T,®1, ou 1 est le fibré trivial en droites sur X. Posons P}, =Ker,(\'®a’) avec 0
section nulle du fibré vectoriel S> T*®. V sur F'. Il est clair que &, : P5 — T, (F') est bijectif,
donc P; est une équation différentielle. Les considérations du paragraphe 0, s’appli-
quant a y'@a’ et P), on note P;., son Il-iéme prolongement, pour [=0, et
K, : Pj,, >S'T*QA2T*®T*®; V le morphisme de fibrés sur F' donné par la
proposition 0. 1. D’aprés [4], § 7, Q, =Ker, @"/, avec 0 section nulle du fibré vectoriel S* T*
sur X, est une équation différentielle. On en déduit alors que P, =Ker, (¢ o V' @a’) est
aussi une équation différentielle car m; : P, - Q; est encore bijectif. Le I-iéme
prolongement P, , de P, est alors égal a Ker; ) (pi(¢") o7+ 1 ®p; (V) Dp; (). Le premier
prolongement de Q; est Q,=Kery(¢” on;®V’), d’aprés la proposition 7.4 de [4].
Comme P,<Q,, la projection mt; : Q, = Q; est surjective. Par ailleurs, le morphisme -
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VD9 omy : J,(F) - S T*®. V est affine sur m, : J; (F') > F’ et son morphisme de fibrés
vectoriels  associés est induit par le morphisme de rang constant
id®0 : S’°T*®yV > S?T*®; V. La proposition 7.1 de [6] nous dit alors que le
(I+1)-itme prolongement de Q, est égal au Il-iéme prolongement de Q,, c’est-a-dire a
Ker, o (pi (@) e w4 1 ®py (). 1l s’ensuit qu’on a la suite exacte

Ty+2 K,
(4.8) Pri3— P, IST*QA’T*@T*®, V.
o>
On a K,=K|®K}, ou
Ki: PL,,»>ST*QA’T*@T*®:T, et K : P.,->ST*QA2T*®@T*

sont respectivement des morphismes de fibrés sur F' et X. Remarquons qu’on aurait pu, en

considérant séparément Ker, (') et Kerg(a'), construire E,’ et E,” a partir de . la
proposition 0. 1.

Sif: X — Y est un difffomorphisme local et si ve C® (X), on a la formule suivante, quz est
I’analogue de la formule (3.6) du cas projectif :
(4.9 Vi (W (G2 (f, o), )= V7, (W (2 (S, 0))(E, O)
=(f*R' =L R)E N, O—{H,E 0)+g (& 0 [ grado|} fyn
+{H,M, )+g (™, 0 ||grado|*} f,E—g (€, O) fr K, () +g(M. ) £ K, ()
+V (2 (f, D UE n), O) =V (2 (f, )&, VoD +V (j2(f, 0)) (M, Vel)
+E- )V (2 (f, (M, =M. )V (2 (£, ), O
+gM, OV’ (2 (f, v) €, gradv)—g €, OV (j2 (£, v))(n, gradv)

pour tous champs de vecteurs &, n,  sur X.

LEMME4.1. — Sip=ji.,(f, v)(x)€ P, ,, avecfdifféomorphisme local de X dans Y défini au
voisinage de xeX et ve C*(X), avec 1=0, on a

(4.10) —K’,(p)@i’ T §'+3)=Vf’.§1 Vf’.Ez' : ‘Vf’.E,((f* W'—fs vW)(Zl+1’ EHZ: Et+3)):

pour tous &, ..., & 3€T,.

Démonstration. — D’aprés (4.9), les résultats du paragraphe Oet (0.1), pourpeP;,,,0n a

Ki(PEr -0 s =V, Vig,o - Vir (SR = 4R Giar, &, L)
—{Hv(Ele Ev3)+g i, Eivs) ||gradv||2}f* €z
+{ﬁv(gl+2r Era)+9 €z Eiva) ”gradvuz}f*gl+l

—9@1, 843) i KoGra )+ 9 Eiia Eid) i K Eriy))

Comme p;(a)(p)=0, on peut remplacer dans cette derniére expression H, et f, K, par les
second membres de (4.6) et (4.6)" respectivement, d’ou le résultat.
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ProposiTiON 4.1. — Il existe une unique suite
Ki: Q- ®'T*®A? T*@T*®¢ TY)lgo

de morphismes de fibrés sur ¥’ satisfaisant les conditions suivantes pour p=j ( f, v)(x)€ Qq,
avec f difféomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de xe X, et ve C* (X) :

(@) Ko(p)=(/*W'= £, W) (o)

(b) K{(p) est une combinaison linéaire a coefficients rationnels, universels pour les variétés
de dimension n, de produits tensoriels ou de compositions de formes tensorielles (fonctions
comprises) de l'un des types suivants : f, ., €2*®, grad,v, &.v pour E€T,, g(x), Z(x),
R (f (X)), (f*VEW)(x), (VEW)(x), (f*V*S)(x), (V¥S)(x), (f*V*Sh)(x), (V¥So)(x),
(f*V*d R (x), (V¥d R)(x), pour k<I;

() si&y, ..., E+4€T, Kit1(p)Ey, ..., Eira) se calcule a partir de K; de la maniére
suivante : dans V; . K;(ji (f, v)) E,, ..., &1L 4), on remplace successivement toute expression
du type :

(i) Vi (f* Uy, .. M oul (f*U)(Ny, ..., M), suivant que U est une forme sur Y d

valeurs vectorielles ou scalaires, par

(f*V'U)(E Ny, o)+ _ZIU(f*m, o fxMim 0 fi Ve, ﬁj+(&>1~v)nj+(nj-v)§1
i= v
=g (&, m)) frgrad,v, fuNje1, - fe M)

pour ny, ..., n,eT,,
(i) Vi, fum, avec neT,, par

Je Ve n+ @ 0)n(x)+(M.0)(x) &1 =g (&1, 1 (%)) fi grad, v,

(iii) &;.7m.v, avec neT,, par

1
Ve, )0+ G- 0) (. 0) () +—

1 -2
x{(S—f*sn(al, n(x»+(2(n_1)(ezv@'of—@)—"—2—llgradvlll)(xm(al, n(x»},

et

(iv) £« V, gradv par

1
(&) fi gradxv+n—_—2

1 -2
X{(f*So—ez”""f* sa)(al)+(2(n_1)<e2"@'of—@)—%ngadvIIZ)(x)f*&1};
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|

on note K{, 1 (p)E,, ..., &. ) lexpression ainsi obtenue et K|, (p) est défini par
4.11) K1 (pEr. ..., Eiva)
1+4
=K1 (PEr oo Gva)— ) Ki(D)Eay o0 &1, Ve, ) Ejoys - Eiva)-
i=2

Démonstration. — L’existence et I'unicité sont évidentes, comme dans la proposition 3.1.
Comme on passe de K; a K;,; en utilisant uniquement les égalités qui définissent
I’équation P, et que &y : P, —» Q; est bijectif, K/, est bien défini par (4.11).

On vérifie alors par un calcul en tous points similaire a celui développé dans la
proposition 3.2, que le diagramme

4.12) P, S T*QA’ T*@T*® Ty
Q, 5 ®T* QA T*RT*®; Ty
est commutatif pour [=0.
Le morphisme K;: Q; » ®' T*@A2T*Q@T*®; Ty est appelé courbure conforme
d’ordre | associée au couple de métriques (g, g'). Si p=j; (f, v)(x)€e Q;, avec f difféomor-

phisme local de X dans Y défini au voisinage de xe X, et ve C* (X), la courbure conforme
d’ordre 0 est donc donnée par

Ko(p)=(f* W = f, W)(x)

et on vérifie facilement que la courbure conforme d’ordre 1 est donnée par

@.13) Ki(p@E n.LYM=(*VW-=-f,IW)E N, L V+3E0)(* W), V)
+(M.o)(*WIE CM+E.0)(* W)W, & 1)
+ o) (*W)M, §, §—g & n)(/* W)(grad, v, C, )
—9@E OU*W)(n, grad,v, W —g(E M (f*W)(n, ¢, grad,v)
—E 0, W, & M)—(WW, 5, 1).0) £ & +9(E& W0, §, V) fygrad,v,

pour tous &, m, {, AeT,. Ici aussi, plus généralement, K;(p) est de la forme
(f*V"'W'— £, V' W)(x) plus des termes faisant intervenir les dérivées covariantes d’ordre au
plus [—1 des tenseurs de Weyl, d’ordre au plus [ — 2 des tenseurs de Ricci, et le (I — 3)-jet des
courbes scalaircs.

Sip=j, (f, v)(x)eP,, avec fdifftomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de x € X
et ve C* (X), on a (¢f. [13] ou [15)) :

— 1
@.14) Ko(pE . O=-WE .o+ —[(f*V'S=VI(E .0

[(e**™E.R o f—E.R)g(, L)

—(*N. R o f —n.R) g, O],

1
S D O ey

pour tous &, n, LeT,.
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On définit We C® (A? T*®T*) par
W, n, {)=Trace(A—(VW)(A, &, 1, )

pour A, &, 1, { € T. On définit de méme W' e C* (A2 T#* ® T$%). On a, par un calcul classique
(¢f. [13] ou [15]), »

-3 1
W n, c>=b{(vsx&, Y=, & O+5e 66 Y. 2=g(n, ow)}.

pour &, 1, {eT. Par conséquent, en multipliant les deux membres de (4.14) par n—3, on
obtient

4.15) - (n=3)Kg (p)=(f* W —W)(x)—(n—3)dvo W (x),

si p=j, (f, v)(x)eP,, avecfdiffomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de xe X et
veC*(X). , :

Partant de Ky : Q; - A2 T*®T* défini en disant que, pour &, 1, £ e T,, Ky (p) (€, M, ) est
le second membre de (4.14) si p=j, (f, v)(x) € Q;, avec f difftomorphisme local de X dans Y
défini au voisinage de xeX et veC®(X), on construit canoniquement, grace a la
proposition 4.1, une suite de morphismes (K;' : Q; » ®' T*®A? T*®T*),,, de fibrés sur X.
Le diagramme

K
(4.16) P, > ST*QA’T*QT*

Q, I @ T*RA’T*®T*

est alors commutatif pour /=0.

Comme au paragraphe 3, on construit, pour /=0, un morphisme encore noté ¢;, de fibrés
surm: Q;»X de @I T*QA’T*@T*®q, Ty dans ®'T*Q@A?T*®T*. A partir de
(4.13), en remarquant qu’on a

Trace(s > W'(s, t, u))=Trace(t > W' (s, t, u))=Trace(u »> W'(s, t, u))=0,

pours, t,ue Ty (cf. [3]), et en considérant Kj comme une section de T*@A? T*@T*®g, Ty,
on obtient

(4.17) cooKi(p)=(f*W =W)(x)—(n—3dvo W (x)+3dvo(fy*Ko(p),
d’on, avec (4.15),
(4.18) (cooKi—(n—3)Kg)(p)=3dvo(fy ' Ko(p)).

ou p=j, (f, v)(x)eQq, avec f diffeomorphisme local de X dans Y défini au voisinage de x et
veC*®(X). La formule (4.18) est ’analogue de la formule (3.19) du cas projectif.
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On note ¥ le sous-fibré a fibre variable de Q; des jets annulés par toutes les courbures
conformes. Si A,, : Q,,+; = J(Q;) est I'inclusion naturelle pour m>0, on a la :

ProrosiTion 4.2. — En considérant, pour 1=0, K,’Qr 1 comme une section de
RUIT*QA?T*RT*®, Ty sur Q,, on a
QY 1,

Im(croKis 1 —(n=3)Ki") (A () =0

pour m20, si €My 41 (Pr1ms2) et T (q)e¥.

Démonstration. — Notons pour commencer, qu’avec les K/ et K;’, on a des formules tout &
fait analogues aux formules (3. 13) et (3. 17) du cas projectif. Par un calcul similaire a celui fait
dans le lemme 3.3, la proposition, pour /=0, découle de (4. 18). La proposition se démontre
alors par récurrence sur  d’'une maniére semblable a celle donnée dans la preuve de la
proposition 3.3. :

Comme au paragraphe 3, nous utiliserons seulement la proposition 4.2 avec m=0,
c’est-a-dire 1’égalité ¢, 0K}, =(n—3)K;’ sur n; (P;,;) N &.

On a alors le :

TuEOREME 4.1. — Si n=4, alors toute solution formelle peP,, telle que ny (p)e¥, est
fortement prolongeable.

Démonstration. — Soit qeP,,,, avec 120, une solution formelle telle que m,(q)=p.
Utilisant la commutativité des diagrammes (4.12) et (4.16), on a —IE,’ (@=K;(n,(p))=0 et
K (q)=K} (m, ( p)). La proposition 4.2, avec m=0, nous dit alors que

1
n=3
Enfin ’exactitude de (4.8) nous donne I’existence d’une solution formelle g’ € P, ., ; telle que
m+2(q)=4.

Dans le cas analytique, grace au théoréme 4.2 de [11], appendice, on a le :

K/ (n, (p)= coKjyy(my (p)=0.

THEOREME 4.2. — Supposons que (X, g) et (Y, g') soient des variétés riemanniennes
analytiques de méme dimension n=4 : s’il existe pe P, avec n, (p)€ ¥, alors il existe une et une
seule transformation conforme analytiquef : X — Y, définie au voisinage de x =7 ( p) et telle que
j; (f)x)=v,p.

L’unicité dans le théoréme 4.2 provient du fait que si pe P, avec 7y (p)€ ¥, alors il existe
une et une seule solution formelle ge P, , telle que =, (q)=p.

SiW=0et W =0, alors ¥ =Q, et on retrouve encore un théoréme bien connu de Weyl.

L’analogue du théoréme 4.1, pour les variétés de dimension 3, est le :

THEOREME 4.3. — Si dim X=dim Y=3, toute solution formelle p de P, telle que
K/ (r1 (p))=0, pour tout 120, est fortement prolongeable.

Démonstration. — Dans cette situation, les tenseurs de Weyl W et W’ sont identiquement

nuls. Doncsi ge P, , prolonge p,on a E,’ (9)=0. On a, par ailleurs, E," @=K; (n,(p))=0,
donc I’exactitude de (4.8) nous donne I’existence de ¢’ € P;4 3 tel que m;1,(¢")=4.
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Bien entendu, dans le cas analytique, un jet p, satisfaisant les hypothéses du théoréme 4.3,
donnera naissance a un germe de transformation conforme.

Si dim X =3, on définit Se C* (A2 T*®T*) par
~ 1
SE n, H=(VS)(n, &, H—(VS)(E, n, C)+Z{(§.9i’)g(n, O-M-AgE 0)}.

On définit de maniére analogue §'e C* (A2 TE®TE) et si p=j,,,(f, v)(x)eP,,,, on voit
facilement, en utilisant les résultats du paragraphe 0, que

Ki'(p)(Ey, -, §1+2)=Vg,-véz- 'VE,(f*Sl_g)(El+l’ Zt;z+2)

pour tous &, ..., &,,€T,. Ainsi S joue pour la géométrie conforme des variétés de
dimension 3 le réle du tenseur de Weyl en dimension supérieure ou égale a 4. Ce tenseur a été
introduit pour la premiére fois par Schouten dans [13].
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