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SUR LA COURBURE DES METRIQUES
RIEMANNIENNES INVARIANTES
DES GROUPES DE LIE ET DES ESPACES HOMOGENES

PAr Lione. BERARD BERGERY

1. Introduction

Cet article rassemble plusieurs résultats sur la courbure (sectionnelle, de Ricci ou sca-
laire) des métriques riemanniennes invariantes sur les groupes de Lie et les espaces homo-
génes. Les deux résultats principaux répondent a4 des questions posées par J. Milnor
dans I’article [M] de la bibliographie :

THEOREME 1. — Les trois propositions suivantes sont équivalentes pour un groupe
de Lie connexe G :

(1) G admet une métrique riemannienne invariante @ gauche a courbure sectionnelle
positive ou nulle;

(2) G admet une métrique riemannienne invariante a gauche a courbure de Ricci positive
ou nulle;

(3) le revétement universel de G est produit semi-direct d’un sous-groupe distingué admet-
tant une métrique riemannienne invariante a gauche a courbure sectionnelle nulle, et d’un
sous-groupe semi-simple qui opére sur le précédent par isométries pour I’'une des métriques
riemanniennes invariantes plates.

THEOREME 2. — Soit M = G/H un espace homogéne sous un groupe de Lie connexe G,
admettant des métriques riemanniennes G-invariantes. Alors les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) le revétement universel de M est difféomorphe a un espace euclidien;

(2) toute métrique riemannienne G-invariante sur M est ou bien plate ou bien @ courbure
scalaire strictement négative.

L’article est divisé en trois parties. La premiére (§ 2 & 4) donne la démonstration du
théoréme 1. La deuxiéme (§ 5 et 6) donne la démonstration du théoréme 2 pour les groupes
de Lie (ce qui était la question de Milnor dans [M]). La troisiéme donne la démonstration
du théoréme 2 dans le cas général et précise (dans les théorémes 8, 9 et 10) quels sont les
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signes possibles pour la courbure scalaire de toutes les métriques riemanniennes
G-invariantes sur G/H. D’une fagon plus détaillée :

— au paragraphe 2, aprés avoir fixé les notations, on construit des métriques rieman-
niennes invariantes a courbure sectionnelle (ou de Ricci) positive ou nulle sur les groupes
de Lie vérifiant I’énoncé (3) du théoréme 1;

— au paragraphe 3, on démontre que ces constructions fournissent tous les groupes
de Lie et toutes les métriques riemanniennes invariantes a gauche a courbure sectionnelle
(ou de Ricci) positive ou nulle;

— au paragraphe 4, on étudie le cas particulier de la courbure de Ricci nulle, et 1’on
indique une nouvelle démonstration (communiquée a I’auteur par E. Heintze) du théoréme
récent de D. V. Alekseevski et B. N. Kimel’fel’d ([A-K]) : un espace homogéne riemannien
a courbure de Ricci nulle est plat;

— au paragraphe 5, on détaille le calcul de la courbure d’une métrique riemannienne
invariante a gauche pour un groupe de Lie admettant un sous-groupe distingué propre
non trivial, en fonction des courbures des métriques induites sur ce sous-groupe et sur le
quotient;

— au paragraphe 6, on exploite ces calculs pour la démonstration du théoréme 2 dans
le cas des métriques riemanniennes invariantes a gauche sur les groupes de Lie;

— au paragraphe 7, on démontre le théoréme 2 dans le cas des espaces homogénes
compacts, et on classifie également les espaces homogénes compacts dont toutes les
métriques riemanniennes invariantes sont & courbure scalaire positive;

— au paragraphe 8, on introduit une construction auxiliaire et on utilise en particulier
la théorie des submersions riemanniennes pour construire certaines métriques
riemanniennes invariantes a courbure scalaire strictement positive;

— au paragraphe 9, on démontre le théoréme 2 pour les espaces homogénes non
compacts, en se ramenant par une autre construction de submersions riemanniennes a
a I’étude de quelques cas particuliers qui sont traités au paragraphe suivant;

— au paragraphe 10, on étudie le cas particulier des espaces homogénes non compacts
G/H, ou G est un groupe de Lie simple de type non compact et H un sous-groupe connexe
semi-simple compact maximal (pour ces trois propriétés) et qui n’est pas maximal parmi
les sous-groupes de G. On est amené 3 étudier en détail I’espace homogéne SO, (1, 2)/SO (n)
dont on montre en passant qu’il admet (si » = 2) une métrique riemannienne invariante
a courbure de Ricci strictement négative (ce qui n’est pas le cas des autres espaces
homogénes G/H de ce paragraphe);

— au paragraphe 11, on classe dans le théoréme 9 les espaces homogeénes qui admettent
une métrique riemannienne invariante a courbure sectionnelle identiquement nulle et
parmi eux ceux dont toutes les métriques riemanniennes invariantes sont plates;

— au paragraphe 12, on termine I’étude de toutes les possibilités pour le signe de la
courbure scalaire des métriques riemanniennes invariantes sur les espaces homogénes
en classant dans le théoréme 10, les espaces homogeénes non compacts dont toutes les
métriques riemanniennes invariantes ont une courbure scalaire strictement positive.

Je remercie le référé pour ses suggestions.
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I. GROUPES DE LIE A COURBURE DE RICCI POSITIVE OU NULLE

2. Construction de métriques a courbure positive ou nulle

Dans tout ’article, G sera un groupe de Lie connexe et ® sera 1’algébre de Lie de G,
identifiée indifféremment soit 4 I’algébre de Lie des champs de vecteurs invariants & gauche
sur G, soit & I’espace tangent & G en son élément neutre e. On dira qu’une métrique rieman-
nienne est invariante si elle est invariante par ’action de G a gauche. La donnée d’une
telle métrique est alors équivalente & la donnée d’un produit scalaire { , > sur . Une
métrique riemannienne invariante est dite bi-invariante si elle est aussi invariante par
I’action de G a droite; le produit scalaire correspondant est alors invariant par ’action
adjointe de G sur ®, et I’action adjointe d’un élément de & sur elle-méme est alors anti-
symétrique. De plus, comme G est connexe, cette derniére condition est en fait équivalente
a la bi-invariance. On dira parfois pour simplifier qu’un groupe de Lie muni d’une métrique
riemannienne invariante est un groupe de Lie riemannien. On aura besoin pour la
construction annoncée du résultat classique suivant :

PROPOSITION 1. — Si G est le produit semi-direct d’un sous-groupe distingué connexe H
et d’un sous-groupe K, si H et K sont munis de métriques riemanniennes invariantes telles
que I'action de K sur H se fasse par des isométries, alors la métrique produit sur la variété
HxK = G est invariante a gauche pour G.

Démonstration. — Dans la décomposition canonique G = HxK, le produit s’écrit
(a, b) (¢, d) = (aa,(c), bd) ou o est I’action de 1’élément b de K sur H. L’action a gauche L

de I’élément (a, b) sur G peut donc s’écrire :
L, 5y = (Lgx Idg) o (o, X Idg) o (Idy X L)

et les trois facteurs sont des isométries par hypothése.
Voici quelques applications de cette proposition :

COROLLAIRE 1. — Sous les hypothéses de la proposition 1, si H et K sont abéliens, la
métrique obtenue sur G est @ courbure nulle.

On aura besoin plus loin de la réciproque de ce résultat :

TaEOREME 3 (J. I. Hano [HA], p. 898, il y a aussi une démonstration dans [M]). —
Si G est un groupe de Lie riemannien @ courbure sectionnelle nulle, alors il existe un sous-
groupe abélien distingué H et un sous-groupe abélien K de G tels que G soit produit semi-direct
de H et K, la métrique riemannienne de G est la métrique produit de deux métriques rieman-
niennes invariantes sur H et K dans la décomposition canonique G = Hx K et I’action de K
sur H se fait par des isométries et est effective.

COROLLAIRE 2. — Sous les hypothéses de la proposition 1, si H est compact et semi-simple,
et si K est abélien et agit sur H par des automorphismes intérieurs de H, alors G admet
une métrique riemanniennes invariante a courbure sectionnelle positive ou nulle.
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Démonstration. — Le groupe H admet des métriques bi-invariantes qui d’une part
sont 4 courbure sectionnelle positive ou nulle, d’autre part sont invariantes par les auto-
morphismes intérieurs. On prend une telle métrique sur H et une métrique riemannienne
invariante (automatiquement plate) sur K, et on applique la proposition 1.

A partir de ces deux corollaires, on obtient plus généralement :

COROLLAIRE 3. — Soit G un groupe de Lie et trois sous-groupes P, A, H vérifiant :

(1) P est un sous-groupe distingué connexe admettant une métrique riemannienne
invariante g, @ courbure sectionnelle nulle;

(2) A est un sous-groupe abélien connexe;

(3) H est un sous-groupe semi-simple compact connexe, distingué dans le produit
semi-direct AH;

(4) A opére sur H par des automorphismes intérieurs;

(5) AH opére sur P par des isométries de g,;

(6) G est le produit semi-direct de P et de AH.

Soit g la métrigue riemannienne invariante sur G qui est produit de g, sur P, d’une métrique
riemannienne invariante g, sur A et d’une métrique riemannienne invariante g5 sur H,
avec g5 invariante sous I'action de A sur H et d courbure sectionnelle (respectivement de
Ricci) positive ou nulle. Alors g est elle-méme & courbure sectionnelle (respectivement de
Ricci) positive ou nulle.

Démonstration. — On applique le corollaire 2 pour le produit AH, puis la proposition 1
pour le produit de P et de AH.
Remarque 1. — 1l peut y avoir sur H des métriques riemanniennes invariantes (et

invariantes par A) & courbure positive ou nulle autres que les bi-invariantes.

Remarque 2. — Comme toute extension d’un groupe semi-simple par un groupe
abélien est en fait triviale, on sait que, sous les hypothéses du corollaire 3, il existe un
sous-groupe A’ de AH tel que le groupe AH soit le produit direct de A’ et H. Donc G
est en fait le produit semi-direct de PA’ et de H, avec H semi-simple compact et PA’ admet-
tant une métrique riemannienne invariante 4 courbure sectionnelle nulle, invariante pour
I’action de H sur PA’. On retrouve ici ’énoncé (3) du théoréme 1. Mais il faut remarquer
que le corollaire 3 fournit plus de métriques invariantes & courbure positive ou nulle
sur G que ’application directe de la proposition 1 3 PA’ et H.

3. Démonstration da théoréme 1

Pour démontrer le théoréme 1, il suffit de démontrer la réciproque suivante du corollaire 3.

THEOREME 4. — Soit G un groupe de Lie riemannien simplement connexe dont la courbure
sectionnelle (respectivement de Ricci) est positive ou nulle. Alors G est I’'un des groupes de
Lie riemanniens obtenus par la construction du corollaire 3.

Griace a la remarque 2, on voit facilement que le théoréme 1 est une conséquence
immédiate du corollaire 3 et du théoréme 4.
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Démonstration du théoréeme 4. — 1l suffit de démontrer le théoréme pour le cas de la
courbure de Ricci. Le cas de la courbure sectionnelle suit alors aisément. Le point de
départ de la démonstration est la classification par J. Cheeger et D. Gromoll des espaces
homogénes riemanniens & courbure de Ricci positive ou nulle, obtenue comme corollaire
de leur théoréme de scindage; en transposant directement a la situation du théoréme 4
le théoréme 5, p. 127 de [C-G], on obtient le

LeMME 1. — Si G vérifie les hypothéses du théoréme 4, alors, comme variété rieman-
nienne, G est le produit d’une variété plate R isométrique a un espace euclidien R, et d’une
variété compacte simplement connexe H a courbure de Ricci positive ou nulle. De plus,
la composante connexe de I’identité 1, (G) du groupe des isométries de G est exactement
le produit 1, (R)x I, (H).

Dans la décomposition G = R x H, I’élément neutre e de G s’écrit e = (¢/, €”) et on
identifiera désormais R et H avec respectivement Rx { " } et { ¢’ } xH.

LeMME 2. — Les sous-variétés R et H sont des sous-groupes de G.

Démonstration. — Pour tout élément (a, b) de G, on sait par le lemme 1 que I’isométrie
L, 5 de G est le produit d’une isométrie f (a, b) de R et d’une isométrie g (a, b) de H,

soit (@, b)(c, d) = (f (a, b)(c), g(a, b)(d).
En particulier (a, b) = (a, b) (¢, ¢") = (f (a, b) ('), g (a, b) (¢")). Puis
@ €") (e ¢") = (f (@ ) (), g (@ ¢”) (") = (F (@ €) (¢), "),

donc R est un sous-groupe et ac = f(a, ") (c) est la structure de groupe induite. De méme
H est un sous-groupe, avec le produit bd = g (¢, b) (d).

On notera désormais ¢ (a, d) = g(a, ") (d) et @ (b, ¢c) = f (€, b) (c). Alors I’applica-
tion ¢ (@) : d+> ¢ (a, d) est une isométrie de H qui conserve e” et de méme ® (b) : c+— » (b, ¢)
est une isométrie de R conservant e’. De plus, si I; (H) [resp. I, (R)] est le sous-groupe
de I, (H) [resp. I, (R)] formé des isométries conservant 1’élément neutre, on vérifie
facilement grace a ’associativité le

LemMME 3. — L’application ¢ :a+> ¢ (a) est un homomorphisme de R dans 1, (H)
et application ® : b— o (b) est un homomorphisme de H dans 1, (R).

Démonstration :

(a, €)(b, €")(c, d) = (a, €") (be, ¢ (b, d)) = (abe, ¢(a, ¢(b, d)))

= (ab’ e”)(c’ d) = (abc’ (P(ab’ d))
donc

¢(a)(e(b)d) =9 (a, ¢ (b, d)) = ¢(ab, d) = ¢(ab)(d).

Et la démonstration pour ® est identique.
Les deux relations :

® (aa e”) (C, d) = (ac, (p(a, a),
(i) (¢, b)(c, d) = (o (b, c), bd)
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décrivent I’action de G sur lui-méme a gauche, mais les applications ¢ et ® ne sont pas
indépendantes.

LeMME 4. — L’action de G a gauche est complétement décrite par les formules (i) et (ii),
avec les deux relations :

(iii) ao(@(a™?, b),c)=o(, o(b™?, a)c),

(iv) bo(@(b™?, a), d)=9(a, 9(a”"', b)d).
Démonstration. — Par (i), on a (a, b) = (a, ") (¢/, ¢ (@™, b)) puisque

e@ L) =0@H® =0@ 0.
Donc
(a, b)(C, d) = (a’ e”)(e,: (p(a_l, b))(c, d) = (a, e”)((o((p(a—I’ b), o), (p(a-la b)d)
= (am((P(a_l’ b), ¢), ¢ (a, (P(a—l, b)d)).

D’autre part, par (ii) on a (a, b)) = (¢/, b) (0 (b7 1, a), €”") d’ou

(a, b)(c, d) = (¢, ) (@(b™", @), €)(c, d) = (¢, D)(@(b™", a)c, 9(a(b™7, a), d))
= (@, o7, a)c), be(@ (b}, a), )

et il suffit de comparer les deux expressions pour avoir (iii) et (iv). Il resterait & vérifier
que ce sont les seules relations, mais comme c’est & la fois long, parfaitement élémentaire
et inutile pour la suite, on s’en dispensera.

D’aprés le théoréme 3, on remarque que le groupe R est résoluble, donc son image
¢ (R) est un sous-groupe résoluble connexe du groupe compact I, (H). On sait qu’un tel
sous-groupe est nécessairement abélien, et donc le noyau de ¢ contient le sous-groupe
dérivé de R. On notera P la composante connexe de 1’élément neutre du noyau de o.
Toujours d’aprés le théoréme 3 le groupe R est produit semi-direct de son sous-groupe
dérivé R’, qui est abélien et d’un sous-groupe abélien B opérant sur R’ par isométries,
et de plus la métrique de R est la métrique produit de celles induites sur R’ et B.

Maintenant P n B est un sous-groupe abélien connexe de B. Comme B est isomorphe
a un espace euclidien (avec I’addition des vecteurs comme structure de groupe), il existe
un sous-groupe abélien connexe A de B tel que R soit aussi produit semi-direct et produit
riemannien de P et A. On remarque que A opére sur P par des isométries.

LEMME 5. — P est distingué dans G, et P et A sont invariants par tout ® (b) pour b
dans H.

Démonstration. — D’abord P est distingué dans R. Il suffit donc de regarder la
conjuguaison de P par un élément de H :

(¢, b ) (a, &) (¢, b) = (¢, b~ ") (a, 9(a, b)) = (@ (b~ ", a), b~  ¢(a, D).
Mais si a est dans P, alors ¢ (@) est ’identité donc
b~ 'o(a,b)=b""o(@)(b)=b"'b=c¢"
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De plus

bo@(®™, a), d)=0(a, ¢(a™’, b)d) par (iv)

1

= bd puisque a et a” sont dans P.

Donc ¢ (® (b™%, a)) est 'identité et © (b™1, a) est dans P, ce qui prouve que P est
distingué, et aussi que ® (b"!) P = P.

Enfin on a vu que R est le produit riemannien de P et A. Puisque o (b) est une isométrie
de R conservant e’, on en déduit immédiatement que A est aussi invariant par o (b).

On ne va plus désormais s’intéresser qu’au produit riemannien A x H. On remarque
d’abord que c’est le sous-groupe engendré par A et H puisque, si a et ¢ sont dans A, bet d
dans H, on a :

(@, €)(c,d)=(ac, 9(a, d)) et (€, b)(c, d)=(a(b, c), bd)
qui sont dans A x H puisque o (b, ¢) est dans A si c est dans A.
On note alors p (b) la restriction de o (b) & A et n (b, ¢) = u(d) (o).

LEMME 6. — L’application u (b) est un automorphisme du groupe A.

Démonstration. — A est abélien et simplement connexe, donc isomorphe 4 un espace
vectoriel euclidien. Et on sait bien qu’une isométrie d’un espace euclidien qui conserve
Iorigine est linéaire, donc en particulier un automorphisme du groupe additif.

La relation (iii), restreinte & AH, s’écrit alors :
ap(e(@, b), ) =pb, n(b™" a)o) =pud)(®) (@)c) =an(b, o

ce qui veut dire que p (5~ ! ¢ (@™ %, b)) est I'identité de A.

On introduit alors la composante connexe V de l’identité du noyau de I’application p.
La relation peut donc se réécrire :

b~ 'o(a, b)eV, VaeA et beH.

En recopiant la démonstration du lemme 5, on obtient ici :

LEMME 7. — Le sous-groupe V est distingué dans AH et invariant par ¢ (a) pour tout
a de A.

Comme H est compact et simplement connexe, il est semi-simple et il existe un sous-
groupe distingué W de H tel que H soit le groupe produit direct de V et W (mais H n’est
pas a priori la variété riemannienne produit). On note :

a(a, b)=b"'¢(a, b) pour a dans A et b dans W.

L’application o (a) : b o (a, b) est alors une application différentiable de W dans V.
On note § (a) la restriction de @ (a) & V et { (q, b) = § (@) (b).
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LemMe 8. — La relation (iv) se réduit sur AH aux trois propriétés suivantes :
() C(a) est un homomorphisme de V;
(vi) a(a, cd) = a(a, c)a(u(c™?, a), d);
(vii) L(n(d™", a), b) = a(a, d)~'¢(a, b)a(a, d),

avec a dans A, b dans V et c et d dans W.

Démonstration :

(v) En considérant b’ = ¢ (@~ ?, b), qui est dans V, la relation (iv) s’écrit, pour tout d
de H :

¢(a, b'd)=0(a, B)o(e(a, b)', a), ).
Mais ¢ (@, b') est dans V d’aprés le lemme 7 donc p (¢ (@, b))}, @) = a et finalement :
0(@)(b'd) = ¢(a)(b) 9 (a) ().
En particulier, pour d dans V, on obtient que { (a) est un homomorphisme.

(vi) Si maintenant d est dans W, alors ' d = db’ puisque V et W commutent. On
obtient :

¢(a, b'd) = ¢(a, db") = ¢(a, D)o (1(9(a, d)™", a), b'),
mais aussi d’aprés le calcul de (v) :
¢(a, b'd)=0¢(a, b)o(a, d).

En utilisant ¢ (¢, d) = a(a,d)d et la commutation de V et W (en effet, les expressions
o(a,b) et ¢ (u(9(a, d)~1, a), b’) sont dans V et d dans W), I’égalité des deux expressions
de ¢ (a, b’ d) donne en simplifiant par d :

a(a, Do(9(a, )71, a), b) = o(a, b)a(a, d).
Enfin p (¢ (@, d)) = p(x(a, d)d) = p(a(a, d)) o p(d) = p(d) donc
p(o(a, )™ a)=p@™ ", a)
et la relation devient
a(a, d)o(u(d™", a), b') = ¢(a, b)a(a, d).
Comme ¢ (a, b) = {(a, b) si b est dans V, on a donc (vi).
(vii) On écrit enfin (iv) avec ¢ et d dans W :
?(a, cd) = 9(a, )9 (1(9(a, ©)7', a), d).
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On a encore p (¢ (a, )™, @) = p(c™?, @) comme ci-dessus, d’ou, en simplifiant par cd :
a(a, cd) = a(a, c)a(u(c™?, a), d).

Un calcul élémentaire, dont on se dispensera ici, montrerait que (iv) est conséquence des
trois relations (v), (vi) et (vii).

Maintenant { (A) est un groupe connexe d’automorphismes du groupe semi-simple V,
donc  (A) est formé d’automorphismes intérieurs de V. De plus A et V sont simplement
connexes, donc I’homomorphisme { : A — Int (V) se reléve en un homomorphisme
€ : A — V puisque V est le revétement universel de Int (V). Soit £ (a) (b)) = € (@) b & (a)~!
si a est dans A et b dans V.

LEMME 9. — On a la relation (viii) : a(a,d) = e(@e(d™?, a) .

Démonstration. — La relation (vi) du lemme 8 s’écrit :
e(@ ! a)be@™ !, a) " =a(a, d)" ' e(a)be(a) " a(a, d)

pour tout b de V. Donc
e, a) = a(a, d"'e(a)z,

ou z est un élément du centre de V, dépendant a priori de a et d. Mais ce centre est fini
alors que A et W sont connexes et o, p et € différentiables; on en déduit que z est constant
et égal a 1’élément neutre de V (que ’on obtient pour a et d éléments neutres). Et
finalement :

a(a, d)=e(@)e@@d™’, a)~"

On peut remarquer que (vii) est une conséquence de (viii).
Revenant a I’isométrie ¢ (a), on voit que si b est dans V et d-dans W on a

¢(a)(bd) = ¢(a) () ¢ (@) (d) = {(a)(b)a(a, d)d = e(a) be(a) ‘e(a)e(u(d™", @)™ d
—e(@)be(d ", a))~1d.

On va utiliser le fait que ¢ (@) est une isométrie de H pour montrer qu’en fait ona V = H.
Pour cela, on va calculer la dérivée de ¢ (a) en e” élément neutre de H. On rappelle que
¢ (a) (") = e" et ¢ (a) (V) = V. On notera $ I’algébre de Lie de H, identifiée avec I’espace
tangent 4 H en e”, et B et W les sous-algébres correspondant & V et W.

LeMME 10. — Dans la décomposition $ = B @ W, application tangente ¢ (a), de

" )4

¢ (a) en e" s’écrit :

0 (@) (X, Y) = (ad (e(a)) X)+8(a)(Y), Y),

ou lapplication linéaire 6 (a) : W — B sera précisée dans la démonstration.

Démonstration. — Si b est dans V, ¢ (@) () = (@) be(a)~! et le premier terme est
donc évident.

Pour d dans W, on a ¢ (@) (d) = e (@) e (0 (d™1, @)) "' d, ol les deux premiers termes
sont dans V. Le troisiéme terme de ¢ (@), est donc évident. Et 3 (a) est simplement I’appli-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NQRMALE SUPERIEURE



552 L. BERARD BERGERY

cation tangente en e” 4 ’application d— ¢ (@) e (u(d~?, a))~' de W dans V. On peut
écrire cette application comme la composée des applications suivantes :

on note inv (d) = d~! et f, : I, (A) — A P’application définie par
fo(h) =ah(a™Y) et on a d(a)=-¢go f,opoinv.

On remarque que &, f,, 1, inv envoient 1’élément neutre en 1’élément neutre. On note
€4, (f)g» By et inv, leur dérivée en ces points. On a évidemment inv, = —Id. D’autre
part, on a déja identifié A a un espace euclidien, auquel est aussi identifiée 1’algébre de
Lie de A. Alors I, (A) est identifié au groupe orthogonal de cet espace euclidien et son
algébre de Lie 3, (A) est ’algébre des applications antisymétriques, qui est ainsi présentée
opérant sur A. Avec ces identifications, on a alors :

(f)4(Z) =—Z(a) pour tout Z de J;(A)
et finalement

8(a)(Y) = &, (1 (V) (@))-

Le sous-groupe € (A) de V est abélien connexe, dong il existe un sous-groupe de Cartan T
de V tel que € (A) soit inclus dans T. On note T I’algébre de Lie de T, qui est donc une sous-
algébre de Cartan de B, et S son complémentaire orthogonal dans 8. On choisit une base
de $ réunion d’une base orthonormée de chacun des sous-espaces (supplémentaires)
T, S et W. Dans cette base et pour la décomposition H = B @ W, le produit scalaire
se traduit par une matrice de la forme

d D

‘D 1d
ad(e(a)) 8(a)

0 W )

et @ (@)y, qui est la matrice

doit &tre orthogonale pour le produit scalaire ce qui donne immédiatement les
trois relations :
*ad (e(a))ad (e(a)) = 1d,

*ad (¢(a))(8(a)+D) =D
et
8 (a)(8(a)+ D)+'D 8 (a)+1d = Id.

La premiére relation implique que ad (¢ (a)) est orthogonale, ce qui entraine en particulier
que l’automorphisme intérieur € (@) sur V est une isométrie (c’est-a-dire A opére sur V
par des isométries qui sont aussi des automorphismes intérieurs). La deuxiéme relation
peut s’écrire :

6(a) = (ad(e(a))—I1d)D

et la troisiéme relation est une conséquence des deux premiéres.
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Mais € (@) est dans T abélien, donc ad (€ (a)) restreinte & T eost I’identité de I sur elle-
méme. De plus ad (e (a)) est orthogonale donc envoie & sur €. On en déduit que
ad (e (a)) —Id est nulle sur T et envoie tout B dans S, donc (ad (¢ (a)) —Id) D est & valeurs
dans &. D’autre part & (@) (Y) = &, (i, (Y) (@) est & valeurs dans I'image de €,, qui est
incluse dans T. On a donc (@) (Y) = 0 pour tout a de A et Y de 2. Or ¢, et p, sont
par définition des applications injectives. On en déduit donc que Y = 0, c’est-a-dire que
B = 0 et V= H. Et le théoréme 1 est démontré.

4. Une remarque sur le cas de la courbure de Ricci nulle

On remarque en particulier que I’on n’a pas eu besoin de traiter a part le cas ou la
courbure de Ricci est nulle; on déduit aisément du théoréme 4 le

COROLLAIRE 4. — Une structure riemannienne invariante @ gauche sur un groupe de
Lie et a courbure de Ricci nulle est plate.

En effet, c’est le cas ol il n’y a pas de facteur H dans le théoréme.
Bien siir, ce corollaire est aussi une conséquence du résultat plus général.

TaEOREME 5 (D. V. Alekseevski et B. N. Kimel’fel’d [A-K]). — Un espace homogéne
riemannien @ courbure de Ricci nulle est plat.

Mais E. Heintze a fait remarquer a I’auteur que le théoréme 5 pouvait se déduire direc-
tement du résultat de Cheeger et Gromoll qui a servi de point de départ 4 la démonstration
du théoréme 4. On va donner ici cette belle démonstration, trés différente de la (non moins
belle) démonstration originale de Alekseevski et Kimel’fel’d, qui utilise des propriétés
de croissance de groupes.

Démonstration du théoréme 5. — D’aprés Cheeger et Gromoll ([C-G], p. 127, th. 5),
un espace homogéne riemannien M a courbure de Ricci positive ou nulle est produit
riemannien d une variété plate (isométrique 3 un R") et d’une variété N compacte homogéne
a courbure de Ricci positive ou nulle. En particulier, si M est & courbure de Ricci nulle,
N aussi. Maintenant, c’est un résultat classique de Bochner que sur une variété compacte
a courbure de Ricci négative ou nulle, les champs de Killing sont paralléles, donc qu’un
espace homogéne compact a courbure de Ricci négative ou nulle est plat (voir par exemple
[K-N7], I, p. 251, cor. 5.6). Donc M est plat.

II. COURBURE SCALAIRE DES GROUPES DE LIE RIEMANNIENS
5. Calculs préliminaires

Soit toujours G un groupe de Lie riemannien, & son algébre de Lie et { .,. ) le produit
scalaire de ® définissant la métrique riemannienne de G. On rappelle que ® est identifiée
avec T, G. On notera R le tenseur de courbure de G en e, Ric sa courbure de Ricci (forme
bilinéaire symétrique) et T sa courbure scalaire (on rappelle que c’est évidemment une
constante sur G). On sait (voir par exemple [C-E], chap. 3 ou [K-N], II, chap. 10) que R
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se calcule a partir du crochet et du produit scalaire de la fagon suivante : on définit d’abord
I’application bilinéaire symétrique U : & x & — & par

) (U, so,Z>=§(<x, [Z, Y]>+<Y, [Z X]));

et on a alors la formule :

() CREX X, Y == 3| (X, Y|~ <X, [X, YIL Y - XYL [, X1 X
+|UX, V)| -<(UX, X), U(Y, V).

On va supposer dans ce paragraphe que & contient un idéal propre non nul . On
note A le complémentaire orthogonal de U dans &. (A n’est pas forcément une sous-
algébre.) Pour tout X de ®, on notera Xy et Xy ses composantes dans la décomposition
® = U @ U. On remarque que la restriction 3 A de la deuxiéme composante du crochet
fait de U ’algébre de Lie guotient de ® par U. Le produit scalaire de ® induit sur U et A
des produits scalaires qui correspondent & des métriques invariantes sur des groupes de Lie
connexes d’algébres de Lie W ou . On notera Uy, U,, R;, R, les expressions obtenues
dans le calcul de la courbure de ces métriques. On vérifie facilement que ce sont simplement
les expressions obtenues en restreignant les formules (i) et (ii) a U et A. En particulier,
si X et Y sont dans U (respectivement ), alors U, (X, Y) (respectivement U, (X, Y))
est bien la composante U (X, Y)y (respectivement U (X, Y)y) de U (X, Y). On va chercher
a calculer la courbure scalaire de ® a partir de celles de U et A. Mais d’autres termes
interviennent; on introduit pour les exprimer les notations suivantes : dans la décomposition
® = U@ U, on notera

[(SK+AX)  2C(X)
ad(x)‘( 0 T(X)+B(X))

ou SX):U—-Uet T(X):A— A sont symétriques, AX) :U—-Uet BX): A—->UA
sont antisymétriques et C(X) va de U dans U. On remarque que T(X) = B(X) =0
si X est dans U et que U est une sous-algébre si et seulement si C (Y) = 0 pour tout Y de .
Avec ces notations, on obtient pour U les formules suivantes :

si XetYsontdans U, UX,Y),Z>=<(S@X,Y);

siXetYsontdans U, (UK, Y),Z>=(T@DX,Y) (et donc UX, Y) e N);

si X est dans Wet Ydans A, CUX,Y),Z)=<(X,C(Z)Y ).

On note enfin (X;);c; une base orthonormée de U et (Y;);.; une base orthonormée
de A. On commence par calculer quelques courbures sectionnelles :

(@) soient X et Y dans U. Alors [X, Y], [X, [X, Y]], [Y, [Y, X]] sont dans U, ainsi
que UX, Y)y = U; (X, Y). On a donc :

(R, VX, Y =<(RX, VX, Y)+||[UX, Va|[*~<UX, X)or, U(Y, Vs,
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avec (UX,Y), Y;> =(S(Y;)X,Y ) et donc
+ZJ(<S(Yj)X,Y>2—<S(Yj)X,X><S(Y,~)Y,Y>),

(b) soient X et Y dans . Alors {([X, [X, Y]], YD) =<[X, [X, Y],]2, Y ), mais
[X, Y] a deux composantes. Enfin U(X,Y) = U(X, V) = U, (X, Y) s’exprime a
partir de [ , Jo seulement. On a donc :

CROG DX, Y5 = Ro (X, )X, Y= 2| 1X, Yl

(¢) soient X dans W et Y dans A. On va faire intervenir ici 1’action de A sur UA. On
prendra donc : [X, Y] =—(S (Y)+A (Y)) X. On remarque que { [X, [X, Y]], Y)>=0
puisque le premier terme est dans . Puis

UK, V)= é'(ad(Y»x - %(S(Y)—A(Y))X—'C(Y)x.

Enfin
<U(Xa X)s U(Y’ Y)> = Z <U(Xa X)a Y]><U(Y’ Y)’ Y]>

jel

= Zj(S(Y,-)X, X>C(T(Y)Y, YD
Jje
puisque U (Y, Y) est dans 2. On a donc :

(RX, VX, Y)=— zll(S(Y)+A(Y))X||2— %((S(Y)+A(Y))2X, X>

+Hlsen-acx|F+'cnx|P

=L SYYX XHXCTYNY, Y)
jel
ou encore, en regroupant les trois premiers termes :
(R, V)X, Y)Y =—||SMX|P-2¢SYX, AN X>+||'CYX|]?
= 2 {S(YDX, XX(T(Y)Y, Y.

Jjel
La réunion des X; et des Y; est une base orthonormée de 6. On a donc la courbure

scalaire de & par

T= ‘;[<R(Xi’ X X;, Xk>+leJ<R(Yja Y)Y;, YD
+2 Y (RX;, Y)X, Y;)

iel,jel

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 72



556 L. BERARD BERGERY

=1+ Y, ((SYpXi, X )" =<S(Y) X, XiD<S(Y) X, X))

i,kel,jel
3
+5== X IV, YulP+2 X (=]IS(X|)?
4j,1e3 icl,jel

—2<S(Y)X;, A(Y) XD +|['CY) XD
-2 X J<S(Yj)Xi’ X ><TY)Y, Yo

iel,j,le
On notera encore ||.|| la norme des applications linéaires (par exemple

ISP = £ IS x|

et tr leur trace (par exemple tr (S(Y,)) = Y, <S (Y X;, X;>). On remarque que

iel
” RIE YI]HHZ = 4” C(Y,-)Yk||2 = 4” C(YJ)HZ-

On a enfin le

Lemve 11. — Y <(S(Y) X, A(MX;> =0.

iel

Démonstration. — La quantité considérée ne dépend pas de la base (X;) (orthonormée)
choisie. Il suffit donc de considérer le cas ol la base (X;) diagonalise 1’application linéaire
symétrique S (Y), c’est-a-dire S(Y)X; =A;X;. On a alors {MX;, A(Y)X;> =0
puisque A est antisymétrique.

On obtient donc finalement la formule :

*) T=TtT— .Z,(“ SCY) |1+ COD P +tr (SCY)* +2(tr (S(Y,)) (tr (T(Y,)))-

6. Le signe de la courbure scalaire des groupes de Lie

Dans [M], J. Milnor redémontre un résultat de E. Heintze et G. R. Jensen.

THEOREME 6 (E. Heintze [HE], th. B, G. R. Jensen [J], th. 6 et 7). — Si G est un
groupe de Lie connexe résoluble, la courbure scalaire de toute métrique riemannienne
invariante a gauche est négative ou nulle et si elle est nulle, alors la métrique correspondante
est plate.

J. Milnor montre aussi que la courbure scalaire de toute métrique riemannienne inva-
riante sur sl (2, R) est négative. Il montre enfin que si G contient un sous-groupe
compact non commutatif, il existe une métrique invariante & courbure scalaire positive.
Ceci ’améne a conjecturer le résultat suivant, que 1’on va prouver ici.

THEOREME 7. — Les deux propositions suivantes sont équivalentes pour un groupe
de Lie connexe G :
(a) le revétement universel de G est difféomorphe @ un espace euclidien,

(b) toute métrique riemannienne invariante d gauche sur G est ou bien plate ou bien a
courbure scalaire strictement négative.
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Démonstration. — Le revétement universel de sl (2, R) est le seul groupe de Lie simple
difffomorphe a un R", donc le revétement universel de G est difféomorphe a un R” si
et seulement si une sous-algébre de Lévi de ® est un produit de sl (2, R). Pour démontrer
le théoréme, on peut donc raisonner par récurrence sur le nombre de tels facteurs
sl (2, R), a partir des résolubles. Il suffit donc de démontrer (b) dans le cas suivant : &
contient un idéal U vérifiant (b) tel que le quotient G/U soit sl (2, R). Dans les notations
du paragraphe 5, cela veut dire que le complémentaire orthogonal U de U dans &, muni
du crochet [ , Jo, est l'algébre de Lie sl(2, R). C’est une algébre simple donc
tr (T (Y;)) = 0, puisque cette trace est celle de I’action adjointe de Y; dans cette algébre
simple. Puisque 7, est négatif ou nul par hypothése de récurrence et que 7, est strictement
négatif d’aprés les calculs de J. Milnor, la formule (%) nous dit aussitot que T est strictement
négatif,

Pour la réciproque, il suffit évidemment de remarquer que si le revétement universel
de G n’est pas difffomorphe 4 un espace euclidien, alors G contient un groupe simple
différent de sl (2, R) et des autres groupes d’algébre de Lie sl (2, R), donc aussi un groupe
compact connexe non commutatif : le sous-groupe compact connexe maximal de ce groupe
simple.

III. COURBURE SCALAIRE DES ESPACES HOMOGENES

7. Courbure scalaire des espaces homogénes compacts

D’abord quelques préliminaires : soit M = G/H un espace homogéne d’un groupe de
Lie connexe G. On suppose bien siir que H est un sous-groupe fermé pour que M soit
une variété séparée. On va étudier le signe de la courbure scalaire des métriques rieman-
niennes G-invariantes sur M. Cette courbure scalaire est évidlemment une constante par
homogénéité.

On pourra toujours supposer que G est effectif sur G/H, c’est-a-dire que H ne contient
pas de sous-groupe distingué de G. En effet, soit K le plus grand sous-groupe distingué
fermé de G contenu dans H. Soit G* = G/H et H* = H/K les groupes de Lie quotients.
Alors M est aussi I’espace homogéne G*/H* et toute métrique G-invariante sur M est
G*-invariante et réciproquement.

Pour démontrer le théoréme 2, on pourra enfin se ramener au cas ou H est un sous-
groupe compact. On sait en effet que si on munit M d’une métrique G-invariante g, alors G
est un sous-groupe de la composante connexe de I’identité I, (M, g) du groupe des isomé-
tries de (M, g), que le sous-groupe d’isotropie I, (M, g), formé des isométries de
I, M, g) conservant le point e H de M, est compact, que H est I’intersection de G et
I, M, g) et que M est aussi l’espace homogéne I, (M, g)/I, (M, g). De plus toute
métrique I, (M, g)-invariante sur M est G-invariante. On en déduit immédiatement que
le théoréme 2 est vrai pour tous les espaces homogeénes G/H admettant des métriques
G-invariantes (avec G connexe et H fermé), dés qu’il est vrai dans le cas particulier oz G
est connexe et effectif, et ott H est compact, ce que 1’on supposera désormais jusqu’a la
fin de I’article.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



558 L. BERARD BERGERY

Dans la suite du paragraphe on va regarder le cas ou M est compact, ce qui revient
a supposer que G est aussi compact. On remarque d’abord que si G est abélien, alors
par effectivité H est réduit a 1’élément neutre et on sait que toute métrique G-invariante
sur M est plate. Bien siir, le revétement universel de M est alors un espace euclidien. On
suppose maintenant que G n’est pas abélien. Alors, toujours par effectivité, H ne peut
pas contenir le plus grand sous-groupe semi-simple de G, qui est distingué dans G. On
en déduit immédiatement que le revétement universel de M n’est pas difféomorphe a un
espace euclidien. On met alors sur M une métrique riemannienne normale (au sens de
M. Berger [ BE]), c’est-a-dire provenant par quotient d’une métrique bi-invariante sur G.
On sait que dans ce cas la courbure scalaire de M est strictement positive. On a donc bien
vérifié le théoréme 2 dans le cas d’un espace homogéne compact.

Mais on peut aussi se demander si M admet des métriques invariantes a courbure scalaire
négative. Pour répondre a cette question, on va poser une définition.

Définition 1. — On dira qu’un espace homogéne M = G/[H est de type normal si toute
métrique G-invariante sur M est normale.

Exemple 1. — J. A. Wolf classifie dans [WO] les espaces homogeénes G/H qu’il appelle
« isotropy irreductible » et qui sont caractérisés par le fait que la représentation linéaire
d’isotropie de la composante connexe de I’élément neutre de H est irréductible. De tels
espaces sont de type normal (dans le cas compact), mais ce ne sont pas tous les espaces de
type normal : par exemple, le produit de deux tels espaces est encore de type normal,
mais n’est plus « isotropy irreductible ».

Exemple 2. — La « sphére de Poincaré » est ’espace homogeéne quotient de SO (3)
par le sous-groupe I' qui laisse globalement stable un icosaédre régulier. Alors la repré-
sentation adjointe du sous-groupe I' dans ’algébre de Lie SO (3) est irréductible, donc
la sphére de Poincaré est un espace de type normal (qui n’a d’ailleurs a un facteur prés
qu’une seule métrique riemannienne SO (3)-invariante, & courbure constante en 1’occur-
rence). Par contre son revétement universel est ’espace homogeéne SU (2) (avec H = {1 })
qui n’est pas de type normal.

Exemple 3. — On peut remarquer que la sphére S*"~1, qui est de type normal comme
espace homogéne SO (2 #)/SO (2 n—1), n’est plus de type normal si on se restreint au
sous-groupe transitif SU (), c’est-a-dire si on considére S2"~! comme 1’espace homogéne
SU (n)/SU (n—1). Mais ce comportement est plutdt exceptionnel : les sphéres de dimension
paire, comme la plupart des espaces « isotropy irreducible » de J. A. Wolf, sont toujours
de type normal.

On a alors le

THEOREME 8. — Soit M = G/H un espace homogéne avec G compact et effectif. Alors
on a les trois possibilités suivantes :

(@) M est de type normal avec G abélien, et toute métrique G-invariante sur M est plate;

(b) M est de type normal avec G non abélien, et toute métrique G-invariante sur M est
a courbure scalaire strictement positive;
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(c) M n’est pas de type normal, et il existe sur M des métriques G-invariantes a courbure
Scaldire strictement négative, ainsi que des métriques G-invariantes a courbure scalaire nulle
ou a courbure scalaire positive.

Démonstration. — On a déja démontré (a) et (b) qui ne sont 12 que pour avoir un
énoncé global. Reste (¢) : on commence par un lemme qui permettra de caractériser les
espaces homogénes de type normal en terme d’algébre de Lie. Soit ® 1’algébre de Lie de G,
9 la sous-algébre correspondant & H, < , ) un produit scalaire bi-invariant sur ® et P
I’orthogonal de $ dans G pour { , ). Bien sir, P est ad (H)-invariant. Soit (B;);.; une
décomposition de P en facteurs irréductibles orthogonaux pour la représentation de H
dans B définie par la restriction a P de 1’opération ad (H).

LemMME 12. — Si M vérifie la propriété (N) : [B;, B;] =0, Vi # j, alors M est de type
normal.

Démonstration. — On commence par tirer quelques conséquences de I’hypothése (N) :
si R, est la somme des P; sur lesquels ad (H) opére trivialement, on vérifie en particulier
que [Ry, Ro] = 0. On regarde ensuite [P;, PB;]. Par bi-invariance, on a :

C[Bi Bil, B> = Bi, [Bi, B;1> =0 si i#].

Donc [B;, B;] = @D B;. On forme alors W; = B, +[P;, B;] et on vérifie facilement
que 2B; est le plus petit idéal de ® contenant P;. On voit ainsi que si i # j, [TW;, W;] =0
et W, N W; = 0, et que I’on a une décomposition en somme directe d’idéaux orthogonaux :
® = @ W, ® J. Mais P est inclus dans la somme des W; donc $H contient I'idéal J,
iel

qui doit donc étre nul d’aprés I’hypothése d’effectivité. On note B; I’idéal $ N W; de H.
On remarque que si B; = 0, cela signifie ¢ $H, [B;, B;]> =0, soit < [H, B;], B;> =0
ce qui veut dire que la représentation de H dans PB; est triviale. Si elle ne 1’est pas, on a
donc B; # 0, mais aussi [B;, P;] # 0 et [B;, PB;] =0 si i # j. On en déduit que dans
ce cas la représentation de H dans B; n’est pas équivalente a la représentation de H dans
B; pour j # i.

Soit alors un produit scalaire sur P invariant par ad (H). De la remarque ci-dessus,
on déduit que R et les P; non triviaux forment une décomposition orthogonale de P
pour ce produit scalaire. Maintenant, sur chaque ¥; non trivial, il y a un produit scalaire
8i,0, B-invariant, induit par une métrique bi-invariante g; ; sur ;. Par irréductibilité,
le produit scalaire donné est proportionnel a g; o sur %B;; on le note a;8; ,. Donc le
produit scalaire donné est la restriction a ¥ du produit scalaire sur ® somme directe
orthogonale des a; g;, ; sur les 2; pour PB; non trivial, et du produit scalaire induit sur
R, . Ce produit scalaire sur ® est ad (®)-invariant, donc aussi ad (G)-invariant, puisque G
est connexe.

Pour démontrer le théoréme 6, il ne reste plus qu’a démontrer le

LemME 13. — Si M = G/H ne vérifie pas (N), il existe une métrique G-invariante
sur M a courbure scalaire strictement négative.
On déduit en particulier de ce lemme :

COROLLAIRE 5. — Si M est de type normal, il vérifie (N).
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En effet, d’aprés (a) et (b), si M est de type normal il n’a pas de métrique G-invariante
a courbure scalaire négative.

On remarque enfin que si M a des métriques G-invariantes & courbure négative, il posséde
également des métriques G-invariantes a courbure scalaire strictement positive (une
métrique normale par exemple), donc aussi des métriques a courbure scalaire nulle, puisque
I’espace des métriques G-invariantes est connexe.

Démonstration du lemme 13. — Par hypothése, il existe i et j distincts tels que
[B:, 8,1 #0. Ona{$,[B;, B,1> =[S, Bl B; > = < B, B;> =0, donc [, B,] = B.
On pose Q; = P; et Qy, = @ PB;. On a donc la situation P = Q; ® Q, avec QY et

j#i

Q, ad (H)-invariants. On renllarque alors que [Q;, Q,] est non nul et dans PB. On peut
donc supposer, quitte & échanger 1 et 2, que < [Q;, Q,], Q; > # 0, ce qui implique
IR, R1], Q> # 0 par bi-invariance. On considére alors le produit scalaire { , ),
sur P défini par : (Q;, D, =0, , >, =, dsur Q, et {, D, =12, >sur Q,.
Soit (Y;);.; une base de Q, orthonormée pour { , > et (Z;);.; une base de RQ, ortho-
normée pour < , ». Alors les Y; et les (1/¢t) Z; forment une base orthonormée de ¥ pour
{, ;. On va calculer la courbure scalaire de M pour { , ), en utilisant cette base. En
effet, ( , >, est encore ad (H)-invariant sur ¢ donc définit une métrique G-invariante
sur M. Comme indiqué dans [C-E] (chap. 3), on prolonge les produits scalaires ¢ , >
et {, > a tout ® en choisissant un produit scalaire (noté encore ¢ , > =<, D)
bi-invariant sur $ (c’est possible puisque H est compact) et en imposant { , B >, = 0.
La courbure de M se calcule alors par la formule :

(R(X, V)X, Y ="Z3¢“[X’ Yls||*- §<[x, [X, Y]], Y>—§<[Y, [Y, X]], X>
+||[UX, V|*-<UX, X), UY, V)>

pour X et Y dans B, ou U : P x P — P est défini par la formule :
1

(On notera sans indice les quantités calculées avec  , ) et avec un indice ¢ les mémes
quantités calculées avec < , ),.)

Si[, Jo» [, Jis [, ]z sont les trois composantes de [ , ] dans la décomposition
6 =902, ®Q,, on Vérifie facilement que, si X et Y sont dans Q;, U, (X, Y) =0,
si X et Y sont dans Q,, U, (X, Y)=0et si XeQ, et YeQ,, alors

Ut (X’ Y) =

1-¢ 1-£
X YL+ 5 [X YD

On obtient alors, en utilisant la bi-invariance de ¢ , ), si

43¢
4

' 1
X et YeQ;, <R,(X, V)X, Y =|[X, Y]ol|2+;1||[X, Y], |2+

11X, Y12 1%
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si
Xet YeQ, <(R(X, V)X, Y =2||[X, Y]o|]?

12 2
2 11X, Y1211

si

XeQ, et YeQ,, <(RX Y)X, Y>r—t—+l-”[x Y]o|?

t* 1
+ IX, Y], [P+ =X, Y], ||~
X YR+ X YLl

On obtient en conséquence pour la courbure scalaire :

= ,Ze,(ll[YuYr]ol|2+1|I[Y.-,Yi»]lll2 43¢ ||[Y,,Y]2||2)
*ee ?(’ " 1, 2 3ol + 10 20 ||2+—||[Yl,z,]2n2)

4123

1/, 2
+ X 7(’ 10Z;> 2, 1o |I* +
jj'est
Si 7 tend vers l'infini, le terme dominant de cette expression est en ¢2 et vaut :

(z lI[Y.,Y]zllz)+ S RN

i,i’el

712 2P+ —ll[ Z,-r]zllz)'

Mais
II[Y:, Yoz ])? = jZJ<[Yn Y] 2,52
et de méme

[Y:, Z1u | = .,Zl<[Y"’ 2], Y ) = .,Zl<[Y,-, Y] 2;)°
par bi-invariance de { , ). On trouve donc finalement que le terme dominant vaut :

-y vevl iz

4 iirel,jel

Puisque { , >, [ , ], les Y; et les Z; sont indépendants de ¢, on en déduit que pour ¢ assez
grand la courbure scalaire de M pour la métrique correspondant & < , ), est strictement
négative.

8. Une construction auxiliaire

Soient G un groupe de Lie connexe, H et K deux sous-groupes fermés avec H contenu
dans K. Soient ® ’algébre de Lie de G, $ et & les sous-algébres correspondant 3 H et K.
On suppose que adg (K) est relativement compact dans Gl (®), ce qui implique que
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adg (H) est également relativement compact dans Gl (®). On sait que $ est invariant
sous adg (H) et que & est invariant sous adg (K) [et aussi adg (H)] et que I’on peut trouver
[en prenant par exemple un produit scalaire sur ® invariant par adg (K)] un supplémen-
taire adg (K)-invariant 9 de & dans ® et un supplémentaire adg (H)-invariant %t de $
dans K. Alors P = M @ N est un supplémentaire adg (H)-invariant de § dans &. Soit
g: une métrique G-invariante sur G/K; il lui correspond un produit scalaire { , »; sur
M, qui est adg (K)-invariant. Soit g, une métrique K-invariante sur K/H; il lui correspond
un produit scalaire < , ), sur N, qui est adg (H)-invariant. On forme le produit scalaire
{,>3 sur P en posant : {, >3 =<, >, sur N, {, d>3=C, >; sur M et
(M, RN>; =0. Alors { , >3 est un produit scalaire adg (H)-invariant sur P; soit g,
la métrique G-invariante correspondante sur G/H.

PROPOSITION 2. — La projection canonique G/H — G/K est une submersion rieman-
nienne a fibres totalement géodésiques isométriques @ (K/H, g,), de la variété riemannienne
(G/H, g3) sur (G/K, g).

Démonstration. — Puisque les métriques riemanniennes g, et g; sont G-invariantes,
et que la projection commute a ’action par G, il suffit de regarder au point e H de G/H,
ou I’espace tangent & G/H s’identifie a p = MM @ N, et N s’identifie alors au sous-espace
vertical de la submersion, et MM au sous-espace horizontal, puisque c’est 1’orthogonal
de N. D’autre part ’application tangente 4 la projection en e H s’identifie alors a la pro-
jection de P sur M parallélement & N. Enfin il a été montré dans la démonstration du
lemme 6 de [B B 2] (voir la remarque aprés la démonstration, p. 53)que sous les hypothéses
de la proposition, K/H est totalement géodésique dans G/H.

Pour une submersion riemannienne, B. O’Neill a introduit dans [O] deux tenseurs
notés A et T. Si les fibres sont totalement géodésiques, alors T = 0. Le tenseur A mesure
la déviation par rapport a ’'intégrabilité de la distribution horizontale. On peut le calculer
facilement en e H en utilisant la formule du lemme 2 de [O], p. 461. Avec les identifications
faites précédemment, on obtient :

si X,YeM, alors AyY = %[X, Y],

ol [, ] est la composante sur R de [ , ] dans la décomposition & = H @ N @ M.
En appliquant les formules de O’Neill pour la courbure (dans le cas T = 0), on voit que
la courbure scalaire t; de g; (qu’il suffit de calculer en e H puisqu’elle est constante)
s’exprime a partir des courbures scalaires t; de g, et 1, de g,, et de la norme de A par la
formule :

T =1,+1,—||Al]%

ol || A ||? est la norme de A en tant qu’application bilinéaire de I’espace horizontal dans
I’espace vertical, c’est-a-dire, si X; est une base orthornormée de M pour <, >;, Y, une
base orthonormée de N pour ( , »,, alors

1
I|A]* = k<Axin, Y, )% = iZj”AXin”z = i;j” [Xi5 X;]al3-

s Js
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On remarque que cette construction fonctionne quelles que soient les métriques rieman-
niennes invariantes g, et g,. En particulier, si on remplace g, par g, ol ¢ est un scalaire
strictement positif, on obtient par la construction une famille de métriques g5 (¢) qui
n’est pas en général 7g;. On peut alors calculer la courbure scalaire 15 () de g5 (¢) &
partir des courbures scalaires de g, et g, et de la norme du tenseur A pour g, et g, (et
non pas 1g,) par la formule :

LEMME 14. — 13 (t) = 1, +(1/t) 1, —t || A||*

Démonstration. — D’abord, la courbe scalaire de tg, est (1/¢) T,. Puis le tenseur A
de O’Neill, considéré comme application bilinéaire sur 1’espace horizontal, & valeurs
dans ’espace vertical, ne dépend que de la distribution des espaces horizontaux. Et sa
norme pour g, et fg, est simplement sa norme pour g, et g,, multipliée par ¢, puisque g,
correspond & ’espace vertical.

Puisque adg (K) est relativement compact dans Gl (®), il existe sur ® et donc en parti-
culier sur & un produit scalaire adg (K)-invariant. Si ( , ), est la restriction & 9 d’un tel
produit scalaire, alors la métrique riemannienne invariante g, associée a { , », sur K/H
est normale, et en particulier sa courbure scalaire T, est positive ou nulle, et nulle si et seu-
lement si K/H vérifie les conditions suivantes : la composante connexe de e H dans K/H
est homogéne sous un sous-groupe abélien connexe de K. (Cette condition s’obtient en
appliquant a3 K/H les remarques faites au paragraphe 7 sur les métriques normales, et en
tenant compte du fait que K n’est plus supposé ni connexe, ni effectif, mais que & admet
un produit scalaire invariant par ad (K), ce qui implique que & est somme directe d’une
sous-algébre compacte et d’une sous-algébre abélienne.) On dira pour simplifier dans
ce cas que K/H est de type abélien. On remarque en particulier que si K/H est de type
abélien, toute métrique riemannienne K-invariante sur K/H est plate. On déduit de cette
analyse la :

ProPoOSITION 3. — (a) Si K/H n’est pas de type abélien, G/H admet une métrique rieman-
nienne G-invariante d courbure scalaire strictement positive.

(b) Si K/H est de type abélien et T, est négatif ou nul, alors 15 (t ) est négatif ou nul pour
tout t.

(c) Si K/H est de type abélien et si il existe sur G/K une métrique riemannienne G-inva-
riante a courbure scalaire strictement positive, alors G/H admet une métrique riemannienne
G-invariante a courbure scalaire strictement positive.

(d) Si G/K ou K/H admettent une métrique riemannienne invariante @ courbure scalaire
strictement négative, alors G/H admet également une métrique riemannienne G-invariante
a courbure scalaire strictement négative.

Démonstration. — (a) On choisit g, normale et on a donc t, > 0. Il suffit alors de prendre
t assez petit pour que T3 (¢) soit positif.

(b) Si K/H est de type abélien, on a T, = 0 pour tout g,, donc si 1, est négatif ou nul
75 l’est également.

(¢) On a encore t, = 0; il suffit donc, si T, > 0, de prendre ¢ assez petit pour que 15 (¢)
soit positif.
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(d) Sity; <0, alors T3 (#) <O0sitassez grand; et sit, <0, alors t5 (¢) < 0sit assez petit.

11 faut remarquer que les métriques G-invariantes sur G/H ne sont pas forcément toutes
de la forme g5 pour la construction appliquée a des g; et g, bien choisies. C’est toutefois
le cas sous certaines hypothéses assez fortes.

PROPOSITION 4. — On suppose que, sous les hypothéses générales de ce paragraphe,
pour toute composante irréductible IMM; de la représentation de K dans M donnée par
adg (K), la représentation induite par restriction a adg (H), de H dans I, est encore irré-
ductible et n’est pas équivalente a un facteur irréductible de la représentation de H dans N
donnée par adg (H). Alors toute métrique riemannienne G-invariante sur G/H s’obtient
comme métrique g5 par la construction pour des métriques g, et g, bien choisies.

Remarque. — La condition donnée est en fait également nécessaire.

Démonstration. — On note M’ les composantes isotypiques ([BO] p. 40) de la repré-
sentation de K dans M. L’hypothése implique aussitot que les M’ sont aussi des compo-
santes isotypiques de la représentation de H dans P. Donc tout produit scalaire
adg (H)-invariant sur P est tel que N et les M’ soient deux & deux orthogonaux et que
le produit scalaire induit sur chacun des ¥’ soit adg (K)-invariant. En prenant les produits
scalaires induits sur 3 et N, on a donc immédiatement { , >, et { , >, qui fournissent
g, et g, pour la construction.

Remarque. — Cette proposition a déja été utilisée (plus ou moins explicitement) par
I’auteur dans [BB 1 et 2] (voir en particulier le lemme 13, p. 59 de [BB 2]). La fibration
G/H — G/K est également utilisée dans [BS] (chap. 7, § 6).

9. Courbure scalaire des espaces homogénes non compacts

D’aprés le début du paragraphe 7, on sait qu’il suffit de considérer le cas M = G/H,
ou G est connexe effectif non compact et ou H est compact. On sait (voir par exemple [HO],
chap. XV) que H est contenu dans un sous-groupe compact maximal K de G et que G/K
est difféomorphe a un espace euclidien. On en déduit que G/H a un revétement universel
difffomorphe 3 un espace euclidien si et seulement si K/H a un revétement universel
difffomorphe & un espace euclidien. En utilisant le résultat (@) de la proposition 3 du
paragraphe 8, on en déduit aussitdt la premiére partie du théoréme 2 dans ce cas : si le
revétement universel de G/H n’est pas difféomorphe a un espace euclidien, alors G/H admet
une métrique riemannienne G-invariante @ courbure scalaire strictement positive.

On supposera désormais que le revétement universel de G/H (et donc aussi de K/H)
est difffomorphe a un espace euclidien. On remarque que, comme K/H est de type abélien,
H contient le plus grand sous-groupe semi-simple connexe L de K. Le sous-groupe L
est dans G un sous-groupe semi-simple connexe compact maximal pour ces trois
propriétés.

Remarque (en forme de regret). — On pourrait regarder la projection : G/L — G/H.
Puisque H/L est de type abélien, en appliquant (¢) de la proposition 3 du paragraphe 8
on voit que si G/H a des métriques & courbure scalaire positive, alors G/L aussi; mais
on n’a ainsi aucun renseignement sur les métriques & courbure nulle de G/H. On va donc
devoir procéder autrement.
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On va d’abord généraliser les calculs du paragraphe 5 au cas des espaces homogénes.
Soit donc M = G/H, 6 I’algébre de Lie de G, $ celle de H. Soit ®, un idéal de ®, G,
le sous-groupe engendré par ®&; dans G, que ’on supposera fermé. On forme
H, = G, n H, d’algébre de Lie H; = 6, n H, qui est un idéal de H. On suppose toujours
que H est compact, donc il existe un supplémentaire P, ad (H)-invariant de §; dans
®, et un supplémentaire P ad (H)-invariant de $ dans &, contenant P;. On considére
un produit scalaire { , >, ad (H)-invariant sur P (qui correspond donc i une métrique
riemannienne G-invariante sur M). On remarque que la restriction de < , > a B, est
ad (H,)-invariante, donc définit une métrique riemannienne G,-invariante sur M; = G/H;.
On étend le produit scalaire a tout ® en posant { B, $ > = 0 et en choisissant sur § un
produit scalaire ad (H)-invariant. Soit 9, ’orthogonal de P, dans P et $, ’orthogonal
de 9, dans . On remarque que B, est ad (H)-invariant, donc en particulier
ad (9,)-invariant, que $, est un idéal de $, commutant & $,, mais que A = H, @ P,
n’est pas forcément une sous-algébre de ®. Toutefois, si on munit A du crochet [ , Jy
(qui est la restriction & U de la projection sur U parallélement & ®, du crochet de ®),
on obtient 1’algébre de Lie &, quotient de ® par ,. On remarque ici que si X € §, et
Y e U, alors [X, Y] € A donc $, est une sous-algébre de &, et P, est un supplémentaire
ad (9,)-invariant de $, dans ®,. De plus G, est ’algébre de Lie du groupe G, = G/G4,
9, est la sous-algébre correspondant au sous-groupe H, = p (H), ol p est la projection
de G sur G,, et ’on vérifie facilement que 9P, et la restriction a P, du produit scalaire
{, > sont tous deux ad (H,)-invariants pour ’action adjointe dans &,. En particulier,
le produit scalaire ainsi défini sur P, induit une métrique riemannienne G,-invariante
sur M, = G,/H,. On définit enfin © : M — M, par © (gH) = p (g)H,.

PROPOSITION 5. — Pour les métriques riemanniennes considérées, T est une submersion
riemannienne, dont la fibre en eH est M.

Démonstration. — On remarque d’abord que 7 est équivariante par rapport aux actions
de G sur M et M, définies par I’action & gauche de g et p (g). Comme ces actions sont des
isométries, il suffit donc de regarder au point eH de M, ol la fibre est trivialement M;,.
On identifie alors I’espace tangent & M en eH avec P en identifiant & avec les champs
de I’action de G sur M. Alors ’espace vertical de la fibration est P, qui correspond a
I’action de G,, donc ’espace horizontal est P, (orthogonal de %B,). L’application tangente
a © en eH est alors la projection orthogonale de B sur B,, ou B, est considéré ici dans
®,, identifiée avec les champs de I’action de G, sur M,. Comme on a pris le méme produit
scalaire dans les deux cas, m est bien une submersion riemannienne.

On va avoir besoin des tenseurs T et A de O’Neill en eH :

LEMME 15. — Sous les hypothéses précédentes, avec Iidentification de I’espace vertical
avec P, et de lespace horizontal avec B,, on a : si Xy, X, € Py et Yy, Y, €P,, alors

@ (TxXa Y15 = §(< [Ys, X,]o X0 > +<[Y, X, X0 ),
®) CAy, Y, X5 = —§<[Y1, Y], X, ).
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Démonstration. — On considére les champs de vecteurs de 1’action de G sur M définis
par Xy, X5, Yy, Y, On calcule ( Dy, X,, Y; > comme indiqué dans [WA] (p. 280)
en remarquant que [X;, X,] e PB;, d’ou (¢). De méme, pour (b), on remarque que
[X; Y] et [X,, Y,] sont dans P, [qui est ad (H)-invariant].

Les formules de O’Neill permettent de calculer la courbure scalaire de M (en eH) a
partir de celles de M et de M, et des tenseurs T et A. On note (X;);., une base orthonormée
de B, et (Y;);; une base orthonormée de PB,. On a alors :

M) =My +TMo)— 2, Ay Y- 2 (T X |

+2 Y, Dy, DxX, Y;0—|| Z Tx, X:||*.

iel,jel

Et en traduisant dans ®, on obtient :
LEMME 16. — On a

W) =T M)+T M- T (Y Y X

iel,j,j'el

-y 1(<[Y,-,Xi],Xy>+<[Y,,xi»],Xi>>2

i,i'el, jEJ
—2k21(2l<[YkaXi] X:))(Z Y, Y51, Y50
- X (X <[5 X] X))
En particulier, si Y. {[Y:,Y;],Y;> =0 pour tout k, alors ©(M) = t(M,)+1 (M,)

jel
et on a I’égalité si et seulement si M est localement la variété riemannienne produit de M,
et M,.

Démonstration. — Compte tenu du lemme 15, pour avoir la formule il suffit d’exprimer
le terme qui fait intervenir la dérivée covariante du tenseur T. Dans les formules de O’Neill,
ce terme provient de

Ry(Xi, Y) X1, Yy ) = Dy, Dy, Xp, Y, 0+ Ay, X P = || Tx, Y, |,
ol Ry, est la courbure de la variété M. On rappelle que
Ay, Xi, Y3 ) =—<Ay, Y, X;>  donc  ||Ay,X|* = (AYJY, , X2,
et que

(T Yo Xiy = =CTxXes Xp> - done [ T Y| = B (T Xe, Y,5%

Pour calculer Ry, on la relie & la courbure R de la métrique riemannienne invariante
sur G définie par le produit scalaire étendu a tout ®, par la formule (voir [C-E], p. 69) :

i 3
CRu (Y5 X0 Yo Xid = KR, X0 Yy X+ 21 X Yol I
Puisque X; est dans ®,, [X;, Y;] aussi, donc [X;, Y,]g est dans ;.
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On calcule enfin le premier terme a 1’aide des formules du paragraphe 5 :
(RX;, Y)X;, Y0 =—|[S(Y)X:| [P —2<(S(Y)X;, AY)X D +]||'CY)X|]?
- .Z,< S(Y;) X, Xid><T(Y;)Y;, Yy,
Jj'e

ou S, C, A, T ont été définis au paragraphe 5 pour W = G, et A son complémentaire
orthogonal. Dans le dernier terme de cette expression, on s’est contenté de sommer sur
les Y, alors que la formule du paragraphe 5 (c) faisait intervenir une sommation sur une
base de tout U; mais ici §, est orthogonal 3 B, et ’action adjointe des éléments de H,
est antisymétrique, donc il suffit de sommer sur la base orthonormée (Y;); ., de B,.

Pour pouvoir regrouper les termes, on va décomposer la restriction de ad (Y;) 4 G,
suivant la somme &; = H; @ B,. On remarque d’abord que si Z est dans $£,, alors
[Z, Y;] est dans B, [qui est ad (H)-invariant] et aussi dans I'idéal &,, donc est nul.
On en déduit immédiatement que si on note 2 E (Y) X; et (V (Y)+F (Y})) X; les compo-
santes sur $, et P, de [Y;,X;], avec V (Y) symétrique et F (Y;) antisymétrique dans
Py, alors SYNX;=EXX;+V(Yp)X;, AX)X;=EX)X;+F(Y)X; et
[Y;, X;1s, = 2 E(Y)) X;. D’autre part, si Z est dans $,, alors [Z, Y;] est dans %PB,,
donc *C (Y;) X; est dans B, et

1
”'C(Yj)xillz = Z <X, C(Yj)Yj’>2 = Z —<{Xi, [Yj9 Yj'] >2-
j'es i'e1 4
Puis

<S(YJ')Xi, X,> = <[YJ" Xi], Xi> et <T(YJI)YJ, Yj> = <[Yj" Yj]’ Yj>.

On remarque enfin que
1
<Tx,xi', Yj> = 5(( [Yja Xi]’ Xi'>+< [Yja X:']’ Xi>) = <V(Yj)Xi’ Xi'>'

On obtient donc finalement :

(Dy,Dx,Xi, Y;> == [[EX)X |~ || V)X | 2| ECY) X,
) 1
—2{V(YpX;, F(Yj)xi>";’zl4—<xia Ly;, Yj’]>2
- .,ZJ<[YJ" X)X <[Y;, Y1 Y, 0 +3||[EQY)X|°
j'e
1
= X LY, YL XD+ X V(YK Xe )
i’e1 4 el .
=-2{V(¥pX;, F(YJ)X.->—jZJ< [Y;, Xi], Xi><[Yyrs Y5 Y.
Et on obtient la formule cherchée pour la courbure scalaire en remarquant comme au

lemme 11 que ) < V(Y)X,, F(Y)X;>=0.
iel

Maintenant, si ), {[Y;., Y;], Y;> = 0 pour tout j’, on a aussitdt T(M) < ©(M,)+1t(M,)
jel
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puisque les trois autres termes qui interviennent sont négatifs ou nuls et on voit facilement
en regardant les deux premiers que 1’on n’a 1’égalité que si les deux tenseurs A et T de
O’Neill sont nuls. On applique alors le résultat du paragraphe 6 de [O] : « & des revétements
prés », M est le produit riemannien de M; et M,.

On va utiliser ce calcul pour se ramener au cas ou G est simple. On remarque d’abord
que pour démontrer le théoréme 2 dans le cas qui nous reste, il suffit de le démontrer dans
le cas ou H est connexe : en effet, si H, est la composante connexe de 1’élément neutre
de H, G/H, est un revétement riemannien de G/H.

On se raméne ensuite au cas ou G est réductif. Pour cela, on considére le plus grand
idéal nilpotent &, de ®. On a G, N H = 0 par effectivité, puisque G; N $ serait central
dans ® d’aprés la compacité de H. Alors I’algébre quotient &, est réductive et on a :

LeMME 17. — Avec les notations du lemme 16, si &, est réductive, alors :

Z ([Yj,, Yj], Y;>=0 pour tout Y;.,j €l.
jel

Démonstration. — Soit (Z;),.x une base orthonormée de $,. On a [Z,, Y;]eP,,
donc {[Z, Y], Z; ) = 0 et par conséquent :

jZJ LYy, Y] Y0 = ij <[Yj» Y1, +kZK Yy Zied, Zi)
= trace (adg, (Y;)) = 0.

De plus, on a ici M; = G, nilpotent donc T (M,) £ 0 et T(M;) = 0 si et seulement si
M, est plat. Si on suppose que I’on a le méme résultat pour M,, on a alors T(M) < 0
et T(M) = 0 si et seulement si M est plat d’aprés le lemme 16. On est donc ramené au
cas ol G est réductif. On remarque que 1’on peut de nouveau supposer que G est effectif :
sinon, on divise par un sous-groupe distingué de G et H comme indiqué au début du
paragraphe 7 et le quotient de G est encore réductif. On considére alors le centre de G,
qui correspond au centre de ®, qui est aussi le plus grand idéal nilpotent de &. Donc le
méme raisonnement raméne au cas ou G est semi-simple. On considére alors les facteurs
simples de G et une application itérée du lemme 16 montre facilement que I’on est ramené
au cas ou G est simple. On a alors deux cas a considérer :

(1) 9 est une sous-algébre compacte maximale de ® : alors G/H est un espace symétrique
irréductible de type non compact et on sait dans ce cas que la courbure de ses métriques
riemanniennes G-invariantes (qui sont toutes proportionnelles) est négative;

(2) 9 est une sous-algébre semi-simple compacte de ® maximale pour ces deux propriétés
et n’est pas maximale parmi les sous-algébres compactes. Ce cas sera traité au paragraphe
suivant.

10. Ktude des G/H, avec G simple, H connexe semi-simple compact maximal
pour ces trois propriétés et non maximal parmi les sous-groupes compacts

Dans ce paragraphe, on suppose donc que ® est une algébre de Lie simple non compacte,
et § une sous-algébre semi-simple compacte maximale, qui n’est pas maximale parmi les
sous-algébres compactes. Alors, d’aprés la classification de E. Cartan (voir [HN] ou [T]),
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il existe une sous-algébre & de dimension 1 de ® qui centralise § et telle que
H @ 8 = & soit maximale parmi les sous-algébres compactes. On sait que si K est le
sous-groupe connexe de G engendré par K, alors G/K est un espace symétrique hermitien
irréductible. Soit Q un supplémentaire ad (K)-invariant de & dans 6. Alors f = L D Q
est un supplémentaire ad (H)-invariant de § dans ®. La représentation ad (K) de K dans
Q est irréductible et naturellement complexe, donc la représentation induite ¢ de H dans
Q est également une représentation complexe, qui est irréductible comme représentation
complexe, mais pas forcément comme représentation réelle. On a les cas suivants :

® ) (]
L T 70 3 TR 0
1
2D s0(M2) (M= 3)eeeeeeenneanennnnnnnns s0(n) nmimpair : 0—0—O -+« 0=>=0
1 /°
npair : 0—0—0--+ 0
No
B sup,adPzqgz=1let 1 1
P,D=A,Det2,2).eneeennen.... su(p)esu(qQ) O—0O-++0—0 ) 0—0+++0—0
1
@) so*2n) (M 2 5)eeeeeiiinninninennn. su (n) O—0—0+++ 0—0
2
G@spBR@mz3). o su (n) 0—0+++0—0
1
(¢}
6) ES 18 e $0 (10) o—o—o/
No
1
() 10 =2 SN E¢ 0—0—0—0—0

Dans cette énumération on a exclu certains cas de basse dimension pour éviter les répé-
titions. En effet, on a les isomorphismes canoniques :

sIQ, R =su(l,])=s0(1,2) =sp(l, R); s0(2,2) =sl(2, R) D s (2, R);
su (2, 2) = so (4, 2); so*(2) = R; so* (4) = su(2) ® sl (2, R);
s0* (6) = su (3, 1); so* (8) = s0 (6, 2); sp (2, R) = so (3, 2).

L’identification de ¢ peut se faire simplement en calculant sa dimension (ou bien
directement sur le diagramme si on connait une astuce secréte de J. Tits).

Dans le cas (1), on a simplement une métrique riemannienne invariante a3 gauche sur
un groupe de Lie localement isomorphe a SI (2, R) et I’on sait dans ce cas que la courbure
scalaire est négative.

Dans les cas (3) a (7), on constate, en consultant par exemple les tables de [T] que la
représentation @ est irréductible comme représentation réelle : en effet, c’est une représen-
tation complexe qui n’est pas de type réel [ce qu’elle est dans le cas (2), ce qui explique
le traitement séparé]. En appliquant alors la proposition 4 du paragraphe 8, on voit que
toute métrique riemannienne G-invariante de G/H s’obtient dans ce cas par la construction
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du paragraphe 8 & partir d’une métrique riemannienne G-invariante sur G/K (qui est
courbure scalaire négative, puisque G/K est symétrique irréductible de type non compact)
et d’une métrique riemannienne K-invariante sur K/H, qui est de dimension 1. Donc la
courbure scalaire de G/H est toujours strictement négative d’aprés la proposition 3 (b)
du paragraphe 8.

Remarque. — Toujours dans les cas (3) & (7), on peut remarquer en appliquant les
formules de O’Neill que, puisque toute métrique riemannienne G-invariante de G/H
est « fibrée », la courbure de Ricci d’un vecteur unitaire vertical pour la submersion
riemannienne G/H — G/K a fibres totalement géodésiques est strictement positive (on
peut vérifier que c’est || A ||2). Donc dans les cas (3) & (7), G/H ne posséde pas de métrique
riemannienne G-invariante a courbure de Ricci négative ou nulle, contrairement aux
cas (1) et (2), que ’on va examiner maintenant.

PROPOSITION 6. — Si & = s0(n, 2) et H = 0 (n), alors on a les propriétés suivantes
pour les métriques riemanniennes G-invariantes sur G[/H :

(a) la courbure scalaire est strictement négative;
(b) la courbure de Ricci n’est jamais constante;
(c) il y a des métriques @ courbure de Ricci négative si n = 2;
(d) il y a des métriques a courbure de Ricci négative ou nulle;

(e) la courbure sectionnelle prend des valeurs positives et des valeurs négatives.

Démonstration. — Si n=1, on a so0(1,2) =sl(2, R) et 'on connait la courbure
dans ce cas : voir [M] (I’existence de métriques invariantes sur Sl (2, R) a courbure de
Ricci négative ou nulle a également été annoncée par D. V. Alekseevski dans [A], p. 300
en bas). On suppose désormais n = 2. On peut représenter ® comme 1’algébre de Lie
des matrices réelles (n+2, n+2) de la forme :

A X Y
X 0 b
'Y -b O

ol A est une matrice (n, n) antisymétrique, X et Y des vecteurs de R" [vus comme
matrices (n, 1)] et b un réel. On choisit la sous-algébre $ = so (n) caractérisée par
X =Y = b = 0. Alors la sous-algébre £ caractérisée par A = X = Y = 0 centralise £.
On introduit les sous-espaces L, et Q, caractérisés respectivement par A=Y =b =0
et A=X=0>=0. Alors Q, et Q, sont ad (H)-invariants et I’action de H sur Q, et Q,
s’identifie avec D’action ordinaire de SO (n) sur l’espace euclidien R". On note
P=L2BR, ®YQ, : c’est un supplémentaire ad (H)-invariant de $ dans &. Puisque £
centralise §, pour tout produit scalaire ad (H)-invariant sur P, on a £ orthogonale a
Q =Q, ® Q,. Puisque la représentation de H dans Q est deux fois la représentation
ordinaire de SO (n), quitte & faire une rotation sur les deux derniéres coordonnées dans
la représentation de ®, on peut supposer que Q; et Q, sont orthogonaux pour le produit
scalaire considéré. Alors la restriction a Q, et Q, de ce produit scalaire est proportionnelle
au produit scalaire euclidien de R" (dans I’identification ci-dessus). On note E 1’élément
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de  défini par b = 1, X; I’élément de Q, défini par X = ¢; et Y; I’élément de Q, défini

par Y = ¢;, ol e; est le i-iéme vecteur de la base canonique de R” :

e;=(0,...,0,1,0,...,0)

(avec le 1 2 la i-iéme place). Quitte a tout multiplier par un scalaire, le produit scalaire
considéré est donc caractérisé par deux réels positifs a et b (avec par exemple a < b) tels
que E, (1/a) X; et (1/b) Y,; forment une base orthonormée de $B. On calcule alors les crochets

de ces éléments; on a

[E, Xi] = _Yi’ [E, Y‘] = X,‘, [Xi’ Yi] = E, [Xi’ Y]] = 0 Si

Enfin [X;, X;] et [Y;, Y;] sont dans § et vérifient :

[[Xi’ Xj]a Xj] = Xi et [[Yi’ Yf]’ YJ] = Yi'
On définit alors

U: PxP->P  par <U(x,Y),Z>=;-(<x,[Y,2]$>+<Y,[x,zk>).

On obtient facilement :
U, E)=0, UX;, X)=0, U;, Y)=0,

a’+1 b*+1

UE, X) = Y;, UG, Y)=—-
( ) 257 ¢ ( D) 2

a2

b2—a?

UX;,Y)=0 si i#j et UX,Y)=

Xi’ U(Xi9 Xj) = 0, U(Yi’ YJ)

E.

0,

En utilisant la formule déja citée de [C-E], on peut calculer les courbures sectionnelles

suivantes :

<R<E,1xi)E,1x,>= 1 (@+1)?+2a2b2=35*—20?),
a a

44> b?

1 1 1
R(E,“Y,)E, Y, )= —— (b+1D*+2a*b*>—3a*—-24?),
<( b ) > 4a’b2« ) )

b

a a a a

1, 1.,\1, 1 1 oL
R{-Y;,,-Y,)-Y;,,- Y, ) =—— si i#]j
<(b'b’)b‘b’> b? J

a b a

1, 1.\t 1 1
R{-X,-Y:)-X;,-Y; )= ——((b*—a?®?-2(a*+b*)-3).
<(a bi)a,b> o (= -2 )=

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

74



572 L. BERARD BERGERY

D’ou les courbures de Ricci suivantes :

n

Ric(E) = ——
(E) 2a%b?

(1 - (bz - a2)2)9

1 1
Ric| =X; )= a*—b*—2nb%-1),
(a i) 2a2b2( )

1 1
Ric[ 2 Y;|= —— (b*—a*—2na%-1

(b ‘) 207 )
et la courbure scalaire vaut :

n
2a?b?

(A +2n(@*+b¥)+(b*—a%?),

T=—

toujours strictement négatif.

On remarque également que E, (1/a) X; et (1/b) Y; diagonalisent la courbure de Ricci.
Pour cela & cause de la ad (H)-invariance de la forme quadratique Ric, il suffit de montrer
que Ric ((1/a) X;, (1/b) Y;)) = 0, ce qui s’obtient facilement en calculant

<R EX“Z)EY],Z> pour Z=E,1X1,1Yj)
a b a b

en polarisant la formule employée pour la courbure sectionnelle :

(R, DY, Z) == [X, Zly, [X, Z]y>—<[Y. [X, 2]}, 2

- i([x, [Y, Z]], Z>— 3([2, [Z, X]], Y>— 3([2, [Z, Y]], X)

+(URX, Z2), U(Y, 2)>—-<UX, Y), UZ, 2)).

1l suffit alors de choisir : 14+a® < b*> < /1+2na®+a* (ce qui est possible si n = 2)
pour avoir (c), et on a (d) en prenant b?> = 144> Pour avoir (b), il suffit de voir que
Ric ((1/a) X;) = Ric((1/b) Y;)) implique a = b et alors Ric (E) est positif tandis que
Ric ((1/a) X,)) est alors négatif. Enfin pour (e), on voit que

<R E,EY, E, 1Y,
b b
est positif si b = a, tandis que

<R<1X,, lx,)lx,, 1x,>
a a a a

Et le théoréme 2 est donc démontré.

est négatif.
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11. Remarques sur le cas plat

On va classer dans ce paragraphe les espaces homogénes G/H qui admettent une métrique
riemannienne G-invariante plate et parmi eux ceux dont toutes les métriques riemanniennes
G-invariantes sont plates. On remarque d’abord que les groupes de Lie admettant une
métrique plate sont connus par le théoréme 3. Parmi eux, on remarque que toutes les
métriques invariantes sur G sont plates si et seulement si G est abélien. En effet, avec
les notations du théoréme 3, si K n’est pas trivial, il suffit de prendre un produit scalaire
sur I’algébre de Lie $ de H qui n’est pas ad (K)-invariant (ce qui est possible puisque K
opére effectivement), et de le compléter en un produit scalaire sur & par un produit scalaire
quelconque sur ’algébre de Lie & de K et par ( §, & > = 0. La métrique riemannienne
invariante correspondante sur G n’est pas plate.

D’autre part, si G/H est compact, on a déja vu qu’il n’admet une métrique rieman-
nienne G-invariante plate que si G est abélien et H trivial. Dans le cas non compact,
on déduit du paragraphe 9 que le plus grand sous-groupe distingué nilpotent connexe G,
de G doit étre abélien et que H doit contenir un sous-groupe semi-simple maximal de G.
On a alors la décomposition de 1’algébre de Liede G : 6 =G, @ B D EC P S, ou G,
est ’algébre de Lie (abélienne) de G, et aussi le plus grand idéal nilpotent de &; puis S
est une sous-algébre semi-simple maximale; € est le centre de = € @ S; et B est une
sous-algébre abélienne commutant & $. On peut donc prendre P = G, ® B comme
supplémentaire ad (H)-invariant de $ dans ®. En appliquant les formules de O’Neill
a la situation du paragraphe 9 pour G,, on voit facilement que la métrique riemannienne
G-invariante sur G/H associée a un produit scalaire ad (H)-invariant sur P est plate si
et seulement si on a A = T = 0 dans les formules du lemme 15 avec B, = G, et B,
I’orthogonal de B, dans P pour le produit scalaire donné.

Si la dimension de B est supérieure ou égale a 2, puisque B agit sur &,, on peut choisir
Z, et Z, indépendants dans B et V dans ©, tels que [Z,, V] soit non nul. On forme alors
Y, =Z,+Vet Y, =2Z, Il est possible de choisir un produit scalaire ad (H)-invariant
sur P tel que Y, et Y, soient dans PB,. Alors [Y,, Y,] est non nul et dans PB,, donc
Ay, Y, #0.

Par contre si B est de dimension un, on a évidemment par antisymétrie que A est nul
pour tout produit scalaire sur P. Si B est nul, on voit facilement que toute métrique rieman-
nienne G-invariante sur G/H est plate. Reste & étudier T lorsque B est de dimension un.
Soit Y un générateur unitaire de PB,. Alors on a

(Tx, X5, YO =SV Xy, X, ) VX, X € Py,

ol S (Y) est la partie symétrique de I’action ad (Y) sur P,. Donc toutes les métriques
riemanniennes G-invariantes de G/H sont plates si et seulement si tous les produits scalaires
ad (H)-invariants sur &, sont également ad (Y)-invariants, ou encore ad (Z)-invariants
pour Z un générateur de B. Voici un exemple montrant que ce cas peut se produire :
on considére pour G le produit semi-direct de U (n) et C" pour I’action usuelle de U (n)
dans C", et on prend H = SU (n). Dans cette situation, on a &, abélienne de dimension
réelle 2n, H = su(n), B @ H = u (n) et 'action adjointe de H sur &, est encore la repré-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



574 L. BERARD BERGERY

sentation usuelle de SU () dans C". Donc tout produit scalaire SU (n)-invariant sur &,
est également U (n)-invariant et donc ad (B)-invariant. Donc toutes les métriques
riemanniennes G-invariantes de G/H sont plates. On peut résumer cette étude dans le

THEOREME 9. — L’espace homogéne G/H (avec G connexe effectif et H compact ) admet
une métrique riemannienne G-invariante & courbure sectionnelle identiquement nulle si
et seulement si le plus grand sous-groupe distingué connexe nilpotent G, de G est abélien

et si H contient un sous-groupe semi-simple connexe maximal de G.

De plus, toutes les métriques riemanniennes G-invariantes de G/H sont d courbure section-
nelle nulle si et seulement si : ou bien G est abélien (et H trivial), ou bien G est le produit
semi-direct de G, par H, ou bien dim (G) = dim (G,)+dim (H)+ 1 et tout produit scalaire
sur I’algébre de Lie &, de G, qui est ad (H)-invariant est également ad (G)-invariant.

12. Espaces homogénes non compacts dont toutes les métriques invariantes
ont une courbure scalaire positive

Pour terminer 1’étude du signe de la courbure scalaire des espaces homogénes, on va
démontrer le

THEOREME 10. — Si toutes les métriques riemanniennes G-invariantes sur I’espace
homogeéne G/H (avec G connexe, effectif et non compact et H compact) ont une courbure
scalaire positive, alors il existe un sous-groupe compact maximal K de G contenant H

tel que :
(a) toutes les métriques riemanniennes G-invariantes sur G/K sont plates;
(b) espace homogéne K/H est de type normal non abélien;
(¢) tout produit scalaire ad (H)-invariant sur I’algébre de Lie ® de G est ad (K)-invariant.

Démonstration. — Soit K un sous-groupe compact maximal de G contenant H. On
applique la proposition 3 (d) a la fibration G/H — G/K en fibre K/H. On en déduit
aussitot (b) grace au théoréme 8, et (a) grice au théoréme 2, puisque G/K ason revétement
universel difffomorphe 4 un espace euclidien. En appliquant toujours la construction du
paragraphe 8, on voit que la courbure scalaire d’une métrique riemannienne de la forme
g3 () sur G/H vaut 13 (¢) = (1/t) 1,—¢ ” A ”2 (puisque T, = 0 ici). On voit donc que
I’on doit avoir également A = 0. On choisit comme au paragraphe 8 un supplémentaire
ad (K)-invariant 9 de 1’algébre de Lie & de K dans ® et un supplémentaire ad (H)-inva-
riant 9 de lalgébre de Lie $ de H dans K. La condition A = 0 devient alors
[MM] =HDM On note alors G, le plus petit idéal de & contenant M
(i.e. B; = M+[M, M]), qui est contenu dans $ @ M. On va alors utiliser les calculs
du paragraphe 9 pour cet idéal ®,. On choisit H; = &; N $H, un supplémentaire
ad (H)-invariant 3, de $; dans ®,, un supplémentaire ad (H)-invariant P de $ dans 6
et on note &, le quotient de ® par &, et $, un idéal supplémentaire de $, dans $. Pour
retrouver les notations ci-dessus, on peut prendre P; = Met P = M @ N. Une métrique
riemannienne G-invariante sur G/H correspond & un produit scalaire ad (H)-invariant
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sur P (mais M et N ne sont pas supposés a priori orthogonaux). Avec les calculs du para-
graphe 9 et les notations des lemmes 15 et 16, Tt (G/H) s’exprime en fonction de
7(G,/H,), de 1(G,/H,) et de termes dépendants de A et T qui sont tous négatifs ici
(lemme 17). De plus G,/H; est plat ici puisque c’est G/K, donc © (G;/H;) = 0. On va
montrer qu’il faut également A = T = 0. Pour montrer que A est nul, on remarque
que ad (H) respecte la décomposition orthogonale P = B, @ PB,. On peut donc changer
le produit scalaire en le multipliant par une constante positive ¢ sur B,, en le laissant
fixe sur P, et en gardant P, et P, orthogonaux. Dans les calculs des lemmes 15 et 16,

il suffit de remplacer la base orthonormée (X;) par ((1 /\/ t) X;)) et de changer le produit
scalaire sur ;. Si on exprime la courbure scalaire de la nouvelle métrique riemannienne
invariante obtenue en fonction des quantités qui apparaissaient pour ’ancienne, on voit
facilement que 7 (G,/H,) et les termes en T ne changent pas, tandis que le terme —|| A ||
est multiplié par ¢ Il faut donc A = 0, soit encore [B,, B,] = K (et on pouvait donc
prendre ;t = PB,). Maintenant, si T n’est pas nul, cela signifie que le produit scalaire sur P,
n’est pas ad (K)-invariant. Dans ce cas, il existe donc deux sous-espaces orthogonaux
irréductibles ad (H)-invariants €, et €, de P, tels que €, @ €, soit ad (K)-invariant
et il existe un élément Y de K tel que la restriction de ad (Y) & €, @ €, s’exprime, dans

un repére orthonormé formé de bases de €, et de €,, sous la forme avec

B
-'C D
C # 0. On considére alors le produit scalaire obtenu en multipliant le produit scalaire
donné par ¢ sur €, et en le gardant fixe ailleurs. Il est encore ad (H)-invariant; on calcule
alors la courbure scalaire associée en fonction des termes de I’ancienne. Ici encore
1 (G,/H,) ne change pas. Par contre, la restriction 3 €, @ €, de la forme bilinéaire symé-
?t_gt)—tcl) %) etdonc || T||> 2 (t—1)*|| C||* Comme
le coefficient de || T ||? est négatif, on en déduit donc qu’il faut T = 0. Donc tout produit
scalaire ad (H)-invariant sur B, est ad (K)-invariant. La méme chose est vraie pour B,
puisque K/H est de type normal. Enfin I’invariance de P tout entier vient du fait que
I’on doit toujours avoir P, et P, orthogonaux pour tous les produits scalaires invariants.

trique ¢ T., Y ) a pour matrice
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