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NOMBRES DE HURWITZ ET UNITÉS ELLIPTIQUES
UN CRITÈRE DE RÉGULARITÉ

POUR LES EXTENSIONS ABÉLIENNES
D^UN CORPS QUADRATIQUE IMAGINAIRE (*)

PAR GILLES ROBERT

RÉSUMÉ. — Soient K un corps quadratique imaginaire et p un idéal premier de K au-dessus du nombre
premier p. Concernant le nombre de classes d'idéaux de l'extension abélienne maximale de K de
conducteur p, nous démontrons un théorème analogue au résultat suivant, essentiellement dû à Kummer.

PROPOSITION A. — Soit p un nombre premier ^ 5. Le nombre de classes (Tidéaux de l'extension abélienne
réelle maximale de Q, de conducteur p, est premier à p, si, pour chaque entier pair k tel que 0 < k <p—l,
le k-ième nombre de Bernoulli B^ est une unité p-adique.
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298 G. ROBERT

0. Introduction

Soit p un nombre premier ^ 5. Notons 0 l'anneau des entiers du corps quadratique
imaginaire K = Q ( ^ / — d ) , où à est un entier positif. Regardons 0 comme un réseau
complexe, et notons j (0) son invariant modulaire. Par la théorie de la multiplication
complexe, on sait que le corps Ho = K (j (6?)) est le corps de classes de Hilbert de K,
c'est-à-dire l'extension abélienne non ramifiée maximale de K. Soit E une courbe ellip-
tique définie sur Ho d'invariant j^ = j(0). La courbe E possède des multiplications
complexes par (P. Désignons par T la réunion de { 2, 3 } et de l'ensemble des nombres
premiers q tels que E a mauvaise réduction en au moins un idéal premier de Ho au-dessus
de q. Comme p ^ 5, il est légitime de supposer la courbe E choisie de façon que p ^ T
(cf. [30], § 6, cor. 1, th. 9). Fixons un idéal premier p de K au-dessus dep, et représentons E
par une équation de Weierstrass

(0) } ;2=4X3-g2X-g3

telle que gy, et ^3 soient des éléments p-entiers de Ho et le discriminant de (0) soit p-inver-
sible (ce qui est possible puisque p f T).

Pour tout entier k ^ 3, notons Gj, la série d'Eisenstein de poids k, définie sur les
réseaux oêf c: C par

G,W= E7!/^,
3le.S?

où la somme ^/ est prise sur tous les éléments non nuls de J^. Pour k = 2, on définit G^
par

G2(Jêf)=lim S' lA2!^!25.
s-+OÀe.S?
s>0

Les Gfe sont homogènes de poids —k : pour tout p e C X , on a

(1) G,(p-l^)=pkG,(^);

par suite, seules les séries G^ d'indice k pair sont non nulles.
Soient L c: C le réseau associé à l'équation (0), et û un idéal entier de K. Considérons

les nombres G^ (û~1 L), k ^ 2. D'après (1), si k n'est pas divisible par l'ordre e du groupe
des racines de l'unité de K (1), le nombre Gfe(û~1 L) est nul. D'une façon générale, les
nombres Gfc(û~1 L) appartiennent à Ho. Ceci peut être vu ainsi : pour zeC, posons

a(z,û~lL)=z [F fl^V^)^2^)2;
3160-^^ À,/

c'est la fonction sigma de Weierstrass associée au réseau a^L. Notons 6(z,c^ lL)
le produit

6(2,0-^) ̂ (û-^-^-^V^z.û^L),

(l) On a e = 6 si K = Q (^-^3), e = 4 si K = Q (V^I) et e = 2 sinon.
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NOMBRES DÉ HURWITZ ET UNITÉS ELLIPTIQUES 2à9

où A = (2 7i)12 ((60 G4)3--27 (140 Gg)2) est la forme modulaire parabolique de poids 12
usuelle. On a

(2) ^^(z, 0-^)= 12(1- S G^û-1!^).
ÔZ k>0

e\k

Par ailleurs, le quotient
A (7 TV^00

/^\ û/_ T . ̂  v ' /
(3) Q(z,L,a)=—————,

9(z,û 'L)

où N (a) désigne la norme absolue de l'idéal û, est une fonction elliptique pour le réseau L.
Si ^ (z, L) = -(82|ôz2) log cr (z, L) est la fonction ^ de Weierstrass, il n'est pas difficile
de vérifier l'identité

(4) 9(z,L;a)=-^- rr A(L) „
A (û~1 L) x e (O-ID/L (^ (z, L) - ̂  ()i, L))6

où le produit f"!' est pris sur les N(û)-l éléments non nuls du quotient (a~1 L)/L; on
notera que (4) exprime 9 (z, L; a) comme une fraction rationnelle en ̂  (z, L) à coefficients
dans Ho. Prenons la dérivée logarithmique de (4); il vient

(5) zAlog9(z,L;a)=-6z^^ E' fl-^^T1,
v 7 8z 6 ^(Z,L)^(«-IL)/LL ^(z,L)J

avec y (z, L) = (ôfôz) ̂  (z, L). Comme ^ (z, L) satisfait l'équation différentielle

^ ' 2 —4<^ 3 —(y ^—0«>' —^^ 62*^ 63?

où g2 et S 3 appartiennent à Ho, les coefficients de son développement en série de Laurent
au point z = 0 appartiennent à Ho; d'après (5), les coefficients du développement de
8/ôz log 9 (z, L; a) en série de Laurent appartiennent aussi à Ho. Or, on a, d'après (2),

(6) z-^log9(z, L; û)= 12[N(û)-l+ E (G^û-^-N^G^L^].
ÔZ k>0

e\k

Par suite, les différences Gfc(û~1 L)—N(û) Gj^(L), et donc les nombres Gfc(û~1 L) eux-
mêmes, appartiennent à Ho; en particulier, on a

(7) G^ (a- ' L) - N (a) G^ (L) = ^ ^ (?i, L).
Xe(a-iL)/L

II n'est guère plus difficile de montrer que Gj, (a~1 L)-N (a) G^ (L) est p-entier, pourvu
que 2 ^ f e ^ N ( p ) - 3 (c/. cor. 13, §3); il en résulte que les nombres Gj^a^L),
2 ^ À: ^ N (p)—3, sont eux-mêmes p-entiers, à condition que l'on ne se trouve pas dans
l'une des deux situations suivantes :

(i) p est inerte dans K et k = p+1,
(iï) p est ramifié dans K et k = 2.
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300 G. ROBERT

Dans ces deux cas, pour tout élément n de p, le produit TiG^û"1!/) est p-entier
(cf. cor. 14); si a est premier à p et n ^ p 2 , il est même p-inversible (cf. prop. 16, § 3).

Pour zeC, posons x ( z ) == ^(z, L) et y ( z ) = ^'(z, L); l'application Ç :

z^(z)=(x(z),^(z))

définit un isomorphisme du tore C/L sur le groupe E (C) des points complexes de E.
Nous identifions 0 à l'anneau des endomorphismes de E, de façon qu'à l'élément a de 0
corresponde l'endomorphisme de E (C) donné par Ç (z) \-> Ç (a z).

Comme L = p 0, avec p e Cx, le groupe (p~1 L)/L des points de p-torsion modulo L
est un (^/p)-module libre de rang 1. En adjoignant à Ho les coordonnées x (r) et y (r) des
points Ç (ï), avec T e p~1 L et T ^ L, on obtient une extension abélienne F = Ho (Ç (p~1 L))
de Ho; comme il y a bonne réduction enp, son degré est N(p)—l . Le corps F contient
le corps H = Ho (^e/2 (p~1 L)); il résulte de la théorie de la multiplication complexe
que ce dernier n'est autre que le corps de classes du rayon modulo p de K (cf. [3l], th. 5.5)
et ne dépend donc pas du choix de E.

Soient h = (Ho : K) le nombre de classes d'idéaux de K, et ûi = (1), c^, . . . , û/,, des
idéaux entiers de K, premiers à 6 p, qui forment un système complet de représentants
du groupe de classes d'idéaux de K. Notons h^ (resp. h^) le nombre de classes d'idéaux
de H (resp. Ho); comme on le sait, le quotient h^/h^ est entier (cf. [6]). Nous prouvons
dans ce travail une condition numérique (th. 1, ci-dessous) portant sur les nombres G^ (ûf1 L),
1 ^ i ^ h, 0 < ^ < N ( p ) — l , k = 0 (mod e), qui assure que le quotient AH/^HQ est

premier à p.
Avant d'énoncer ce résultat, introduisons encore quelques notations. Nous désignons

par Oy (Ho) l'anneau des éléments p-entiers de Ho, et posons p (Ho) = p Oy (Ho). Notons x
l'algèbre quotient (Py (Ho)/p (Ho) ; sa dimension, en tant que (^/p)-espace vectoriel, est
égale à h. Lorsque p est inerte dans K, nous munissons x x x de la structure de (^/p)-espace
vectoriel « tordue » définie par

(8) X(M,t;)=(^,ViO,

pour tous À, e 0 / p et (u, v) e K x K. Toujours dans le cas où p est inerte, pour tout entier k
tel que 1 ̂  k ^ N (p)— 1, nous notons p (k) l'entier unique tel que 1 ^ p (k) ^ N (p)-1
et p (k) =. pk (mod N (p)-1); on a alors k = p (p (k)\ et pour que k = p (k) il faut
et il suffit q\iep+1 divise k. Comme d'habitude, le corps premier hp éléments est noté Fp.

On a (cf. th. 28 et 29, § 3) :

THÉORÈME 1. — Soit p un nombre premier ^ 5, non ramifié dans K, tel que p ^ T .
Le quotient AH/^HO est Premïer à P) sl^ P0^ chaque entier k divisible par e^ tel que
0 < k < N(p)—l, l'une des trois conditions Aj^, A^ ou Bj^ ci-dessous est satisfaite. On
notera que ces conditions sont mutuellement exclusives.

(AjJ On suppose p décomposé dans K, ou bien p inerte dans K et k divisible par p+1,
k ^ p+1. On demande que les classes modulo p (Ho) des h nombres ^-entiers G^ (û^1 L),
1 ^ i ̂  h, soient V y-linéairement indépendantes dans K.
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(A^) On suppose p inerte dans K et k = p+1. Soit (1, a) une base de 0 sur Vanneau
des entiers rationnels. On demande que les classes module p (Ho) des h+1 nombres ^-entiers
p G^i (L), ^ p G^i (L) et G^, (a;-1 L)-N(a,) G^ (L), 2 ̂  i ̂  h, soient ^linéai-
rement indépendantes dans x.

(Bfe) On suppose p inerte dans K et k non divisible par p+1. On demande que les classes
modulo p(Ho)xp(Ho) des h couples de nombres ^-entiers (G^a^L), Gp/j^û^L)),
1 ^ i ̂  h, soient (0/^-linéairement indépendantes dans x x K muni de la structure de
((P/p)-espace vectoriel tordue (8).

Lorsque le nombre de classes d'idéaux A de K est 1, et les coefficients g^ et ^3 de la
représentation (0) de E des entiers rationnels, le théorème 1 se réduit à l'énoncé que nous
avons déjà donné dans [29].

Notre démonstration du théorème 1 suit essentiellement la démonstration de la propo-
sition A telle qu'elle est donnée dans [4] (chap. V, § 6). Rappelons que les premiers résultats
dans cette direction ont été obtenus par A. P. Novikov [22]; celui-ci a prouvé, pour
chacun des corps K = Q Cy/^l) et K = Q (^/-3), une partie du théorème 1 (cf. [22]
th. 2, et appendice C).

Le rôle de la formule classique, qui exprime le nombre de classes d'idéaux du corps
Q(Ç+Ç~1), où Ç = e2"1^ est une racine primitive /Même de l'unité, comme l'indice du
groupe des unités circulaires dans le groupe des unités réelles positives de Q (Ç), est joué
dans notre travail par le corollaire du théorème 16 de [28] (§ 6-4). Le corps Q (Ç+Ç~1),
qui est l'extension abélienne réelle maximale de Q, de conducteur/?, y est remplacé par H
et le groupe des unités circulaires par celui des unités elliptiques (cf. th. 8, § 1 ci-dessous).

Enfin, rappelons que la première étude systématique des nombres G^(û~1 L) semble
remonter à A. Hurwitz [12], lorsque x (z) = ̂  (z, L) et y (z) = ^ ' (z, L) sont les fonctions
qui paramétrisent la courbe elliptique

y2=4x3-4x,

d'invariant 7 (Z [^/^î]) = 1728. Aussi, désigne-t-on par nombres de Hurwitz les nombres
Gfc (a~1 L) associés à l'équation (0). Depuis, ces nombres ont fait l'objet de nombreuses
études, dont celles de H. Lang [15], J. U. Manin et M. M. Vishik [20], N. Katz ([13], [14])
et S. Lichtenbaum [18]. En particulier, ces auteurs ont prouvé pour les nombres
k\Gh(a~lL') des propriétés d'interpolation p-adique analogues à celles des nombres
de Bernoulli; le cas où p est inerte présente des difficultés particulières (cf. [14]).

Dans ce travail, nous prouvons également des réciproques partielles du théorème 1.
Nous démontrons en particulier les deux théorèmes suivants (cf. th. 58 et 61, § 6) :

THÉORÈME 2. — Soit p un nombre premier décomposé dans K, p ^ T. Pour que les condi-
tions Afc soient vérifiées pour chaque entier k divisible par e tel que 0 < k < N(p )—l ,
il faut et il suffit que la p-extension abélienne maximale de H, non ramifiée en dehors de p,
soit abélienne sur Ho.

THÉORÈME 3. — Soit p un nombre premier inerte dans K, p f T. S'il existe un entier k
divisible par e, tel que p+1 < k, p (k) < N (p)-1, pour lequel aucune des conditions A^
et B^ n'est satisfaite, le quotient h^/h^ est divisible par p.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



302 G. ROBERT

Rappelons ici que l'analogue précis du théorème 2 ci-dessus est bien connu dans le cas
cyclotomique; c'est le «critère de Kummer» (cf. [7]) :

PROPOSITION B. — Soit p un nombre premier ^ 5. Pour que les nombres de Bernoulli B^
soient des unités p-adiques pour chaque entier pair k tel que 0 < k < p-1, il faut et il
suffit que la p-extension abélienne maximale de Q (e2ni/p+e~2ni/p), non ramifiée en dehors
de p, soit abélienne sur Q.

Lorsque le nombre de classes d'idéaux A de K est 1, le théorème 2 se réduit au théorème 1
de J. Coates et A. Wiles [7]. Ceux-ci appuient leur démonstration sur un résultat de
S. Lichtenbaum [18], (th. 8.14), prouvé sous l'hypothèse h = 1, et emploient des procédés
différents des nôtres. Cependant leur travail explicite plusieurs lemmes de la théorie du
corps de classes, essentiels à notre preuve du théorème 2.

Par ailleurs, les méthodes de [7] semblent difficiles à généraliser au cas où p ne se
décompose pas dans K. En fait, lorsque p est inerte dans K, la situation est assez différente
comme le montre le théorème 3. Pour prouver ce dernier nous reprenons des idées de
J. Herbrand [11] et utilisons le théorème du miroir de H. W. Leopoldt [17].

Enfin, est-il besoin de préciser que ce que nous démontrons dans ce travail reste bien
en deçà des résultats connus dans le cas cyclotomique (cf. J. Herbrand [11] et
K. Ribet [27]).

CONTENU. — Le paragraphe 1 rassemble les propriétés du groupe des unités elliptiques
de H dont nous aurons besoin. Le paragraphe 2 est consacré à la décomposition en compo-
santes simples de certains Fp [G]-modules, où G est le groupe de Galois de l'exten-
sion H/Ho. Le paragraphe 3 ramène la démonstration du théorème 1 à la construction
d'un homomorphisme (p de H" dans le groupe additif de ^(N(p)-i)/e ^ construction
de (p fait l'objet du paragraphe 5, et s'appuie sur des techniques de groupe formel. Le para-
graphe 4 apporte des améliorations importantes aux résultats du paragraphe 3, suivant
une suggestion de J.-P. Serre. Enfin, nous poursuivons l'étude de (p dans le paragraphe 6
et en déduisons les théorèmes 2 et 3.

On trouvera en appendice quelques compléments, et des exemples numériques.

1. Nombre de classes (Rideaux des extensions abéliennes
de conducteur premier comme indice d'unités

Soit p (K) l'idéal maximal de l'anneau des éléments p-entiers de K. Nous notons C/ (p)
le quotient du groupe des idéaux fractionnaires de K, premiers à p, par le rayon module p,
formé des idéaux principaux (a) tels que a =. 1 (mod p (K)). Pour tout idéal fractionnaire b
de K, premier à p, désignons par (b, H/K) le symbole d'Artin de b sur H. On sait, par
la théorie du corps de classes, que l'application b i-> (b, H/K) définit un isomorphisme
de C/(p) sur le groupe de Galois ^ = G (H/K).

Soit A (p) l'ensemble des couples (r, oS?) formés d'un réseau JÊf c C tel que

{ X e C | X j^c^}=(9
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et d'un point T de p-torsion modulo c$f non trivial, c'est-à-dire d'un point T de p~1 oêf
n'appartenant pas à o$f. Nous disons que deux couples (ïi, J^\) et (r^, 0^2) sont ^Mf-
valents, s'il existe p e C ^ pour lequel J^ == P °^i ei T ^ — p ï i e J ^ - L'ensemble
To^~1 = { a e K J T e a J ê f } est un idéal fractionnaire de K, et le produit p T o^f"1 est
un idéal entier de K, premier à p. Notons C (r, Jêf) e C/(p) la classe de pïoêf"1 .
D'après [28] (lemme 4, § 2-2), l'application (r, J^) \-> C (r, Jêf) définit une bijection de
A (p), modulo équivalence, sur Cl (p).

Soient (r, Jêf) e A (p) et û un idéal entier de K, premier à p. Notons 9 (z, J$?; û) la fonc-
tion elliptique de la variable complexe z obtenue en substituant c$f à L dans la formule (3).
Comme û est premier à p, aucun point non trivial de p-torsion modulo oêf n'apparaît
dans le diviseur 12 (N (a) J^-cT1 ^f) de 9 (z, ^; a). Par suite 9 (r, J^; û) est défini et
non nul. De plus, pour tout p e C x, on a 9 (pr, p Jêf ; û) = 9 (r, ̂  ; a), et, pour tout y e p oêf,

9(T+y, p^;a) = 9(r, pJ^;a);
par conséquent, il vient :

LEMME 4. — Soient (ïi, o^\) ^ (ï^, 0^2) e A (?) ^eux couples équivalents. On a

9(Ti,^;û)=9(T2,^;û).

DÉFINITION 5. — Pour tout CeC/(p), nous posons 9 (C, û) = 9 (ï, Jêf; û), OM
(T, J^) e A (p) 6^ ^/ ^^ C (T, J^) = C.

Mais, avec les notations de la proposition 9, paragraphe 4-2 de [28], pour tout idéal
entier a de K et tout idéal fractionnaire b de K, on a l'identité

9(z, b; û)-1 - 9<12)(z, b; a) = L(b; a) fl T(r(z, 9), b; a)12^,
ÛJ tt i

fl |a

où les exposants 12/^g sont des entiers positifs et le produit est pris sur tous les diviseurs
entiers 9 de û; si (û, 6) = (1), cette identité n'est autre que celle de la proposition 9,
loc. cit. Par suite (cf. loc. cit., corollaire de la proposition 9), pour tout idéal entier a de K
premier à p, l'invariant 9 (C, û) appartient à H", et pour tout idéal fractionnaire b de K
premier à p, on a

Q (C,^6'"^=9(0^,0),

où C(, e C/ (p) désigne la classe de b. De plus, si b est entier, on déduit de (3) l'identité

9(CC,,û)=9(C,ûb)/9(C,b)N<û) .
Ce qui prouve :

LEMME 6. - Soient C et C' e Cl (p), et b e C un idéal entier de K premier à p. Alors,
pour tout idéal entier û de K premier à p, on a

9 (C, û)̂  H/K) = 9 (CC', û) = 9 (C, ûb)/9 (C, bf(û).

En outre, si (a, 6) = (1), l'invariant 9(C,û) est une puissance 12-ième dans tP
(cf. appendice A) ; ceci motive la définition suivante du groupe © des mités elliptiques de H :

© = S n ^F,
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où S désigne le groupe des unités de H" et ^ le sous-groupe de H^ engendré par les
invariants 9 (C, û), a idéal entier de K premier à 6 p et C e C7 (p).

En fait, dans ce texte, le rôle de l'hypothèse (û, 6) = (1) est assez secondaire; aussi,
chaque fois que cette hypothèse n'est pas rappelée dans un énoncé, celui-ci reste vrai pour
(a, 6) 7e (1); c'est par exemple le cas de la proposition 7 ci-dessous du théorème 12 (iv),
paragraphe 3, du lemme 18, paragraphe 3, de la proposition 46, paragraphe 5, etc. Tou-
tefois, si (a, 6) =^ (1), l'invariant 6 (C, û) n'est pas en général une puissance 12-ième dans H
(cf. appendice C pour le cas a = (2)).

Ceci étant précisé, on a cf. [25], et [28] (§ 4).

PROPOSITION 7. - Pour tout entier r ^ 1, et tous triplets (C,, c^, w,), 1 ̂  i ̂  r,
formés d'une classe C, e Cl (p), d'un idéal entier a» de K premier à p, et d'un entier rationnel
m^ le produit

necc^r
1=1

appartient à ê si et seulement si

Ém,(N(û,)-l)=0.
1=1

Soit maintenant M un sous-corps de H contenant K. Nous appelons groupe des unités
elliptiques de M le groupe

©(M)=NH/M©,
formé des normes relatives des éléments de 0. Le groupe 0 (M) est invariant pour l'action
du groupe de Galois G(M/K); et l'on a, d'après le lemme 6 et la proposition 7,

©(M)=^(M)nNH/M^,

où ^ (M) désigne le groupe des unités de M. Posons Mo = M n Ho. L'extension M/Mo
est totalement ramifiée en p, par suite le nombre de classes d'idéaux h^ de Mo divise le
nombre de classes d'idéaux h^ de M; en effet, soit ̂ f une extension abélienne non ramifiée
de Mo ; le corps e^f M est une extension abélienne non ramifiée de M, de même de degré
que e^f/Mo puisque ̂  n M = Mo.

Soit Q (M) le sous-groupe de S (M) engendré par les trois groupes d'unités ci-dessous :
(a) le groupe ©(M);
(P) le groupe [i (M) des racines de l'unité de M;
(y) le groupe € (Mo) des unités de Mo.
D'après [28] (cor. du th. 16, § 6-4), on a :

THÉORÈME 8. — L'indice de Q (M) dans € (M) est fini; il est donné par la formule

[^(M):^)^^/^/^
où a et b sont des entiers ^ 0.

Pour le calcul de a et b, cf. appendice A et [28] (§ 6).
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2. Représentations du groupe de Galois
du corps de classes de rayon sur le corps de classes absolu

Soit F = Ho (i; (p~1 L)), où Ç désigne l'isomorphisme de C/L sur E (C) associé à (0).
Le groupe Ep = Ç (p~1 L) est le groupe des points de p-torsion de E (C), et l'action du
groupe de Galois G (F/Ho) sur Ep définit une injection

a: GCF/Ho)^/?)';

l'extension F/Ho est donc abélienne. Comme p ^ T, il résulte du lemme 39 (i) (§ 5), que
cette injection est un isomorphisme de G (F/Ho) sur (O/p)^. Soit n(K) le groupe des
unités de K; comme p ^ 5, nous pouvons identifier n(K) à son image dans (O/p)^.
L'isomorphisme précédent définit alors, par passage au quotient, un isomorphisme

G: G=G(H/Ho)^(ûVp)></^(K),

inverse du symbole d'Artin, dont la e-ième puissance 0e fournit une injection de G dans
(^/p)x indépendante du choix de E. En particulier, on a (F : H) = e et

(H:Ho)=(N(p)-l)/^,
oùe= #n(K).

Soit k un entier rationnel divisible par e. L'homomorphisme a^ de G dans (Ô/p)^ ne
dépend que de la classe de k modulo N(p)—l , et les # G homomorphismes o^,
e ^ k ^ N (?)—!, e \ k, sont deux à deux distincts. Par suite, les seules représentations
linéaires irréductibles de G sur 0/p sont les homomorphismes o^, k entier divisible par e.
Nous en déduisons facilement la description suivante des représentations linéaires irré-
ductibles de G sur Fp.

LEMME 9. — (i) Si p se ramifie ou bien se décompose dans K, on a d ) / p = Fp, et les
représentations linéaires irréductibles de G sur Fp sont les homomorphismes c ,̂ e | k.

(ii) Si p est inerte dans K, le corps 0/p est une extension de degré 2 de Fp. Par suite,
les représentations linéaires irréductibles de G sur Fp sont de degré 1 ou 2.

Or, on a ̂  = ^pk si et seulement si l'entier k est divisible par p-\-1. Les représentations
linéaires de degré 1 de G sur Fp sont donc les homomorphismes G^, p-\-\ \k. Quant aux
représentations linéaires irréductibles de degré 2 de G sur Fp, elles ont pour caractères
les sommes

Tr (o^ =(Jk+ a^ = Tr (o^), e \ k et fe ̂  0 (mod p +1).

Comme # G est premier à p, l'algèbre de groupe Fp [G] est semi-simple. Lorsque %
décrit les caractères irréductibles de G sur Fp, les sommes

1,=(#G)-1 Exfe"1^
geG

forment un système primitif d'idempotents orthogonaux de Fp [G], et on a

i = E i x .x •
x
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Posons Fp [G], = l,.Fp [G]; c'est un corps fini, et le degré de l'extension F^ [G],/Fp
est égal au degré de 7. Un Fp [G]-module y étant donné, on définit sa /-composante V^
par ̂  = 1̂ . On a

^=©^.
x

Rappelons enfin deux conséquences du fait que 1^ est un idempotent de Fp [G] :
- l'algèbre fp [G] agit sur ̂  à travers sa /-composante fp [G]^.
— la multiplication par 1^ transforme toute suite exacte de Fp [G]-modules en une suite

exacte de Fp [G]-espaces vectoriels.
Soient M un sous-corps de H contenant K, et Mo l'intersection de M avec Ho. Confor-

mément au schéma suivant, notons GM (resp. ^) le groupe de Galois de l'extension
M/Mo (resp. M/K); le groupe GM est isomorphe au quotient de G par le groupe de Galois
G (H/MHo), et ̂  est le quotient de ^ par le groupe de Galois G (H/M).

Soit % un caractère de G, constant sur G (H/MHo). Il définit, par passage au quotient,
un caractère de GM, provisoirement noté /M- L'application / ̂  XM est un isomorphisme
du groupe des caractères de G sur Fp, constants sur G (H/MHo), avec le groupe des carac-
tères de GM sur Fp. De plus /M est irréductible si et seulement si % l'est; nous identifions %
et XM-

Munissons les quotients ^(p) (M) = ^ (M)/(^ (M)^, Q^ (M) = Q (M)/Q (M) n ^ (M)^
et y (M) = € (M)/û (M) € (M)^ de leur structure naturelle de fp [G]-module (en
fait ^ laisse stable € (M) et 0 (M), ce qui permet de munir ^(p) (M), Q00 (M) et y (M)
d'une structure de Fp [^]-module; celle-ci n'intervient pas dans ce paragraphe). Soit /
un caractère irréductible de G sur Fp, et considérons les ^-composantes ^(p) (M) ,
Q^ (M\ et y (M\ des trois modules précédents. Comme G agit à travers son quotient
GM, on peut supposer que / est un caractère irréductible de GM sur Fp (en effet, si /n'est
pas constant sur G (H/MHo), on a ^(p) (M\ = Q^ (M\ == y (M\ = { 0 } ). La suite
de Fp [G]-modules

{O^^M^^M^^M^O}

est exacte; par conséquent, il en est de même de la suite de Fp [G^-espaces vectoriels

(9) { 0 } ̂  Q^ (M), -^ ̂  (M), ̂  Y (M), ̂  { 0 }.

Notons e (x. M) (resp. t (^ M)) la dimension de ^(p) (M\ (resp. 0(p) (M),) sur F., [G] .
D'après (9), on a

t (X, M) ̂ e (/, M).
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De plus Q (M) contient ^ (Mo), d'où ^ (M)i = { 0 }, et, d'après (9),

f ( l ,M)=e(l ,M).

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate du théorème 8.

PROPOSITION 10. — Pour p ^ 5 les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) V^Mo ^ 0 (mod p\

(ii) ^(M)= { 0 } .
(iii) Pour tout caractère irréductible % de GM sur Fp, % ^ 1, on a y (M)^ = { 0 }.
(iv) Pour tout /, comme dans (iii), <w a

r(x,M)=^(x,M).

La dimension ^ (/, M) peut être décrite en fonction du degré de l'extension Mo/K.
Notons d'abord que le corps H contient le groupe \ip des racines /Mêmes de l'unité, pour
p 7^ 2, si et seulement si p ne se décompose pas dans K. L'action de G sur \ip définit alors
un homomorphisme v de G dans T p , déterminé par les congruences

v(((a),H/K))=N(a) (modjQ,

où a désigne un élément de 0 premier à p. Par suite pour/? ^ T, on a v = o2 sip est ramifié
dans K, v = a^4'1 si /? est inerte dans K; et v n'est pas défini sip se décompose dans K.
Il vient :

LEMME 11. — Soient p un nombre premier ^ 5, et % un caractère irréductible de G^
sur Vp :

(i) si x = 1, on ae(^, M) = (Mo : K)-l;
(ii) si M contient \JL? et % = v, on a e (%, M) = (Mo : K) +1 ;

(iii) en dehors des deux cas précédents, on a e (^, M) = (Mo : K).
Démonstration. - Posons <^o (M) = ^ (M)/^i (M), ^p) (M) = ^o (M)/^o (M)^ et

H00 (M) = n (M)/p, (My\ La suite exacte de Fp [G]-modules

{ 0 } -> ^(p) (M) -^ ̂  (M) -^ 4^ (M) -. { 0 }

réduit la question à la détermination des dimensions de ^(p) (M)^ et ^^) (M)^ sur Fp [G]^.
Le Fp [G]-module ^(p) (M) est soit nul, soit, si M contient \ip, isomorphe à \ip. Dans

ce dernier cas v est défini et
^(M)^^^),.

Le Fp [G]^-espace vectoriel ^(p) (M)^ est donc de dimension 1 ou 0 suivant que X = v
ou % =^ v.

Désignons par Zp l'anneau des entiers ^-adiques, et posons A = <?o(M) ® Zp. Le
Zp-module A est libre de rang (M : K)-l. On sait, d'après le théorème de Dirichlet-
Minkowski, qu'il existe une unité u e ^ (M) dont les conjugués par ^^ engendrent un
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sous-groupe d'indice fini de S (M). Par suite, le caractère de la représentation de ^M
dans <^o (M), et donc dans A, est AM/K- 1 où ^M/K désigne le caractère de la représentation
régulière de ̂ . Le caractère de la représentation de GM dans A est donc (Mo : K) /M/MO- 1»
où 'M/MQ désigne le caractère de la représentation régulière de GM. Or, le caractère irréduc-
tible % de GM sur Fp provient, par réduction modulo p, d'un caractère irréductible x*
de GM sur Zp; le caractère ̂  est uniquement déterminé par %, et / a même degré que /*
(l'existence est facile, et l'unicité vient de ce que # GM est premier à p). Posons

^=(#G^)-1 E X*^"1)^
^€GM

L'action de G sur A en fait un Zp [G]-module semi-simple, dont la ^-composante
A^* = l^.A est un Zp-module libre de rang égal au produit de la multiplicité de ̂  dans
(Mo : K) /•M/Mo-1 P^ le degré de 50*; d'autre part, ce rang est aussi la dimension du
Fp-espace vectoriel

A^/A^^M),,

c'est-à-dire le produit de la dimension de ê^ (M)^ sur îp [G]^ par le degré de %. Cette
dernière dimension est donc égale à la multiplicité de 50* dans (Mo : K) r^^-1, soit
(Mo : K) si x ^ L et (Mo : K)-l si / = 1; ce qui prouve le lemme (2).

3. Où l'on voit comment l'existence de nombres premiers réguliers
résulte de la construction d'une dérivée logarithmique tronquée

Soit p ^ T, et fixons un point T de p~1 L n'appartenant pas à L. Notons Co e C / (p)
l'image du couple (r, L) e A (p) par l'application (r, ^) \-> C (r, Jêf) (cf. § 1). Pour tous
idéaux entiers a et b de K et tout entier k > 0 divisible par e, posons

Gfe*(û,6" lL)=Gfe(û - lb" lL)-N(û)Gfc(b~ lL).

En vue d'utiliser la proposition 10, nous construisons un homomorphisme

(? = (^fc^fc^NQ^-l.elfc

de H^ dans le groupe additif de l'algèbre

^(N(p)-l)/^ ^__><X ,

(N (p^î)J^rîaes
avec x = ̂  ^Ho)/p (Ho).

L'homomorphisme (p dépend du choix de L et de celui de classe de T modulo L; il possède
les propriétés suivantes :

THÉORÈME 12. — Soit k un entier divisible par e, e ^ k ^ N (p)—l.
(i) Le noyau de (p^, pour k -^ N(p)-l, ainsi que le noyau de la restriction de (PN(P)-I

au groupe € des unités de H, sont stables par ^S.

(2) Ce lemme est aussi vérifié pour ^=3, non ramifié dans K.
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(ii) Si a^ = v et si Ç e Hx ^ M^ racine primitive p-ième de l'unité, l'image de Ç par
(pfc est inversible dans K.

(ni) Pour tous u e H x et g e G, ow a

^(ug)=c5k(g).^(u).

(iv) 5ï fe 7^ N (p)— 1, ^o^r tout idéal entier û de K. premier à p, on a

(P.(e(Co, a)) = 12 G,* (a, L)(modp(Ho)).

L'existence des homomorphismes (pj^ reprend une idée déjà développée par Kummer
dans le cas cyclotomique (cf. par exemple H. Hasse, Bericht uber neuere Untersuchungen
and Problème dus der Théorie der algebraischen Zahikôrper, Teil II, 2e éd. Wùrzburg-
Wien, Physica 1965) : les (p^ sont en quelque sorte des « dérivées logarithmiques
modulo p (Ho) ». Nous étudions dans ce paragraphe et le suivant quelques conséquences
du théorème 12. La construction de (p et la démonstration du théorème 12 sont réservées
au paragraphe 5, ci-dessous.

Notons d'abord le corollaire suivant du théorème 12 (iv).

COROLLAIRE 13. — Soient k comme dans le théorème 12, k + N (p )—l , et û un idéal
entier de K premier à p. Le nombre G^ (a, L) est p-entier.

Par suite, on a :

COROLLAIRE 14. — Soient k comme dans le corollaire 13, et a un idéal entier de K.
(i) Si o^ 7^ v, le nombre G^ (û~1 L) est p-entier.

(ii) Si ^ = v, le nombre n G^ (û~1 L) est p-entier dès que ne p.
Démonstration. — Soit a un élément de 0 premier à 6 p. D'après le corollaire 13, le

nombre
G!((ai),L)=(^-^W)G,(L)

est p-entier.

Supposons (^ 7e v. Si p se décompose dans K le corps H ne contient pas le groupe ^ip;
par conséquent, il existe a tel que a - l ep et N (a)-1=^0 (mod p), d'où
of' ^ N (a) (mod p). Si p ne se décompose pas dans K, le caractère v est défini; comme
c^ 7e v, on peut choisir l'entier a de K de façon que

^((a^H/K^vaa^H/K),

soit (^ ^ N (a) (mod p). Par suite G^ (L), et donc G^ (a~1 L) sont p-entiers.
Si c^ = v, d'après le lemme 15 ci-dessous, pour tout 71 e p, il existe des éléments a de 0

premiers à 6 p tels que o^—N (a) == n (mod p2). Par suite n G^ (L), et donc n G^ (û~1 L),
sont p-entiers.

LEMME 15. — Soit p un nombre premier ^ 2 non décomposé dans K. Alors, pour tout
K e p, il existe a tel que a-1 e p, (a, 6) = (1) et c^-N (a) = n (mod p2) où k = 2 si p
se ramifie dans K et k == p+1 si p est inerte dans K.
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Démonstration. — Supposons d'abord p ramifié, d'où k = 2. Notons D < 0 h. discri-
minant de K. Comme p + 2, le nombre ^/D appartient à p et n'appartient pas à p2.
Soit y un élément de 0 et posons a = 1 + P ^/D, où P = 6 P' si p ^ 5 et P = 2 ?' si
p = 3. On a (a, 6) = (1), et on vérifie la congruence module p2 :

a2-^)^?^12^ ^5?

1 4p'7D, p=3,

d'où le lemme dans ce cas.
Supposons maintenant p inerte. On a k =^+1. Soit ?' un élément de 0 et posons

a = 1 4-?^, où P = 6 P7 si ^ ^ 5 et P = 2 P' si /? = 3. On a (a, 6) = (1), et on vérifie
la congruence module p2 :

^i-N(a)s-pp=J -6fyp' PÏ5>
vr \ -2p'p, p=3

qui complète la démonstration du lemme.
En fait, on a l'analogue suivant du théorème de Von Staudt et Clausen :

PROPOSITION 16. — Soient k un entier divisible par e,0 < k < N (p)— 1, tel que ̂  = v,
et a un idéal entier de ̂ premier à p. Alors, sip ^ T, le nombre n G^ (û~1 L) est ^-inversible
pour tout nep tel que n ̂  p2.

Démonstration. — Distinguons suivant que p est inerte ou ramifié dans K. Si p est
inerte, posons

-9(Co, ( l+ j^D)) .

si p est ramifié, posons
9(Co,(l~pVD))

9(Co,(l+7D))^
0(Co,(l-^/D)/

II résulte du lemme 17 ci-dessous et du lemme 6, que Ç est une racine primitive j?-ième
de l'unité; d'après le théorème 12 (ii), l'image de Ç par (p^ est donc inversible dans x. Or,
d'après le théorème 12 (iv), selon que p est inerte ou ramifié dans K, on a respectivement :

(p,(Ç) = 12(GÎ((l+p^D), L)-GÎ((l-p^/D), L)) (modp(Ho))
ou

(p,(Ç) = 12(G,*((1+7D), L)-G?((1-^/D), L)) (modp(Ho)).

Par conséquent, on a (pfc(Ç) s 24^^/DG^(L) (mod p (Ho)) si p est inerte dans K,
et (pfc (Ç) =E 48 ^/D Gfc (L) (mod p (Ho)) si p est ramifié dans K. Ce qui prouve la
proposition.
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LEMME 17. — Soit p un nombre premier ^ 5 qui ne se décompose pas dans K. Alors,
le groupe \ip des racines p-ièmes de l'unité est contenu dans 0. Plus précisément, soit ./D
la racine carrée de partie imaginaire > 0 du discriminant de K; // vient :

(i) si p est inerte dans K, on a

e48^ == 9(C, (l+p^/D))/9(C, (1-p^/D)),

avec C == C(l//?,^)eC/(p);
(ii) si p est ramifié dans K, on a

^Snia/p ̂  g^ (1+7D))/9(C, (I-VD)),

ÛTW û = —D/p ^z^r premier à p et C = C ( ^ / D / p , 0) e C/ (p).
Démonstration. — Comme les nombres K = 1 +/? ^/D et À/ = 1 —/? ^/D

(resp. À- = 1+^/D et X' = 1-^/D) sont conjugués, ils ont même norme. Par suite, le
quotient 6 (C, (K))/Q (C, (X')) est égal à

9((l/p)-VD,^

e((i/p)+7D,^)
(resp. 6 ((^DIp)-(D/p), 0)/Q ((^/D/p) + (D/p), 0)).

Il suffit alors d'utiliser la formule de transformation des fonctions thêta (cf. [28], for-
mule (2), § 1).

Le théorème 12 (iv) a pour autre conséquence le lemme suivant.

LEMME 18. — Soient k et a comme dans le corollaire 13. Pour tout y e^ et tout idéal
entier b de K premier à p tel que y = (b, H/K), cw a

(P.(9(Co, û)7) = 12 G,* (û, b-1 L) (modp(Ho)).

Démonstration. — Allions le lemme 6 au théorème 12 (iv), il vient

(p,(6(Co, û)7) = 12(G,*(ûb, L)-N(û)G?(b, L)) (modp(Ho)).

La congruence annoncée résulte alors de l'identité

(10) Gfc*(û,b- lL)=G?(ab,L)-N(û)Gfe*(b,L). D

En particulier, dans le lemme précédent, supposons b principal. Soit P e 0 un générateur
de b. Si g = ((P), H/K), on déduit du lemme 18 la congruence

<P.(9(Co, ûU EE Up^a, L) (modp(Ho)),

d'où (p^ (9 (Co, û)9) = (^ (g) (p^ (9 (Co, a)) pour tous g e G. Comme, d'après le lemme 6,
les 9 (Co, û), lorsque û décrit les idéaux entiers de K premiers à 6 p, engendrent le sous-
groupe x? de tP, ceci prouve que (iv) du théorème 12 implique (iii) pour tous les éléments
u de ^.
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Son noyau contenant H^, l'application (pj^ définit un homomorphisme, encore noté
(pfc, de îîx^îîxp dans x. Considérons le sous-groupe

xpO^xp^H^

de H^/H^. Son image par (p^ est ̂  W. et l'action de ^ fait de ̂  un Fp [^j-module.
Supposons fc 7e N(p)-l. Pour tout élément a de Oy (Ho) notons [a] ex sa classe

modulo p (Ho). D'après le théorème 12 (iv), les classes [G^ (a, L)], lorsque a décrit les
idéaux entiers de K premiers à 6 p, engendrent (pj^ (^) sur Fp. Définissons une action de ̂
sur (pfc QF), compatible avec sa structure Fp-linéaire, en posant

(11) [G,* (0,1^= [G,* (a.b-1!.)]

pour tout élément y de ^ et tout idéal entier b de K premier à p tel que y = (b, H/K).
Comme le théorème 12 (i) nous assure que le noyau de (p^ est stable par ^, il résulte du
lemme 18 que cette action de ^ sur (pj^ (^P) est bien définie : c'est l'unique action qui fait
de la restriction de (pj^ à ^F^ un Fp [^]-homomorphisme.

Soit 7 un caractère irréductible de G sur Fp. Considérons un élément u de H^/H^.
D'après le théorème 12 (iii), pour tout entier j divisible par e, e ^j ^ N (p)—l, on a

(p,(l,.u) = (# G)-^ E ̂ •(g)^-1))^).
^eG

Si le produit scalaire de o^ et ^ est nul, c'est-à-dire si ^ a7 (g) ^ fe"1) = 0, nous avons
geG

donc (p^(l^.M) = 0. Ceci prouve le lemme suivant.

LEMME 19. — Soit % un caractère irréductible de G sur Fp. Distinguons suivant le degré
de / :

(i) si 5c = ^k, e ^ /; ^ N (p)—l, ^ | A:, l'image de ^F^ 7?û?r (py ^^ { 0 }, a WOTO ^M^
y = ^ ;

(ii) si îc = ^+0^ (fc), 0 < k < N (p)-1, 6? | A:, l'image de ̂ ^ ̂ âr (py est { 0 }, a wof^s-
^^ j = k ou j = p (k).

DÉFINITION 20. — Nous notons oêf^ l'image de ̂ y par (p.
Selon que X = afe °^ X = ^^o^^, il résulte du lemme précédent que ^ est

Fp-isomorphe à (p^OF) ou ((p^, (pp ̂ ) (^). Si x 7^ 1, c'est-à-dire si k ^ N(p)—l , nous
pouvons munir (p^ (^F) ou ((p^, (pp (fc)) (T), et par suite o^, de la structure de
Fp [^]-module définie par l'identité (11) et par l'identité analogue où k est remplacé par
p (k). De cette manière, la restriction de (p à ̂ y devient un Fp [^]-homomorphisme.

D'après le théorème 12 (iii), toujours selon le degré de x, l'action d'un élément g de G
sur (pfcCF) ou sur ((p^, (pp^) OP), est respectivement la multiplication par ^(g) ou par
(afc te)? ap (k) (g))' ^>e plus, l'application ^ i-̂  a^ (g) définit par Fp-linéarité un isomor-
phisme de Fp [G]^ sur Fp (si % = CTk) ou sur ^/p (si % = c^+o^(k)); dans ce dernier cas
O/p est bien sûr une extension de degré 2 de Fp, et l'isomorphisme conjugué de Fp [G]^
sur O/p est induit par l'application g ̂  ̂ (fc) (^). Par suite, si % = o ,̂ la structure de
Fp [G]^-espace vectoriel de Jê^ n'est autre que sa structure Fp-linéaire, et si
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^ == c^+c^ (fc), la structure de Fp [G]^-espace vectoriel de o^ est isomorphe à la structuré
(^/p)-linéaire tordue de ((p^, (pp (^) (^F) définie par

(12) ^(M.tO^M,^)

pour tous À, e ̂ /p et (u, v) e ((p^, (pp ̂ ) QF).
Soient ûi = (1), a^, ..., û^ des idéaux entiers de K premiers à 6 p, qui forment un sys-

tème complet de représentants du groupe de classes d'idéaux de K. A partir des nombres
Gfc (c^~1 L), 1 ̂  i ^ h, 0 < fe < N (p)— 1, A: = 0 (mod ^), nous allons décrire une famille
finie de générateurs effectivement calculables pour chacun des espaces oêf^, / ^ 1- Distin-
guons trois cas :

(à) îc est degré 1 et % + v;
(0 X = v;
(&) ^ est de degré 2.
Comme v est de degré 1, ces trois cas s'excluent mutuellement. Soit k comme dans

le lemme 19, k + N(p)-l. Comme l'homomorphisme ai-^ de Wp)" dans lui-même
est le composé de l'application de réciprocité a i-> ((a), H/K) et de o^, il vient :

Remarque 21. — Pour que % vérifie (a) ou (a'\ c'est-à-dire pour que le degré de ^ soit 1,
il faut et il suffit que rhomomorphisme a^^ ak applique (^^ dans F^.

En premier lieu, selon que % est de degré 1 ou 2, rappelons que les classes des nombres
G^ (a, L) modulo p (Ho) ou des couples (G^ (a, L), G^) (a, L)) modulo p (Ho) x p (Ho),
lorsque û décrit les idéaux entiers de K premiers à 6 p, engendrent respectivement (p^ (^F)
ou ((pfc, (pp (fc)) W sur Fp. Soient a et a a deux idéaux entiers de K, avec a élément non nul
de K. Considérons l'identité

(13) G,*(oca, L) = a^G^a, ̂ +N((^-N(0^(1.),

et, si îc vérifie (b), l'identité analogue (13') où k est remplacé par p (k). Notons que
GJ ((1), L) = 0 pour tout entier y ^ 2 divisible par e. Si % vérifie (a) ou (a') l'identité (13),
avec a = (1), prouve que la classe de (o^-N (a)) G^(L) modulo p (Ho) appartient à
(pfc (^F) pour tout élément a de 0 premier à 6 p. De même, si % vérifie (b\ les identités (13)
et (137), avec a = (1), prouvent que la classe de

((o^N (oc)) G, (L), W W-N (a)) G, ̂  (L)) modulo p (Ho) x p (Ho)

appartient à ((p^, (pp ̂ ) (^F) pour tout élément a de 0 premier à 6 p.
Si % 7e v, d'après la démonstration du corollaire 14 (i), nous pouvons choisir un tel a

de façon que a^lS^a) ^ 0 (mod p). De plus, d'après la remarque 21, dans le cas (a),
la classe de a^lS^a) modulo p appartient à Fp; et, dans le cas (6), comme
(k) = pk (mod ^2—!), les classes de ^-N (a) et ^p ^—N (a) modulo p sont des élé-

ments conjugués de 0 / p . Par suite, si % vérifie (a), la classe du nombre Gj^ (L) appartient
au Fp-espace vectoriel ̂  W^ et, si % vérifie (è), la classe du couple (G^ (L), Gp ̂  (L))

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 42



314 G. ROBERT

appartient au (^/p)-espace vectoriel ((p^, (pp(k))OF), sa structure (éVp)-linéaire étant bien
sûr celle définie par (12). Considérons alors l'identité

(14) G, (û-1 L) = N (û) G, (L) + G? (û, L),

et, si 5C vérifie (&), l'identité analogue (147) où k est remplacé par p (k). Compte tenu de
ce qui précède, selon que % vérifie (a) ou (b), la relation (14) ou les relations (14) et (14')
prouvent que les classes des nombres Gj, (û~1 L) ou des couples (G^ (cT1 L), Gp ̂  (cT1 L)),
lorsque û décrit les idéaux entiers de K premiers à 6 p, engendrent respectivement (p^ (x?)
ou ((p^, (pp (^) (^F) sur Fp. Or, les séries d'Eisenstein G^ et Gp ̂  sont respectivement homo-
gènes de poids —k et —p (k), cf. introduction formule (1). D'après la remarque 21,
ceci implique que les classes des nombres C^Ça^L) modulo p (Ho) ou des couples
(°k (ûf~1 L)» °p (fc) (ûf~1 L)) modulo p (Ho) x p (Ho), avec 1 ̂  i ̂  h, engendrent respec-
tivement (pfe W sur Fp ou (q^, (pp (^) CF) sur 6?/p.

Si 5C = v, la remarque 21 et l'identité (13), avec û = a, pour 1 ̂  i ^ h, prouvent que
(pfc CF) est engendré sur Fp par les classes modulo p (Ho) des nombres G^ (û^1 L), avec
2 ^ f ^ A, et (o^-N (a)) G^ (L), où a décrit les éléments de 0 premiers à 6 p. D'après
le lemme 15, l'espace (p^ (^ est donc engendré sur Fp par les classes des nombres
G^ (a;, L), avec 2 ^ f ^ A, et n Gjç (L), où n décrit p.

Nous pouvons résumer ceci dans la proposition suivante.

PROPOSITION 22. — Soit 5C un caractère irréductible de G sur Fp, / ^ 1. Alors, pour
p i T, on a :

Cas (à). L'espace o^ ^ (p^O?) est engendré sur Fp /?ûfr les h classes [G^^1 L)],
\^i ^h.

Cas (a1). L'espace Jêf^ ^ (pj^ (^F) ^^ engendré sur Fp /?ûfr to classes \n G^ (L)], OM TT
décrit p, ^ ^ûr /^ h—1 classes [G^(û;, L)], 2 ^ i ^ h.

Cas (è). L'espace ̂  ̂  ((p^, (pp(fc)) (^) ^^ engendré sur O/p par les h couples de classes
([G,(û.-1 L)], [G^(û,-1 L)]), l ^ i ^ A.

En particulier, si % ^ v et 7^ 1, la proposition précédente fournit un système de h géné-
rateurs de ̂  sur Fp [G]^. Si % = v, d'après la proposition 16, les classes [îr Gfe(L)],
lorsque n parcourt p, forment un Fp-espace vectoriel de dimension 1 ou 2, selon que p
est ramifié ou inerte dans K. Par suite, si % = v, la proposition 22 (a') nous fournit, selon
que/? est ramifié ou inerte dans K, un système de h ou h +1 générateurs de oêf^ sur Fp [G]^.

De plus la formule (11), qui décrit l'action de ^ sur les espaces o^, ^ + 1, a pour
conséquence la proposition suivante.

PROPOSITION 23. — Soit % comme dans la proposition 22. Soient y un élément de ^ et b
M/Î fû^ûf/ ^î^r de K premier à p ^/ ^M^ y = (b, H/K). Alors, pour p ^ T, f/ W^ :

Cûf^ (a). P<wr ^?^ fâ^ûf/ ^r^r a de K premier à p, to cto^ [G^(a~1 L)] appartient
à oêf^ e^ o» a

[G^Û^DJ^EG^Û-^^L)].
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Cas (a'). Pour tout élément K de p, la classe \n G^ (L)] appartient à J^ et on a

[TrG^L^^TtG^b-1!.)].

Cas (b). Pour tout idéal entier û de K premier à p, le couple ([G^ (û~1 L)], [Gp ̂  (a~ 1L)])
appartient à ̂  et on a

([G^û^L)], [G^û-^y^G^û-^^L)], [G^a-1!)-1!.)]).

Si © = x? n € désigne le groupe des unités elliptiques de H, posons

0(p) = 0/0 n <T = ©/© n H^.

C'est un sous-groupe de ^(p), stable par ^. Comme le montre le lemme suivant, les images
par (p de ©(p) et XF(P) sont essentiellement identiques.

LEMME 24. — Pour tout caractère irréductible ^ de G sur fp, % ̂  1, on a

^(@y)=^y)=^.
Démonstration. - Supposons % = ̂ (resp. % = a^+a^^), 0 < k < N(p)-l, e \ k,

et soit a un idéal entier de K premier à 6 p. Il nous suffit de construire un élément p de ©
tel que

(p,(p)=12[G?(û,L)]

(resp. ((p,, (p, (,)) (p) = 12 ([G,* (û, L)], [G,*̂  (û, L)])).
Soit /^ une application de G dans Z telle que
(a) Pour tout g e G, /^ (g) = x (g) (mod p\
(P) E W = 0 -

âfeG

Une telle application existe car ^ xfe) = 0, puisque X ^ 1. Posons
flreG

P= neCCo.û/11^1^.
^eG

D'après (P), on a ( ̂  f^(g~1)) (N(û)-l) =0; par suite, le nombre p appartient à ©
geG

(cf. prop. 7). D'après (a) et le théorème 12 (iv), lorsque j = k (resp. j = k ou 7 = p (fc)),
on a

(p,(p)=12.#G.[G;(û,L)];

ce qui démontre le lemme, puisque # G est premier à p.
Soient M un sous-corps de H contenant K tel que (H : M) ^ 0 (mod;?), et Mo l'inter-

section de M avec Ho. Posons

©(p) (M) = © (M)/© (M) n S (MY,

où © (M) = NH/M (2) désigne le groupe des unités elliptiques de M. Munissons ©(p) et
©(p) (M) de leur structure naturelle de Fp [^]-module.
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D'une manière générale, pour tout Fp [^]-module y et tout caractère irréductible %
de G sur Fp, la ^-composante ̂  = 1^. ̂  de y est un Fp [^]-module, sur lequel Fp [^]
agit à travers sa x-composante Fp [̂  = lx.Fp[^] munie de la structure d'algèbre
induite par celle de fp [^].

Notons trn/M l'élément de Fp [^] défini par

trH/M=(#G(H/M))-1 S g.
f f eG(H/M)

On a trH/M.000 == © (M)/© (M) n < .̂ Comme (H : M) ^ 0 (mod p\ il vient
© (M) n ^p = © (M) n ^ (M)^ et par suite

©^(M^trn/M.Ô^.

De même, l'algèbre de groupe Fp [^] étant commutative, on a, pour tout caractère irré-
ductible 5C de G sur Fp,

(15) ©^(M^trn/M.O^.

Désignons par Jf le noyau de la restriction de (p à ©(p); d'après le théorème 12 (i);
c'est un Fp [^]-module. Posons

^(X,M)=tlH/M.^-

Comme tr^M est un idempotent de Fp [^], la multiplication par tr^M transforme toute
suite exacte de Fp [^]-modules en une suite exacte. Par conséquent, d'après (15), le noyau
de la restriction de (p à ©(p) (M\ est tr^M^x» et' d'après le lemme 24, si % 7e 1, l'image
de ©(p) (M)^ par (p est Jêf (^, M). Ce qui prouve le lemme suivant.

LEMME 25. — Soit 5C un caractère irréductible de G sur fp, % ̂  1. Alors, l'application (p
définit un Fp \^\-homomorphisme de ©(p) (M)^ ^r Jêf (/, M) dont le noyau est tr^/M'^x-

Clairement le Fp [^]-module ©(p) (M) est un sous-module de

Q^ (M) = Çï (M)/Q (M) n ̂  (M)^,

où Q (M) = H (M) © (M) ̂  (Mo) est le groupe d'unités de M du théorème 8, paragraphe 1.
Comme le montre le lemme suivant, seule la composante de ©(p) (M) fixée par G peut être
distincte de celle de Q^ (M).

LEMME 26. — Soit % comme dans le lemme 25, on a

©^(M^Q^M)^

Démonstration. — Comme p ^ 5, si H contient le groupe [ip des racines /?-ièmes de
l'unité, le nombre premier/? n'est pas décomposé dans K. Par suite, d'après le lemme 17,
si l'on a \ip c M, le groupe ©, et donc © (M) car (H : M) ^ 0 (modp), contient ^.
Comme le corps H, de conducteur p, ne contient pas de racine de l'unité d'ordre p2, on
en déduit les inclusions

p (M) c no (M) © (M) c <f (MY © (M),
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où Ho (M) désigne le groupe des racines de l'unité de M d'ordre premier à p. Par consé-
quent Q^ (M) est isomorphe au Fp [^]-module

A = 0 (M) ̂  (Mo)/0 (M) ̂  (Mo) n S (M)^

a priori intermédiaire entre ©(p) (M) et Q^ (M). Considérons la suite exacte de
Fp [^j-modules

{O^^Mo^Moïn^^^A-^B-^O},

où le quotient B = © (M) ̂  (Mo)/(© (M) ̂  (Mo) n S (M)P) <^ (Mo) est isomorphe au
Fp [^-module

© (M)/© (M) n ̂  (Mo) € (M)^

Comme on a % + 1, la ^-composante de ^ (Mo)/^ (Mo) n ^ (M)" est { 0 } puisque G
agit trivialement sur € (Mo). Il s'ensuit que A^ est isomorphe à B^, d'où

0^ (M)^ ̂  (© (M)/© (M) n ê (Mo) € (M)^,

c'est-à-dire que ^(p) (M)^ est isomorphe à un quotient de ©(p) (M\. Comme ©(p) (M),
dont la dimension sur Fp est finie, est déjà un sous-module de O^ (M), ceci prouve le
lemme.

Dans les conditions des lemmes 25 et 26, l'application (p définit donc un Fp [^-homo-
morphisme de Q^ (M\ sur J^ (50, M). Si ^ (^, M), ^ Oc, M) et / (50, M) désignent respec-
tivement les dimensions de ^(p) (M)^, û^ (M\ et J^ (50, M) sur Fp [G]^, on a alors, vu
que Q^ (M) est un sous-module de (^(P) (M),

Kx,M)^ec,M)^(/,M);

bien sûr ces trois nombres sont nuls si % n'est pas un caractère de GM. Supposons donc
que % soit un caractère irréductible de G^, X ^ l? et appelons défaut de régularité de
l'extension M/Mo pour x, l'entier

ô(x,M)=^(x,M)-4x,M)^0.

On déduit de la suite exacte (9) le lemme suivant.

LEMME 27. — Soit x un caractère irréductible de GM sur f p , ^ ^ l , 0 n a

dim^G^(M)^ô(x,M).

Le théorème suivant résulte alors de la proposition 10.

THÉORÈME 28. — Soient p ^ T, et M un sous-corps de H contenant K ^/ ^i^ (H : M) ^ 0
(mod^). ^/<w, fe quotient AM/^MO ^yr premier à p, si, pour tout caractère irréductible ^
de GM = G (M/Mo) sur Fp, ^ ^ 1, le défaut de régularité 8 Oc, M) ûfe l'extension M/Mo
^ w/.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE I/EÇOI^E NOHMAI,E SUPÉRIEURE



318 G. ROBERT

Appliquons ce théorème au corps M = H. Soit 7 un caractère irréductible de G = GH
sur Fp, x 7e 1. D'après le lemme 11, selon que % est différent de v ou non, on a
e (y. H) = (Ho : K) = h ou e (^, H) = h+1. D'autre part, si p se ramifie dans K, que %
soit égal à v ou non, la proposition 22 fournit un système de h générateurs de oêf (/, H) = ̂
sur fp; on a donc 8 (v. H) ^ 1 et le théorème 28 ne s'applique pas à H. Au contraire,
si p ne se ramifie pas dans K, selon que % est différent de v ou non, la proposition 22
fournit un système de A ou A+1 générateurs de ^ (%, H) = ^ sur Fp [G]^. Par suite,
si p ne se ramifie pas dans K, l'entier ô (7, H) est nul si et seulement si le système de h
(si X ^ v) ou h+1 (si X == v) générateurs de o^ fourni par la proposition 22 est libre sur
Fp [G]^. Lorsque % décrit les caractères irréductibles de G sur Fp, 7 ^ 1, on reconnaît
là les conditions Aj^, A^ ou B^ du théorème 1, qui correspondent respectivement au cas (û),
(a') ou (b) de la proposition 22. Nous avons ainsi démontré que le théorème 1 est équivalent
au cas M = H du théorème 28, et résulte donc des propriétés de l'application (p énoncées
dans le théorème 12.

Plus généralement, supposons que M contienne Ho. Alors, pour tout caractère irré-
ductible îc de GM sur Fp, on a

^OC, M) = trn/M^x = °̂  = ^(X, H);

en effet, chaque élément g du sous-groupe G (H/M) de G agit trivialement sur Jêf^, puisque %
est un caractère du quotient GM de G par G (H/M). Par suite, on a / Oc, M) = / (/, H)
et donc ô (/, M) = 8 (/, H) puisque e (50, M) = e Qc, H) d'après le lemme 11. Comme
on a c^ (G (H/M)) = { 1 } si et seulement si (H : M) e divise k, le théorème 28 implique
donc la généralisation suivante du théorème 1 aux sous-corps M de H contenant Ho.

THÉORÈME 29. — Soient p ^ T un nombre premier non ramifié dans K (3), et M un sous-
corps de H contenant Ho. Alors, le quotient AM/^MO es^ P^mier à p, si, pour chaque entier k
divisible par (H : M) e, tel que 0 < k < N(p)—l, l'une des conditions A^, A^ ou B^ du
théorème 1 est satisfaite.

Enfin, vu le lemme 27, on peut se demander si, pour / ^ 1, l'entier 8 (/, M) est égal
à la dimension de y (M\ sur Fp [G]^, ou, ce qui revient au même, si (p définit un isomor-
phisme de Q^ (M\ sur ^ Qc, M). Ce n'est pas en général le cas. En effet, l'homomor-
phisme (p est de nature locale (cf. § 5). En particulier (p tue toutes les puissances ̂ -ièmes
locales; sa restriction à Q00 (M) se factorise donc à travers le Fp [^]-module 000 (M),
quotient de Q(M) par les éléments de Q(M) qui sont des puissances /Mêmes locales (pour
une définition précise de Q^ (M) se rapporter au paragraphe 6). On peut alors énoncer des

(3) Si p ^ T se ramifie dans K, on a H = Ho (up), et, pour chaque caractère irréductible % de G sur Fp,
différent de v = a2 et de 1, on a § (%, H) = 0 si et seulement si le système de h générateurs de ̂  (%, H) = ̂
sur Fp, fourni par la proposition 22 (a), est libre. De plus, comme 2 et 3 sont les seuls nombres premiers
ramifiés dans Q (V^l) et Q (V'^3) etp ^ 5, on aK ^ Q (V^ï) et ^ Q (V^3), d'où e = 2. Par suite,
pour tout sous-corps strict M de H contenant Ho, le théorème 28 implique :

Le quotient h^h^ est premier àp, si, pour chaque entier k divisible par 2 (H : M), tel que 0 < k < p—1,
les h classes [Gk(ar1 L)], 1 ^ i ^ h, sont ¥p-linéairement indépendantes.
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conditions sur /, toujours vérifiées si p se décompose dans K, qui assurent que (p définit
un isomorphisme de Q00 (M\ sur =$? (%, M) (cf. cor. 51, th. 50); mais le noyau de la
projection de Q^ (M)^ sur O00 (M)^ n'est pas toujours trivial (cf. appendice B).

4. Généralisation aux corps intermédiaires

Dans ce paragraphe, nous transformons le théorème 28 de façon à l'énoncer en termes
d'invariants, indépendants du corps intermédiaire M, et construits à partir des nombres
de Hurwitz Gj^û"1 L). L'idée d'introduire ces invariants est due à J.-P. Serre.

Soitp ^ T, et supposons le nombre de classes A de K premier si p. Choisissons une clôture
algébrique îp de 0 / p . Comme # ^ = h. # G est premier à/?, l'algèbre de groupe îp [^]
est semi-simple. Le groupe ^ étant commutatif et le corps Fp algébriquement clos, les
caractères irréductibles œ de ^ sur îp sont les homomorphismes de ^ dans Fp en nombre
# ^. Lorsque œ décrit ces homomorphismes, les sommes

l.=(#^r1 SœCy-^y
ye^

forment un système primitif d'idempotents orthogonaux de Fp [^], et on a

i=Ei».
a»

Les œ-composantes l<o.tp[^] de Fp [^] sont des corps isomorphes à Fp. Un
Fp [^]-module ST étant donné, on définit sa œ-composante STy, par y y, = 1^.^.
On a

^'=©^0.
0

Comme le, est un idempotent de Fp [^], l'algèbre Fp [^] agit sur ^^ à travers sa
<W M

œ-composante l(o.Fp [^] ^ Fp, et la multiplication par 1^ transforme toute suite exacte
fW IV

de Fp [^]-modules en une suite exacte de Fp-espaces vectoriels.
Notons k (œ) l'unique entier divisible par e, e ^ k (©) ^ N (p) — 1, tel que a^((0) coïncide

avec la restriction de œ à G. Pour tout caractère irréductible % de G sur Fp, la ^-composante
^ = l^.-y de y est un Fp [^]-module, sur lequel Fp [^] agit à travers sa ^-composante
Ïp\^\ = Ix-^pE^] munie de la structure d'algèbre induite par celle de îp [^]. La
œ-composante de ̂  est { 0 }, à moins que le couple (œ, %) ne vérifie l'une des deux condi-
tions suivantes, que nous notons œ | %.

(ï) L'image de G par (^ (0)) est contenue dans Fp, et ^ = o^ (œ).
(ii) L'image de G par c^ (0)) n'est pas contenue dans Fp, et % = ak ̂ ^(c^ ^^^
On a alors

ar _ <^û <yJ ^~ M7 ty © »
< û | X

ou œ décrit les homomorphismes de ^ dans Vp tels que œ | %.
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A partir des modules J^^ du paragraphe 3, posons

Jêf= ©Jêf,,
x^i

où la somme porte sur tous les caractères irréductibles % + 1 de G sur Fp; c'est un
F? [^]-module, dont les J^, ^ ^ 1, sont les ^-composantes. Soit o^ = F? ® Jêf le
F? [^]-module déduit de o^ par extension des scalaires de Fp à Fp. Le lemme suivant est
trivial.

LEMME 30. — Soient û)i et ©2 ^eux homomorphismes de ^ dans Fp, conjugués sur Fp,
c'est-à-dire tels qu'il existe un entier a pour lequel œ^ = ̂  avec (! = /?a- Alors, les
Vp-espaces vectoriels JSf^ ^ Jâf^ sont isomorphes.

Soit M un sous-corps de H contenant K. Nous identifions de la manière usuelle le
<w

groupe des homomorphismes de ^M dans Fp, au groupe des homomorphismes de ^ dans
F? tels que œ (G (H/M)) = { 1 }. Le lemme suivant ramène l'étude des espaces ^ Oc, M),
avec % 7e 1, à celle plus simple des J^o; sa démonstration est immédiate.

LEMME 31. — Pour tout caractère irréductible % 7^ 1 de G sur Fp, on a
(M) ^

Fp(x)J?(x,M)= ©^f,,
û» lx

^

où la somme est prise sur tous les homomorphismes œ de ̂  ^ans ïp ^ly ^^ œ | X-
Naturellement, ce lemme ne s'applique pas au caractère unité % = 1 de G. En effet,

la composante de ^ fixée par G est { 0 }, puisque l'on a exclu le caractère ^ = 1 de la
somme définissant oêf; on a donc oêf^ = { 0 } pour tout homomorphisme œ de ^ dans Fp
tel que © | 1.

1^> /V

Décrivons maintenant les Fp-espaces vectoriels J^. Pour reconnaître leurs générateurs
nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 32. — Soient N un fp-espace vectoriel contenu dans J^f, et n^ == n (6~1 L) (4),
où b décrit les idéaux entiers de K premiers à p, un système générateur de N sur Fp.

Soit œ un homomorphisme de ^ dans Fp, et supposons que les éléments n (b~1 L) de N
vérifient les identités :

(i) n^^b^L);

(ii) nCb-^^yML).
où y = (b, H/K).

Alors, l'espace N est engendré sur Tppar n (L) et est stable par ^; de plus N est contenu
dans ̂ .

^(4) L'élément ^ = w(b~1 L) ne dépend que de b, mais la notation w(b~ 1 L) préfigure les quantités
GtBfl)"1]^) et [n Gk (b~1 L)] auxquelles nous appliquerons ce lemme.
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Démonstration. — Que N soit engendré par n (L), (resp. stable par ^) résulte clairement
de (ii) (resp. (i)). En outre, si nous combinons (i) et (ii), il vient n (ty = œ (y) n (L) pour
tout ye^ ; par conséquent, on a l^.n(L) = n(L), ce qui prouve que n(L) appartient
bien à J^,. D

Soit k un entier divisible par e, 0 < k < N(p)-l. Distinguons trois cas.
(a) L'image de G par (^ est contenue dans Fp, et c^ ^ v.
(a') (̂  = v.
(P) L'image de G par c^ n'est pas contenue dans Fp.
Si k vérifie (a) ou (a'), posons ^ = o^ Si k vérifie (P), posons % = a^ (a^. L'appli-

cation îc est un caractère irréductible de G sur Fp, qui vérifie la condition (û), (a') ou (è)
du paragraphe 3, p. 17 suivant que k vérifie (a), (a') ou (P) (cf. remarque 21). Soit œ un
homomorphisme de ^ dans Fp, tel que k (œ) = fe.

Cas (a). Le Fp [^]-module J^ est alors isomorphe à (p^ (^); par suite ̂  est isomorphe
au produit la.Fp ® <PfcW. Soit b un idéal entier de K premier à p. D'après le
corollaire 14 (i), le nombre Gj,(b~1 L) est p-entier. Nous posons

(Vb-^^.l^G^b^L)];

c'est un élément de l^.îp 00 (p^ (^ ^ i^-
Cû^ (P). Le Fp[^]-module J^ est alors isomorphe à ((p^, cpp^))^); par suite ̂

est isomorphe au produit
lo.Fp®(<P^<Pp(.W

En fait, plutôt que de prendre le produit tensoriel sur Fp comme ci-dessus, nous pouvons
le prendre sur 0/p. Plus précisément, désignons par

Fp®^((pfe,(pp(fc))W

le produit tensoriel sur ^/p, de la ^/p-algèbre Fp avec ((p^, (pp (k)) W? mum de ̂  structure
^/p-linéaire « tordue » définie par (12). Considérons la surjection naturelle de
Fp [^]-modules

(16) 1,. F, ® ((p,, ̂  (,)) W ̂  1,. î, ®,/, ((p,, (p, (^) W.

Son noyau est engendré sur Fp par les différences

l<,.(l®ax)-l<,.(a®x),

ou a e ̂ /p et x e ((p^, (pp ̂  W-
Or, comme À: vérifie (P), l'ensemble c^ (G) est un système de générateurs de ^/p sur Fp.

De plus, l'action d'un élément g de G sur ((p^, (pp(fc)) W, muni de la structure
CVp-linéaire (12), est la multiplication par a^ (g). Par suite, le noyau en question est
engendré sur Fp par les différences

L.a®^)-!..^^)®^
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où g e G, soit encore

lœ.(l®^)-l,,.(œ(g)®x)=(gl,-œ(g)lj.(l®x).

Comme y l<o = œ (y) l<o pour tout y e ̂ , et donc pour tout g e G, la surjection (16) est
bien un isomorphisme.

Soit b un idéal entier de K premier à p. D'après le corollaire 14 (i), les nombres
Gfc (b~1 L) et Gp (^ (b~1 L) sont p-entiers. Nous posons

0^-^)== l,.l (^([G^b^L)], [G^b^L)]);

c'est un élément de l^.îp ®^ ((p ,̂ ̂  ̂ ) QF) ^ ĵ ,
Ayant ainsi défini les nombres G^ (b~1 L) pour tout homomorphisme œ de ^ dans F

tel que l'entier k = k (œ) vérifie (a) ou (P), nous pouvons facilement décrire les espaces i^
correspondants. En effet, selon que k vérifie (a) ou (P), la démonstration de la proposi-
tion 22 (a) ou (b) prouve que les nombres G^ (b~1 L), lorsque b décrit les idéaux entiers
de K premiers à p, engendrent l^.îp ® ̂  W ou lœ.Fp ®^ ((^, (p^) QF) sur Fp;
de plus, on déduit de la proposition 23 (a) ou (b) les identités

(0 ÔJL^CVb^L),

00 ôjb^I^o^CUL),

où Y = (b? H/K). Le lemme 32 prouve alors la proposition suivante.

PROPOSITION 33. — Soient k un entier divisible par e, 0 < k < N (p)— 1, et œ un homo-
morphisme de ^ dans ¥p tel que k (œ) = k.

Alors, selon que k vérifie (a) ou (P), le Ï y-espace vectoriel

1,. ̂  ® (p, OF) ̂  i, ^ 1,. F^ ®^ ((p,, (p^ (,)) OF) ̂  JS?,

^ engendré par G^ (L).
Cû^ (a'). Le Fp [^]-module J^ est alors isomorphe à (p^ (^); par suite J^ est isomorphe

au produit l^.Fp ® (p^ (^).
Comme o^ = v, le corps H contient le groupe \ip. Notons v l'homomorphisme de ^

dans F^ défini par l'action de ^ sur ^p; l'homomorphisme ^ est déterminé par les
congruences

^((b,H/K))=N(b) (modp),

où b désigne un idéal entier de K premier à p. Clairement v est la restriction de v à G;
par suite, l'entier k coïncide avec k (^).

Soit n e p. D'après le corollaire 14 (ii), pour tout idéal entier b de K premier à p, le
nombre TiGj^b^L) est p-entier. Or, d'après les propositions 22 (a') et 23 (û'), la classe
[71 Gk (b~1 L)] appartient à (p^ (x?), et on a

0) [^(Lyi^OG^b^L)],
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où y = (6, H/K). De plus, d'après le corollaire 13, le nombre

G,*(b, L) = G^b-^NWG^L)

est p-entier; par suite, on a

(ii) [TiG^b^L)] ='v(y)[7iG,(L)].

D'après le lemme 32, ceci prouve :

LEMME 34. — Soit k un entier divisible par e, 0 < k < N(p)—l, tel que ^ = v, et
soit n e p.

Alors, le nombre 1 ® [71 Gj^ (L)] appartient au fp-espace vectoriel

l^.F,®(p,OF)=J^.

Poursuivons l'étude du cas (a'). Pour tout idéal entier b de K premier à p, posons

G,(b,L)=l,.l®[G,*(b,L)];

si (b, 6p) = 1, c'est donc un élément de l<o.tp ® ̂ kW ^ ^o- Dans la relation (10),
substituons b' à a; d'après (11), il vient

(17) Ô, (bb', L) = N (b') Ô, (b, L) + œ ((b, H/K)) Ô, (b', L).

Supposons d'abord © = v. On déduit de (17) l'identité

(18) G^V, L) = pNOy-1 Ô^(b, L) = 0.

Or, comme h ^= 0 (mod p), nous pouvons choisir un système complet de représentants
du groupe de classes d'idéaux de K de la forme a; = bf, 1 ̂  i ^ h, où les b, sont des
idéaux entiers de K premiers à 6 p et bi = (1). D'après le lemme 34 et la proposition 22 (a'),
l'espace 1^. Fp ® (p^ QF) est engendré sur Fp par les nombres 1 ® [71 G^ (L)], où n parcourt
p, et G^(a,, L), 2 ^ i ̂  A; ces derniers sont nuls d'après (18). De plus, la dimension du
Fp-espace vectoriel engendré par les nombres 1 ® [71 G^ (L)], lorsque n parcourt p, est 1
ou 2 suivant que p est ramifié ou inerte dans K (cf. prop. 16). Ceci prouve la proposition
suivante.

PROPOSITION 35. — Soit k comme dans le lemme 34. Le Vp-espace vectoriel
l^-Fp ® (pfe (^P) ^ J^ est engendré par les nombres 1 ® [71 G^ (L)], lorsque n décrit p.
Sa dimension est 1 si p est ramifié dans K, et 2 si p est inerte dans K.

Supposons maintenant œ + 7. D'après (17), on a

(19) (œ-^)((bo, H/K))G,(b, L) = (œ^)((b, H/K))ÔJbo, L),

pour tout couple d'idéaux entiers bo et b de K premiers à p. Or, par construction, les
nombres G^ (b, L), lorsque b décrit les idéaux entiers de K premiers à 6 p, engendrent

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



324 G. ROBERT

l'espace l^.îp ® ̂  CF) sur Fp. Soit bo tel que (œ-7) ((60, H/K)) ^ 0; un tel idéal existe
car œ 7e v. L'identité (19) montre alors que G^ (bo, L) engendre l^.îp ® (p^ CF) sur Fp.
Ce qui prouve :

PROPOSITION 36. - Soient k = k (v), et œ un homomorphisme de ^ dans fp tel que
k (©) = k, œ ^ ^. *Ŝ  bo MW ïrfÀï/ ^î^r de K, premier à 6 p, tel que

(œ-^)((bo,H/K))^0.

^/o^, le Ï y-espace vectoriel l^.Fp ® (p^ (^ ^ ̂  é?^ engendré par G^ (bo, L).
Comme dans le théorème 28, soit M un sous-corps de H contenant K, et % un caractère

irréductible de G^ sur Fp, % 7e 1. Notons deg / le degré du caractère 50. Nous cherchons
une expression du défaut 8 (^, M), où apparaissent les dimensions des Fp-espaces
vectoriels Jêf^. D'après le lemme 31, on a

;0c, M)degx = dim^Oc, M) = m^ dim^j^
œ | X

où la somme est prise sur tous les homomorphismes œ de G^ dans îp tels que œ 150. Ces
homomorphismes sont au nombre de (Mo :K)deg5c; par suite, il vient, d'après la
définition de ô (^, M) et l'identité précédente,

ô(x, M)degx = 0?0c, M)-H^ M))degx

=(Mo:K)degx^Cc,M)degx

=<M)E(l-dim^^J,
û > | X

chaque fois que e (%, M) = (Mo : K), soit, d'après le lemme 11, chaque fois que M et /
vérifient l'une ou l'autre des deux conditions suivantes :

(i) X ^ v;
(ii) v n'est pas un homomorphisme de ̂  — autrement dit M ne contient pas [ip —

et X = v.
Si l'on a jip <= M et % = v, alors, d'après le lemme 11, l'entier e(y. M) est égal à
(Mo :K)+1, et il vient

8(v,M)=6?(v,M)-;(v,M)

=(Mo:K)+l-;(v,M)

=2-dim^^+<M)2: (1-dim^i,).
o 1 v

D'après la proposition 33, si / est différent de v, alors, pour tout homomorphisme œ
de ^ dans Fp tel que œ | %, l'entier 1 -dimy J^ vaut 0 ou 1 ; il vaut 1 si et seulement si
<^û> = { 0 }, c'est-à-dire si G^ (L) = 0. D'après la proposition 36, si % = v, alors, pour
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tout homomorphisme œ de ^ dans Fp tel que œ | v, œ 1=- 'v, l'entier 1—dinip oêf^ ^ut 0
ou 1 ; il vaut 1 si et seulement si o^ = { 0 }, c'est-à-dire si G^ (60, L) = 0, où bo désigne
un idéal entier de K, premier à 6 p, tel que

((^((bo.H/K))^.
m

Enfin, d'après la proposition 35, l'entier 2-dinipr j^ vaut 0 ou 1 selon que p est inerte
ou ramifié dans K.

Ceci prouve le théorème suivant.

THÉORÈME 37. - Soient p i T tel que h -^ 0 (mod p), et M un sous-corps de H conte-
nant K. Alors, si % est un caractère irréductible de G^ = G (M/Mo) sur Fp, % ̂  1, le
produit

ÔOc,M)degîc

est égal au nombre d'homomorphismes œ de ̂  ^ans ^p te^s ̂

œ | x et ^={0},

augmenté d'une unité lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :
(i) p se ramifie dans K;

(ii) M contient \ip;
(iii) îc = v.
En particulier, lorsque ces trois conditions sont vérifiées, le défaut 5 (%, M) n'est pas nul.
Combinons ceci avec le théorème 28, il vient :

THÉORÈME 38. — Soient p et M comme dans le théorème 36. Alors, le quotient AM/^MO
est premier à p, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout homomorphisme œ de ̂  dans Fp tel que

©7^ et C Ù ( G M ) ^ { I } ,

V espace oêf^ est non nul; autrement dit, selon que œ | v ou non, l'invariant G^ (bo, L)
(resp. Go (L)) de la proposition 35 (resp. 32) est non nul.

(ii) Lorsque p se ramifie dans K, le corps M ne contient pas [ip.

5. Construction de dérivées logarithmiques tronquées

Introduisons d'abord quelques notations. Soit N une extension algébrique finie de K,
d'anneau des entiers 0 (N). Pour tout idéal premier q de N, nous notons ^ (N) le localisé
de 0 (N) en q. L'anneau ^(N)=H^(N)

<t IP
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est l'anneau des éléments p-entiers de N. Nous notons p (N) l'intersection des idéaux
maximaux des anneaux locaux ^ (N), q | p; c'est un idéal de Oy (N).

Supposons N contenu dans Ho. Comme l'extension N/K est alors non ramifiée, on a
p (N) = p 0^ (N) en accord avec la notation introduite pour les corps K et Ho. Pour tout
idéal premier q de N au-dessus de p, nous notons î)q (N) le complété q-adique de 0^ (N)
et m^ (N) (resp. Nq) l'idéal maximal (resp. le corps des fractions) de î)q (N). Le corps
résiduel î), (N)/m, (N) s'identifie naturellement à 0 (N)/q.

Enfin, considérons l'algèbre x = (Py (Ho)/p (Ho). L'application diagonale de Oy (Ho)
dans Y[ î), (Ho) induit la décomposition suivante de x en produit de facteurs locaux

<t I P

(20) % = 0, (Ho)/p (Ho) ̂  n <" (Ho)/q.
<Ï |P

Nous allons étudier certaines lois de groupes formels attachées à l'équation (0). Étant
donné une loi de groupe formel ^r, définie par une série formelle de deux variables à coef-
ficients dans l'anneau des entiers î) d'une extension algébrique du corps Qp des nombres
p-adiques, nous notons ^ (m) le groupe obtenu en munissant l'idéal maximal m de î)
de la loi de groupe .̂

Soit t = — 2 x / y . C'est un paramètre local au point à l'infini de la courbe (0). Comme
montré dans [34] (th. 4-2, p. 42), nous avons des développements en séries formelles

x=^2a(t), y=-2t-3a(t),

où a (t) est une série formelle entière en t, à coefficients dans Oy (Ho) et de terme constant 1.
De plus, la loi de groupe sur E définit une série formelle de deux variables A (t^, t^), à
coefficients dans Oy (Ho), telle que

f A (^i, t^) ==ti+t2 (mod deg 2),
[ AQi, A(^, h)) = A(A(fi, t^), h).

Par suite, pour tout idéal premier q de Ho au-dessus de p, la série A (^, t^) définit une
loi de groupe formel sur l'anneau des entiers 1), (Ho) du corps p-adique Ho, q complété
de Ho en q. Notons cette loi (^q. Soit î) l'anneau des entiers d'une clôture algébrique îîo.q
de Ho.q et m son idéal maximal; comme l'équation (0) a bonne réduction modulo q,
l'application

^p^a-2^),^-3^))
définit un isomorphisme de ^q(m) sur le groupe E^q des points de E(Ho,q), dont la
réduction modulo m est le point à l'infini de la courbe elliptique réduite. Nous notons
Ph-^(P) l'isomorphisme de Ei^ sur <^q(m), inverse de l'isomorphisme précédent.

Rappelons d'abord deux lemmes bien connus, mais pour lesquels nous ne connaissons
pas de référence appropriée. Soient Dp le complété p-adique de l'anneau des entiers
0 de K et m? son idéal maximal.
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A tout À, e T)y correspond un endomorphisme de <fq défini sur î^ (Ho), c'est-à-dire une
série formelle [X], (t ), à coefficients dans î^ (Ho), telle que

f [?i:L(0=^(moddeg2),
} A([?i]^), [>],(^)) = [X],(A(^ ^)).

Soit a un élément de ̂  (m). Si \ appartient à 0, on a

(21) [X],(a)=^.P,),

où K.P^ désigne l'image du point P^eE^, par l'endomorphisme K de E. De plus, si
(^»)w6N est une sulte d'éléments de î)y de limite X, on a

lim[^],(oc)=[^],(a).
w-»oo

Or, si P(, appartient au groupe E^ des points de p-torsion de E (Ho, q), le produit À^.P,
ne dépend que de la classe de X modulo p. Par conséquent, il vient :

LEMME 39. — Soient a e m et P e E^ ^Ày que a == t (P). Alors, pour tout élément 'k
de Dp, on a

(22) [X],(a)=^(a.P),

où G e 0/p = î)p/rrtp désigne la classe de \ modulo m?.
En fait, le groupe E^° est contenu dans E^ q (5). Par suite, le noyau de la multiplication

par rrtp sur ̂  (m) est le groupe t (E^). Choisissons alors un générateur n de nip et appli-
quons le théorème de préparation de Weierstrass à la série [71], (^ ). Il s'ensuit que les
nombres t (P), P e E^, P ^ 0, sont les solutions d'une équation d'Eisenstein :

(23) T^-'+aiT^-2^-... +^(^-1 = 0,

(5) En voici une démonstration. On sait que E (HQ ) possède p2 points de ^-torsion, tandis que la
courbe elliptique réduite en possède au plus p. Par suite, il existe un point P ^ 0 de E^ tel que j?.P == 0.
Posons 0 = = { a e ^ [ a . P = = 0 } ; c'est un idéal de 0 et on a

9 | (p) et 8 ̂  (1).
Comme E^ est stable par (P, le groupe (P.P est contenu dans E^ . Montrons que p divise ô; il en résulte
alors que E^ est contenu dans ^.P, d'où l'inclusion E^ c E^ que nous voulons prouver.

Si /? est inerte dans k, on a ô = Q? ) == p. Si ̂  est ramifié dans k, on a 0 = p ou p2, et p divise bien ô.
Considérons donc le cas où p est décomposé dans k, et prouvons l'identité ô = p. Pour cela, il nous suffit
de montrer que l'on a (ô, p') = (1), où p' désigne l'idéal conjugué de p. Soit donc 'k un élément de p', premier
à p, tel que ^.P = 0. D'après (21), on a alors

[X],(f(P))=^.P)=0;

comme K est p-inversible, il en résulte l'identité / (P) = 0, ce qui est absurde et conclut la démonstration. D
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où û^em^Ho) pour 1 ̂  i ̂  N(p)-l et où ^NO?)-! engendre mq(Ho) dans î\,(Ho)
car [71]̂  ( t ) = n t (mod deg 2). Vu que le groupe E^\ comme la courbe E, est défini
sur Ho, les coefficients a; sont des éléments de Ho indépendants de q; ils appartiennent
donc à p (Ho) et a^ (p)_i engendre p (Ho) dans (Py (Ho). Si Ep désigne le groupe des points
de p-torsion de E (C), et F l'extension de Ho obtenue par adjonction des coordonnées
des points de Ep, il résulte de l'irréductibilité de l'équation (23) que l'indice de ramifi-
cation de q dans F est divisible par N(p)-l = # (^/p)". Vu que l'action de G (F/Ho)
sur Ep définit une injection G (F/Ho) dans (O/pV (cf. § 2), il vient :

LEMME 40. - Soit p t T.
(i) L'injection a, définie par Faction de G (F/Ho) sur Ep, applique G (F/Ho) sur (^/p)x.

(ii) Chaque idéal premier q de Ho au-dessus de p se ramifie totalement dans F.
(iii) Si le discriminant de l'équation (0) est ^-inversible, alors, pour tout point P ^ 0

de Ep, le nombre t (P) engendre p (F) dans Oy (F).
Soit q un idéal premier de Ho au-dessus de p. D'après le lemme 40 (ii), l'idéal q se ramifie

totalement dans F. Notons Fq le complété q-adique de F, et désignons respectivement
par T)q (F) et m^ (F) l'anneau des entiers de Fq et son idéal maximal. La restriction de F^
à F définit un isomorphisme du groupe de Galois G(F^/Ho,q) sur G (F/Ho) par lequel
nous identifions ces deux groupes.

Pour chaque idéal premier q de Ho au-dessus de p, soit (pq = ((pfc,q)i ^ fc^N(p) - i un

homomorphisme de F^ dans le groupe additif de l'algèbre

(^(Ho)/?)1^-1 == (^(Ho)/pj^.^ (Ho)/p).
N (p)— 1 termes

Nous associons aux (pq, q | p, un homomorphisme (p de Hx dans ^(N(P)-I)/^ défini de la
manière suivante. Pour chaque entier k, 1 ̂  k ^ N(p)—l , soit (p^ = n^.q' D'après

< ï | p
l'isomorphisme (20), l'application (p^ est un isomorphisme de f"[ F^ dans f~[ 0 (Ho)/q ^ x.

<Ï 1 P <î 1 P
Plongeons H^ dans ]~[ F^ par l'application diagonale, et considérons la restriction de (p^

< ï | p
à H^, encore notée (p^. L'homomorphisme (p est alors défini par

(? = (^fc^fe^Nd^-l.elfc-

Bien sûr, nous devons maintenant construire des homomorphismes q>q comme ci-dessus.
Pour cela considérons une uniformisante locale \ de î)^ (F), c'est-à-dire un générateur
de îîtq(F). Nous définissons ici un homomorphisme ̂  = (<Pfe,Aq)i ^ f e ^ N ( p ) - i ^e ^
dans (^ (HoVq)1^^"1. L'homomorphisme (p^ dépend de l'uniformisante A^; il nous faudra
ensuite déterminer A^, pour chaque idéal premier q de Ho au-dessus de p, de façon que
l'homomorphisme (p associé aux (pq = (p^ vérifie le théorème 12.

Définissons d'abord (PA, (u) lorsque u est une unité principale de F^. Comme u—1 appar-
tient à m, (F), il existe une série entière /„ (T), non unique, à coefficients dans î^ (Ho),
de terme constant 1, telle que /„ (A ) = u. Posons

T^log/^T) = £ ô , a,eO,(Ho).
oT fc=i
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D'après le lemme 40, l'extension F^/H, est totalement ramifiée de degré N (p)— 1 ; par suite,
pour chaque entier k, 1 ̂  k ^ N(p)—l, la classe de o^ module m, (Ho) ne dépend pas
du choix de la série/y (T); nous notons cette classe (pfc,Aq (M)' On vérifie que l'application

U^->^k,A^(u)

est bien un homomorphisme du groupe des unités principales de Fq dans

^(Ho)/q=îyHo)/m,(Ho).

Étendons maintenant (p^ à F^. On a F^ = î^ (F)x x < A,, >, où < A, > désigne le
groupe multiplicatif engendré par A,. De plus, ^(F)" est le produit direct du groupe
des unités principales de Fq et du groupe des racines (^—l)-ièmes de l'unité de Ho,q,
où q désigne le nombre d'éléments du corps résiduel ^(Ho)/q; en effet, ces racines de
l'unité forment un système de représentants multiplicatifs de

(î^/m^F^^OHo)^)'

dans F^. Par suite, si l'on pose
(PA/A,)=O,

et, pour toute racine (^—l)-ième de l'unité Ç de Ho,q,

<PA/O=O,

l'application (p^ s'étend par multiplicativité à F^ tout entier, d'une manière et d'une
seule. On a donc :

PROPOSITION 41. — L'application (p^ , définie ci-dessus, est un homomorphisme de F^
dans le groupe additif de l'algèbre (0 (HoVq)1^"1.

Le lemme suivant résulte facilement de la définition de (p^ .

LEMME 42. — Soient k un entier ^ 1, et u une unité principale de F<, telle que

M = = l + a A Ï , aeî),(Ho).

Alors, pour tout entier j tel que 1 ̂ j ^ inf(N(p)—l, k—\\ on a

(Py.A/M)=0;

de plus, si k ^ N(p)—l, on a

9fc. A, (u) =• k a (mod m, (Ho)).

En particulier (p^ applique ^m^F)^^ sur { 0 } .
Avant de poursuivre donnons une conséquence de ce lemme. Posons n = Ï si p se

décompose dans K, n = 2 si p se ramifie dans K et n = p+1 si p est inerte dans K. Si
p ^ T et si F^ contient une racine primitive /?-ième de l'unité Ç (ce qui est toujours le cas si p

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 44



330 G. ROBERT

ne se décompose pas dans K, puisque H contient alors Up), il résulte du lemme 40 que
l'entier n est égal à la valuation de Ç-1 dans F,. D'après le lemme 42, le nombre (p^ (0
est donc non nul. Ce qui prouve : q

COROLLAIRE 43. - Soient p ff: T et Ç e F^ une racine p-ième de l'unité. Alors, on a
^AqK) = 0 si et seulement si Ç = 1.

Reprenons maintenant l'étude de <^. L'anneau î)p contient le groupe HN( )-i des
racines (N(p)-l)-ièmes de l'unité. Par conséquent, d'après [19], lemme 4.1.2/il existe
une série formelle

(24) ^(O=^+EP^
i^2

non unique, dont les coefficients P, appartiennent à î),(Ho), telle que

<25) ^^W-W)

pour tout Ç e ̂ (P)-!- Soit A^ («i, u^ l'unique série formelle, à coefficients dans î\,(Ho),
telle que

A,(^Oi),^fe))=^(AOi,^));

nous notons ̂  la loi de groupe formel définie par A^ (u^ u^). Le développement (24),
de M, en série de puissances de t, est un isomorphisme, défini sur î), (Ho), de ̂  sur ^'?

Par ailleurs, nous pouvons développer les fonctions x (z) = ̂  (z, L) et

^^^(z.L)
ôz

en série de puissances de z. Par suite, le paramètre t = -2x1 y possède un développement
en série formelle

t==g(z)=z+^y,z\ y.eHo.
»^2

Ce développement peut être regardé comme un isomorphisme, défini sur Ho , de Ga
sur <^, où Ga désigne la loi de groupe formel additif.

Désignons par \(u^ la série formelle

I(^)=^+E8,<,
*^2

dont les coefficients 5, appartiennent à Ho,,, telle que

(26) io^og(z)=z.

La série formelle I(^) est un isomorphisme, défini sur Ho,,, de ^ sur Ga. Comme
I(^) SE ^ (moddeg2), cet isomorphisme est l'application logarithme de € ' (cf F91
p. 96). On a : q ' L Jî

LEMME 44. - Pour tout i ̂  2, le produit i^ appartient à î), (Ho). Déplus, on a 8, = 0,
à moins que i == 1 (mod N (p) -1).
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Démonstration. — Comme rappelé dans [8], lemme 7, le premier point est vrai pour
l'application logarithme de n'importe quelle loi de groupe formel définie sur un anneau
d'entiers ^-adiques (cf. [9], p. 96).

Démontrons le second point. Soit Çe|iN(p)-r D'après (26), on a

(27) Ç I o ^ o g ( z ) = Ç z = I o i ^ o g ( Ç z ) .

Par ailleurs, on a [Ç], (0 = Ç t (mod deg 2) d'où g (Ç z) = [Ç], o g (z), puisque g (z)
détermine un isomorphisme de Ga sur <^. On déduit alors de (25) l'identité

d'où, d'après (27),
i^og(Çz)=ÇM<,og(z) ,

ÇI(^)=I(ÇM,).

Identifions les coefficients de u^ dans chacun des deux membres de cette dernière identité,
il vient Çô, = Ç1 ô^ pour tout Ç e j^(p)-i. Par suite, on a 8, = 0 si i ^ 1 (mod N (p)--l).
Le lemme est démontré.

Fixons un point T de p ~1 L, T ^ L, et soit P == Ç (r) le point de Ey image de T par l'isomor-
phisme Ç de C/L sur E (C). Pour chaque idéal premier q de Ho au-dessus de p, posons

(28) A,=M,a(P)).

D'après le lemme 40 (iii), le nombre t (P) engendre m, (F); par suite, d'après (24), on a

M,(f(P))=Ef(P) (mod m, (F)2).

Le nombre A, est donc une uniformisante de î)q (F). Pour tout g e G (F/Ho), notons
Ç (g) e 1) l'unique racine (N (p)— l)-ième de l'unité dont la classe résiduelle module m?
est <J(g). D'après la définition de <r, on a

A^^oœ^^o^Qo.p)),
d'où, d'après les identités (22) et (25),

(29) A^ = u,o[Ç(g)],(f(P)) = Ç(g)A,,

pour tout geG(F,/Ho,,) = G (F/Ho).
Nous déduisons de (29) la proposition suivante :

PROPOSITION 45. - Soit k un entier tel que 1 ̂  k ^ N(p)-l. Pour tous ue¥^ et
g e G (F/Ho), on a

(30) (Pk,A,(^)=^fe)<Pk.A/M).

Démonstration. - Vu la multiplicativité en u de (30), il suffit de vérifier cette identité
lorsque u est une unité principale de F<p ou bien un élément du groupe multiplicatif engendré
par A, et par les racines de l'unité de Ho,, d'ordre ^—1.
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Ce dernier groupe, d'après (29), est stable par G (F/Ho), et par définition son image
par (p^ est { 0 }. Donc, si u est le produit d'une puissance de \ par une racine (q- l)-ième
de l'unité de Ho,q, les deux membres de (30) sont nuls.

Par ailleurs, soient u une unité principale de Fq et/,, (T) une série entière, à coefficients
dans î\, (Ho), de terme constant 1, telle que/y (A^) = u. Il résulte alors de (29) que, pour
tout ge G (F/Ho), on a/^(A^) = u9, où/^(T) est la série entière, à coefficients dans
î),(Ho), de terme constant 1, définie par

/u.(T)=/(Ç(g)T).

L'identité (30), pour u unité principale de F,, en résulte immédiatement; ce qui conclut
la démonstration de la proposition.

Par ailleurs, il vient :

PROPOSITION 46. - Soient û un idéal entier de K premier à p, et k un entier divisible
par e tel que 0 < k < N(p)-l. Alors, pour tous T ep~ 1 L et PeEp tels que P = Ç (r)
et T ^ L, on a

^ A, (9 (Co, û)) = 12 G? (a, L) (mod m, (Ho)),

avec Co = C (r, L) et A^ = M, (? (P)).

Démonstration. - Posons ô = A (I^^/A (û~1 L); c'est un élément de Ho. En effet,
d'après [16] (chap. 12, th. 5), le quotient A (û-1 L)/A(L) engendre l'idéal û12 0 (Ho)
de Ho, et d'autre part A(L) appartient à Ho puisque les coefficients de l'équation (0)
sont des éléments de Ho. Considérons la fonction elliptique Ro (z) = 9 (z, L; û)/8.
D'après (4), on a

RO(^ n' —fi-^^r6.
^ea-iL/L ^(Z, L)6 \ ^(z, L) /

Par suite, en posant x (z) = ̂  (z, L), il vient

Ro(z)=R(x(z)),

où RÇx) désigne la fraction rationnelle de x, à coefficients dans Ho, définie par

ROc)^-6^-^ fi' (l-^UL)x-1)-6.
î lea^L/L

Comme a est premier à p, les nombres ^ (À-, L) sont p-entiers, et l'on déduit de (24) et
du développement x~1 = t 2 a(t)~1, l'existence d'un développement

(31) Ri^^^-^l+E b,u^
kïl

de R (x) en série formelle de u^ dont les coefficients b,, appartiennent à î), (Ho). Donnons
à M, la valeur A, = M,(^(P)), avec P = Ç(r); on obtient

(32) R, (A,) = R (x (T)) == Ro (T) = 9 (T, L; û)/8 = 9 (Co, û)/8.
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De plus, R (x) possède un développement en série formelle de z, qui n'est autre que le
développement

Ro(z)=z l2<N(û)- l>(l+E%z fc), fo,eHo,
k^l

de Ro (z) = R (x (z)) en série de Taylor au point z =0. Les séries Ro (z) et Ri (u^) sont
liées par l'identité

Ri(^)=RoW);
autrement dit, Ri (u^) se déduit de la série formelle Ro (z) par la substitution z = 1 (^).
D'après le lemme 44, il s'ensuit que Z^ = 6^ pour 0 < k < N(p)—l. On déduit alors
de (6) la congruence

^ ( N(p)-2 \
Z-lOg 1+ E b^)

8z \ k=i J

"UCNCû^+z-^logeCz, L; a)
ôz -

=12 S G^a.Dz' (modz^-1).
0<fc<N(p) - l

e\k

D'après (31) et (32), on a donc, pour tout entier k tel que 0 < k < N(p)-l,

<P.A(9(Co,a)/ô)=J ° (^^o))- ^ ^0(mod.)
> q [ 12Gfc*(û,L)(modm,(Ho)), si k^0(mode)

La proposition résulte alors de ce que ^^(8) = 0, pour tout entier k tel que
0 < k < N(p)—l, comme le prouve le lemme suivant appliqué à l'élément u = § de
N = H o , , .

LEMME 47. — Soient N un sous-corps de Fq contenant Ho,q, et n l'ordre du groupe de
Galois G (F^/N). Alors, il vient :

(i) A^ est une uniformisante de Vanneau des entiers de N.
(ii) Pour tout élément u de N x et tout entier k, 1 ^ fe ^ N (p) — 1, tel que k ^ 0 (mod ^),

0/2 a (pfc,Aq(^) = 0.
Démonstration, — D'après (29), le nombre A^ est fixé par tous les éléments de G (F,/N),

c'est-à-dire que A^ appartient à N. Ceci prouve (i), puisque l'extension F^/Ho,,, et donc
F^/N, est totalement ramifiée.

Pour (ii), comme l'image par (p^ du groupe multiplicatif engendré par A^ et par les
racines de l'unité de Ho,q d'ordre q-ï est { 0 }, il suffit de prouver que k ^ 0 (mod .n)
implique (pfc,Aq(^) = 0 lorsque u est une unité principale de N et 1 = k = N(p)-l.
D'après (i), il existe alors une série entière gu(T), à coefficients dans î),(Ho), de terme
constant 1, telle que ^ (A^) = u. Posons /„ (T) = ̂  (T"), d'où f^(\) = u. Comme

0 i-. r ̂  ̂  ^«/ ST^log/,(T)=nrf^logg)(r),
ÔL \ ÔL )
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on a bien (pk.AqOO = ° pour tout entier k tel que k ^ 0 (mod/0, 1 ̂  fe ^ N(p)-l.
Le lemme est démontré.

Le corollaire 43 et les propositions 45 et 46 prouvent que l'homomorphisme (p associé
aux (p, = cp^, avec A^ == M, (t (P)) où P = Ç (r) est un élément non nul de Ep, répond
aux conditions (ii), (iii) et (iv) du théorème 12, pour Co = C (T, L).

Vérifions maintenant la condition (i). Soient q un idéal premier de Ho au-dessus de p,
et y un élément de ^. Notons q7 l'image de q par y. Désignons par Hq le complété q-adique
de H, et notons î), (H) l'anneau des entiers de H,. D'après le lemme 47 (i), le nombre
F, = A^ est une uniformisante de î), (H), et, d'après (29), on a, pour tout g e G,

(33) r^^fe)^.
Considérons l'image T^ de F, par y. Les nombres 1̂  et r,y sont des uniformisantes de
Î\,Y (H), et, d'après (33), on a, pour tout g e G,

(34) W=V(g)r^,
(ly^OT.

puisque le groupe ^ est commutatif. Notons A(T) = ^ T|,T( l'unique série entière,
i^l

dont les coefficients r|» sont des racines (^—l)-ièmes de l'unité de Ho,,, telle que

rï=A(r^).
D'après (34), on a, pour tout g e G,

^^hy^^d^^h^ig)^

Les séries entières ̂  (^) A (T) et h (Ç6 (g) T) prennent donc la même valeur pour T = F^
Comme leurs coefficients respectifs sont des racines (^—l)-ièmes de l'unité, ces séries sont
égales, d'où, pour tout g e G,

^îh-^, ^1.

On a donc T|( = 0, si ei ^ e (mod N (p)—l). Par conséquent, il existe une unique racine
(^—l)-ième de l'unité T| (y, q) = r|i de Ho^y telle que

(35) ^'EE^y.bKmodA^-1).
IqY

La racine T| (y, q) satisfait la proposition suivante.

PROPOSITION 48. -- Soient k un entier tel que 1 ̂  k ^ N (p)— 1, et u un élément ûfeF^
qui vérifient Fune ou Vautre des deux conditions suivantes :

(a) ue^(Hr;
(b) uep^ et Â;^N(p)-L
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Alors, on a
(36) <P (̂̂ ) = 1l(ï, ÏO^A^.

Démonstration. — Notons d'abord que l'identité (36) a bien un sens; en effet, d'après
le lemme 47 (ii), lorsque k ^ 0 (mod è) on a

^.A/Î^^A^^O,

et par suite les deux membres de (36) sont nuls. Ainsi, l'identité (36) ne dépend pas du
choix de T| (y, q)176.

Observons ensuite que l'identité (36) est multiplicative en M. Par conséquent, pour
démontrer cette identité dans le cas (à), il nous suffit de la vérifier lorsque u est une unité
principale de H, ou bien une racine (q— l)-ième de l'unité de Ho,,. De même, pour démon-
trer (36) dans le cas (b), il nous suffit de vérifier cette identité lorsque u = I"̂  et d'utiliser (ûf).

Soit donc u une racine (^-l)-ième de l'unité de Ho,,. Son image u7 par y est alors
une racine (^-l)-ième de l'unité de Ho,,y. Par suite, on a

^W=^(u'Y)=0,

et (36) est vérifiée par u. Soit maintenant u une unité principale de H,. Comme F, est une
uniformisante de î), (H), il existe une série entière gi (T), à coefficients dans î), (Ho),
de terme constant 1, telle que

gi(r,)=^.
Désignons par g\ (T) l'image de g^ (T) par y, et posons

gi (T) = g\ o h (T), g, (T) = g\ Oi (y, q) T).
On a

g2^)=g\(h(r^)=g\(U)=u\
et, d'après (35),

^(r^g^WmodA;^).

Posons v = g2(r,y); c'est une unité principale de H,, et, d'après ce qui précède, on a

M7 ES u (mod A^).

D'après le lemme 42, les nombres u^ et v ont donc même image par (p^ . Posons

/u(T)=gi(r) et /,(T)=g,(D.

On a /y (A,) = u et /„ (A^) == v, et les séries /y (T) et /„ (T) sont liées par la relation

(37) /.m^OUy.q^T),

où fj désigne l'image de /y par y. La relation (37) implique l'identité

^,A^(^)=^^(Y,q)fc/e((pfc.A/M))Y,

qui est (36) puisque u7 et v ont même image par (p^ , comme nous l'avons déjà noté. Ce
qui prouve (a).
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Pour en déduire (6), il nous suffit maintenant de vérifier (36) lorsque u = F,. Par défi-
nition, le membre de droite de (36) est alors nul. De plus, d'après (35), le nombre u^ = F^
est le produit de F^, de T| (y, q) et d'un élément de 1 +mq (F)1^00"1, que nous noterons a.
L'image de I^y et de T| (y, q) par (p^ y est 0, et, d'après le lemme 42, on a (pj^ y (°0 = 0
pour tout entier k tel que 0 < k < N(p)—l. Par conséquent, si on a k -^ N (p)—l,
l'uniformisante u = F, vérifie (36). Ce qui prouve (6), et complète la démonstration de
la proposition.

COROLLAIRE 49. — Soit k un entier divisible par e, tel que 0 < k < N (p) — 1
(resp. k = N (p)— 1). Alors, le noyau de la restriction au produit ]~[ H^ (r^s/?. [̂ ^q (H)x)

< ï | p ?! P
^fe Inapplication (p^ = ]"[ cpj^^, ûfm* A^ = Mq (^ (P)) où P désigne un élément non nul de Ep,

q | p
est stable par ^.

£>2 particulier, l'application (p associée aux (p, = (RA^, q | P, satisfait à la condition (i)
JM théorème 12.

6. Quelques conditions qui assurent Inexistence
de nombres premiers irréguliers

Soient/? ^ T un nombre premier non ramifié dans K, et M un sous-corps de H contenant K
tel que (H : M) ^ 0 (modp). Soit qo un idéal premier de Mo = M n Ho au-dessus de p.
L'idéal qo se ramifie totalement dans M, et nous notons M^ la complétion qo-adique
de M. Pour tout idéal premier q de Ho au-dessus de qo, le corps M^est aussi l'adhérence
de M dans Hq.

Soient respectivement Uq et U^(M) le groupe des unités de Hq et M^. Posons
U = ]"[ HT et u (M) = n ^o (M)- Nous Plongeons U^ (M) dans ]"[ ^ P^ l'appli-

<r 1 P % 1p q 1 ̂
cation diagonale; le produit de ces injections, lorsque qo décrit les idéaux premiers de Mo
au-dessus de p, définit un plongement de U (M) dans U. De même, nous plongeons respec-
tivement S (resp. S (M)) dans U (resp. U (M)) par l'application diagonale.

Munissons les quotients U^ = U/U^, U^ (M) = U (M)/U (M)^, ^(p) = ̂  n LP
(^^ (M) = € (M)/^ (M) n U (MY, Q^ (M) = Q (M)/Q (M)_n U (M)^ et Q^ = 0^ (H),
de leurs structures naturelles de Fp [^j-modules. Bien sûr O^ est un sous-module de ^(p)

lui-même contenu dans U^^ et Q^ (M) est un sous-module de (^(P) (M) lui-même contenu
dans U^ (M); de plus, comme on a (H : M) ^ 0 (mod p), l'injection de U (M) dans U
induit un plongement de U^ (M) dans U^, de ^p) (M) dans ^p) et de Q^ (M) dans O^.
Enfin, désignons par U^ le quotient U/U^; c'est un ¥p [G]-module, et on au^ = n u^.

<»!?
Posons Hp == (N (p)-!)/(/?-1). Pour chaque entier k tel que 1 ̂  /; ^ N (p)-1, soit (pj^

l'homomorphisme de ]~[ F x dans x = Y[ 0 (Ho)/q défini dans le paragraphe précédent.
q ( P < » | P

4e SÉRIE - TOME 11 - 1978 - N° 3



NOMBRES DE HURWITZ ET UNITÉS ELLIPTIQUES 337

Notre résultat clef est le théorème suivant et son corollaire, d'où nous déduirons succes-
sivement le théorème 2 pour les nombres premiers p décomposés dans K, et le théorème 3
pour les nombres premiers p inertes dans K.

THÉORÈME 50. — Soient p un nombre premier non ramifié dans K, p ^ T, et % un caractère
irréductible de G sur Fp.

(i) Si îc = c^, avec n? < k ^ N(p)-l, l'application (p^ définit un isomorphisme de
Uy sur x.

(ii) Si îc = (T^+O^^, avec Up < k, p ( k ) < N(p)-l, l'application ((p^, (pp^) définit
un isomorphisme de U^ sur xxx.

(i') Supposons que p soit inerte dans K. Alors, si 7 = a^ = v, l'application (p^, avec
k = Up = p+1, définit une surjection de U^ sur x.

Si p se décompose dans K, on a n? = 1, et, d'après le lemme 9, paragraphe 2, tous les
caractères irréductibles % de G sur Fp vérifient la condition (i) du théorème précédent.
Comme, de plus, O^ est un sous-module de U^, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 51. — Soient p et % comme dans le théorème 50. Si p se décompose dans K,
ou, plus généralement, si % vérifie l'une des conditions (i) ou (ii) du théorème 50 la restriction
de (p à Q^ est injective.

Démonstration du théorème. — Pour tout entier k tel que 1 ̂  k ^ N(p)—l , on a
(pjfc = ]~[ (p^, avec (pfc^ = (pfc^, où l'uniformisante A, de î)^ (F) est déterminée par (28).

< » | p
Nous pouvons donc raisonner composante par composante : nous démontrons
d'abord que (p^ q (resp. ((p^ q, (pp(fc) ,)) définit une surjection de (Vy\ sur 0 (Ho)/q
(resp. (^(Ho)/q)x(^(Ho)/q)).

Au préalable, notons que, sous les hypothèses de (i), (ii) ou (i7), on a toujours k ^ 0
(mod7?), et, si % est de degré 2,7? (/^) ^ 0 (modp). C'est clair pour (i) et (i') (cf. lemme 9, § 2).
Plaçons-nous donc sous les hypothèses de (ii); si p | k ou /? \p (k\ on a / = Tr (o^),
où a est un entier tel que e < ap < N (p) -1 ; comme p est inerte dans K, on a Up == p +1
et % = c^+a^, avec a < p < n? =/?+!; la contradiction avec les hypothèses de (ii)
prouve que les entiers k et p (k) sont bien premiers à p.

Supposons d'abord que % vérifie l'une des conditions (i) ou (i'). Soient s un élément
de 0 (Ho)/q, et s^ un représentant de s dans î), (Ho). Le nombre u = 1 +^i A^ est une unité
principale de H(,, et, d'après le lemme 42, on a (pj^q (M) = k.s. Puisque k est ^-inversible,
il s'ensuit que s appartient bien à (pfc,q(U^) = (p^q ((U^)x)-

Supposons maintenant que 5C vérifie la condition (ii). Soient (s, s ' ) un élément de
(0 (Ho)/q) x (0 (Ho)/q), et (s^ s[) un représentant de (s, s ' ) dans ̂  (Ho) x T^ (Ho). Quitte
à échanger k et p (k), nous pouvons supposer k < p (k). Le nombre M = l+^i A^ est
une unité principale de H^, et, d'après le lemme 42, on a (p^(M)=fcy. Posons
ûf = —(l/A:)(pp(fc)^(M), et soit a^ un représentant de a dans î)q (Ho). Le nombre
u' = l+(^i+ûfi) A^^ est une unité principale de H<p et, d'après le lemme 42, on a
<Pfc,q(0 = Oet(pp(fc^(0 =^(/OGy+âr). Par suite, on a

((Pfc, <,, (Pp w.,) (^p (k) ̂ ) = fe ̂  (fe). (5, 5'),
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et, puisque k et p (k) sont /^-inversibles, il s'ensuit que (s, s ' ) appartient bien à

(<P.. <p <Pp (.), <,) (U^) = ((p,,,, (pp (fc),,) ((U^),).

La surjectivité de l'application de U^ sur x (resp. x x x) définie par % (resp. ((p^, (pp^))
est ainsi prouvée.

Déterminons maintenant la dimension de U^ sur Fp. Désignons par e le sous-groupe
de torsion de U, par Uo le quotient U/E, et posons 800 = e/e^, U^ = Uo/Ug. La suite
exacte de Fp [Gj-modules

{O^s^^U^Uo^-^O},

réduit la question à la détermination des dimensions de e^ et (U^.
Dans le cas oùp est inerte dans K, observons que l'idéal p = (p) est principal : par suite,

p se décompose totalement dans Ho si bien que le nombre de q-composantes U, de U
est h. Comme on a supposé le nombre premier p ^ 2 non ramifié dans K, le groupe U
des unités de Hq contient le groupe \ip des racines /?-ièmes de l'unité si et seulement si p
est inerte dans K; le module c^ est donc égal à { 0 } ou isomorphe au produit de A copies
de Hp, suivant que p est décomposé ou inerte dans K. Comme on a \ip = (Hp)y, il vient
e^) = ^ 0 } ou dinip, s^ = h, suivant que % est différent de v ou non.

Quant à la dimension de (U^)^ sur Fp, elle est égale au rang du Zp-module libre
(Uo)x* = l^*.Uo, où 1^* désigne l'idempotent de Zp [G] attaché au caractère 7* de G
sur Zp dont la réduction moduler est le caractère % (çf- démonstration du lemme 11, § 2).
Or, si FQ désigne le caractère de la représentation régulière de G, le caractère de la repré-
sentation de G dans Uo est égal à

h(01p:Vp)ro.

Par suite, le rang de (Uo\* sur Zp, qui est le produit de la multiplicité de 7* dans
h (0/p : fp) rç par le degré de 7*, est égal à h (0/p : Fp) où à 4 A suivant que le degré de 50*
est 1 ou 2. Comme % et /* ont même degré, on a donc, dans le cas (i),

dim^ \jy = h Wp : F?) = dim^ x,
et, dans le cas (ii),

dmipp U^ = 4 h = dim^ x x x.

Ceci complète la démonstration du théorème.
Dans le cas (i'), c'est-à-dire lorsque p est inerte dans K et % égal à v, il résulte de la

démonstration précédente que l'on a

dim^U°° = dim^+dimp^Uo^v
= h+2h = h+dim^K.

Par suite, puisque (pp+i applique U^ sur x, la restriction de (pp+i à U°° possède un
noyau N de dimension h sur Fp. Plus précisément, comme yip est contenu dans H, donc
dans Uq, [un calcul facile, semblable à celui par lequel on a déterminé la dimension de U^
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sur Fp, prouve que] la dimension de (U^)^ sur Tp est 3. D'autre part, la dimension de
0 (Ho)/q « (P/p est 2; ainsi, la restriction de (pp+i,q à (U^)^ possède un noyau N<, de
dimension 1 sur Fp, et, bien sûr, on a N = Y[ N^.

<»IP
D'après le corollaire 49, paragraphe 5, le noyau N est stable par ^; pour tous M e N

et y e ̂ , considérons alors la représentation r : y i-> r,y de ^ dans N définie par

^(M)=t^'1^,

où l'homomorphisme ^ est déterminé par l'action de ̂  sur \ip. Comme G agit sur N par v,
l'application Yy est l'identité pour tout g e G, si bien que l'on peut regarder r comme
une représentation de G(Ho/K) dans N. Comme G(Ho/K) permute transitivement les
q-composantes N(, de N et dim? N = h = (Ho : K), il s'ensuit que r est la représentation
régulière de G(Ho/K). Ce qui prouve :

Remarque 52. — Si h ̂  0 (mod p), le noyau N de la restriction de (pp+i à U00 est iso-
morphe, comme Fp \^~\-module, au produit tensoriel

^®^Ho/K,

où \ip désigne le Fp [^^-module des racines p-ièmes de V unité de H et ^HO/K ^a représentation
régulière de G(Ho/K) sur Fp.

Par ailleurs, comme dans la démonstration du théorème 50, notons s^ le Fp-espace
vectoriel de dimension A, produit des images de \\.p dans chacune des q-composantes
Vy de U^. Clairement e^ est un sous-espace de U^ isomorphe, comme Fp [^]-module,
au produit tensoriel \ip ® ^HO/K- ^>e Pi115? 1e corollaire 43 prouve que les sous-espaces N
et e^ de U^ sont linéairement disjoints, soit

Nns^^O};

en fait, le module U^ est la somme directe de trois copies du Fp [^]-module \ip ® ^D/K-
D'autre part, la v-composante ^(p) de (f^ est aussi un sous-espace de U^, et il serait
intéressant de caractériser l'intersection de N avec ^[p). En particulier, vu le lemme suivant,
on peut se demander dans quels cas ces deux sous-espaces sont-ils linéairement disjoints?

LEMME 53. — Si le nombre de classes d'idéaux h = (Ho : K) de K est premier àp, alors,
la projection de ^/^p sur ^ / ^ n \JP définit un isomorphisme de (^ sur ̂ , et on a

U^N^C^

où les ̂ -composantes N^ et Ï^ de N et (^(P) sont respectivement de dimension 1 et 2 sur Vp.
Démonstration. — Comme ^ est un caractère de degré 1 de ̂  sur Fp, distinct du caractère

unité, et S contient |ip [un raisonnement semblable à celui de la démonstration du
lemme 11 (§2) prouve que] la dimension de ê^ sur Fp est 2. D'autre part, on déduit
des lemmes 24 et 26 que ^(p) (H)^ et Q^ (H)^ ont même image par le ^-homomorphisme
(pp4. i ; il résulte donc de la proposition 35, que l'image de Q^ (H)^ par (pp+1 est le Fp-espace
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vectoriel 0^7 de dimension 2 formé des classes [71 Gp+i (L)], lorsque n décrit p. Puisque
Q^ (H) est un sous-module de (^(P), il s'ensuit que (pp+i définit un isomorphisme de ^(p)

sur J^, qui se factorise à travers ̂ ). La projection de ̂  sur ̂ ) est donc un isomor-
phisme, et l'on a

N^n^^O},

les dimensions des ^-composantes NÇ' et ^^ de N et ^(p) étant respectivement 1 et 2.
L'assertion du lemme résulte alors de ce que la dimension de UL^ sur Fp est 3.

Le lemme 53 implique le corollaire suivant.

COROLLAIRE 54. — Soient p un nombre premier inerte dans K, p ^ T, ne divisant pas A,
et M un sous-corps de H tel que K = M n Ho et [ip c M. Alors, la restriction de (p à
^(P)(M)^, et donc à Q^ (M)^ 6?^ injective.

Démonstration. - Comme K = M n Ho on a ̂  = G.G (H/M). Par conséquent, il existe
au plus un homomorphisme œ de ^ tel que œ (G (H/M)) = { 1 }, dont la restriction à G
soit v. Dans le cas présent, cet homomorphisme est ^; en effet, comme M contient \ip,
on a ^ (G (H/M)) = { 1 } et bien sûr la restriction de ^ à G est v. Ceci prouve l'inclusion

U^M^nNcN^

(cette inclusion est en fait une égalité). Par suite, d'après le lemme 53, on a

^ (M), n N c ̂  (M), n N7 = { 0 },

et le corollaire est démontré.
Le théorème 50, ou plutôt le corollaire 51, a des conséquences intéressantes que nous

développons en distinguant deux cas suivant que p est décomposé ou inerte dans K.
Il s'agit essentiellement d'énoncés de la forme :

L'existence de caractères ^ -^ 1 de GM, définis et irréductibles sur Fp, tels que
ô (7, M) > 0, implique l'existence de p-extensions abéliennes de M possédant certaines
propriétés de non ramification (cf. th. 58 et 61).

Rappelons que l'entier positif ô (%, M) a été introduit immédiatement avant l'énoncé
du lemme 27 (§ 3). Pour son calcul, on peut utiliser, si M contient Ho, la proposition 22 (§ 3)
(cf. démonstration du théorème 29), ou, si h ^ 0 (mod p), le théorème 37 (§ 4).

CAS (i) : p DÉCOMPOSÉ DANS K.

Démontrons d'abord les deux lemmes techniques ci-dessous.

LEMME 55. — Considérons les cinq conditions suivantes :
(i) toute (Z/pYextension non ramifiée de M, est une extension abélienne de Mo ;
(i') toute (Z/p)-extension de M, non ramifiée en dehors de p, est une extension abélienne

de Mo;
(ii) la p-extension abélienne non ramifiée maximale de M, est une extension abélienne

de Mo;
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(ii') la p-extension abélienne maximale de M, non ramifiée en dehors de p, est une
extension abélienne de Mo;

(iii) ÀM/^MO ^ ° (mod/0.
On a (i) ̂  (ii) ̂  (iii), (i') o (ii'), (i') => (i) ^ (ii') => (ii).

Démonstration. — Les implications (ii') => (ii) => (i) et (ii') => (i') => (i) sont triviales.
Le fait que (i) (resp. (i')) implique (ii) (resp. (ii')), est une simple question de représentation
de groupes. En effet, soit R la/^-extension abélienne non ramifiée maximale de M (resp. la
^-extension abélienne maximale de M, non ramifiée en dehors de p). Le groupe de Galois
G (R/M) est de manière naturelle un Zp-module de type fini; de plus, R est une extension
galoisienne de K et donc de Mo, si bien que l'action par conjugaison de GM = G (M/Mo)
fait de G (R/M) un Zp [G^-module. Supposons que R ne soit pas une extension abé-
lienne de Mo, autrement dit que l'action de GM sur G (R/M) ne soit pas l'action triviale.
Comme l'ordre de GM est premier à p, l'anneau Zp [G^] est semi-simple; il existe
donc un caractère irréductible 7* + 1 de GM sur Zp pour lequel la ^-composante
G(R/M)^*= 1^*.G(R/M) de G (R/M) est non nulle (comme dans la démonstration
du lemme 11, § 2, le symbole 1^* désigne l'idempotent de Zp [GMJ associé à /*). Naturel-
lement, la réduction module p de 5c* est un caractère irréductible / =7^ 1 de GM sur Fp,
et, comme p se décompose dans K, les caractères / et %* sont de degré 1, autrement dit
sont des homomorphismes de GM. Il s'ensuit que G (R/M)^* possède un quotient A d'ordre;?
sur lequel GM agit par /. Le groupe A, quotient de G (R/M)^* donc de G (R/M), est
le groupe de Galois G (R'/M) d'un sous-corps R' de R contenant M, et GM agit sur
G (R'/M) par ^; ceci prouve que R' est une (Z/p)-extension non ramifiée de M (resp. une
(Z//?)-extension de M, non ramifiée en dehors de p), qui n'est pas une extension abé-
lienne de Mo. La contradiction avec (i) (resp. (i')) prouve que (i) (resp. (i')) implique bien
(ii) (resp. (ii')).

Montrons enfin l'équivalence de (ii) et (iii). Notons respectivement So et S les ̂ -extensions
abéliennes non ramifiées maximales de Mo et M ; les degrés (So : Mo) et (S : M) sont
respectivement égaux à la plus grande puissance de p divisant h^ et AM- De plus SoMest
une/?-extension abélienne non ramifiée de M, d'où SoM c S, et on a (SoM : M) = (So : Mo)
puisque So n M = Mo. Ainsi, la condition (iii) est-elle équivalente à S = SoM. En outre,
comme (M : Mo) est premier à p, le corps SoM est la plus grande /7-extension abélienne
non ramifiée de M, qui soit une extension abélienne de Mo. Autrement dit, on a S = SoM
si et seulement si la condition (ii) est satisfaite par M. Ceci complète la démonstration
du lemme.

Par ailleurs, pour chaque caractère irréductible ^ de GM = G (M/Mo) sur Fp, soit R^
la ^-extension abélienne maximale de M, non ramifiée en dehors de p, galoisienne sur Mo,
dont le groupe de Galois F = G (R^/M) vérifie les deux conditions suivantes :

(a) F est tué par p, autrement dit 1"̂  = { 1 } ;
(&x) GM agit sur F par %.
Le groupe G (R^/M) est donc un Fp [GM^-espace vectoriel. Comme p est décomposé

dans K, le caractère 7 est de degré 1 et G (R^/M) est isomorphe à un produit de facteurs Z / p
sur lesquels GM agit par % : le corps R^ est le composé des (Z//?)-extensions de M, non
ramifiées en dehors de p, sur le groupe de Galois desquelles GM agit par %.
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II vient :

LEMME 56. — Soit M un sous-corps de H contenant K tel que AM/^MO ̂  ^ (mod/?). Alors,
pour tout caractère irréductible % de GM sur Fp, % ^ L l'application de réciprocité d'Artin
de M ffé/z^ M/Î isomorphisme de (U00 (M)/^^ (M)\ ^r G(R^/M), où R^ désigne la
p-extension abélienne de M, /!o» ramifiée en dehors de p, définie ci-dessus.

Démonstration. — Soient S (resp. R) la ^-extension abélienne non ramifiée maximale
de M (resp. la ^-extension abélienne maximale de M, non ramifiée en dehors de p).
Désignons par ^ (M) l'adhérence dans U (M) de l'image de S (M) par l'application diago-
nale. D'après la théorie du corps de classes, l'application de réciprocité d'Artin de M
définit un isomorphisme du quotient A = U (M)/<^ (M) sur le groupe de Galois
F = G (R/S). Comme dans la démonstration du lemme précédent, l'action par conju-
gaison de GM munit les Zp-modules de type fini G (R/M) et G (S/M) d'une structure
de Zp [GM]-modules semi-simples. On a donc les isomorphismes

G(R/M)^nG(R/M)x*

G(S/M)^nG(S/M)^,

où îc* décrit les caractères irréductibles de GM sur Zp, et G (R/M)^*, G (S/M)^* désignent
les ^-composantes 1^*.G(R/M) et 1^.G(S/M) des modules G (R/M) et G (S/M). Les
quotients G (R/M)^* et G (S/M)^* de G (R/M) et G (S/M) sont respectivement isomorphes
aux groupes de Galois G (R^*/M) et G (S^*/M) des plus grands sous-corps R^* et S^* de R
et S sur lesquels GM agit par y * . Il s'ensuit que G(R^*/S^) est la ^-composante
r,.= larder .

Notons % le caractère irréductible de GM sur Fp obtenu par réduction modulo p de j* ;
l'application /* ^-> X est uûe bijection de l'ensemble des caractères irréductibles de GM
sur Zp sur l'ensemble des caractères irréductibles de GM sur Fp; en particulier, on a ^ = 1
si et seulement si ^* = 1. Supposons ^* ^ 1. Comme AM/^MO est premier bp, le corps M
vérifie la condition (ii) du lemme 55; on a donc S^* = M, d'où 1̂ * = G(R^*/M).
L'identité

G(R,/M)=(^/^P),=^^
en résulte, puisque R^ est le plus grand sous-corps de R^* dont le groupe de Galois G (R^/M)
soit tué par p. D'autre part, on a l'isomorphisme de Fp [GMJ-modules

A/A^ = (U (M)/^(M))/(U (M)/^(M)/ ̂  U (M)/<^(M) U (M)^
^ (U (M)/U (MY)I^ (M)/<^ (M) n U(M)Q = U^ (M)/^ (M).

Par conséquent, si % 7^ 1, l'application de réciprocité d'Artin de M définit bien un isomor-
phisme de (U^ (M)/^ (M)\ = (A/A^ = A^/A^* sur

r^/r^=(r/r^=G(R,/M).
Le lemme est démontré.
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Soient maintenant % un caractère irréductible de GM sur Fp, ^ ^ 1, et k l'unique entier
tel que % = ̂  et 0 < k < p-1 (cf. lemme 9 (i), § 2). Considérons le diagramme suivant
de Fp-espaces vectoriels. Il est exact.

{0}
-L

(^(M^^M)),
•L

(38) { 0 } -» tî^ (M), ̂  U00 (M), ̂  (U00 (M)/^^ (M)), -»> { 0 }
i_

(U^M^CM)),
i

{0}

Comme tî^ (M) est un sous-module de O^, il résulte du corollaire 51 que la restriction
de (p à Û^ (M),( est injective. Or, d'après les lemmes 25 et 26, on a

(p(tî°'>(M),) = (pCt^M),) = J?(x, M);

par conséquent, les Fp-espaces vectoriels fî^ (M)^ et .S? (50, M) sont isomorphes. Comme %
est de degré 1, la dimension de ce dernier est l(%. M), d'où

dim^î2<">(M), = f(x, M).

D'autre part, la dimension de U^ (M\ sur Fp est (Mo : K) (le cas M = H a été traité
dans la démonstration du théorème 50; le cas général se traite de manière analogue).
De plus, puisque / est différent de 1, on a, d'après le lemme 11, e (%, M) = (Mo : K).
Il s'ensuit que la dimension de (U^ (M^ft^ (M)\ sur Fp est égale au défaut de régularité

ô(x, M) = e(x, M)-JOC, M) = (Mo : K)-;0c, M)

de l'extension M/Mo pour ^. D'après l'exactitude du diagramme (38), on a donc, pour
Z+ 1,

(39) 5 Oc, M) = dim^ (^ (M)/^^ (M)), + dirn^ (U^ (M)/^10 (M)),.

Si AM/AM() est premier à^, ce qui équivaut d'après la proposition 10 à supposer le module
y (M) nul, alors, le quotient S^ (M^tî^ (M) de y (M) est a fortiori nul et l'identité (39)
devient

8 Oc, M) = dim^(V(p)(M)|^l')(M)\.

Compte tenu de l'interprétation de (U^ (M)/^ (M)\ fournie par le lemme 56 (c'est-à-dire
par la théorie du corps de classes), ceci prouve la proposition suivante.

PROPOSITION 57. - Soient p un nombre premier décomposé dans K, p ^ T, et M un sous-
corps de H contenant K tel que (H : M) ^ 0 (modj?) et h^/h^ ^ 0 (mod p). Soient /
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un caractère irréductible de GM sur Fp, / ^ 1, et R^ la p-extension abélienne de M définie
dans le lemme 56.

Alors, le groupe de Galois G(R^/M) est isomorphe à (Z//?)6^^, où 8(7, M) désigne
le défaut de régularité de l'extension M/Mo pour 7.

Combinons cette proposition avec le théorème 28 et le lemme 55; il vient :

THÉORÈME 58. - Soient p comme précédemment, et M un sous-corps de H contenant K
tel que (H : M) ^ 0 (mod p). Alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la p-extension abélienne maximale de M, non ramifiée en dehors de p, est une exten-
sion abélienne de Mo = M n Ho.

(P) pour tout caractère irréductible % ̂  1 de GM dans Fp, le défaut de régularité ô (7, M)
de M/Mo pour % est nul.

Démonstration. - Supposons que M vérifie (a). Alors, d'après le lemme 55, on a
^M/^MO ^ ^ (mod p). Nous pouvons donc appliquer la proposition 57; mais comme M
vérifie (a), on a R^ = M pour tout caractère irréductible % + \ de GM sur Fp, et donc
ô (x, M) = 0.

Réciproquement, si 8 (^, M) = 0 pour tout caractère irréductible x ^ 1 de GM sur Fp,
il résulte du théorème 28 que le quotient h^/h^ est premier à p. Appliquons alors la propo-
sition 57; il s'ensuit que R^ = M pour tout caractère irréductible 50 ^ 1 de GM sur Fp,
autrement dit M vérifie la condition (i') du lemme 55. D'après ce dernier, M vérifie donc (a).

Notons que le théorème 28, pour p décomposé dans K, résulte de la partie (P) => (a)
de ce théorème, puisque (a) implique h^/h^ ^ 0 (mod p) d'après le lemme 55. Enfin,
comme remarqué immédiatement à la suite du théorème 28, lorsque p est décomposé
dans K, la condition ô Oc, H) = 0, avec % = ̂  et 0 < k < p-1, est équivalente à la
condition A^ du théorème 1. Par conséquent, le théorème 2 est le cas particulier M = H
du théorème précédent.

CAS (ii) : p INERTE DANS K.

Soient x un caractère irréductible de GM sur Fp, et [k,p(ky^ l'unique paire d'entiers
pour laquelle, suivant que % est de degré 1 ou 2, on a % = o^ = o^ ou % = ak+ap(k)

avec e ^ k, p (k) ^ p2-1 (cf. lemme 9, § 2). La dimension du Fp [G^-espace vectoriel
(U^ (M)/<^ (M)\ est supérieure ou égale à (Mo : K)+8i, où e^ = 1 si x = 1 et e^ = 0
sinon; en effet, alors que l'on a dans le cas (i) :

dim^ U^ (M), = e, + dim^, ̂  (M),,

on a dans le cas présent

dim^U^M), = (Olp : F^)(Mo : K)+e,
=2(Mo:K)+£2
^ (Mo : K) + 81 + dim^ ̂  ̂  (M),,

où £^ = (Mo : K) si % = v et 82 = 0 sinon. Ceci rend inefficace le raisonnement précé-
dent basé sur le diagramme (38).
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Cependant, comme p est inerte dans K, le corps H contient le groupe \ip des racines
/?-ièmes de l'unité. Supposons que le corps M contienne aussi [ip. Alors, d'après la théorie
de Kummer, toute (Z/p)-extension N de M est obtenue par adjonction de la racine p-ième
d'un élément de M, soit

N=M(îy^ u,eM\

Bien sûr, le corps N ne dépend que de la classe u e M^M^ de u^ modulo M^; aussi,
posons nous Ny = M (^/^i). L'application u h-» Ny est une bijection de l'ensemble des
éléments u i=- 0 de M^M^ sur l'ensemble des (Z/p)-extensions de M. De plus, si u appar-
tient à ^(p) (M), l'extension Ny/M est non ramifiée en dehors de p; elle est partout non
ramifiée si u appartient au sous-groupe ^ (M) n U (M)^ (M)^ de ^(p) (M).

Posons 7i (M) = Q (M) n U (M) p / 0 (M) n S (M)^; c'est un sous-module de
^ (M) n U (M)^ (M)^ Considérons le diagramme suivant de Fp [G]^-espaces vectoriels.
Il est exact.

{0}
i

7t(M),

i
(40) {O^^^M^-^^M^-^M^-->•{()}

i
tî^M^

i
{0}

La théorie de Kummer nous fournit une interprétation de n (M)^. Il nous faut d'abord
introduire quelques notations. Pour chaque % comme ci-dessus, nous désignons par yj
le caractère irréductible de GM sur Fp défini par

X'fe)=v(g)xfe~1), geGM;

c'est le reflet de % dans le miroir de Leopoldt. On a Oc')' = 7, v' = 1, 1' = v et
deg x = deg x'. Soit Ker Oc, M) = { g e GM | X (^) = X (1) }> et désignons par M^ le
sous-corps de M, contenant Mo, fixé par Ker (50, M). Notons alors N le composé des
extensions Ny de M, lorsque u décrit n (M)^. D'après la théorie de Kummer, le corps N
est une ^-extension abélienne non ramifiée de M, dont le groupe de Galois G (N/M) est
isomorphe à n(M\. De plus, d'après Leopoldt [17], l'extension N/Mo est galoisienne
et l'action par conjugaison de GM sur G (N/M) est donnée par /'. Par suite, il existe un
unique sous-corps de N, noté N (M^)? q111 contient M^ et tel que le groupe de Galois
G(N/M^) soit isomorphe au produit direct des groupes G (N/M) et G(N/N(M^));
on a donc

G (N (M^)/M,Q ̂  G (N/M) ̂  n (M)^.

D'autre part, désignons par ô (%, M) la différence

80c, M) = é>(x, M^dim^G^Q^M),.
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Comme Û^ (M) est un quotient de ^(p) (M), lui-même contenu dans ^(p) (M), l'entier
5 (^, M) est ^ 0. Si % n'est pas le caractère unité, il résulte des lemmes 25 et 26 que
Jêf Oc, M) est l'image de 0^ (M)^ par (p, d'où l'inégalité

8 Oc, M) ^8 Oc, M).

Bien sûr, si x vérifie de plus l'une des conditions (i) ou (ii) du théorème 50, c'est-à-dire
si p+1 < k, p (k) < p2— 1, on a

(41) 80c,M)=80c,M);

en effet, puisque (H : M) ^ 0 (mod /?), le module Q^ (M) est contenu dans Q°°, et la
restriction de (p à ^p) est injective d'après le corollaire 51.

Avec ces notations, pour tout % comme précédemment, on déduit de l'exactitude du
diagramme (40) l'identité

(42) dim^ Y (M), + log^ (N (M,,) : M,.) = 8 Oc, M). deg x.

Or, on a ̂  (M^ = y (M\; par suite, l'identité (42) et la proposition 10 (§ 2) prouvent
en particulier :

PROPOSITION 59. — Soit % un caractère irréductible de GM sur Fp. Alors, si 8 (%, M) > 0,
l'un au moins des deux nombres h^ /h^ et h^ , est divisible par p.

Nous pourrions déduire de (42) beaucoup plus que l'assertion précédente, si nous
connaissions quelque relation entre les groupes y (M)^, y (M)^. d'une part et
G (N (My)/My), G (N (M^)/M^) d'autre part. En particulier, on peut se demander si,
pour chaque caractère irréductible / 7^ 1 de G^ sur Fp, les groupes y (M)^ et
G (N (M^)/M^) sont isomorphes. Une autre question serait : est-il vrai que N (My) est
la ̂ -extension abélienne non ramifiée maximale de M^, galoisienne sur Mo, dont le groupe
de Galois G(N (My)/My) vérifie les conditions (a) et (by) précédant l'énoncé du lemme 56?
D'après (42), une réponse affirmative à la première de ces questions impliquerait en parti-
culier l'égalité

(43) 8 (x, M) =8 (x'. M)

pour tout caractère irréductible % de G^ sur Fp différent de 1 et v. Désignons alors
par { k\ p (k') ] l'unique paire d'entiers associée au reflet %' de x- Les conditions
p+1 < k, p (k) < p2— 1 et p+1 < k\ p (k ' ) < p2— 1 sont trivialement équivalentes,
si bien que l'on devrait avoir, d'après (41) et (43),

(44) 8 Oc, M) =8 Oc', M),

pour tout % comme précédemment, tel que/? +1 < k,p (k) < p2 — 1. Nous avons vérifié (44)
dans un certain nombre de cas (cf. appendice B).
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En l'absence de tels renseignements, notre ressource est de sommer les identités (42)
lorsque x parcourt les caractères irréductibles de GM sur Fp. Il vient :

(45) dim^(M)+Slogp(N(M,) : M,) = Z5(x, M).degx.
x x

Posons a = dinip y (M) et b = ^ logp (N (M^) : M,). Vu la définition de y (M),
p x^i

l'entier p " divise AM/^MO- D'autre part, considérons l'extension N de M composée des
corps N^ = M.N (M^), pour x + 1. Puisque GM agit sur G (N^ : M) ^ G (N (M^) : M^)
par îc, les extensions N^/M sont linéairement disjointes, d'où G (N/M) = ]~[ G (N^/M)

x^i
et donc (N : M) = pb. De plus, le corps N est une ^-extension abélienne non ramifiée
de M, et l'unique sous-groupe de G (N/M) sur lequel GM agit trivialement est { 1 }. Soit
alors So la ^-extension abélienne non ramifiée maximale de Mo ; comme remarqué dans
la démonstration du lemme 55, le degré (S()M : M) = (So : Mo) est la plus grande puis-
sance de p qui divise /^o- Or, les extensions SoM et N de M sont linéairement disjointes,
puisque GM agit trivialement sur G (SoM/M); le corps N7 composé de N et SoM est donc
une 77-extension abélienne non ramifiée de M, et on a

(N' : M) = (SoM : M) (N : M) = (So : Mo)jA

Par suite, le produit (So : Mo)^ divise h^, c'est-à-dire que p^ divise AM/^MO- or» en utili-
sant (42) pour % = v, on déduit de (45) l'identité

a+b=dim^y(M\+ S 8(x, M).degx.
X^v

II s'ensuit donc :

PROPOSITION 60. — Soient p un nombre premier inerte dans K, p ^ T, et M un sous-corps
de H contenant K (j^,) tel que (H : M) ^ 0 (mod p). Alors, on a

^ \ (^M/^Mo).

où Ci désigne le plus petit entier supérieur à

l[dim^(M),+ E 8(x, M).degx].
2 x^v

D'après l'identité (41), on en déduit le théorème suivant.

THÉORÈME 61. — Soient p et M comme dans la proposition 60. Alors, on a

P02 \ (^Mo).

où c^ désigne le plus petit entier supérieur à 1/2 ̂ * 8 (7, M).degX, la somme étant prise
x

sur les caractères irréductibles % de GM sur Fp tels que p+1 < k,p (k) < p —1.
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Comme remarqué immédiatement à la suite du théorème 28, suivant que

%=Gk = a^
ou

avec

^ = a^+a^

;?+1 < ^, /?(fe) <pl-\,

la condition Ô (^, H) = 0 est équivalente à la condition Aj^ ou Bj^ du théorème 1. Par
conséquent, le théorème 3 résulte du cas particulier M = H du théorème précédent.

Pour conclure, considérons le sous-corps M = K (yip) de H. Comme p est inerte dans K,
on a (M : K) = p-1 et les caractères irréductibles de GM = G (K (|^)/K) = ^M sur Fp
sont les homomorphismes o^ de G dans Fp, tels que l'entier k soit divisible par p+1.
On a :

PROPOSITION 62. — Soit p f T un nombre premier inerte dans K tel que h ̂  0 (mod p).
Alors, pour que le nombre de classes d'idéaux h^^ ) soit premier à p, il faut et il suffit que
la condition (a) ci-dessous soit vérifiée.

(a) Pour chaque entier k divisible par p+1, tel que p-\-\ < k <p2—l, le défaut de
régularité § (or^, K(Up)), a priori égal à 0 ou 1, est nul.

Démonstration. — D'après le théorème 37 (§ 4), on a 5 (v, M) = 0. Par suite, à l'aide
du lemme 27 (§ 3), on déduit de la condition (a) l'identité ^ (M) = { 0 }. La proposi-
tion 10 (§ 2) implique alors que l'entier h^ ̂  est premier sip.

Réciproquement, si la condition (a) n'est pas vérifiée, alors le théorème 61 ci-dessus
nous assure que l'entier h^ / ^ est bien divisible par p, ce qui complète la démonstration
de la proposition.
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APPENDICE

A. UNE AMÉLIORATION DE LA FORMULE D'INDICE

D'après H. M. Stark [l], démonstration du lemme 1, il vient :

LEMME A. 1. — Pour toutes classes d'idéaux C e Cl (p) et tout idéal entier û de K premier
à 6 p, le nombre 6 (C, a) est une puissance d'ordre 12 dans H.

COROLLAIRE A. 2. - Pour tout idéal entier a de Kpremier à 6, le quotient A (L)^ ̂ /A^" ̂
est une puissance d'ordre 12 dans Ho.

Démonstration. — Soit R <= a"1 L/L. Pour chaque unité a de K, la multiplication par a
induit une permutation Xt-^a.À, de a"1 L/L; nous notons a.R l'image de R par cette
permutation. Comme û est premier à 6, l'entier N(a) = # (û~1 L/L) est congru à 1
modulo e, si bien que l'on peut choisir R de façon que les deux conditions suivantes
soient vérifiées :

(i) lorsque a parcourt les unités de K, on a

UOC.R^^L/L-ÎO};
a

(ii) pour tous couples d'unités a, a' de K, on a a.R n a'.R = 0 si a ^ a'.
Or, on a ^(ocÀ-, L) = a"2 ^(À-, L) pour toute unité a de K. Par suite, le produit

FI' (X-^(?i, L))
3l e a-1 L/L

est le carré du polynôme
Pa(x)= rKx^-^Lr72),

îleR

indépendant du choix de R. D'après la théorie de la multiplication complexe, les coeffi-
cients de P(,(X) appartiennent à Ho (cf. [28], §4.2). Par conséquent, pour tout point T
de p-torsion modulo L, i. e. T ep~ 1 L, T ^ L, et tout idéal entier û de K premier à 6p,
le produit rr (^(T,L)-^(X,L))

î lea^L/L

est le carré de l'élément P^ (^ (r, L)) de H = Ho (^ (r, L)^2), corps de classes de rayon
de K de conducteur p. De plus, la formule (4) (§ 0) implique l'identité

A n ̂ (û)
(A.l) 9(ï, L; û) = w .P,(^(T, L))-12,

A(a L)

où, comme on le sait, le nombre 9 (r, L; a) e H est non nul (cf. § 1). Par suite, le lemme A. 1
nous assure que A (V^^/AÇû'1 L) est une puissance d'ordre 12 dans H.

Soit alors p^ (resp. ?3) un diviseur premier de 2 (resp. 3) dans K. Pour tout idéal entier a
de K premier à 6, le quotient A (L^^/A (a~1 L) est donc une puissance d'ordre 12 dans
chacun des corps de classes de rayon H^ et H^ de K de conducteurs respectifs p^ et p^.
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L'assertion du corollaire s'ensuit puisque les degrés (H^ : Ho) et (H^ : Ho) divisent
respectivement 3 et 4. D

Notons y le sous-groupe de H x engendré par les nombres

Ô,/P,(^(T, L)),

où a parcourt les idéaux entiers de K premiers à 6 p, 8^ les éléments de Ho tels que
ô^2 == A(L)N(a)/A(a-l L), et où T désigne un point de p-torsion module L fixé une fois
pour toutes. Si CoeC/(p) désigne l'image du couple (r,L)eA(p) par l'application
(ï, J^)i->C(ï, J^f) du paragraphe 1, on a, d'après (A.l),

9(Co,û)=(Ô,/P,(^(T,L)))12.

Par suite, le groupe (^')12 est engendré par les nombres 9(Co, a), lorsque a parcourt
les idéaux entiers de K premiers à 6p; le lemme 6 (§ 1) prouve donc l'égalité

(y')12^

où x? est défini comme dans le paragraphe 1.
Posons 0' = ^' n ^, et plus généralement, pour tout sous-corps M de H contenant K,

0'(M)=NH/M©'.

On a donc 0 (M) = ©'(M)12, où 0 (M) est défini comme dans le paragraphe 1. Si
Mo = M n Ho, soit alors

Q'(M)=H(M).^(Mo).e'(M);

le groupe Q (M), défini comme étant le produit e (M). S (Mo). © (M), est donc égal au
groupe n (M).(^ (Mo).û'(M)12. En raisonnant comme pour démontrer le corollaire du
théorème 16, paragraphe 6.5, de [28], on obtient le théorème suivant.

THÉORÈME A. 3. — Soitp un nombre premier différent de 2. L'indice de Q' (M) {resp. Q (M))
dans S (M) est égal au quotient

^M/̂ MO (resp. U2<M:K)^/12(MO:K^Mo).

où À/ et K sont des entiers tels que

^N^.
COROLLAIRE A. 4. - L'indice de Q (M) dans 0' (M) est égal à

^(M:K)^(Mo:K^

Remarque A. 5. — Les entiers À/ et À sont premiers à p.

Démonstration. - C'est clair pour p ^ 5. Si p = 3, on a H = Ho, et donc X = 1, à
moins que p ne soit inerte dans K. Dans ce dernier cas, l'entier À- divise 2 puisque e^ est
alors premier à 3.
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Par ailleurs, comme dans le paragraphe 5, notons (p l'homomorphisme associé aux
^q = ^A ? avec \ == u^ (t (P)) et P = Ç (r); d'après le paragraphe 5, cet homomorphisme
répond aux conditions (i) à (iv) du théorème 12 (§ 3).

Reprenant alors la démonstration de la proposition 46 (§ 5), on obtient la proposition
suivante.

PROPOSITION A. 6. — Soient p un nombre premier modulo lequel Inéquation (0) se réduit
bien, et p un diviseur premier de p dans K. Alors, pour tout entier k divisible par e, tel que
0 < k < N(p)—l, et tout idéal entier a de K premier à 6 p, on a

(p,(8JP,(^(T, L))) = G,*(a, L) (modp(Ho)),

où o^ désigne un quelconque élément de Ho tel que 8^2 = A (I^^/A^"1 L).
Vu le théorème A. 3 et la remarque A. 5, ceci permet d'étendre le théorème 1, ainsi

que les théorèmes 28 et 29, au cas oùp = 3 est inerte dans K; en effet, dans ce cas, on peut
toujours trouver une équation de Weierstrass d'invariant égal à y (0), dont les coefficients g^
^t 83 appartiennent à 0 (Ho), ayant bonne réduction en 3 (cf. appendice D).
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B. CAS OÙ LE CORPS DE BASE EST PRINCIPAL

II s'agit des 9 (cf. [32]) corps quadratiques imaginaires de discriminants respectifs
-D = -3, -4, -7, -8, -11, -19, -43, -67 et -163. L'anneau des entiers 0 = 0^
de chacun de ces corps est principal, c'est-à-dire que l'on a h = 1, ou ce qui revient au
même Ho = K.

Choisissons les nombres ^2 == ^2,0 et ^3 = ^S.D comme dans le tableau suivant.

TABLEAU B.I

Valeurs des coefficients de l'équation de Weîer strass ED

D g2 g3

3. . . . .
4 . . . . .
7
8

11
19
43
67

0
4

5.7
2.3.5

23.3.11
23.19

24 5 43Â-1 « W' • ̂ [J

23.5.11.67

4
0
72

22.?
7.II2

192

3 7 432j # i » ̂ j
7.31.672

163..... 24.5.23.29.163 7.11.19.127.1632

Le discriminant A^ = gi^-27 gj^ de l'équation de Weierstrass

} ; 2=4x3-g2,D^-~g3,D

est alors égal à -33.24, 26, -26.73, 36.23 et -36.113 pour les cinq premières valeurs
de D, et à -D3 pour les quatre dernières valeurs. Il s'ensuit que l'invariant

j^=2633gl^|^

est égal à l'invariant modulaire./ (0^) (c/. [37], § 125, p. 460-462). Chacune des équations Ep
ci-dessus possède donc des multiplications complexes par l'anneau des entiers de
K = Q(^/—D). Désignons par q^ le nombre premier qui divise D; l'ensemble S^ des
nombres premiers pour lesquels Ep a mauvaise réduction est formé de 2 et des diviseurs
premiers de Ap, soit, si 3 n'est pas inerte dans K (i. e. D = -3, —8 ou -11),

et, si 3 est inerte dans K,
So={2,3}u{^},

So={2}u{^}.

Par suite les équations précédentes ont bonne réduction pour tout nombre premier p ^ 5
non ramifié dans K; de plus, les équations E^., £7, E^, E^, E^ et E^s ont bonne
réduction en 3.
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Comme les coefficients ^2,0 et ^S,D des équations Ej^ sont des entiers rationnels, les
nombres de Hurwitz G^ (L) associés à celles-ci, pour k entier pair ^ 2, sont des nombres
rationnels; en effet, ce sont des éléments de Ho = K invariants par conjugaison complexe.
Pour k ^ 8, les nombres G^ (L) se calculent par récurrence à partir de €4 (L) = g2^!^

TABLEAU B.II

Valeurs de Ga (L)

-D -3 -4 -7 -8 -11 -19 -43 -67 -163

G^(L) 0 0 1/2 1/2 2 2 12 2.19 22.181

et Gç (L) = ^3,D/140 à l'aide de la formule (D-10). Le tableau ci-dessus donne les valeurs
de G^ (L) (cf. appendice D).

Soit M un sous-corps de H contenant K. Comme Ho = K, on a, pour tout caractère
irréductible x ^ 1 de GM = G(M/K) sur Fp,

ô(x,M)=ô(x,H),

et 8 (/, H) ne peut prendre que la valeur 0 ou 1. Cette valeur est donnée par la propo-
sition suivante, qui reprend la proposition 22 (§ 3) pour un corps de base principal, compte
tenu du commentaire à la fin de l'appendice A.

PROPOSITION B.l. — Soient p un nombre premier ^ 2, non ramifié dans K, et % un
caractère irréductible de G sur Fp, % + 1. Si % est de degré 1 (resp. 2), on désigne par k
un entier divisible par e, tel que 0 < k < N(p)—l et X = ak (resp. / = c^+a^).

Alors, en distinguant entre les trois cas (a), (a') et (b) de la proposition 22, on a :

Cas (a) : % de degré 1, x ^ v-

8 ^ H ) - < ? 1 ' sl ^G^=0'
^'^-to, si [G,(L)]^0.

Cas (a') : p inerte dans K et / = v.

§(v,H)=0 et [pGp+i(L)]^0.

Cas (b) : 7 de degré 2.

f 1, si [G,(L)] = [G,(,)(L)] = 0,
1 0, si [G»(L)]^0 ou [Gp(,)(L)]^0.
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Nous allons maintenant démontrer, pour un corps de base K principal (6), une variante
relative (prop. B. 5 et th. B. 6, ci-dessous) de la proposition 10 (§ 2), et du théorème 28 (§ 3).
Rappelons d'abord quelques notations et résultats de [28].

Pour toute classe Ce Cl (y), soit (pp (C) l'entier de H, défini comme dans [28] (§2.2,
p. 15). D'après [28] (§2.3, th. 1, p. 17), pour toute classe C' e C/(p) et tout idéal b de C',
on a

^(C)^H/K)^(CC'),

et le quotient (pp (C)/(pp (C') est une unité de H. Pour tout sous-corps M de H contenant K,
notons alors C/(M/K) le quotient de C/(p) correspondant à l'extension M/K. Pour chaque
classe C e Cl (M/K), le produit

<PM(C)=, FL ^(Q
Cea(p) ,C<=C

est donc un entier de M.
Par ailleurs, notons e^ le nombre de racines de l'unité de M. Pour chaque classe

Ce Cl (M/K), et tout idéal entier de de C, premier à 6 p, la classe de N (ûc) modulo e^
ne dépend que de C. De plus, lorsque a parcourt les idéaux entiers, premiers à 6 p, de la
classe unité de Cl (M/K), les entiers N (û)-1 engendrent l'idéal (^) de Z (cf. [28], § 4.1,
lemme 6, p. 31). Or, d'après [28] (§4.2, prop. 10, p. 35), pour toute classe CeC/(p)
et tout idéal entier a de K, premier à p, on a

Q^^^^Cf^ÇCC^

où C^eCl(p) désigne la classe de û. Il s'ensuit :

LEMME B.2. — Le groupe 0 (M)'' est l'ensemble des produits ]~[ (pM^)"0» ou

Ce Cl (M/K)
les entiers rationnels nç sont astreints à vérifier les conditions £ nç N (ûc) = 0 (e^ et
£^c == 0-

Comme Ho = K, le groupe Q (M), d'indice fini dans ê (M), est égal au produit
H (M) 0 (M); par suite le lemme précédent prouve que les nombres (PM (C), Ce Cl (M/K),
sont multiplicativement indépendants : en effet, d'après [28] (§2.2, remarque p. 18-19),
l'idéal ((PM(C)) est strictement contenu dans l'anneau des entiers de M.

(6) Lorsque le corps de base K n'est plus principal, désignons par M et N deux sous-corps de H
contenant K tels que

M o = M n H o C : N c H .

Nous ignorons si l'on a encore Q (M) n N = îî (N) et 0,' (M) n N == Î2' (N). Toutefois, la proposition B. 5
et le théorème B.6 restent vrais, du moins si p ^ 2. En effet, on peut démontrer que l'indice
de Q. (N) (resp. Q' (N)) dans Sî (M) n N (resp. Î2' (M) n N) divise le quotient e^Je du nombre de racines
de l'unité de Mo par celui de K; d'après la remarque A. 5, ces indices sont donc premiers h p. On en déduit
alors que l'indice du groupe Î2' (N) S (N) dans S (M) est égal à À, ÂM/ÀN. où \ == À, (M, N) est un entier
premier à p.
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On déduit alors du lemme précédent :

PROPOSITION B.3. — Soit K un corps quadratique imaginaire principal. Pour tous sous-
corps M et N de H contenant K, tels que N c: M, on a

0(M)nN=Q(N),
et par suite

Q'(M)nN=Q'(N).

Démonstration. — II s'agit de vérifier l'identité

(\i (M) © (M)) n N = H (N) © (N),

avec © (N) = NM/N ® (M); pour cela, il suffit de prouver l'identité

©(M)pnN=©(N)p.

Or, le groupe © (N)^ est trivialement contenu dans © (M)^ n N. Réciproquement, soit u
un élément de © ^M)P n N; d'après le lemme, on a donc

u= n ^(cr0,
CeCf(M/K)

où les entiers rationnels me sont tels que E nç = 0 et E m^ N (ûc) == 0 (e^).
Ce Cl (M/K) CeCHM/K)

Les nombres (RM (C), Ce Cl (M/K), étant multiplicativement indépendants et permutés
transitivement par GM = G (M/K), l'appartenance de M à N nous assure que l'on a
m^ = mc^ des que les classes Ci et C^ de C/(M/K) sont contenues dans une même
classe de C/(N/K). Si CeC/(M/K) est contenue dans CeC/(N/K), on pose donc
riç = Wç, et il vient

u= n ^(cr,
C e Cl (N/K)

où les entiers rationnels riç vérifient les relations

E nc=0 et (M:N). E ncN(ûc) = O(^).
C e C< (N/K) C 6 Cî (N/K)

Or, si H = K on a M = N et il n'y a rien à démontrer. Supposons donc H ^ K; si p
est différent de 2, les entiers e et p sont alors premiers entre eux et on a ̂  = ^8, où e
est égal à 1 ou 0 suivant que N contient ou non le groupe des racines ^-ièmes de l'unité;
sip = 2, on a e^ = e et l'on pose £ = 0. Avec ces notations, puisque le degré (M : N) est
premier à p, les entiers ne vérifient alors la congruence

E ncN^^OCp8).
CeC<(N/K)

D'après le lemme, celle-ci prouve que u appartient à © (N)^. En effet, puisque K contient
le groupe des racines de l'unité d'ordre e, on a

EncN(ûc) = I>c(N(ûc)~l) = 0(e),
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si bien que les entiers rie vérifient les conditions Z rie = 0 et S ne N (de) = 0 (e^), caracté-
ristiques des éléments de © (N)^. La proposition est démontrée.

Par ailleurs, on a

[^(M) : 0'(M)<r(N)] = [Y (M) : Q'(M)]/[^(N) : Q'(M)n^(N)],

et, d'après la proposition précédente,

[^(N) : Q'(M)n<r(N)] = [<T(N) : Q'(N)].

Or, d'après le théorème A. 3, si p ^ 2, les indices [̂  (M) : 0' (M)] et \ê (N) : 0' (N)]
sont respectivement égaux à h^ et AN. Ceci prouve le théorème suivant.

THÉORÈME B.4. - Soient p un nombre premier différent de 2, et K, M, N comme précé-
demment. On a

[^(M):Q'(M)<T(N)]=^N.

Mais, lorsque % parcourt les caractères irréductibles de GM sur Fp, dont la restriction au
groupe de Galois G (M/N) n'est pas constante, le quotient ^ (MVQ' (M) S (N) ^ (M)^ est
isomorphe à la somme directe

@(^(M)|^f(M)^(M)p)^
x

Par suite, si l'on pose y (M) = ^ (M)/Q' (M) ̂  (M)^, définition qui coïncide, pour
p ^ 5, avec celle donnée dans le paragraphe 2, on obtient la variante suivante de la propo-
sition 10 (§ 2).

PROPOSITION B. 5. — Soitp un nombre premier différent de 2. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) AM/AN ^ 0 (mod p).
(iï) Pour tout caractère irréductible % de GM sur Fp, non constant sur G (M/N), on a

^(M),={0}.

On en déduit en particulier le théorème suivant, dont le théorème 28 (§ 3), pour un corps
de base K principal, est le cas particulier N = K et p ^ 5.

THÉORÈME B.6. — Soient p un nombre premier ^ 2, pour lequel l'équation (0) a bonne
réduction, et K, M, N comme dans la proposition B.3. Alors, le quotient AM/^N est premier
àp, si, pour tout caractère irréductible % de GM sur Fp, non constant sur G (M/N), le défaut
de régularité 8 (/, M) = 8 (^, H) est nul.

Venons-en maintenant à des exemples numériques précis d'utilisation de la propo-
sition B.l et du théorème B.6. Nous distinguons entre les nombres premiers inertes et
ceux décomposés dans K.

Nous nous référons librement aux minorations de discriminants obtenues récemment
par A. M. Odiyzko et autres. En effet, pour des corps de nombres de discriminant suffi-
samment petit, celles-ci interdisent l'existence d'extensions non ramifiées de degré trop
élevé, (cf. G. Poitou [24], § 7, remarque). Pour des tables numériques d'emploi commode,
on peut provisoirement se référer à [23].
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Enfin, pour p + 2 inerte dans K, et % un caractère irréductible de G sur Fp, on pose
N^ = N (I-y, où N (H^) désigne l'extension abélienne non ramifiée de H^ telle que
G (N (H,)/H,) ^ n (H), (cf. § 6, p. 345).

(a) NOMBRES PREMIERS INERTES DANS K, 3 ^ p ^ 13 :

- ^ = 3, inerte dans K = Q (^î), Q (^7), Q (̂ 19), Q (7^43), Q (V^)
^ Q(7-163).

D'après la proposition B.l, pour chacun de ces corps, excepté Q(^/—43), on a
8 (îc, H) = 0 pour tout caractère irréductible % + 1 de G sur F3; le théorème B.6 implique
donc

( / ÎH,3)=1

lorsque le corps de base K est différent de Q C\/—43).
Ici H = Q(^/—l, /̂̂ "3) pour K = QC\/-1); sinon H est une extension cyclique

de degré 4 de K qui contient K (^/-3). Notons que la formule de Dirichlet pour les corps
biquadratiques bicycliques (cf. [10], § 26), nous assure que le corps K (^/~^3) est principal
dès que K l'est : il suffit de vérifier sur une table que le nombre de classes du corps
Q (^/^D) est bien 1 (cf. [4], tables 1 et 2).

Par ailleurs, les minorations de discriminant d'OdIyzko, appliquées à H, impliquent
AH = 1 pour K = Q (^7), An ^ 2 pour K = Q G/^), h^ ^ 8 pour K = Q (^/^43)
et AH ^ 28 pour K = Q (^/—67). Appliquons ceci au corps K = Q (^/-43). D'après
la proposition B. 1, on a ô (o4. H) = 0 tandis que 8 (c^+a6, H) = 1. Le lemme 27 (§ 3),
modifié par l'appendice A, implique donc y (H)^ = { 0 }. Supposons y (H)^+o6 non nul;
comme le degré de c^+a6 est 2, on aurait

dim^(H),^==2,

et AH devrait être divisible par 9. La contradiction avec Odiyzko implique la trivialité
de «^(H); la proposition B.5 nous assure donc que l'on a encore

( ^ H , 3 ) = = l (7).

(7) Pour K = Q (\/—43), nous avons étudié de manière un peu détaillée le groupe des unités ellip-
tiques de H.

Rappelons d'abord que a = 16855 + 4.7.53\/3.43 est l'unité fondamentale, totalement positive,
de Q (\/3.43). Dans Q (V^, \/-43), l'unité -a est un carré :

Posons
-a=ô 2 , avec ô = 53^/-3+14^/-43.

le nombre

p=! [0+^3^159+14^3^43]

est racine de l'équation
X2-aX-ô=0,
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- ^ = 5, m^^ dans K = Q (^3), Q (^7), Q (,/^2), Q (^43), Q (V^é?)
^ Q (T^îôS).

En appliquant la proposition B. 1, pour chacun des cinq premiers de ces corps et pour
tout caractère irréductible ^ ^ 1 de G sur F 5 ? nous avons trouvé 8 (^, H) = 0, si bien
que le théorème B.6 implique

( ^ M , 5 ) = l

pour toute extension abélienne M de K de conducteur (5).
Par contre, pour K = Q (^/—163), nous avons trouvé 8 (v2. H) = 8 (v3. H) = 1 et

8 (^, H) = 0 pour tous les autres caractères irréductibles ^ + 1 de G sur F 5 - Par suite,
d'après le théorème 61 (§ 6), le nombre de classes du corps Q (^/—163, ^2îll/5) est divisible
par 5. Notons que v2 et v3 sont bien reflets l'un de l'autre dans le miroir de Leopoldt.
Nous avons étudié ce cas un peu plus précisément dans [28], appendice, p. 67-76. On
y a prouvé les isomorphismes

y (H),2 ̂  Gai (N,2/H,2) ̂  Z/5

et y (H),3 ^ Gai (N,3/^3) = { 0 }; on a ici H,. = Q (^-163, ^/5) et

H,3=Q(^~Î63, ^l/5).

En particulier, le nombre de classes du corps Q (^/-163, ^/5) est divisible par 5; il est
en fait égal à 15 d'après la formule de Dirichlet. Le lemme 27 (§ 3) prouve donc que
y (H)^2 est la seule composante non nulle de Y (H). Par suite, d'après la proposition B. 5,
le nombre de classes des extensions abéliennes M de conducteur (5) de Q(^/—163),

Si C désigne la classe de l'idéal ((1 + \^z^)lï) dans C/(p) = C/(3), on a

36 ̂  ̂ (CT^C)

(PHCC2)2^!)'

avec e2 = 1. Il s'ensuit que p appartient à fi'(H).
On vérifie alors que p engendre Of (H) modulo torsion en tant que Z [Gl-module (ou, de manière équi-

valente, que p12 engendre f2(H) modulo torsion). Ensuite, comme NH/K P = —1 n'est pas un carré
dans H, on montre que les éléments de fY (H) qui sont des carrés dans H appartiennent à Q' (H)2.
Le nombre de classes hn, égal à l'indice \S (H) : Î2' (H)] d'après le théorème B.6, est donc impair. Comme
on sait déjà que hu est premier à 3 et inférieur ou égal à 8, on doit donc avoir

AH = 1»5 ou 7.

Si CT = (((1 + \/—43)/2), H/K), on prouve alors que hu = 5 (resp. 7) si et seulement si le produit
u == p (p°)2 p<»2, qui vérifie

^36 _ <PH(I)<PH(C)
(PHCC'WC3)'

possède une racine 5-ième (resp. 7-ième) dans H. Un calcul numérique sans difficulté établit qu'il n'en
est rien. On a donc h^ == 1 et S (H) = Q' (H); en particulier p engendre ë (H) modulo torsion en tant
que Z [Gl-module. D
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auxquelles ^/5 appartient, est exactement divisible par 5; leur unique extension abélienne
non ramifiée de degré une puissance de 5 est donc N^M/M. Quant aux extensions abéliennes
non ramifiées de conducteur (5) de Q (^/-163), auxquelles ^/5 n'appartient pas, leur
nombre de classes est premier à 5.
- p = 7, inerte dans K = Q (^T), Q (^2), Q (^îï), Q (^^43), Q (^67)

et Q (̂ 163).
Pour chacun de ces 6 corps et pour tout caractère irréductible % + 1 de G sur F7, nous

avons trouvé 5 (%, H) = 0, si bien que le théorème B. 6 implique

( ^M,7 )= l ,

pour toute extension abélienne M de K de conducteur (7).
- p = 11, inerte dans K = Q (^3), Q (^ï), Q (^67) et (3(^163).
Pour les deux premiers de ces corps, nous avons trouvé, en appliquant la proposition B. 1,

ô(x ,H)=0

pour tout caractère irréductible % ^ 1 de G sur F^; d'après le théorème B.6, on a donc

(^M, l l )= l ,

pour toute extension abélienne M de Q C\/—3) ou Q (./—l) de conducteur (11).
Quant aux corps K = Q(^/-67) et 0(^-163), nous avons respectivement trouvé

8(5C, H) = 0 pour tout caractère irréductible % 7^ 1 de G sur F^ différent de c^+a44

et c^+a88 (resp. c^+a66), tandis que l'on a 8 (c^+a44, H) = ô (c^+o88, H) = 1
(resp. 8 (a6 + a66, H) = 1). Désignons par H^s (resp. H^) le sous-corps d'indice 4
(resp. 3) de H qui contient K = Q (^/-67) (resp. K = Q (^/-163)). Le théorème B.6
nous assure alors que

(/ÎM,H)=I,

pour toute extension abélienne M de Q C\/—67) (resp. Q (^/-163)) de conducteur (11),
ne contenant pas H^g (resp. H^). Mais, nous ignorons si les groupes ^(H)^+^4 et
y Wos+oss (resp. le groupe y W^+a^) sont nuls ou non, de sorte que, pour le corps H^g
(resp. H^s) et à plus forte raison pour le corps H lui-même, nos méthodes ne nous permet-
tent pas de conclure; notons toutefois que c^+a44 et c^+o88 sont reflets l'un de l'autre
dans le miroir de Leopoldt, et que c^+a66 y est son propre reflet.
- p = 13, inerte dans K = Q (^7), Q (^/^2), Q (v^TÎ), Q (^î^), Q (V^)

et Q (7-163).
En appliquant la proposition B.l, nous avons trouvé ô (%, H) = 0 pour chacun des

quatre corps Q (^/-7), Q (^2), Q (^/^îî) et Q {^(H) et tout caractère irréductible
% 7e 1 de G sur Fi 3, si bien que le théorème B.6 implique

(^M,13)=l

pour toute extension abélienne M de conducteur (13) de l'un de ces corps; ceci s'applique
en particulier à leur extension abélienne maximale H de conducteur (13) (cf. appendice C).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



360 ô. ROBÈKT

Par contre, pour les corps K = Q ( ^ / — 1 9 ) et Q(^/-163) nous avons trouvé
5 (v4, H) = 5 (v9. H) = 1 (resp. ô (v5, H) = 5 (v8, H) = 1) et 8 Oc, H) = 0 pour tous
les autres caractères irréductibles ^ 7^ 1 de G sur Fi3. Le théorème 61 (§ 6) nous assure
donc que 13 divise le nombre de classes des corps Q (^/-19, e2^13) et Q(^/-163, é?2"1713).
Plus précisément, d'après la formule (42) (§6), on a, pour K = Q(^/—19),

(B. 1) # y (H),4. # Gai (N,9/H,9)
= # ^(H),9. # Gal(N,4/ÏU = 13,

et, pour K = Q (^/-163),

(B. 2) # ̂  (H),s. # Gai (N^/Hs)
= # y(H\5. + Gal(N,8/H,s) = 13.

Ici H^ (resp. H^s) est le corps obtenu par adjonction de ^/—19 (resp. ^/-163) à
l'extension cubique cyclique A de conducteur 13 de Q. Quant à H^ (resp. H^) c'est le
sous-corps d'indice 3 de Q (^/—19, e2"1113) qui contient Q(^/-19) (resp. le corps
Q (7^163, ^"713)). __

Mais ^(AÇ^-^))) (resp. ^(13) (A(^/-163))) s'injecte dans U^A^/-^))
(resp. U^^ (A (^/-163))); en effet A est le sous-corps réel de A (^/^~19) et A (^/-163),
si bien que les groupes ^^(AÇ^/-^)) et ^(13) (A(^/-163)) sont isomorphes au
quotient ^/^13 du groupe ^ des unités de A, et notre assertion résulte alors de ce que 13
est régulier sur Q. Par suite, les groupes 7c(A(^/—19)) et n (A (^/—163)) sont nuls;
ceci prouve la trivialité des extensions N^/H^ (pour K = Q (^/-19)) et N^/H^s (pour
K = Q(^/—163)). D'après les identités (B.l) et (B.2), on a donc les isomorphismes

^(A(^Ï9)),4 ̂  Z/13 ̂  ^(A(7-163)),8,

et, d'après la proposition B. 5, les nombres de classes des corps A (^/-19) et A (^/-163)
sont divisibles par 13. En fait, les techniques de H. Hasse [10], en particulier la formule (1)
(§ 27, p. 79), et la formule (3) (§ 28, p. 82, loc. cit.), permettent de déterminer les nombres
de classes relatifs h^ des corps A(^/—19) et A(^/—163); on trouve respectivement 13
et 7.13 pour valeurs de /^. Comme le corps A est principal, on a donc

/ÎA (V^Î9) =13 et /IA (V=T63) =7.13.

On peut de même déterminer le nombre de classes relatif du sous-corps H^ç, qui
contient Q(^/~19) et est d'indice 3 dans Q (̂ "î , e2^13), (resp. du corps
H^s = Q(^/-163, e2^13)); on trouve respectivement 3 et 73.13.17 (8).

(8) Pour le premier de ces corps les contributions respectives de %^9, 5^3 /^9, et de la classe de conju-
gaison de /?3 (avec les notations de [10]), sont 1/2, 3 et 1/2. Il s'ensuit que l'indice Q est égal à 2 et h^ à 3.

Pour le corps Q(\/—163, e2"1'13) les contributions de xîâs et ^3 50^3 sont respectivement 1/2 et 17,
et celles des classes de conjugaison de Xis> XL» XÎ3 xîâs et xfes xîès (de degrés respectifs 4, 2, 2 et 2)
sont 1/13, 1/2, 72 et 7.13. Il s'ensuit que l'indice Q est égal à 2 et h^ à 73.13.17.
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Par ailleurs, le sous-corps réel maximal B de H^ est le sous-corps réel cyclique de degré 4
de Q^/"^, e2^13); son discriminant D est IS3.^2, d'où

Di/4 ̂  ^33/4 ^i/2 ^ 29,8425.

Les minorations de discriminant d'OdIyzko nous assurent que B ne peut pas posséder
d'extension réelle non ramifiée de degré > 9; par suite, le nombre de classes de B est premier
à 13. En fait, d'après un calcul que M. N. Gras a bien voulu nous communiquer, le
corps B est principal, et donc h^^-^^ = 3; ainsi, d'après la proposition B.5, le groupe
^(H^) est nul, et, compte tenu de l'identité (B.l), on a l'isomorphisme

Gai (N,4/'A (7^19)) ̂  Z/13 ̂  ̂  (A (^/^Î9)),4.

Compte tenu du lemme 27 (§ 3), le groupe y (H)^ est donc la seule composante non nulle
de y (H), et la proposition B. 5 prouve que le nombre de classes des extensions
abéliennes M de conducteur (13) de Q (^/—19), qui contiennent le corps A, est exactement
divisible par 13; leur unique extension abélienne non ramifiée de degré une puissance
de 13 est donc N^M/M. Quant aux extensions abéliennes de conducteur (13) de Q (^/-19)
qui ne contiennent pas A, leur nombre de classes est premier à 13.

De même, pour prouver l'isomorphisme présumé

Gal(N,8/A(V-163)) ̂  Z/13 ̂  ̂ (A(7-163)),s,

ou, ce qui revient au même d'après le lemme 27 (§ 3) et l'identité (B.2), que y (H)^g est
la seule composante non nulle de Y (H), il suffirait de prouver que le nombre de classes
du sous-corps réel maximal (9) de Q (^/—163, e2"1112) est premier à 13. Mais, nous
n'en savons rien, si bien que la proposition B. 5 prouve seulement que le nombre de classes
des extensions abéliennes de conducteur (13) de Q (^/—163), qui contiennent le corps A,
est divisible par 13, tandis que le nombre de classes de celles qui ne contiennent pas A,
est premier à 13.

(b) NOMBRES PREMIERS DÉCOMPOSÉS DANS K, 5 ^ p ^ 107 OU p = 163.

Nos résultats sont réunis dans le tableau B.III. On y indique, pour chaque corps
K = Q (./—D) et chaque nombre premier p décomposé dans K, les entiers k divisibles
par e, tels que 0 < k </?—!, pour lesquels le numérateur du nombre de Hurwitz
Gfc (L) e Q (où L <= C désigne le réseau associé à l'équation E^) est divisible par p,
c'est-à-dire pour lesquels on a

[G,(L)]=0.

Par exemple, pour K = Q (^/—43) et p = 67, on a

[G3o(L)] = [G3s(L)] = [G(,,(L)] = 0.

(9) Son discriminant D est égal à IS^.lôS6, d'où D^12 = IS11712.^172 < 134,0321.
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TABLEAU B.III

Nombres premiers irréguliers décomposés dans K

Les croix désignent les couples (K, p\ où p est inerte ou ramifié dans K, et les cases blanches les nombres
premiers réguliers décomposés dans K.

\ p
K X.

Q^)

Q(V^i)

Q(\p7)

QOF2)

Q(FT"Î)

QtV^)

QtV"^)

Q(Y^67)

Q(FÏ63)

5

X
Xx

xxx

7

Xxxx
xxx

1 1

xx
x

xx

1 3

xxxx
xx

1 7

x
x
x
12

•)(•

xl

1 9

Xx
xxx
2

Ix

23

X
X
x

1 6

X

29

X

Xxxx
x

31

Xxx
x
xx

37

X

xx
x

41

X
x
26; 36

«

X
X
24

X
28

43

36
*

X

X
30

X
X

47

X
X
X
X

1 2

53

X

X

X

X
32

59

X
X
X

X

X

61

36:56
•X-

Xx
X
X
X

XPK X
Q(V^3)

QîF^)

Q(V^7")

Q(F2)

Qt^Tf)

0(^19)

QtV"^)

Qt^?)

Q(FÏ63)

67

X
f8——

•X-

X
62

Xtxl

71

xx
x
24

xx
20

58

73

X

x
x
Ixl

79

66
•x.

X
xxx
76

x
M

83

Xxx
x

62

89

X

x
?

manque

Xx
22?72

X

97

X

x
x

101

x
xxx
78

xx

103

Xxx
x

x

107

xx
3ô

xx
X

163

X

82

82

X
84

X
Précisons trois points :
— Dans les limites du tableau nous n'avons rencontré aucun nombre de Hurwitz

Gk (L) comme ci-dessus, dont le numérateur soit divisible par p2.
— Pour le corps K = Q (^/^7), les nombres de Hurwitz Gj, (L), avec k entier pair

tel que 0 < k < p— 1, sont tous ^-inversibles, du moins lorsque p est un nombre premier
décomposé dans QC\/—7) inférieur ou égal à 163.
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- Lorsque p est « irrégulier pour K », il est parfois possible d'utiliser les minorations
de discriminants d'OdIyzko pour prouver que le nombre de classes de H (corps de classes
de K pour le rayon module p) est premier à p; il suffit pour cela que D et p ne soient pas
trop grands (10). Dans ce cas, la proposition 57 (§ 6) affirme l'existence d'extensions abé-
liennes de degré p de H, non ramifiées en dehors de p et sauvagement ramifiées en p :
il y a autant de telles extensions linéairement indépendantes que d'indices k, divisibles
par e, vérifiant

0<k<p-l et [Gfe(L)]=0.

Ces couples sont désignés dans le tableau B.III par un astérisque.

(10) Prenons pour exemple le corps Q (\/^2) dans lequel 67 est décomposé. Tous les nombres Gĵ  (L),
pour k pair tel que 0 < k < 66, sont 67-inversibles, à l'exception de Gis (L). Par suite, d'après le
lemme 27 (§ 3), on a y (H\ = { 0 } pour tout caractère irréductible / de G = Gai (H/K) sur F67 différent
de or18. Désignons par M l'unique sous-corps d'indice 3 de H contenant QCV^); c'est une extension
de degré 11 de Q (\/—2). Son discriminant D vérifie

ID^^S172^571^ 19,1241.

II s'ensuit que l'on a h^ ^ 12 : le nombre de classes de M est premier à 67. D'après la proposition B.5,
on a donc y (M) = { 0 }, et en particulier

^(H),i8=^(M),i8={0},

de sorte que le groupe y (H) est nul. La proposition B. 5 nous assure que le nombre de classes de H est
premier à 67.
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C. REMARQUES SUR LE TRAVAIL CITÉ D'A. P. NOVIKOV

Pour chaque corps quadratique imaginaire K, d'anneau des entiers (9, A. P. Novikov
introduit dans [22] (p. 1075) des invariants B^eHo, définis pour m entier ^ 1. Dans
nos notations, ces invariants vérifient l'identité formelle

- z -^log^z, L) = 3 + S B^z-/(m-l)!,
e ôz e m^i

où L c C désigne le réseau associé à l'équation de Weierstrass, d'invariant j(0), ainsi
choisie :

y2=4x3-l, si K=Q(7^3);
^=4^-x, si K=Q(V^T);
^2=4x3-3yO•-2633)x-/(J-2633)2,

avec j = y (<P), si K + Q (^3) et ^ Q (^i).
Or, la fonction elliptique ^ ' (z, L) admet pour pôles les points de L, chacun d'ordre 3,

et pour zéros les points de (L/2)—L, chacun d'ordre 1, d'où l'identité

^'(z, L)12 = AO^e^z, ̂ /eCz, L)4 = WlQ(z, L; (2)).

Par suite, d'après la formule (6) (§0), on a

-^log^L^+E^G^.
e ôz e k>o e

e | k

En identifiant, il vient
(^em — A\

B^m-l)!^——-^(L).
e

Ainsi, pour p ^ 5 et ^ ^ ^n ^ (^—1)-^, les nombres B^ sont des éléments p-entiers
de Ho (cf. [22], lemme 10), et B^ est p-inversible si et seulement si le nombre de Hurwitz
G^(L) et l'entier 2^-4 le sont. De plus, pour K ^ Q (^/-l) et + Q (^/^3), on a
B^ = 0.

Le théorème 2 de [22], qui a inspiré le théorème 1 du présent travail, est plus faible
que celui-ci des points de vue suivants :

— il ne concerne que les corps K = Q (^/^î) et K = Q C\/—3), et les nombres
premiers qui s'y décomposent;

— même dans ce cas, la condition obtenue est un peu moins stricte.
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Dans le même article, il est énoncé que p divise le nombre de classes h^ du corps de
classes H de K pour le rayon module p, pourvu que K soit différent de Q (^/^T)
et Q(^/^~3) et que p satisfasse les quatre conditions suivantes :

(i) p est inerte dans K;
(ii) p ne divise pas 6 N^ (7 (0) (J (0) - 2'33)) ;

(iii) le résidu du nombre 2 a un ordre pair dans le groupe F^ des résidus modulo p\
(iv) le corps H contient au moins une unité non congrue module q2 à un élément de Ho,

pour un idéal premier convenable q de H au-dessus de p.
(C/. [22] th. 1, p. 1073).
En fait, ceci n'est pas toujours exact; examinons par exemple le cas où le corps K est

principal. Notons encore D la valeur absolue du discriminant de K, et L c: C le réseau
associé à l'équation de Weierstrass Ep. La condition (iv) est relativement facile à vérifier.
D'après le lemme 24 (§ 3) et la proposition 22 (b), il suffit que le nombre rationnel G^ (L)
soit ^-inversible. Pour la condition (iii), elle est certainement vérifiée psir p = 13; en effet,
on a

26=64=E-l(modl3),

de sorte que la classe de 2 modulo 13 est d'ordre 12. De plus, d'après le tableau I de l'appen-
dice B, aucun des entiers rationnels j (0^) = l^gi^l^ etjÇO^-Z^3 = 2636^D/AD
n'est divisible par 13. Enfin, le nombre 13 est inerte dans chacun des corps principaux
K = Q(^/-D), avec D = 7, 8, 11, 19, 67 et 163, si bien que 13 satisfait aux condi-
tions (i) à (iv) pour chacun de ces six corps.

Or, les calculs dont nous avons donné les résultats dans l'appendice B prouvent que
l'on a (AH, 13) = 1, lorsque H désigne le corps de classes du rayon modulo (13) de l'un
quelconque des quatre corps Q (^/-D), avec D = 7, 8, 11 et 67.
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D. MÉTHODE DE CALCUL DES NOMBRES DE HURWITZ

Table des sections :

(a) construction d'une équation de Weierstrass d'invariant j(0), ayant bonne réduction
enp,

(b) formules pour G^ (û-1 L), €4 (a-1 L) et Gç (û-1 L);
(c) estimation du dénominateur de G^ (û~1 L);
(d) détermination de L et calcul de G2 JL);
(e) calcul de Gfc(û~1 L) à partir des nombres Gk(L) et K (a, L);
(/) étude de X(a, L); équation de Weierstrass minimale;
(g) calcul de À, (a, L);
(h) récapitulation et formule de récurrence pour les séries d'Eisenstein Gj^, k ^ 8.

(a) Construction d'une équation de Weierstrass, d'invariant égal à j (G), ayant bonne
réduction en p.

Soit K un corps quadratique imaginaire d'anneau des entiers (P, et supposons que l'on
connaisse l'invariant modulaire j (C) (u). Rappelons que la théorie de la multiplication
complexe nous dit que j ((S) est un entier algébrique de degré égal au nombre de classes
d'idéaux h de K; le corps Ho = K(j(d))) est l'extension abélienne non ramifiée maxi-
male de K. De plus j (0) est réel; en effet, l'anneau 0 est stable pour la conjugaison
complexe. Par suite, lorsque h = 1, l'invariant y (0) est un entier rationnel (cf. appendice B),
et lorsque h = 2, un élément entier du sous-corps quadratique réel de Ho (cf. appendice E).

Il est alors facile de construire une courbe elliptique E, représentée par une équation
de Weierstrass

};2=4x3-g2^-^

d'invariant 7'E = 26 33 ̂ /(^j-27 gj) égal aj ((P), dont les coefficients ̂  et ^3 appartiennent
à l'anneau des entiers 0 (Ho) de Ho :
- si K = Q C\/^3), on peut prendre g^ = 0 et ^3 = 4; l'équation E^ correspondante

a bonne réduction en dehors de 2 et 3;
- si K = Q C^/^ï), on peut prendre g 2 = 4 et ^3 = 0; l'équation E^ correspondante

a bonne réduction en dehors de 2;
- enfin, si K + Q (^3) et + Q (^/^T), c'est-à-dire j (G) ^ 0 et ^ 26 33, on peut

prendre g^ = 3j(j-2633) et ^3 =j(j-2633)2 avec j =j(0); si D désigne la valeur
absolue du discriminant de K, l'équation EJ) ainsi définie a bonne réduction en dehors
des diviseurs premiers de NHo/Q(6y(y—2633)).

De plus, quel que soit le nombre premier p, il existe une courbe elliptique E, définie
sur Ho et d'invariant j^ égal à j(0), ayant bonne réduction en p (cf. [30], § 6, cor. 1,

(11) Cette hypothèse est très restrictive. En effet, on ne sait calculer j (G) que pour un nombre fini de
corps quadratiques imaginaires de petit discriminant (cf. [37] et [2] ainsi que [26], [36] et [3]).
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p. 507). Il en résulte que, pour tout idéal premier q de Ho, le discriminant

A==gi-27g32=2636720•-2633)3

de l'équation Ep doit vérifier i^ (A) s 0 (mod 6), d'où les congruences

v^ (j) EE 0 (mod 3), v, (j - 26 33) = 0 (mod 2).

Par suite, pour p ^ 2 et ^ 3, on peut toujours « tordre » les coefficients de l'équation Ep,
de façon à lui donner bonne réduction en p, tout en lui conservant sa forme d'équation
de Weierstrass à coefficients dans Q (Ho).

Il en est de même pour p = 3, à condition que 3 soit inerte dans K. En effet, on a alors

^0-)=3 et ^(j-l^3)^,

pour tout idéal premier q de Ho au-dessus de 3 (12). Or, comme Vc^(j—2633) est pair,
il existe a dans Ho tel que

f 2^(a)+^a-2633)=0, si q | 3;
[ ^(a)^0, si (q,3)=l.

Les coefficients « tordus » :

f g2=S2^~2)2=UI^)X^U^6^

lg3=g3(a3-2)3=0733)xa30•-2633)23-3

appartiennent alors à Q (Ho). De plus g^ est 3-inversible, si bien que le discriminant
A' = (^)3—27(g^)2 l'est aussi : l'équation associée à g\ et ^3 a bien bonne réduction
en 3.

(b) Formules pour G^ (a~1 L), 04 (û~1 L) et Gç (û~1 L).
Désignons toujours par D la valeur absolue du discriminant de K, et supposons connue

une équation de Weierstrass

ED: y2=^x3-g2X-g^,

d'invariant j = 26 33 g^/(g^ -27 gj) égal SLJ (0) et dont les coefficients g^ et ^3 appartiennent
à 0 (Ho). Soit L = p(P, avec p e C ^ le réseau tel que

g2=60G4(L) et g3=140Gô(L).

(12) Soit E une courbe elliptique, définie sur Ho, d'invariant y==y(^) , ayant bonne réduction en 3.
Comme 3 est inerte dans K, la courbe elliptique réduite modulo n'importe quel idéal premier q de Ho
au-dessus de 3 est supersingulière, autrement dit ne possède aucun point d'ordre 3; par suite, on a
vq(j) > 0- D'après [30], §6, p. 510, ceci, joint au fait que E a bonne réduction en 3, implique
t?q(/-26 33) ^ 6 et donc v ^ ( j ) = 3.
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Pour a idéal entier de K, les formules (5) et (6) (§ 0) impliquent l'identité

12[N(û)-l+ S (G,(a-lL)-^(a)G,(L))zk]
k>0
e \ k

=-62^-^ v ri-^-^T1.y, r_^(^L)T
ea - iL /LL ^, L)J^(Z,L) X e a - i L / L L ^(z,L)

Développons le membre de droite en série de puissances de z jusqu'à l'ordre 6, puis
identifions les coefficients de z2, z4 et z6 dans chacun des deux membres. On obtient les
formules (cf. aussi J. Velu [35]) :

(D.l) G^û-^-N^G^L)^^,

(D.2) G4(û-lL)-N(a)G4(L)==^2)L-6(N(û)-l)G4(L),

(D.3) G6(a-lL)-N(û)G6(L)=^3)L-9G4(LX)L-15(N(û)-l)G6(L),

où l'on a posé ̂ \ = £' ^l ()i, L) pour i = 1, 2 et 3, la somme étant prise sur tous
Xea^L/L

les éléments À- non nuls de a"1 L/L.

Ces formules peuvent être utilisées pour calculer les nombres G 2 (û~1 L), G4<û~ 1 L)
et Ce (a~1 L) à partir de G2 (L), G4 (L) et Gç (L), en s'aidant du ^-développement de
la fonction ^ (z, L) (13). De même, à condition de choisir pour û un idéal principal, la
formule (D. 1) permet de calculer G^ (L) à partir de G4 (L) et Gç (L).

(c) Estimation du dénominateur de G^ (û~1 L).
La somme ^^ étant une fonction symétrique des ^ (k, L), lorsque ^ parcourt les

éléments non nuls de a"1 L/L, appartient donc à Ho; par suite, quel que soit l'idéal entier a
de K, la quantité 2 ̂ \ doit être un entier algébrique (cf. J. W. S. Cassels [5]). D'après
(D.l), le produit 2(62 (û-1 L)-N (û) G^ (L)) appartient donc à 0 (Ho).

Choisissons alors pour û un idéal principal (a) de K. Il vient

G^(a-lL)-^(a)G,(L) = a(a-oc)G,(L),

(13) Soit oS? c= C un réseau de base (^i, Wz) telle que Im(^2/^i) > 0, et posons

q = e2^2'^, q, = e2^^.
Alors, pour tout zeC—oS?, on a

(D.4) f^Y^z,^)=l+E qmqz ^E-^;
\2nij 12 m.z(l-qmq,)2 n=i l-q"

(cf. e.g. [16], chap. 4, §2, prop. 3).
En fait, comme z\—>^(z, jSf) admet jS? pour réseau de périodes, et est une fonction paire de z, on peut

toujours choisir un représentant de z de façon que l'on ait

H^l^l^l-^
si bien que la série (D.4) converge très rapidement et fournit de bons résultats numériques.
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où a désigne le conjugué de a. Comme le p.p.c.m. des nombres a (a-a) est l'idéal (^/—D),
il s'ensuit que 2 ̂ /-D G^ (L), et donc 2 ^/—D G^ (û~1 L), appartient toujours à Q (Ho).

{d) Détermination de L et calcul de G^ (L).
Cas h = 1.
Lorsque K = Q (^/-3) ou K = Q (^/^î), on a alors G^ (L) = 0, puisque K possède

des unités d'ordre > 2 tandis que la série d'Eisenstein G^ est homogène de poids —2.
Supposons donc K différent de QC\/—3) et Q (^/^î), ce qui équivaut à demander

que chacun des nombres G4 (L) et Gg (L) soit non nul. Si p = p (L) désigne le nombre
complexe tel que L = p d), on déduit alors de l'homogénéité des séries d'Eisenstein G4
et Ce la formule suivante pour p2

2_(GeW\(G^O)\-1 ^140 g, G^O)
\G,(L))\G^(L)) 60 g3 G^e))9

Les nombres g^ et ^3 étant donnés et les ^-développements de G4 (O) et G5 (G) connus (14),
cette formule permet de calculer numériquement le nombre transcendant p2, et donc L.
Du ^-développement de G^ (G) (14), on déduit alors la valeur de

G,(L)=p-2G,(0).

Enfin, pour déterminer exactement G2 (L), il suffit de se rappeler que 2 ̂ /-D G^ (L)
appartient à l'anneau des entiers de Ho = K, comme prouvé en (c). De plus, les quantités
G^ (^), G4 (0) et Ce {(5) sont réelles, et les invariants g^ et ^3, considérés dans l'appen-
dice B, entiers rationnels donc réels; par suite G^ (L) est aussi réel. Suivant que
K = Q (^/^2) ou K + Q (^y^), il s'ensuit que le produit 4 G^ (L) ou 2 G^ (L) est un
entier rationnel (15).

Cas h > 1.
Le raisonnement dans son principe est le même que précédemment.
Pour tout idéal a de K, désignons par (a, Ho/K) e G (Ho/K) l'automorphisme d'Artin

de l'extension Ho/K associé à û. Pour tout élément y de G (Ho/K), soit Ly <= C le réseau

(14) Soit «S? <= C un réseau de base (wi, ^2), avec Im (wzlwi) > 0. Alors, on a

f^l\2^ ,^_ 1 fi ^ V m?" 3^YG.(^=j-ri-24z-^^ 3 1
\27C/ 6 x 2 L n^il-q11 7iIm(w2/Wi)J

(wlXG,W=——— ^1+240S"3 €"
\2n} 30x24 L mil-q'niii-q"^

^6 1 r »5/," ~l

.3 „» -1

fwlYG,^)=-^-^l-504Env

\27i;/ 42x720L n^il-q

où l'on a posé q = e2ni(w2/wi) (cf. e.g. [16], chap. 4).
Bien entendu, on utilise ici ces formules pour oS? == ^, et lorsque h > 1, pour o$? = a""1, avec a

idéal de K. n
(15) Les valeurs trouvées pour G 2 (L), sont données dans le tableau B.II.
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tel que
G4 (L,) = G4 (L)7, G, (L,) = G, (L)^

d'après (D.l), on a donc
G,(L,)=G^L)\

Or, d'après la théorie de la multiplication complexe, on a

j(^^=j(a-1),

si bien qu'il existe un nombre complexe p (û) = p (û, L) non nul tel que

L(a.Ho/K)=P(û,L)a"1 .

Soient je G (Ho/K) et û un idéal de K tels que (û, Ho/K) = y. Les nombres
g\ = 60 G4 (L^) et g\ = 140 Gç (Ly), ainsi que les ^-développements de G2 (û~1), G4 (a~1)
et Ce (a~1) étant connus (cf. note ci-dessus), les formules suivantes permettent de calculer
p (û)2, puis G^ (Ly) = G^ (Ly :

^,140^G,(a^
(D.5) 60 g\ G4(û-1)

G^L^pO^G^û-1).

Lorsque Y parcourt G (Ho/K), on obtient ainsi un système de h valeurs

ûy + ifcy, avec ûy et b^ réels,

approchant les nombres G^ (L)7; système qu'il suffit ensuite de résoudre sachant que
2 ^/—D G2 (L) est un entier de Ho.

En fait, nous n'avons entrepris ce calcul que dans le cas h = 2; le cas h > 2 reste à traiter.
D'après Gauss, lorsque h = 2, il existe un diviseur premier d+ de D tel que H+ = Q (^/d+)
soit le sous-corps réel de Ho, et on a

Ho = K(7^) = Q(7^, ̂ ^

De plus, la classe non triviale de K peut être représentée par un diviseur premier & de D
dans K. Posons T = (&, Ho/K) : c'est l'automorphisme non trivial de l'extension Ho/K;
autrement dit, on a

( (7^=-^

Nous choisissons les coefficients g^ et ^3 de E^ dans l'anneau des entiers 0 (H+) : c'est
possible, quitte à étendre l'ensemble des nombres premiers où Ep se réduit mal; en effety (0)
appartient à R n 0 (Ho) = 0 (H+), comme remarqué en (û). Les nombres G^ (0), G^. (0)
et Gç (0\ ainsi que g^, g^ et^, g\ sont donc tous réels; de plus, comme & | D, l'idéal &
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est invariant par conjugaison : les nombres G^ (8), G^. (8) et Gç (8) sont aussi réels.
Par suite, les valeurs numériques obtenues pour G^ (L) et G^ (LY doivent représenter
des éléments conjugués de H 4.. La valeur exacte de G^ (L) s'en déduit immédiatement :
on sait que 2 ̂ /—D G^ (L) appartient à 0 (Ho), si bien que, pour D impair (resp. pair)
le produit 2 ̂ /d+ G^ (L) (resp. 4 ^/d+ G^ (L)) doit être un élément entier de H+.

(e) Calcul de Gj^û"1 L) à partir des nombres G^(L) et À-(a, L).
Pour tout idéal û de K, désignons par À- (û, L) le quotient p (û, L)/p (L) : c'est le nombre

complexe caractérisé par l'identité

(D.6) û^L^û.Lr^L^Ho/K).

Cette identité définit À, (û, L) à multiplication près par une unité de K.
Si l'idéal a est principal, le nombre X (a, L) est simplement un générateur de û. En général,

d'après (d), le nombre À- (a, L) vérifie les identités suivantes qui le caractérisent :

G,(a-lL)=^(a,L)2.G,(L)<ûtHO/K),
(D. 7) G4 (a- ' L) = X (a, L)4. G4 (L)^'HO/K),

G^a^L) = Ma, ̂ .G^L)^110^.

Par suite, la puissance ^-ième À, (a, L)6 de À, (a, L) appartient à Ho; comme e = 2 pour
K ^ QC\/—3) et ^ Q(^/—l), ceci prouve que ^(û, L)2 appartient à Ho, quel que
soit le corps de base K.

En fait, pour tout entier pair k > 0, on a

(D.8) G^û-1!.) = Ma, L^.G^"0^;

en effet, pour tout entier pair k ^ 8, la série d'Einsenstein Gĵ  s'exprime comme un poly-
nôme à coefficients rationnels en G4 et Gg {cf. (h), formule (D.10)). Ainsi, la détermi-
nation de G^û"1]-/) se ramène-t-elle à celle des nombres G^(L) et À,(a,L).

(/) Étude de X (a, L); équation de Weierstrass minimale.
Les nombres ^ (a, L) introduits précédemment possèdent les propriétés formelles

suivantes :
(i) pour tout a e K ^ , on a

^(aû.Ly^a^.Mû.Ly;

(ii) pour tout P e HQ , on a

K(û, P^L)' = X(û, L^.P^'110^/?,

ou P176 désigne une racine e-ième de ?/

(iii) pour tout élément "y de G (Ho/K), on a

?i(û,L,r=(Mû,L)T;
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



372 G. ROBERT

(iv) (propriété de cocyclë). Pour tout couple a, b d'idéaux de K, on a

K (ab, L)6 = (K (b, L)6)^'HO/K). K (a, L)6.

La propriété (i) résulte trivialement de (D.6). Les propriétés (ii) et (iv) se déduisent faci-
lement de (D.7), et il en est de même de (iii) compte tenu de la relation

G^l^)=Gk(a-lL)\

Ces propriétés permettent de décrire un peu plus précisément les nombres ^ (û, L).
Commençons par un résultat d'ordre général.

PROPOSITION D.l. - Soient û un idéal de K, ^ V ordre de (û, Ho/K) dans G(Ho/K)
et m^ le p.p.c.m de e et n^. Alors, pour chaque générateur a e K^ de a"», il existe peH^
tel que

X(a, L)^ = a^^.p^110710/?.

Démonstration. — D'après les propriétés (i) et (iv) des nombres K (a, L), il vient :

(D. 9) a6 = X (a"0, L)' = fî (^ (û, L)6)^HO/K).
fe=i

Posons alors 11 = (^(a, îJ)^)^^^^^ d'après (D.9), on a fl ^ak)ïlo/K) = 1, et
fc= i

l'assertion de la proposition résulte du théorème 90 de Hilbert.
Restreignons-nous maintenant au cas h = 2, et adoptons les notations introduites à

la fin de (d). En particulier 9 désigne un diviseur premier non principal de D dans K,
et T = (ô, Ho/K) l'automorphisme non trivial de Ho/K. On a ô2 = (N ô\ et, d'après
la proposition précédente, il existe Pi et P^ dans H^ tels que

f xo^+Naopvp^o,
[ M^I^-NWP^P^O.

D'après la propriété (ii) des nombres X (û, L), il s'ensuit

M8, Pr172^2 = (~iyN(8), i = 1, 2.

De plus, si g2 et ^3 appartiennent à H+ = Q (^/rf+), l'identité (D.9), avec û = 8 et
a = ± N 8, nous assure que l'on peut choisir Pi et P^ dans H+. Mais, le quotient Pj/P,
ne dépend que la classe de P, modulo Q", et l'on peut aussi bien choisir Pi et p^ entiers
dans H+. Ceci implique la proposition suivante :

PROPOSITION D.2. — Soient K un corps quadratique imaginaire de nombre de classes 2,
et 9 un diviseur premier non principal de D dans K.

Alors, il existe des équations de Weierstrass :

Eg): j^^^-g^x^, f = l , 2 ,
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dont les invariants sont égaux à j ((B) et les coefficients g^ et g^ appartiennent à 0 (H+),
telles que les réseaux L^ c= C et L^ <= C respectivement associés à E^ et Ep^ vérifient

(1) Ma.L^+NO)^,

(2) M&.L^-NC^O.

De plus, les identités (D. 1) et (D. 7) nous fournissent un critère commode pour recon-
naître si un réseau L vérifie l'une des relations (1) ou (2) de la proposition précédente.
Plus précisément, on a :

LEMME D. 3. — Soient 8 | D et E^ comme dans la proposition précédente, L c= C le
réseau associé à E]) et G^ (L) = (m/2)+(n ^ / d + / 2 d+), où m et n sont des nombres rationnels
tels que (2 m, 2 n) e Z x Z.

Alors, quand m est + 0, on a K (8, L^+N (9) = 0 si et seulement si ̂ \ = -m N(9);
de même, quand n est -^ 0, on a K (9, ^—N(0) = 0 si et seulement si

^^-nNO)^:.
^

On peut également prouver le lemme suivant, d'usage plus malaisé.

LEMME D.4. — Soient L <= C comme dans le lemme précédent, et 9i, 83 deux diviseurs
premiers non principaux distincts (16) de D dans K.

Si ^^L = m et ^^L = n \/^+? où m et n sont des nombres rationnels tels que
(2 m, 2 n) e Z x Z, alors on a

G2(L)=- l(mN(^)- l+nN(^2) - l^/^).

De plus, si le couple (m, n) est différent de (0, 0), on a

^^(-lyN^), 1=1,2.
Démonstration. — Pour i == 1,2, posons d^ = N (9,); et soient û?, 6, a et ? des nombres

rationnels tels que G 2 (L) = a-\-b .fd+ et X (&i, L)2 = a+P ^/rf+. Comme

U-d^d^)= 81 &2,

on a

M^I^^^.L)2.
»i

(16) Un tel couple existe pour tous les corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 2, à l'excep-
tion de ceux tels que D = 4 (mod 8), à savoir K == Q (V^), Q (\/—13) ou Q (\/'^y7).
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D'après (D.7), la formule (D.l), appliquée à a = &,, implique les relations

i (a+p7^)(fl-fc^)-^+^^)=m,

-^+Ç^)(a-b^d+)-d,(a+b^)=nd^^.
[ ^2

On en tire le système

et les relations

a p — f c a = Mi,
bd+ P — a o c = ad^

f 2ad^+m =0
f Ibd^+n =.

Ces dernières prouvent l'égalité

G,(L)= l(mrf^ l+^21^/^).

Quant au système, on en déduit p = 0 et a+û?i = 0, c'est-à-dire ^(&i, L)2^-^ = 0,
pourvu que le déterminant

a "fc =-N(a+fc7d7)004. —a

soit non nul, c'est-à-dire (m, n) ^ (0, 0).
Toujours lorsque h = 2, le nombre premier d+ tel que H+ = Q (^/d+) est égal à 2,

5, 13, 17, 29, 37, 41, 61 ou 89 (ç/; appendice E), si bien que H+ est toujours principal.
Par suite, parmi les équations de Weierstrass d'invariant j {0\ et dont les coefficients g^
et g3 appartiennent à 0 (H+), il est possible d'en trouver une telle que son idéal
discriminant

(A)=fei-27gj)

soit minimal, pour la relation de division parmi les idéaux entiers de H+. Bien entendu,
deux équations de Weierstrass d'invariant j (0), et dont les coefficients respectifs g2, g 3
et g^ §3 appartiennent à 0 (H+), ont même idéal discriminant si et seulement si il existe
une unité u e S (H+) telle que

g2=M 2 ^ et g3=u3g3.

Les calculs résumés dans le tableau E.II prouvent alors le résultat suivant.

PROPOSITION D.5. — Soit K un corps quadratique imaginaire de nombre de classes 2.
Alors, il existe un diviseur premier 8 non principal de D dans K, et une équation de

Weierstrass E^ (d'invariant égal à j (Q\ et dont les coefficients g^ et ^3 appartiennent à

4e SÉRIE — TOME 11 — 1978 — N° 3



NOMBRES ÛÉ HURWITZ ET UNITÉS ELLIPTIQUES 375

6 (H+)) dont l'idéal discriminant est minimal, tels que

M^I^+NO)^,

pour le réseau L c: C associé à Ep.
D'après la propriété (ii) des nombres K (a, L), l'idéal ô et l'équation E^ dont la propo-

sition précédente affirme l'existence, sont uniquement déterminés, au signe de ^3 près.
En fait, dans le cas très particulier considéré, la proposition D.5 constitue une réponse
à une question plus générale posée par C. J. Moreno dans [21] (chap. X, p. 69), et il serait
certainement intéressant d'en posséder une démonstration ne reposant pas sur l'énumération
des corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 2 (17).

Enfin, la remarque suivante résulte aussi du tableau E.II.
Remarque D.6. - Soient 8 et L comme dans la proposition précédente.
Alors, pour chacun des trois corps K = Q(^/-D), avec D = 20, 52 ou 148, on a

N (&) = 2, si bien que l'invariant X (&, L), qui doit vérifier l'identité X (8, L)2+2 = 0
n'appartient pas au corps de classes absolu Ho de K.

Au contraire, pour les autres corps K = Q (^/—D) de nombre de classes 2, l'invariant
X(8, L) appartient à Ho, de telle sorte que ^ (û, L) e Ho pour tout idéal a de K.

(g) Calcul de K (a, L).
Soit a un idéal entier de K. Le principe du calcul de la somme ̂ \ est semblable à

celui du calcul de G^ (L) (cf. (d)). Plus précisément, soient je G (Ho/K) et b un idéal
de K tel que

(b-^Ho/K^y.

Pour K 7^ Q (^/— 3) et ^ Q (^/— 1), la formule (D. 5) nous permet de calculer le nombre
p(b-1)2 = p(b-1, L)2 défini par

pCb-VL^L,.

On calcule ensuite la somme

^1= Z' ^(^t>)
îlea-U/b

terme à terme, à l'aide du ^-développement de la fonction ^ {cf. (b)). Lorsque y par-
court G (Ho/K), on obtient ainsi h valeurs ay+î'P-p avec a^ et py réels, approchant les
nombres

^Î^P^-1)"2^.

Or, pour tout y e G (Ho/K), on a

^X=«^

(17) Cf. B. H. Gross, Arithmetic on elliptic curves with complex multiplication. Thèse (Harvard Univer-
sity, Jan. 1978), §15.
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si bien que ces nombres sont les conjugués de ^1)^ e Ho pour l'action de G (Ho/K).
Comme on sait que 2 ̂ 1)^ appartient à 0 (Ho), il suffit donc de résoudre le système de h
valeurs (Xy+f p^, y e G (Ho/K), approchant les nombres (.^\y, pour en déduire la valeur
exacte de ^[l)^.

Une fois la somme ̂ \ déterminée, les formules (D.l) et (D.7) nous donnent les
valeurs de G^ (û~1 L) et À, (û, L)2, pourvu que le nombre G^ (L) soit déjà connu.

QUELQUES CAS PARTICULIERS :

(i) Uidéal a est principal.
Supposons donc a = (a), avec ae(P(K). La formule (D.l) s'écrit alors

a(a~a)G2(L)=^L;

par suite, si a et son conjugué complexe a sont distincts, la valeur de ^o^L détermine
celle de G^ (L) (et réciproquement).

(ii) Le nombre de classes h de K est égal ai.
Pour K ^ Q (^/^5), 7e Q C\/-13) et ^ Q (^/-37), le lemme D.4 fournit un procédé
de calcul pour obtenir les valeurs de G^ (L) et À, (8,, L)2 à partir des sommes
^L. i = 1. 2.

Exemple :

K = Q(V^9i), ^ = Z+Z^1^"9 1^ Ho = 0(^/13, ^/^7)

et
g2=23.7.(3^Î3+10), g3=72.11.(2^/13+7).

L'équation de Weierstrass Eçi, de coefficients ^2 et §39 a pour discriminant

A=g|-27^=-73(^3y;

c'est donc une équation de Weierstrass d'idéal discriminant (A) = (73) minimal, et son
invariant

^=2633gI/A=-215.33(37l3+10)^3±^13y

est égal à l'invariant modulaire j (0) (cf. Weber [37], § 139, p. 523). Pour &i | 7 et 82 | 13
on trouve

^L=-56 et ^^=-4.7.713,
d'où

G2(L)=4+14^ et H^L)^^, X(82,L)2-13=0.

4e SÉRIE — TOME 11 — 1978 — N° 3



NOMBRES DE HURWITZ ET UNITÉS ELLIPTIQUES 377

(iii) il existe un idéal premier § de K de norme 2 ou 3.
Le corps de classes de K du rayon modulo 8 coïncide alors avec l'extension abélienne

non ramifiée maximale Ho de K. Par suite, l'équation des points de 2-torsion

4x3-g2^-g3=0

(resp. l'équation des points de 3-torsion

3x4-3 g 2x2-3g3X-g t=0^

possède au moins une solution dans Ho. De plus, si x§ désigne l'abscisse d'un point de
ô-torsion, on a

^°L=4 ou ^=24, f = l , 2 , 3 ,

suivant que 5 divise 2 ou 3.
Supposons 8 invariant par conjugaison, c'est-à-dire 2 (resp. 3) ramifié dans K. Alors, pour

K ^ Q (V^T) et ^ Q (^/-3), le nombre x§ est l'unique solution de 4 x3-^ ^-^3 = °
(resp. 3x4-(3g2/2)^2-3g3 x-(g^/16) = 0) dans Ho; de plus ^5 est réel dès que gz
et ^3 le sont.

Exemples. — (a) 2 se ramifie dans K et 8 | 2.
- K = Q (^/^ principal, et g^ = 2.3.5, ^3 = 22.? (cf. tableau B.I). L'équation des

points de 2-torsion est ici

4x3-2.3.5x-22.7=(x+2)(4x2-8x-2.7)=0,

d'oùjcg = -2. Par conséquent, onaG^Ô"1 L)-2G2(L) = -2, et, puisque ô == (^/-2),
G2 (L) = 1/2. _
- K = Q (7^58), Ho = Q (^29, ̂ 2) et

g2= 2.5(33.112+4.7.13729), g3=22.3.7.11(32.112+4.5.13V29);

(c/. tableau E.I). On a

4^„g^_^=(^+66)[4x2-23.3.11x-2.7(32.112+4.5.13729)],

d'où xs = -66.
- De même pour les corps K = Q^/^D), avec D = 20, 24, 40, 52, 88 et 148, et

les équations de Weierstrass Ep définies par la table E.II, on trouve respectivement
x, == -2, -72. -2, -2, -11 ̂ /2 et -14.

(P) 3 ̂  mw^ dans K ^ 8 | 3.

- K = Q (7^51), Ho = Q (^17, ̂ PÏ) et ^ = 22.3 (7l7+5),
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83 = 7(15+4^/17) (cf. tableau E.II). L'équation des points de 3-torsion est ici

x4-2.3(7Î7+5) x2-7(15+47l7)x-2.3(21+5^/17)
=(x+3)[x3-3x2-3(7+2yi7)x-2(21+5^/Ï7)]=0,

d'où x^ = -3.
- De même pour les corps K = Q (^D), avec D = 15, 24, 123 et 267, et Ep

définie par le tableau E.II, on trouve respectivement x^ = -3/2, -3/2, -12 et -75.
Cas particulier. - D'après ce qui précède, si K = Q (^/^ô) et S | 2, 8' | 3, on a

^l = -^2 et ̂ \ = -3. Le lemme D.4 implique donc

G^L)-^^) et M^L)2^, M^L)^^.
2\ 2 /

Supposons maintenant ô différent de l'idéal conjugué Ô, c'est-à-dire 2 (resp. 3) décomposé
dans K.

si 82 et ^3 sont réels et 58 == (2), l'équation 4 x3-^ ̂ -^3 = 0 possède deux solutions
complexes conjuguées x^ et x-^ = ^5 dans Ho; sa troisième solution ^2 représente l'abscisse
du point propre de 2-torsion et appartient au sous-corps réel de Ho.

Exemple. - K = Q (^T) et ̂  = 5.7, ^3 = 72 (c/. tableau B.I). Les trois solutions
de l'équation 4x 3 -5 .7^—7 2 = 0, sont

x,=7 et ^-7±^
2 4

Or, le nombre rationnel G^ (L) doit être solution de l'équation

( ' ^ l 7 } 0 2 (L) = G2 (ô- 'L)-2 G2 (L) = xs '
avec

,.(l± )̂.
Par suite, on a G; (L) = 1/2 et

7+7^7 -7-^7
8-——4——' X8-——4——•

Si gj, et g3 sont réels et 88 = (3), l'équation

3x4-3g2x2-3gsx-gi=0
2 16

possède deux solutions complexes conjuguées x^ et x^ = ̂  dans Ho; les deux autres
solutions engendrent une extension quadratique de Ho.
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Exemple. - K = Q (./^îï) principal et g 2 = 23.3.11, ^3 = 7.1l2 (cf. tableau B.I).
L'équation des points de 3-torsion s'écrit

x4-22.3Alx2-^.112x-22.3.112

=(x2+llx+11.3)(x2-llx-22.11)=0,

et le facteur x2 +11 x-{-11.3 admet
-n±y^Ti

x±=———2———

pour racines. Comme précédemment, le nombre rationnel G^ (L) doit être solution de
l'équation

/'rllî -zll̂ G^L) = G2(ô-1 L)-3G2(L) = 2x5,

avec

S=|

Par suite, on a G^ (L) = 2 et
-ii+y^ïi _ -ii-^îi

X3-—————^—————, X,-—————^—————.

(A) Récapitulation et formule de récurrence pour les séries d'Eisenstein G^, k ^ 8.
Comme nous l'avons déjà observé, la formule (D.8) de la section (e) ramène le calcul

des nombres de Hurwitz G^ (cT1 L) à celui de À, (û, L), auquel est consacré la section précé-
dente, et des nombres G^(L).

Or, les nombres €4 (L) == g 2! 60 et Gç (L) = ^3/140 sont déjà connus par la section (a)
et nous avons vu dans la section (d) comment on peut calculer G^ (L). Il nous reste donc
à examiner la question du calcul des Gj^ (L), pour k entier pair ^ 8. On utilise à cet effet
la formule de récurrence

(D.10) V^W^W^^- £ 0-W-,-1)G,G..,,
6 4^j^k-4

j pan-
valable pour k ^ 8.

En effet, d'après la formule (2) (§ 0), pour tout réseau ^ <= C, le développement en
série de Laurent de ^ (z, ^) au point z = 0 est

(D.ll) ^(z,J^)=^[l+ S (fc-^G^z^.
Z fc^4

kpair

On déduit alors la formule (D.10) en substituant (D.ll) dans l'équation différentielle

2-ô^(z, ^f) = 12^(z, ^)2-60G4(^),
5z

et en identifiant les coefficients de z^"4 dans chaque membre.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



380 G. ROBERT

E. CAS OÙ LE CORPS DE BASE POSSÈDE EXACTEMENT

DEUX CLASSES D'IDÉAUX

D'après H. M. Stark [33], il s'agit des dix-huit corps quadratiques imaginaires de
discriminants respectifs -D = -15, -20, -24, -35, -40, -51, -52, -88, -91,
-115, -123, -148, -187, -232, -235, -267, -403 et -427.

TABLEAU E.I

Valeur de e, unité fondamentale de H+ == Q (\/S+) telle que 0 < e < 1

d+ e d^ e

2..

5..

13..

17..

29..

^-1

1(75-1)

^13-3)

717-4

j(729-5)

37......... 737-6

41... . . . . . . 5^/41-32

61......... l(5y6i+39)

89......... 53^/89-500

Si H 4- = Q (^/d+) est le sous-corps quadratique réel de Ho, désignons par e son unité
fondamentale, 0 < e < 1 (cf. tableau I), et choisissons les nombres g2 = ̂ ,D et ^3 = g^ ^
dans 0 (H+) comme indiqué par le tableau II; on a aussi noté dans cette table la valeur
prise par le discriminant A^ = ̂ .D-^J.D de l'équation de Weierstrass

EDÎ 3 ; 2=4x3-g2^-g3•

On vérifie que l'invariant j^ = 2633^/AD de l'équation E^ est égal à l'invariant
modulaire y (0^) associé à l'anneau des entiers (P^ de K = Q (./^D) (cf. W E H Berwick
[2],§4).

Chacune des équations E^ ci-dessus possède donc des multiplications complexes par
l'anneau 0^ ; de plus, son idéal discriminant (A^) est minimal dans 0 (H+) (cf. appen-
dice D, (é?)).

Pour D 7e 20, 52 et 148, désignons par q^ le nombre premier divisant D pour lequel
\/-^D appartient à Ho; pour D = 20, 52 ou 148, posons q^ = 2. Alors, d'après le
tableau II, si 3 n'est pas inerte dans K, i. e. D ^ 1 (mod 3), l'ensemble SD des nombres
premiers pour lesquels E^ a mauvaise réduction est

S^={2,3}u{^},
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et, si 3 est inerte dans K,

S,,={2}u{fo}.

Pour L <= C le réseau associé à l'équation Ep et 8 le diviseur premier non principal
de D dans K de norme N (&) donnée par le tableau III, les méthodes de l'appendice D,
en particulier le lemme D.3, établissent l'identité

NW+H&.L2)^.

Le tableau III indique aussi la valeur trouvée pour G^ (L). Quant aux nombres G^ (L),
avec k entier pair ^ 8, ils se calculent par récurrence à partir de G4(L) = g^^/60 et
©6 (L) = ?3,D/140 à l'aide de la formule (D. 10).

TABLEAU E.II

Valeurs des coefficients et du discriminant de l'équation de Weierstrass ED.

-D g2 g3 A

- 1 5 . . . .
- 2 0 . . . .
- 2 4 . . . .
- 3 5 . . . .
- 4 0 . . . .
- 5 1 . . . .
- 5 2 . . . .
- 8 8 . . . .
- 9 1 . . . .
- 1 1 5 . . .
- 1 2 3 . . .
- 1 4 8 . . .
- 1 8 7 . . .
- 2 3 2 . . .
- 2 3 5 . . .
- 2 6 7 . . .
- 403...
- 4 2 7 . . .

.2 6.3 3.e 2

} 6 . 7 3 . e 6

-^•'.e6

7(3+2^5)
2(14+9^5)
(12+7^2)

(63+26^/5)72

2^7+4^5)
7(15+4/17)
2 (14+5/13)

7(20+11^/2) II2

11(7+2^/13)72

(7.19+2.29/5)232

7 (3.317+25.5^/41)
2.7(2.73+5.29^/37)

(5.7.79+4.132yÏ7)112

3^/5(4+75)
3^/5(3+2^5)

3(5+2^2)
22.3^5(3+^5)7

2^5(4+3^/5)
22.3 (5+^/17)

5 (6 + 713)
5(33+14^/2)11
23 (10+3^/13) 7

2^5 (19+9^5) 23
23.3.5(8+^/41)

5(2.3.7^29 ̂ 37)
22.5^/17 (13+3^/17) 11
5(33.112+4.7.13^/29)2 3.7.11(32.112+4.5.13^/29)22

22^/5.11(31 +15^5) 47 3.7(11.31+2.3.52^/5)472

22.3.5(54+53^/89) 7(3.223.347+22.53.53^/89)
22.5(5.431+9.67^13)31 7(3.5.4201+2.8707 ,/13)312

22.5.11(317+3.13^/61)7 23(72.1627+2.5.13.79^/6Ï)72

2-'.e"

-473.e31

-r.s,0

5
5
17
13
2
13
5
41
37
17
29
5

89
13
61
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TABLEAU E.III

Valeurs de G^ (L) et N (Q)

-D

-15....

-20....

-24....

-35....

-40....

-51....

-52....

-88....

-91....

GAL)

K1^)1^375)2\ 5 )

Ifl^2)
2\ 2;

3+7^5

5

^l^5)
2V 5;

1+5^17

17
1^7^
2Y 13 )
1 (34+11^/2)
4

4+N^13

13

N(0)
=-^,L)2

3

2

3

7

2

3

2

11

7

-D

-115...

-123...

-148...

-187...

-232...

-235...

267...

-403...

-427...

G2<L)

11+23^5

5
4+38741

41
1/^101^37\
2^ 37 ^
19+7.11^17

17
1/33+12.37^
2^ 29 /
,„ 3.47^5

5
^^389^89

89

3.714-52-31^13

13
^2^7.151^/61

61

N(9)
=-M8,

23

3

2

11

2

47

3

31

7

L)2

Soient 8 et L comme dans le tableau III, et supposons que E^ a bonne réduction
modulo p, L e. p t S^. Comme N (8) e S^, l'automorphisme (&, H/K) de l'extension H/K
est défini et pour chaque y e ̂  il existe un unique g e G tel que

y=^,ïî|K)eg, avec 8 = 0 oui .

Soit À: un entier pair, et posons

(Ë-l) œ,^(y) = (-ly^NOy^a'Cg), f = 0, 1.

Trivialement la formule (E.l) définit deux homomorphismes distincts (ÙQ^ et û)i ^ de ^
dans (ô?/p) x dont la restriction à G est c^. Lorsque /; varie, ces homomorphismes sont donc
au nombre de # ^.
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Supposons un instant./? non décomposé dans K, et, pour chaque entier pair;k,
2 ^ k ^ N(p)—l, désignons par k ' l'unique entier pair, 2 ^ k1 ^ N(p)—l, tel que

a^va-^

autrement dit tel que c^' soit l'image de (^ dans le miroir de Leopoldt. Alors, il vient :

PROPOSITION E.l. - L'image w)̂ 1 de û)^, i = 0,1, dans le miroir de Leopoldt est
(o,^ ou cùi_^., suivant que le symbole de Legendre (NQ//?) = (NO)0'"^72 (mod/?) vaut 1
OM — 1.

Démonstration, — Rappelons que le caractère ^ de ^ dans F^, défini par l'action de ^
sur le groupe des racines de l'unité d'ordre p, est caractérisé par les congruences

v((b,H/K))==N(b)(modp),

pour tout idéal entier b de K premier à p. Or, pour démontrer la proposition, il suffit
de prouver l'identité

wo^ (0, H/K)) = ( No ) œ,,,. (( 8, H/K)),
\ P )

qui équivaut donc à la congruence

N (8)/N O)'72 = ( Na \ N W72 (mod p).

Or, si /? est ramifié dans K, on a v = a2 et donc k' = p +1 -k\ si /? est inerte dans K, on
a v = a^1 et donc ̂  = ;? +1 - k (mod /?2 -1), d'où Â//2 = (p +1 - A;)/2 (mod p -1). Par
suite, il vient

N^/NW72 = NW^-^N^)0^1-^2 ^^^^(^^(modp),
V P /

ce qui prouve l'assertion de la proposition.
Comme COQ, 2 = ^ pour/? ramifié dans K, et cùp ̂ 2-1 = 1 pour p inerte dans K, la propo-

sition E. 1 implique le corollaire suivant.

COROLLAIRE E. 2. — Si p est inerte (resp. ramifié) dans K, on a

^ = œ o . p + i ou î = œ i , p + i

(resp. 1 = cùo,p-i ou 1 = œ^p_i), suivant que (N&//?) VÛM^ 1 OM —1.
Ce cas particulier précisé, considérons maintenant un homomorphisme G) de ^ dans une

clôture algébrique ¥p de ( P / p : l'homomorphisme œ est donc de la forme ©^ ^, avec i e { 0,1 }
et k entier pair tel que 2 ^ k ^ N (p)— 1. Tout d'abord, supposons que la restriction de œ
à G n'est pas v, et déterminons le générateur G^ (L) de L^ (cf. § 4).
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Si œ^(^) <= F^ (cas (a) du §4), le nombre G^ est la somme

(#^rlEœ^l((b,H/K)).[G,(b-lL)],
6

où b parcourt une famille d'idéaux de K premiers à p qui forme un système complet de
représentants du groupe C/(p). Par suite, on a

G<o,.(L)=j([G,(L)]+(-lyN(8)-k/2[G,^-lL)]).

Or, comme N(8)+À.(&, L)2 = 0, on a d'après la formule (D.8) :

G.O^L) = (-^NO^G^Ly,

où T = (8, HQ/K) est l'automorphisme non trivial de l'extension HQ/K; ceci prouve
la congruence

(E.2) G,,, = ̂ G^+C-ir^G^Ln (modp(Ho)).

De même, si œ^ (^) 4: F^ (cas (?) du §4)), on prouve comme ci-dessus que les deux
composantes de G^ ^ (L) sont les sommes

1 j([G,(L)]4-(-l)lN(^)'fc/2[G,(^-lL)]),
<

I |([Gpw(L)]+(-l)iN(â)-p<fc/2)[G,^(ô-lL)]).

Or, on a

pWï) = p k / 2 = p ( k ) / 2 (mod^2-!)^),

et l'on déduit donc de la formule (D.8) la congruence

(E.3) G^^^G^G.^D)

^_^W2)^Q^^ G,^(LY) (modp(Ho)xp(Ho)),

car (-l)^^2) = (-l)^2 puisque p est impair.

Supposons maintenant p non décomposé dans K, et considérons l'homomorphisme ©
de ^ dans Fp, différent de ^, et dont la restriction à G est v (cas (a') du §4). D'après le
corollaire E.2, si p est ramifié dans K, on a donc œ = 00^2, et, si p est inerte dans K,
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œ = ^i.p+i ou (ù = ^o.p+i suivant que (N8/p) vaut 1 ou -1. D'autre part, on vérifie
immédiatement la congruence

©((8, H/K))+N(8) = O(modp),

d'où (^©) ((&, H/K)) = 2 N(9) (mod p\ si bien que G^(Q, L) engendre J^ (c/. §4,
prop. 36). Déterminons donc G^ (8, L), avec œ = œ^ comme ci-dessus; par définition,
c'est la somme

( # ̂ Eœ^tfb, H/K))[G,*(&, b^L)],
6

où b parcourt une famille d'idéaux de K premiers à p qui forme un système complet de
représentants de C7(p). On a donc

G,(8, L) = ̂ ([G^a, L^+C-lYNO)-^2 [G?(&, ̂ L)]);

or, la formule (D.8) implique l'identité

G?0, ̂ L) = (-^NW^Gfe*^, L)\
d'où la congruence

0,0, L) == ^(G^O, I^-ir^G^», LV) (modp(Ho)).

Mais on a

G?(8, L) = G.O^^-NWG^L) = (-l^N^G^Ly-NWG^L);

il vient donc

ÔJ8, L) == ^((-lyNO^-NCW.CG^y+C-ir^G^Ly) (modp(Ho)).

De plus, on a ici

^(-l/NO^-NO)) = -N(8) (modp),

de sorte que la somme G^I^^l)14^^ G^L)' est p-entière, et G,0, L) est donné
par la congruence

(E.4) G,(&, L) = -NOKG^+C-ir^G^Ly) (modp(Ho)).

A l'aide du théorème 37 (§ 4), et compte tenu du commentaire à la fin de l'appen-
dice A, on déduit en particulier des congruences (E.2) à (E.4) la proposition suivante.

PROPOSITION E.3. — Soient p un nombre premier ^ 2 non ramifié dans K, M un sous-
corps de H contenant K, et ^ un caractère irréductible de G^ = G (M/Mo) sur Fp, ^ + 1.
Si % est de degré 1 (resp. 2), on désigne par k un entier pair, tel que 0 < k < N (p) — 1 et
^ = (^ (resp. x = c^+a^).

Alors, en distinguant entre les trois cas (a), (a') et (b) de la proposition 22 (§ 3), il vient :
Cas (a) : / de degré 1, / ^ v; on a :
(i) 8 (x, M) = 2 si Ho c: M et [G, (L)] = [G, (L)^ = 0; sinon 5 (j, M) ^ 1.
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(ii) 8 (7, M) ^ 1 s'il existe ie {0 , 1 } ^/ que
œ,,, (G (H/M)) = { 1 } ^ [G, (L)] + 8 [G, (L)1] = 0,

ÛTOC s = (-l)1^2^ ̂ ^ ô Oc, M) = 0.
Cas (0 : p inerte dans K et % = v. Soit ; e { 0 , l } tel que v = œ; p+i . Alors, on a

ô ( v , M ) = l si œ i _ ^ i ( G ( H / M ) ) = { l } et [G^i^+eG^^LV] =0, avec
s = (-iy'+(p-i)/2^. ̂ ^ §(^ M) ^ Q

Cas (&) : îc de degré 2; on a :
(i) ô (x, M) = 2 .Œo cz M ̂  [G, (L)] = [G, (L)-] = [G,^ (L)] = [G,^ (L)-] = 0;

sinon 8(x, M) ^ 1.
(ii) 8 Oc, M) ^ 1 s ' i l existe i e { 0, 1 } tel que

œ^(G(H/M))= { 1 }
et

[G, (L)] +8 [G, (L)-] = [G,^ (L)] +8 [G,(^ (L)-] = 0,

avec 8 = (-l)14-^/2); .wîwz 8(^ M) = 0.

Exemples. — Nos calculs étant trops incomplets, nous nous contenterons de quelques
remarques :

D'après les tableaux E. II et E. III, pour le corps K = Q (^/-267), on a les
congruences remarquables suivantes :

( G2(L)+G2(Ly=0(mod52),
G4(L)+G4(Ly=0(mod54),

( Ce (L) - Ce (LV == 0 (mod 53) ; etc.

D'après le tableau E. III, pour le corps K = Q (^/-51) et le nombre premier 5 décomposé
dans K, on a

[G,(L)]=[G2(Ly]=l,
et par suite 8 (a2, H) = l,si H désigne le corps de classes du rayon modulo un diviseur
premier p de 5 dans K. Mais, il est facile d'évaluer le discriminant D du corps H, extension
non galoisienne de degré 8 de Q; on trouve

ID^^S1^!1^ 10,6790,

de sorte que les minorations de discriminant d'OdIyzko impliquent h^ ^ 2. D'après la
proposition 57 (§ 6), le corps H possède donc une unique extension abélienne de degré 5
non ramifiée en dehors de p | 5; cette extension est sauvagement ramifiée en p;

De même, pour le corps K = Q(^/-52) et le nombre premier 7 décomposé dans K,
on a

[G,(L)]= [^(1^:1=1/2,
et par suite 8 (<j2. H) = 1, si H désigne le corps de classes du rayon modulo un diviseur
premier p de 7 dans K. Pour le discriminant D du corps H, extension non galoisienne
de degré 12 de Q, on trouve

\D\1/12=^3521/2< 13,7944,
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de sorte que les minorations de discriminant d'OdIyzko impliquent h^ ^ 4. D'après la
proposition 57 (§ 6), le corps H possède donc une (unique) extension abélienne de degré 7
non ramifiée en dehors de p | 7; cette extension est sauvagement ramifiée en p.

6 (C, a)
Entiers positifs :

P(k)
^(X.M),/(x,M)
l_(%. M), ô fa. M)
S(X,M)

Nombres de Hurwitz :
G^û-1!.)
G; (a,!)-1!.)
G.ffr^.G^b.L)
[G(.)]

Corps de nombres :
K, Ho ; H, F
Mo, M
RX
M,,N(M,0
Nx

^-adiques :
Hq, Fq

HO, q, HO, q

de caractéristique p :
Fp, ^/P; F,

Groupes de Galois :
G, ^
GM,^M

Caractères :
a
v, ̂
X,œ

Groupes d'unités globales :
e,<^
© (M), H (M), ^ (M)
©/. ©/ (M), n7 (M)

de p-unités :
y, y

d'unités locales :
U<,,U,,(M)

Anneaux d'entiers :
0 (.) (global), 0 (.) Cp-adique)

INDEX

§ 1, p. 303

§ 0, p. 300
§ 2, p. 306
§ 3. p. 317
§ 6, p. 345-346

§ 0, p. 299
§ 3, p. 308
§ 4, p. 321 à 323
§ 3, p. 312

§ 0, p. 298
§ 1, p. 304
§ 6, p. 341
§ 6, p. 345
appendice B, p. 357

§ 5 p. 334, p. 328
§ 5, p. 326

§0,p.300;§4,p.319

§0.p.302,§l.p.302
§ 2, p. 306

§ 2, p. 305
§ 2, p. 307, § 4, p. 322
§2,p.305,§4.p.319

§ 1, P. 303
§ 1, p. 304
appendice A, p. 350

§ 1, p. 303-304, appendice A, p. 350

§ 6, p. 336
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Modules galoisiens sur Zp :
U, U (M)
7(M)

sur Fp :
H (algèbre)
\p(p)
©(p), e(p) (M)
Q.^ (M), <^> (M)
U^>, U^, U^> (M)
^(^ ^(P) ^
^ (M), <^> (M)
y (M)
^,^(X,M)
7T(M)

surFp :
57

L(W ûf<? groupes formels :

A(^,r2),Ac,(^,^)
jp jp'©q, éq
Ga

Séries formelles :
^(^
[^ (0, ̂  (0
^00
Ï(^)

Dérivées logarithmiques tronquées ,

<P, (Pfc
(Pq> (Pfc, <»
(PAq, (Pfc.A^

§ 6, p. 336
§ 6, p. 342

§ 0, p. 300
§ 3, p. 312
§3, p. 315
§ 2, p. 306
§ 6, p. 336
§ 6, p. 336
§ 6, p. 336
§ 2, p. 306 et appendice B, p. 356
§ 3, p. 312, p. 316
§ 6, p.345

§ 4, p. 320

§ 5, p. 326, p. 330
§ 5, p. 326, p. 330
§ 5, p. 330

§ 5, p.326
§ 5, p. 327, p. 330
§ 5, p. 330
§ 5, p. 330

§ 3, p. 308 et § 5, p. 328
§ 5, p. 328
§ 5, p. 328-329
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