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OPERATEURS DIFFERENTIELS BI-INVARIANTS
SUR UN GROUPE DE LIE

PArR MicHeL DUFLO

SUMMARY. — The main result is that every non-zero bi-invariant differential operator on a Lie group
is locally solvable. The proof uses results on the center of an enveloping algebra and on some invariant
distributions defined in some open subset of a Lie group, which have their own interest.

INTRODUCTION

Le premier théoréme de cet article est que tout opérateur différentiel bi-invariant non nul
sur un groupe de Lie est localement résoluble. Je renvoie le lecteur a 1’exposé de
S. Helgason [8] et 4 sa bibliographie qui sont une bonne introduction a ce probléme.
Rappelons simplement que le résultat est dd a L. Ehrenpreis et B. Malgrange (1954) pour
un groupe abélien, M. Rais (1971) [11] pour un groupe nilpotent, S. Helgason (1973)
pour un groupe semi-simple, M. Rais-M. Duflo (1976) [7] et F. Rouviére (1976) pour un
groupe résoluble. Comme dans [7], la méthode employée ici pour construire une solution
fondamentale locale est celle de M. Rais [11].

Cette méthode demande une certaine connaissance de la structure de 1’algébre des
opérateurs différentiels bi-invariants sur le groupe de Lie. Notons G ce groupe, g son
algébre de Lie, g¢ sa complexifiée, U (g¢) 1’algébre enveloppante et S (g¢) 1’algébre symé-
trique de g¢, Z (g¢) le centre de U (g¢), I (g¢) ’algébre des invariants de S (g¢). Si G est
connexe 1’algébre des opérateurs différentiels bi-invariants sur G est isomorphe 4 Z (g¢).
J’ai construit dans [6] un isomorphisme y de Z (g¢) sur I (g¢).

Le second théoréme [qui contient une partie des informations dont nous avons besoin
sur Z (g¢)] donne une formule pour y qui permet de comparer y et I’isomorphisme
(d’espaces vectoriels) de Poincaré-Birkhoff-Witt. Cette formule n’était connue que pour G
semi-simple ou résoluble [5].

La démonstration de chacun de ces deux théorémes utilise un méme résultat. Dans [7],
nous avons défini pour certaines orbites Q de la représentation coadjointe de G des distri
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266 M. DUFLO

butions T, dans un voisinage de 1 dans G. Lorsqu’il y a une représentation unitaire irré-
ductible © de G naturellement associée a Q, il arrive souvent que T, soit proportionnelle
a la restriction du caractére de ® & ce voisinage. C’est la formule universelle de
A. Kirillov [9]. C’est ce qui se passe lorsque G est résoluble ([1] chap. IX) et ce résultat
sert dans la démonstration du théoréme 1 donnée dans [7]. Ce qui remplace ceci dans
le cas général est le troisiéme théoréme qui entraine en particulier que les distributions Ty
sont vecteurs propres pour les opérateurs différentiels bi-invariants. Plus précisément,
J’ai construit dans [6] un idéal primitif I_; de U (g¢). Je montre ici que 'onau % Tg = 0
pour tout uel_;q.

Cet article est donc une application de la théorie des idéaux primitifs de U (g¢) & un
probléme d’analyse sur G (le théoréme 1). II est indiqué dans I’introduction du livre de

J. Dixmier [3] que cette théorie devrait étre utile pour I’étude de 1’ensemble G des classes
de représentations unitaires irréductibles de G. On voit que pour aborder certains pro-

blémes d’analyse elle permet encore plus simplement de ne pas faire 1’étude de G.

Le paragraphe 1 contient 1’énoncé détaillé des résultats de cet article. La seule démons-
tration longue est celle du théoréme 3. C’est une combinaison des méthodes de [6] et [9].
Il y a une récurrence avec plusieurs cas & considérer dont certains demandent quelques
calculs. Cependant, pour démontrer le théoréme 2, on n’a besoin que d’un cas particulier
du théoréme 3. Comme le théoréme 2 a son intérét propre, j’ai rédigé une démonstration
directe de ce cas particulier (malgré le double emploi). Elle fait I’objet, avec son application
au théoréme 2, du deuxiéme paragraphe. Le troisiéme paragraphe contient la démonstra-
tion du théoréme 3 et le quatriéme celle du théoréme 1.

1. Enoncé des résultats

1.1. QUELQUES NOTATIONS. — Dans tout I’article k£ sera un corps de caractéristique 0.
Si a est un espace vectoriel sur k, on note S (a) son algébre symétrique et a* son dual.
Si k = R, on note a¢ le complexifié de a, et si K = C, on note ag I’espace vectoriel réel
sous-jacent. Si g est une algébre de Lie sur k, on note U (g) son algébre enveloppante,
Z (g) le centre de U (g), I(g) la sous-algébre de S (g) formée des éléments invariants et
B I'isomorphisme de Poincaré-Birkhoff-Witt de S (g) sur U (g) (isomorphisme d’espaces
vectoriels).

1.2. Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur R et G le groupe de Lie simple-
ment connexe correspondant. On note V I’ensemble des X e g tels que ’on ait | Im x ] <m
pour toute valeur propre x de ad X. L’application exponentielle induit un difféomorphisme
de V sur un ouvert noté W de G. Pour toute variété différentiable M on note 2 (M) I’espace
des fonctions différentiables & support compact sur M, et 2’ (M) ’espace des distributions
sur M. Rappelons que U (g¢) s’identifie naturellement a 1’algébre (pour le produit de
convolution) des distributions sur G de support { 1 }. Une distribution sur V (resp. W)
est dite invariante si elle est invariante par les automorphismes intérieurs. On note § la
masse de Dirac en 1 sur G (resp. en O sur g).
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OPERATEURS BI-INVARIANTS 267

THEOREME 1. — Soit ue Z (g¢), u # 0. 1l existe une distribution T invariante sur W telle
que uv% T =Tu=23.
Remarquons que ce théoréme entraine que tout opérateur différentiel bi-invariant

non nul sur un groupe de Lie est localement résoluble (cf. [8]). Il en est de méme de tout
opérateur différentiel non nul semi-invariant (¢f. [7]).

1.3. On note S (X) la série formelle S (X) = sh (1/2 X)/1/2 X et S’ (X) la série formelle
S’ (X) = (1—e~*)/X. Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur k. Pour X € g on pose
Jj(X) = (det S (ad X))/2.

Si k = R ou C, j est une fonction analytique au voisinage de 0 dans g; dans le cas général
J est une série formelle. On note d; ’opérateur différentiel (d’ordre infini en général) sur S (g)
défini par j.

Si ue U (g), on pose a(u) =d;* (B~ (). (Pour tout ceci, voir [5] p. 55.) L’appli-
cation ¢ induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de Z (g) sur I (g).

Soit f'e g*. On note g (f) le stabilisateur de f dans g. On dit que fest régulier si la dimen-
sion de g (f) est minimale. Une polarisation }) en f est une sous-algébre ) de g de dimension
1/2 (dim g +dim g (f)) telle que f([h, h]) = 0. Notons &’ la cléture algébrique de k et
posons ¢ = g ® k'. Soit f un élément régulier de g’*. Alors f admet une polarisation
résoluble ) = g'. On note I, le plus grand idéal (bilatére) de U (g’) contenu dans I’idéal
a gauche engendré par les éléments de la forme H—f (H)—1/2 tr ad,., H, ou H parcourt §.
On sait que I, ne dépend pas de b et que I est primitif (i. e. qu’il existe un g'-module simple
d’annulateur I,). (Pour tout ceci, voir [6], ou [3] chap. 10). Soit v € Z (g'). L’image de u
dans U (g')/I; est un élément de k’ que nous notons y, (#). En faisant agir le groupe de
Galois, et vu I'indépendance de I, du choix de b, on voit que si v € Z (g) et si fe g* est
régulier, on a x;(w)ek.

Soit u € Z (g’). I est montré dans [6] (¢f. [3] chap. 10) qu’il existe un élément unique
v (u) eI(g') tel que v () (f) = %y (w) pour tout élément régulier fe g'*, et que y est un
isomorphisme d’algeébres de Z (g') sur I (g’). Il résulte de ce que nous venons de dire que
v induit un isomorphisme d’algébres de Z (g) sur I(g).

THEOREME 2. — Pour tout ueZ(g) on a a(u) = v (w).

Il résulte de ce théoréme que @ induit un isomorphisme d’algébres de Z (g) sur I (g).
11 devrait exister une démonstration algébrique du théoréme 2, mais je n’en connais pas.

Lorsque cela sera utile, nous écrirons a, j, et v, au lieu de a, j et ¥.

1.4. Les notations sont celles de 1.2. La fonction j définie en 1.3 est analytique, non
nulle et invariante dans V. Si T € 2’ (W) on définit a (T) € 2’ (V) par la formule

a(T)(jooexp) =T(p) pour tout gD (W).

Si on identifie U (g¢) et les distributions de support { 1 } dans W, et S (gc) et les distribu-
tions de support { 0 } dans V, a coincide sur U (g¢) avec I’application a4, définie en 1.3.
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268 M. DUFLO

On fixe une mesure de Haar dX sur g. Si ¢ € 2 (g) on pose
o(f) =j¢(x)exp(ﬂ(x))dx
pour tout f€ g*. On note df la mesure duale sur g* de sorte que
0(0) ='[<3(f)dﬂ

Si peS(gc), p # 0, est tel que p (—if) = 0 pour tout fe g* on définit une distribution p*
dans g pour tout s € C tel que Re s = 0 par la formule

P’((P)=IP(—if)‘<l3(f)df.

On sait que la fonction s+ p° se prolonge en une fonction méromorphe de C a valeurs
dans P’espace des distributions tempérées sur g (« théoréme d’Atiyah-Bernstein »).

On note u > u* (resp. u > 1) I’anti-automorphisme antilinéaire (resp. linéaire) de U (gc)
(resp. S (g¢)) prolongeant l’application X+— —X de g.

Soit ueZ (g¢), u # 0. On pose v = u* ¥ u. Admettons le théoréme 2. On a alors
a (v) = a (u*) % a (u) (convolution sur le groupe abélien g) et comme a (u*) = a (v)*
on a a (v) (—if) = | a (u) (—if) |* = 0. Nous poserons v* = a™* (a (v)*). La fonction s > v*
est une fonction méromorphe définie dans C & valeurs dans 1’espace des distributions
invariantes sur W. On a v° = 3. Il résulte du théoréme 2 que ’on a v° = v° % .. . % v (s fois)
lorsque s est entier = 0. Cela rend plausible le résultat suivant.

PROPOSITION 1. — On a v**! = v° % v (égalité de fonctions méromorphes).

Rappelons comment, d’aprés M. Rais, la proposition 1 entraine le théoréme 1. Notons S
le coefficient du terme constant de la série de Laurent de v* au voisinage de s = — 1. La distri-
bution T = u* % S vérifie les conditions du théoréme 1 (cf. [11]).

1.5. Les notations sont celles de 1.2. Soit Q = g* une G-orbite. Rappelons qu’une
telle orbite porte une mesure invariante. Nous noterons d B la mesure invariante norma-
lisée comme en [1], II.2.6. L’orbite Q est dite tempérée s’il existe une norme f+ || f||

sur g* et un nombre M = 0 tels que J (1+]||£|D™ d Bq (f) < . D’autre part, il est
Q

équivalent de dire que Q est de dimension maximale ou que les éléments de Q sont réguliers.

Si ¢ € 2 (W), on note ¢ o exp 1’élément de 2 (g) qui a son support contenu dans V
et tel que @ o exp (X) = ¢ (exp (X)) pour tout X € V. C’est un abus de notation car il se
peut que I’on ait @ o exp (X) # ¢ (exp (X)) si X ¢ V.

Soit Q une orbite de G dans g* tempérée et de dimension maximale. On définit une
distribution T, dans W par la formule :

Ta(e) = L (j@oexp) dBy pour tout peP(W).
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OPERATEURS BI-INVARIANTS 269

THEOREME 3. — Soit Q une orbite de G dans g* fermée, tempérée, de dimension maximale.
Soit feQ et soituel_; (cf. 1.3). Onau Ty = 0.

Lorsque g est résoluble le théoréme 3 est essentiellement démontré dans [1] chapitre IX.
Lorsque g est réductive, c’est essentiellement un cas particulier d’un théoréme d’Harish-
Chandra (cf. 3.5 ci-dessous). On peut considérer le théoréme 3 comme une forme plus
faible, plus générale, et plus précise de la formule universelle pour le caractére des repré-
sentations unitaires irréductibles de G donnée par A. Kirillov dans [9]. Elle est plus faible
car il n’y a plus de représentation de G (et encore moins de caractére !) mais seulement
une espéce de représentation locale : ici une représentation irréductible de g, ou plutdt
I’idéal primitif de U (g¢) qu’elle définit. Plus générale, car il y a plus de telles représentations
locales que de vraies représentations. Plus précise, car la correspondance entre représen-
tations locales et orbites est explicite, ainsi que la fonction j qui intervient dans la défi-
nition de Tq.

2. Démonstration du théoréme 2

2.1. Les notations sont celles de 1.2. On note Q une orbite de G dans g* qui est tempérée

et de dimension maximale. On note f un point de Q. On note G (f) le stabilisateur de f
dans G.

LEMME 1. — On suppose que G est localement isomorphe au groupe des points réels d’un
groupe algébrique réel et qu’il existe une polarisation résoluble Yy = g en f vérifiant la condi-
tion de Pukanszky. Alors on a uv¢ Tg = 0 pour tout uel_;;.

Démonstration. — On note G (f), le normalisateur de h dans G (f). Comme b est
une polarisation G (f), est ouvert dans G (f). Il est aussi d’indice fini. En effet, soit G
le groupe des points réel d’un groupe algébrique connexe réel, localement isomorphe a G.
On définit de méme G (f) et G (f);. Comme G (f) est le groupe des points réels d’un
groupe algébrique réel, et comme G (f); est ouvert dans G (f), il est d’indice fini dans
G (f). Il en résulte qu’il en est de méme pour G (f), dans G (f).

Notons H, le sous-groupe analytique de G d’algébre }, et posons H = G (f); Hp.
Notons h* ’orthogonal dans g* de f. Rappelons que puisque b est une polarisation,
H, f est un ouvert de f+h', et que la condition de Pukanszky signifie que 1’on a

H, f = f+b"’. Le groupe H est fermé, et sa composante connexe est Hy, car H, est la compo-
sante connexe du stabilisateur de f+h' dans G.

Nous noterons n ’indice de G (f), dans G (f). On munit G de la mesure de Haar
a gauche qui correspond a dX. On choisit une mesure de Haar a gauche sur H. D’autre
part, sur I’espace des fonctions ¢ sur G vérifiant ¢ (gh) = x (h) ¢ (g) pour g€ G, he H,

ou x (h) = | det Ad,, (k) |, il y a une « mesure » G-invariante @ j ¢ (g) dg telle que
’on ait G/H

j Ot(g)dg=J J a(gh)x(h)~" dhdg,
G G/HJH

pour toute fonction a intégrable sur G (¢f. [1], chap. V).
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270 M. DUFLO

Nous allons démontrer pour commencer la formule suivante :
€)) Ta(e) = n"L/ﬂ{ |det(Ad g) IJ‘H,<P(ghg'1)7c(h)'”2 0,(h) dh}dg,

ol ’on a pos¢ H =exp(h nV) et 6, (exp H) = exp (if (H)) pour tout Heh NV,
pour tout ¢ € 2 (W).

On identifie h* au dual de g/h. On munit g/h de la mesure de Haar qui correspond 2a
la « mesure » sur G/H, et h* de la mesure duale. Dans ces conditions, pour toute fonction
intégrable o sur Q on a

) Jadﬁn=n‘1f dgjloc(g(f+l))dl.
. Q eH Jp

Ceci est démontré par exemple en [1] IX, 3.3.4 lorsque G (f) = G (f),, et dans le cas
général la démonstration est identique.

Soit ¢ € 2 (W). Notons V¥ 1’élément ¢ o exp de 2 (V). Compte tenu de (2) il suffit pour
prouver (1) de montrer que pour tout g€ G l’intégrale I = f L GV (g (f+1) dl est
b

égale A la quantité entre les signes { } dans (1). La formule d’inversion de Fourier montre
que ’on a

I=|det(Adg)| LJ’ (H) ¥ (Ad g H) exp (if (H)) dH,

(¢f. 3.2, lignes suivant la formule (4) pour un raisonnement analogue). Supposons que
I’on ait établi la formule :

3 Jj(H) = det[exp (—(1/2) ad,, H)] det (S’ (ad, H)) (notations 1.3)

pour tout H € §). La formule bien connue pour d (exp H)/d H donne alors la formule (1).

On note Hle groupe des points réels du sous-groupe algébrique connexe de G d’algébre b.
11 existe un tel sous-groupe car il est égal au stabilisateur connexe de la variété algébrique

f+b*. On note N le groupe des points réels du radical unipotent de Hetn I’algébre de Lie
de N. Soit T le groupe des points réels d>un tore maximal de H, de sorte que ’on a H = TN.

Le groupe H, et donc son sous-groupe T, opérent comme groupes de transformations
affines de f+5. Comme T est le groupe des points réels d’un tore, il a un point fixe f' € f+5.

Comme b vérifie la condition de Pukanszky, H opére transitivement dans f+5h, et I’on

peut supposer, quitte & remplacer T par un de ses conjugués, que I'ona T < ¢} (f). llen
résulte que ’on a h = g (f) +n. Il suffit donc de prouver la formule (3) pour H dans g (f).
Les espaces g/b et b/g (f) sont en dualité par la forme déduite de la forme

X V-f([X, YD) (Xeg Yeb)

et pour cette dualité les endomorphismes ad,;, H et ady, ) H sont adjoints si H e g (f)-
D’autre part, g (f) est commutatif (¢f. [3] 1.11.7). La formule (3) en résulte pour H € g (f),
ce qui termine la démonstration de la formule (1).
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OPERATEURS BI-INVARIANTS 271

Soient ueI_;; et ¢ € P (W). On a u % Tqo (9) = Tq (# % 9). Il résulte de la formule (1)
que pour prouver le lemme 1 il suffit de montrer que pour tout ge G on a

@ L,B*cp(ghg")x(hr”z 0, (k) dh = 0.

Notons ¢ (x) = ¢ (gxg™!). On a uy ¢ (gxg™ 1) = (g~ %) % % (x) pour tout x € G.
Par définitionde I_;;, g™ * # appartient 4 I’idéal & droite de U (g¢) engendré par les éléments
—H+if (H)—1/2 tr ad,;, H o H parcourt ). Remplacant ¢ par des fonctions de la forme
vy % (ol ve U (g¢)) on voit que (4) résulte de ce que pour tout € 2 (H) on a

j (—H+if(H)—1/2trad,, H) % ¢ (h) x (k)" '/*0,(h)dh = 0.
w

ceci termine la démonstration du lemme 1.

Exemple. — Soit Gun groupe algébrique complexe connexe d’algébre de Lie g. On note G
le revétement simplement connexe de G. On le considére comme groupe de Lie réel. Son
algébre de Lie est gg. Soit Q une orbite fermée, tempérée, de dimension maximale de G
dans (gg)*. Alors les hypothéses du lemme 1 sont vérifiées.

Démonstration. — A tout fe g* on associe 1’élément X — 2 Re f(X) de (gg)*. Cette
application permet d’identifier (gg)* et (g*)g. Soit alors fe Q. Alors f, considéré comme
élément de g*, est régulier et il admet une polarisation résoluble h = g ([3] 1.12.16).
L’algébre by est une polarisation résoluble pour f, considéré comme élément de (gg)*.
La polarisation by vérifie la condition de Pukanszky car Q est fermée.

2.2. Ce numéro ne sera pas utilisé dans la suite. Il donne dans un cas particulier une
interprétation de Tg en terme de caractéres de représentations unitaires de G.

On suppose dans ce numéro que G est localement isomorphe au groupe des points
réels G d’un groupe algébrique connexe défini sur R. On note Q une orbite de G dans g*
qui est tempérée et de dimension maximale. Soit f€ Q. On suppose qu’il existe une pola-
risation résoluble h = g en f vérifiant la condition de Pukanszky. On suppose qu’il existe
un caractére de la composante neutre de G (f) dont la différentielle est la restriction de

ifag(f)

PROPOSITION 2. — (i) 1l existe un sous-groupe G (f), de G (f) et un caractére unitaire
de G (f), tels que G (f), soit d’indice fini dans G (f) et normalise V), et m ait pour diffé-
rentielle la restriction de if a g (f).

(ii) Soient G (f), et n comme dans (i). Soit H, le sous-groupe analytique de G d’algébre }.
Le groupe H, = G (f), Hy est fermé. Il a un unique caractére unitaire 1 qui prolonge n
et dont la différentielle est la restriction de if  b. Soit m la représentation de G induite par 1.
La représentation T est tragable et la restriction du caractére de © a W est égale am T,
ot m est lindice de G (f,) dans G (f).

Remarque. — On peut démontrer que 7 est somme finie de représentations irréductibles
de G et que e ne dépend que de G (f), et 1, mais pas de §. Cela se fait de maniére standard
par récurrence sur la dimension de g.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



272 M. DUFLO

Démonstration. — (i) Notons Z le centre de G et G (f), la composante neutre de G (f).
On voit comme dans la démonstration du lemme 1 que Z G (f), est d’indice fini dans G (f).
I1 est évident d’autre part qu’il normalise b et que le caractére de G (f), de différentielle if
se prolonge 4 Z G (f),, de sorte que le groupe Z G (f), convient.

(ii) On garde les notations du lemme 1 et de sa démonstration. Le groupe H, est fermé
pour la méme raison que H. Notons N’ le sous-groupe analytique de H, d’algébre n
(il est fermé, simplement connexe et isomorphe & N). On a Hy = G (f), N’ et donc
H, = G(f), N'. Notons n’ le caractére de N’ dont la différentielle est la restriction
de if a n. Si X e W est tel que exp X e G (f), on a Xeg(f) (¢f [1] démonstration du
lemme 1.3.3). Il en résulte que I’on a G (f) n N’ = exp (g (f) nn’) et donc que q
et 1’ coincident sur G (f), " N'. Si g = hn avec ge G (f), et ne N’, on pose

n(g) =n(Wn’' ().

On définit ainsi un caractére unitaire de H,.

OnaH N W = exp (h n V). En effet, soit X € V tel que exp X € H. Ecrivons X = S+Y
ou S et Y sont les composantes semi-simples et nilpotentes de X. En conjuguant par un
élément convenable de H,, on voit comme dans la démonstration du lemme 1 que I’on
peut supposer que 1’on a exp S € G (f). Il résulte de la démonstration de [1] lemme 1.3.3
que S e g (f). D’autre part, comme Y est nilpotent, on a exp Y € N’ et il existe Y'en
tel que exp Y’ = exp Y. Comme I’application exponentielle est injective sur 1’ensemble
des éléments nilpotents, on a Y’ = Y et Y en. Donc X €}.

Soit @ € 2 (W). 1l résulte de ce qui précéde et de la formule (1) de la démonstration
du lemme 1 que I'on a

Ta(e) = m“L/H L |det(Adg)| @ (ghg™ ") x (W)~ >0 (h)dhdg.

La proposition 2 (ii) s’en déduit par exemple comme en [1] IX.3.

2.3. Ce numéro est consacré a la démonstration du théoréme 2. Dans toute la suite
de ce paragraphe g est une algébre de Lie de dimension finie sur C. On note f une enveloppe
algébrique de g et I I’idéal de I intersection des noyaux des poids des éléments semi-
invariants de U (). On note L un groupe algébrique connexe d’algébre [ et L le revétement

simplement connexe de L. On considérera L comme un groupe de Lie réel. Son algebre
de Lie est Ig.

LEMME 2. — Il existe un ouvert de Zariski non vide de 1* qui est réunion de L-orbites fermées
de dimension maximale.

Démonstration. — Soit V la réunion des L-orbites de dimension maximale dans [ et V' son
image réciproque dans ¥*. L’ensemble V' est un ouvert de Zariski invariant sous ’action
du groupe adjoint de . L’idéal dans S (f) de la variété ¥*—V’ contient un élément p # 0
semi-invariant ([4] théoréme 2.2). On a p € I (I) (lemme de Borho, cf. [4] 4.5). Comme
dans la démonstration de [4] 2.1, on voit que toute orbite de L dans [* sur laquelle p ne
s’annule pas est fermée et de dimension maximale, ce qui démontre le lemme.
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Il résulte du lemme 2 et de I’exemple du paragraphe 2.1 qu’il existe un ouvert de Zariski
non vide U’ de I§ qui est réunion de L-orbites fermées de dimension maximale, et que
tout élément f appartenant a 1’'une de ces orbites admet une polarisation résoluble § = Ig
vérifiant la condition de Pukanszky. Le groupe L est unimodulaire ([4] théoréme 1.11).
On note U le sous-ensemble de U’ qui est réunion des orbites contenues dans U’ qui sont
tempérées. Nous poserons E = L\ U. On choisit une mesure de Haar sur [ et la mesure
duale sur I (¢f. 1.4).

Comme dans [7] 5.1.7 et 5.1.9 on voit que le complémentaire de U est négligeable
dans I} et qu’il existe sur £ une mesure p telle que I’on ait

&) J.a(f)df=j_{fna(f)dﬁn(f)}du(ﬂ),
Ir =

pour toute fonction intégrable o sur IF. On utilise les notations du paragraphe 1 (avec L
et Iy au lieu de G et g). Dans 2' (W) on a

© d= L Tadp(Q),
et dans 2’ (V) on a
) 8= La (To) dp(Q).

Il résulte du lemme 1 et de la définition de v, . (paragraphe 1.3) que I’on a (en notant
‘Y = ’Yl.c)
®) ukTa=7Ww)(-iQ)T,, pour tout QeE.

LEMME 3. — On a

Arpc (U) = Yigc (), pour tout ueZ(lgc).

Démonstration. — Soit ¢ € 2 (W) et posons | = j @ o exp. Soit u€ Z ([zc). On a
Y(“)(\l’)=.[ Y@ (=if )V (f)df,
i
(par la formule d’inversion de Fourier). Il résulte de (5) que I’on a

Y(@)(¥) = L Y (@) (i) Ta(9) du(Q).

D’autre part, on a
a(u)(¢)=u(<p)=6(é*<p)=LTn(&*<p)du(n)
[d’aprés (6)]. Il résulte de (8) que I’on a

a(w)(¥) = L Y (@) (—iQ) Ta(9) du(Q).
Donc a (u) = vy (w).
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LEMME 4. — Soient b une algébre de Lie de dimension finie sur un corps k et a un idéal
de b. Soit ue Z(®) n U (a). On a a, (u) = a, (u) et vy (u) = v, (u).

Démonstration. — La premiére égalité résulte de ce que la restriction de ji 4 a est égale 4 j,.
Pour démontrer la seconde on peut supposer k algébriquement clos. Si f€b* on note f” sa
restriction 4 a. L’ensemble des f tels que f et f* soient réguliers est un ouvert de Zariski
non vide de b*. Il suffit donc de démontrer que pour un tel fon a Z (b) N I, = I,. Remar-
quons qu’il existe une polarisation résoluble § en f telle que ) N a soit une polarisation
résoluble en f’. Notons en effett le centralisateur de f dans b et f” la restriction de f a t.
L’algébre t N a est un idéal abélien de t, car il est égal a4 a (f’) et f’ est régulier. On a
dim t (A) = dim t (/") pour tout A € t* qui a méme restriction que f'a a n t. 1l existe donc
une polarisation résoluble " pour f” ([3] 1.12.14). Notons V la variété des polarisations
résolubles en f”. Elle est non vide, car f* est régulier, et compléte. Le plus petit groupe algé-
brique d’endomorphisme de b dont ’algébre de Lie contient I’image de )" est résoluble.
Il admet un point fixe §’ dans V ([2] p. 252). Lalgébre h = ' +5” convient. Si He}y,
on a trady, H = trad,; H. Soit uel;» n Z (b). Par définition de I,., il appartient &
I'idéal & gauche de U (a) engendré par les H—f(H)—1/2 tr ady, H ol H parcourt b’
Il appartient a 1’idéal & gauche de U (b) engendré par les mémes éléments. Comme il est
invariant par le groupe algébrique adjoint de b, il appartient & I,. Ceci termine la démons-
tration du lemme 4.

LEMME 5. — On a a;(u) = v, (u) pour tout ueZ(l).

Démonstration. — On note J I’endomorphisme de Iz qui définit la multiplication par i
dans I. Pour X €l on pose 0 (X) = 1/2 (X—iJ X). Alors 0 est un isomorphisme de [ sur
un idéal de Igc. On prolonge 6 en des isomorphismes de U (I) et de S (I) dans U (Igc) et
S (Igc)- Compte tenu du lemme 3 il suffit de démontrer que pour tout e Z () on a

A O@) =0(a; (), et v (0(u)=0(v;(w)).
Ceci résulte du lemme 4 appliqué a Igc et 0 (I).

Fin de la démonstration du théoréme 2. — 1l résulte du lemme de Borho (¢f. [4] 4.5)
que ’'on a Z () = Z (I). II résulte des lemmes 5 et 4 que I’on a a; = y,. Comme f est une
enveloppe algébrique de g, on a Z(g) = Z (f). Il résulte du lemme 4 et de la ligne qui
précéde que I’'on a q, = v,.

Le théoréme est donc démontré pour toutes les algébres de Lie de dimension finie sur C.
Comme toute algébre de Lie de dimension finie sur k peut &tre définie sur un sous-corps
de k isomorphe & un sous-corps de C, on en déduit facilement le théoréme pour toute
algébre de Lie de dimension finie sur k.

3. Démonstration du théoréme 3

3.1. Dans ce paragraphe les notations sont celles de 1.2 et 1.4. On note Q une G-orbite
dans g* fermée, tempérée, de dimension maximale, et f un point de Q.
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La démonstration du théoréme 3 se fait par récurrence sur la dimension de g. Le théoréme
est facile a vérifier si g est de dimension 1. On suppose désormais que la dimension de g
est > 1 et que le théoréme est établi pour les algébres de Lie de dimension strictement
inférieure a celle de g. Nous aurons, comme dans [9], a considérer plusieurs cas.

Nous emploierons les notations suivantes. Si b est 1’algébre de Lie d*un groupe de Lie B,
a un idéal de b et m € a*, nous noterons B (m) et b (m) les stabilisateurs de m dans b et B
respectivement.

3.2. On suppose que g contient un idéal abélien a tel que, notant m la restriction de f a a,
on ait dim g (m)/Ker m < dim g.

Pour démontrer le théoréme dans ce cas, nous utiliserons les deux lemmes suivants.

LEMME 6. — Soient b une algébre de Lie réelle de dimension finie, B le groupe de Lie
simplement connexe correspondant, ® une orbite tempérée et fermée de B dans b*, f un point
de o, T un idéal de b contenant b (). On choisit une mesure de Haar sur b. Soit \y € 2 (b)

une fonction dont la restriction a ¥ est nulle. On a j \T/d By, = 0.
[ ]

Démonstration. — Notons f; la restriction de f 4 f et ¥* I’orthogonal de ¥ dans b.
Comme f est un idéal contenant g (f), B (f;) fest ouvert dans f+f*-. Comme o est fermée,

on a B(f,)f=f+E"

Posons y (g) = det Ady; g pour tout ge B. Soit ge B (f)). Ecrivons Ad g = sn ol s
et n sont les composantes semi-simples et unipotentes de Ad g. L’endomorphisme s induit
dans f+¥* une transformation affine qui a un point fixe. Comme B ( f;) agit transitivement
dans f+¥%*, on voit qu’il existe b € B (f;) tel que, notant s’ et n’ les composantes semi-
simples et unipotentes de Ad (bgh '), on aits’ f = f. La forme bilinéaire (X, Y) — f([X, Y])
induit sur B/fx b (f1)/b (f) une forme bilinéaire non dégénérée invariante sous 1’action
de tout automorphisme de b laissant ¥ invariant et f fixe, en particulier s’. On a donc

det sq, = (det Sg(rym() !, Comme b/b(f) porte une forme bilinéaire alternée non
dégénérée s'-invariante, on a det sy, = 1. On a donc det s, = det 555,y 1l en résulte
que I’on a

x(g) = detAdys (s, 8  si geB(fy).

Soit a une fonction borélienne positive sur f+¥*. La fonction g+ a(gf) x (g)~* sur
B (f}) se transforme suivant la translation a droite par un élément 4 de B (f) par la multi-
plication par det Adgs,)s¢sy - On peut donc poser

p(@) = a(ef)x(e) " dg,

B(/f1)/B(f)

ol dg est une « mesure » B (fy)-invariante sur B (f;)/B (f) ([1] chap. V). Ceci définit
une mesure p sur f+fL
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La mesure p sur f+1*, considéré comme espace homogene de B ( f;), est semi-invariante
de poids x. Il en est de méme de la mesure de Lebesgue sur f+f*. Il en résulte que pour
un choix convenable de la mesure de Lebesgue sur f on a

p(o) =Jtlu(f+k)dl.
Il existe une mesure B-invariante sur B/B (f) telle que ’on ait

J edﬂm=J 0(gf)dg,
® B/B(f)

pour toute fonction intégrable 0 sur @, et une mesure G invariante sur B/B (f;) telle que

P’on ait
j Y(g)dg =J {J y(gh)x(h)*‘dh}dg,
B/B(S) B/B (f1) B (f1)/B(f)

pour toute fonction intégrable y sur B/B (f) ([1] chap. V).
Soit 0 une fonction intégrable sur ®. On obtient :

j 4B, =J {Jle(g(f+l))dl}dg,
® BBy (J

j. 0dp, =J {x(g)jle(gfﬂv)d?»}dg-
N B/B (1) '

Soit ¥ € 2 (b). On choisit sur b/f la mesure duale de dA, et sur f la mesure de Haar
compatible avec les mesures choisies sur b et b/f. Appliquons la formule d’inversion de
Fourier a4 b/f. Pour tout f'e€b* on a

et donc

J :1“»‘”’0 (1] '+’°)(X))dx}dh =L¢(X)exp(if'(x»dx.

On a donc, en notant \, la restriction de { a ¥,

f v dp, =f 1 (@) V1 (1) dg.
o B/B (f1)
Le lemme en résulte.

LEMME 7. — Soient b une algébre de Lie réelle de dimension finie et a un idéal abélien
de b. On note B le groupe simplement connexe d’algébre b, A le sous-groupe analytique
d’algébre a. On pose b' = bja et B’ = BJ/A. On note V, V', W, W’ les ouverts de b, b’,
B et B’ respectivement définis comme en 1.2. On choisit de maniére compatible des mesures
de Haar sur b, b', a et A. Soit p’ une fonction C* dans V'. Si X € V, on pose

p(X) = p' (X') det (S’ (ad, X)),
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ou X' est I'image de X dans b’. Soit ® une B’-orbite tempérée dans b'*. On définit une distri-
bution T dans W et une distribution T' dans W' par les formules :

T (¢) =I (p @oexp) dB, (€D (W),

(V) =J (P'¥eexp) dB,  (YeD(W).

(Dans la premiére formule ® est considéré comme sous-ensemble de b* contenu dans I’ortho-
gonal de a.) Si ¢ € 2 (W) on définit un élément ¢’ de 2 (W') par la formule

9'(g) =j 9(ga)da.
A

Alors on a T (¢) = T' (") pour tout ¢ € 2 (W).

Démonstration. — Remarquons d’abord que I’on a WA — W et que I'image de W
dans B’ est un ouvert de W’, de sorte que la définition de ¢’ est sensée. Soit ¢ € 2 (W).
Pour tout few on a

(poeoexp) (f) = L’{p(X) exp (if (X))pr(eXP (X+Y)) dY}dX-

Comme a est abélien, on a exp (X+Y) = exp X exp (8’ (ad X) X).
En faisant le changement de variable convenable en Y, on obtient :

(pooexp) (f) = L P’ (X)exp (if(X))f ¢ (expXexpY)dY dX,

= J;, P X)exp (if (X)) ¢’ (exp X) dX.

Le lemme en résulte aussitot.

Reprenons les notations du début de 3.2. Nous poserons g; = g (m). Nous noterons f;
la restriction de fa g,, G, la composante neutre de G (m), ¢’ = g,/ker m, G’ le groupe de
Lie simplement connexe correspondant, gy 1’orthogonal de g; dans g*. Nous choisissons
une mesure de Haar sur g, et une mesure de Haar sur ker m. On en déduit des mesures
de Haar sur g/g; et sur g’. Sur gy nous choisissons la mesure duale de celle sur g/g;.
On note A le sous-groupe analytique de G d’algébre a. On note @ I’orbite de f; sous I’action
de G,. On identifiera ’orthogonal de ker m dans g;* au dual de g'*. Alors ® est aussi une
G’-orbite dans g'*. Nous poserons G, = G (f) G;. C’est un sous-groupe ouvert de G (m).

On sait que ’on a Af = f+g; et que A agit dans f+g7 par translations ([9] lemme 4).
L’ensemble G, f = G, f est la composante connexe de f dans I’image réciproque G (m) f
de f; dans Q. Comme Q est fermée, il en est de méme de G, f. Comme G, fest égal & I'image
réciproque de ® dans g*, on voit que o est fermée.
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Soit a une fonction intégrable sur Q. On a

) J ddﬁn=j {f {‘[la(g(7'+7~))d7~}dﬁm(7)}dg-
Q G/G2 [} :h

Dans cette formule, on a noté, pour tout y € ®, y’ un représentant de y dans g*. La mesure
invariante sur G/G, (au sens de [ 1] chap. V) est choisie de la maniére suivante. On munit G,
de la mesure invariante & gauche correspondant a la mesure choisie sur g,. La mesure sur
G/G, est telle que 1’on ait

j v(g)dg=f “ Y(gh)(det Ad,, h)"dh}dg;
G G/G2 G2

pour toute fonction intégrable y sur G.
La formule (1) est due & A. Kirillov ([9] lemme 7).

Comme I’orbite Q est tempérée il résulte de (1) et du théoréme de Fubini qu’il existe
une norme || . || sur g* et un nombre M = 0 tels que I’on ait

J {L(H ||7'+7»||)'de} dB,(Y) < oo.

De la formule 1+|| x+y || £ (1 +]|| x [) (1 +]| ¥ |]) il résulte qu’il existe une norme || . ||
sur g} telle que I’on ait

f Wt Y™ dBa () < 0.

L’orbite @ est donc tempérée.

On a dim ® = dim Q—2 dim g;. Comme g; ne dépend que de ker m, on voit que ®,
considéré comme élément de g'*, est de dimension maximale. Nous pourrons donc appli-
quer I’hypothése de récurrence 3 G’ et o.

Nous notons V, Vy, V', W, W,, W’ les ouverts de g, g4, §', G, G, G’ respectivement
définis comme en 1.2. La distribution T, est définie dans W et la distribution T, est définie
dans W’. Nous noterons f’ I’élément f; considéré comme élément de g'* et (conformément
aux notations de 1.3), I, I'idéal de U (g¢) correspondant. Nous noterons (par abus de
notations) I_;, I'idéal de U (g,) image réciproque de I_;;.. Si X € g, on pose

t(X) = |detS(ad, X)|"> et  g(X)=detS (ad,X).

On définit une distribution T, dans W, par la formule :

Ti(py) = j (tg@oexp) dB,, pour tout ;€D (W,).
[

Si @, € 2 (W) on définit un élément ¢j de 2 (W’) par la formule :
?1(e) - J 01 (gexpX) dX.
kerm
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Il résulte de la définition de T, et du lemme 7 que I’on a T, (9,) = T, (9}) pour tout
¢, € 2 (W,). Comme on a u % T, = 0 pour tout u € I_,;. par I’hypothése de récurrence,
il en résulte que 1’on a

@ u% T, =0, pour tout uel_;,,.

Le sous-espace t = a N g (f) est un idéal de g,. En effet, soient X et, Yeg;, et Zeg.
Puisque a est un idéal, on a [X, Y] € a. D’autre part, on a

Sz, [X, YID =/([Z X, YD+ f([X, [Z, YID.

Le deuxiéme terme de cette somme est nul car X e g (f). Le premier est nul car [X, Z] e a
et Yeg;. Donc [X, Y]eg(f).

La forme (X, Y) — f([X, Y]) induit sur g/g, x a/t une forme bilinéaire non dégénérée.
Elle est g,-invariante. En effet, si Xeg;, Yeget Zea, on a

S Y1 ZD+ (Y, [X, Z]D =£(X, [V Z]D),

et ceci est nul car [Y, Z] € a.
Rappelons que I’on a

JX) = (detS(ad, X))/, si XeV.
Posons
w(X) = (detS(ad; X))"?, pour XeVng,.

Si ge G,, on pose
x(g) = detAd,,, g.
Soit X e g, n V. Il résulte de ce qui précéde que 1’on a
(det S (ad,y, X))'/? (det S (ad,, X)'/?
= det S (ad,; X) = det (S’ (ad,, X) exp (1/2ad,; X))
= det (8’ (ad,; X) exp (—1/2ad,,, X))
= x(expX) " g (X)v(X),
ou I’on a posé v(X) = det S’ (ad, X)~ 1. On obtient donc :
3) j(X) =x(exp)"*1(X)q(X)v(X)w(X), pour tout Xeg, N V.

Le centralisateur g, (f7) est égal & g (f)+a. Comme g (f) est commutatif (car Q est de
dimension maximale, ¢f. [3] 1.11.7), g, (f1) centralise t. Notons f le centralisateur de t
dans g,. C’est un idéal de g; qui contient g, (f;). Remarquons de plus que
vX)=wX)=1si XefnV et que, posant G] = exp (g; N V), G] est un ouvert
de W,. Il résulte du lemme 6 et de (3) que I’on a

C) T, (x" oy =I (j@soexp) dp,, pour tout ¢; €D (G)).
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Soit ¢ € 2 (W). Nous allons calculer T, (¢) en utilisant la formule (1). Posons
Y =jpoexp. Si Yew, g€G, on a

AIEDLE =f{ f w(X)exp(ig(v'm(X»dx}dx.

En remplagant g (y'+A) (X) par (v’ +A) (Ad g~ ! X) puis X par Adg X, on trouve que
cette intégrale est égale a

J' N J det(Adg) VY (AdgX)exp (i (Y +1) (X)) dX dA.
81 J8
La formule d’inversion de Fourier sur g/g, montre que ceci est égal &
det(Ad g)J Y (AdgX)exp(iy (X)) dX.
81

On notera % la fonction & > @ (ghg™?) et (%), la restriction de ?¢ & G/, (qui est une sous-
variété fermée de W). Il résulte de ce qui précede et des formules (1) et (4) que I’on a

(&) Ta(9) = L/G det(Adg), T, (x™*(°9),) dg.

L’idéal I_,; est le plus grand idéal de U (g¢) contenu dans I’idéal & gauche engendré
par f_,fl. On a noté u > u 1’automorphisme de U (g;¢) tel que X = X~1/2trady, X
si X € g,. Pour le prouver, on choisit une polarisation résoluble )’ = g¢ pour f’. L’image
réciproque b de b’ dans g, ¢ est une polarisation résoluble pour f. L’idéal I_;;. est le noyau
de la représentation de g¢ induite tordue par la restriction de f* & §’, par définition de I_ ..
L’idéal I_,,, est le noyau de la représentation de g;¢ induite tordue par la restriction de
fabh. D’aprés le théoréme d’induction par étage les représentations de g induites tordues
par cette représentation et par la restriction de & b sont équivalentes et ont donc méme
noyau dans U (g¢). Ceci prouve notre assertion. (Pour les représentations induites tordues,
of. [3] chap. 5 § 2.)

Soient ueI_;; et ¢ € 2 (W). Nous voulons démontrer que I’on a T, % 9) = 0.
Compte tenu de (5), il suffit de démontrer que pour tout ge G on a

Ty (¢~ % 9))1) = 0.

Soit donc g € G. On peut écrire Ad g~! u comme somme d’éléments de la forme w 9 v
avec we U (g¢) et vel_;, . Posant {; = ((Ad giw % ©));, on est ramené A prouver que
I'ona T, (x " Y>@% V¥;)) =0. Comme on a

Ty (2 Gk V) = Ty ok (2 0)) = vk Ty (V2 0)),

cela résulte de la formule (2).

Ceci termine la démonstration du théoréme 3 dans ce cas.
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3.3. On suppose que g contient un idéal n qui est une algébre d’Heisenberg de dimen-
sion 2 p+1 (avec p > 0). On suppose de plus que le centre 3 de 1t est égal au centre de g et que
la restriction m de f a 3 est non nulle.

Nous noterons f; la restriction de fa n, m = ker f, s = g (f1), f" 1a restriction de f4 s,
N le sous-groupe analytique de G d’algébre n, Z celui d’algébre 3, S = G (f}).

Si X, Yem, on pose b(X,Y) =f([X, Y]). La forme b est bilinéaire alternée non
dégénérée. On choisit sur m la mesure définie par la forme différentielle 2 &) "PbA ... Ab
(p facteurs). On a g = s @ m ([10] lemme 2). On choisit sur s la mesure de Haar compa-
tible avec celles déja choisies sur g et m. On choisit une mesure de Haar sur 3, et comme
n = m® 3, on munit n de la mesure de Haar produit de celles de m et de 3. On munit
les groupes S, N et Z des mesures de Haar & gauche correspondantes.

Le groupe S est simplement connexe ([10], corollaire du lemme 2). Nous noterons ®
Porbite de /' dans s* sous I’action de S. On peut identifier s* et ’orthogonal de m dans g.
Dans ce cas o s’identifie & ’orbite de f dans g* sous I’action de S et 'on a ® = Q N s*,
En particulier, o est fermée. D’autre part on a dim Q = dim ®+2 p. Il en résulte que o est
une S orbite de dimension maximale dans s*. L’application (X, y) > exp (X) y de mx o
dans Q est un diffomorphisme, et 1’on a

© L adBq = I j o (exp (X)v) dX dB, (v),

pour toute fonction intégrable o sur Q ([10] lemme 8). Appliquons cette formule & la
fonction (14| . |)™ ot || . || est une norme sur g* et M un réel assez grand. Il résulte
du théoréme de Fubini que ’orbite o est tempérée. Nous noterons V' ’ouvert de s et W’
P’ouvert de S définis comme en 1.2. La distribution T, est définie dans W’. L’hypothése
de récurrence s’applique et I’on a

o u%T,=0 pour tout uel_;,.

On note Sp (b) le groupe des automorphismes de b et Sp (b) son revétement simplement
connexe. Il agit naturellement dans n (resp. N) par des automorphismes. On choisit une
représentation irréductible unitaire W’ de N dans un espace de Hilbert 5# dont la restriction
a Z est un multiple du caractére de différentielle im (la classe de W’ est uniquement déter-
minée). 11 existe une unique représentation unitaire de Sp (b) dans # que nous noterons W
telle que W (s) W’ (n) W (s™1) = W’ (s (n)) pour tout se Sp (b) et tout ne N (W est la
« représentation de Shale-Weil »). Il y a un homomorphisme naturel de S dans Sp ().
Composant W avec cet homomorphisme, on obtient une représentation (que nous noterons
encore W) de S dans 2. ,

Soit sp (b) ’algébre de Lie de Sp (b). Il existe un unique homomorphisme 0 de sp ()
dans U (n) tel que ’on ait [8 (Y), X] = Y (X) pour tout X e net tout Y € sp (b). En compo-
sant avec I’homomorphisme naturel de sdans sp(b) on obtient un homomorphisme,
encore noté 0, de s dans U (n). On note #* I’espace des vecteurs C® pour W' et W’ la
représentation de U () dans #® obtenue par différentiation. Si Y € s (resp. sp (b)) le
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domaine de W (Y) contient J#> et la restriction de W (Y) 4 s est égale 3 W’ (0 (Y))
([10] lemme 6). Rappelons que ’ordre de 0 (Y) est < 2 pour tout Y €s.

Si Y es, on pose £ (Y) = Y—0(Y). L’application & est un homomorphisme de s dans
U (g). On prolonge & en un homomorphisme, encore noté &, de U (s¢) dans U (g¢).
Soient ¢ € 2 (G) et seS. On pose

F(@)(s) = tr(f o(sn)W(s)W’ (n)dn).
N

LeMME 8. — La fonction F () est partout définie sur S. Elle est C® et a support compact
modulo Z. On a F (9) (s exp X) = exp (—im (X)) F (¢) (s) pour tout s€S et tout X €3.
On a uv F(9) = F( () % ¢) pour tout ueU (s¢).

Démonstration. — Si a est une fonction intégrable sur N on pose
W’ (o) =J‘ a(n) W' (n)dn.
N

On définit de maniére analogue W (B) pour toute fonction B intégrable sur S. Pour tout
entier ¢ = 0 on note C? (N) I’espace des fonctions & support compact de classe C? sur N.
11 existe un entier g, = O tel que I’application o> W’ (o) soit continue de CZ° (N) dans
I’espace des opérateurs a trace sur 5#. Il en résulte en particulier que F () est partout
définie sur S et est continue. Il est évident que F () est a support compact modulo Z et
que I’on a F (¢) (s exp X) = exp (—im (X)) F (¢) (s) pour tout s € S et tout X €3.

Soit Y € s. Pour tout # € R on pose s, =exp (¢ Y). Nous allons démontrer que la fonc-
tion ¢+ F (9) (s;s) est dérivable et que sa dérivée pour 7 =0 est égale a
F (E (=Y) % ¢) (s). Cette formule permet de démontrer par récurrence sur g que F ()
est de classe C? pour tout g, et donc de classe C*. De méme, la formule

uk F (o) =F ()% o)

s’en déduit par récurrence sur ’ordre de u e U (s¢).

Soit ¢ un entier. On peut écrire ¢ comme somme de deux fonctions de la forme o y¢ V,
avec a € CZ(N) et y € 2 (G) (ceci se démontre comme en [1] p. 252). On a identifié o & une
distribution sur G de support N. Il suffit donc de prouver notre assertion pour des fonctions
de la forme ¢ = o ¥ Y, ol ¢ est un entier arbitrairement grand. En particulier, on peut
supposer g = 4.

En faisant le changement de variable n+> (s,5)" ' ns,s, on obtient :

F(@)(ss) = tr(J o (ns, ) W' (n) W (s) W(s) dn>
N
= tr<J Y (ns, s) W () W (n) W (s) W (s) dn) ,
N

= J Y (sens) tr (W () W (s) W’ (m) W (5)) dn.
N
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Supposons que 1’on ait démontré 1’assertion suivante : il existe un entier g, = go+2
tel que pour tout o e C% (N) et tout opérateur borné A sur la fonction

t> tr (W () W(s) A),
soit dérivable et de dérivée égale a tr (W’ (o % 0 (Y)) W (s,) A).

Soit g = ¢q,. On peut alors calculer la dérivée de F (¢) (s, s) en dérivant sous le signe
somme. La valeur en 0 de cette dérivée est égale a

L{ =Y Y (ns) tr (W (W () W (5))+ ¥ (ns) tr (W' (2 O (V) W’ (m) W (5)) } dim,

ce qui est encore égal & F (2 % & (—Y) % V) (s). Comme & (—Y) commute avec i, on a
a%k E(=Y)=E(=Y) % a, et I’on trouve que la dérivée en 0 de F (¢) (s, s) est égale a
F(E(-Y) % ¢), ce qu’il fallait démontrer.

Il reste 4 étudier la fonction ¢ — tr (W’ (o) W (s,) A). Si g, est assez grand, on peut écrire
o € C2* (N) comme somme de deux fonctions de la forme o’ % o” avec o', a” € C2*2 (N)
(¢f- [1], p. 252). Pour prouver notre assertion, il suffit de démontrer que I’opérateur
t~1 W’ (a”) (W (s,)—Id) tend fortement vers W’ (a” % 0 (Y)) en restant borné lorsque
t tend vers 0. Soient he#* et ueR. On a

diw(su)h =WY)W(E)h=WOX)W(s)h,
u

et donc

diW' (@YW (s)h =W (" 5k 0(Y) W(s,) k.
u

On en déduit :
tTIW @)W (s)=Id)h =1t~ 1J W’ (0" % 0(Y)W(s,) hdu.
1]

Par continuité cette égalité reste vraie pour tout A es#, et notre assertion est établie.
Le lemme 8 est donc démontré.

Nous noterons 2 (S, m) ’espace des fonctions  C* sur S qui sont & support compact
modulo Z et qui vérifient { (s exp X) = exp (—im (X)) ¥ (s) pour tout s € S et tout X €3.
Nous noterons 2 (W', m) I’espace de celles qui sont & support dans W’. Si y € 2 (W', m)
nous poserons T, (V) = T, (V') ol |’ est un élément de 2 (W’) tel que

V(s) = J‘ V' (sexp X) exp (im (X)) dX.
3

(T, (V') ne dépend pas du choix de V).
LEMME 9. — Soit o€ 2 (W). On a F (9) e 2 (W', m) et Tg (9) = T, (F (9)).

Démonstration. — L’ensemble V' +n est I’ouvert de V formé des éléments X e V' +n
tels que 1’on ait | Im A | < m pour toute valeur propre A de ad, X. Le support de F (¢)
est donc contenu dans W', et il résulte du lemme 8 que I’on a F (¢p) € 2 (W', m).
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L’égalité T, (p) = T, (F (9)) est démontrée dans [10]. Je répéte une partie de la démons-
tration de [10] pour rendre claire cette assertion.

Soient ye®, A, Bem, Y €s (resp. sp (b)). Nous écrirons indifféremment Y ou ad,, Y

si Yes. On a (expA.y)(Y+B) = (y+A.y+1/2A%.y+...)(Y+B). On trouve
([10] lemme 9) :

®) (expA.7)(Y+B) = y(Y)+b (B, A)+%b(Y.A, A).

On pose ¢, (g) = f 0 (gexp X) exp (im (X)) d X. 1l résulte des formules (6) et (8) que
3
I’on a

TQ(¢)=j U {J‘/U j(Y)exp(iy(Y)+ib(B, A)+i%b(Y.A,A))

x @0 (exp(Y+B))dB } dY} dA} dBg (7).

Comme b est bilinéaire non dégénérée, 1’intégrale par rapport 3 B est une transformée
de Fourier, et le résultat, comme fonction de (Y, A) € /3 X a, est & décroissance rapide.
On peut donc intervertir les deux intégrales du milieu. Posons p (Y) = (det (S (Y))'/%,
de sorte que I’on a j(Y) = (det S (ad, Y))'/2 p (Y). Nous définissons un élément F’ (¢)
de 2 (W', m) par la formule :

F'(¢p)(expY) = p(Y)J‘ {expi%b(Y.A, A)I expib(B, A)(po(exp(Y+B))dB}dA.

Il résulte de ce qui précéde que 1’on a T, (¢) = T, (F' (9)). Pour prouver le lemme, il
suffit de démontrer que 1’on a F (¢) = F' (¢).

Onaexp(Y+B) =exp Y exp S’ (Y) B exp X (Y, B) o X (Y, B) est un élément expli-
citement calculable de 3 ([10] lemme 10). On a donc :

9o (exp(Y+B)) = exp(—im(X(Y, B)) @, (exp YexpS'(Y).B).

Soit W € 2 (m). Pour tout Y € sp (b) tel que p (Y) # 0, on pose
o) = tr(L\u (exp AW (exp ) W' (exp A) dA),
oL (V) = p(Y)L{expi%b(Y.A, A)J:nexp(ib(B, A)—im (X(Y, B))\|1(S’(Y).B)dB}dA.
11 est démontré dans ([10] formule (28)) que ’on a ®y (V) = @5 (V).

Appliquant cette égalité a la fonction  (A) = @, (exp Y exp A), on obtient F (¢p) = F’ (),
ce qui prouve le lemme.
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LeMME 10. — L’idéal 1_;; est égal a I’idéal a gauche de U (g¢) engendré par les éléments
de la forme & (u) ot u parcourt I'idéal 1_;;. de U (s¢) et ceux de la forme X +im (X) ot
X parcourt 3.

Démonstration. — Notons g le produit semi-direct de s et de n, et © 1’application cano-
nique de g sur g. L’image réciproque de f dans g* est un élément f régulier, et I_,, est
I'image de I_;7. Si Y€s, on note 5 (Y) I’é1ément Y — 0 (Y) de . On prolonge E en un homo-
morphisme de U (s¢) dans U (§¢). L’image de E (u) dans U (gc¢) est égale a & (u). 11 suffit
donc de prouver que I_;y est engendré, comme idéal a gauche, par E (I_;s) et par les élé-

ments de la forme X+im (X) (ou X parcourt 3 considéré comme contenu dans n).
Posons

A=U@m)Nl_y, e B=U@IU@GII-i,

(Rappelons que I_;;, (resp U @) I-; +,) est égal a I’idéal a gauche de U (n¢) (resp. U (80)
engendré par les éléments de la forme X +im (X) ou X parcourt 3). Si u € U (s¢) on note
&' (u) 'image de € () dans B. 1l est défini dans [3] 10.1.5 un isomorphisme r de B sur
U(s¢) ® A, et I’'on a2 £ (w) =r~ ! (u® 1) pour tout ue U (sc). Notre assertion résulte
alors de [3] 10.1.8 (i) et 10.2.1 (iii).

Nous voulons démontrer que I’on a u 3% Tq = 0 si uel_;;. D’aprés le lemme 10 il
suffit de le faire soit lorsque u = X +im (X) avec X € 3, auquel cas c’est trivial, soit lorsque
u=§ () avec vel_;;. Soit donc vel_; et € P (W). On a

&(®) % Ta(0) = Ta (€ (0) %k ) = Ta (E (1) % 9)-
D’aprés le lemme 9, ceci est égal & T, (F (& (V) % ¢)). D’aprés le lemme 8, ceci est égal &

To (05 F(9)) = 9% T, (F (9)).
Ceci est nul d’aprés (7).
Le théoréme est donc démontré dans ce cas.

3.4. On suppose que le centre de g est non nul et facteur direct dans g.

Il existe donc par hypothése un idéal g’ de g tel que g = g’ @ 3, ou 3 désigne le centre
de g. On note f' la restriction de fa g', G’ le groupe simplement connexe d’algébre g’,
® Porbite de £’ dans g'* sous I’action de G'. Il est facile de voir que ’on peut appliquer
I’hypothése de récurrence 3 G’ et ®, et d’en déduire le théoréme dans ce cas.

3.5. On suppose que g est semi-simple.

Il résulte d’un théoréme d’Harish-Chandra (¢f. [12] 8.2.4.3) que pour toute distribution
invariante Te 2 (W) et tout ueZ(gc) on a a(u % T) = a (u) % a (T). En particulier,
on a a(uv Tg) = a(m) (—if)a(Ty). Il en résulte que I'on a u Y Tg = 0 pour tout
ueZ(geg) nl_y.

Pour achever la démonstration dans ce cas, il suffit de remarquer que I_;, est engendré,
comme idéal A gauche, par son intersection avec Z (g¢). En effet, soit h n g¢ une polari-
sation résoluble. C’est' une sous-algébre de Borel de gc. La représentation de g¢ induite
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tordue par la restriction de fa ) est un module de Verma, et I_,, est son annulateur. Notre
assertion est démontrée dans [6], théoréme III.2.

3.6. Le théoréme 3 est démontré, car si g est de dimension > 1 et fe g* on est dans
I’'un au moins des cas étudiés en 3.2, 3.3, 3.4 ou 3.5.

4. Démonstration de la proposition 1

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le théoréme 3 entraine la proposition 1.
Les notations sont celles de 1.2 et 1.4. On note  une enveloppe algébrique de g, I I'idéal
de T intersection des noyaux des poids des semi-invariants de U (c), K et L les groupes
de Lie simplement connexes correspondants. On considére G et L comme des sous-groupes
fermés de K. On notera V, et W, les ouverts notés V et W en 1.2. De maniére analogue
on définit V;, W, V; et Wy. Soit u € Z (g¢). Nous noterons a, (1) I’élément de I (g¢) noté
a (u) en 1.4, et s v} la fonction méromorphe & valeurs dans 9’ (W) notée s +— v°en 1.4.
On définit de méme a; (u) et s+ v] si ue Z () et a, () et s+ vjjsi ue Z (¥o).

LEMME 11. — Soit ueZ(Ig), u # 0. On a vi** = v ¥ vf.

Démonstration. — Le groupe L est localement isomorphe au groupe L des points réels

d’un groupe algébrique connexe défini sur R. Nous noterons L¢ le groupe de ses points
complexes; il opére dans I¢. Il résulte du lemme 2 qu’il existe un ouvert de Zariski de I§

qui est réunion de ic-orbites fermées de dimension maximale. Soit Q une telle orbite qui
rencontre I*. Alors Q N [* est réunion d’un nombre fini d’orbites de L dans I*. Chacune

d’elle est fermée et de dimension maximale. Chaque L-orbite dans I* est réunion d’un
nombre fini de L-orbites. On a donc montré qu’il existe un ouvert de Zariski non vide
dans I* qui est réunion de L-orbites fermées de dimension maximale. Il en résulte comme
en [7] 5.1.7 qu’il existe un sous-ensemble borélien U de [* de complémentaire négligeable
pour la mesure de Lebesgue qui est réunion d’orbites fermées, tempérées, de dimension
maximale et une mesure p sur ’espace ® = L\ [* telle que 1’on ait

La(f)df= L{La(f)dﬁn(f)}du(ﬂ),

pour toute fonction intégrable o sur [*. (On a choisi une mesure de Haar sur [ et la mesure
duale sur I*.) Soit s € C tel que Re (s) > 0. Soit ¢ € 2 (W)). Posons ¥ = j, ¢ cexp. On a

(@) = a,(0)° (W) = Lal(v)(—if)“ﬁ:(f)df.
Donc

V() = J ay(0) (—iQ)’ To () dn(Q).

4¢ SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 2



OPERATEURS BI-INVARIANTS 287

Calculons v ¥ v* (). Ceci est égal & v° (0 % @) et donc, d’aprés ce qui précéde appliqué a
V%o, A

J a () (—iQ)* v To () dpn(Q).

11 résulte dz=s théorémes 2 et 3, appliqués a L, que ’on a
U*Tn = al(v)(_iQ)Tn.

On obtient donc v**! = v ¥ v° pour Re (s) > 0. Le lemme s’en déduit par prolongement
méromorphe.

LeMME 12. — Soit ue Z(fo). On a vi*' = v % v}

Démonstration. — Remarquons que 1’on a V; = V,n 1. On peut donc considérer W,
comme une sous-variété fermée de W,. Si Te 2’ (W,), on note 0 (T) son image dans
2'(Wp. On a ueZ () ([4] 4.5, lemme de Borho). Soit se C tel que Res > 0. Soit
0D (Wp.On a

v (9) =La;(v)(—if)‘(i:<P°eXp)A(f)df-

On a a; (v) = a; (v) (¢f. la démonstration du lemme 4) de sorte que si f’ est la restriction
defetal,onaa, (v) (—if) = a;(v) (—if’). Dans la formule qui définit v] intégrons d’abord
sur I’orthogonal I* de I dans . La formule d’inversion de Fourier pour ¥/l montre que I’on a

v3(0) =Lax(v)(—if)‘\T!(f)df,

ou Y est la restriction de j; ¢ o exp & V. Comme la restriction de j; & I est j, on obtient,
en notant ¢’ la restriction de ¢ a W,

vy (@) = L a1 () (= if Y (jy @' oexp)” (f) df = v} (9),

et donc v; = 0 (v}). Cette formule se prolonge analytiquement pour tout s. Le lemme 12
résulte donc du lemme 11.

Fin de la démonstration de la proposition 1

On a V, = V;n g de sorte que W, est une sous-variété fermée de Wy. Si Te 2’ (W,)
on note 6 (T) son image dans 9’ (W,). Soit u € Z (g¢). On a alors u € Z (f¢). Comme dans
la démonstration du lemme 12 on montre que ’on a 6 (v;) = v;. La proposition 1 résulte
alors du lemme 12.

Remarque. — Pour certains groupes G il suffit pour établir le lemme 11 (et donc la
proposition 1 et le théoréme 1) du cas particulier du théoréme 3 contenu dans le lemme 1.
On n’a pas besoin alors du paragraphe 3 de cet article. C’est le cas par exemple si G est
un groupe de Lie complexe.
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