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CONDITIONS D'INTEGRABILITE

DES EQUATIONS SIMULTANEES

AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE,
ET RENFERMAXT

UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. J. COLLET.

Supposons que I’on propose de déterminer les solutions communes &
un systeme de m équations

.f.' =0, f;:“oa'--) _f;n == 0,

dans lesquelles f;, f....., f,, désignent des fonctions quelconques de
n variables indépendantes ¢,, ¢,,..., ¢, et des dérivées partielles p,,
as-++» Pus Prises par rapport a ces variables, d’une fonction inconnue
qui, d’ailleurs, n’entre pas dans ces diverses équations.
Pour que le probleme soit possible, on sait que, si on pese, pour

plus de simplicité, le symbole (f;, /i), égal  'expression suivante :

h=n

Z < 4 dfe _ df: f’Jfk.)

i dqi dpy  dpy dq,, ’
il est nécessaire et suffisant que les fonctions qui forment les premiers
membres des équations proposées satisfassent, prises deux i deux de
toutes les manieres possibles, & des conditions de la forme (f, f;) =o.
Les conditions précédentes doivent étre satisfaites soit identiquement,
soit en vertu des équations proposées. Si cela n’a pas lieu, le pro-
bleme est impossible & résoudre dans la généralité avec laquelle il est
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20 J. COLLET.

posé; mais il peut néanmoins admettre des solutions plus particu-
lidres, en établissant de nouvelles relations entre les dérivées partielles
de la fonction cherchée et les variables indépendantes, ce qui diminue
la généralité du probleme.

Voici comment on opere pour cela :

Si la fonction (f;, f;) ne s’annule pas, on I'égale néanmoins & zéro,
ce qui donne une nouvelle équation qui, jointe aux proposées, devra,
comme elles, étre satisfaite par toute solution commune. Le nombre
des équations & intégrer simultanément augmente ainsi d'autant d’uni-
tés qu’il y a de conditions non satisfaites par les équations proposées.

On traitera le nouveau systeme comme l’ancien, et ainsi de suite jus-
qu’a ce que l'on arrive & un systeme d’équations satisfaisant toutes aux
conditions d’intégrabilité.

Si le nombre des équations de ce dernier systeme se trouve inférieur
ou égal & n, le probleme est possible; mais le contraire a lieu si ce
nombre est supérieur a n.

~ On voit que I'on peut arréter les caleuls quand le nombre des équa-
tions distinctes est égal a n, et, si alors elles ne satisfont pas toutes aux
conditions énoncées, le probleme est impossible.

Mais, pour décider de la possibilité ou de Pimpossibilité du pro-
bleme, il ne faut conserver que les équations distinetes ; et, pour les
distinguer de celles qui ne le sont pas, il faudrait connaitre les rela-
tions qui peuvent exister a priorc entre les fonctions que I'on obtient
en faisant ainsi une application réitérée de 'opération désignée par le
symbole ( /;, /), soit aux fonctions proposées, soit & celles qui résultent
déja de cette opéralion; et, en suivant cefte voie de recherches, on est
conduit & se demander si le nombre des fonctions distinctes que 'on
peut déduire d’une série donnée de fonctions, par 'opération répétée
dont nous nous occupons, est limité ou illimité. Cette question a,
d’ailleurs, son importance pratique; car, si elle se résolvait par Ualfir-
malive, tous les systemes seraient intégrables lorsque le nombre des
variables dépasserait pour chacun d’eux une limite assignable.

La résolution de ces diverses questions fait 'objet de ce Mémoire, et,
comme il ne sera fait aucune hypothese particuliere sur la forme des
fonctions, les résultats auxquels on parviendra se présenteront avee
toute la généralité désirable.
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§ 1. — Definutions et notations.

Si on considere deux fonctions ¢ et ¢ de 27 variables ¢,, g.,..., ¢,;
D1+ Pas--> Pus qui se correspondent deux & deux, py & ¢4, nous désigne-
rons sous le nom de combinaison différentielle de ces deux fonctions
I'opération indiquée par la formule suivante :

h=n

do dy do (_]_qi
v E <'de/: dpin dpa fl<1h>’

=1

et nous représenterons par le symbole (», ¢) le résuitat de cette opéra-
tion.

Si I'on donne une suite /}, fi,..., f, de fonctions analogues aux pré-
cédentes ¢ et ¢, on pourra les combiner deux & deux; puis les résultats
obtenus pourront étre de nouveau combinés soit aux fonctions don-
nées, soit entre eux, et ainsi de suite. Les fonctions nouvelles ainsi ob-
tenues seront désignéessous le nom de fonctions complexes, par opposi-
tion avec les proposées qui seront dites szmples.

Quant au mode de notation & employer pour désigner ces fonctions
complexes, nous représenterons par le symbole (¢, ¢, 3,...) la fonction
obtenue en combinant ¢ et ¢, puis le résultat de cette opération avec 2,
et ainsi de suite.

Parmi les fonctions complexes que 'on peut déduire d’une série
donnée de fonctions simples, nous distinguerons particulierement
celles qui ne sont formées que de fonctions simples, comme (f;,
Jis Jus---). La considération de ces fonctions est importante; car,
dans la suite, nous prouverons que toutes les autres fonctions com-
plexes sont des fonctions linéaires de fonctions de cette espéce particu-
liere. Aussi, pour plus de simplicité, les désignerons-nous sous le nom
de fonctions canoniques. Le nombre des fonctions simples entrant dans
I'une de ces fonctions sera I'ordre de cette fonction. Enfin on pourra les
représenter en remplacant les fonctions simples par leurs indices res-
pectifs dans le symbole adopté pour la représentation des fonctions
complexes. Nous ajouterons a ces définitions quelques remarques évi-
dentes.
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D’aprés la définition méme de I'opération qui nous occupe, il ré-
sulte que, dans une fonction complexe (¢, ¢, 4,...), on peut considérer
comme effectuée la combinaison d’'un nombre quelconque de fonctions
successives en commenecant par la gauche, et que, réciproquement, la
premiere fonction d gauche, si elle est complexe, peut étre remplacée
par ses fonctions composantes; que 1’on a identiquement

@ b)=—{{. ),
ou, plus généralement, que I'on change le signe d’une fonction en
changeant I'ordre de ses deux premieres fonctions constituantes, c’est-
a-dire que 'on a
(2) (0, by o)== — (4, 0, A,...);
et enfin que, si ¢ est une somme de fonctions telle que 7, + 2, + ...,
on a identiquement
(3) (o) )= (91, Y]~ [@u, b)+ ...

et ausst
W 9) =1 o)+ (b 7]+

\

§ II. — Développement des fonctions complexes quelconques
en fonctions canoniques.

Nous nous proposons d’établir la proposition générale suivante :

TrEOREME. — Si 9, 4, §,..,, (. sont des fonctions quelconques, simples
ou complexes, la fonction (¢, ¥, 0,..., 1) s’exprime linéairement en fonc-
tons canoniques.

La démonstration de ce théoreme est basée sur le lemme suivant di
a Jacobi :

LemmE. — S0 9, ¢, 0 désignent trois fonctions quelconques de ¢,
Gase-+s Gns Pis Pase-+s Pny ON @ ldentiquement

(4) (9.4, 0)+(0, @, 4} -+ (¥, 0, 9} =o0.

(q,,q,;zz (ilff a4 _ de ’.@'i),
' 13 dq/, d])/, (l])}, dq/.

Si I'on pose
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on aura
po=Y [debl & _dioy @]
([/]A (lPk ll,lpk (lqk

N &y do d*¢ \ df do d*) do b\ db
Zz I:[ a’ql, dpadgqr — dps dqﬁq::) dme (@ dpadpi Zi[;h (/qnd[u ) dqx
(dy do 4y do > do . <d¢ do  dY ~r_li_r__) _({2]

dgi dpadqi dpi dqudqi ) dps dqu dp/,dp,, dpi dqudpy) dg

On obtiendra les développements de (7, ¢, ¢) et de (4, 4, 7) en rem-
placant, dans la formule précédente, les lettres ¢, ¢, § successivement
parles suivantes 6, o, ¢, puis par ¢, 7, 9.On peut alors démontrer I'iden-
lité (4) en faisant voir que tous les termes qu’elle contient se détrui-
sent deux & deux. Considérons, par exemple, les termes en d*{. Pour
prouver que ces termes s'entre-détruisent, il suffit de remarquer que
les fonctions (9, ¢, 6) et (¢, 0, ¢) renferment seules des termes de I'es-
pece considérée; que les termes en question entrant dans la premigre
de ces deux expressions sont les mémes en valeur absolue que ceux
qui entrent dans la seconde, et enfin que les signes des termes sem-
hlables sont contraires dans les deux expressions. Cette derniere asser-
tion résulte de cette remarque que, dans la valeur qui précede (¢, ¢, 6),
un terme contenant une dérivée seconde de ¢ est positif siles deux va-
riables par rapport auxquelles on différentie sont de méme espece,
négatif dans le cas contraire, et que 'inverse a lieu pour les termes en
d*¢. Comme, dans I'expression (¢, 0, ), ¢ a précisément la place de ¢
dans la premitre expression considérée, ce que nous avons avancé se
trouve pleinement justifié. -

Comme on raisonnerait de méme pour les termes en dy et en d*,
le lemme énoncé est donc complétement démontré.

Cela posé, revenons au théoreme proposé.

Nous étudierons en premier lieu le cas d’une fonction composée de
deux fonctions canoniques, ¢ et {.

Pour trouver une loi, nous étudierons d’abord deux cas particuliers.

1° Supposons que la fonction ¢ soit du second ordre,

b :(.ﬁ’ﬁ )
yo)=(fi fis 9)-

on aura
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Mais, d’apres le lemme qui précede, on a
(fo S o1 +(9, for fu) + (S ¢ fij=0;
d’ot l'on tire, en tenant compte de la formule (2),
(5, (foo S ©) 0U (§, 9= (95 fi Ji) — {95 Jis Jis

ce qui est conforme au théoreme énonce.
2° Supposons que ¢ soit du troisieme ordre,

u = ﬁ,ﬁ:ﬁ/
Y=ibufil b= fil,

on aura, d’apres la formule (4),

Posons

(Vo Joo @) == (9, b, fi) +( for @y 3] == 0,
d’ott Von tire
(6 (o S 9) 0u (0, o)={0, fi, bi)— 15, b, [fi)-

Mais

(oS )=—14s (0, i]] 0w —[fis fir (9, fi)],

les fonctions composantes mises entre parentheses devant étre préalable-
ment combinées. D’ailleurs, si dans la formule (5) on remplace 7 par
(%, /x)» on obtiendra la valeur de [ £, /3, (¢, fi)], et par suite la suivante:

(7) (@ foo i) = =19, fis fis i) -+ (0, f1s [ fi) -
D’autre part, par un calcul semblable, on trouve
9 Yi) == (foo oo 9)=— (9 fio Ji) + (5 fis JiJ;
d’ot1, d’apres la formule (3),
(8) (0 Vi fi) = — (0. Jio fis Ji) + (9 fis fur Ji)-
Portant maintenant les valeurs (7) et (8) dans I'égalité (6), on aura

{ (@ elou (fo, fus fis @) == (05 i fis fo) = (@, fio S 1)
4 — (@5 Sos oo i) -+ (5 foo fir i)

ce qui est encore conforme au théoreme énoncé.

(9]
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“De la comparaison des formules (5) et (9) on peut déja déduire une
loi pour la formaticn des termes du développement de la fonction
(U, »), dans le cas ol ¢ et o sont canoniques, loi que 'on démontrera
ensuite étre applicable i tous les cas.

Un terme quelconque du développement est carcctérisé par son signe
et par 'ordre des indices des fonctions qui entraient dans la composi-
tion de ¢.

Si I'on compare, comme on I'a dit, les formules (5) et (9), on re-
connait tout de suite que les permutations des indices qui repondent aux
termes de la formule () peuvent se déduire de celles des termes de la for-
mule (5), en les faisant successivement suivre ou préceder de Uindice k qui
n’y entre pas, le signe de chaque terme étant conservé dans le premier cas
et changé dans le second.

La formule (5) pourrait elle-méme se déduire, en suivant la mcme
loi, de I'identité (f;, 9) = — (0, /7)-

Nous allons démontrer que cettze loi est generale. Pour cela, nous
prouverons que, si elle a lieu quand la fonction ¢ est du " ordre, elle
a encore lieu quand cette fonction est d’ordre n —+ 1.

Soit ¥ une fonction canonique d’ordre n + 13 si £, est Ia derniere
fonction entrant dans sa composition, on pourra poser & == (b, f,),
¢, étant une fonction du 7l ordre. On aura, d’apres les formules (5)
et (2),

(10] gl =tbo fo o) =09 [ = (o fal);
attendu que I'on devrait avoir

{'—!'uflou C,D) = ’:?9/:4, ‘!J1) - Y, q/n ‘]/,‘-;. /s

et que
9nfer )= [¥nlon ] oL (o, b fuhms s 20 fo)

Orv les termes du développement de (4, =, £,) sont ceux de (b5 7).
que I'on doit successivement combiner & /, en conservant les signes;
en d’autres termes, les permutations des indices dans les différents
termes de (9, 7, f;) se déduisent de celles de (¢,, 9) en les faisant sim-
plement suivre de «, sans changer les signes correspondants.

D’un autre coté, les termes du développement de — [4,, (2, £, )] sont
obtenus en développant — (4, 2} et remplacant ensuite o, par (=, /).
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Or les permutations des indices du terme de (¢4, ¢,) sont les mémes
que celles des termes de (¢,, ¢). En rétablissant (7, /) & la place de
oy, on fera précéder chacune des permutations précédentes de I'indice .
D’ailleurs, les termes de — [, (¢, /)] seront de signe contraire avec
ceux du développement de (4,, ).

Nous pourrons donc conclure, en rapprochant les résultats relatifs
aux deux groupes de termes qui précedent, que la lot énoncée a liew
quand § est d’ordre quelconque.

D’aprés cela, le développement de la fonction composée (¢, ¢) peut
facilement étre obtenu, ¢ et ¢ étant des fonctions canoniques. Ce dé-
veloppement se compose d’une suite de termes formés des fonctions qui
composent ¢, suivies des fonctions qui composent ¢, ces dernieres étant
permutées d’une fagon convenable. Pour effectuer le développement, il
suffit donc de connaitre la permutation des indices des fonctions de ¢,
et les signes répondent aux diverses permutations. Ces permutations,
avec leurs sigues respectifs, seront, pour simplifier le langage, dési-
gnées sous le nom de permuzations canoniques des indices de la fone-
tion ¢, et nous conviendrons de donner & chaque permutation un signe
contraire de celui du terme correspondant dans le développement.

Soit, par exemple,

Y=o fo fo Sis i)
On formera successivement les permutations de 2, 3,... indices a partir
du premier 4 gauche, chacun des groupes de permutations se déduisant
duprécédent en suivant la loi de développement qui vientd’étre établie.
On aura ainsi, pour les permutations des deux premiers indices,
+(I:2): —'(2; I);
puis, pour les trois premiers,
c o (1,2,3), —(2,1,3), —(3,1,2), --(3,2, 1),

et ainsi de suite. Donc enfin les permutations canoniques des indices
de & seront les suivantes :

+(1,2,3,4,5), —(2,1,3,4.5), (3,1,2,4,5), -+ (3,2,1,4,5),
—{5,1,2,3,4), -+(52,1,3,4), -~(5,3,1,2,4), —(5,3,2,1,4),
—4,1,2,3,5), -+(4,2,1,3,5), +(4,3,1,2,5), —(4,3,2,1,5),
+5,4,1,2,3), —(5,4,2,1,3), (5,4,3,1,2), =+(5,4,3,2,1}.

2
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Le développement de la fonction (¢, ¢) sera alors le suivant :
4y 0) = — (QAALLR) + CALLLS) + @AF LR = A LLLL)

{
@AALAL) — (0 f ofififs) — QLSS fofs) + (o fifi oSSl
@ﬁﬁﬁfﬁ%*@ﬁfffﬁ-+?ﬁﬁﬂfﬁ) o SofiSfofti]

Le nombre des termes du développement de la fonction (¢, ¢), ol ¢
et ¢ sont des fonctions canoniques quelconques, s’obtient immédiate-
ment en remarquant qu’il ne dépend que de I'ordre de la fonction ¢,
et qu'il double lorsque cet ordre augmente d’une unité. Ce nombre
étant 2 quand ¢ est du second ordre, le nombre des termes sera 2™* si
nest U'ordre de la fonction §. ' ‘

Tout ce qui précede subsiste, quel que soit Pordre de la fonction ¢.
Si nous supposons que cet ordre soit égal a I'unité, ¢’est-d-dire que 2
soit une fonction simple, le premier membre du développement sera
une fonction canonique qui sera alors développée en fonctions de la
méme espece. Ces développements constituent alors des relations entre
. des fonctions canoniques de méme ordre.

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Toute fonction canonique peut s exprimer lindairement en fonctions
canoniques du méme ordre.

)+ (
@ﬁffﬁﬁ o o fi) — (o i fof Ji) + (9 L So fuf S

) — (o

)+ (

On verra plus loin quelle est 'importance de ces développements.

Pour ce qui concerne les permutations canoniques, comme elles
jouent un role trés-important dans la suite de ce travail, nous étudie-
rons leurs principales propriétés dans le paragraphe suivant. Quant &
présent, pour compléter la démonstration du théoréme concernant le
développement des fonctions complexes, il reste i prouver qu il 8’étend
a des fonctions quelconques, en nombre quelconque.

Cela est d’abord évident pour une fonction composée seulement de
fonctions canoniques; car, si (§, 9,.6,...) est une telle fonction, on dé-
veloppera d’abord la fonction (¢, ¢), puis on combinera chacun des
termes obtenus avec la fonction 0, et I’on développera de nouveau, ct
Uon continuera ainsi jusqu’a ce que I'on ait épuisé toutes les fonctions
canoniques qui entrent dans la composition de la fonction proposée.

Pour passer de la aux fonctions complexes quelconques, il suffit de
8
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remarquer que les fonctions composantes de ces dernieres, si elles ne
sont canoniques, résulteront de la combinaison d’autres fonctions qui,
3 leur tour, si elles ne sont pas canoniques, proviendront de la combi-
naison de fonctions plus simples. En continuant ainsi, on ﬁni‘ra par
trouver des fonctions canoniques qui, combinées entre elles, puis avee
"autres successivement, reproduiront la fonction considérée.

On pourra done enfin conclure que zoutes les fonctions complexes sont
des fonctions lindaires de celles que nous avons appeldes canoniques. Mais
ces dernieres ne sont pas elles-mémes toutes distinctes, el nous aurons
2 étudier dans la suite les relations qu’elles présentent entre elles.

§ IlI. — Proprictes des permutations canoniques.

Si, en suivant la regle donnée & cet effet, on forme les permutations
canoniques d'un arrangement quelconque d’indices, (z, 2, 7, 0,..., 1,
par exemple, on remarque que, dans chacune d’elles, a partir de «
et en allant & droite ou. a gauche, les indices se succédent toujours dans
Uordre ou ils se trouvent dans I'arrangement primitif, et il est évident
qu’on a toutes les permutations satisfaisant 4 cette condition. D’ail-
leurs, d’apres la regle donnée, le signe change autant de fois qu’un
nouvel indice est placé a gauche de «; et, la permutation qui com-
mence par « étant positive, une permutation quelconque sera positive ow
négative, suivant que le nombre des indices placés a gauche de « sera
pair ou impair.

Si, pour plus de généralité, on suppose que arrangement primitif
donné soit précédé du signe + ou du signe —, on dira qu'une permu-
tation quelconque est de méme signe ou de signe contraire, suivant que lc
nombre des indices placés @ gauche de o est pair ou impair.

Cette remarque peut servir de définilion aux permultations cano-
niques d'un arrangement primitif donné et fournir une nouvelle loi
pour leur composition.

Si I'arrangement primitif, supposé positif, est, par exemple, le sui-
vant: + (e, 1, 2, 3, 4, 5), la premiere permutation sera + («, 1, 2, 3,
4, 5). Formons maintenant toutes les permutations qui n’ont qu’un in-
dice 2 gauche de « : elles seront toutes négatives, et il suffira pour les
obtenir de faire passer & gauche de « successivement et isolément cha-
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cun des indices qui le suivent. On aura ainsi la suite

“(1,1,2,3,4,5), "'(2;5‘:1’3’475)’ '—(3’0"1’2!4’5)’
—4,2,1,2,3,5), —(5,a,1,2,3,4).

Pour composer les permulations qui contiennent deux indices &
gauche de «, lesquelles seront toutes positives, on transportera isolé-
ment & gauche de chacune des permutations qu’on vient d’obtenir ceux
des indices qui suivent «, et qui, dans I'arrangement primitif, sont a
droite de celui qui est & gauche de « dans la permutation considérée.

On aura ainsi les groupes suivants, au nombre de quatre seulement,
la derniere permutation déja obtenue n’en donnant pas de nouvelles :

+(2,1,0,3,4,5), +(3,2,2,1,4,58), +(4,3,0,1,2,58), +(5,4,21,2,3),
+K3 1,a,2,4,5), (4,2 a,1,3,5), +(5,3,2,1,2,4),
“+(4,1,0,2,3,5), +(5,2,«,71,3,4),

+ (5, 1,a,2,3,4).

On continue ainsi successivement. Chaque permutation obtenue ¢n
donne un groupe de nouvelles, en portant & sa gauche successivement
ceux des indices qui sont a droite de « et qui, dans I’arrangement pri-
milif, suivent aussi I'indice qui commence la permutation considérée,
les nouvelles permutations étant d’un signe opposé a celui de la per-
mutation dont on les déduit.

On voit facilement que cette loi de formation donne bign toutes les
permutations possibles satisfaisant aux conditions énoncées plus haut;
qu’elles sont toutes distinctes, et que, par suite, cette nouvelle loi pour
la formation des permutations canoniques d’un arrangement primitif
proposé peut étre considérée comme définissant ces permutations.

Comme vérification nous formerons, en suivant I'une et 'autre loi,
le tableau complet des permutations canoniques de l’arrangement
+ (a, 1, 2,3, 4,5).

La premiere loi de formation donne

(e, 1,2,3,4,5) —(1,0,2,3,4,5), — (2,0, 1,3,4,5) ~(2,1,2,3,4,5

) —

3, %, I, 2 4’ ) (31195"2,[[-’5), "*‘(5;27“: ’475)
) +
5) —

£l

2

(
—
{ 1% 1,2,3,5
(

)

3 2, I, “:4’ ))’

)

-{-4,3 o, 1,2, )

(2
‘ (
+ (4, 1,,2,3,8), +(4,2,,1,3,5) —(4,2,1,2,3,5)
(4,3,1,2,2,5), —(4,3,2,2,1,58) +(4,3,2,1, 2,
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- (5’0"192’3:4) +5 1,9, 2,3, 4\

+ (8,38, 1,2, 4) —

+ (8, 4,2, 1,2,3) —

(5,3, 1,0,2,4), —

(5,4,1,2,2,3

- (5:473:0‘a ',2) ‘+‘\5:4: 3, 1,4,

la nouvelle donne & son tour :

"-‘(“, I, 2, 3:435};
- {l"a’ 2, 3’41 5)7

1,a,3,4,5),
1,052,4,5)
I,c,2,3,5),
,a,2,3,4),
y2, 1,0, 4,5), —
)
)
)
)

-+ (2,
%-(3 ,
= (45
+(5
— (3
— (4,2, 1,0,3,5),
—(5,2,1,2,3,4),
— (4,3, 1,0,2,5),
— (5,3, 1,0,2,4),
— (8,4, 1,2,2,3),
-+ (4,3,2,1,a,5),
-+ (5,3,2, 1,0, 4),
+ (5, 4,2,1,a,3),
- {(5,4,3, 1,a, 2)
~(5,4,3,2,1,a);

b

"L‘(?’ 2, %, 1:4;

+(52a,x34

)
)
2)

Js
)
1,

b

b

—{2,a,1,3,4,5), —

(4,3, 2,2, 1,5),

(5: 3,2,a, 1, 4),

— (5,4, 2,%,1,3),

= (5’ 41 3, 2y Uy ‘)1

+(5,2,a,1,3,4
—(5,3,2,%,1,4)

""(394}2,“) I, )
+(5,4,3,2,2,71)

+ (453,02, 1,2,5)

+ (5,3, 4, 1,2,[),

- (5’41 3;“7 I, 2),

(3,0, 1,2,4,5),

_*,.

'\5’ 2, 1,4, 3’431
(5,3,2, 1,241,

(5,4,2,1,a,3),
15; 47 3,2, 1,a!;

—(4,0" "273;5,"»
—(5,0,1,2,3, 4,

+ (5,450, 1,2,3],

ot il est facile de constater que les deux tableaux qui précedent ren-
ferment les mémes terines.

Des regles données pour la formation des permutations canoniques
on déduit immédiatement les deux théoremes qui suivent.

Tatortme I. — A une permutation quelconque il en répond unc sc-
conde, dans Zaquelle les indices sont en sens inverse, dans le méme ordre
que pour la premiére, les signes de ces deux permulatwns ¢tant diffe-
rents ou identiques, sutvant que le nombre des indices est pair ou impair.

Ce théoreme, dont la démonstration pourrait facilement se déduire
de la premiere loi de développement, résulte plus simplement encore

de la seconde.
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Il est évident, en effet, que les termes dont les indices sont, en sens
inverse, dans le méme ordre dans I'un et dans 'autre, seront obtenus
en permutant un méme arrangement primitif. Il reste & déterminer
quels seront leurs signes.

Soit « le premier indice de I'arrangement primitif. Sile nombre des
indices est impair, les nombres qui expriment combien il y en a avant
et aprés «, dans une permutation quelconque, seront en méme temps
pairs ou impairs; done, dans la permutation d’ordre inverse par rap-
port & ceile que I'on considere, le nombre des indices qui précedent «
est aussi pair ou impair en méme temps que dans la premiere. Donc,
dans le cas ol le nombre des indices est impair, les signes des deux
permutations d’ordre inverse seront les mémes.

Le contraire aura lieu si le nombre des indices est pair; car, si dans
une permutation le nombre de ceux qui précedent « est impair, le
nombre de ceux qui le suivent, ¢’est-a=dire le nombre de ceux qui pré-
cedent « dans la permutation inverse est pair, et, par suite, les deux
permutations correspondantes seront alors de signes contraires.

TakoreMe II. — 8¢ les indices qui composent I’arrangement primitif
sont respectivernent o, 3, 7f,..., (., v, dont le nombre est n, les nombres de
permutations qui commencent par ces différents indices sont respectivement

égaux aux suivants :
1, I, 2, 2% 2%, ..., 2",

Il est d’abord évident qu'il y a des permutations commengant par
chacun des indices «, £,..., v.

Dailleurs, d’apres la loi de formation, chaque nouvel indice pou-
vant étre placé devant toutes les permutations qui commencent par les
indices qui le précedent dans I'arrangement primitif, aussi bien qu’a
la suite de ces permutations, il en résulte que le nombre des permuta-
tions commencant par un indice quelconque sera égal au nombre de
celles qui commencent par les indices qui le précedent. Comme unc
seule permutation commence par le premier indice, et que, d’ailleurs,
chacun des nombres de la suite 1, 1, 2, 22,..., 272 se trouve égal & Ia
somme de ceux qui le précedent, le théortme énoncé se trouve dé-

montré.
Remarque. — On peut déduire de la le nombre des permutations ca-
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nontques d'un arrangement de n indices. Ce nombre est égal &
T+ 1 42224, . .+ "7 f = 2",

résultat déja obtenu.

Dans tout ce qui précede nous nous sommes occupé de la composi-
tion des permutations canoniques d’un arrangement primitif donné;
mais le probleme inverse peut étre considéré, et nous nous proposons
de le résoudre, parce que sa solution est nécessaire pour la suite de ce
travail.

Ce probleme peut s’énoncer ainsi :

Prosrime. — Etant donné un arrangement d’indices quelconques.
déterminer le nombre et la_forme des arrangemenis primitifs dont il pour-
rait éire deduit par des permutations canoniques.

Soit (&, B, 75 v 0, %, ¢,..., 1) un arrangement de (7 -+ 1)indices, et
considérons ceux des arrangements primitifs cherchés qui commencent
par Uindice =, qui occupe le n + 1¥me rang dans I'arrangement pro-
posé..

Un arrangement quelconque de ce groupe se compose de 'indice =
suivi des m — nindices t,..., A, dont Pordre relatif est conservé, ct
entre lesquels lesnindices d,...,7, 3, asontintercalés de telle fagon qu’ils
conservent aussi leur ordre relatif a partir de x. Si I'on choisit, d’une
maniere quelconque, les n positions parmi les m places qui doivent étre
occupées par les indices qui seront placés a4 la suite de =, on ne
pourra disposer que d’une seule fagon, dans ces n positions, les n in-
dices d,..., 7, 3, «, et les autres indices occuperont ensuite successive-
ment, en suivant leur ordre, les places restées libres. On n’aura donc
qu’une permutation primitive répondant au choix de n positions a la
suite de x.

Sil’on désigne par C, le nombre des combinaisons de 7 objets pris
nan, on peut faire de C}, facons différentes le choix de ces n posi-
tions; donc le nombre des arrangements primitifs commencant par
Pindice » est égal & C, et ce qui précede indique comment on les
composerait. Tous ces arrangements donnant le proposé par les mémes
transpositions d'indices 2 gauche de « seront de méme signe, positifs
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si n est pair, négatifs si » est impair, 'arrangement proposé étant sup-
posé positif.

Sil'on donne maintenant & n successivement les valeurs 1, 2, 3,..., m,
et que l'on ajoute les résultats obtenus en convenant que C), =1, on
aura le nombre total des arrangements dont le proposé peut étre dé-
duit, les signes de ces arrangements étant convenablement choisis. Ce

nombre sera
C/“z +C1ln -+ Clzll I o CZf = 2",

Le probleme proposé étant ainsi résolu pour le cas simple ot les in-
dices ne sont astreints a satisfaire & aucune condition, nous considére-
rons actuellement un cas plus complexe, mais trés-important : c’est cc-
lui dans lequel {arrangement cherché est asireint a la condition de pou—
voir éire déduit canoniquement d’un autre arrangement primilif donnd
des mémes indices.

Cherchons d’abord quelles sont les conditions de possibilité d'un pa-
reil probleme. Pour cela nous étudierons d’abord les relations qui doi-
vent exister entre un arrangement primitif donné et les permutations
déduites de ses propres permutations.

Soient, pour fixer les idées,

(z, a, b, ¢, d, f, g, h, [) Parrangement primitif donné,

(g,d,a, a,b,c, f, h, I) une de ses permutations commencant par I"un
quelconque de ses indices,

(LA D, f, g, d, a, «, ¢) une permutation quelconque de la précédente.

Dans la permutation intermédiaire les indices sont, par rapport i «,
dans le méme ordre que dans la premitre; dauns la dernitre ils sont,
par rapport & g, dans le méme ordre que dans la seconde d’ou elle est
déduite; done, dans la derniere, d’ot ’on devrait partir pour trouver
la seconde, pour chacun des groupes séparés par g, les indices sont,
par rapport & « ou par rapport a celui des indices du groupe qui, dans
I"arrangement primitif, est le plus voisin de «, dans le méme ordre re-
latif que dans cet arrangement. D’ailleurs g est un terme commun a
chacun de ces deux groupes; il doit donc, dans 'arrangement primitif
proposé, occuper un rang plus éloigné de « que chacun des indices
qui sont immédiatement & coté de lui, & moins qu’il ne soit lui-méme,
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dans 'un des groupes, le terme le moins éloigné de o, auquel cas Ia
permutation proposée a tous ses indices, par rapport a a, dans 'ordre
de 'arrangement primitif donné. :

Les conditions qui précedent sont nécessaires pour que, la premiere
et la troisieme permutation étant données, on puisse en trouver une,
telle que la seconde, qui puisse étre déduite de la premiere, et soit sus-
ceptible de donner la troisitme par des permutations canoniques.

Ces conditions sont suffisantes.

En effet, si elles sont remplies par la permutation proposée (/, 4, b,
/& d, a, a,c) relativement & 'un des indices g, on pourra toujours,
sans changer ’ordre des indices par rapport i g, intercaler les indices
qui précedent cette lettre entre ceux qui la suivent, de fagon qu’ils
soient aussi, par rapport & «, dans 'ordre ol ils se trouvent dans l'ar-
rangement primitif donné.

Cette intercalation pourra se faire de deux fagons dffcrentes, si les in-
dices ne sont pas dans 'ordre de I'arrangement primitif, et d’une seule
dans le cas contraire.

Considérons d’abord le premier cas.

Si a est a la drotte de g, on commencera par I'indice de gauche qui
est le plus voisin de « dans I’arrangement primitif. Cet indice pourra
toujours se placer soit & droite, soit & gauche de «, apres les indices
qui le précedent dans Uordre relatif & «; apres quoi les positions des
autres indices seront déterminées, puisqu’ils doivent conserver Vordre
dans lequel ils se trouvent par rapport 2 g dans la permutation propo-
sée. On trouvera ainsi, pour I'exemple considéré, les deux permuta-
tions (g, /, d, a, o, b, ¢, h, I) et (8, /,d, b, a, a,c, h, ), qui, abstrac-
tion faite du signe, satisfont aux conditions du probleme.

Si « est a gauche, on le placera soit & droite, soit & gauche de i'in-
dice de droite, qui, dans I'arrangement primitif, est le plus voisin de
lui, et, les autres indices se placant ensuite en suivant leur rang, on
trouvera encore deux permutations.

Quant aux signes, il est évident que les deux permutations obte-
nues dans I'un ou I'autre cas sout de signes contraires. La permuta-
tion proposée devant se déduire de I'une ou de 'autre par le méme
nombre de transpositions d’indices, les résultats obtenus seront iden-
tiques, mais de signes contraires. Par suite, une seule des deux per-
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mutations obtenues répond au probléme posé ; U autre conduit & une per-
rutation qui est de signe contraire de la proposce.

Nous remarquerons enfin que, dans le cas que nous venons d’étu-
dier, ol les indices ne sont pas, par rapport a ¢«, dans le méme ordre
que dans I'arrangement primitif donné, il ne peut exister qu'un seul
indice, tel que g, satisfaisant aux conditions énoncées. Done, dans ce
cas, si le probléme est possible, il n’est susceptible que d’une solution.

Dans le second cas, qui est celui ot les indices sont, par rapport a a,
dans le méme ordre que dans I'arrangement primityf donné, les condi-
tions sont évidemment satisfaites par rapport a chacun des indices de
la permutation; mais I’'intercalation ne peut plus se faire que d’une seule
fagon. Le probleme admet donc, dans ce cas, autant de solutions qu’il
y a d’indices, si, toutefois, on fait abstraction des signes. Quant & ces
derniers, si 'on remarque que la permutation proposée, a ne considé-
rer que ses indices, pourrait se déduire de ’arrangement primitif, et
quen la permutant elle donne une permutation identique & elle-
méme, on conclura que le probleme r’est possible qu’autant que la per-
mulation proposée a le méme signe que celui qu’elle auract s elle érait de-
duite directement de l'arrangement primitif donné, et, dans ce cas, le
probléme admet autant de solutions qu'il y a d’indices dans la permu-
tation.

Nous appliquerons ce qui précede au théoréme qui suit.

On sait que les permutations canoniques d’un arrangement donné
(e,a, b, c, d, [, g, 1) forment dewx catégorics, suivant qu'elles com-
mencent ou finissent par Uindice I. On sail, en oulre, qu'a une per-
mutation quelconque du premier groupe en correspond une du second,
qui est formée des mémes indices se succédant en ordre inverse, les
signes de ces deux permutations étant différents ou identiques, suivant
que le nombre des indices est pair ou impair. Cela posé, nous démon-
trerons le théortme suivant :

Tagorkme Ill. — Si L’on permute canoniquement les termes de I'un ou
de Uautre des deux groupes suivant lesquels on peut classer les permuta-
tions d’un arrangement donné, on obtient pour résultat toutes les permu-
tations canoniques de cet arrangement.

Considérons d’abord un terme + (, g, ¢, b, «, a, d, f, h) du premier

Ann. de U’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome V. — FivRiER 1876. 9



66 J. COLLET.

groupe. En le permutant canoniquement, on aura d’abord les deux :sui-
vants: + (4, g,¢, b, w0, a, d, fi h) et + (A, f, d, a, «, b,'c, g 1), de méme
signe, parce que le nombre des indices est impair, qui, avec leurs ana-
logues déduits des autres termes du premier groupe, forn?neront le ta-
bleau complet des permutations de I'arrangement primitif («, a,.b, ¢,
d, f, g, k, I). Il reste & démontrer que toutes les autres permutations,
déduites des termes du premier groupe, seront deux & deux identiques
et de signes contraires. ' o

Dans toutes ces permutations, 'indice / occupant une position in-
- termédiaire aux deux extrémes, I'ordre des indices ne peut étre, par
rapport & «, le méme que dans I’arrangement primitif donné. Soit
+ (h, a, @, ¢, I, g, b, d, /) une permutation du terme considéré -+ (£,
g, ¢, b,a,a,d,f, k); sil'on cherche les termes du premier groupe ca-
pables de la fournir, abstraction faite du signe, les conditions de possi-
bilité de ce probleme étant évidemment satisfaites par rapport a /, on
trouve le terme considéré —+(/, g, ¢, b, «, @, d, f, k) el le suivant
—(l, g ¢, a,b,d, [, k), qui, par les mémes transpositions d’indices
que le premier, conduirait & une permutation identique, mais de signe
contraire, avec celle que I’on a déduite du premier terme. D’ailleurs,
ce second terme — (¢, g, ¢, a, a, b, d, /, k) existe récllement dans le
groupe des permutations commencant par /; par conséquent, la per-
mutation + (4, @, «, ¢, [, g, b, d, f) disparaitra du résultat, et, comme
il en serait de méme pour toutes celles qui ne commencent ni ne finis-
sent par /, le théoreme énoncé est démontré pour le premier groupe.

Une démonstration semblable peut se faire pour les termes du se-
cond groupe, en remarquant que, dans I'une quelconque des permuta-
tions qui doivent disparaitre, les conditions de possibilité du probleme,
qui comnsiste a chercher quels sont les termes du second groupe qui au-
raient pu donner cette permutation, sont satisfaites par rapport d-un
seul indice qui n’est plas /, mais celui qui doit commencer le terme
cherché.

Le théoreme énoncé est donc complétement démontré.

Corollaire. — Si 'on permute canoniquement toutes les permuta-
tions d'un arrangement donné, on retrouve deux fois ces mémes per-
mutations. .

Remarque. — Toutes les propriétés qu’on vient d’établir concernant
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les permutations canoniques ne cessent pas d’avoir lieu lorsqu’on sup-
pose que les indices d’une méme permutation ne soient pas tous dis-
tincts. .

Pour terminer celte étude, nous vérifierons le théoreme qu’on a dé-
montré ci-dessus, en prenant un exemple quelconque.

Soit I’arrangement (1, 2, 3, 4, 5). En le permutant canoniquement,
on obtient les termes suivants :

+(1,2,3,4,5)—(2,1,3,4,5)— (3,1,2,4,5)+ (3,2, 1,4, 5]
—(4y1,2,3,5)+ (4,2,1,3,5)+ (4,3,1,2,5) — (4,3,2,1,5)
—(5,1,2,3,4)+(5,2,1,3,4)+ (5,3, 1,2,4) — (53?1,4:

+(5,4,1,2,3) — (5,4,2,1,3) —(5,4,3,1,2)+(5,4,3,2,1)

Considérons les termes des deux dernieres lignes, par exemple, et
permutons-les canoniquement. On obtiendra ainsi le tableau suivant :

+(5,1,2,3,4) —{1,5,2,3,4) —(2,5,1,3,4) + (2,1, 5,3,4)

(
—(3,5,1,2,4)+(3,1,5,2,4)+(3,2,5,1,4) — (3,2,1,5, 4
(4,5 1,2,3)4+(4,1,5,2,3)+ (4,2,5,1,3)— (4,2,1,5,3)
+(4,3,5,1,2)—(4,3,1,5,2)— (4,3,2,5, 1)+ (4,3,2,1,5)
— (5,2, 1,3,4)+(2,5,1,3,4) 4+ (1,5,2,3,4) — (1,2,5,3, 4)
+(3,8,2,1,4)—(3,2,5,1,4) — (3, 1,5,2,4)+(3,1,2,5,4)
+(4,5,2,1,3)—(4,2,5,1,3) — (4, 1,5,2,3)+ (4,1,2,5, 3)
—(4,3,5,2, 1)+ (4,3,2,5, 1)+ (4,3,1,5,2) — (4,3, 1,2,5)
—(5,3,1,2,4)+ (3,5, 1,2,4) + (1,5,3,2,4) — (1, 3,5, 2,4)
+(2,5,3,1,4)— (2,3,5,1,4) — (2,1,5,3,4) +(2,1,3,5,4)
+(4,5,3,1,2)— (4,3,5,1,2) — (4,1,5,3,2) + (4,1, 3,5, 2)
— (4,2,5,3, 1)+ (4,2,3,5,1) + (4,2,1,5,3) — (4,2, 1,3,5)
+(5,3,2,1,4)—(3,5,2,1,4) — (2,5,3,1,4) +(2,3,5,1, 4)
—(1,5,3,2,4) +(1,3,5,2,4) = (1,2,5,3,4) — (1,2,3,5,4)
—(4,5,3,2,1) + (4,3,5,2,1) + (4,2,5,3, 1) — (4, 2, 3, 5, 1)
+(4,1,5,3,2) —(4,1,3,5,2) — (4, 1, 2, 5, 3)+(4,1,2,3,5)
—(5,4,1,2,3)+ (4,58, 1,2,3) + (1,5, 4,2,3) — (1, 4,5, 2, 3)
+(2,5,4,1,3) —(2,4,5,1,3)— (2,1,5,4,3) + (2,1, 4,5, 3)
+(3,5,4,1,2)—(3,4,5,1,2) — (3,1,5,4,2) +(3,1,4,5,2 )
—(3,2,8,4,1)+(3,2,4,5, 1)+ (3,2,1,5,4) — (3,2, 1,4, 5]

9.
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+(5,4,2,1,3)— (4,6,2,1,3) = (25,4, 1,3) + (2,4,5,1,3)
—(1,5,4,2,3) +(1,4,5,2,3) +(1,2,5,4,3) — (,0,;,5 3)
—(3,5,4,2,1)+(3,4,5,2,1) +(3,2,5,4, 1) — (3,2,4,5, 1)
+(3,1,5,4,2)—(3,1,4,5,2) — (3,1,2,5,4) +(3,1,2,4,5)
+(5,4,3,1,2) — (4,5,3,1,2) — (3,58, 4, 1,2) + (3, 4,5, 1, 2)
—(1,5,4,3,2) + (1,4,5,3,2) + (1, 3,5,4,2)—(1,3,4,5, 2)
—(2,5,4,3, 1)+ (2,4,5,3,1) + (2,3,5,4, 1) — (2,3,4,5, 1)
+(2,1,5,4,3)—(2,1,4,5,2) — (2, 1,3, 5,4) +(2,1,3,4,5)
(53,2 1)+ (4, 5,3,2,1) + (3,5,4,2,1) — (3, 4,52, 1)
+(2,5,4,3,1)—(2,4,5,3,1) -(23J,4 1) + (2,3/,J, 1)
+(1,5,4,3,2) —(1,4,5,3,2) — (1,3,5,4,2) +(1,3,4,5, 2)
—(1,2,5,4,3) +(1,2,4,5,3)+ (1,2,3,5,4) — (1,2,3,4,5)

Si, dans ce tableau, on supprime les termes qui se détruisent, il ne
reste que le premier terme de chaque ligne de rang (4n 1) et le der-
nier de chaque ligne de rang 4n, et ces (ermes sont précisément les
permutations de l’al rangement proposé.

On pourrait obtenir une vérification semblable en prenant les termes
qui forment la premiére ligne des permutations de cet arrangement.

§ IV. — Application des proprictés qui précédent au déyveloppement
des fonctions complexes.

Les propriétés qu’on vient de découvrir concernant les permutations
canoniques servent  démontrer les théoremes suivants, sur le dévelop-
pement des fonctions complexes:

Tatorime I. — Si l'on developpe une fonction (¢, ), ok ¢ et § sont
canoniques, le résultat reste le méme si 'on remplace préalablement la
Jonction o par son developpement en fonctions canoniques.

Quand on développe la fonction (p, ¢), on obtient une suite de termes
composés de la fonction ¢ suivie des fonctions simples entrant dans ¢
et disposées dans les différents termes suivant 'ordre indiqué par les
permutations canoniques des indices de ces fonctions, le signe de

chaque terme étant contraire de celui de la permutation correspon-
dante.
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Si, au lieu de cela, on suppose que la fonction o soit préalablement
remplacée par son développement, on aura autant de développements
analogues au précédent qu’il y a de termes dans celui de la fonc-
tion o.

Or les permutations d’indices qui caractérisent les différents termes
du développement de g sont obtenues en permutant les indices de ¢, le
dernier excepté, puis faisant précéder chacune de ces permutations
par ce dernier indice et changeant les signes des différents termes.
Plus simplement, cela revient d dire que ces permutations forment I'un
des deux groupes en lesquels les permutations canoniques de tous les
indices de ¢ peuvent étre classées, celles qui commencent par le der-
nier indice de cette fonclion.

Cette simple remarque rend évident le théoreme proposé, puisqu’on
a prouvé (théoreme 111, § III) qu’'en permutant les termes de 'un des
deux groupes en question on reproduit seulement les permutations ca-
noniques de 'arrangement primitif formé par les indices de la fonc-
tron o.

Remarque. — La méme chose n’a pas lieu pour la fonction ¢ dans
(0, ); car, sil’on remplace cette fonction par son développement =, ¢y,
on aura (¢, ¢) = Z(¢, ¥s), ce qui donnera une suite de développe-
ments ne différant entre eux que par la fonction ¢, qui commence
tous les termes d’'un méme développement. Le résultat sera donc diffé-
rent de celui qu’on aurait obtenu sila fonction ¢ n’avait pas été déve-
loppée. Mais si, dans ce dernier cas, on remplace ¢, dans le résultat ob-
tenu, par son développement, on retombe sur le résultat obtenu dans
le premier cas.

On peut donc remplacer ¢ par son développement, soit avant, soit
apres l'opération, sans changer le résultat; mais ce résultat est diffé-
rent de celui qu’on obtient lorsque ¢ n’est pas remplacé par son déve-
loppement.

Corollaire. — Le développement de la fonction complexe (z, ¥, 0,
ol ¢ est une fonction canonique, reste le méme si ’on remplace la
fonction ¢ par son développement en fonctions canoniques.

Takorime 1. — Si g, ¢, F sont trois fonctions canoniques, le dévelop-
pement de (9, 4, F) ne renferme aucun terme dans lequel les fonctions
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simples de ¢ sotent interposées entre celles de  ou inversement, les fonc—
1
tions simples de { entre celles de ¢.

Pour démontrer ce théoreme, cherchons d’abord la forme du déve-
loppement de (o, ¢, F).

Pour obtenir ce développement, il faudra d’abord former celuide
(v, ¢), qui comprendra une suite de termes compos?s de la fonction ¢,
suivie des fonctions simples de ¢, dans un ordre qui, pour les différents
termes, est indiqué par les diverses permutations canoniques des in-
dices de o, le signe de chaque terme étant contraire de celui qui ré-
pond a la permutation correspondante. Le développement de (¢, §, F)
s'obtiendra ensuite en développant les combinaisons de chaque terme
du développement précédent avec la fonction F.

Soit == 6, un terme quelconque de (¢, ¢). Les indices des fonctions
simples qui composent ce terme sont ceux de la fonction ¢, dans
Pordre ol ils sc trouvent dans cette fonction, suivis d’'une permutation
négative ou positive des indices de ¢, suivant que le terme considéré
est positif ou négatif. Ce terme == 0, donnera, dans le développement
de (¢, ¢, F), une série de termes formés de la fonction F, suivie des
fonctions simples de ¢ et de ¢, dans un ordre qui est indiqué, pour
les différents termes, par les permutations des indices de == 0,, chaque
terme étant d’un signe opposé ou conforme & celui de 0, suivant que
la permutation correspondante des indices est positive ou négative.

Cela étant posé, en se reportant & la regle de composition des per-
mutations d’un arrangement donné, on voit facilement :

1° Que, dans les diverses permutations des indices de 6,, les indices
de la fonction ¢ ne seront jamais intercalés entre ceux de ¢;

2° Que dans ces permutations entrent toutes celles des indices de VB

3° Que tous les termes qui renferment une méme permutation des
indices de ¢ pourraient étre obtenus en permutant canoniquement un
arrangement formé de celui de == 6,, en y remplagant le groupe des
indices de la fonction ¢ par une seule lettre a, cette lettre étant ulté-
rieurement remplacée, dans les résultats, par la permutation des in-
dices de ¢, qui est commune & tous les termes considérés, le signe de
chaque permutation étant + ou —, suivant que la permutation des in-
dices de ¢ qu’elle renferme et la permutation correspondante, déduite
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de P’arrangement, formé, comme on I’a dit, avec les indices de 4,,
sont de méme signe ou de signes contraires; le terme correspondant
sera, comme on I'a dit, d'un signe contraire ou conforme a celui de
6,, suivant que sa permutation sera positive ou négative. ‘

4° On voit enfin que la régle qui précede peut donner tout le déve-
loppement de (9, ¢, F), en remplacant a successivement par toutes les
permutations canoniques des indices de ¢.

Les remarques qui préceédent rendent évident le théoréme énoncé.
1l suffit de prouver, en effet, que les fonctions simples de ¢ ne sont,
dans aucun terme du développement de (v, ¢, F), intercalées entre
celles de o.

Si 'on considere pour cela que les indices des termes, tels que ==¢,,
apres que la lettre @ a 6té substituée aux indices de la fonction ¢, re-
présentent celles qui commencent par a des permutations obtenues de
I’arrangement qui serait formé des indices de ¢ suivis de a, il résulte
du théoreme III, § III, que, si I’on permute canoniquement ces groupes
d’indices, on retrouvera les mémes permutations jointes a celles qui
compléteraient le tableau des permutations de I'arrangement qu’on
vient de former, lesquelles se terminent toutes par a. Donc, en com-
posant les termes du développement de (¢, ¢, F), comme il vient
d’étre dit, on voit que ce développement ne contiendra aucun terme
dans lequel les fonctions simples de ¢ soient intercalées entre celles
de ¢, ce qui, joint & la premiere remarque que nous avons faite ci-des-
sous, démontre le théoréme énoncé.

Les termes du développement pourront donc étre obtenus de la fa-
¢on suivante. On formera toutes les permutations canoniques des in-
dices de I'arrangement formé d’une lettre quelconque a, précédée des
indices de ¢. Dans chacune des permutations de ce tableau on rempla-
cera a successivement par chacune des permutations des indices de ¢,
en conservant ou changeant le signe, suivant que la permutation con-
sidérée de ¢ est positive ou négative. Les permutations ainsi obtenues
sont celles qui répondent aux différents termes de (¢, ¥, F), chaque
terme étant d’un signe contraire de celui de la permutation correspon-
dante. '

Corollaire. — On peut encore énoncer d’une autre fagon la régle qui
précede pour la composition des permutations d’indices répondant aux
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différents termes de (o, ¢, F). Si I'on considere que chaque permuta-
tion, déduite de I'arrangement formé des indices de ¢ suivis de a, est
de signe contraire avec la permutation qu’on obtiendrait en suppri-
mant cette lettre @, on pourra dire que les permutations relatives au de-
veloppement de (9, ¥, F) peuvent se former, en JSaisant successivement
preceder et suivre chaque permutation des indices de  de Uune des permu-
tations des indices de ¢, le signe du résultat étant dans le premier cas —+
ou —, sutvant que les deux permutations considerées sont de signes sem-
blables ou différents, et le contraire dans le second cas, le signe de-chaque
terme étant d’ailleurs contraire de celui de la permutation correspondante.

Tutorime III. — SI F est une fonction canonigue et § une combinai~
son de deux fonctions canoniques, le développement de la fonction (G, F)
sera le méme, que I'on remplace § par l'un ou I’ autre des deux développe-
ments dont celte fonction est susceptible.

Ce théoreme, qui est une généralisation du théoreme I, est une
conséquence immédiate de celui qui précede.

Si 'on suppose que I'on ait 0 = (9, ¢) = — (¢, ¢), il sutlit de prou-
ver que les deux fonctions (¢, ¢, F) et — (¢, 4, F) ont des développe-
ments identiques. Si I'on considére, en effet, les indices d’un terme
quelconque du premier développement, ils sont formés d’une permuta-
tion des indices de ¢, précédée ou suivie d’'une permutation des indices
de ¢, le signe étant + ou —, suivant que les deux permutations sont
de méme signe ou de signes contraires, quand les indices de ¢ préctdent
ceux de ¢, et I'inverse dans le cas contraire. Or le développement de
(¢, 9, F) donnera une fois le méme arrangement d’indices, mais avec
un signe opposé, puisque 'ordre des deux fonctions ¢ et ¢ est mainte-
nant renversé. '

Donc les développements des fonctions (¢, ¢, F) et — (4, 4, F) sont
bien identiques.

Vérification. — Nous vérifierons ce théoréme, ainsi que le précédent,
‘en formant directement les développements des fonctions (¢, ¢, F) et
— (4, 9, F), dans 'hypothese particulitre ol I'on a, par exemple,

o=(fufufily ¥= (fo fo)-

Il suffit de vérifier que les permutations canoniques des indices des
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termes du développement de (¢, ¢) sont bien les mémes que celles des

termes-de — (¢, ).
Les permutations répondant aux termes du premier développement

sont

—(45,5,2,1,3)— (4,5, 3, 1,2) + (4,5, 3,2, 1),

(4’ 5,1,2, 3)

celles du second

— (1,2, 3, 4,5) + (1,2, 3,5,4).

Si on permute chacun des arrangements composant le premier des
deux groupes qui précedent, on obtient le tableau suivant :

+(4,5,1,2,3) —(5,4,1,2,3)—(1,4,5,2,3) +(1,5,4,2,3)
—(2,4,5,1,3)+(2,5,4,1,3)+ (2,1,4,5,3) — (2,1,5, 4, 3)
—(3,4,5,1,2)+(3,5,4,1,2)+ (3,1,4,5,2) — (3, 1,5,4, 2)
+(3,2,4,5,1)—(3,2,5,4,1)—(3,2,1,4,5) - (3, z,r,5 4)
—(4,5,2,1,3)+(5,4,2,1,3) +(2,4,5,1,3) —(2,5,4,1,3)
+(1,4,5,2,3)—(1,5,4,2,3) — (1,2,4,5,3) + (1, ..,54, )
+(3,4,5.2,1)—(3,5,4,2,1)—(3,2,4,5,1)-+-(3,2,5,4, 1)
—(3,1,4,5,2)+(3,1,5,4,2)+(3,1,2,4,5)— (3, 1,2,5,4)
—(4,5,3,1,2)+(5,4,3,1,2) +(3,4,5,1,2) —(3,5,4, 1, 2)
+(1,4,5,3,2)—(1,5,4,3,2) — (1,3,4,5,2) -+ (1, 3,5, 4, 2)
“+(2,4,5,3,1)—(2,5,4,3,1)—(2,3,4,5,1) +(2,3,5,4, 1)
—(2,1,4,5,3)+(2,1,5,4,3) 4 (2,1,3,4,5) — (2,1, 3,5, 4)
+(4,5,3,2,1)—(5,4,3,2,1)—(3,4,5,2,1) (3,5, 4,2, 1)
—(2,4,5,3, 1)+ (2,5,4,3,1)+(2,3,4,5,1)— (2,3,5,4, 1)
—(1,4,5,3,2)+(1,5,4,3,2)+ (1,3,4,5,2) — (1, 3,5, 4, 2)
+(1,2,4,5,3)—(1,2,5,4,3)—(1,2,3,4,5) 4+ (1,2,3,5,4);
et, en opérant de méme pour le second, on obtient le tableau qui suit:
—(1,2,3,5,4)+(2,1,3,4,5)+(3,1,2,4,5)— (3,2, 1,4,5)
+(4,1,2,3,5)—(4,2,1,3,5)—(4,3,1,2,5)+ (4,3, 2,1, 5)
+(4,1,2,3,5)—(5,2,1,3,4) — (5,3, 1,2,4) + (5,3,2, 1, 4)
—(5,4,1,2,3) 4 (5,4,2,1,3)+(5,4,3,1,2)— (5,4, 3,2, 1)
+(1,2,3,5,4)—(2,1,3,5,4)—(3,1,2,5,4) -+ (3,2,1,5,4)
—(5,1,2,3,4)+(5,2,1,3,4) - (5,3,1,2,4) —(5,3,2, 1, §)
~(4,1,2,3,5)+ (4,2,1,3,5)~+(4,3,1,2,5) — (4, 3,2, 1,5)
+(4,5,1,2,3)— (4,5,2,1,3)— (4,5,3,1,2) + (4,5, 3,2, 1),

Ann, de I’Ec. Norinale. 2¢ Série. Tome V. —- MARs 1876.
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Dans chacun de ces deux tableaux on voit que les termes pour les-
quels les indices de ¢ sont intercalés entre ceux de ¢, ou inversement,
se détruisent deux a deux, ce qui vérifie le théoreme II; puis, lorsque
ces réductions sont effectuées, on constate que les deux tableaux res-
tent composés des mérmes termes, ce qui vérifie le théoreme III.

§ V. — Relations entre les fonctions canoniques.

Nous avons prouvé que toutes les fonctions complexes s’exprimaient
linéairement en fonctions canoniques; mais ces dernitres ne sont pas
toutes distinctes. Nous avons, en effet, déja vu qu’une fonetion cano-
nique quelconque se développait linéairement en fonction de la méme
espece. En outre, d’apres la définition de I’opération représentée par
le symbole (¢, ¢), il résulte que I'on a, entre deux fonctions quel-
conques, ¢ et ¢, 'identité bindme

(11) (95 4) +(¢, ¢)=0
et entre trois fonctions quelconques, ¢, ¥, 0, 'identité trinéme
(12) (@ &, 0) + (6, 9, §) + (4, 0, ¢) =o.

Les relations déduites de la formule (11) peuvent étre considérées
comme exprimant 1’égalité entre les deux développements dont la
fonction (o, ¢) ou — (¢, ¢) est susceptible.

Si Ton développe en fonctions canoniques chacun des termes des
formules qui précedent, on obtiendra de nouvelles relations entre des
fonctions canoniques toutes les fois que le résultat ne sera pas iden-
tique.

Remarquons dés a présent que 'on peut considérer les relations
fournies par le développement des fonctions canoniques comme don-
nées par I'identité binome (11), en supposant que ¢ soit une fonction
quelconque et ¢ une fonction simple.

Aux relations qui précedent il faut adjoindre celles qu’on obtiendrait
en combinant toutes les fonctions qui entrent dans une méme relation
avec une ou plusieurs fonctions nouvelles. A chacun des groupes de re-
lations données par les formules (11) et (12) on adjoindra done les
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relations nouvelles qui seraient déduites de celles de chaque groupe
par Popération qu’on vient d’indiquer. C’est dans ce sens que nous di-
rons que toutes les relations sont fournies par les identités (11) et (12).
Leur nombre sera assez considérable pour qu’il y ait lieu de se deman-
der si, & partir d’un certain rang, toutes les fonctions obtenues ulté-
rieurement ne sont pas fonctions des précédentes ou simplement dé-
terminées; ou, en d’autres termes, si les diverses fonctions qu’on peut
déduire d'un groupe donné de fonctions, par I'opération réitérée dont
nous nous occupons, ne forment pas un cycle fermé.

Nous nous proposons de démontrer que cela n’a pas lieu, et, pour
cela, nous devons rechercher les liaisons qui rattachent entre elles les
relations diverses qu’on peut déduire des -identités (11) et (12). Clest
ce que nous ferons par les théortmes qui suivent.

TatoriMe I. — Sil’on suppose que certaines des fonctions considérdes
dans les identités (11) et (12) ne sotent pas canoniques, les relations dé-
duites de ces identités ne sont pas distinctes; elles résultent des relations
qu’on obtient quand toutes les fonctions qui 'y entrent sont canoniquces.

Supposons, en effet, que la fonction ¢ ne soit pas canonique : elle
se développera en fonctions de cette denitre espece, et 'on aura

@ = 4@ty

les diverses fonctions ¢, étant canoniques et prises avec un signe con-
venable.

L’identité (11) peut alors s’écrire

Sillon )+ (¥s 01)] = o,

et comme, pour toutes les valeurs de %, on a
(13) (91, ) + (b5 04) = 0,

le théoreme est démontré pour I'identité binome, si ¢ est une fonction
canonique. Si le contraire a lieu, on raisonnera comme précédemment

sur chacune des identités (13), en remplacant ¢ par son dévelop-
pement. :

I10.
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Si I'on considere I'identité (12), elle devient aussi
Sil(ou s 0) (6, 91 §) + (¥, 6, 9¢)]] =0,

et les conséquences sont les mémes que pour la premiére iQentité.

Remarque. — 11 résulte de ce théoreme que, pour déduire (!es for-
mules (11) et (12) toutes les relations qu’elles peuvent fournir entre
des fonctions canoniques, il suffit de supposer que toutes les fonction\s
qui y sont considérées soient elles-mémes canoniques.

Mais on sait qu’une fonction canonique peut étre égalée & un déve-
loppement convenable de fonctions de la méme espece, et 'on doit se
demander si les relations déduites des identités (11) et (r2) restent les
mémes quand une fonction canonique y est remplacée par son dévelop-
pement.

Considérons d’abord la formule (11). Si I’on suppose que la fonction ¢
y soit remplacée par son développement en fonctions canoniques, d’a-
présle théoremel, § IV, le développement de (¢, ¢) ne sera pas changé.
Quant & celui de (¢, ¢), il ne restera pas le méme; mais il est facile de
voir que, néanmoins, la relation obtenue n’est pas distincte de celle
que l'on a quand la fonetion ¢ n’est pas préalablement remplacée par
son développement. En effet, chaque terme de ce dernier développe-
ment de (¢, ¢) est remplacé par un groupe de termes qui seraient obte-
nus du terme considéré en y remplagant ¢ successivement par les dif-
férents termes de son développement. Or I’égalité de ce terme et du
développement par lequel il est remplacé fait Uobjet d’une relation
déja établie et dont on peut se servir pour la transformation des rela-
tions ultérieures.

Quant a la formule (12), comme, dans la suite, nous ne nous propo-
serons de conserver, parmi les relations qui s’en déduisent, que celles
qui ne pourraient étre fournies par la formule (x1), nous pourrons,
dans I'étude des relations que donne la formule (12), employer comme
moyen de transformation toutes celles qui dérivent de la premitre for-
mule.

En remplacant dans (12) la fonction ¢ par son développement, celui
du terme (9, ¢, 0) ne sera pas modifié (théoreme 1, § IV). Comme, d’a-
prés ce qui précede, on peut remplacer, dans (0, ¢), la fonction ¢ par
son développement, celui de (0, v, ¢), lorsque ¢ est développée, résul-
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tera du développement que I'on a dans le cas contraire, et cela en
vertu de relations antérieurement établies. La méme chose a lieu pour
le terme (¢, 0, o). '

Donc, en restant dans I'ordre d’idées ott nous nous sommes placé,
on pourra, dans les formules (rr) et (12), remplacer les fonctions ca-
noniques qui y entrent par leurs développements en fonctions cano-
niques, sans obtenir des relations distinctes des précédentes.

Nous nous proposons de chercher maintenant quelles sont les rela-
tions distinctes que peuvent donner les formules (11) et (12).

Tasorime II. — La formule (12) ne peut donner qu'une seule rela-
tion entre irots fonctions données, quel que sowt 'ordre suivant lequel ces
Jonctions sont iniroduttes dans cette formule.

Entre ces trois fonctions ¢, ¢, 0 il ne peut exister que les deux iden-
tités suivantes :

(14) (@5 45 ) -+ (6, 9, §) + (¥, 0, ¢) == o,
(15) (59, 0) =+ (0,9, ¢) + (9, 0, §) =0,
puisqu’il n’y a que six permutations ordinaires entre ces trois fonctions,
et que deux identités trindmes deviennent conformes I'une i I'autre
aussitot qu’elles ont un terme commun.

Cela posé, d’apres le théoreme I, § IV, les développements des

termes de la formule (14) seront respectivement identiques i ceux des
fonctions suivantes :

— (¥ e 0), —(9,0,¢), — (0, 9,0),
et les développements des formules (14) et (15) seront identiques.

Tatorime llI. — Toute relation déduite de I'identité trindme, en sup-
posant que Uune des fonctions soit simple et les autres canoniques, est
ausst donnde par U'identité bindme (11) entre deuax fonctions canoniques
convenablement choisies.

Soit I'identité

(x6) C(fr s 9) (005 ) - (U, 9, f) == 0.
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Pour développer le premier terme de cette formule, on aura d’abord

(fo¥)=— (4. f)

et 'on devra, par suite, développer la fonction — W, /5 ¢).

Mais, d’aprés la régle posée, le développement de — (¢, f @) se com-
pose de deux séries de termes que 'on déduit du développement d‘f‘
— (¢, ¢) : les premiers, en plagant la lettre /2 la suite des lettres qui
composent chaque terme de ce développement, les signes étant conser-
vés; les seconds, en placant dans chaque terme du premier développe-
ment la lettre fimmédiatement apres ¢ et changeant tous les signes.

Le second groupe de termes est le développement de + [q;,‘ (0, f)]-
Quant au premier, il est égal & — (¢, o, /), mais non pas identique au
développement de cette fonction; car, aprés avoir placé la lettre /a la
suite de celles qui composent chacun des termes du développement
de (4, ¢), on devrait, pour obtenir le développement de la fonction
— (¢,9, /), remplacer les termes obtenus, quoique canoniques, par leurs
développements en fonctions de la méme nature; mais, comme ces ¢gali-
tés entre chaque fonction canonique et son développement constituent
des relations déja fournies par les identités bindmes, on pourra s’cn
servir pour les transformations actuelles, et supposer que le groupe de
termes dont I’ensemble est simplement égal & la fonction — (¢, ¢, /)
soit remplacé par le développement de cette fonction.

Il résulte de 1a que le développement du premier terme de la for-
mule (16) est égal au développement de [¢, (¢, /)] diminué de celui de
(s 9,./)-

Substituant dans la formule (16), on conclura que la relation dé-
duite de cette formule est la méme que celle que donnerait la relation
binéme suivante : '

(17) Ly (0, /)] -+ [(os f)y ¥ ]=o.

La démonstration précédente subsiste dans le cas ou il entre plu-
sieurs fonctions simples dans I'identité trindome.

Corollaire. — La formule (12) ne pourra conduire 4 des relations dis-
tinctes que dans le cas ol aucune des trois fonctions canoniques ¢, 0,
@ n’est simple.
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Taforime IV. — Si ¢ ez ¢ sont deux jfonctions canoniques quel-
conques, la relation fournie par lidentité (9, ¢) + (¢, ¢) = o rest pas
changée st Ion détache la derniere fonction simple entrant dans la com-
position de ¢ pourla combiner a la fonction § ou réciproquement.

Soit ¢ = (94, /). On sait que les deux identités trinomes

(@u.f5 ‘p) + (e f)+ (b 0) =0,
(@ fro) + (6 b f) + (s 9 ) =0

donnent respectivement les mémes relations que les identités bindomes

[(@uf)s ¥ )+, (on f)]=0,
[, £), @1) =+ [o1 () )] =o.

Or, d’apres le théoreme II, les deux identités trindomes donnent la méme
relation; donc il en doit étre ainsi des deux identités bindmes qui leur
correspondent.

On déduit de ce théoreme la conséquence importante qui suit :

TaroriME V. — Or obtient toutes les relations distinctes que peut don-
ner la formule (11), en supposant que U'une des fonctions qui y entrent
soit sumple, et 'autre une fonction canonique quelconque.

Car, d’apres le théoreme qui précede, on peut, sans changer larelation
correspondante, détacher une 4 une les fonctions simples de ¢ pour les
combiner a ¢, et cela jusqu’a ce que ¢ soit réduite & une fonction simple.

De tout ce qui précede il résulte que V'on aura toutes les relations qui
existent entre les fonctions canoniques :

1° De I'identité bindome (11), en supposant que 1’'une des fonctions
qui y entrent soit simple, et 1’autre canonique, ou, ce qui revient au
méme, en exprimant 1’égalité entre chaque fonction canonique et son
développement en fonctions de la méme espéce ;

2° De 'identité trindme (12) si aucune des fonctions canoniques qui
y entrent ne se réduit & une fonction simple;

3° Enfin en combinant les termes des diverses relations ainsi obte-
nues avec une ou plusieurs fonctions simples, les mémes dans le méme
ordre pour tous les termes d’un méme développement.

Le nombre des relations du troisieme groupe peut étre réduit au
moyen du théoreme suivant :
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TarorimE VI. — Les relations du troisiéme groupe, déduites de celles
du premier, ne sont pas distinctes : elles résultent d’ autres relations de ce

premier groupe.

Considérons, en effet, larelation qu’on obtient en égalant une fonc-
tion canonique ¢ i son développement et combinant les différents
termes de cette égalité & une fonction simple /.

On sait (théoreme I, § IV) que, si 'on développe tous les termes de
la nouvelle relation qu’on vient d’obtenir, on doit arriver & une iden-
tité. Or1'égalité entre chaque terme de cette relation et son développe-
ment constitue une relation du premier groupe; done la nouvelle rela-
tion n’est pas une relation distincte, mais bien la conséquence d’autres
relations du premier groupe.

Remarque. — Dans les applications, les relations de 'espece considé-
rée ne devront pas étre rejetées; car, étant plus simples que celles du
méme ordre dans le premier groupe, il y a avantage & s’en servir pour
écarter un nombre égal de relations de ce groupe.

Théoriquement, on se bornera aux relations des deux premiers
groupes et a celles du troisitme qui résultent de celles du second.

Mais ces diverses relations ne sont pas encore toutes distinctes.

Il en doit étre ainsi a priori, puisque le premier des trois groupes
qui précédent donnerait & lui seul autant de relations entre les fonc-
tions canoniques d’un ordre quelconque qu’il y a de fonctions de cet
ordre.

Aussi, dans la pratique, on développera toutes les relations des trois
groupes qui précedent, et, par des éliminations trés-simples, eu égard
a la forme des relations, il sera toujours facile de déterminer quelles
sont celles qui sont distinctes.

On pourrait méme se proposer de déterminer d’une maniere géné-
rale ces dernieres relations; mais cela étendrait outre mesure les di-
mensions de ce travail, et, d’ailleurs, pour le but que nous nous sommes
surtout proposé d’atteindre, & savoir que les fonctions déduites des
proposées ne forment pas, en général, un cycle fermé, il suffirait d’¢-
tablir que, parmi les fonctions d’un ordre quelconque, il en est towjours
un certain nombre qui peuvent élre considérées comme 1’ étant fonction
d’aucune autre.
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Si de telles fonctions existent, les relations qui leur correspondent
dans le premier groupe doivent se réduire & des identités.
Proposons-nous donc de résoudre le probleme suivant :

ProBLEME. — Chercher s'il existe des fonctions canoniques dont le de-
veloppement se réduise a la fonction développée elle-méme.

Remplagons, pour plus de simplicité, les fonctions simples par leurs
indices respectifs, et soit («, 3, 7, 9,..., A, @) une fonction canonique
quelconque ol « est nécessairement différent de .

Si I’on développe cette fonction, tous les termes obtenus commen-
cent par »; donc 'identité ne peut exister qu’autant que o = «. Sup-
posons que cela ait lieu, et considérons le seul terme du développe-
ment oll 3 soit, comme dans la fonction proposée, au second rang. Ce
terme, qui est le suivant, +(», 3, , 7, 0,..., A), est le seul qui, sans
hypothese particuliere sur 8, puisse étre identique au proposé. Mais
cette identité exige encore que I'on ait

et, comme w = «, ON aura

1
i
~
I

a::y:

11 est d’ailleurs évident que, si ces conditions sont remplies, tous les
autres termes du développement deviennent identiquement nuls.

Les fonctions de la forme («, f8, o, «,..., @), ol 8 et « sont quel-
conques, mais différents, résoudront donc le probleme proposé.

Il faut encore se demander si ces fonctions peuvent entrer dans le
développement d’une autre fonction. Cette fonction, si elle existe, ne
renferme qu'un indice égal & (3, tous les autres étant égaux a o; il
n’y aura donc que la fonction considérée et la suivante (8, «, «,..., «)
qui satisfassent & cette condition; donc cette derniere fonction peut
seule satisfaire 4 la derniere question posée. D’ailleurs, en appliquant
la régle du développement a cette fonction, on trouve la relation

(18) (Byatyatyctyennya) + (e, By ety 5 0ty. vy ) = 0,

tous les autres termes étant identiquement nuls.
Ann. de UEc. Normale. 2¢ Série. Tome V. — Mars 1876, LI
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Enfin il est évident que les fonctions de la forme considérée ne peu-
vent se rencontrer dans les relations du second groupe.

On devra donc considérer les fonctions de la forme (£, Jor SJorewr Jo)
comme n’étant fonetion d’aucune autre. Les scules relations, telles que
Péquation (18), ol elles puissent entrer seront considérées comme
donnant la valeur, en fonction des précédentes, des fonctions de la
forme (/3 for -+ f), lesquelles, d’ailleurs, n’entrent dans aucune autre
relation.

Si donc e est le nombre des fonctions simples, le nombre des fonc-
tions canoniques d’un ordre quelconque qui ne g'expriment pas en

fonction des autres est égal Am(m —1).
On pourra done énoncer la conclusion suivante : Le nombre des fonc-

tions distincies que U'on peut déduire d'un groupe de fonctions données,
par des combinaisons successives, est, en géndral, illimulé.




