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LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES
DTN DOMAINE BORNÉ DTN ESPACE DE BANACH COMPLEXE.

APPLICATION AUX DOMAINES BOBNÉS SYMÉTRIQUES

PAR JEAN-PIERRE VIGUÉ

INTRODUCTION

L'étude du groupe des automorphismes analytiques d'un domaine borné d'un espace
vectoriel complexe de dimension finie a été faite par H. Cartan ([7] à [10] (1)). Ses résul-
tats permirent à E. Cartan [6] de donner une classification complète des domaines bornés
symétriques d'un espace vectoriel complexe de dimension finie.

Le but de notre travail est de généraliser aux domaines bornés d'un espace de Banach
complexe les résultats démontrés en dimension finie. Nous commençons par définir sur
le groupe G (D) des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un espace de
Banach la topologie de la convergence uniforme locale, qui est la généralisation naturelle
à la dimension infinie de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Une
partie des résultats démontrés par H. Cartan s'étend à la dimension infinie. Pour certains,
la démonstration se recopie sans modifications : il en est ainsi, par exemple, pour le théorème
sur les automorphismes analytiques d'un produit de deux domaines bornés [10]. Pour
d'autres, au contraire, le résultat reste exact en dimension infinie, mais la démonstration
doit être plus ou moins profondément modifiée. En particulier, tous les arguments sur
les familles normales ne peuvent plus être utilisés et doivent être remplacés par des calculs
directs. Il en est ainsi, par exemple, pour la démonstration du fait que le groupe topolo-
gique G (D) est complet (§ 1.1), pour la construction de l'algèbre de Lie 9 (D) des trans-
formations infinitésimales de D (§ 2.1), et pour la construction du plus grand groupuscule
de Lie G contenu dans G(D) (§2.3). Enfin, un certain nombre de résultats démontrés
en dimension finie sont inexacts en dimension infinie. Ainsi, le groupe G (D) des automor-
phismes analytiques d'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe n'est pas,
en général, un groupe de Lie (voir § 2.4 ou [31]).

(1) Le lecteur intéressé trouvera un exposé élémentaire de ces résultats dans Narasimhan [23].
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Les difficultés rencontrées au paragraphe 2.4 proviennent sans doute du fait que les
domaines considérés n'ont que peu d'automorphismes analytiques. Pour continuer notre
étude, nous sommes amenés à considérer des domaines ayant suffisamment d'automor-
phismes analytiques. Aussi, le chapitre 3 de cette thèse est consacré à l'étude des domaines
bornés symétriques d'un espace de Banach complexe. Ainsi que nous l'avons déjà dit,
les domaines bornés symétriques en dimension finie ont été étudiés par E. Cartan [6],
et c'est encore aujourd'hui un sujet de recherches fructueuses (voir par exemple [22]
et [30]). On dit qu'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe est symétrique
si, pour tout point a de D, il existe un automorphisme a^ de D, tel que <J^ (a) = a,
<7^ (a) =--id, et on vérifie qu'un tel automorphisme, s'il existe, est unique et involutif.
La principale difficulté de notre étude est qu''a priori, on ne sait que peu de choses sur o^ :
tout ce qui est connu est la valeur de <J^ en a, et la valeur de sa dérivée en a. Nous sommes
donc amenés à établir, pour un domaine borné non nécessairement symétrique D, des
théorèmes précis sur le groupe G (D) et sur l'algèbre de Lie g (D) des transformations
infinitésimales de D (voir § 1.3 et 2.2). En particulier, nous montrons un théorème qui,
étant donné un point a de D et une boule B complètement intérieure à D, nous permet de
comparer, pour deux automorphismes / et g de D, ||/-^|[B et sup (\\f(a)—g(a) [|,
II/ ' (a)—^' (a) ||)« Ces résultats qui n'étaient pas connus, même en dimension finie,
permettent de mieux comprendre la structure du groupe G (D).

Sur les domaines bornés symétriques, nous montrons d'abord que, si D est un domaine
borné symétrique, alors D est homogène (§ 3.1). Au paragraphe 3.2, nous commençons
l'étude de l'algèbre de Lie 9 (D) des transformations infinitésimales d'un domaine borné
symétrique D. Nous montrons que, si a est un point de D, l'application orbitale p (a) qui
envoie dans D le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D) est, au voisinage
de l'identité, une submersion directe. Ceci entraîne que l'application

D x D ->• D,

(a,x) i-^(x)

est analytique lorsque le premier facteur est muni de sa structure analytique réelle sous-
jacente, et le deuxième facteur de sa structure analytique complexe. Nous poursuivons
notre étude de l'algèbre de Lie 9 (D) aux paragraphes 3.3 et 3.4, et ceci nous permet de
montrer que tout domaine borné symétrique est isomorphe à un domaine borné cerclé
étoile. Ceci entraîne en particulier que le groupe d'isotropie de l'origine est un sous-groupe
du groupe linéaire. Les résultats de Greenfield et Wallach [18] nous avaient amené à
conjecturer que le groupe des automorphismes analytiques d'un domaine borné symé-
trique est un groupe de Lie. Bien que nous ayons montré que l'algèbre de Lie g (D) contient
beaucoup de transformations infinitésimales, nous ne sommes pas encore arrivé à démontrer
cette conjecture. Peut-être, faut-il trouver des arguments nouveaux. Aussi, en guise de
conclusion, nous donnons un certain nombre d'applications et d'exemples.

M. Henri Cartan m'a proposé le sujet de ce travail, et j'ai bénéficié de son aide et de
ses constants encouragements. Je lui exprime toute ma reconnaissance.

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — ?2



AUTOMORPHISMES D'UN DOMAINE BORNÉ 205

TABLE DES MATIÈRES

I N T R O D U C T I O N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
CHAPITRE 1 : Le groupe des automorphismes analytiques d'un domaine borné d'un espace de Banach

complexe; la topologie de la convergence uniforme l o c a l e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
1.1. La topologie de la convergence uniforme locale; premiers r é su l t a t s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
1.2. Étude de l'application de G (D) dans D x GL (E) définie par /1^ (f(a), f\a))........... 213
1.3. Quelques inégalités. Comparaison des différentes structures un i fo rmes . . . . . . . . . . . . . . . . 217

CHAPITRE 2 : L'algèbre de Lie des transformations infinitésimales d'un domaine borné D . . . . . . . . 229
2.1. Construction de l'algèbre de Lie des transformations infinitésimales de D . . . . . . . . . . . . . 229
2.2. Quelques propriétés de l'algèbre de Lie g ( D ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
2.3. Le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G ( D ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
2.4. Deux e x e m p l e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

CHAPITRE 3 : Les domaines bornés s y m é t r i q u e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
3.1. Définitions et premières p r o p r i é t é s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
3.2. L'algèbre de Lie des transformations infinitésimales d'un domaine borné symétrique..... 252
3.3. Construction d'une carte locale de D au voisinage de 0 dans laquelle les éléments

de Go (D) sont l i n é a i r e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
3.4. Prolongement de la carte / . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
3.5. Étude du groupe d'isotropie d'un p o i n t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
3.6. Exemples de domaines bornés s y m é t r i q u e s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

APPENDICE : Domaines bornés homogènes, métrique de Carathéodory et domaines d'holomorphie... 278

BIBLIOGRAPHIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

CHAPITRE 1

Le groupe des automorphismes analytiques (Pun domaine borné
d'un espace de Banach complexe;

la topologie de la convergence uniforme locale

Dans ce chapitre, nous commençons l'étude du groupe G (D) des automorphismes
analytiques d'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe E. Nous définissons
d'abord sur G (D) une topologie qui fait de G (D) un groupe topologique. Lorsque E est
de dimension finie, G (D) est classiquement muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact (voir [9]). Cette topologie n'est pas intéressante en dimension
infinie, car elle est beaucoup trop faible. Nous utilisons ici la topologie de la convergence
uniforme locale qui redonne la topologie classique en dimension finie. Dans la première
partie de ce chapitre, nous donnons les définitions et les premières propriétés de cette
topologie. Nous montrons en particulier que G (D) est un groupe topologique, et que, muni
de sa structure uniforme gauche (resp. droite), G(D) est complet. Dans la deuxième
partie, nous étudions l'application qui, à un automorphisme /e G (D), associe la valeur
de/en un point a de D, et la dérivée de/en ce point a. Nous montrons que cette appli-
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cation est injective et est un homéomorphisme sur son image. Dans la troisième partie,
nous démontrons un certain nombre d'inégalités et de résultats qui nous seront utiles dans
la suite de ce travail.

1.1. LA TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME LOCALE ; PREMIERS RÉSULTATS

DÉFINITION 1.1.1. - Soit 0 un ouvert d'un espace de Banach complexe E. On dit qu'un
filtre ^ formé de fonctions analytiques sur Q converge vers une fonction analytique /
au sens de la convergence uniforme locale si, pour tout x e Q, il existe un voisinage V de x
tel que

^\ v -> f | v uniformément sur V.

DÉFINITION 1.1.2. - Soit 0. un ouvert d'un espace de Banach E, distinct de E. On dit
qu'un ensemble borné A contenu dans Q est complètement intérieur à Q (et on
note A CŒ Q), si

d(A,CE^)= inf ||x-3;||
xeA, ye CEÎÎ

est strictement positif.
Dire qu'une boule B de centre XQ et de rayon r^ est complètement intérieure à Q revient

à dire qu'il existe r > FQ, tel que la boule de centre XQ et de rayon r soit contenue dans Q.

PROPOSITION 1.1.3. - Soit D un domaine d'un espace de Banach E, et soit M un nombre
réel > 0. Soit Jf^ (D, F) l'ensemble des applications holomorphes de D dans l'espace de
Banach F, telles que \\f(x) || ^ M pour tout x e D. Soient BQ et B^ deux boules fermées
complètement intérieures à D; à chaque s > 0, on peut associer T| > 0 tel quefe^^ (D, F)
et H/00 I I ^ r| pour x e BQ entraîne \\f(x) \\ ̂  £ pour x e B^. Ceci permet d'introduire
sur J^M (D, F) la topologie et la structure uniforme de la convergence uniforme sur BQ,
qui sont indépendantes du choix de la boule BQ complètement intérieure à D. Les filtres ^
sur J^M (D, F) qui convergent au sens de la convergence uniforme locale sont exactement les
filtres convergents pour cette topologie. Nous appellerons cette topologie (resp. structure
uniforme) topologie (resp. structure uniforme) de la convergence uniforme locale.

La proposition 1.1.3 découle des deux lemmes suivants :

LEMME 1.1.4. — Soient B^ c B^ c B3 trois boules concentriques fermées contenues
dans D, de rayons respectifs r^ r^ r^ avec 0 < ^ ^ ^ < r^. Soit donné M > 0; alors
V £ > 0, 3 T| > 0, tel que, quelle que soit f holomorphe D —> F, les relations \\f(x) \\ ^ M
pour x e B3, \\f(x) [| ^ T| pour x e B^ entraînent \\f(x) [| ^ s pour x e B^.

Le « théorème des trois cercles » d'Hadamard (voir par exemple [12], exercice 8, p. 111)
dit que, pour toute fonction holomorphe/, la fonction

(p(r)=Log sup ||/(x)||
IMI ='•

est une fonction convexe de Log r. Le lemme 1.1.4 s'en déduit immédiatement. Pour
achever la démonstration de la proposition 1.1.3, il suffit alors du lemme de connexité
suivant.
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LEMME 1.1.5. — Soit U un ouvert connexe d'un espace de Banach E. Soient x et y deux
points de U. On peut trouver une suite finie de points (x^ . . . , x^) de U, avec x^ == x,
•^n = y'? une sulte B, (i = 1, . . . , n—\) de boules fermées de centre x^ complètement
intérieures à U, telles que, pour tout i, x^ appartienne à B;_i (intérieur de B;_i).

Nous aurons également besoin des lemmes suivants.

LEMME 1.1.6. — Soit B une boule de centre 0 et de rayon r dans un espace de Banach
complexe E. Soit f une application analytique bornée de B dans un espace de Banach F.
Alors, pour tout n e N, on a

II ^(n)/n\ll ̂  ,.» \\ f Bl l /^WH^n"-

et par suite,

f(n)

n\
/^(O) .̂» -' B

[/oï) désigne la dérivée n-ième de f, [|/HB = ^P |[/(^) I I ? et e est la base des logarithmes
xeB

népériens.^

Démonstration. — Soit

/(x)= EP»(X)

le développement de/en série de polynômes homogènes dans B (0, r). On a
•2ît

j6\ -ni6P^x)=(l/27i) /(x^e-^O
Jo

et par suite,

r"

On sait d'après [16] (p. 8) que

-/^(O) ^ -PJ .
n! nî

On a donc

r(")-/<")(0) ^-
n\ n\ r"

En considérant le développement en série de e", on trouve que ̂ /n ! ̂  ^*, ce qui montre
finalement que

C(n)-f^(0) ^e1

n\
1 / l l s
r"

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



208 j.-p. VIGUÉ

LEMME 1.1.7. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E. Soit A
un sous-ensemble complètement intérieur à D, et soit r == d (A, [g D). 5^7 / M^ application
analytique bornée de D dans un espace de Banach F. Alors, pour tout n e N, 7?oMr ^?^ x e A,

ll/coOOll^-il^ll0

Z)^ /?/M*S', '̂ A est convexe, pour tout n e N, /a dérivée n-ième /(n) (fe / ^
[(^+l)("+l)||/[|D/rw+l]-^c/^te^^ sur A.

Le lemme 1.1.7 est une conséquence du lemme 1.1.6, et du théorème des accrois-
sements finis.

Si D est un domaine borné d'un espace de Banach complexe E, nous considérerons
l'ensemble ^ (D, D) des applications holomorphes de D dans lui-même, muni de la
topologie de la convergence uniforme locale, topologie qui est bien définie dans ce cas,
car D est borné. Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D, qui est un
sous-ensemble de e^f (D, D) sera muni de la topologie induite. (Remarquons que, si E
est de dimension finie, la topologie de la convergence uniforme locale est bien égale à la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.) Montrons la

PROPOSITION 1.1.8. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D, muni de la topologie de la convergence
uniforme locale, est un groupe topologique.

Démonstration. — (a) II nous faut d'abord montrer que l'application

G(D)xG(D)-.G(D),

(gj)^g0/

est continue. Soit ^ (resp. ^) un filtre sur G (D) convergeant vers fo (resp. go) pour
la topologie de la convergence uniforme locale. Il suffit de montrer que ^ o ̂  converge
vers go °/o.

Soit a e D. On peut trouver un nombre réel r > 0, et un élément Fo e ̂ , tels que,
pour tout/e Fo, l'image par/de la boule B (a, r ) de centre a et de rayon r soit contenue
dans une boule B^ complètement intérieure à D. On a

||^o/-^00/o||B(a,r) ̂  1 1 g ° f - So ° f\ IB (a, r) + 1 1 So ° f - SQ ° fo \\B (a, r)-

Supposons que /e Fo. On sait qu'il existe une constante K^ telle que tout élément
Ae^f(D, D) soit Ki-lipschitzien sur B^. Par suite,

\\go°f~go°fo\\B(a,r) ̂  K! 11 / - fo \ IB (a, r)-

D'autre part, comme/(B (a, r ) ) est contenu dans Bi, on a

l l^ . / ' -go^IlB^r^l lg-goIlBr
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On trouve finalement

| |g o / -go%| |B(a,r)^Kl | [ / - /o | |B(a,r)+ | |g-go | |B^

ce qui prouve que lim g°f==go°fo.
y y.<s

(b) II nous reste à montrer que l'application

G(D)^G(D),

f^r1

est continue. Ce sera une conséquence de la proposition 1.1.9 que nous allons main-
tenant démontrer.

PROPOSITION 1.1.9. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E,
et soit ^ un filtre de Cauchy sur G CD) pour la structure uniforme de la convergence uniforme
locale. Supposons de plus qu'il existe un point a de D, tel que b = lim/(û?) appartienne à D.

y
Alors, le filtre ^ converge vers un élément /o e G (D), et^ = ^~1 converge vers go = fo 1-

(Pour tout F e ̂ -, on note F-1 = {/-1 |/e F }. Alors, ^ == ^"1 est le filtre engendré
par les F~1.)

Démonstration (comparer avec [1] et [8]). — Soit/o = lim ̂ . II nous faut montrer
que /o appartient à G (D).

Comme ̂  converge vers/o au sens de la convergence uniforme locale, on peut trouver
une boule B de centre b, complètement intérieure à D, et un élément Fo de ^r, tels que,
pour tout/e Fo,/(a) appartienne à B. De la relation

(f~ly(fW)off(x)=id,

et des majorations de Cauchy de (/-1)' aux points y de B, on déduit l'existence
d'une constante m > 0, telle que, pour tout fe Fo, on ait

||/' (a). u\\^ m. |H|.

Par passage à la limite, on déduit que/o (a) vérifie la même inégalité. Montrons que cela
entraîne que fo (a) e Isom (E). Pour cela, il suffit de vérifier que fo (a) (E) = E.
Soit donc y e E, montrons qu'il existe ZQ e E, tel que/o (a).Zo = y.

Pour tout /eG(D), il existe un unique élément z^ e E, tel que f ' ( d ) . Z f = y .
Montrons que ZQ == lim z^ existe et que/o (a).Zo = y . Pour cela, il suffit de démontrer
que les ({ z^ | /e F }\çy forment un filtre de Cauchy sur E. On a

||z,-zJ|=||(//(a))-1.3;-(g/(a))-l.^||^||(/'(a))-l-(g/(^))-l||.||3.||.

On sait (voir par exemple [13], p. 23) que

llœ^))-1-^^)-1!!^!!^^)-^! ll^'^y^ .
l-||/ (û0-g (^)||

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



210 J.-P. VIGUÉ

D'après les calculs précédents, on a, pour tout/e Fo :

IK/^))-1!!^.
Donc :

'-•"^r1^^".
ce qui prouve, compte tenu des majorations de Cauchy, que les ({ z^ |/eF})Fg^
forment un filtre de Cauchy, et il est clair que, si on pose ZQ = lim Z j - , on a

y
fo(a).zo=y.

Comme /o (a) e Isom (E), on peut appliquer le théorème d'inversion locale : il existe
un inverse h de/o, défini sur un voisinage V de b. Montrons maintenant que ^ = ^""1

converge vers h sur une boule B de centre è, et de rayon ro, complètement intérieure à V.
Nous savons déjà que :

(i)lim/(a)=/o(^)=é;
y

(iOlimC/-1)^/^))^^);
y

(iii) limf(n)(a)=f^(a).
y

Le calcul de la dérivée Tî-ième (y"'1)^ de (/-1) au point/(a) ne fait intervenir que
des sommes de produits des /(p) (a) (p ^ n) et (/~1)' (f(a)). Donc, pour tout w e N ,

lim(/-l)<n)(/(a))=^)(^(a)).
y

En écrivant les développements en série de/ ~1 au point f(a) et de h au point b = /o (a),
et en majorant les restes des séries, on montre que ^ converge vers h uniformément sur
une boule de centre b, et de rayon r suffisamment petit. Il en résulte que ^ est un filtre
de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale. Soit go sa limite.

Montrons maintenant que les filtres ̂  o ^ et ^ o ̂  sont de Cauchy. Faisons la démons-
tration pour ^ o ^F. On peut trouver deux boules B (û, p) et B (é, r ) complètement inté-
rieures à D, un élément Fo e ̂ , tels que

- /o(B(a ,p) )cB(é , r ) ,
- pour tout /e Fo, /(B (a, p)) c: B (b, r ).

Soient/i et/^ appartenant à Fo, gi et g^ quelconques.

ll^l0./!-^0.^!^,?) ^ il^/l-^AllB^^+ll^l^-^AllBCa,?)-

D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante K telle que tout automorphisme h e G (D)
soit K-lipschitzien sur B (b, r ). On a donc :

\\ël°fl-êl°f2\\B(a,p) ̂  1^\\fl-f2\\B(a,p)'
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AUTOMORPHISMES D'UN DOMAINE BORNÉ 211

Comme/2 (B (a, p)) est contenu dans B (6, r ), on a

\\glof2-g20f2\\B(a,p)^\\gl-g2\\B(b^)'

On trouve finalement :

\\glofl-g20f2\\B(a,p)^^\\fl-f2\\B(a,p)+\\gl-g2\\B(b,r)'

Compte tenu du fait que ^ et ^ sont des filtres de Cauchy, on déduit de la formule
que nous venons de montrer que ^ o y est un filtre de Cauchy. On montrerait de même
que ^ o ̂  est un filtre de Cauchy. Cela entraîne que ^ o ^ et ^ o ̂  convergent vers
la transformation identique.

Pour montrer que/o et go appartiennent à G (D), et que go = /o~1, il suffit maintenant
de démontrer que/o (D) et go (D) sont contenus dans D. Faisons la démonstration pour/o :
Soit c e D. Il existe F e ̂ r, G e ̂ , tels que, pour tout /e F, pour tout g e G, g (/(c))
appartienne à B (c, r ), où B (c, r ) est une boule fermée de centre c et de rayon r, complè-
tement intérieure à D. Choisissons g^ e G. Montrons que g^ (^r) est un filtre de Cauchy
sur G (D) : en effet, B (a, p), B (b, r ) et Fo e ̂  étant choisis comme précédemment,
le fait que g^ est K-lipschitzien sur B (b, r ) entraîne que g^ (^) est un filtre de Cauchy
sur G (D). Par suite, gi (^ (c)) est un filtre de Cauchy sur B (c, r ). Il converge donc vers
un point d qui appartient à D. On déduit alors de la continuité de g^1 que
^ (c) = g~i1 (gi (<^(^))) converge vers g ~ [ 1 (d) qui appartient à D. La proposition
est démontrée.

Remarque. — En dimension finie, on sait pour des raisons de compacité que l'image
par un automorphisme analytique d'un ensemble complètement intérieur à D est complè-
tement intérieur à D. Si l'on savait démontrer un résultat analogue en dimension infinie,
la fin de la démonstration de la proposition précédente pourrait être un peu simplifiée.

On peut alors montrer le théorème 1.1.10.

THÉORÈME 1.1.10. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Alors le groupe G (D), muni de sa structure uniforme gauche (resp. droite), est complet.

Démonstration. — Nous allons démontrer que tout filtre de Cauchy ^ pour la structure
uniforme gauche (resp. droite) est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
de la convergence uniforme locale et qu'il existe un point a de D, tel que b = lim ^ (a)
appartienne à D. Le théorème sera alors une conséquence de la proposition 1.1.9.

Soit ^ = e^'"1. D'après la définition de la structure uniforme gauche (resp. droite),
un filtre ^ sur G (D) est de Cauchy pour la structure uniforme gauche (resp. droite)
si et seulement si ^ o ^ (resp. SF o ^) converge vers la transformation identique.

Faisons la démonstration pour la structure uniforme gauche (par exemple). Soit ^
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme gauche. Montrons d'abord que ^ est
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale.

Soient B^ et B^ deux boules fermées concentriques de centre c e D, de rayons respectifs r^
et r^ (0 < 7*1 < r^), complètement intérieures à D. Alors, puisque ^ o y converge vers
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la transformation identique, il existe F e ̂  et G e ̂ , tels que, pour tout/G F, pour tout
geG, gof(B^) soit contenu dans B^. On sait d'autre part qu'il existe une constante K
telle que tout élément h de e^f (D, D) soit K-lipschitzien sur B^. On a donc :

V/eF, VgeG, ||/-g-11|^ = \\g-^g^f-g-1 \\^^ K\\gof-id\\^

On en déduit que pour tout s > 0, il existe F e ̂ r, tel que, pour tout fe F, pour
tout h e F, on ait

| |/-^|B^Kp- lo/-id|^<£.

Nous avons donc montré que ^ est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
de la convergence uniforme locale.

Montrons maintenant qu'il existe un point a de D tel que b = lim/(a) appartienne
y

à D. Soit a un point de D, et soit B (a, r ) une boule fermée de centre a et de rayon r,
complètement intérieure à D. Il existe alors Fe^, et Ge^, tels que, pour tout fe F,
pour tout g e G , g(f(a)) appartienne à B (a, r ) .

Choisissons gi e G. Par définition de la structure uniforme gauche, g^ (^r) est un filtre
de Cauchy pour la structure uniforme gauche. En effet, la structure uniforme gauche
est définie par un système fondamental d'entourages stables par translation à gauche.
D'après ce que nous venons de voir, g^ (^r) est aussi un filtre de Cauchy pour la structure
uniforme de la convergence uniforme locale. On en déduit que g^ (^ (à)) est un filtre
de Cauchy sur B {a, r ). Il converge donc vers un point c qui appartient à B (a, r ),
et par suite à D. On en déduit que ^ (a) converge vers b = g ~ [ l (c), qui appartient à D,
et ceci achève la démonstration du théorème.

Remarque 1.1.11. - Le groupe G (D) peut être muni de trois structures uniformes :
la structure uniforme de la convergence uniforme locale, la structure uniforme gauche
et la structure uniforme droite. Ces trois structures uniformes sont distinctes deux à deux
en général, comme le montre l'exemple du disque-unité ouvert D = { z e C [ z | < 1 }.

On sait que les automorphismes analytiques du disque-unité D sont de la forme

z^e19^-, 9eR, H<1.
1+az

II apparaît tout de suite que G(D) n'est pas complet pour la structure uniforme de
la convergence uniforme locale, ce qui prouve déjà que la structure uniforme de la conver-
gence uniforme locale est distincte des deux autres. Montrons que les structures uniformes
gauche et droite ne coïncident pas. D'après Bourbaki [3] (chap. 3, groupes topologiques,
exercice 2 du paragraphe 3, p. 72), pour que les structures uniformes gauche et droite
soient égales, il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de l'identité dans G (D), il existe
un voisinage W de l'identité, tel que, pour tout/eG(D), on ait/.W./"1 c V.

Pour montrer que les structures uniformes gauche et droite sont distinctes, il nous faut
démontrer :

aVe-T^d), VWG'T(id), 3geW, 3/eG(D), /"go/'^V.
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Soit V = {/eG(D) |[/-id ||B(o,i/2) < 1/2}. Soit W un voisinage de l'identité
dans G (D). Choisissons un élément 9 e R, 0 ^ 0 (2 n), tel que

z\-^g(z)=^.z

appartienne à W. Soit

/(z)=-z-+^, H<1, aeR.
1+az

Alors,

On a

r1^2""l-az

AgCr1^))^1-^
1 —ci e

Quand a tend vers +1, f(g(f~1 (0))) tend vers +1. On peut donc trouver ae R,
| a | < 1, tel que \f(g(f~1 (0))) | > 1/2. Alors f°g°f~1 n'appartient pas à V, et ceci
démontre la propriété.

Remarque 1.1.12. — Si/: D-^ D' est un isomorphisme analytique entre deux domaines
bornés, on en déduit un isomorphisme (p du groupe G (D) sur le groupe G (D7). Les majo-
rations de Cauchy pour les dérivées de/et de/ ~1 montrent que (p est un homéomorphisme
de G (D) sur G (D'), lorsque G (D) et G (D') sont tous deux munis de la topologie
de la convergence uniforme locale. On en déduit que (p induit un isomorphisme d'espaces
uniformes de G (D) muni de la structure uniforme gauche (resp. droite) sur G (D') muni
de la structure uniforme gauche (resp. droite).

Cependant, (p n'induit pas en général un isomorphisme d'espaces uniformes de G (D)
muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale sur G (D') muni de
la structure uniforme de la convergence uniforme locale. [On peut construire D' c: C
isomorphe au disque-unité ouvert D, tel que (p n'induise pas un isomorphisme de structures
uniformes de G (D) muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale
sur G (D') muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale.]

1.2. ÉTUDE DE L'APPLICATION DE G (D) DANS D X GL (E) DÉFINIE PAR/1-^ (/(û),/' (a)). —
Dans tout ce paragraphe, D désigne un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.

PROPOSITION 1.2.1. — Soit a un point de D. Soit fune application holomorphe de D
dans D, telle que f(a) = a, f (a) = id. Alors f = id.

Démonstration (d'après [7], p. 30). — Nous allons faire la démonstration par l'absurde.
Supposons que / ne soit pas égale à l'identité. Alors soit

/(x)=a+(x-a)+^ Pn(x-a)
nï2
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le développement de/en série de polynômes homogènes au voisinage de a, et soit k le plus
petit entier supérieur ou égal à 2, tel que Pj, 1=- 0.

Calculons le développement de /" =/o . . . of en série de polynômes homogènes
au voisinage de a. On montre facilement par récurrence sur n que

/"(x)=a+(x-a)+nPfe(x-a)+....

Soit B une boule de centre a et de rayon r contenue dans D. D'après le lemme 1.1.6,
on a

ll"^!^-1^,

et comme/"(D) est contenu dans D, il existe une constante M telle que ( J / ^ H B ^ M.
Par suite,

n||p.ll̂ .
En faisant tendre n vers l'infini, on trouve que [ [ P^ || =0, ce qui est en contradiction

avec l'hypothèse. La proposition est démontrée.

PROPOSITION 1.2.2. - Soit a un point de D. Soit ^ un filtre formé d'applications ana-
lytiques de D dans D, tel que

lim/(a) ==a,
y

lim/'(a)=id.
y

Alors y converge vers la transformation identique pour la topologie de la convergence
uniforme locale.

Démonstration. — Remarquons d'abord que pour tout entier q ^ 1, on a

iimf^a) = lim(/°.. .o/(a)) = a.
y y

Ceci se démontre par récurrence sur q ^ 1, en utilisant le fait qu'il existe une constante K
telle que toute application h e ̂  (D, D) soit K-lipschitzienne sur une boule B de centre a
et de rayon r complètement intérieure à D.

Pour démontrer la proposition, compte tenu des majorations de Cauchy des dérivées
successives d'une fonction bornée et des majorations des restes des développements en séries
de polynômes homogènes, il suffit de démontrer que, pour tout p ^ 2,

\imf(p\a)=0.
y

Faisons la démonstration par récurrence sur p ^ 2. Supposons le résultat démontré
à l'ordre (/?-!), montrons-le à l'ordre p.
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Montrons alors par récurrence sur q ^ 1 que, pour tout q ^ 1, pour tout e > 0,
il existe F e ̂ , tel que, pour tout /e F, on ait

\WP\a)-qf(p\a)\\<^

C'est vrai pour ^ = 1, car C/1)^ (a)- 1 ./(p) (a) = 0. Supposons le résultat démontré
à l'ordre (^—1), montrons-le à l'ordre ^. On a

r=/or-1.
Soit é ̂ f^-1 (a), et soit

^-i(a+x)=fc+E ^(r-Wa).^, ..,x)
n=i n\

le développement de /^~1 en série de polynômes homogènes au voisinage de a.
Nous adopterons les notations de [13] (p. 93 et 94) et nous noterons

^—(r-T^)n!

et (?„ le polynôme homogène associé. De même,

f(b+y) =/(&)+ £ ^/^W.^, ..., y).
n=i n\

Nous noterons

^=l/(n)(&)
n!

et \|/^ le polynôme homogène associé.
En composant les deux développements en série, on trouve :

fî(a+x)=f(l(a)+ S vK.f £ (p,(x), ..., f (p,(x)V
n = l \ p = l p=l /

Si on écrit

fq(a+x)=fq(a)+^P,(x),

on a

W= i S ^(^(X),...,(P,,(X)).
n=l pi+...+pn=p

On sait d'après l'hypothèse de récurrence que lim/^0 (a) = 0 pour tout i, 2 ^ i ^ p— 1.
^

On a déjà remarqué que, pour tout q e N, lim/9 (a) = a. Compte tenu du fait que,
y
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pour tout i, il existe une constante K, telle que, pour toute application holomorphe h de D
dans D, h^ soit Kf-lipschitzien sur une boule B de centre a et de rayon r complètement
intérieure à D, on montre que, pour tout ;', 2 ^ i ^ p—1, pour tout q e N,
lim/^ ( / q (a)) = 0. Un nombre réel e > 0 étant donné, on peut donc trouver F^ e ̂
y

tel que, pour tout fe F^, on ait
p-i

sup ^
| x | [ ^ l n=2 pi+...+pn=P

E E ^(^W....,(p^(x)) < .

Dans Pp (x), il nous reste deux termes à étudier :

- ^p (<Pi (^)).
- ^i((Pp(^)).
Etudions d'abord v|/p ((pi (x)). On sait que

(pl=(r'ly(û)=//(r-2^))°//(r-3(^))-...-//(^).
On montre facilement que, pour tout ;, lim/' (/l (a)) = id. On en déduit que lim (pi = id.

y y
D'autre part,

Ïp=lf(p)(fq~l(a)).
?!

Du fait que/(p) est Kp-lipschitzien sur B (a, r ), on déduit finalement qu'il existe F^ e ̂
tel que, pour tout fe ¥^ :

sup vl/p ((pi (x)) - — /(p) ta). (x, ..., x) < £ .
1 - ^ 1 1 ^i P'

Etudions maintenant \|/i ((pp (x)). On a déjà vu que lim\|/i = lim/' (/€"1 (a)) = id.
^- '̂

On peut donc trouver Fs e ̂  tel que, pour tout/e F3,

sup ||^l((pp(x))-(pp(x))||<£.
1 1 ^ 1 1 ^ 1 4

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe ¥4. e ̂  tel que, pour tout/e ¥4., on ait

l^-1)^^)-^-!)1/^^) < 8

?! P^

En regroupant ces deux résultats, on trouve que, pour tout fe P^, n F4, on a

(p)/sup (piCvl/pCx))-^-!)-/^^).^, ...,x) < .
x| |^ i p! Il 2

Soit F = Fi n F^ n ?3 n F4. Pour tout /e F, on a

sup Icn^.oc,..., x)-^!/^^).^,..., x) < s.
IMI ^1 | |J? !
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Nous avons donc démontré finalement que, pour tout 8 > 0, pour tout q ^ 1, il existe
F e ̂  tel que, pour tout fe F, on ait

\WP\a)-qf^(a)\\<^

Nous pouvons maintenant terminer la récurrence sur p . D'après les majorations
de Cauchy (lemme 1.1.6), il existe une constante Mp telle que, pour toute application
holomorphe h de D dans D, || h^ (a) \\ ̂  M p. On a donc

liaw^ll^M,.
On sait d'après le résultat précédent appliqué à ^ avec s = 1 (par exemple) qu'il existe
F e ̂ r, tel que, pour tout fe F, on ait

Ilaw^-^^ij^i.
On en déduit que, pour tout /e F,

I I^^II^M^+i ,

et par suite,

ll/^ll^^tl.
^

Ceci montre que lim/^ (a) = 0, et ceci achève la démonstration de la proposition.
y

On déduit des propositions 1.2.1 et 1.2.2 le

THÉORÈME 1.2.3. - Soit a un point de D. L'application ^ : G (D) \-> D x GL (E)
qui à f associe (f(a\f (a)) est injective et induit un homéomorphisme de G (D) sur F image
de G (D) par q\,.

1.3. QUELQUES INÉGALITÉS. COMPARAISON DES DIFFÉRENTES STRUCTURES UNIFORMES. -
Le résultat de la proposition 1.2.2 peut s'énoncer de la façon suivante :

Soit D un domaine borné. Soit a un point de D et soit B une boule complètement inté-
rieure à D. Alors, pour tout s > 0, il existe T| > 0, tel que, pour tout/e^f (D, D),

sup(|[/(a)-a|[, | | / '(a)-id| |)<îi => ||/-id||B<8.

Nous aurons besoin dans la suite de formes plus fortes de ce résultat, nous disant
en particulier qu'il existe une constante K telle que, pour tout/e^f(D, D), on ait

i|/-id|iB^Ksup(||/(a)-^||,|[//(fl)-idi|).

Les énoncés précis seront donnés dans les propositions qui vont suivre. Pour commencer,
nous avons besoin d'un certain nombre de lemmes.
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LEMME 1.3.1. — Soit D un domaine borné (Tun espace de Banach complexe E, et soient B^
et B^ deux boules concentriques complètement intérieures à D de rayons respectifs r^ et r^,
avec 0 < r^ < r^. Alors, il existe une constante K telle que, pour tout /e^f(D, D),
pour tout q e N*, pour tout x e B^, on ait

\\(f^x)-x)-q(f(x)-x)\\^K.q( sup || f-id^) | j f(x)-x ||.
1=1, ...,q-l

Démonstration. — Choisissons une autre boule B' concentrique à B^ et B^, de rayon r\
avec 0 < r^ < r ' < r^. Soit h une fonction holomorphe sur B^. On sait d'après
le lemme 1.1.7 que (A—id) est |[ A—id | [02/^2 "-r '-lipschitzien sur B7.

Soit maintenant /e^f (D, D), et soit

/^= l ( id+/+/ 2+. . .+r- l ) .q
On a alors

||^-id|M1 ÏII/^idUB^ sup li^-idIlB,.
^ 1=1 i= i , ...,^-1

Soit x e BI. Il nous faut distinguer deux cas :
(a)/(;c)eB'.

En appliquant le théorème des accroissements finis à (h — id) pour les points x et y == f(x),
on trouve

||(W^))-/M)-(^)-^)||^—^( sup \\r-[d\\^\\f(x)-x\\.
r^—r i=i,...,q-i

Or, on a

W^-^^O^x)^).
q

On trouve finalement

|i(r(x)-x)^(/(x)-x)||^-^—( sup H^-idIlB^II/M-xll.
r^—r 1 = 1 , ...,q-i

(b)f(x)^B\

Alors ||/(^)-x|| ^ ^ ' — ^ 1 , et par suite

q( sup l l / ' - id I lB^II /M-xl l^^Cr ' - r i ) 2 .
1=1, ...,^-1

Comme D est borné, il existe une constante M telle que, pour tout g e ̂  (D, D),
|^-id||B, ^ M. Par suite,

I I (r(x)-x)-^(/(x)-x) l l^ te+1) M.
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II nous faut trouver une constante K^ telle que, pour tout entier q ^ 1, on ait

(q+^M^K.qÇr'-r,)2.

Il suffit pour cela de prendre Ki = 2M/(r '—ri)2 .
Soit

1 2M \^>K = sup(
V2-^ (r'-r,)

On a alors, pour tout /ej'f (D, D), pour tout q e N*, pour tout x e B^ :

|[(r(x)-x)-^(/(x)-x)||^K^( sup J I^- idII^II /^-xl
»=1, ...,q-l

et le lemme est démontré.
La proposition 1.3.2 que nous allons démontrer maintenant est un corollaire

du lemme 1.3.1.

PROPOSITION 1.3.2 (comparer avec [9], p. 43). — Soit D un domaine borné, et soient B^
et B^ deux boules concentriques complètement intérieures à D, de rayons respectifs r^ et r^
avec 0 < r^ < r^ Soient deux nombres réels u et v tels que 0 < u < 1 < v. Alors il existe
un nombre réel a > 0 qui jouit de la propriété suivante : si une application holomorphe
fç^ (D, D) est telle que

I I / -id|k<a,

H/'-idJk^x,

Hr-^idIlB^a,

alors, pour tout x e B^, on a

Klirw-^ll^^ll/M-^ll^^ll/'M-^ll.
Démonstration. — D'après le lemme précédent, il existe une constante K telle que,

pour tout/e^f(D, D), pour tout ^eN*, pour tout xeB^, on ait

\\(f^x)-x)-q(f(x)-x)\\^K.q( sup V-id^fÇx)^
i=l , ...,î-l

u et v étant choisis, soit a tel que

KoKinf/l-11-!^.^inffi-1,1-!).
\ v u )

Soit /e ̂ f (D, D) vérifiant les hypothèses de la proposition. On a

il/^)-^ ^g(l+Ka)||/(x)-xl| ̂ III/M-XII.
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De même,

l i rM-^ i i^^ i -K^i i /M-x i i^^n /^ -x i i .
Q. E. D.

PROPOSITION 1.3.3 (comparer avec [9], p. 44). — Soit D un domaine borné, et soit B
une boule complètement intérieure à D. Alors il existe un nombre réel P > 0 qui jouit
de la propriété suivante : si une application /e^f (D, D) est telle que, pour tout q e N*,

ll^-id^P,

alors f = id.

De façon précise, si on choisit une boule B^ concentrique à B, de rayon r^ strictement
inférieur au rayon r de B, et deux nombres réels u et v, tels que 0 < u < 1 < v, on peut
prendre P = a, où a est le nombre réel strictement positif dont l'existence est assurée par
la proposition 1.3.2.

On en déduit que G (D) ne contient pas de sous-groupes arbitrairement petits.

Démonstration. — Soient Bi, u et v comme dans l'énoncé de la proposition.
Soit a le nombre réel strictement positif dont l'existence est assurée par la proposition 1.3.2,
et soit /eJf (D, D) tel que, pour tout q e N*,

||r-id||B<a.

Alors, d'après la proposition 1.3.2, on a, pour tout ^reN* :

^/-idIlB^II/^-idIlB^a.

Donc, pour tout q,

liy-idiiB^,POC
— a
q

ce qui entraîne que (|/—id||B^ =0, et/= id.

Q. E. D.

PROPOSITION 1.3.4. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit B une boule de centre a complètement intérieure à D.
Alors il existe une constante K, telle que pour toute application f e ̂  (D, D), on ait

||/-id||B^Ksup(||/(a)-a||,||/'(û)-id||).

Démonstration. — On peut supposer que a est l'origine 0 de E. Nous allons faire
la démonstration par l'absurde. Pour chaque entier n > 0, on choisit/^ e^f (D, D) telle que

||^-id||B>nsup(||^(0)||,||/;(0)-id||).
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Soit M = sup 1 1 ^ — ^ H . On a donc
•iceD.yeD

s"p(||/»(o)|H|/;(o)-id||)^llAr^^
n n

ce qui prouve que

sup(||/,(0)|[,||/;(0)-id||)-.0 quand n->+oo.

et d'après la proposition 1.2.2, ceci entraîne que

/n-^id quand n-^+oo.

Choisissons maintenant une boule B^ complètement intérieure à D, concentrique à B,
de rayon r^ strictement supérieur au rayon r de B. Choisissons de plus deux nombres
réels u et v tels que 0 < u < 1 < v, comme dans la proposition 1.3.2. Soit a le nombre
réel strictement positif dont l'existence est assurée par la proposition 1.3.2. Comme pour
tout entier n > O,/, est différent de la transformation identique, il existe d'après la propo-
sition 1.3.3, un plus petit entier q^ > 0, tel que

||/^id||B,>oc.

Soit gn ==/,?". Du fait que H ^ n — i d J i B ^ > a, on déduit que la suite gn ne converge pas
vers la transformation identique.

Montrons maintenant que gn (0) =/?" (0) tend vers zéro quand n tend vers +00.
D'après la proposition 1.3.2, nous avons

u\\ft-id\\^q^\f,-id\\^v\\f^-id\^

On en tire :
H/^-idJiB^ vM

(1) ^ ^ ' l i . ^ - T T - - ^ '||/n-ld||B i|/n-ld||B

En appliquant une deuxième fois la proposition 1.3.2, on trouve

u ||/^(0) II ̂ || ̂ (0)|| ̂ ||/^(0) II,

donc

ll/'wll^ll/^o)!!.

En reportant dans cette inégalité la majoration de q^ donnée par (1), on trouve

w-^S.
Or, ||/,(0)||^(l/«)||/,-id||B.
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On trouve donc finalement

(2) ||&(0)|| ̂ V M l ,
u n

ce qui prouve que gn (0) tend vers zéro quand n tend vers + oo.
Montrons maintenant que ([^ (0)—id|[ tend vers zéro quand n tend vers +00. On a

SnW = WW =fn(fnqn~lW)ofn(fnqn~2W)o' . . °/; (0).

Soit B' une boule de centre 0, de rayon r ' < r. On sait d'après le lemme 1.1.7
qu'il existe une constante H telle que, pour tout x e B', on ait

||/;M-/;(0)|| = ||a-idy(x)-a-idy(0)|| ̂ H||^-id||B|M|]

D'après ce que nous avons déjà démontré, on sait que, pour tout n assez grand,
fn(0), f^ (0), .. .?./^"~1 (0) appartiennent à B'. On a donc, pour tout n assez grand,
pour tout entier r, 0 ^ r ^ ^,—1,

||/;(/;(0))-idl| ̂  ||/;(/;(0))-/;(o)||+||/;(0)-idl| ̂  y^J^l- + IV
\ u n n )

(car on sait que, pour tout r, O ^ r ^ ^ — 1 , ||^'(0) ([ ^ (y M/u) (lin), et que
[|^(0)-id||^(l/^)l|^-id||B).

Donc, pour tout r, 0 ^ r ^ ^n—1»

||/nœ(0))--id|| ̂  ll^-idiJ11^+lV .
\ M /n

Pour achever la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 1.3.5. — Soit E un espace de Banach, soit oêf (E, E) V espace vectoriel des endo-
morphismes linéaires continues de E muni de sa norme habituelle. Soient n éléments f^ ...,/,
de Jâf (E, E). Alors on a

||/,o...o^-id||^rn(l+||/,-id|[)1-L

Ce lemme se démontre facilement en écrivant, pour chaque indice i,

/,=id+(/.-id),

en développant le produit/i o . . .o/,, et en majorant chacun des termes du développement
ainsi obtenu.

Fin de la démonstration de la proposition 1.3.4. — On déduit du lemme 1.3.5 que

||g^(0)-id|| ^(1+ sup [[/^(O^idII^-l

£(l^(H^+lff-l•
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Montrons que

/ H y M AlY"lim l+||/,-id||B ——+1 P =1.
"-^+oo\ \ u J n )
li.fl+ll/.-idIl.fJî +lW,!.

"-^+oo\ \ M ) n )

Prenons le logarithme

..-̂ ii/.-ii.̂ )̂'-}
i l , . , 1 1 /Ht»M , \1

J'n~^||/»-ld B ( — — — — — + 1 1 - .
\ " /"

On sait que

t>M_

^-lîT^idTB'
par suite, y^ —»• 0, ce qui prouve que

A n - , , „ /Ht» M Al Y-î/.-.,("̂ )-.,,
et on en déduit que ||̂  (0)-id \\-> 0, quand 72-^ +00. On a déjà vu que ^(0) tend
vers zéro, quand n—> +00. D'après la proposition 1.2.2, cela entraîne que gn converge
vers l'identité quand n—> +00. Nous avons trouvé une contradiction, la proposition
est démontrée.

THÉORÈME 1.3.6. — Doit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe un voisi-
nage ouvert U du point a dans D et une constante K > 0 tels que, pour tout point b de U,
pour tout /ejf (D, D), on ait

| | /-id|[B^Ksup(||/(fc)-b[|, | | / /(fc)-id| |).

Démonstration. — Nous allons commencer par démontrer le théorème dans le cas où B
est une boule de centre a. Soit donc B une boule de centre a et de rayon r, complètement
intérieure à D. On sait d'après la proposition 1.3.4 qu'il existe une constante Ko telle que,
pour tout /e^f (D, D), on ait

||/-id||B^KoSup(||/(û)-a||,||/ /(a)-id||).

II suffit donc de démontrer qu'il existe une constante k > 0 et un voisinage ouvert U
de a tels que, pour tout b G U, pour tout/G Jf (D, D), on ait

s u p C l I / W - f c l l . l l / ' W - i d I D ^ f e s u p O I / ^ - a i l . H / ' ^ - i d I I ) .
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Soit BI une boule de centre a et de rayon r^ < r. D'après le lemme 1.1.7, (/—id) est
[||/—id |[B/r—ri]-lipschitzien sur Bi. On déduit de la proposition 1.3.4 que (/—id) est

r-J^supdI/^-all, ll/'^-idil^-lipschitzien sur Bi.
L^""^ J

Par suite, on a, pour tout b e Bi, pour tout/e^f (D, D) :

(3) H/W-fcli^ll/W-all-^-supdI/C^-ali.ll/'^-idIDIIfc-all.
r-ri

A l'aide du lemme 1.1.7 et de la proposition 1.3.4, on montre de même que (/— id)' est

r—^supdi/^-ûlj, ||/'(û)-id||)1-lipschitzien sur B^.
L(r—ri) J

On en déduit que, pour tout b e B^, pour tout/e^f (D, D), on a

4 K
(4) ||/'(&)-id||^||/'(a)-id||-——sup(||/(a)-a||,||/'(a)-id|[)|[&-a||.

(.l'~r'l)

En regroupant (3) et (4), on trouve que, pour tout b e Bi, pour tout/e^" (D, D), on a

sup(||/(fc)-fc||,||/'(&)-id||)

^sup(||/(a)-a||,||/'(a)-id||)(l-^+4K-)l|&-a|ly
\ \r~rl V ~ r l ) / /

Soit p un nombre réel strictement positif, inférieur à r^ et tel que

(^^F)^-
Soit U la boule de centre a et de rayon p. On a, pour tout b e U, pour tout/e^f (D, D) :

supdI/W-fcllJlrW-idID^IsupdI/^-all.ll/'^-idID.

On en déduit que, pour tout & e U, pour tout/e^f (D, D), on a

| | /-id| |B^2KoSup(| | /(&)-&|[,] | / /(fc)-id| |),

ce qui démontre le théorème dans le cas particulier où B est une boule de centre a complè-
tement intérieure à D.

Soit maintenant B une boule complètement intérieure à D, de centre c. D'après
le lemme 1.1.5, on peut trouver une suite finie B^, . . . , B ^ de boules complètement
intérieures à D, de centres a^, . . . , a^ telles que a^ = a, a^ = c, B^ = B, et que, pour
tout f, 2 ^ i ^ n, di appartienne à B;_i.
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D'après le résultat que nous venons de démontrer, il existe un voisinage U de a dans D
et une constante Ki > 0 tels que, pour tout b e U, pour tout/e^f (D, D), on ait

\\f-id\\^^K,sup(\\f(b)-b\\,\\f(b)-id\\).

Comme a^ appartient à B^, d'après le lemme 1.1.6, il existe une constante k^ telle que,
pour tout /e^f (D, D), on ait

^P(\\f^)-a,\\,\\f(a,)-id\\)^k^\f--id\\^

D'après la proposition 1.3.4, il existe une constante K^ telle que, pour tout/e ̂  (D, D),
on ait

||/-id||B^K,sup(||/(a,)-a,||,||/'(^)-id||).

et c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ._ ._____
On trouve finalement que, pour tout b e U, pour tout/e^f (D, D), on a

| | /-id| |B^K,K,.. .K„^.. .^sup(| | /W-&|| , | | / /W-id| |) ,

et le théorème est démontré.

On déduit du théorème 1.3.6 les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1.3.7. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soient Bi et B^ deux boules complètement intérieures à D. Alors il existe une constante K
telle que, pour tout /e^f (D, D), on ait

||/-id||^K||/-id||B,

COROLLAIRE 1.3.8. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Pour tout élément (a, b) du produit D x D, il existe une constante K (a, b) telle que,
pour tout /e^f (D, D), on ait

supdI /W-fc l l . l j / 'W- id iD^K^^supdI /^ -a l l . l l / ' ^ - id I I ) .

De plus, K (a, b) est localement borné sur D x D.

Nous aurons également besoin d'un théorème qui nous permette de comparer, pour
deux automorphismes /et g de D, \\f-g\\B et sup (\\f(a)-g {a) ||, ||/' (û)-^' (a) ||).
Pour cela, il nous faudra supposer que f(a) et g (a) ne se rapprochent pas trop du bord
de D. Donnons d'abord une définition.

DÉFINITION. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble de D. On définit

G,,A(D)={/eG(D) |/(^)eA}.
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PROPOSITION 1.3.9. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble convexe complètement intérieur à D.
Enfin, soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe un voisinage U de a
dans D et une constante K tels que, pour tout &eU, pour tout feGa^(D), pour tout
geG^A(D), on ait

||g- lo/-id||^Ksup(||/(fc)-g(fc)||,||/ /(fc)-g'(&)||).

Démonstration. — Compte tenu du théorème 1.3.6, il suffit de démontrer qu'il existe
un voisinage Ui de a dans D et une constante K^ tels que, pour tout b e U\, pour tout
/e G^A (D)» pour tout g e G^A (D)» on ait

supdIg- 'o/W-fcl l . lKg-^/y^- idID^KiSupdI/W-gWlI . I I / 'W-g 'Wll) .

On sait que tout automorphisme AeG(D) est fe-lipschitzien sur un voisinage V
du point a; on peut donc choisir un voisinage Ui de a et un sous-ensemble convexe A',
complètement intérieur à D et contenant A, tels que, pour tout b e Ui, pour tout
/e Go, A (D)? f(b) appartienne à A'.

Soit b e Ui, et soient/et g deux éléments de G^,A (D). Étudions d'abord

ll^a (&))-&!! = ll^'a^-g-'feW)!!.
f(b) et g(é) appartiennent à A'. D'autre part, d'après le lemme 1.1.7, tout automor-
phisme A e G (D) est ^-lipschitzien sur A'. On a donc

||g" l(/w)-&||^felli/(&)-gwil.
Étudions maintenant |[ (g""1 o/)' Çb)—id. ||.

fe-lo/yw=fe-l)/(/w)o//w,
||fe" lo/yW-id||=i|(g- ly(/(6))°/'(fc)-id||

^ llfe^yaw)0/'^)-^"1/^^))0/'^)!!
+||fe~ ly(gW)o/ /w-id||

^IKg^yacw-fe^yfe^li . l l / 'wll
+||fe~ ly(gW)o//w-fe-lyfe(fc))og/w||,

car on sait que

(g'^teW) = [g\g~\g(b)))]-1 = [g'(&)]-1.
Donc,

IKg'^/yw-idii ^ [[^"^(/(^-(g^ycg^ll.il/'wli
+11(^^(^(^)11. ll/'w-g'wll.
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D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que, pour tout AeG(D),
pour tout x e A', || h' (x) \\ ̂  M. D'autre part, d'après le lemme 1.1.7, il existe une cons-
tante k^ telle que, pour tout h e G (D), h' soit Â^-lipschitzien sur A'. On trouve finalement :

l l t e -^ /yW-idI I^Mfe . l l /W-gWlI+MH/ 'W-g 'Wl l

^ M(fe,+l)sup(||/(fc)-g(fo)||, l l / 'W-g'WH).

Soit Ri = sup^i, M(^+l)). On a : V & e U i , V/eG^(D), V^eG^(D),

sup(||(g- lo/)(&)-&||,| |(g- lo/y(fc)-id||)^K,sup(||/(&)-g(b)||, | |/ '(b)-g'(&)||),

et ceci démontre la proposition.

PROPOSITION 1.3.10. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe une constante K telle que,
pour tout fe G (D), pour tout g e G (D), on ait

H/^MKlIg-^y-idUB.

Démonstration. — Soit r le rayon de B. Soit B^ une boule complètement intérieure à D,
concentrique à B, de rayon r^ > r. Il nous faut distinguer deux cas :

(a) Pour tout x e B, (g~1 o/) (x) e B^. D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante k^
telle que tout élément Ae^f (D, D) soit ^i-lipschitzien sur B^. On en déduit :

||g-/||B=||g-go(g"lo/)||B^fel||g"lo/-id||B.

(6) II existe x e B, tel que (g~1 o/) (x) ^ B^. Il suffit de choisir une constante k^ assez
grande pour que

sup \\y-x\\^k^(r^-r).
xeD, yeD

Soit K = sup (k^ k^). On a, pour tout fe G (D), pour tout g e G (D) :

||/-g||B^Ki|g-lo/-id||B.

On déduit des propositions 1.3.9 et 1.3.10 le théorème suivant.

THÉORÈME 1.3.11. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E
Soit a un point de D, et soit A un sous-ensemble convexe de D complètement intérieur à D.
Enfin, soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe un voisinage ouvert U

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 30



228 j.-p. VIGUÉ

de a dans D et une constante K tels que, pour tout b e U, pour touffe G^p, (D), /w^r ro^
^eG^(D), on ait :

| |/-g||B^Ksup(||/(fc)-g(&)||,| |/ '(fc)-g'(fc)||).

COROLLAIRE 1.3.12. — Soit D M/Î domaine borné d'un espace de Banach complexe.
Soit a un point de D, et soit A un sous-ensemble convexe complètement intérieur à D.
Alors les trois structures uniformes suivantes coïncident sur Gy ^ (D) ;

— la structure uniforme de la convergence uniforme locale,
— la structure uniforme définie par la distance

^(/,g)=sup(||/(a)-g(a)||,||/'(a)-g'(a)||),

— la structure uniforme gauche.

Démonstration. — Le fait que la structure uniforme gauche est plus fine que la structure
uniforme de la convergence uniforme locale découle de la proposition 1.3.10, le fait
que la structure uniforme de la convergence uniforme locale est plus fine que la structure
uniforme définie par da résulte des majorations de Cauchy. Enfin, la proposition 1.3.9
montre que, sur G^,A (D), la structure uniforme définie par da est plus fine que la structure
uniforme gauche. Le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 1.3.13. — Soit a un point de D. L'image de G (D) par (p^ :

G(D)-^DxGL(E),

f^(f(a),f(a))

est un fermé de D x Jêf (E, E).

Démonstration. - Si /„ (a) -> b e D, /; (a) -> g e ̂  (E, E), on en déduit que /„ est
une suite de Cauchy pour ̂ , et comme il existe un sous-ensemble convexe A complètement
intérieur à D, tel que les/,, pour n assez grand, appartiennent à G^CH)? on déduit
du corollaire 1.3.12 et de la proposition 1.1.9 qu'il existe/e G (D) tel que lim/^ =/.
Le corollaire est démontré.

La comparaison de la structure uniforme de la convergence uniforme locale et
de la structure uniforme droite est plus délicate. Nous n'aurons pas besoin dans la suite
d'un tel théorème de comparaison. Signalons toutefois la

PROPOSITION 1.3.14. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit A la réunion d'un nombre fini de boules complètement inté-
rieures à D. Alors, la structure uniforme droite et la structure uniforme de la convergence
uniforme locale coïncident sur

{/eG(D) |/(a)eA,/- l(û)eA}.
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CHAPITRE II

I/algèbre de Lie des transformations infinitésimales (Ton domaine borné D

Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E. A tout groupe à un para-
mètre réel d'automorphismes analytiques de D, est associé un champ holomorphe v|/
de vecteurs tangents à D, et on dit que v|/ est la transformation infinitésimale associée
au groupe à un paramètre considéré. Soit g(D) l'ensemble de ces transformations
infinitésimales. Nous montrerons que 9 (D) est muni d'une façon naturelle d'une structure
d'algèbre de Lie normable réelle.

Dans la deuxième partie, nous montrerons que toute transformation infinitésimale
v|/ e 9 (D) est caractérisée par sa valeur en un point a de D, et sa dérivée en ce point.
Enfin, nous donnerons une condition (nécessaire et) suffisante pour que, étant donnés
un point a e D, b e E, et g e ̂  (E, E), il existe une transformation infinitésimale \|/ e g (D)
telle que v|/ (a) = b, \|/' (a) = g.

Dans la troisième partie, nous considérerons le groupuscule de Lie G associé à 9 (D).
Nous montrerons que G est le plus grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G (D)
des automorphismes analytiques de D, et que l'application

G x D -> D,

fe. x)^g.x

est analytique par rapport à l'ensemble des variables.

Enfin, dans la quatrième partie, nous étudierons des exemples. Ces exemples montreront
en particulier que, si D est un domaine borné d'un espace de Banach complexe,
G(D) n'est pas en général un groupe de Lie; le théorème démontré par H. Cartan
([9], p. 50, th. 13) en dimension finie ne se généralise pas en dimension infinie.

2.1. CONSTRUCTION DE L'ALGÈBRE DE LIE DES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES
DE D. — Commençons par montrer le

LEMME 2.1.1. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit 1 un ensemble d'indices, muni d'un filtre ^. Soient (/;)fei des éléments de G(D),
tels que lim/; = id.

y
Soient (k^ç^ des nombres réels, et soit

^=^(/,-id).

Supposons qu'il existe une boule Bo complètement intérieure à D, et une fonction holo-
morphe v|/ sur Bo, telles que \|/, converge vers v|/ selon ^ uniformément sur BQ. Alors il existe
une fonction holomorphe \|/ sur D, prolongeant \|/, telle que, pour toute boule B complètement
intérieure à D, vj/^ converge vers \|/ selon ^ uniformément sur B.
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Démonstration. - Soit B une boule complètement intérieure à D. Par un raisonnement
de connexité, on peut construire une suite finie Bj (j = 1, . . . ,72) de boules ouvertes

n

complètement intérieures à D, telles que U = (J B .̂ soit connexe, contienne Bo, et que
J=l

B soit complètement intérieure à U. Quitte à rapetisser Bo, on peut toujours supposer
q^ I I ^ HBQ < + oo. On en déduit l'existence d'une constante M < + oo, et d'un élément F
de y tels que, pour tout i e F, on ait

||fe^-id)||Bo^M.

Pour chacune des boules B .̂, il existe d'après le corollaire 1.3.7 une constante K,
telle que, pour tout fe l ,

||/.-id||B^K,||/,-id||B,,

et par suite, pour tout i e F,

|INB^K,I|̂ ||̂ K,M.

La famille des fonctions [\|/, = ^,(/f-id)],eF est uniformément bornée sur U.
D'après la proposition 1.1.3, le fait que les (vl^gi forment un filtre de Cauchy pour
la structure uniforme de la convergence uniforme sur Bo entraîne que les (\|/,),ei forment
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme sur toute boule B
complètement intérieure à U, et le lemme s'en déduit facilement.

DÉFINITION 2.1.2. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
On dit qu'un homomorphisme (p du groupe additif R dans le groupe G (D) est un groupe
à un paramètre d'automorphismes de D si l'application

R x D -̂  D,

(t,x) i->(p(0.x

est analytique par rapport à l'ensemble des variables.

PROPOSITION ET DÉFINITION 2.1.3. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach
complexe E, et soit (p : R -» G (D) un groupe à un paramètre d'automorphismes analytiques
de D. Alors

^=^p (^0)

tend uniformément sur toute boule B complètement intérieure à D, lorsque t tend vers zéro,
vers une fonction holomorphe \|/ sur D à valeurs dans E. On dit que \|/ est la transformation
infinitésimale associée au groupe à un paramètre (p.
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Réciproquement, t ^ ^ ( t ) . x est la solution de F équation différentielle

ï-^
prenant pour t = 0 la valeur x.

Démonstration. - Soit (t,x)^f(t,x) = (p(Q.jc. D'après la définition de \|/, on a

^^/(O.x).
^

Soit XQ e D. Montrons qu'il existe une boule Bo de centre XQ, complètement intérieure
à D, telle que \|̂  converge vers \|/ uniformément sur Bo.

Choisissons un nombre réel T| > 0 et une boule Bo de centre XQ complètement intérieure
à D, tels que [ la 2 / /^ 2 ] ) soit borné par une constante M sur [-T|, r|]xBo. D'après
la formule de Taylor, on a, pour tout x G Bo, pour tout ( t \ < r\ :

/0,x)-/(0,x)-^(0,x)||^
8t

32/
Bt2 ||[-n,ii]xBo

Par suite, pour tout ^eBo, pour tout te [-T|, +T|], on a

I I^W-TOH^MM,

ce qui prouve que v|/y converge vers \|/ uniformément sur Bo.
On déduit du lemme 2.1.1 que \|̂  converge vers \|/ uniformément sur toute boule B

complètement intérieure à D. La limite \j/ est une fonction holomorphe sur D tout entier.
Réciproquement, en utilisant les propriétés de l'homomorphisme (p, et compte tenu

des théorèmes d'existence et d'unicité des solutions des équations différentielles (voir
par exemple [13], p. 118), on vérifie facilement que

fi-^(p(0.x

est la solution de l'équation différentielle

dx . , .
^(x)

prenant pour t = 0 la valeur x.
Q. E. D.

Remarque. - II serait plus correct de considérer les transformations infinitésimales \|/
comme des sections du fibre tangent T (D) de D. Comme T (D) est trivial, l'espace
des sections holomorphes du fibre tangent s'identifie à l'espace des applications holo-
morphes de D dans E, et ceci justifie nos considérations.
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Soit g (D) l'ensemble des transformations infinitésimales de D, associées à tous les groupes
à un paramètre d'automorphismes de D. Nous allons montrer que 9 (D) a une structure
d'algèbre de Lie normable complète (au sens de Bourbaki [5], chap. 3). Pour commencer,
nous allons montrer une proposition qui nous permettra de construire des transformations
infinitésimales v|/ e 9 (D), à partir d'éléments du groupe G (D).

PROPOSITION 2.1.4. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit (A)feeN une suite d'éléments de G (D) convergeant vers la transformation identique.
Soient n^ des nombres entiers, et soit

^="fc(/fc-id)-

Supposons que ^^ converge vers une fonction holomorphe \[/ uniformément sur toute boule B
complètement intérieure à D. Alors \[/ e g (D).

(Remarquons tout de suite que, d'après le lemme 2.1.1, pour que vj/^ converge vers v|/
uniformément sur toute boule B complètement intérieure à D, il suffit de vérifier qu'il existe
une boule Bo complètement intérieure à D telle que v[̂  —> \|/ uniformément sur Bo.)

Démonstration (d'après [9], p. 27). — Considérons l'équation différentielle

dx
—==\|/(x).
dt

D'après les théorèmes classiques sur les équations différentielles (voir par exemple [13]),
on sait qu'il existe un voisinage U de { 0 } x D dans R x D, et une application analytique

U^D,

(t,x)^f(t,x)

telle que, pour tout x e D, l'application

t^f(t^x)

soit la solution de l'équation différentielle

dx
—=Wdt

prenant pour t = 0 la valeur x. De plus, pour tous les x e D, t e R, t ' e R, tels que
les deux expressions f(t-\-t/, x) Gif{t,f(t ', x)) soient définies, on a l'égalité :

/0+^x)=/(t,/(f',x)).
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Soit XQ e D, et soit 1 x Q un voisinage ouvert de (0, Xo) contenu dans U. Montrons que,
pour tout tel, positif, assez proche de 0, l'application

Q-^D,

x^f(t,x)

se prolonge en un automorphisme analytique de D. Pour cela, il suffit de démontrer
qu'il existe une boule B de centre XQ, complètement intérieure à Q, et une suite d'éléments
(^fc)fceN de G (^ fels que ̂  converge vers/(^, .) uniformément sur B. En effet, comme
/(IxQ) est contenu dans D, lim gj, (xo) =f(t, Xo) appartient à D, et d'après la propo-

fe->00

sition 1.1.9, ceci entraîne que gj, converge vers un élément go e G (D), et que go prolonge
^(t, .) en un automorphisme de D.

Soit donc to e I, to > 0, et soit ^ la partie entière de ^ to. Soit g^ = /^k. Enfin,
soit BI une boule de centre XQ complètement intérieure à Q. On sait que

e^-)-^ Bi

et que

k(A-id)-v|/|L^O.

On en déduit que

^ /

û'.-)-"1^-"1)'
qk f
to

^-^id

Cî;-)-^-'^A+(i-^)(A-id)
^ )

|Bi

>o.
|Bi

On trouve finalement :

/
^k

' h
£fc

<—
ïk

avec lim s^ = 0.
fc-»oo

Si tQ est assez petit, on peut trouver une boule B de centre XQ, complètement intérieure
à îî, telle que
- V x e B , V^, O ^ t ^ to,f(t,x)eB^
- V x e B, V k assez grand, V q, 0 ^ q ^ q^ ff (x) e B^.

D'après les majorations de Cauchy, il existe une constante K telle que \[/ soit
K-lipschitzien sur B^. On déduit des théorèmes classiques sur les équations différentielles
que, pour tout x e B^, pour tout y e Bi, pour tout t e 1 (x) n 1 (y\ on a

||/ax)-/(^)||^Kltl||x-34
[I (x) désigne le plus grand intervalle ouvert contenant 0 et contenu dans
[ t e R |/(^)eBi}.]
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Soit x e B, et soit q ^ q^ On a

^0f(^^\-f^x) 5, f(^,f((q^,x}\--f(h,frl(x)\\ ^ / \^ \ ^ // \^ /
+ /f^^r'^-Aar1^))\^ /

^expfKM) /((^D^x^-fr1^ +£ f c .\ ^ / \ ^fe / ^
Tous calculs faits, on trouve :

|L/^o \ ^/f^°,.)-^
\ ^ /

^^Sfc

B~ <lk
( / |L | \\«k

»,(KM)) .+s4exp(K-!-°

On en déduit l'existence d'une constante K^ telle que

||/OO,.)-/^MK^,

ce qui prouve que gk =f]ïk converge vers f(tQ, .) uniformément sur B. On peut donc
prolonger / en un morceau F de groupe à un paramètre d'automorphismes de D :

1 x D -> D,

0,x)»->F(f,x).

On vérifie facilement que F est analytique par rapport à l'ensemble des variables,
et que F se prolonge en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D.

Q. E. D.

Nous pouvons maintenant démontrer la

PROPOSITION 2.1.5. — g(D) est un espace vectoriel réel.

Démonstration. —^11 nous faut montrer que, si les transformations infinitésimales v|/i
et \[^ appartiennent à 9 (D), et si a^ et a^ sont deux nombres réels, alors a^ vj/i+û^ ^2
appartient à 9 (D).

Soient (t, x) 1-̂ /1 (r, x) le groupe à un paramètre réel associé à \|/i, et (t, x) »-> /a (t, x)
le groupe à un paramètre réel associé à \|/2. Soit

f(t,x)=f,(a,t,f^t,x)).

Pour tout t e R, x ̂ f(t, x) est un automorphisme analytique de D. Soient/^ = f(\jk, .),
n^ = k. Posons

^-^G'•)-")•
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Soit XQ e D. On peut choisir une boule B de centre XQ, complètement intérieure à D
telle que, pour tout x e B, pour tout / e R, on ait

\\ft(t,x)-x-t^^x)\\^\t\.^(î) avec lim£i(0=0.
t->0

De même,

\\f2^x)-x-t^^x)\\^\t\.^(t) avec lim £2(0=0.
r-»0

En composant les développements limités, on trouve :

i|/l(ûl^/2(^2^^))-/2(^2^^)-^l^^l(/2(û2^^))||^|ûi^|£i(air),

\\fi(a^f^a^,x))-x-a^.^^{x)-a^t.^^f^t,x))\\

^ \a^t\. Si(ai0+ja2f| . £2(^20-

On sait d'autre part qu'il existe une constante K telle que \|/i soit K-lipschitzienne sur B.
On en déduit que, pour tout x e B, pour tout t e R, on a

| | /0 ,x)-x-(aiv | / i (x)+fl2^2(^))^ | |^^3(0(i^i^ |+ |^2^|) avec lim£3(0=0,
f->0

ce qui montre que \|/fc converge vers a^ ^i+a^ ^2 uniformément sur B. D'après la propo-
sition 2.1.4, ceci entraîne que a^ \|/i+a2 v|/2 appartient à g (D), et la proposition
est démontrée.

PROPOSITION 2.1.6. — Soient \|/i et \|/2 deux éléments de g (D). Alors le crochet [v|/i, \|/2]
appartient à 9 (D).

Démonstration. — Soient \[/i et\|/2 e 9 (D). Soit (t, x)—>f^ (t, x) [resp. (t, x)—>/2 (t, x)]
le groupe à un paramètre réel associé à v|/i (resp. \|/2). Considérons

/O, ̂  = AO, /i0, /2(-^ fi(-t, x)))),

et soit

'̂«F •)-")•
Un calcul de développements limités montre que, si XQ est un point de D et

si B est une boule complètement intérieure à D de centre XQ, ^k(x) converge vers
\|/2 00-vh OO-^i (^).^2 (^ uniformément sur B. D'après [4] (chap. 8, p. 17) ceci est
exactement la valeur du crochet [^1,^2]- O11 déduit de la proposition 2.1.4 que
[^i» ^2] appartient à 9 (D).

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 2.1.7. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe.
Soient Bi et B^ deux boules complètement intérieures à D. Les normes |[.||Bi et \\'\\BÏ sont

des normes équivalentes sur 9 (D). Ces normes font de l'espace vectoriel réel 9 (D) muni
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du crochet de deux champs de vecteurs une algèbre de Lie réelle normable complète
(au sens de Bourbaki [5], chap. 3).

Démonstration. — Soient B^ et B^ deux boules complètement intérieures à D.
Montrons que les deux normes \\.\\^ et \\.\\^ sont équivalentes sur ^(D). D'après le
corollaire 1.3.7, on sait qu'il existe une constante K telle que, pour tout/e G (D), on ait

||/-id||B^K||/-id||B,

Si \|/ est un élément de 9 (D), on peut trouver une suite d'automorphismes /^ e G (D)
convergeant vers l'identité, et des entiers n^ tels que

^=^(A-id)

converge vers \|/ uniformément sur toute boule B complètement intérieure à D. [Il suffit
de. prendre/fe =/^ (1/k, .), où/^ est le groupe à un paramètre associé à \|/, et n^ = k.~\
On a alors, pour tout f c e N :

i|A-id||B^K||A-idi|B,,

ce qui entraîne

H^liB^Kil^HB,.

On en déduit par passage à la limite que

IM|B^K|H|B,
On peut montrer de même qu'il existe une constante K' telle que || \|/ ̂  ^ K' [| v|/ |L.

Les deux normes | [ . [ J B ^ et [[.j^ sont bien équivalentes.
Sur la forme du crochet [(p, v|/] = Dy v|/-D^ (p, il est clair que le crochet est une appli-

cation bilinéaire continue de 9 (D) x 9 (D) dans g (D).
Il nous reste à démontrer que g(D), muni de la norme ||.|L, (où B est une boule

complètement intérieure à D), est complet.
Soit (^)fceN UDe sulte de Cauchy formé d'éléments de 9 (D). Il existe une application

analytique \|/ e^f (D, E), telle que \|/ = lim ^ et il nous faut montrer que \|/ e 9 (D).
fc-»+oo

Considérons la suite de transformations^ =/^ (l/^, .), (où/- est le groupe à un para-
mètre associé à la transformation infinitésimale \|/jJ. Soit B une boule complètement
intérieure à D. Du fait que les \|̂  sont uniformément bornés sur B, on déduit que les fj,
convergent vers l'identité. Soit

0,=fca-id).

D'après la formule de Taylor, on a, pour tout x e B :

82^fk(x)-x- -Vfc(x) ^ — sup (t,x)—- —_ u *-*-t-' 1 1 ————^— \ *•,

k te[0,l/k] Ot
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Le calcul montre que

^̂  x) == W^(t, x)).W^(t, x)).
ôt

On peut trouver une boule B^ complètement intérieure à D concentrique à B, telle que,
pour tout k assez grand, pour tout t e [0, 1/fc], pour tout x e B, /^ (t, x) e Bi. Du fait
que les \|/fe sont uniformément bornés sur toute boule complètement intérieure à D,
on déduit qu'il existe une constante M telle que, pour tout k, pour tout xeBi, on ait

I I ̂ M.^) 11^ M.

Par suite, pour tout k assez grand, pour tout x e B, on a

^ 4(fkW-x)-^(x) h—.

On en déduit que 6^ converge vers \|/ uniformément sur B, et d'après la proposition 2.1.4,
cela entraîne que v|/ e g (D). Ceci achève la démonstration du théorème.

2.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE L'ALGÈBRE DE LIE 9 (D). — Nous aurons besoin dans
la suite d'autres résultats sur l'algèbre de Lie 9 (D), et nous allons les démontrer dans
ce paragraphe.

LEMME 2.2.1. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe
une constante K telle que, pour tout v[/ e 9 (D), on ait

||vl/||B^Ksup(i|^(a)||,||v|/'(a)||).

Démonstration. — Soit \|/ e 9 (D). On peut trouver une suite f^ d'éléments de G (D),
et une suite d'entiers n^ tels que ̂  = ^(A-^) converge vers v[/ uniformément sur
toute boule complètement intérieure à D. [D'après la proposition 2.1.3, il suffit de prendre
^ ==/ ( l / k , .), où/^ est le groupe à un paramètre associé à v|/, et n^ = fe.]

Soit B une boule complètement intérieure à D. D'après le théorème 1.3.6, il existe
une constante K telle que, pour tout k e N, on ait

||/,-id||B^Ksup(||/,(a)-a||,||/,(a)-id||),

et par suite

||^(/fc-id)||B^Ksup(|in,(/,(a)-a)||,|infc(/,(a)-id)||).

On sait que ^^ = n^ (/k"1^) converge vers \|/ uniformément sur toute boule complè-
tement intérieure à D. Cela entraîne que ̂  (a) —> ̂  (û)' et ̂ ue ̂ k (a) —> ̂  (a)-par passage
à la limite, on trouve :

|B^Ksup(||vKa)||,||v|/'(a)||),

et le lemme est démontré.
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On en déduit le théorème 2.2.2 qui est l'analogue pour l'algèbre de Lie du théo-
rème 1.2.3.

THÉORÈME 2.2.2. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D. L'application R-lînéaire continue Q^ :

g(D)-^Ex^(E,E),

v|/^OKûO,^(a))

est injective, et induit un isomorphisme d'espaces de Banach de 9 (D) sur son image 9^ (g (D)).

Démonstration. - Soit B une boule complètement intérieure à D. Le fait qu'il existe
une constante K telle que, pour tout \|/ e 9 (D), on ait

||v|/||B^Ksup(i|^(a)i|,||^(a)||)

montre que, si \[/ (a) = 0, v|/' (a) = 0, alors || \[/ [je = 0, et par suite, \|/ = 0. L'appli-
cation 9^ est injective. L'inégalité que nous venons d'écrire prouve justement que l'appli-
cation réciproque est aussi continue.

Remarquons que le corollaire 1.3.7 et le lemme 1.3.1 entraînent l'énoncé suivant :

LEMME 2.2.3. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E, et soit B
une boule complètement intérieure à D. Alors il existe une constante K telle que, pour tout
/e^f (D, D), pour tout ^eN*, on ait

\\(f^id)-q(f-id)\\^Kq( sup ||/i-id||B)||/-idiL
»= 1, ..., q—l

Nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du

THÉORÈME 2.2.4. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E, et
soit a un point de D. Soit (/^eN une suite d'éléments de G (D), convergeant vers la trans-
formation identique. Soit

^=2\A-id).
Supposons que

^^beE'

vK(^^ge^(E,E).

Alors \|/fc converge sur toute boule B complètement intérieure à D vers une transformation
infinitésimale \|/ e 9 (D), telle que v|/ (a) = b, \|/' (a) = g.

Démonstration. - Pour montrer le théorème, compte tenu du lemme 2.1.1 et de la propo-
sition 2.1.4, il suffit de démontrer qu'il existe une boule B complètement intérieure à D
telle que \|^|B soit une suite de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence
uniforme sur B.
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Soit B une boule de centre a, complètement intérieure à D. Soit e^ = sup |[ \L-^fc HB-
mïk

II nous faut montrer que lim e^ = 0.
k-»+oo

Pour m ^ k, on a

vL-^ = 2w(^-id)-2fe(/^-k-id)+2k(/^"k-A),

d'où

(1) ll^-^||B^2fc||2w-\/,-id)-(/r"k-id)||B+2fe||/^"k-A||B.

(a) Etudions d'abord le premier terme du second membre. D'après le lemme 2.2.3,
il existe une constante K^ telle que

(2) ||2w-\^-id)-(^2w"k-id)||B^Kl2w-fe( sup ||/.-id||B)||/.-id||B.
i= 1, ..., 2m-k—l

II nous faut trouver des majorations des termes du second facteur.
D'après le théorème 1.3.6, il existe une constante K.2 telle que

||/,-id||B^K,sup(||/,(a)-a|i,||/,(a)-id||).

Du fait que [| 2m (/^ (a)-a) || et || T1 (/; (û)-id) |[ sont bornés, on déduit l'existence
d'une constante M^ telle que

11^11"^-
Etudions maintenant sup ||/J,-id||B. Soit M2 = sup ||^--^([, et appli-

i=l,...,2"*-^-! .!ceD,yeD
quons à nouveau le lemme 2.2.3. On a, pour tout w, pour tout f e N * :

||(/,-id)-f(/,-id)||B^K,f(_^_JI^-id||B)||/,-id||B.

On en déduit

||/,-id||B^f||/,-id||B(l+K, sup ||^-id||B)
j = l , ...,»-!

^f l l / . - idI lBO+KiM^^^O+KlM^) .

Par suite,

sup ||/„-id||̂ Ml(l l̂M^).
i=i,...,2»"-fc-i 2

Reportons ces valeurs dans (2). On trouve l'existence d'une constante K^ telle que

2fc||2m-fc(/,-id)-(/r-k-id)i|B^^.
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(b) Étudions maintenant le second terme du second membre de (1). Pour cela, étudions
d'abord

\\fr~\a}-f,(a)\\ et W'^Çd)- /;(a)||.

On a

\\fr\a)-f,(d)\\ = \\(fr~\a)-a)-(f,(a)-a)\\

^W"~\a)-a)-2'n-k(f^a)-a)\\

+||2m-t(/„(a)-a)-(A(a)-a)||.

De même,

Wn~k)'(a)-f,(a)\\ = ||((/r^'(<0-id)-(A'(a)-id)||
^W""e)'W-id)-2m-k(f^a)-iâ)\\

+||2m-t(/„(a)-id)-(A'(a)-id)||.

On déduit du fait que a appartient à l'intérieur de B et des majorations de Cauchy
qu'il existe une constante K^ telle que

sup(||(/r"t(a)-a)-2m-t(/n,(a)-a)||,||((/r"c)'(û)-id)-2m-'[(/„(a)-id)||)

^ K4||(^2m"c-id)-2m-t(^-id)||B,

et d'après le (a),

< K K3^ w
D'autre part, d'après l'hypothèse du théorème, il existe une suite de nombres réels r\^ ~^ ̂

telle que, pour tout m ^ k,

sup(||2w-fc(^(a)-a)-(/,(a)-a)||,||2w-k(/,(a)-id)-(/;(a)-id)||)^^.

En regroupant ces deux résultats, on trouve finalement :

sup(||/^-'cw-A^)||,||(^2'>'"t)'(")-A'(«)||)^yK|?4+^^.)•
Soit A un voisinage convexe de a, complètement intérieur à D. Il est clair que, pour

tout k assez grand, f^ e G^ (D)- ^es formules écrites ci-dessus, on déduit facilement que,
pour tout k assez grand, pour tout m ̂  k, /^w k appartient à Ga^(P)- D'après
le théorème 1.3.11, il existe une constante K^ telle que

ll/^-k-A||B^K5sup(||/^-k(^)-A(^|lJ|(/r-ky(a)-/;(a)i|)^
.tC^-)-
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En regroupant les résultats (à) et (b\ on trouve

^=sup| |^-^i |B^ l(K3+K3K4K5)+K51^,.
m^k 2

On a bien lim e^ = 0, et le théorème est démontré.
fe-»-+oo

Nous aurons également besoin des deux résultats suivants.

LEMME 2.2.5. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit v[/ un élément de g (D) non identiquement nul. Alors i v|/ ^appartient pas à g (D).

Démonstration (d'après [6], p. 121). — Faisons la démonstration par l'absurde.
Soit v[/ un élément de 9 (D) non identiquement nul, et supposons que i \|/ e g (D).

Comme le crochet [v[/, i \|/] = 0, on sait que l'application

R^GCD),

Oi, ̂ ^(pOi, ^)=AOi, -)%(^ .)

est un homomorphisme de groupe. Soit a un point de D, tel que \|/ (a) ^ 0. L'application

C-^D,

^i+i^^Oi, h)'a

est holomorphe, car on a, pour tout (^, ^2) e R2 :

^, , ôh,
—Oi^2)=ï—ai^2).
^2 ^i

Elle est non constante, car 9h/8t^ (0, 0) 7^ O. La fonction h serait une fonction entière
bornée non constante. C'est impossible d'après le théorème de Liouville, et le lemme
est démontré.

PROPOSITION 2.2.6. — Soit D un domaine borné, et soitfe G (D). Si \|/ est une transfor-
mation infinitésimale de D et si le groupe à un paramètre associé est

(t,x)^f^(t,x),

alors

a^^/EAO,/"1^))]
est un groupe à un paramètre d} automorphismes de D, et la transformation infinitésimale
associée est f. \|/, où

/.^)=/'(/~lW)W~10c)).
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De plus, l'application

G(D)^GL(g(D)),

/^{v|^/.v|/}

est un homomorphisme de groupe.

2.3. LE PLUS GRAND GROUPUSCULE DE LIE CONTENU DANS G (D). — NOUS allons COÎ1S-
truire maintenant le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D). Commençons
par le

THÉORÈME 2.3.1. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Soit g (D)° V algèbre de Lie opposée à 9 (D), et soit G le groupuscule de Lie associé à g (D)°.
Alors, G agit à gauche sur D, et Inapplication

GxD-^D,

(g,x) ^->g.X

est analytique par rapport à ^ensemble des variables.

Démonstration. — g (D)° est égale à 9 (D), munie du crochet [x, y~}° = \_y, x ' ] = — [x, y}.
Soit G le groupuscule de Lie réel défini par 9 (D)° (voir [5], chap. 3, p. 168).

L'application qui, à un élément de 9 (D)°, associe le champ de vecteurs tangents à D
qui lui correspond est une loi d'opération infinitésimale à gauche de g (D)° dans D
(au sens de Bourbaki [5], chap. 3, p. 139).

D'après [5] (chap. 3, th. 6, p. 182) on en déduit que tout point XQ e D possède un voisi-
nage ouvert V tel qu'il existe un morceau de loi d'opération analytique à gauche de G
dans V, tel que la loi infinitésimale associée soit la loi donnée.

Pour tout g e G, l'application

V->D,

x^g.x

se prolonge en un automorphisme analytique de D tout entier.
On définit donc une application

GxD-^D,

(g, ^) '-^.^

qui est analytique sur un voisinage de { e ] x D dans G x D (e désigne l'élément neutre de G).
Soit (go, Xo) e G x D. En écrivant

g'^^go'Çêo1^)'^
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on montre facilement que l'application

(g,x)^->g.x

est analytique au voisinage de (go, Xo). Elle est donc analytique sur G x D tout entier.
Le théorème est démontré.

Pour continuer notre étude, nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.3.2. — Soit D un domaine borné, et soit B une boule complètement intérieure à D.
Soient u et v deux nombres réels tels que 0 < u < 1 < v. Alors il existe une constante y > 0,
telle que, pour tout v|/ e 9 (D), tel que [| \|/ J J B < Y? on ait

u\\f^l, .)-id||B^|H|B^i|A(l, .)-id||B,

(où f^ désigne le groupe à un paramètre associé à \|/).

Démonstration, — Choisissons une boule B^ complètement intérieure à D, concen-
trique à B, de rayon r^ strictement supérieur au rayon r de B. Soit a la constante > 0
dont l'existence est assurée par la proposition 1.3.2. On montre facilement l'existence
d'une constante y > 0 telle que |[ v|/ [[e < y entraîne

sup \\f^(t, .)-id||B,<a.
te[0 , l ]

Soit ^eN*. On peut appliquer les résultats de la proposition 1.3.2 à/^ (l/^, .).
On trouve, pour tout q e N* :

u\\Ul, O- id jL^ ^l(fj1-, .)-id) ^ v\\f^l, .)-id|[B.
\ \^ / / B

On sait que, quand q—>+oo, q(f^ (ifq, .)—id) converge vers \|/ uniformément sur B.
Par passage à la limite, on trouve que, pour tout \)/ e 9 (D) tel que [| v|/ |[g < y, on a

u\\f^ .)-idi|B^|H|B^||A(l, .)-id|iB,

et le lemme est démontré.

THÉORÈME 2.2.3. — L'application

GxD->D,
( g , x ) \->g.x

dont nous avons montré l'existence dans le théorème 2.3.1 définit un homomorphisme
de groupuscule p de G dans le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D.
Quitte à restreindre G, p est un homéomorphisme de G sur son image p (G).

Nous identifierons G avec son image p (G), et nous dirons queJG est le plus grand grou-
puscule de Lie contenu dans G (D).

Démonstration. — Soit B une boule complètement intérieure à D. Un système fonda-
mental de voisinages de l'élément neutre e dans G est constitué par les images par l'appli-
cation exponentielle des Uç = { v|/ e 9 (D) [ [ \|/ [[a < 8 } (e > 0). L'inégalité que
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nous avons démontrée dans le lemme précédent prouve que le noyau de p est un sous-
groupuscule discret. Quitte à restreindre G, on peut supposer que p est injective. L'inégalité
démontrée dans le lemme montre justement que p et p~1 sont continues au point { id }.
Elles sont donc continues partout. Le théorème est démontré.

PROPOSITION 2.3.4. - Soit H(D) le sous-groupe de G(D) engendré par le plus grand
groupuscule de Lie G contenu dans G (D). On peut munir H (D) d'une structure de groupe
de Lie telle que une base des voisinages de l'identité dans H (D) soit égale à une base des voisi-
nages de l'identité dans G et que l'application

H(D)xD~>D,
fe^)^g.^

soit analytique. La topologîe sous-jacente de H (D) est plus fine (au sens large) que la topologîe
induite par G (D).

Démonstration. - On vérifie facilement que, si S6 est le filtre sur H (D) défini par le filtre
des voisinages de l'identité dans G, ^ vérifie les conditions (GV I), (GV II) et (GV III)
de [3] (chap. 3). Il existe donc une structure de groupe topologique sur H (D), telle que
^ soit le filtre des voisinages de l'identité dans H (D).

D'autre part, pour tout go e H (D), l'application

G^HCD),

g ^go'g

est un homéomorphisme de G sur son image. On vérifie que les (p^ forment un atlas ana-
lytique de I-f(D), que H (D) a bien une structure de groupe de Lie, et que l'application

H(D)xD-^D

est analytique. Par la définition même de la nouvelle topologie, l'application H (D) —> G (D)
est continue, ce qui prouve que la topologie sous-jacente à la structure de groupe de Lie
de H (D) est plus fine (au sens large) que la topologie induite par G (D).

On en déduit la

PROPOSITION 2.3.5. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D) contient un voisinage
de l'identité dans G(D);

(ii) Le groupe G (D) peut être muni d'une structure de groupe de Lie compatible avec
sa topologie telle que l'application

G(D)xD-^D,

( g ^ ^ ^ g ' x

soit analytique par rapport à l'ensemble des variables.
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Rappelons le théorème suivant, dû à H. Cartan.

THÉORÈME 2.3.6 ([9], p. 50). — Soit E un espace de Banach complexe de dimension finie.
Soit D un domaine borné de E. Alors le groupe G (D) peut être muni d'une structure de groupe
de Lie réel de dimension finie compatible avec sa topologie, telle que Inapplication

G(D)xD->D,

(̂  x)\-^g.x

soit analytique par rapport à l'ensemble des variables.

La démonstration consiste à montrer que le plus grand groupuscule de Lie contenu
dans G (D) contient un voisinage de l'identité dans G (D).

En dimension infinie, les choses ne sont pas aussi simples, ainsi que le montreront
les exemples que nous allons traiter.

2.4. DEUX EXEMPLES. — Nous allons commencer par montrer quelques résultats
préliminaires.

DÉFINITION 2.4.1. — Soit D un domaine d'un espace de Banach complexe E. On dit
que D est cerclé si l'origine 0 appartient à D, et si, pour tout point XQ de D, pour tout nombre
réel 9, XQ e19 e D.

THÉORÈME 2.4.2. — Soit D un domaine borné cerclé. Soit f un automorphisme de D
laissant l9 origine 0 invariante. Alors f est linéaire.

Pour la démonstration, voir [7] (th. VI, p. 30).

DÉFINITION 2.4.3. — On dit qu'un ouvert connexe 0 d'un espace de Banach E est
un polyèdre analytique généralisé s'il existe une famille (éventuellement infinie) de fonctions
analytiques (^)»ei de E dans C, telles que

0 = { x e E | ^ (x ) |< l ,Vîe I} .

On déduit du théorème de Hahn-Banach que la boule-unité ouverte d'un espace
de Banach est un polyèdre analytique généralisé.

LEMME 2.4.4. — Soit E un espace de Banach complexe de dimension ^ 2. Soit 0
un polyèdre analytique généralisé borné de E, et soit A un sous-ensemble de Cl, fermé dans E,
et tel que Q-A soit connexe. Alors G(Q-A) s'identifie au sous-groupe des éléments
te G (Q), tels que /(A) = A.

Démonstration. - Si/e G (Q) est tel que/(A) = A, alors f^_^ est un automorphisme
de Q-A.

Réciproquement, soit/e G (Q—A). Un théorème de prolongement analytique (voir [27],
th, II. 1.1.10, p. 27) montre que/se prolonge en une fonction analytique

/ : Û-^E.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



246 J.-P. VIGUÉ

Montrons que/envoie Q dans Q. Soit (^i)iei ^a famille des fonctions analytiques sur E
qui définit le polyèdre analytique généralisé 0, et considérons

g,o/: Q-^C.

Il nous faut montrer que, pour tout xe0, \gi°f(x) | < 1. Faisons la démonstration
par l'absurde : supposons qu'il existe un élément XQ^A tel que gi°f(xo) = û?o, avec
[ OQ | ̂  1. On considère alors la fonction analytique

(p (x) = —————• ' • /• ^ \.gi°fW-ao

qui est une fonction analytique définie sur Q-A. D'après le théorème de prolongement
analytique déjà cité, elle se prolonge en une application analytique (p de Q dans C. L'unicité
du prolongement analytique donne la contradiction. Donc, pour tout x e îî, [ g^ °f(x) \ < 1.
L'application/envoie 0 dans 0. L'inverse de/est donné par le prolongement g de g = / ""1,
et on vérifie que/(A) = A.

LEMME 2.4.5. - Soit B la boule-unité ouverte d'un espace de Hilbert E, et soitfe G (B).
S'il existe deux points distincts x^ et x^ de B, appartenant à un sous-espace vectoriel V
de dimension 1, tels que f{x^) et f(x^) appartiennent à un même sous-espace vectoriel V
de dimension 1, / transforme V n B en V n B.

Démonstration. - On sait d'après [2l], [18] et [28] que les automorphismes analytiques
de B sont de la forme

/(;c)= (Cx+DF^Ax+B),

avec A e ̂  (E), B e E, C e ̂  (E, C), D e C. De plus. A, B, C, D sont astreints à vérifier
un certain nombre de conditions que nous n'expliciterons pas. Soit e un générateur de V.
On a

X^= À-i^, X2 = À^.

Du fait que ̂  A (e) + B et ^2 A (^) + B appartiennent à V, on déduit que A (e) et B appar-
tiennent à V, et par suite, /(V n B) c: V.

Exemple 1. — Supposons E hilbertien, somme directe hilbertienne de sous-espaces
vectoriels ¥„ de dimension 1. Soit A^ <= V^ un sous-ensemble fini ayant au moins
deux éléments, formé d'éléments de norme 1/2. Soit A = \J A». Il est clair que A vérifie
les hypothèses du lemme 2.4.4. Tout automorphisme/de B tel que/(A) = A, assez voisin
de la transformation identique, laisse stable chaque A,,, donc, d'après le lemme 2.4.5,
laisse stable chaque ¥„ n B, et par suite laisse fixe l'origine 0. D'après le théorème 2.4.2,
/est linéaire, et sa restriction à chaque ¥„ n B est d'ordre fini.

En utilisant ces résultats, nous allons construire un domaine borné D^ tel que G (D^)
soit totalement discontinu non discret.
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Soit E un espace de Hilbert séparable, et soit (e^2 ™e base hilbertienne de E;
notons ¥„ le sous-espace vectoriel engendré par <?„. Soit, pour tout n ^ 2, A^ c V^
l'ensemble des points de la forme

1 /2ikn\
2^)
1 /2ikn\e x p — — ^ avec fc = 0, 1, . . . , n-1.
2 V n )

Soient A = (J A^ et D^ = B-A.

PROPOSITION 2.4.6. - Soit H le sous-groupe du groupe unitaire de E formé des auto-
morphismes c^ [où k = (k^^ avec 0 ^ ̂  ^ /î-1], et où (^ é?^ défini par

, . / 2 ffe. 7C \Ofe^)=exp( ——"- j^.

H ^f M^Z sous-groupe de G (D^), ^^ H contient un voisinage V ûfe to transformation identique
dans G(Di).

Démonstration. — On a vu que toute transformation a e G (D^) assez proche de la trans-
formation identique laisse stable chaque ¥„ n B, et est linéaire; donc

<r(^) = \e^ avec | À, | = 1.

Du fait que a laisse stable A,,, on déduit que

, (lïk^\ =exp| ——>(l-""l\
\ ^ )V n

ce qui démontre la proposition.
On en déduit le

THÉORÈME 2.4.7. - L'algèbre de Lie 9 (Di) est réduite à {0 }. Le groupe G (D^) est
totalement discontinu non discret. En particulier, ce n'est pas un groupe de Lie.

Exemple 2. - Soit E un espace de Hilbert séparable, et soit (e^nevi une base hilbertienne
de E. Soit B la boule-unité ouverte de E, et soit a == (0^ un P01111 de B- Supposons
de plus que OQ = a^ = 0, et que, pour tout n ^ 2, a^ ^ 0.

Soit S l'image de R par l'application

R^E,

(p-^f^expf-1^?^ .•{-m...
Soient aussi Mo et Mo deux points distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel Vo

engendré par €Q, M^ et M'i deux points distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel V\
engendré par e^ Enfin, soient

A = S u M o u M o u M i u M ' i et D2=B-A.
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On montre facilement que A vérifie les hypothèses du lemme 2.4.4. Le groupe G (D2)
s'identifie au sous-groupe des /e G (B) tels que /(A) = A. Les automorphismes de D^
suffisamment proches de la transformation identique laissent fixes les points Mo, MQ,
MI, M'i. Ceci entraîne qu'ils laissent fixes VQ n B et Vi n B; par suite, ils laissent fixe
l'origine 0. Ils sont donc linéaires.

Considérons le groupe à un paramètre d'automorphismes linéaires de E :

(9,x)^(p(6,x),

où

m f ^ ^ ( /2 f97i \ /2i97c\ \<P(6,(^)n6N)=^o^i^2expl —— j, . . . ,^expl —^- ] . • • • ] •

On vérifie que, pour tout 9 e R, (p (9, .) est un automorphisme de D^.
Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D^), et soit H (D^) le sous-

groupe de G (D^) engendré par G. Soitfp = (p ( p !, . )eH (D^). On a

/p((^)n6N)==(^o^i. . . .^p^p+lexp^—^), . . . , ^ e x p ( - — — Ï 7 r — — ) , . . . ) .
\ \jP+1 / \ ( p+ l ) . . . n / /

II est clair queVp-^ id quand p—> +00. Montrons cependant que, pour p assez grand,
fp n'appartient pas au groupuscule de Lie G. En effet, si, pour tout p e N, fp appartenait
au groupuscule de Lie G, on déduirait du lemme 2.3.2 que, pour tout p assez grand,

„ , , ,. , / /2(97T\ / 2iQn \ \(9,x)i-^v|/p(9,x)=pco, . . . , X p , x ^ + i e x p ——- , . . . .x^exp -——--——— ) > • • • •
\ \P+ 1 / \ (^+l ) . . .n / /

est un groupe à un paramètre d'automorphismes de D^. On vérifie qu'il n'en est rien
en montrant par exemple que \|/p (1/2, A) n'est pas contenu dans A. Nous avons montré le

THÉORÈME 2.4.8. — Le groupe H (D^), muni de la topologie de la convergence uniforme
locale n'est pas un groupe de Lie. Ceci entraîne que la topologie pour laquelle H (D^) est
un groupe de Lie est strictement plus fine que la topologie de la convergence uniforme locale.
De plus, G (D^) n'est pas un groupe de Lie.

CHAPITRE III

Les domaines bornés symétriques

Nous allons appliquer la théorie que nous avons développée dans les deux premiers
chapitres aux domaines bornés symétriques. En dimension finie, E. Cartan [6] a étudié
les domaines bornés symétriques, a montré qu'ils étaient homogènes et a classé les domaines
bornés symétriques irréductibles en six classes.
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Si D est un domaine borné symétrique d'un espace de Banach complexe E, pour tout
point a de D, nous noterons a,, la symétrie par rapport au point a. Dans la première partie,
nous montrerons que l'application a \-r c^ est localement lipschitzienne, et par suite
continue.

Dans la deuxième partie, nous étudierons l'algèbre de Lie d'un domaine borné symé-
trique D. Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D), et soit H (D)
le sous-groupe de G (D) engendré par G. Nous montrerons que D est homogène sous
l'action de H (D). Nous en déduirons que l'application de D x D dans D

(fl,x)i-^(x)

est analytique par rapport à l'ensemble des variables, lorsque l'on munit le premier facteur
de sa structure analytique réelle sous-jacente, et le deuxième facteur de sa structure ana-
lytique complexe. Enfin, nous étudierons l'algèbre de Lie c$(D) suivant des idées de
E. Cartan.

Ces résultats nous permettront dans la troisième partie de construire une carte locale
de D au voisinage d'un point a de D, telle que, dans cette carte, les éléments du groupe
d'isotropie du point a soient linéaires. Nous montrerons dans la quatrième partie que
cette carte locale se prolonge en un isomorphisme de D sur un domaine borné cerclé étoile,
ce qui prouve en particulier que D est simplement connexe.

La cinquième partie sera consacrée à une caractérisation du groupe d'isotropie
d'un point a de D. Enfin, dans la sixième partie, nous traiterons des exemples.
Nous montrerons en particulier que, pour un bon nombre de domaines bornés symé-
triques, le groupe des automorphismes analytiques de D est un groupe de Lie, ce qui
nous amène à conjecturer que, pour tout domaine borné symétrique D, G (D) est
un groupe de Lie.

3.1. DÉFINITIONS ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

PROPOSITION ET DÉFINITION 3.1.1. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach
complexe E, et soit a un point de D. Soit a un automorphisme analytique de D. On dit que
a est une symétrie par rapport au point a si a vérifie l'une des conditions équivalentes
suivantes :

(i) <72 = id, et a est un point invariant isolé de o" ;
(ii) <7 (a) = a, et a' (a) = —id.

Déplus, un tel automorphisme a, s'il existe, est unique. On l'appelle la symétrie par rapport
au point a, et on le note a^' ^n dit alors que D est symétrique par rapport au point a.

Démonstration. — II est évident d'après le théorème 1.2.3 qu'un automorphisme a
vérifiant (ii), s'il existe, est unique. Il nous reste seulement à démontrer l'équivalence de (i)
et (ii). Montrons d'abord (i) ==> (ii).
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Soit CT e G (D) vérifiant (i). Nous allons construire une carte g de D au voisinage
du point a dans laquelle a est linéaire. Soit g l'application de D dans E définie par

x^^=g(x)=j[(x-a)+(a /(a))- l.(a(x)-a)].

On a

g /(a)= l(id+(c^ /(a)^ loa'(a))=id.

D'après le théorème d'inversion locale, il existe un voisinage U de a dans D, et un voisi-
nage V de 0 dans E, tels que g soit un isomorphisme de U sur V. Un calcul immédiat
montre que a, dans la carte définie par g, est une application linéaire égale à a' (a) (2).

Dans la carte g que nous venons de définir, a est linéaire. Du fait que o2 = id, on déduit
l'existence de deux sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires F et G de E, tels que

a=id|F©(-id)^.

Le fait que a est un point invariant isolé entraîne que F = { 0 }. Dans cette carte locale,
a = —id, et par suite, a' (a) = —id.

(ii) ==> (i). Si a (a) = a, et a' (a) = —id, on a

a2 (a) = a et (a2)' (a) = (a' (a))2 = id.

D'après la proposition 1.2.1, a2 = id. Il suffit alors de considérer une carte locale de D
au voisinage de a dans laquelle CT est linéaire, pour vérifier que a est bien un point invariant
isolé de a.

DÉFINITION 3.1.2. - On dit qu'un domaine borné D est symétrique s'il est symétrique
par rapport à tout point a de D.

DÉFINITION 3.1.3. — On dit qu'un domaine borné D est homogène, si pour tout couple
de points (a, b) de D, il existe un automorphisme analytique / de D, tel que f(a) == b.

Dans [6], E. Cartan a, en utilisant la métrique de Bergmann, montré que tout domaine
borné symétrique est homogène. Il est clair d'autre part que, si D est un domaine borné
homogène d'un espace de Banach E, et si D est symétrique par rapport à un point a de D,

(2) D'une manière plus générale, on peut démontrer le résultat suivant (d'après H. Cartan [7], p. 80) :
Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit G un sous-

groupe du groupe d'isotropie G a (D) possédant une mesure de Haar de masse totale finie. Alors il existe
une carte locale de g de D au voisinage de a, telle que, dans la carte définie par g, les éléments de G soient
linéaires.

En dimension finie, ce résultat permet de linéariser le groupe d'isotropie d'un point a de D. Il n'en est
pas de même en dimension infinie, car le groupe d'isotropie d'un point a ne peut pas, en général, être muni
d'une mesure de Haar de masse totale finie !
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alors D est symétrique. Enfin, déjà en dimension finie, il existe des domaines bornés homo-
gènes non symétriques (voir par exemple [24], [25] p. 131 et suivantes, et [32]).

Nous allons démontrer que tout domaine borné symétrique d'un espace de Banach
complexe est homogène. La démonstration donnée par E. Cartan [6] en dimension finie
ne se généralise pas en dimension infinie, car nous ne possédons pas d'équivalent
de la métrique de Bergmann. Aussi, nous donnerons une autre méthode de démonstration.
Montrons d'abord le

THÉORÈME 3.1.4. — Soit D un domaine borné symétrique. Soit a un point de D,
et soit B une boule complètement intérieure à D. Alors il existe un voisinage U de a,
et une constante K tels que, pour tout b e U, pour tout c e U, on ait

||a,-aJ|B^K||fo-c||.

On en déduit que Inapplication

D-^G(D),

b i-^âfc

est continue.

Démonstration. — Soit B^ une boule de centre a complètement intérieure à D. D'après
le lemme 1.1.7, il existe une constante K^ telle que tout automorphisme fe G (D) soit
Ki-lipschitzien sur B^. De même, il existe une constante K^ telle que, pour tout auto-
morphisme/e G (D),/' soit K^-lipschitzien sur B^.

Soient b et c deux points de Bi. Etudions || <7b(c)~<7^(c) ||.

]|a,(c)-a,(c)i|^||a,(c)-a,W||+||a,(&)-a,(c)||

^K,\\c-b\\+\\b-c\\^(K,+l)\\b-c\\.

Étudions de même || a^ (c)-c^ (c) ||. On sait que a^ (c) = —id, c^ (b) = —id. On a donc :

K(c)-c^(c)|| = ||a,(c)-a,(fc)|| ^ K,||c-fc||.

On trouve finalement que, pour tout b e B^, pour tout c e B^, on a

sup(|ia,(c)-a,(c)||,||a,(c)-a,(c)||)^sup((K,+l),K,)||fc-c||.

Soit A un voisinage convexe du point a, complètement intérieur à D. D'après les inéga-
lités écrites ci-dessus, il existe un voisinage Ui de a, tel que, pour tout b e Ui, o^ appartienne
à Ga^ÇD). Soit U^ le voisinage ouvert de a dont l'existence est assurée par
le théorème 1.3.11, et soit U = Ui n \J^ n B^. Alors, d'après le théorème 1.3.11,
il existe une constante K.3 telle que, pour tout & e U, pour tout ceV, on ait

||a,-(Tj[B^K3Sup(||(T,(c)-o,(c)||,||a,(^)-^(^)||)^K3Sup((Ki+l),K,)|[&-ci|.

Ceci prouve le théorème.
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PROPOSITION 3.1.5. — Soit D un domaine borné symétrique, et soit a un point de D.
Alors l'application (p^ :

D-.D,

b 1-^(0)

est différentiable au point a et a pour dérivée 2 id.

Démonstration. - On peut supposer que a est l'origine 0 de E. Pour montrer que (po est
différentiable en 0 et a pour dérivée 2 id, il nous faut démontrer que

IK(0)-^o(0)-2b|| _ ||a,(0)-2bi|

IHI IHI

tend vers zéro, quand b tend vers zéro, b + 0.

Choisissons une boule B de centre 0, complètement intérieure à D. Soit b e B. Appliquons
la formule de Taylor à a^ au point &. On obtient

||^(o)-fc-(-id).(-&)i|^ ô-^ \\b\\\
ÔX g

D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que, pour tout automorphisme/
de D, j)/^ [JB ^ M. On en déduit :

|la,(0)-2fc||^M||fc| |2,

ce qui montre que (po est différentiable à l'origine 0 et a pour dérivée 2 id.

3.2. L'ALGÈBRE DE LIE DES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES D'UN DOMAINE BORNÉ
SYMÉTRIQUE. - Un calcul un peu fastidieux permettrait de montrer que l'application (po
que nous avons définie au paragraphe précédent est strictement différentiable au point 0.
D'après une forme faible du théorème d'inversion locale (voir [13], prop. 4.3.1, p. 57),
il existe donc deux voisinages U et V de 0 dans D tels que (po :

U-^V

b i-̂ (O)

soit un homéomorphisme de U sur V. On en déduit par un raisonnement de connexité
que tout domaine borné symétrique est homogène.

Nous ne détaillerons pas davantage cette méthode de démonstration, car nous allons
étudier dans ce paragraphe l'algèbre de Lie des transformations infinitésimales
d'un domaine borné symétrique D, et cela nous donnera le résultat plus précis que voici :
si H (D) désigne le groupe engendré par le plus grand groupuscule de Lie G contenu
dans G (D), D est homogène sous l'action de H (D).

PROPOSITION 3.2.1. - Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E.
Supposons que F origine 0 appartienne à D, et que D soit symétrique par rapport au point 0.
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La symétrie GQ agit par automorphisme intérieur sur l'algèbre de Lie 9 (D). On en déduit
une décomposition directe

Q(D)=Q(D)+@^D)-,

où

(^-^{^(D) | CTo.^=H

9(D)-={v^9(D) | ao.^=-^}.

Si on considère une carte locale de D au voisinage de 0 dans laquelle <JQ est linéaire, on a

ôCD)"^ = {v|/e9(D} | \|/ est une fonction impaire de x}
= { ^ e g ( D ) i vKO)=0};

9(D)~ = {\|/ec$(D) | \|/ est une fonction paire de x\
={^e(?(D) | ̂ (0)=0}.

De plus. Inapplication

ô(D)-^E,

^^(0)

est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de 9 (D)~ sur son image.
Enfin, on déduit des règles de calcul du crochet les inclusions suivantes :

[(^^(D)^^)^

[gCDr^DnŒQCD)^

[^^(Drjc^D)-.

Démonstration. — La symétrie (TQ agit sur 9 (D) par automorphisme intérieur, et comme
<j^ = id, (JQ définit un automorphisme involutif de 9 (D). On en déduit la décomposition
annoncée.

Considérons une carte locale de D au voisinage de 0 dans laquelle OQ est linéaire
égal à —id. Dans cette carte, on a

[ao.^](x)=-^(-x).

Compte tenu du fait qu'un élément v|/ e g (D) est caractérisé par sa valeur en 0 et celle
de sa dérivée en 0, on en déduit que

cKD)-^^^) | vKO)=0},

ô(D)-={^e9(D) [ vm-O},

ce qui achève la démonstration de la proposition.
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DÉFINITION 3.2.2. — Suivant la terminologie de E. Cartan [6], nous appellerons
les éléments de ^(D)'1" les rotations infinitésimales, et les éléments de 9(D)~ les trans-
vections infinitésimales.

PROPOSITION 3.2.3. — Soit D un domaine borné symétrique d'un espace de Banach
complexe E. Supposons que Forigine 0 appartienne à D. Alors Inapplication

â(D)--^E,

^v|/(0)

définie dans la proposition 3.2.1 est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de g (D)~
sur E.

Démonstration. — II suffit de montrer que, pour tout b e E, il existe v|/ e g (D)~, tel que
v|/ (0) = è. Considérons

fk = ^b/l^ ° ̂ 0 ;

fk—>id quand k —>+co. Soit

^^^(A-id).

On a

v|/,(0) = 2fc-l(a^oao(0)-0) = 2fe-la^(0).

On sait d'après la proposition 3.1.5 que l'application

fc^^(O)

est dérivable en 0 et a pour dérivée 2id. Donc ^^ (0) ien^ vers b, quand k—>+co.
Pour continuer ce calcul, on se place dans une carte locale de D au voisinage de 0

dans laquelle <7o est linéaire. On va maintenant montrer que \|/^ (0) tend vers zéro.
Soit B une boule de centre 0 complètement intérieure à D. D'après la formule de Taylor
appliquée à (819x) o^ au point 0, on a

8 (b\ 8 ^ 1^ 82 rc^\(b\ ^ 1 83 \ b^^{^^^^^-nL^^^Jl^ ^ ̂ bf2k)^
On sait d'après le lemme 1.1.7 que, pour tout/eG(D), il existe une constante M

telle que IJ /^HB ^ M. On en déduit :

^ r ^2

(-id)--^^-[^(lOSMM-
Or,

- ̂ - ̂ /2. (0) = 8 (G,/2. o Oo) (0) = 8 /, (0).
^x ^x ^x
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D'où, en multipliant par î :

2^(0)- s- a^(0). (&) ^MlW.
(7x 2

On va montrer que || (ô2/^2) (T^ (0) || tend vers zéro quand fe-^+oo, ce qui,
compte tenu du théorème 2.2.4, achève la démonstration de la proposition. D'après
le théorème 3.1.4, il existe un voisinage U de 0 dans D, et une constante K^ tels que,
pour tout point c de U, on ait

| |a ,-CTo|]B^Ki| |c[[ .

On déduit des majorations de Cauchy qu'il existe une constante K^ telle que

^c(0)-^0o(0) ^K2||a,-ao| |B^KiK,i |c| | .

Comme dans la carte considérée, (^/ôx2) OQ (0) = 0, on en déduit que, quand k —> + oo,
(82/3x2) a^2k (0) tend vers zéro.

Q. E. D.

Nous pouvons maintenant montrer le théorème suivant.

THÉORÈME 3.2.4. — Soit D un domaine borné symétrique d'un espace de Banach
complexe E. Soit a un point de D, et soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans
le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D. Alors l'application orbitale

G^D,

g'—>g'a

est au voisinage de l'identité une submersion directe.

Démonstration. — On peut supposer que a est l'origine 0 de E. L'application linéaire
tangente à p (0) au point { i d } est

T(id}p(0)
9(P)—————^E,

vh ^(0).

D'après les résultats que nous avons démontrés, T^} P (0) est un épimorphisme direct.
On en déduit que p (0) est au voisinage de l'identité une submersion directe.

Q. E. D.
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On déduit du théorème 3.2.4 les résultats suivants :

PROPOSITION 3.2.5. — Soit D un domaine borné symétrique, et soit a un point de D.
Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D). Alors il existe un voisinage U
de a dans D, et une application analytique F : U —> G (U étant muni de sa structure ana-
lytique réelle sous-jacente) telle que :

(i) F(^)=id,

(ii) pour tout point b de U, F (b). a = b.

Un raisonnement de connexité permet alors de montrer le

THÉORÈME 3.2.6. — Soit D un domaine borné symétrique. Soit G le plus grand grou-
puscule de Lie contenu dans G (D), et soit H (D) le sous-groupe de G (D) engendré par G.
Alors D est homogène sous l'action de H (D). En particulier, D est homogène.

THÉORÈME 3.2.7. — Soit D un domaine borné symétrique. Alors l'application

D x D -^ D,

(a,x) ^o^(x)

est analytique, lorsque l'on munit le premier facteur de sa structure analytique réelle sous-
iacente, et le deuxième facteur de sa structure analytique complexe.

Démonstration. — Soit a un point de D, et soit F l'application définie dans un voisi-
nage U de a, à valeurs dans G dont l'existence est assurée par la proposition 3.2.5.
Alors, on a pour tout b e U,

or,=F(6)oa,oF(fc)-1,

donc <7^ (x) est une fonction analytique du couple {b, x).
Bien sûr, l'application (a, x) ï-> a^ (x) n'est pas une application holomorphe de D x D

dans D. Ainsi, si D est le disque-unité ouvert dans C, on a

-x+(2a/l+aa)
~a \.•v) — —————^-—————^——— ?

l-(2all+aa)x

ce qui n'est visiblement pas une application holomorphe de D x D dans D.

Le lemme 2.2.5 peut s'exprimer de la façon suivante :

PROPOSITION 3.2.8. — Soit D un domaine borné quelconque. L'application

ô(D)(g)RC^^f(D,E),

/®Ct->C./

est injective, et est un isomorphisme sur son image.
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Pour tout Ç e E, nous noterons X^ l'unique élément de 9 (D)~ tel que X^ (0) == Ç.
Considérons maintenant le complexifié 9 (D) ®g C de 9 (D). Soit, pour tout Ç e E,

Y^ == J(Xç-fX,ç), Zç = J(Xç+fX^).

On a évidemment Yç (0) = Ç, Zç (0) = 0.
On vérifie facilement que l'application

E->9(D)-®RC,

Ç^Yç

est C-linéaire; c'est un isomorphisme de l'espace C-vectoriel E sur son image 61;
l'application

E-^(D)-®RC,

Ç^Zç

est un C-anti-isomorphisme de E sur son image 62, et on a la décomposition directe :

9(D)-®RC=bieb2 .

On appelle les éléments de g (D)4' (x)g C les rotations infinitésimales imaginaires,
et les éléments de 9 (D)~ ®^ C les transvections infinitésimales imaginaires.

LEMME 3.2.9. — (û?) Soit (p une rotation infinitésimale réelle (i. e. e 9 (D)4'). Alors,
pour tout Ç e E,

[X^,(p] =X<p.(o)^

(6) Soit (p = 9+f\|/ M^ rotation infinitésimale imaginaire. Alors

[Y^ ^] = Yce^o+hi^o)).^

[Zç, (pj = Z(9.(Q)_^(o))ç.

Démonstration. — (a) On a

[Xç,(p]=(p/(x).Xç(x)-Xç(x).(p(x).

On sait que [Xç, (p] est une transvection infinitésimale réelle, elle est donc déterminée
par [Xç, (p] (0). Or,

[Xç,(p](0)=(p'(0).Ç-0=(p'(0)^.

On a donc [Xç, (p] = X^o^.

(b) se démontre facilement en écrivant la décomposition de Yp (resp. Zp), et en utilisant
la C-linéarité de Yç (resp. C-antilinéarité de Zç).
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LEMME 3.2.10. - Soit (p = v|/+f 9 e 9 (D)+ ®R C telle que (p' (0) = 0. Alors
(p = \|/ = 9 = 0.

Démonstration. — On sait déjà que \|/ (0) = 9 (0) = 0. Il suffit donc d'après
le théorème 2.2.2 de montrer que \|/' (0), et par suite 9' (0) sont nuls.

On déduit du théorème 2.2.2 que l'application

(^-^(E.E);

TI^TI'(O)

est un isomorphisme de g (D)"^ sur son image. Supposons que \|/' (0) soit différent de 0.
On a alors v[/'(0) =-f9'(0) i=- 0. Si on considère l'application

Cq:J^(E,E)-^J^(E,E),

c^c^'(O),.——>exp(c^(0)),

on obtient une application entière non constante de C dans Jêf (E, E), elle ne peut pas
être bornée. Cependant, son image est contenue dans l'image de l'application

G(D)->J^(E,E),

/^/'(O),

et ceci est en contradiction avec les majorations de Cauchy pour la dérivée en 0 de tout
automorphisme de D.

PROPOSITION 3.2.11. — Pour tout ÇeE , pour tout T| e E, les crochets [Y^, Y^] et
[Zp, Z ] sont identiquement nuls.

Démonstration (d'après [6]). — Faisons la démonstration pour [Yç, Y,J. Il ressort
des calculs précédents que [Y^, Y^] est une rotation infinitésimale imaginaire (\|/+f9).
Soit Zç e b^. On a vu que [[Y^, YJ, Zç] e b^.

D'après l'identité de Jacobi, on a

[[Yç, YJ, Zç] = [Yç, [Y,, Zj]-[Y,, [Yç, Zj].

On voit que les deux termes du second facteur appartiennent à b^. Donc, pour tout Ç e E,

[[Y,,YJ,ZJ=0.

Mais on sait que [Yç, Y^] est une rotation infinitésimale (v|/+î 9), et on a, pour tout Ç e E :

[[Y,, YJ, ZJ = [v|/+f9, Zj = Z^o)-,r(0)).ç = 0.

On en déduit :
\|/'(0)-f9/(0)=0,

et d'après le lemme 3.2.10, cela entraîne que v[/ = 9 = 0. On a donc démontré que,
pour tout Ç e E, pour tout T| e E, [Yç, Y^] = 0.

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D'UN DOMAINE BORNÉ 259

Une démonstration semblable montrerait que, pour tout Ç e E, pour tout T| e E,
[Z^ ZJ = 0.

3.3. CONSTRUCTION D'UNE CARTE LOCALE DE D AU VOISINAGE DE 0 DANS LAQUELLE
LES ÉLÉMENTS DE GQ (D) SONT LINÉAIRES. - [Rappelons que Go (D) désigne le sous-groupe
des éléments de G (D) laissant fixe 0 e D.]

On suppose comme au paragraphe précédent que D est un domaine borné symétrique,
et que l'origine 0 appartient à D. Considérons l'application

D^Jêf(E,E),
x^{^Y^(x)}.

(p est une application C-analytique de D dans ^ (E, E), et on a (p (0) = id. Par suite,
il existe un voisinage V de 0 dans D, tel que, pour tout x e V, (p (x) appartienne à Isom (E).
Soit 9 l'application

Isom (E)-^ Isom (E),
. L^-.-lu\—>u

et considérons l'application

V -> Isom (E),
x i-> 6 o (p (x).

L'application \|/ = 6 o (p est une application de V dans Jêf (E, E), on peut la considérer
comme une forme différentielle sur V.

PROPOSITION 3.3.1. — \|/ est une forme différentielle fermée (i. e. d^f = 0).

Démonstration. — D'après [14] (prop. 2.3.1, p. 25), il suffit de démontrer que l'appli-
cation bilinéaire

(h,,h^W(x).h,).h^ (h^h^eE)

est symétrique.
Calculons d'abord (p' (x) e ̂  (E, ^ (E, E)). On a

^(x).h=[^Y^x).h}.

On sait d'autre part que

Q ' W . K ^ - u ' ^ K o u ' 1 (KeJ^(E,E)).

En appliquant la formule de dérivation des fonctions composées, on trouve :

^ (x) = 6' ((p (x)) o (p' (x) e ̂  (E, ̂  (E, E)),
vl/^.^eWx^o^x)./!),
^(x).h={•^-^(x))-l.^^^(x).h]},
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et il nous faut montrer que l'application bilinéaire

(A, Ç) ̂  - ((p (x))-1. [(Y^ (,) - ̂ y (x). fe]

est symétrique.

Il suffit bien sûr de montrer que l'application bilinéaire

(^)^(Y^-^y(x)./î

est symétrique. Quitte à multiplier h et Ç par (p (^), il suffit de vérifier que l'application
bilinéaire

(A, Ç) ̂  Yç (x). ((p (x). /Q = Yç (x). Y, (x)

est symétrique.

On sait d'après la proposition 3.2.11 que le crochet

[Yç,Y,](x)^^Y,(x).Yç(x)-Yç(x).Y,(x)

est identiquement nul, ce qui montre que l'application bilinéaire considérée ci-dessus
est symétrique, et la proposition est démontrée.

THÉORÈME 3.3.2. — // existe une carte locale f d'un voisinage Y de 0 dans D sur un voisi-
nage U de 0 dans D, telle quef(0) = 0, qui jouit de la propriété suivante :

(C) Dans cette carte, le champ Yç est un champ constant égal à Ç, quel que soit Ç e E.

Dans une telle carte, les automorphismes de D appartenant au groupe d'isotropie de 0
sont linéaires, les rotations infinitésimales sont linéaires, et Zp (y) est un polynôme homogène
de degré 2 en y, pour tout Ç e E.

[Remarque. — On montrerait facilement qu'une telle carte locale est unique à un auto-
morphisme linéaire près.]

Démonstration. - Du fait que d^ = 0, le théorème de Poincaré (voir par exemple [14],
th. 2.12.1, p. 39) dit qu'il existe une application holomorphe/définie dans un voisinage Vo
de 0 dans D à valeurs dans E, telle que/(0) = 0, et df= \|/. On a donc

J/(0)=vKO)=id.

Le théorème d'inversion locale assure alors que / est une carte locale de D au voisi-
nage de 0. De plus, la relation df = v|/ se traduit par/' (x).Y^ (x) = Ç, ce qui prouve (C).

Soit g un automorphisme de D appartenant au groupe d'isotropie du point 0. On a

ce qui donne

?.Yç=Y,,

8'(s~\y))^-^,
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ce qui prouve que, dans la carte définie par /, g ' est une application constante. Par suite,
g est linéaire. On en déduit immédiatement que toute rotation infinitésimale (réelle ou
imaginaire) est linéaire.

La transvection infinitésimale Zç (y) admet au voisinage de 0 un développement en série
?„ (y), où P^ est un polynôme homogène de degré n. Calculons le crochetE

n>:2

[Y,, zjoo == Zç (30.11-0 = z^oo.ii.
Pour tout T|, ce crochet est une rotation infinitésimale imaginaire; c'est donc une fonction

linéaire de y, et cela entraîne que Zç (y) est un polynôme homogène du second degré.

Q. E. D.

Nous noterons souvent Z (Ç, x, y) la fonction trilinéaire associée, C-linéaire symétrique
en x et y, C-antilinéaire en Ç.

Nous aurons également besoin du

LEMME 3.3.3. — Pour tout élément Ç de E non nul, on a [X^, X,ç] ^ 0.

Démonstration. — Faisons la démonstration par l'absurde. Supposons que le crochet
[Xç, X,ç] = 0. Cela entraîne que l'application

R2^G(D),

(tl, t^V-.^(t^ h)=fx^t^ .)°/x.^2» •)

est un homomorphisme de groupe.
Calculons le crochet [X^, X^~] dans la carte /. On trouve

[Xç, X,J = [Ç+Z(Ç, ^, y), fÇ-iZfê, ̂  30] =-4^Z(Ç, Ç, }Q,

et par suite, on a pour tout ^ e E, Z (Ç, Ç, ^) = 0, et en particulier, Z (i;, Ç, Ç) = 0.
En intégrant les équations différentielles

dx dx—=Xç(x) et =X,ç(x)

dans la carte définie par /, on trouve alors

(p0i, ^2)-0=^i+^2).^

Ceci montre que l'application
C-^D,

(^+i^)^<P^i, ^)-0

est holomorphe au voisinage de 0 dans C. On en déduit qu'elle est holomorphe dans C
tout entier en écrivant :

(P0?+/îi, t°,+h,) == (p(^2)°<P(^2).
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On trouverait ainsi une fonction entière bornée non constante. C'est impossible d'après
le théorème de Liouville. Le lemme est démontré.

3.4. PROLONGEMENT DE LA CARTE/. — Le but de ce paragraphe est de montrer le théo-
rème suivant.

THÉORÈME 3.4.1. — Soit D un domaine borné symétrique. La carte locale f de D au voîsî»
nage de 0, dont nous avons montré Inexistence dans le théorème 3.3.2, &e prolonge en un iso-
morphisme F de D sur un domaine borné cerclé étoile. Par suite, D est contractile
et simplement connexe.

Soit D un domaine borné symétrique. Supposons que l'origine 0 appartienne à D,
et soit

/ : V -> U

la carte locale dont l'existence est assurée par le théorème 3.3.2. Quitte à restreindre U,
on peut supposer que U est une boule de centre 0 contenue dans E. Soit CTQ le groupe
à un paramètre d'automorphismes de V défini par

R x V -> V,

(e.x)^/-1^0/^)).
Le prolongement du groupe à un paramètre CTQ sera la première étape de la démons-

tration du théorème 3.4.1. A cause de difficultés topologiques [on ne sait rien pour l'instant
sur Tii (D) !], il n'est pas possible de prolonger directement GQ en un groupe à un para-
mètre d'automorphismes de D. Nous serons obligés de considérer le revêtement universel D
de D, et nous prolongerons le groupe à un paramètre <JQ en un groupe à un paramètre
d'automorphismes de D. Montrons d'abord la proposition suivante.

PROPOSITION 3.4.2. — Pour tout 6 6 R, Oç définit un automorphisme de l9 algèbre de
Lie 9 (D).

Démonstration. — Par automorphisme intérieur, <TQ agit sur les champs de vecteurs
tangents à V, et il nous faut montrer que, pour tout \[/ e g (D), OQ . \|/ e g (D). Pour faire
le calcul, plaçons-nous dans la carte /.

Si \[/ est une rotation infinitésimale, on a

(^^)(^)=^^(^^î9)=Yk(^
car \|/ est linéaire, ce qui prouve que CTQ . \|/ e g (D). Si \|/ est une transvection infinitésimale,
que l'on peut écrire sous la forme

^=Xç=^+z(^,)0,

on a

(ae.X^)OO = ̂ fé+Z(Ç, ̂ -le, ye-19)) = ̂ fé+^Zfê, y, y)),
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ce qui donne en utilisant la C-antilinéarité de Z en Ç,

(ae.X^)OO = ̂ +Z( î;, ̂ , y) = X^.

Donc (<7e.Xç)e9(D), et la proposition est démontrée.
Nous aurons besoin dans la suite d'un certain nombre de résultats sur les automorphismes

des groupes et algèbres de Lie.

PROPOSITION 3.4.3. — Soit G un groupe de Lie connexe dont F algèbre de Lie est g.
Soit G le revêtement universel de G. Soit a un automorphisme de l'algèbre de Lie g.iv
Alors il existe un unique automorphisme (p de G tel que le diagramme suivant soit
commutatif

exp^9-^G•i i-exp-
9-^G

Démonstration. — Soit l'application exponentielle

exp
Ô-̂ |G,

et soit U un voisinage de 0 dans 9 tel que l'application exponentielle soit un isomor-
phisme de U sur V = exp (U). On définit un « morceau (po d'automorphisme de G »
par la formule

V-^G,

g^ofe) = exp [a((exp, y)-1 (g))].

Il suffit de montrer que (po se prolonge en un homomorphisme de G, l'existence de l'inverse
étant assuré par le prolongement de (po1.

Le revêtement universel G de G est égal au quotient de { g e ̂ ° (I, G) | g (0) = id }
par la relation d'homotopie à points-bases fixes. (I désigne l'intervalle [0, 1].)
Soit g e ̂ ° (I, G) tel que g (0) = id. On définit (p (g) de la façon suivante. Choisissons
une subdivision (to = 0, . . . , ^ = 1) de l'intervalle 1 = [0, l], telle que, pour tout f,
pour tout te [ ,̂ ^4.1], g(t^~1 . g ( t ) appartienne à l'ouvert V sur lequel est défini (po-
On définit alors (p(^) : pour tout te\t^ ^+i],

[<P(g)](0 = (Poteao)"1^^)).^^^)"1^^)) • . . ̂ oW'g(t)).

Il est clair que, si on raffine la subdivision (ÎQ, . . . , ^), le résultat ne change pas, et cela suffit
à démontrer que (p (g) ne dépend pas de la subdivision choisie.

Supposons maintenant que g et h soient deux chemins de G d'origine { id }, homotopes
à points-bases fixes, et soit H : 1x1—^ G l'homotopie considérée. Par un raisonnement
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classique en topologie algébrique, en utilisant un quadrillage suffisamment fin de 1 x I,
on peut définir (p (H), et on vérifie que c'est une homotopie entre (p (g) et (p (A). Ceci montre
que g h->- (po (g) se prolonge en un homomorphisme de G.

Q. E. D.

PROPOSITION 3.4.4. — Soit G un groupe de Lie connexe dont l'algèbre de Lie est 9.M
Soit G le revêtement universel de G et soit

R x ô -> G,

(t,g) «-̂ (g)

un groupe à un paramètre d'automorphismes de G. Supposons que le centre 1 de 9 soit réduit
à { 0 }. Alors le groupe à un paramètre <P( passe au quotient et définit un groupe à un para-
mètre <P( d'automorphismes de G.

Démonstration. — Pour montrer que (p^ passe au quotient et définit un automorphisme (p^
de G, il suffit de montrer que ç^ (N) = N, où N est le noyau de l'homomorphisme

G-^G.

Ce noyau est un sous-groupe distingué discret de G, et par suite, contenu dans le centre K
de G, qui est lui aussi un sous-groupe discret de G.

Soit g e K. Montrons que, pour tout t e R, q^ (g) = g. En fait, comme t \-> (j^ est
un groupe à un paramètre, il suffit de démontrer que, pour tout t suffisamment proche de 0,

^te)=g-
II est immédiat que <p^ (g) e K. D'autre part, quand t tend vers zéro, (p((g) tend vers g.
Comme K est discret, cela entraîne que, pour tout t assez proche de 0, (p^ (g) = g, et la pro-
position est démontrée.

PROPOSITION 3.4.5. — Soit G un groupe de Lie réel connexe. Soit (p un automorphisme
de G. Soit M une variété analytique complexe simplement connexe étalée sur un ouvert
borné d'un espace de Banach E. Supposons que G agisse analytiquement et fidèlement sur M,
et que, pour tout point x de M, l'application orbitale

^p(x)^G—>M,

g«—>g.x

soit, au voisinage de l'identité, une submersion directe. Soit 0 un point de M. Supposons
qu'il existe un isomorphîsme a d'un voisinage U de 0 dans M sur un voisinage V de 0 dans M
tel que o- (0) = 0, et que, pour tout g suffisamment proche de { i d } dans G, (p (g) soit
le prolongement à M de l'application définie dans un voisinage de 0 par

;c»->(ïogo<j~ (x).
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Alors a se prolonge en un automorphisme CTQ de M tel que, pour tout g e G,

(P(g)=^o°goao1 .

Démonstration. - Soit Go = { g e G | g (0) = 0 }. Montrons d'abord que Go est
connexe par arcs. Considérons l'application

^P(°)..Cr—>M,

g'—>g(0).

Pour tout go e G, p (0) est au voisinage de go une submersion directe. Cela suffit
à montrer que p (0) est un fibre de Serre de fibre Go. Écrivons un morceau de la suite
exacte du fibre de Serre (voir par exemple [29]) :

îTi(M)^7io(Go)^7ro(G).

On a Tii (M) = 0, car M est simplement connexe; de plus, UQ (G) = 0, car G est connexe
par arcs. Par suite, KO (Go) = 0, ce qui montre que Go est connexe par arcs.

Du fait que Go est connexe par arcs, et des majorations de Cauchy, on déduit l'existence
d'un voisinage W de 0 dans M tel que, pour tout g e Go, pour tout x e W, on ait

(p(g).;c =aogoa~ l(x).

Pour montrer la proposition, il suffit de démontrer que x »-> CT (x) se prolonge en
une application analytique de M dans M, l'existence de l'inverse étant assurée par le
prolongement de x\-> cr~1 (x).

Cherchons le prolongement de x i-> a (x). Choisissons d'abord un voisinage X de 0
contenu dans U suffisamment petit. Soit g e G. On définit sur g (X) une fonction v|/g
par la formule

^^(g)0^^"1.
Soient g^ et g^ deux éléments de G. Il nous faut montrer que \|/^ et \|/^ coïncident

sur gi (X) n g^ (X). Si gi (X) n g^ (X) est non vide, on en déduit que g^1 o g^ (0) est
très proche de 0, et par suite, on peut écrire

g2==gi°T°r,

où T est très proche de l'identité, et où r e Go.
Comme T est suffisamment proche de l'identité, on sait que, pour tout x suffisamment

proche de 0, on a
(p (r). x = CT o T o a~1 (x).

Sur gi (X) n g2 (X), on a

^92 = ̂ (g i^o 'oToCT'^oaorocr^ocyor" 1 or"1 og^1.
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On trouve finalement :

^^tel)0^^"1 =^r

On a donc démontré que les fonctions ^fg se recollent et définissent une fonction ana-
lytique x \-> (TQ (x) définie sur [j /(X), à valeurs dans M. Il découle des hypothèses que

/6G

M est homogène sous l'action de G. L'application OQ est définie partout, c'est le prolon-
gement de <T, et la proposition est démontrée.

Soitp : D —> D le revêtement universel simplement connexe de D. Choisissons un point Ô
de D, tel que p (Ô) = 0.

Considérons un groupe à un paramètre d'automorphismes de D, défini par une transfor-
mation infinitésimale \|/ :

R x D -> D,

(t,x) ̂ 0,x).

Il se relève en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D, comme le montre
le diagramme suivant [une fois qu'on a choisi/^ (0, Ô) = Ô] :

RxD^D
idxp L

RxD——>D
/^(...)

Soit H (D) le sous-groupe du groupe G (D) des automorphismes analytiques de D
engendré par lesf^Çt, .), pour tous les \|/e9(D). Le groupe H(D) est naturellement
muni d'une structure de groupe de Lie banachique dont l'algèbre de Lie est 9 (D).
On déduit du théorème 3.2.4 le

LEMME 3.4.6. — Pour tout point x de D, /'application orbitale

H(D)^D,

gl—^g.X

est au voisinage de l'identité une submersion directe.

LEMME 3.4.7. — Le centre î de 9 (D) est réduit à [ 0 }.

Démonstration. — Soit \|/ un élément du centre Ï de 9 (D). Alors \|/ = (p+Xç, avec
(p e 9 (D)'1' et Xç G 9 (D)~. Soit X^ e 9 (D)~. On a

0=[^,Xj=[(p,Xj+[Xç,Xj.
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D'après les règles du calcul du crochet, [(p, Xj e 9 (D)~, et [X^XjegCD)^
On en déduit :

[(p,Xj=X^o)..=0 et [X,,XJ=0.

Du fait que, pour tout T| e E, q/ (0). T| = 0, on déduit que (p' (0) = 0, et comme (p (0) = 0,
on conclut (p = 0.

Prenons T| = f Ç . On a [X^ X,J = 0; d'après le lemme 3.3.3, ceci entraîne Ç = 0.
Par suite, \|/ = 0, et le lemme est démontré.

On déduit des propositions 3.4.2, 3.4.3 et 3.4.4 que, pour tout 6 e R, Oe définit
un automorphisme (pe de H (D). Quitte à restreindre le voisinage U de 0 sur lequel est
défini Ce, on peut identifier U avec la feuille Û de;?"1 (U) qui contient Ô, et on peut consi-
dérer OQ comme un groupe à un paramètre d'automorphismes de U. On déduit alors
de la proposition 3.4.5 la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4.8. — Le groupe à un paramètre d'automorphismes de U :

RxÙ->Ù,

(9,^)^<Je(x)

se prolonge en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D. Nous le noterons encore
(9, x) ï-> Oe 00.

Rappelons la

DÉFINITION 3.4.9. — (a) Un domaine D contenu dans un espace de Banach E est dit
cerclé si l'origine 0 appartient à D, et si, pour tout point XQ de D, pour tout 9 e R, C^.XQ
appartient à D.

(b) Soit A un domaine étalé sur un domaine D contenu dans E. On dit que A est
un domaine cerclé étalé si D est cerclé, et si le groupe à un paramètre d'automorphismes
de D :

RxD-^D,

(e.x)^18.^

se relève en un groupe à un paramètre d'automorphismes de A laissant fixe un point de A
situé au-dessus du point 0 e D.

Soit/=/o^. L'application/est une carte locale de D au voisinage de Ô. Montrons
maintenant le

THÉORÈME 3.4.10. — La carte f définie au voisinage de Ô se prolonge en un étalement F
de D sur un ouvert connexe borné cerclé D' de E, et F fait de D un domaine cerclé étalé.

Démonstration. — Soit
r2"

F(x) = (1/2 îi) e-^Çpoa^dQ.
Jo
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Montrons d'abord que F prolonge/. Si x est suffisamment proche de Ô, on a

P^eW)^-1^9/^)).

On trouve

F(x)=(l /27T)f 2

Jo

On sait que, pour tout y,f~1 (y) = y+ ^ ?„ (y). Par suite,

-ie r-i/je
F(X)=(1/27T)| Sér19/-1^9^^))^.

o

n^2

(l|2n)[2ne-iQrl(eiQy)dQ=y.
J o

On en déduit

F(x)=/op(x)=/(x) .

Montrons que F est un étalement. Dans la carte définie par/?, on a, au voisinage de Ô :

d¥(x)=df(p(x)\

On en déduit que, au voisinage de Ô,

dF (x) o <p (p (x)) = (p (p (x)) o rfF (x) = id,

où (p (x) est l'application linéaire { ^ —>• Y^ (x) } définie au paragraphe 3.3. Le théorème
de prolongement analytique prouve que cette égalité a lieu sur D tout entier. Par suite,
pour tout x e D, dF (x) est un isomorphisme de E, et F est bien un étalement.

Soit D' = Im F. Pour tout x proche de 5, on a

F(ae(x))=/op(ae(x))=^F(x).
w

On déduit du théorème de prolongement analytique que, pour tout x e D,

F(ae(x))=^F(x).

Ceci prouve que D' est un domaine cerclé et que D est un domaine cerclé étalé sur D'.
Pour continuer notre étude, nous avons besoin d'un certain nombre de résultats sur

les domaines cerclés étalés.

THÉORÈME 3 .4 .11.— Soit r : A —^ D un domaine cerclé étalé sur un domaine D contenu
dans un espace de Banach E. Soit f une fonction holomorphe sur A, à valeurs dans un espace
de Banach F. Alors il existe une suite ?„ de polynômes homogènes de degré n de E dans F,
tels que

/W= £P.(^)).
n e N
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De plus, cette série est normalement convergente au voisinage de tout point x de A.
On en déduit qu'il existe une application holomorphe g de D dans F telle que

f ==g°r.

Le lecteur pourra reconstituer la démonstration à partir de [7] (th. 12, p. 14).
On en déduit le

COROLLAIRE 3.4.12. — Soit D un domaine cerclé contenu dans un espace de Banach E.
Soit A le plus petit domaine cerclé étoile contenant D. Alors les fonctions holomorphes sur D,
à valeurs dans un espace de Banach F se prolongent à A.

Démonstration. — Si on considère le développement en série de polynômes homogènes
d'une fonction /ejf (D, F) :

fW- E Pn(^),
n e N

le fait que la série soit normalement convergente au voisinage de tout point x de D entraîne
qu'elle est normalement convergente au voisinage de tout point de A. Le corollaire
est démontré.

Nous sommes dans la situation suivante :

D^D'

[ p

D

D et D' sont deux domaines bornés contenus dans E. L'application p envoie D dans E.
D'après le théorème 3.4.11, il existe une application holomorphe q : D'—> D, telle que
p = q o F.

LEMME 3.4.13. — L'application ¥ '.D—^D' est une application de revêtement.
Démonstration. — Montrons d'abord que q est un étalement. Soit x ' un point de D'.

Comme F est un étalement, on peut trouver un ouvert U de D et un voisinage ouvert V
de x ' dans D' tels que F] y soit un homéomorphisme de U sur V. Quitte à restreindre V,
il est clair que p est un homéomorphisme de U sur p (U). Par suite, q^y : V —>p (U) est
un homéomorphisme, ce qui prouve que q est un étalement.

Montrons maintenant que F est un revêtement. Soit x ' e D'. Choisissons un voisinage
ouvert V de x ' tel que q soit un homéomorphisme de V sur son image U et que U soit
trivialisant pour p. Supposons de plus que V soit une composante connexe de q~1 (U).
Soit W l'une des feuilles de p~1 (U). On montre facilement que deux cas seulement sont
possibles :

(1) F (W)nV =0;
(2) F est un homéomorphisme de W sur V.
Par suite, F"1 (V) est égal à la réunion des feuilles W de p~1 (U) telles que

F ( W ) n V 7^0, et F]^ : W — ^ V est un homéomorphisme. Le lemme est démontré.
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LEMME 3.4.14. — Le domaine D' est un domaine borné symétrique.

Démonstration. — Si / est un automorphisme analytique de D, il existe d'après
le théorème 3.4.11 une application holomorphe g ' . D ' — ^ D ' telle que

V o f = go F.

On vérifie facilement que g est un automorphisme de D'. Comme D est homogène,
D' est homogène. De plus, D' est cerclé, ce qui entraîne qu'il est symétrique.

Nous montrerons dans l'appendice à ce travail que tout domaine borné homogène
est un domaine d'holomorphie dans un sens que nous préciserons. On déduit de ce résultat
et du corollaire 3.4.12 que D' est un domaine borné cerclé étoile. Il en résulte qu'il est
contractile, et par suite, simplement connexe. D'après la théorie des revêtements, F est
un isomorphisme de D sur D'. L'application q : D' -» D identifie donc D' au revêtement
universel de D.

LEMME 3.4.15. - Soit t)(D7) la sous-algèbre de Lie de g (D') obtenue en relevant
toutes les transformations infinitésimales de D. Alors l'ensemble

{xeD' | ̂ (^O.Vvl/etKDr}
est réduit à {0 }.

Démonstration. - II est clair que l) (D') contient les transvections infinitésimales.
Par suite, le crochet

[X^, X.J = R+Z(Ç, x, x), fÇ+ZOÇ, x, x)] = -4^Zfê, Ç, x)

appartient à t) (D')"^. Le lemme sera une conséquence de l'assertion suivante : pour tout
î, ̂  0, Z (Ç, Ç, Ç) ^ 0. Faisons la démonstration par l'absurde. Supposons qu'il existe
Ç 7e 0, tel que Z (Ç, ^, Ç) = 0. Alors la solution de l'équation différentielle

^=Xç(x)=Ç+Z(Ç,x ,x)
dt

prenant pour t = 0 la valeur 0 est
x=t.^.

Comme D'est borné, pour t assez grand, x = r.Ç n'appartient pas à D', ce qui est absurde.
Pour démontrer le théorème 3.4.1, il suffit maintenant de montrer que q : D'-> D

est un isomorphisme. Le revêtement q : D' —» D est galoisien, car D' est simplement
connexe. D'après la théorie des revêtements galoisiens, il suffit donc de démontrer que
le groupe F des D-automorphismes de D' est réduit à { id }.

Soit y e F. On vérifie facilement que, pour tout \|/ e î) (D'), y. \|/ = v|/. Par suite, pour
tout \|/ e î) (D')'1", y.\|/ = ^ doit s'annuler au point y"1 (0). On déduit du lemme 3.4.15
que y"1 (0) = 0. Donc y = id, et le théorème est démontré.

3.5. ÉTUDE DU GROUPE D'ISOTROPIE D'UN POINT. — Soit D un domaine borné symétrique
d'un espace de Banach complexe E. D'après le théorème 3.4.1, on peut supposer que D
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est un domaine borné cerclé étoile, et c'est ce que nous ferons à l'avenir. On sait alors
que les éléments du groupe d'isotropie Go (D) de l'origine 0 sont linéaires. Par suite,
les rotations infinitésimales sont aussi linéaires. On a vu en outre que les transvections
infinitésimales X^ s'écrivent, pour tout i; e E,

X^)=Ç+Z(Ç,x,x),

ou
(^x,y)^Z^x,y)

est une application trilinéaire de E3 dans E, C-linéaire symétrique en x et y, C-antilinéaire
en Ç.

Dans les paragraphes précédents, nous avons surtout étudié l'espace vectoriel ô(D)~
des transvections infinitésimales. Nous allons maintenant étudier le groupe d'iso-
tropie Go (D) de l'origine 0, et l'algèbre de Lie 9 (D)'1' des rotations infinitésimales. Nous
donnerons une caractérisation algébrique des éléments de Go (D) et de gCD)"^ à l'aide
de l'application Z. L'intérêt de cette étude apparaît dans le théorème suivant.

THÉORÈME 3.5.1. — Soit D un domaine borné symétrique. Supposons que le groupe
d'isotropie de l'origine 0 soit un groupe de Lie. Alors G (D) est un groupe de Lie.

Démonstration. — D'après la proposition 2.3.5, il suffit de montrer que le plus grand
groupuscule de Lie G contenu dans G (D) contient un voisinage de la transformation
identique dans G(D).

Comme Go (D) est un groupe de Lie, il est clair que G contient un voisinage de l'identité
dans Go (D).

Si/eG(D) est suffisamment proche de l'identité, on sait d'après le théorème 3.2.4
qu'il existe un élément g de G proche de l'identité et tel que g (0) = /(O). Alors, (g~1 o/)
est proche de l'identité et appartient à Go (D). Par suite, il appartient à G. Enfin,
/= ë° (§~1 °/)? produit de deux éléments de G proches de l'identité appartient à G.
Le théorème est démontré.

THÉORÈME 3.5.2. — Soit D un domaine borné symétrique, réalisé comme un domaine
borné cerclé étoile. Soit f un automorphisme linéaire de E. Pour que f appartienne au groupe
d'isotropie Go (D) de l'origine 0, il faut et il suffit que, pour tout Ç e E, pour tout x e E,
on ait :

(1) /(Zfé, ̂  x))-Z(/(Ç), /(x), f(x)) = 0.

Démonstration. — Montrons d'abord que la condition est nécessaire. Soit / un auto-
morphisme linéaire de E et supposons que / appartienne à Go (D). Alors, on a,
pour tout Ç e E :

/. Xç = Xf. (Q).Ç = Xf (^.

Or,

(/.Xç)(x)=//(/- l(x)).(Ç+Zfê,/- l(x),/- l(x)))=/fê)+/(Zfê,/- l(x),/- l(x))).
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D'autre part,

X/(Ç)M==/(Ç)+Z(/(Ç),X,;C).

En égalant ces deux expressions, et en remplaçant x par /Oc), on obtient (1).
Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Remarquons d'abord que si/est

un automorphisme linéaire de E, pour que / appartienne à Go (D), il faut et il suffit que
/(D) = D. La démonstration que nous allons donner est assez semblable à celle donnée
au paragraphe 3.4 pour prolonger le groupe à un paramètre (6, x) i-> GQ (x) en un groupe
à un paramètre d'automorphismes de D. Elle consiste à considérer l'application/comme
définie dans un voisinage de 0 dans D, et à la « prolonger » en un automorphisme de D,
qui sera, bien sûr, égal à l'application / donnée. Il n'était pas possible au paragraphe
précédent de donner une démonstration unique, parce que, d'une part, certains arguments
doivent être modifiés, et que, d'autre part, l'existence du groupe à un paramètre d'auto-
morphismes de D :

(Q.x^e^x
est essentielle dans la démonstration qui va suivre.

Soit 91 (D) la sous-algèbre de Lie complète de 9 (D) engendrée par g (D)~ et la rotation
infinitésimale [x\-> ix}. Soit G^ le groupuscule de Lie d'automorphismes de D associé
à gi (D), et soit Hi(D) le sous-groupe de G(D) engendré par G^. On munit Hi(D)
d'une structure de groupe de Lie banachique (réel) pour laquelle une base de voisinages
de la transformation identique est formée des images des voisinages de 0 dans g^ (D)
par l'application exponentielle. Nous considérerons également le revêtement universel
simplement connexe

q : H,(D)-^H,(D)

de HI (D), qui est, lui aussi, un groupe de Lie banachique dont l'algèbre de Lie est gi (D).
On montre alors facilement le lemme suivant.

LEMME 3.5.3. — Pour tout aeD, l'application orbitale

p(a)
Hi(D)-^D,

g'-^g.a

est, au voisinage de l'identité, une submersion directe. Par suite, le domaine D est homogène
sous l'action de Hi (D). De plus, pour tout point a de D, la symétrie a^ appartient à H^ (D).

LEMME 3.5.4. — Le centre K de H^ (D) est réduit à [ id }, et le noyau N de q est égal
au centre K^ de H^ (D).

Démonstration. — Montrons d'abord que le centre K de H^ (D) est réduit à { id }.
Soit g e K. Soit a un point de D, et soit a^ la symétrie par rapport au point a.
Comme c^ e H^ (D), on a

O'a=g°^°g~ 1 =^(a).
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D'après la représentation que nous avons donnée des domaines bornés symétriques,
il est clair que, pour tout point a de D, a est le seul point fixe de c^. On en déduit que,
pour tout point a de D, g (a) = a, ce qui prouve que g == id.

Le noyau N de q est un sous-groupe discret distingué du groupe Hi (D). Puisque Hi (D)
est connexe par arcs, N est contenu dans le centre Ki de Hi (D). D'autre part, le fait
que q : Hi (D)—> Hi (D) est surjective entraîne que q (Ki) est contenu dans le centre K
de HI (D). Par suite, q (Ki) = { i d }. Ceci prouve bien que le noyau N de q est égal à Ki,
et le lemme est démontré.

LEMME 3.5.5. — Par automorphisme intérieur, f définit un automorphisme or de V algèbre
de Lie 91 (D).

Démonstration. — II est clair que, si l'automorphisme linéaire/vérifie la condition (1),
/'~1 la vérifie également. Il suffit donc de montrer que, pour tout \|/ e 91 (D), cr (\|/) = /.\|/
appartient à 91 (D).

Ainsi que nous l'avons déjà vu, la condition (1) exprime que

/. Xç = Xf (ç) pour tout Ç e E.

D'autre part, /. { x—> ix } = { x—> îx }. Du fait que, pour tout (p e 9 (D), pour tout
v|/eg(D), /.[(p,\|/] = [/.(p,/.v|/], on déduit finalement par passage à la limite que,
pour tout v|/ e 91 (D),/.v|/ appartient à 91 (D), ce qui achève la démonstration du lemme.

D'après la proposition 3.4.3, il existe un unique automorphisme (p de Hi (D) qui rend
commutatif le diagramme suivant :

9i (D)̂ )̂
1 I-1° r

9i (D)̂ !̂ )

LEMME 3.5.6. — U automorphisme $ passe au quotient et définit un automorphisme (p
de Ri (D).

Démonstration. — Soit N le noyau de q : Hi (D) —> Hi (D). Pour démontrer que $
passe au quotient, il suffit de vérifier que $ (N) = N. D'après le lemme 3.5.4, N est égal

tW

au centre Ki de Hi (D), et il est clair que $ (Ki) = Ki. Le lemme est démontré.
L'existence du « prolongement » de/en un automorphisme de D est une conséquence

immédiate de la proposition 3.4.5. Le théorème 3.5.2 est démontré.
Nous pouvons maintenant donner une caractérisation des rotations infinitésimales de D.

THÉORÈME 3.5.7. — Soit D un domaine borné symétrique, réalisé comme un domaine
borné cerclé étoile. Soit A un élément de ^ (E, E). Pour que A appartienne à 9 (D)^ il faut
et il suffit que, pour tout Ç e E, pour tout x e E, on ait :

(2) A (Z (Ç, x, x)) - Z (A (Ç), x, x) - Z (Ç, A (x), x)-Z (Ç, x, A (x)) = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



274 J.-P. VIGUÉ

Démonstration. — Pour que A appartienne à g (D)4', il faut et il suffit que, pour tout t e R,
exp (t A) appartienne à Go (D). Pour cela, d'après le théorème 3.5.2, il faut et il suffit que,
pour tout t e R, pour tout Ç e E, pour tout x e E, on ait

exp(fA)(Zfé, x, x))-Z(exp(fA)fê), expOA)(x), exp(fA)(x)) = 0.

En dérivant par rapport à t, et en faisant t = 0, on obtient (2).
Réciproquement, soit A e Jêf (E, E) vérifiant (2) pour tout Ç e E et tout x e E. On montre

facilement par récurrence sur n ̂  2, que ceci entraîne, pour tout Ç e E et tout x e E :

A"(Z(Ç, x, x))- ^ , n! ZCA^ (Ç), A1-2 (x), A^3 (x)) = 0.
Pi+P2+P3=n P i ' P z ' P ï 1 .

On en déduit que, pour tout / e R, pour tout Ç e E, pour tout x e E, on a

expOA)(Zfé, x, x))-Z(expOA)(Ç), expOA)(x), expOA)(x)) = 0,

donc exp(^A) appartient à Go (D). Par suite, A appartient à (KD)^ et ceci termine
la démonstration du théorème.

Malheureusement, ces résultats ne nous ont pas permis, pour l'instant, de montrer que
le groupe des automorphismes analytiques d'un domaine borné symétrique D est un groupe
de Lie.

3.6. EXEMPLES DE DOMAINES BORNÉS SYMÉTRIQUES. — En dimension infinie, les premiers
exemples de domaines bornés symétriques ont été donnés par Greenfield et Wallach [18].
Par la suite, ces exemples ont été généralisés par Harris [20]. Il a d'abord montré que,
si E et F sont deux espaces de Hilbert, et si B est la boule-unité ouverte de J$f (E, F) muni
de la norme habituelle, alors B est un domaine borné symétrique. Pour cela, comme B est
un domaine cerclé, il suffit de démontrer que B est homogène. Si a est un point de B,
un automorphisme analytique fa de B qui envoie 0 en a est donné par

^(x)=(idF-aa*)-l/2(x+a)(idE+aîlsx)-l(idE-a*a)l/2

(où a* désigne l'adjoint de a). (Voir [20], th. 2, p. 20, et [26].)
Un calcul simple montre alors que, pour tout i; e o^f (E, F), la transvection infinitési-

male Xç vaut :
Xç(x)=Ç-xÇ*x.

Par suite,
Zfé,x,x)=-xÇ*x.

Pour la suite de cette étude, nous aurons besoin du

LEMME 3.6.1 (c/[20], p. 17). - Soient E et ¥ deux espaces de Hilbert. Soient Ci, ^»
^3, x^ x^ x^ six éléments de ^ (E, F). Alors,

i(-t)k^+ikx,)(^ikx,r(^+ikx,)=4x^îx,.
k=0

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D'UN DOMAINE BORNÉ 275

On en déduit que si Ç et x sont deux éléments de ^ (E, F), on a

(1) x^x=1 ic-l^fê+i'xX^+i^r^+^x).
4 fc=o

Montrons maintenant le

THÉORÈME 3.6.2. — Soient E et F deux espaces de Hilbert, et soit B la boule-unité ouverte
de ^ (E, F). Soit H un sous-espace vectoriel fermé de ^ (E, F) tel que, pour tout x e H,
xx* x appartienne à H. Alors, B n H est un domaine borné symétrique dans l'espace
de Banach H.

Démonstration (comparer avec [20]). — On déduit de la formule (1) que, pour tous î,
et x e H, x ^* x appartient à H. Par suite, pour tout ^ e H, l'application

x^Xç(x) = ̂ —x^*x

envoie H dans H. On en déduit que B n H est homogène, et comme B n H est un domaine
cerclé, ceci entraîne que B n H est un domaine borné symétrique contenu dans H.

Nous appellerons domaine de Harris tout domaine borné symétrique qui peut être
réalisé comme l'intersection de la boule-unité ouverte de ^ (E, F) avec un sous-espace
vectoriel fermé H de ^ (E, F), tel que, pour tout x e H, xx* x appartienne à H.

Harris [20] a montré que les quatre grandes classes (type 1 à IV) de domaines bornés
symétriques irréductibles de dimension finie de la classification de E. Cartan [6] sont
des domaines de Harris. On ne sait pas, pour l'instant, s'il en est de même des deux domaines
bornés symétriques irréductibles exceptionnels (type V et VI). S'il en était ainsi, tout
domaine borné symétrique d'un espace vectoriel complexe de dimension finie serait
un domaine de Harris. De toutes façons, les résultats déjà démontrés permettent de définir
en dimension infinie une généralisation des domaines bornés symétriques de E. Cartan
de type 1 à IV (voir [20]).

Si D est un domaine de Harris, on peut caractériser les éléments du groupe Go (D)
et de l'algèbre de Lie 9 (D)+ de la façon suivante :

PROPOSITION 3.6.3. — Soient E et F deux espaces de Hilbert, et soit H un sous-espace
vectoriel fermé de ^ (E, F), tel que, pour tout x e H, xx* x appartienne à H. Soit B la boule-
unité ouverte de ^ (E, F), et soit D = B n H.

(a) Soitfe GL (H). Pour que f appartienne à GQ (D), il faut et il suffit que, pour tout x e H,
on ait

(F) /(^*x)-/(x)/(x)*/(x)=0.

(b) Soit AeJ^(H,H). Pour que A appartienne à Q (D)4', il faut et il suffit que,
pour tout x G H, on ait

(2') A(x.?c*x)-A(x)x*x-xA(x)*x-xx*A(x) = 0.
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[Le résultat (a) est déjà connu de Harris [20]. Toutefois, sa démonstration est diffé-
rente de la nôtre.]

Démonstration. - Pour démontrer (a), il suffit d'après le théorème 3.5.2 de montrer que,
si, pour tout x e H, /vérifie (!'), alors, pour tout Ç e H et tout x e H, on a

/(xÇ*x)-/(x)/(Ç)*/Oc)=0.

Or cela résulte de la formule (1).
Pour démontrer (é), d'après le théorème 3.5.7, il suffit de montrer que, si pour tout x e H,

A vérifie (2'), alors, pour tous Ç et x e H, on a

A(xÇ^)-A(jc)Ç*x-xAfé)*x-x^*A(x)=0.

Ceci se déduit du lemme 3.6.1.
Ces résultats ne permettent pas, dans le cas général, de donner la forme explicite

des éléments du groupe d'isotropie de l'origine d'un domaine de Harris D. Pour conclure
ce chapitre, nous allons étudier deux exemples.

Exemple 1. — Soient E et F deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que E soit
de dimension finie. Soit B la boule-unité ouverte de ^ (E, F) muni de la norme habituelle.
L'étude du groupe Go (B) a été faite par Greenfield et Wallach [18] qui ont montré la

PROPOSITION 3.6.4. - Tout automorphisme fe Go (B) est de la forme

xi—^ A o x o B,

où A e U (F), le groupe unitaire de F, et B e U (E), le groupe unitaire de E.

On déduit facilement de ce résultat que Go (B) est isomorphe au quotient de U (F) x U (E)
par Gi, où GI est le sous-groupe distingué de U(F)xU(E) formé des éléments
(Xid, À,"1 id), avec [ X | == 1. Ceci montre que Go (B) est un groupe de Lie. On déduit
de ce résultat et du théorème 3.5.1 le

THÉORÈME 3.6.5. - Soient E et F deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que E soit
de dimension finie. Soit B la boule-unité ouverte de ^ (E, F). Alors G (B) est un groupe
de Lie.

Exemple 2. — Soit A une C*-algèbre commutative avec élément-unité. On sait qu'il existe
un espace compact K tel que A soit isométriquement isomorphe à l'algèbre ^ (K, C)
des fonctions continues sur K à valeurs dans C, munie de la norme de la convergence
uniforme sur K. Soit B la boule-unité ouverte de ^ (K, C). On peut montrer que B est
un domaine de Harris. Cependant, il est très simple de vérifier directement que B est
un domaine borné symétrique. Comme B est cerclé, il suffit de montrer qu'il est homogène :
si a est un point de B, un automorphisme analytique de B qui envoie 0 en a est donné par

^/,(x)=-^.
1+ÛDC
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THÉORÈME 3.6.6. - Soit B la boule-unité ouverte de ̂  (K, C). Alors Go (B) est un groupe
de Lie ; par suite, G (B) est un groupe de Lie.

Démonstration. — Les éléments de Go (B) sont les automorphismes linéaires isomé-
triques de ̂  (K, C). Soit/un tel automorphisme. D'après Dunford-Schwartz [17] (p. 442)
il existe un homéomorphisme T de K sur lui-même et une application continue a : K —> U
(groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1) tels que, pour tout (p e ̂  (K, C),
pour tout x e K,

/((p)(x)=a(x).(p(ï(x)).

Montrons que si ||/—id|[ < 1, alors T = id. Supposons en effet T 7^ id; il existe
deux points distincts a et b de K, tels que T (a) = b. Il existe une fonction continue (po
de K dans [0, 1] telle que (po (a) == 0, (po (b) = 1. On a donc

||/-id|| ̂  ||/((po)-(po|| ^ |ioc(a)(po(&)-(po(a)|] = 1,

ce qui prouve le résultat annoncé.

Un voisinage de la transformation identique dans Go (B) s'identifie donc à l'ensemble
des applications continues a de K dans U muni de la distance

d(oc, P)=sup|oc(x)-P(x)|.
xeK

II est clair que cet ensemble a une structure de variété analytique réelle, compatible avec
sa structure de groupe, ce qui prouve que Go (B) est un groupe de Lie. On déduit
du théorème 3.5.1 que G (B) est un groupe de Lie.

Note ajoutée lors de la correction des épreuves.

Le résultat suivant m'a été communiqué par L. A. Harris et W. Kaup (Linear Algebraic
Groups in Infinité Dimensions, à paraître).

THÉORÈME. - Soit n un entier, et soit G un sous-groupe algébrique du groupe linéaire
GL (E) d'un espace de Banach E, défini par des polynômes de degré ^ n. Alors G est
un groupe de Lie.

Ce théorème s'applique au groupe d'isotropie Go (D) de l'origine 0 d'un domaine
borné symétrique D, réalisé comme un domaine borné cerclé étoile (cf. th. 3.4.1).
D'après le théorème 3.5.2, Go (D) est un sous-groupe de GL (E), défini par des poly-
nômes de degré ^ 3; c'est donc un groupe de Lie. On déduit de ce résultat et du théorème
3.5.1 le

THÉORÈME. — Soit D un domaine borné symétrique d'un espace de Banach complexe E.
Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D est un groupe de Lie.

Ceci achève la démonstration de la conjecture énoncée au début de cet article.
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APPENDICE

Domaines bornés homogènes, métrique de Carathéodory et domaines (Pholomorphie

Dans la démonstration du théorème 3.4.1, nous avons utilisé le fait que, si D est
un domaine borné homogène d'un espace de Banach complexe E, alors D est un domaine
d'holomorphie. Le but de cet appendice est de donner une définition précise des domaines
d'holomorphie en dimension infinie, et de démontrer le résultat annoncé. La démonstration
utilise la métrique de Carathéodory, et nous allons commencer par rappeler ses principales
propriétés.

Soit A le disque-unité ouvert dans C. La métrique non euclidienne 8 sur A est définie
par la formule : pour tous a et b e A,

./ ,, , \a-b\+\l-ab\S (a, b) = Log ' ' > _' .
V(l-aa)(l-fcfc)

II est classique que S est une distance sur A, que 8 définit la topologie habituelle de A,
et que, si/est une application analytique de A dans lui-même, alors, pour tous a et b e A,

8(/(a),/(&)):g8(a,fc).

En particulier, si / est un automorphisme de A, alors / est une isométrie pour 8.
Soit D une variété banachique complexe connexe. On définit la métrique de Carathéodory

d^ sur D de la façon suivante (voir [2], p. 165) : pour a e D, b e D, on pose

d^{a,b)= sup 8(/(a),/(b)).
/6JT(D,A)

On montre que la métrique de Carathéodory vérifie les propriétés suivantes :
(a) Pour tous a et b e D, d^ (a, b) < + oo.
(6) Pour tous a, b et c e D,

^(a.c^^^+^c).

(c) Si D est contenu dans une variété connexe D', alors

d^^d^

( d ) Soit / une application holomorphe de D dans une variété connexe D'. Alors,
pour tous a et b e D,

d^\f(a\f(b))^d^^V).

On en déduit que tout automorphisme analytique d'une variété connexe D est une iso-
métrie pour la métrique de Carathéodory.
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(e) Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe. Alors ûÇ sépare
les points de D.

(/) Soit B la boule-unité ouverte d'un espace de Banach E. On montre, à l'aide
du lemme de Schwarz, que, pour tout x e B,

dB(0,x)=5(0,| |x| |).

On déduit de cet ensemble de résultats le

LEMME 1. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E. Soit rf°
la distance de Carathéodory sur D, et soit d la distance déduite de la norme de E. Soit B
une boule complètement intérieure à D. Alors d^ et d induisent sur B la même structure
uniforme. On en déduit que d0 et d induisent sur D la même topologie.

Nous pouvons maintenant démontrer le

THÉORÈME 2. — Soit D un domaine borné homogène. Alors D est complet pour la distance
de Carathéodory d0.

Démonstration. — Soit a un point de D, et soit (x^^ une suite de Cauchy pour d^.
Il existe un nombre réel r > 0, tel que la boule Bç (a, r ) = {x e D | rf0 (û?, x) < r }
soit contenue dans une boule fermée B complètement intérieure à D.

Comme les (x^eN forment une suite de Cauchy pour d0, il existe un entier HQ, tel que
Bc ( ,̂0' r) contienne tous les x^ pour n ^ HQ. Soit/un automorphisme analytique de D,
tel que/(x^) = a. Les (/(:O)^N forment une suite de Cauchy pour d° sur B^ (a, r).
A l'aide du lemme 1, on montre qu'il existe un point yo de B, tel que/(^) converge vers YQ,
quand n—>+co. Par suite, x^ converge vers/"1 (yo), ce qui prouve le théorème.

Il nous faut maintenant donner la définition des domaines d'holomorphie.

DÉFINITION 3. - Soit D un domaine d'un espace de Banach complexe E. Soit H un sous-
espace vectoriel de l'espace vectoriel ^f (D, C) des fonctions holomorphes sur D,
séparant les points de D. Nous dirons que D est un H-domaine d'holomorphie si D vérifie
la condition suivante : pour tout domaine étalé (D7, p) dans E, pour tout plongement
ouvert (p : D —> D', tel que le diagramme

soit commutatif, et tel que l'image par l'application (p* :

^(D',C)-^(D,C),

/^/o(p

de ̂ f (D', C) contienne H, alors (p est un isomorphisme de D sur D\
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Remarque. — En dimension finie (vo^[ll]), on montre que, si D est un
Jf (D, C)-domaine d'holomorphie, il existe une application/e^f (D, C), telle que D soit
le plus grand domaine de prolongement de/. Il n'en est pas de même en dimension infinie
(voir [15]).

THÉORÈME 4. — Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe E, complet
pour la distance de Carathéodory. Soit H c e^f (D, C) l'ensemble des fonctions holomorphes
bornées sur D. Alors D est un ïî-domaine d'holomorphie.

Le théorème 2 et le théorème 4 entraînent immédiatement le

COROLLAIRE 5. — Soit D un domaine borné homogène. Soit H c ̂  (D, C) l'ensemble
des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors D est un ïi-domaine d'holomorphie.

Démonstration du théorème 4. — Soit D un domaine borné complet pour la métrique
de Carathéodory. Soit (D', p ) un domaine étalé dans E, et soit (p : D —> D' un plongement
ouvert compatible avec l'étalement p. [Nous identifierons D avec son image (p (D).]
Supposons que toutes les fonctions holomorphes bornées sur D se prolongent à D'.
Alors, pour tout/e H, la norme du prolongement de/à D' est égale à ||/[|D- Pour montrer
cela, il suffit de prolonger toutes les l/(f-a) pour | a \ > ||/HD- On en déduit que

jD' ! .jD
de |D=»c.

Supposons que (p ne soit pas un isomorphisme de D sur D'. Alors, on peut trouver
un point a de D', n'appartenant pas à D, et une suite (^)neN ^e poiûts de D convergeant
vers a. Du fait que dY (x^, a) —> 0, on déduit que les (Xn\e^ forment une suite de Cauchy
pour la distance de Carathéodory dans D. Cette suite n'a pas de limite dans D,
contradiction. Le théorème est démontré.
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