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LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES
D’UN DOMAINE BORNE D'UN ESPACE DE BANACH COMPLEXE.
APPLICATION AUX DOMAINES BORNES SYMETRIQUES

PAR JEAN-PIERRE VIGUE

INTRODUCTION

L’étude du groupe des automorphismes analytiques d’un domaine borné d’un espace
vectoriel complexe de dimension finie a été faite par H. Cartan ([7] & [10] (*)). Ses résul-
tats permirent & E. Cartan [6] de donner une classification compléte des domaines bornés
symétriques d’un espace vectoriel complexe de dimension finie.

Le but de notre travail est de généraliser aux domaines bornés d’un espace de Banach
complexe les résultats démontrés en dimension finie. Nous commengons par définir sur
le groupe G (D) des automorphismes analytiques d’un domaine borné D d’un espace de
Banach la topologie de la convergence uniforme locale, qui est la généralisation naturelle
a la dimension infinie de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Une
partie des résultats démontrés par H. Cartan s’étend a la dimension infinie. Pour certains,
la démonstration se recopie sans modifications : il en est ainsi, par exemple, pour le théoréme
sur les automorphismes analytiques d’un produit de deux domaines bornés [10]. Pour
d’autres, au contraire, le résultat reste exact en dimension infinie, mais la démonstration
doit étre plus ou moins profondément modifiée. En particulier, tous les arguments sur
les familles normales ne peuvent plus étre utilisés et doivent étre remplacés par des calculs
directs. Il en est ainsi, par exemple, pour la démonstration du fait que le groupe topolo-
gique G (D) est complet (§ 1.1), pour la construction de 1’algébre de Lie g (D) des trans-
formations infinitésimales de D (§ 2.1), et pour la construction du plus grand groupuscule
de Lie G contenu dans G (D) (§2.3). Enfin, un certain nombre de résultats démontrés
en dimension finie sont inexacts en dimension infinie. Ainsi, le groupe G (D) des automor-
phismes analytiques d’un domaine borné D d’un espace de Banach complexe n’est pas,
en général, un groupe de Lie (voir § 2.4 ou [31]).

(1) Le lecteur intéressé trouvera un exposé élémentaire de ces résultats dans Narasimhan [23].
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Les difficultés rencontrées au paragraphe 2.4 proviennent sans doute du fait que les
domaines considérés n’ont que peu d’automorphismes analytiques. Pour continuer notre
étude, nous sommes amenés A considérer des domaines ayant suffisamment d’automor-
phismes analytiques. Aussi, le chapitre 3 de cette thése est consacré a I’étude des domaines
bornés symétriques d’un espace de Banach complexe. Ainsi que nous ’avons déja dit,
les domaines bornés symétriques en dimension finie ont été étudiés par E. Cartan [6],
et c’est encore aujourd’hui un sujet de recherches fructueuses (voir par exemple [22]
et [30]). On dit qu’un domaine borné D d’un espace de Banach complexe est symétrique
si, pour tout point a de D, il existe un automorphisme o, de D, tel que o, (a) = a,
o/, (a) =—id, et on vérifie qu’un tel automorphisme, s’il existe, est unique et involutif.
La principale difficulté de notre étude est qu’a priori, on ne sait que peu de choses sur G, :
tout ce qui est connu est la valeur de o, en q, et la valeur de sa dérivée en a. Nous sommes
donc amenés a établir, pour un domaine borné non nécessairement symétrique D, des
théorémes précis sur le groupe G (D) et sur 1’algébre de Lie g (D) des transformations
infinitésimales de D (voir § 1.3 et 2.2). En particulier, nous montrons un théoréme qui,
étant donné un point a de D et une boule B complétement intérieure & D, nous permet de
comparer, pour deux automorphismes f et g de D, ||f—g|ls et sup(||/f(@)—g @],
||f"(@—g' (@]]). Ces résultats qui n’étaient pas connus, méme en dimension finie,
permettent de mieux comprendre la structure du groupe G (D).

Sur les domaines bornés symétriques, nous montrons d’abord que, si D est un domaine
borné symétrique, alors D est homogeéne (§ 3.1). Au paragraphe 3.2, nous commengons
I’étude de ’algébre de Lie g (D) des transformations infinitésimales d’un domaine borné
symétrique D. Nous montrons que, si a est un point de D, I’application orbitale p (a) qui
envoie dans D le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D) est, au voisinage
de I’identité, une submersion directe. Ceci entraine que 1’application

DxD - D,

(a, x) —o,(x)

est analytique lorsque le premier facteur est muni de sa structure analytique réelle sous-
jacente, et le deuxiéme facteur de sa structure analytique complexe. Nous poursuivons
notre étude de D’algébre de Lie g (D) aux paragraphes 3.3 et 3.4, et ceci nous permet de
montrer que tout domaine borné symétrique est isomorphe a un domaine borné cerclé
étoilé. Ceci entraine en particulier que le groupe d’isotropie de 1’origine est un sous-groupe
du groupe linéaire. Les résultats de Greenfield et Wallach [18] nous avaient amené a
conjecturer que le groupe des automorphismes analytiques d’un domaine borné symé-
trique est un groupe de Lie. Bien que nous ayons montré que 1’algébre de Lie g (D) contient
beaucoup de transformations infinitésimales, nous ne sommes pas encore arrivé a démontrer
cette conjecture. Peut-étre, faut-il trouver des arguments nouveaux. Aussi, en guise de
conclusion, nous donnons un certain nombre d’applications et d’exemples.

M. Henri Cartan m’a proposé le sujet de ce travail, et j’ai bénéficié de son aide et de
ses constants encouragements. Je lui exprime toute ma reconnaissance.
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CHAPITRE 1

Le groupe des automorphismes analytiques d’un domaine borné
d’un espace de Banach complexe;
la topologie de la convergence uniforme locale

Dans ce chapitre, nous commengons 1’étude du groupe G (D) des automorphismes
analytiques d’un domaine borné D d’un espace de Banach complexe E. Nous définissons
d’abord sur G (D) une topologie qui fait de G (D) un groupe topologique. Lorsque E est
de dimension finie, G (D) est classiquement muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact (voir [9]). Cette topologie n’est pas intéressante en dimension
infinie, car elle est beaucoup trop faible. Nous utilisons ici la topologie de la convergence
uniforme locale qui redonne la topologie classique en dimension finie. Dans la premiére
partie de ce chapitre, nous donnons les définitions et les premiéres propriétés de cette
topologie. Nous montrons en particulier que G (D) est un groupe topologique, et que, muni
de sa structure uniforme gauche (resp. droite), G (D) est complet. Dans la deuxiéme
partie, nous étudions I’application qui, & un automorphisme fe G (D), associe la valeur
de fen un point a de D, et la dérivée de f en ce point a. Nous montrons que cette appli-
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cation est injective et est un homéomorphisme sur son image. Dans la troisiéme partie,
nous démontrons un certain nombre d’inégalités et de résultats qui nous seront utiles dans
la suite de ce travail.

1.1. LA TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME LOCALE ; PREMIERS RESULTATS

DEFINITION 1.1.1. — Soit Q un ouvert d’un espace de Banach complexe E. On dit qu’un
filtre & formé de fonctions analytiques sur Q converge vers une fonction analytique f
au sens de la convergence uniforme locale si, pour tout x € Q, il existe un voisinage V de x
tel que

Z v~ f|v uniformément sur V.

DfrINITION 1.1.2. — Soit Q un ouvert d’un espace de Banach E, distinct de E. On dit
quun ensemble borné A contenu dans Q est complétement intérieur & Q (et on
note A cc Q), si

d(A, [Q) = inf ”x-—y”
xeA,yeleQ
est strictement positif.

Dire qu’une boule B de centre x, et de rayon r, est complétement intérieure a Q revient

a dire qu’il existe r > ry, tel que la boule de centre x, et de rayon r soit contenue dans Q.

ProposiTiON 1.1.3. — Soit D un domaine d’un espace de Banach E, et soit M un nombre
réel > 0. Soit #y (D, F) I’ensemble des applications holomorphes de D dans I’espace de
Banach F, telles que || f(x) || £ M pour tout x € D. Soient By et By deux boules fermées
complétement intérieures a D; a chaque € > 0, on peut associer | > 0 tel que fe # (D, F)
et ||f(x)|| £ n pour x e By entraine ||f(x) || £ & pour x €B,. Ceci permet d’introduire
sur #y (D, F) la topologie et la structure uniforme de la convergence uniforme sur B,
qui sont indépendantes du choix de la boule B, complétement intérieure @ D. Les filtres &
sur #'y (D, F) qui convergent au sens de la convergence uniforme locale sont exactement les
filtres convergents pour cette topologie. Nous appellerons cette topologie (resp. structure
uniforme) topologie (resp. structure uniforme) de la convergence uniforme locale.

La proposition 1.1.3 découle des deux lemmes suivants :

LemMMmE 1.1.4. — Soient B; = B, = B, trois boules concentriques fermées contenues
dans D, de rayons respectifs ry, r,, r3 avec 0 < ry < r, < r3. Soit donné M > 0, alors

Ve>0,3n >0, tel que, quelle que soit f holomorphe D — F, les relations || f(x) || £ M
pour x € By, || £ (x) || £ n pour x € By entrainent || f(x) || £ & pour x € B,.

Le « théoréme des trois cercles » d’Hadamard (voir par exemple [12], exercice 8, p. 111)
dit que, pour toute fonction holomorphe f; la fonction

<p(r)=LogHSLlllp= || f @

est une fonction convexe de Log r. Le lemme 1.1.4 s’en déduit immédiatement. Pour
achever la démonstration de la proposition 1.1.3, il suffit alors du lemme de connexité
suivant.
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LemMmE 1.1.5. — Soit U un ouvert connexe d’un espace de Banach E. Soient x et y deux
points de U. On peut trouver une suite finie de points (x4, ..., x,) de U, avec x, = x,
X, =, une suite B; (i=1,...,n—1) de boules fermées de centre x; complétement
intérieures a U, telles que, pour tout i, x; appartienne a l§i_ 1 (intérieur de B;_,).

Nous aurons également besoin des lemmes suivants.

LemMmE 1.1.6. — Soit B une boule de centre 0 et de rayon r dans un espace de Banach

complexe E. Soit f une application analytique bornée de B dans un espace de Banach F.
Alors, pour tout ne N, on a

”f(n)(o)” < n" ” J: ”B,

r
et par suite,

ool

rn

”iﬂWm
n!

[f™ désigne la dérivée n-iéme de f, ||f]||s = sup ||f(x) ||, et e est la base des logarithmes
xeB
népériens. |

Démonstration. — Soit
0= 3 B
le développement de f en série de polyndmes homogénes dans B (0, r). On a
P,(x) = (1/2m) f : f(xe®)e ™ do

et par suite,

o7l
Ie.jis 12
On sait d’aprés [16] (p. 8) que
1 n
\%ﬁmw)é%ﬂhﬂ
n! n!
On a donc
L n" | fls
— 0| — .
“n!f © “n! 7

En considérant le développement en série de ¢”, on trouve que #"/n ! < €", ce qui montre
finalement que

<o 1 1l
- n

r

HiﬂWQ
n!
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LemME 1.1.7. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E. Soit A
un sous-ensemble complétement intérieur a D, et soit r = d (A, I:E D). Soit f une application
analytique bornée de D dans un espace de Banach F. Alors, pour tout n € N, pour tout x € A,

Hf(")(x)” <n" ”{;”D

r

De plus, si A est convexe, pour tout neN, la dérivée n-itme f™ de f est
[m+D)"* V|| f|lo/r™* *1-lipschitzienne sur A.

Le lemme 1.1.7 est une conséquence du lemme 1.1.6, et du théoréme des accrois-
sements finis.

Si D est un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, nous considérerons
I’ensemble s (D, D) des applications holomorphes de D dans lui-méme, muni de la
topologie de la convergence uniforme locale, topologie qui est bien définie dans ce cas,
car D est borné. Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D, qui est un
sous-ensemble de # (D, D) sera muni de la topologie induite. (Remarquons que, si E
est de dimension finie, la topologie de la convergence uniforme locale est bien égale a la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.) Montrons la

PROPOSITION 1.1.8. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D, muni de la topologie de la convergence
uniforme locale, est un groupe topologique.

Démonstration. — (a) Il nous faut d’abord montrer que 1’application
G(D)xG(D) - G(D),
(& f)—gef

est continue. Soit F (resp. %) un filtre sur G (D) convergeant vers f, (resp. go,) pour
Ja topologie de la convergence uniforme locale. Il suffit de montrer que ¥ - & converge
vers go © fo-

Soit ae D. On peut trouver un nombre réel r > 0, et un élément F, e &, tels que,
pour tout f € F,, I'image par f de la boule B (4, r) de centre a et de rayon r soit contenue
dans une boule B; complétement intérieure & D. On a

”g°f_go°f0”3(a,r) = “g°f"go°fHB(a,r)+”go°f—go°foHB(a,r)-

Supposons que fe F,. On sait qu’il existe une constante K; telle que tout élément
he# (D, D) soit K,-lipschitzien sur B;. Par suite,

||g0°f—go°fo“13(a,r) <K, ”f— fO”B(a,r)'
D’autre part, comme f (B (a, r)) est contenu dans B, on a

|Ig°f_go°f||3(a,r) = |Ig_g0”}31~
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On trouve finalement

”gof_gOOfOHB(a,;') £k, “ f= fO”B(a,r)+”g_g0||Bl’

ce qui prouve que lim gof = g4 f,.
Fxg

(b) Il nous reste a montrer que I’application
G(D)-G(D),
feft

est continue. Ce sera une conséquence de la proposition 1.1.9 que nous allons main-
tenant démontrer. '

ProposiTioN 1.1.9. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E,
et soit & un filtre de Cauchy sur G (D) pour la structure uniforme de la convergence uniforme
locale. Supposons de plus qu’il existe un point a de D, tel que b = lim f (a) appartienne a D.

F
Alors, le filtre F converge vers un élément fy € G (D), et 4 = F ~! converge vers gy = fy '

(Pour tout Fe #, onnote F™! = {f ™| feF }. Alors, ¥ = & ' est le filtre engendré
par les F71)

Démonstration (comparer avec [1] et [8]). — Soit f, = lim &. Il nous faut montrer
que f, appartient a G (D).

Comme & converge vers f, au sens de la convergence uniforme locale, on peut trouver
une boule B de centre b, complétement intérieure & D, et un élément F, de &, tels que,
pour tout f € F,, f(a) appartienne a B. De la relation

U @) (x) =id,

et des majorations de Cauchy de (f~!) aux points y de B, on déduit I’existence
d’une constante m > 0, telle que, pour tout fe F,, on ait

17" @-ull 2 m.|fu]l-

Par passage a la limite, on déduit que f, (a) vérifie la méme inégalité. Montrons que cela
entraine que fj (a) €Isom (E). Pour cela, il suffit de vérifier que f; (@) (E) = E.
Soit donc y € E, montrons qu’il existe z, € E, tel que f; (a).zo = y.

Pour tout fe G (D), il existe un unique élément z,eE, tel que f'(a).z; = y.
Montrons que z, = lim z, existe et que f; (@).zo = y. Pour cela, il suffit de démontrer
z

que les ({ z; | f€ F })pes forment un filtre de Cauchy sur E. On a
lzp=2, || = [|(f" @) . y=@ @) .y || £ || (F (@)~ =& @)~ ||| v]]-
On sait (voir par exemple [13], p. 23) que

@) = @) < ]| @] W @-g @Il
[(f'(a g @) ={[(f (a Hl-—llf’(a)—g’(a)H
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D’aprés les calculs précédents, on a, pour tout fe F, :

@yt L.
m
Donc :

1 ”fl(a)_gl(a)” ” ”

”zf"ZgH = -

m 1~||f"(a)~¢ (@]

ce qui prouve, compte tenu des majorations de Cauchy, que les ({z; | f€F s
forment un filtre de Cauchy, et il est clair que, si on pose z, = limz;, on a
7

fola).zo=y.

Comme f; (@) € Isom (E), on peut appliquer le théoréme d’inversion locale : il existe
un inverse 4 de f,, défini sur un voisinage V de b. Montrons maintenant que ¥ = & !
converge vers A sur une boule B de centre b, et de rayon r,, complétement intérieure a V.
Nous savons déja que :

@ 1i;flf(a) =Jfo (@) = b;
(ii) li;n (7Y (f@) = ®);
(i) imf® (a) = £5" (a).
F

Le calcul de la dérivée n-ime (f ~1)™ de (f ~') au point f(a) ne fait intervenir que
des sommes de produits des £ (a) (p < n) et (f 1) (f(a)). Donc, pour tout neN,

ligl (fH®(S (@) = K (fo(a)).

En écrivant les développements en série de f ~! au point f (@) et de 4 au point b = f; (a),
et en majorant les restes des séries, on montre que ¥ converge vers 2 uniformément sur
une boule de centre b, et de rayon r suffisamment petit. Il en résulte que % est un filtre
de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale. Soit g, sa limite.

Montrons maintenant que les filtres 4 o & et & o 4 sont de Cauchy. Faisons la démons-
tration pour 4 o #. On peut trouver deux boules B (a, p) et B (b, r) complétement inté-
rieures & D, un élément F, € &, tels que

- f;)(B(as p)) < B(bs r),
— pour tout feFy, f(B(a, p)) = B, r).
Soient f; et f, appartenant & F,, g, et g, quelconques.
”g1 ofi—82°f2 ”B(a,p) =< ”81 ofi—81°f2 ||B(a,p)+“g1 of,—8 °f2”B(a,p)'

D’aprés le lemme 1.1.7, il existe une constante K telle que tout automorphisme 4 € G (D)
soit K-lipschitzien sur B (b, r). On a donc :

ng°f1“g1°f2”3(a,p) = K“fl_fZ”B(a,p)'
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Comme f, (B (a, p)) est contenu dans B (b, r), on a

”81 °fr—8°fs ||B(a,p) = ”g1—g2 ”B(b,r)-

On trouve finalement :
”31 ofi—82°f2 ”B(a,p) =K ||f1—f2 ”B(a,p)+”g1_g2 ”B(b,r)'

Compte tenu du fait que & et ¢ sont des filtres de Cauchy, on déduit de la formule
que nous venons de montrer que ¥ o & est un filtre de Cauchy. On montrerait de méme
que & o % est un filtre de Cauchy. Cela entraine que % o & et & o 4 convergent vers
la transformation identique.

Pour montrer que f, et g, appartiennent & G (D), et que g, = f; !, il suffit maintenant
de démontrer que f;, (D) et g, (D) sont contenus dans D. Faisons la démonstration pour f; :
Soit ce D. 1l existe Fe &, Ge ¥, tels que, pour tout fe F, pour tout ge G, g (f(c))
appartienne a B (¢, r ), ou B (¢, r) est une boule fermée de centre ¢ et de rayon r, complé-
tement intérieure & D. Choisissons g, € G. Montrons que g, (¥) est un filtre de Cauchy
sur G (D) : en effet, B (a, p), B(b, r) et F,e & étant choisis comme précédemment,
le fait que g, est K-lipschitzien sur B (b, r) entraine que g, (¥) est un filtre de Cauchy
sur G (D). Par suite, g, (¥ (¢)) est un filtre de Cauchy sur B (¢, r). Il converge donc vers
un point d qui appartient 3 D. On déduit alors de la continuité de g;' que
F (c) = g7 (g1 (¥ (¢))) converge vers g;'(d) qui appartient 3 D. La proposition
est démontrée.

Remarque. — En dimension finie, on sait pour des raisons de compacité que 1’image
par un automorphisme analytique d’un ensemble complétement intérieur & D est comple-
tement intérieur a D. Si I’on savait démontrer un résultat analogue en dimension infinie,
la fin de la démonstration de la proposition précédente pourrait &tre un peu simplifie.

On peut alors montrer le théoréme 1.1.10.

THEOREME 1.1.10. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Alors le groupe G (D), muni de sa structure uniforme gauche (resp. droite), est complet.

Démonstration. — Nous allons démontrer que tout filtre de Cauchy & pour la structure
uniforme gauche (resp. droite) est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
de la convergence uniforme locale et qu’il existe un point a de D, tel que b = lim & (a)
appartienne 4 D. Le théoréme sera alors une conséquence de la proposition 1.1.9.

Soit 4 = & ~!. D’aprés la définition de la structure uniforme gauche (resp. droite),
un filtre # sur G (D) est de Cauchy pour la structure uniforme gauche (resp. droite)
si et seulement si ¥ o F (resp. & o %) converge vers la transformation identique.

Faisons la démonstration pour la structure uniforme gauche (par exemple). Soit &
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme gauche. Montrons d’abord que & est
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale.

Soient B, et B, deux boules fermées concentriques de centre ¢ € D, de rayons respectifs r,
et r, (0 < ry < r,), complétement intérieures a D. Alors, puisque ¥ o # converge vers
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la transformation identique, il existe F e # et G € 9, tels que, pour tout € F, pour tout
g€ G, g f(By) soit contenu dans B,. On sait d’autre part qu’il existe une constante K
telle que tout élément 4 de s# (D, D) soit K-lipschitzien sur B,. On a donc :

VfeF, VgeG, ||lf—g 'l =llg7 ogof —87 |lo, < K[|gof —id]]s,-

On en déduit que pour tout € > 0, il existe Fe &, tel que, pour tout fe F, pour
tout heF, on ait

1 o, SK][H e 7 —id [, <.

Nous avons donc montré que & est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme
de la convergence uniforme locale.

Montrons maintenant qu’il existe un point a de D tel que b = lim /(@) appartienne
F

a D. Soit @ un point de D, et soit B (a, ) une boule fermée de centre a et de rayon r,
complétement intérieure a D. Il existe alors F e &, et G e ¥, tels que, pour tout fe F,
pour tout g€ G, g (f(a)) appartienne a B (a, r).

Choisissons g, € G. Par définition de la structure uniforme gauche, g, (%) est un filtre
de Cauchy pour la structure uniforme gauche. En effet, la structure uniforme gauche
est définie par un systéme fondamental d’entourages stables par translation a gauche.
D’apreés ce que nous venons de voir, g; (%) est aussi un filtre de Cauchy pour la structure
uniforme de la convergence uniforme locale. On en déduit que g; (¥ (a)) est un filtre
de Cauchy sur B(a, r). Il converge donc vers un point ¢ qui appartient a B (a, r),
et par suite & D. On en déduit que & (a) converge vers b = g; ! (¢), qui appartient & D,
et ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 1.1.11. — Le groupe G (D) peut &tre muni de trois structures uniformes :
la structure uniforme de la convergence uniforme locale, la structure uniforme gauche
et la structure uniforme droite. Ces trois structures uniformes sont distinctes deux a deux

en général, comme le montre I’exemple du disque-unité ouvert D = {ze C \ |z| <1}

On sait que les automorphismes analytiques du disque-unité D sont de la forme

zHeieﬁg—, 0eR, |a|<1.
1+az

Il apparait tout de suite que G (D) n’est pas complet pour la structure uniforme de
la convergence uniforme locale, ce qui prouve déja que la structure uniforme de la conver-
gence uniforme locale est distincte des deux autres. Montrons que les structures uniformes
gauche et droite ne coincident pas. D’aprés Bourbaki [3] (chap. 3, groupes topologiques,
exercice 2 du paragraphe 3, p. 72), pour que les structures uniformes gauche et droite
soient égales, il faut et il suffit que, pour tout voisinage V de I’identité dans G (D), il existe
un voisinage W de I’identité, tel que, pour tout fe G (D), on ait /. W.f ™! < V.

Pour montrer que les structures uniformes gauche et droite sont distinctes, il nous faut
démontrer :

IVer (id), YWev (id), JgeW, 3 feG(D), fogof 1¢V.
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Soit V = {fe G (D) ‘ |/—id ||so, 12y < 1/2}. Soit W un voisinage de l’identité
dans G (D). Choisissons un élément 6 € R, 6 # 0 (2 ), tel que
zg(z) =e€®.z
appartienne a W. Soit

z+a

f(2)= , |a| <1, aeR.
14+az
Alors,
R C iy
1—az
On a
FeUT O =a =S
1_a2ei0'

Quand a tend vers +1, f(g(f ! (0))) tend vers +1. On peut donc trouver a € R,
|a| < 1, tel que |f(g (S~ (0)|> 1/2. Alors fogof " n’appartient pas & V, et ceci
démontre la propriété.

Remarque 1.1.12. — Si f: D— D’ est un isomorphisme analytique entre deux domaines
bornés, on en déduit un isomorphisme ¢ du groupe G (D) sur le groupe G (D’). Les majo-
rations de Cauchy pour les dérivées de fet de f ~! montrent que ¢ est un homéomorphisme
de G (D) sur G (D), lorsque G (D) et G (D’) sont tous deux munis de la topologie
de la convergence uniforme locale. On en déduit que ¢ induit un isomorphisme d’espaces
uniformes de G (D) muni de la structure uniforme gauche (resp. droite) sur G (D) muni
de la structure uniforme gauche (resp. droite).

Cependant, ¢ n’induit pas en général un isomorphisme d’espaces uniformes de G (D)
muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale sur G (D’) muni de
la structure uniforme de la convergence uniforme locale. [On peut construire D’ = C
isomorphe au disque-unité ouvert D, tel que ¢ n’induise pas un isomorphisme de structures
uniformes de G (D) muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale
sur G (D) muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale. ]

1.2. ETUDE DE L’APPLICATION DE G (D) DANs D X GL (E) DEFINIE PAR f— (f (a), f” (@)). —
Dans tout ce paragraphe, D désigne un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.

PROPOSITION 1.2.1. — Soit a un point de D. Soit f une application holomorphe de D
dans D, telle que f(a) = a, f' (@) = id. Alors f = id.

Démonstration (d’aprés [7], p. 30). — Nous allons faire la démonstration par I’absurde.
Supposons que f ne soit pas égale a 1’identité. Alors soit

fx)=a+(x—a)+ ) P,(x—a)

nz2
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le développement de fen série de polyn6mes homogénes au voisinage de a, et soit & le plus
petit entier supérieur ou égal a 2, tel que P, # 0.

Calculons le développement de f" = fo ... of en séric de polyndmes homogénes
au voisinage de a. On montre facilement par récurrence sur n que

f'x)=a+(x—a)+nP (x—a)+....

Soit B une boule de centre a et de rayon r contenue dans D. D’aprés le lemme 1.1.6,
on a

ol <l
Ine) s 1

et comme f” (D) est contenu dans D, il existe une constante M telle que || /" ||z < M.
Par suite,

M
n||Pf| £ =
r
En faisant tendre n vers I’infini, on trouve que || P, || = 0, ce qui est en contradiction
k

avec ’hypothése. La proposition est démontrée.

PROPOSITION 1.2.2. — Soit a un point de D. Soit F un filtre formé d’applications ana-
Ivtiques de D dans D, tel que

lim f (@) =a,

F

lim f'(a) = id.

F
Alors & converge vers la transformation identique pour la topologie de la convergence
uniforme locale.

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour tout entier ¢ = 1, on a

lim f4(a) = im(f. . .of (a)) = a.
F F

Ceci se démontre par récurrence sur ¢ = 1, en utilisant le fait qu’il existe une constante K
telle que toute application & € # (D, D) soit K-lipschitzienne sur une boule B de centre a
et de rayon r complétement intérieure & D.

Pour démontrer la proposition, compte tenu des majorations de Cauchy des dérivées
successives d’une fonction bornée et des majorations des restes des développements en séries
de polynémes homogeénes, il suffit de démontrer que, pour tout p = 2,

lim f® (a) = 0.
F

Faisons la démonstration par récurrence sur p = 2. Supposons le résultat démontré
a P’ordre (p—1), montrons-le a ’ordre p.
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Montrons alors par récurrence sur ¢ = 1 que, pour tout ¢ = 1, pour tout & > 0,
il existe F e &, tel que, pour tout fe F, on ait

|(fH?(@)—qfP(a)]| <e.

C’est vrai pour ¢ = 1, car (f)® (a@)—1.f® (a) = 0. Supposons le résultat démontré
a ’ordre (¢—1), montrons-le a ’ordre ¢g. On a

fi=fofi.

Soit b = f171 (a), et soit
ST = bt Y (Y@ )
n=1 RN!

le développement de f?°! en série de polyndmes homogénes au voisinage de a.
Nous adopterons les notations de [13] (p. 93 et 94) et nous noterons

~ | BTN
9= (/Y (@)
n!
et ¢, le polynéme homogéne associé. De méme,
o0 1 -
f+y)=f(b)+ Zl n—'f( (). - -5 ).
Nous noterons
Y_ 1w
Y, =— f"(b)
n!

et , le polynébme homogéne associé.

En composant les deux développements en série, on trouve :

fratn =@k 3 5 0,0 L o)
Si on écrit

f*(a+x) =@+ 3 i)

on a
14 ~
P,(x)= ) Y U@y (), -y 9, (X))
n=1 pit..tpn=p
On sait d’aprés ’hypothése de récurrence que lim £ (@) = 0 pour touti,2 <i < p—1.
F

On a déja remarqué que, pour tout g€ N, lim f? (@) = a. Compte tenu du fait que,
F
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pour tout i, il existe une constante K; telle que, pour toute application holomorphe # de D
dans D, A? soit K;-lipschitzien sur une boule B de centre a et de rayon r complétement
intérieure & D, on montre que, pour tout i, 2 <i =< p-—1, pour tout geN,
lim £ (£ (a)) = 0. Un nombre réel ¢ > 0 étant donné, on peut donc trouver F, € &
F

tel que, pour tout fe F,, on ait

p—1
~ €
sup || 3. Y (0, (%) - 0, ()] <<
[lx[| S1|ln=2 pi+..+pp=p 4

Dans P, (x), il nous reste deux termes a étudier :

- \llp ((pl (X)),
= Yy (9, (X))

Etudions d’abord V, (9, (x)). On sait que
01 =(fTY (@ =1 (f*T2@) S (f* 3 (@) . .of ().
On montre facilement que, pour tout i, lim £ (f* (a)) = id. On en déduit que lim ¢, = id.
D’autre part, 7 g

By= = fP( @).
p!

Du fait que £ est K, -lipschitzien sur B (a, r ), on déduit finalement qu’il existe F, € #
tel que, pour tout feF, :

sup

<8
EIES 4

Uy (01 () - I%f"”(a).(x, )

Etudions maintenant {; (¢, (x)). On a déja vu que lim {; = lim f” ( f17 1 (@) = id.
F F
On peut donc trouver F; € & tel que, pour tout fe F;,
€
sup ||y (0,(x) =9, (|| <.
[Ix1] =1 4

D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe F, € # tel que, pour tout fe F,, on ait

€
<-.
4

(Y@~~~ S @
p: p:

En regroupant ces deux résultats, on trouve que, pour tout fe F;n F,, on a

1 €
sup (Pl(“’p(x))—'(q_l)_f(p)(a)'(x’ ...,X) <-.
lx1lst p! 2
Soit F = F; n F, n F3n F,. Pour tout feF, on a
L ow P )
sup |—(D(a@).(x, ..., x)—q— fP(a).(x, ..., x)|| <=
lI=1l'st| p! p!
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Nous avons donc démontré finalement que, pour tout € > 0, pour tout g = 1, il existe
Fe & tel que, pour tout feF, on ait

P (@—afP @] <e.

Nous pouvons maintenant terminer la récurrence sur p. D’aprés les majorations
de Cauchy (lemme 1.1.6), il existe une constante M, telle que, pour toute application
holomorphe 4 de D dans D, || h® (a) || £ M,. On a donc

(P @] £ M,

On sait d’aprés le résultat précédent appliqué a & avec € = 1 (par exemple) qu’il existe
F e #, tel que, pour tout fe F, on ait

(D (@)—qf P (@)]| = 1.
On en déduit que, pour tout feF,
laf® @] £ M, +1,
et par suite,
172 @l =
q
Ceci montre que li;n P (a) = 0, et ceci achéve la démonstration de la proposition.

On déduit des propositions 1.2.1 et 1.2.2 le

THEOREME 1.2.3. — Soit a un point de D. L’application ¢, : G (D)+— D x GL (E)
qui a f associe (f (a), f' (a)) est injective et induit un homéomorphisme de G (D) sur I’image
de G (D) par o,.

1.3. QUELQUES INEGALITES. COMPARAISON DES DIFFERENTES STRUCTURES UNIFORMES. —
Le résultat de la proposition 1.2.2 peut s’énoncer de la fagon suivante :

Soit D un domaine borné. Soit @ un point de D et soit B une boule complétement inté-
rieure & D. Alors, pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que, pour tout fe# (D, D),

sup(|| f(@)—al|, || f'(@—id|)<n = ||f—-d]|sz<e.

Nous aurons besoin dans la suite de formes plus fortes de ce résultat, nous disant
en particulier qu’il existe une constante K telle que, pour tout fe# (D, D), on ait

1/ ~idis < K sup (]| £ @~a]l. |/ @i

Les énoncés précis seront donnés dans les propositions qui vont suivre. Pour commencer,
nous avons besoin d’un certain nombre de lemmes.
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Lemme 1.3.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, et soient B,
et B, deux boules concentriques complétement intérieures & D de rayons respectifs ry et r,,
avec 0 < ry < ry. Alors, il existe une constante K telle que, pour tout fe# (D, D),
pour tout g € N*, pour tout x € B,, on ait

(1) =) —q(f )-0) ] = K-‘I(_=ISUP . |1 =id|[s)|] f ()= x]}.

Démonstration. — Choisissons une autre boule B’ concentrique a B, et B,, de rayon r’,
avec 0 < r; < r’ < r, Soit & une fonction holomorphe sur B,. On sait d’aprés
le lemme 1.1.7 que (k—id) est || A—id ||g,/r, —r "-lipschitzien sur B'.

Soit maintenant fe s (D, D), et soit

h =1(id+f+f2+...+f“‘1).
q

On a alors

3 seny

. 192 . P
lh=idlls.s X lf'=idlls = sup  f1f"=id]ln.

Soit x € B;. II nous faut distinguer deux cas :
(a) f(x) eB".

En appliquant le théoréme des accroissements finis a (4—id) pour les points x et y = f(x),
on trouve

||(h(f(x))—f(x))—(h(x)—x)||ér—i7(. Sup 1IIfi—idllaz)llf(X)—xII-
2 1=1,.,4—
Or, on a

h(f () —h(x) = ; (f*(x)—x).

On trouve finalement

(T @-0—a(f @=L sup ||f'~id|ls)]| f ) —x]|.
r,—r i=1 -1

s eees g

®) f(x)¢B".

Alors ||f(x)—x|| = r'—ry, et par suite

q( ue | Fi=id |l || f () =x]| = g (' =71

Comme D est borné, il existe une constante M telle que, pour tout ges# (D, D),
||g—id |[s, £ M. Par suite,

|(f1x0) =) —a(f ) =-0)|| £ (g +DHM.
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Il nous faut trouver une constante K, telle que, pour tout entier ¢ = 1, on ait
(@+ DM =K, q(' —r)*

Il suffit pour cela de prendre K; = 2 M/(r'—r,)%

Soit
K =sup 1 X .2—M2 .
r,—r (r'—ry)

On a alors, pour tout fe# (D, D), pour tout g € N*, pour tout xe B, :

.....

et le lemme est démontré.

La proposition 1.3.2 que nous allons démontrer maintenant est un corollaire
du lemme 1.3.1.

PROPOSITION 1.3.2 (comparer avec [9], p. 43). — Soit D un domaine borné, et soient B,
et B, deux boules concentrigues complétement intérieures a D, de rayons respectifs ry et r,,
avec 0 < ry < r,. Soient deux nombres réels u et v tels que 0 < u < 1 < v. Alors il existe
un nombre réel o > 0 qui jouit de la propriété suivante : si une application holomorphe
fes# (D, D) est telle que

| f —id|ls, <,
|| f2—idj[s, < o,
|| f2t—id||s, < o,
alors, pour tout x€ By, on a
ul| F1=x|| 2 ql| f ) =x]| S v]| 11 =x].

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, il existe une constante K telle que,
pour tout fes# (D, D), pour tout g € N* pour tout x € B,, on ait

U @-9-a¢ @-Dl|sK.a(_sup ||7=id]ls)]l £ =]

s eeesdq

u et v étant choisis, soit o tel que

Ka<inf(1—1, 1—1).
v ou

Soit fe# (D, D) vérifiant les hypothéses de la proposition. On a

1710 —x|| £ g +Ka)|| f ) —x|| = q%llf(x)—xll-
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De méme,
174 ==l 240 -Ko)|| £ e=x]| 2 || 5]}

Q. E. D.

PROPOSITION 1.3.3 (comparer avec [9], p. 44). — Soit D un domaine borné, et soit B
une boule complétement intérieure @ D. Alors il existe un nombre réel p > 0 qui jouit
de la propriété suivante : si une application fe# (D, D) est telle que, pour tout q € N*,

[l f*—id|ls <8,
alors f = id.

De fagon précise, si on choisit une boule B, concentrique @ B, de rayon r, strictement
inférieur au rayon r de B, et deux nombres réels u et v, tels que 0 < u < 1 < v, on peut
prendre B = a, ot o est le nombre réel strictement positif dont I’existence est assurée par
la proposition 1.3.2.

On en déduit que G (D) ne contient pas de sous-groupes arbitrairement petits.

Démonstration. — Soient B;, u et v comme dans 1’énoncé de la proposition.
Soit o le nombre réel strictement positif dont I’existence est assurée par la proposition 1.3.2,
et soit fes# (D, D) tel que, pour tout g € N*,

|| f4—id||s <o
Alors, d’aprés la proposition 1.3.2, on a, pour tout g € N* :
q|| f—id||s, S v|| f4—id||s, S v
Donc, pour tout g,

17 -iall, 2%,
q

ce qui entraine que ||f—id|[s, = 0, et f = id.

Q. E. D.

PROPOSITION 1.3.4. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit B une boule de centre a complétement intérieure a D.
Alors il existe une constante K, telle que pour toute application fe # (D, D), on ait

il —id|}s = Ksup(|| f (@—al], || /" (@—id]]).

Démonstration. — On peut supposer que a est ’origine 0 de E. Nous allons faire
la démonstration par I’absurde. Pour chaque entier n > 0, on choisit f, € # (D, D) telle que

|| fn=id]ls > nsup (|| L@, || /5 @—id]]).
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Soit M = sup |[|x—y||- On a donc
xeD,yeD
sup (]| 7@ . 15 @ —ia ]y s [ =i¢lle <M,
ce qui prouve que

sup(|| £, (O], || £ (0)—id|[)>0  quand n - +oo,
et d’aprés la proposition 1.2.2, ceci entraine que
f,—id quand n—+ 0.

Choisissons maintenant une boule B, complétement intérieure & D, concentrique 4 B,
de rayon r, strictement supérieur au rayon » de B. Choisissons de plus deux nombres
réels u et v tels que 0 < u < 1 < v, comme dans la proposition 1.3.2. Soit o le nombre
réel strictement positif dont 1’existence est assurée par la proposition 1.3.2. Comme pour
tout entier n > 0, f;, est différent de la transformation identique, il existe d’aprés la propo-
sition 1.3.3, un plus petit entier g, > 0, tel que

|| fig»—id|[s, > o

Soit g, = f;#. Du fait que || g,—id ||s, > @, on déduit que la suite g, ne converge pas
vers la transformation identique.

Montrons maintenant que g, (0) = £ (0) tend vers zéro quand n tend vers + oo.
D’aprés la proposition 1.3.2, nous avons

u”fnq"—id”Béqn”fn-'id”Bév”f""_id“B'
On en tire :

Hf,,"—idHB oM
1 né é N .
@ D21 S - Tidls

En appliquant une deuxiéme fois la proposition 1.3.2, on trouve

ull O] £ 4. ]| £O]| = 0| O],

donc

| £ || = 22| £, ||
u

En reportant dans cette inégalité la majoration de g, donnée par (1), on trouve

M 4Ol
nn 0) év_—
IOl =— il

Or, || ©) || = /m) || fi—id ||s.
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On trouve donc finalement

() le. @] =

b4

vM
u

S| =

ce qui prouve que g, (0) tend vers zéro quand » tend vers + co.
Montrons maintenant que || g, (0)—id || tend vers zéro quand » tend vers +oco. On a

8.(0) = (") (O = £y (71O o fu (f72(O))e. . .o £7(0).

Soit B’ une boule de centre 0, de rayon r' < r. On sait d’aprés le lemme 1.1.7
qu’il existe une constante H telle que, pour tout x € B’, on ait

1 fr )= £ @] = || (f—id) )= (f,~id) O || £ H|| f,—id ||s]] x|’

D’aprés ce que nous avons déja démontré, on sait que, pour tout n assez grand,

£ ©), £2(0), ...,f="1(0) appartiennent & B’. On a donc, pour tout n assez grand,
pour tout entier r, 0 < r < ¢g,—1,

2 Frop—id|| < || £ (7 O) — £, O || +] £ @ —id || l|fn—id||B<H-”M L 1),

u n n

(car on sait que, pour tout r, 0 <r=gq,—1, /5 ©) || £ (@ M/u) (1/n), et que
If; ©@—id || = A/n) || fo—id |[a)-

Donc, pour tout r, 0 = r < ¢q,—1,

|| £2 (f Op—id]| < Hf,.-id||B(HvM +1).1.

u n

Pour achever la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant :

LemME 1.3.5. — Soit E un espace de Banach, soit & (E, E) I’espace vectoriel des endo-
morphismes linéaires continues de E muni de sa norme habituelle. Soient n éléments f1, . . ., f,
de &% (E, E). Alors on a

[ fie. . ofo=id]| S [H(l+|lf,-—id||)] _1.
Ce lemme se démontre facilement en écrivant, pour chaque indice i,
fi=1d+(f;—id),

en développant le produit f; o. ..o f,, et en majorant chacun des termes du développement
ainsi obtenu.

Fin de la démonstration de la proposition 1.3.4. — On déduit du lemme 1.3.5 que
len@—id|| <1+ sup 1Ilfn'(f.f(o))—idII)""—I
r=0,.,,qn—

qn
§<1+||f,,——id||B<HvM +1)l) —1.
u n
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Montrons que

qn
fim (1+||f,,—id||,,<H"M +1>i> ~1.
u n

n-+ o

Prenons le logarithme

J = Log[(1+ I fuid ||,,(H';M +1>;11_)]

. HvM 1
yn~qn”fn_ld”3( :: +1)—

n

On sait que

4, < oM
" =il

par suite, y,— 0, ce qui prouve que

qn
(1+||f,,—id||B(HvM +1)l) -1,
u n

et on en déduit que || g, (0)—id ||— 0, quand n— +o0. On a déja vu que g, (0) tend
vers zéro, quand n— + oo. D’aprés la proposition 1.2.2, cela entraine que g, converge
vers I'identité quand n— + 0. Nous avons trouvé une contradiction, la proposition
est démontrée.

THEOREME 1.3.6. — Doit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit B une boule complétement intérieure a D. Alors il existe un voisi-
nage ouvert U du point a dans D et une constante K > 0 tels que, pour tout point b de U,
pour tout fe# (D, D), on ait

|/ —id|ls = Ksup(|| £ ®)=b]}, || /* (B)—id]).

Démonstration. — Nous allons commencer par démontrer le théoréme dans le cas ou B
est une boule de centre a. Soit donc B une boule de centre a et de rayon r, complétement
intérieure a D. On sait d’aprés la proposition 1.3.4 qu’il existe une constante K, telle que,
pour tout fes# (D, D), on ait

|| £ —id]|s < Kosup(|| f (@—al]], || f' (@) —id ).

11 suffit donc de démontrer qu’il existe une constante k > 0 et un voisinage ouvert U
de a tels que, pour tout b € U, pour tout fes# (D, D), on ait

sup(|[ £ ®)=b|, [| f'(®)=id|]) 2 ksup(|| f (@ —al], | f' (a)—id]]).
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Soit B, une boule de centre a et de rayon r; < r. D’aprés le lemme 1.1.7, (f—id) est
[||f—id ||g/r—r,]-lipschitzien sur B,. On déduit de la proposition 1.3.4 que (f—id) est

[ Ko sup(|| f(@)—a]|, || f’ (a)—id||)]-lipschitzien sur B,.

r—ry

Par suite, on a, pour tout b € B,, pour tout fes# (D, D) :

r—

K y , .
@ lr@-bliz]lf@=-al- —-su(||f@=al} [| /" @-id[)]|b-a]|
1
A l’aide du lemme 1.1.7 et de la proposition 1.3.4, on montre de méme que (f—id)’ est

[(r4 Iio)2 sup(|| f (a)—a ”, || f'(a)_id”)]-lipschitzien sur B,.
-

On en déduit que, pour tout b € B,, pour tout fes# (D, D), on a

@ |17 &)= 2|7 @i~ = sl s @l |7 @-id]])][b-all

ry

(r
En regroupant (3) et (4), on trouve que, pour tout b € B, pour tout fe# (D, D),on a
sup(|| f (B)—b]|, ||/ (B)—id||)
] , . K 4K
> sup(|| f @—all, | (a)—1d||)(1—(r L )”b—a”).

-ry (r— 7'1)2

Soit p un nombre réel strictement positif, inférieur a r,, et tel que

K, 4K, 1
+ )P <:.
r—ry (r—ry 2

Soit U la boule de centre a et de rayon p. On a, pour tout b € U, pour tout fe # (D, D) :

sup(|| £ &)=l 17" ®)=id|)) 2 _sup(|| £ @=all. |/ @~id])).
On en déduit que, pour tout b e U, pour tout fes# (D, D), on a
|| f—id ||z £ 2Kgsup(]| f(B)—b]|, || " (B)—id|)),

ce qui démontre le théoréme dans le cas particulier ol B est une boule de centre a complé-
tement intérieure a D.

Soit maintenant B une boule complétement intérieure a D, de centre ¢. D’aprés
le lemme 1.1.5, on peut trouver une suite finie B, ..., B, de boules complétement
intérieures 4 D, de centres ay, ..., a,, telles que a; = a, a, = ¢, B, = B, et que, pour
tout i, 2 £ i < n, a; appartienne a ]°3i_1.
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D’aprés le résultat que nous venons de démontrer, il existe un voisinage U de a dans D
et une constante K; > 0 tels que, pour tout b € U, pour tout fe# (D, D), on ait

|| £ —id||s, = Kysup (|| f (B)=b]|, || f' (B)—id |]).

Comme a, appartient & B, d’aprés le lemme 1.1.6, il existe une constante k, telle que,
pour tout fes# (D, D), on ait

sup([| f (a)—a, ||, || /' (ax)—id||) S ky || £ —id ||,-

D’aprés la proposition 1.3.4, il existe une constante K, telle que, pour tout f e # (D, D),
on ait

“f_id”lh = KzsuP(”f(az)—az”a “f'(az)—id”)-

.........................................................................

On trouve finalement que, pour tout b € U, pour tout fe# (D, D), on a

|/ —id|ls S K Ky ... K,ky ... kysup(|| £ (B)=b|, || £ (B)—id]])s

et le théoréme est démontré.

On déduit du théoréme 1.3.6 les corollaires suivants.

CoOROLLAIRE 1.3.7. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soient B, et B, deux boules complétement intérieures @ D. Alors il existe une constante K
telle que, pour tout fes# (D, D), on ait

||/ —id{}s, = K|| f ~id]]s,.

COROLLAIRE 1.3.8. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Pour tout élément (a, b) du produit D xD, il existe une constante K (a, b) telle que,
pour tout fe# (D, D), on ait

sup(|| f(B)=b]|, || f'(B)~id|]) £ K(a, B)sup(]| f (@) —al|, || /' (@)—id|]).

De plus, K (a, b) est localement borné sur D x D.

Nous aurons également besoin d’un théoréme qui nous permette de comparer, pour
deux automorphismes fet g de D, ||f—g||s et sup (||f(@—g @ |, ||/’ @~g @ |).
Pour cela, il nous faudra supposer que f(a) et g (a) ne se rapprochent pas trop du bord
de D. Donnons d’abord une définition.

DErFINITION. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble de D. On définit

G, a(D)={feG(D) | f (a)eA}.
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PROPOSITION 1.3.9. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble convexe complétement intérieur a D.
Enfin, soit B une boule complétement intérieure @ D. Alors il existe un voisinage U de a
dans D et une constante K tels que, pour tout be U, pour tout fe G, 5 (D), pour tout
g€ G, 4 (D), on ait

llg™"of —id|ls < Ksup(|| f (B)—g®) |, || f' (B)~g B |])-

Démonstration. — Compte tenu du théoréme 1.3.6, il suffit de démontrer qu’il existe
un voisinage U; de a dans D et une constante K, tels que, pour tout b € U,, pour tout
feG,, A (D), pour tout ge G, 4 (D), on ait

sup(||g™" of (B)=b]|, |7 of) (B)—id||) < Kysup(|| f B)—g B}, || /' (B)—g' (B |]).

On sait que tout automorphisme %€ G (D) est k-lipschitzien sur un voisinage V
du point a; on peut donc choisir un voisinage U; de a et un sous-ensemble convexe A’,
complétement intérieur & D et contenant A, tels que, pour tout beU,;, pour tout
fe€G,, 4 (D), f(b) appartienne a A’.

Soit b € U, et soient f et g deux éléments de G,, , (D). Etudions d’abord
g~ (f®)—b|| = || (f B)—g )]

f(b) et g (b) appartiennent & A’. D’autre part, d’aprés le lemme 1.1.7, tout automor-
- phisme % € G (D) est k;-lipschitzien sur A’. On a donc

le™* (f o) =b|| S ki [ £ (B)—2 D).
Etudions maintenant || (g™ o f)’ (b)—id ||.

@ 1ef) () =@ (F () of (b),
|(g™" ofY () —id || = ||(g™") (f (b)) oS (B)—id ||
S| F@)ef D)= ®d)f Bl
+]|e™Y (g (B of" (B)—id||
<Y G- O i £ G|
+| g™ (@) of (B)— (™'Y e(®B) g’ B,

car on sait que
@Y E®) =[gE ey =[g®»]™"
Donc,

™ ) B —id|| £ [[™) (S ®ON~E™ OG- f®]|
+[ ™ @@ f'(B)~g B |-
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D’aprés le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que, pour tout 4 e G (D),
pour tout x € A’, || A’ (x) || £ M. D’autre part, d’aprés le lemme 1.1.7, il existe une cons-
tante k, telle que, pour tout 2 € G (D), A’ soit k,-lipschitzien sur A’. On trouve finalement :

l(g™ of) (B)—id|| S Mk, || f (B)—g(B) ||+ M]| ' ()&’ (B) ]|
S Mk +Dsup(|| f B =g B, || £ B) =2 B)]])-

Soit K, = sup (k;, M (k,+1)). Ona: Vbe Uy, VfeG, 5 (D), VgeG, , (D),
sup(||(g™" =) (®)=b||, || (g7 =f) (B)—id]||) £ Kysup(|| f(B)—e B ]|, || f' (B)—2' (B)|]),
et ceci démontre la proposition.

PROPOSITION 1.3.10. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.

Soit B une boule complétement intérieure @ D. Alors il existe une constante K telle que,
pour tout f€ G (D), pour tout g e G (D), on ait

17 -glls < K|[g™" of —id]s-

Démonstration. — Soit r le rayon de B. Soit B, une boule complétement intérieure a D,
concentrique a B, de rayon r; > r. Il nous faut distinguer deux cas :

(a) Pour tout x € B, (g o f) (x) € B,. D’aprés le lemme 1.1.7, il existe une constante k,
telle que tout élément 4 € # (D, D) soit k,-lipschitzien sur B,. On en déduit :

lle=flls=|lg—g°@  eN|s S ki|lg” " of —id|[s.

(b) 1l existe x € B, tel que (g7 o f) (x) ¢ B,. Il suffit de choisir une constante k, assez
grande pour que

sup [|y—x|| S ka(ry—7).

xeD,yeD
Soit K = sup (k;, k,). On a, pour tout fe G (D), pour tout ge G (D) :
| f—glls < Kilg™"of —id]]s.
On déduit des propositions 1.3.9 et 1.3.10 le théoréme suivant.
TuEOREME 1.3.11. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E

Soit a un point de D, et soit A un sous-ensemble convexe de D complétement intérieur a D.
Enfin, soit B une boule complétement intérieure a D. Alors il existe un voisinage ouvert U
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de a dans D et une constante K tels que, pour tout b € U, pour tout fe G, 4 (D), pour tout
g€ G, o (D), on ait :

I/ —¢lls < Ksup(|| f (D)~ D) ||, [| f' B®)~g B |)-

CoROLLAIRE 1.3.12. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe.
Soit a un point de D, et soit A un sous-ensemble convexe complétement intérieur a D.
Alors les trois structures uniformes suivantes coincident sur G, , (D) :

— la structure uniforme de la convergence uniforme locale,
— la structure uniforme définie par la distance

d.(f, &) =sup(|| f@—g @], || /' (@—g' @D,

— la structure uniforme gauche.

Démonstration. — Le fait que la structure uniforme gauche est plus fine que la structure
uniforme de la convergence uniforme locale découle de la proposition 1.3.10, le fait
que la structure uniforme de la convergence uniforme locale est plus fine que la structure
uniforme définie par d, résulte des majorations de Cauchy. Enfin, la proposition 1.3.9
montre que, sur G,, , (D), la structure uniforme définie par d, est plus fine que la structure
uniforme gauche. Le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 1.3.13. — Soit a un point de D. L’image de G (D) par ¢, :
G (D) -» D x GL(E),
f=(f(a), f'(a)
est un fermé de D x ¥ (E, E).

Démonstration. — Si f,(a@)— beD, f (a)— ge ¥ (E, E), on en déduit que f, est
une suite de Cauchy pour d,, et comme il existe un sous-ensemble convexe A complétement
intérieur & D, tel que les f,, pour n assez grand, appartiennent & G, , (D), on déduit
du corollaire 1.3.12 et de la proposition 1.1.9 qu’il existe fe G (D) tel que limf, = f.
Le corollaire est démontré.

La comparaison de la structure uniforme de la convergence uniforme locale et
de la structure uniforme droite est plus délicate. Nous n’aurons pas besoin dans la suite
d’un tel théoréme de comparaison. Signalons toutefois la

PROPOSITION 1.3.14. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit A la réunion d’un nombre fini de boules complétement inté-
rieures @ D. Alors, la structure uniforme droite et la structure uniforme de la convergence
uniforme locale coincident sur

{feGD) | f(a)eA, f~'(a)eA}.
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CHAPITRE II
L’algébre de Lie des transformations infinitésimales d’un domaine borné D

Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E. A tout groupe i un para-
métre réel d’automorphismes analytiques de D, est associé un champ holomorphe
de vecteurs tangents a D, et on dit que \ est la transformation infinitésimale associée
au groupe a un paramétre considéré. Soit g (D) I’ensemble de ces transformations
infinitésimales. Nous montrerons que g (D) est muni d’une fagon naturelle d’une structure
d’algébre de Lie normable réelle.

Dans la deuxiéme partie, nous montrerons que toute transformation infinitésimale
Y e g (D) est caractérisée par sa valeur en un point @ de D, et sa dérivée en ce point.
Enfin, nous donnerons une condition (nécessaire et) suffisante pour que, étant donnés
un point ae D, beE, et g e £ (E, E), il existe une transformation infinitésimale ¥ € g (D)
telle que ¥ (@) = b, V' (a) = g.

Dans la troisiéme partie, nous considérerons le groupuscule de Lie G associé a g (D).
Nous montrerons que G est le plus grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G (D)
des automorphismes analytiques de D, et que 1’application

GxD-D,
(8 x)—g.x

est analytique par rapport a ’ensemble des variables.

Enfin, dans la quatriéme partie, nous étudierons des exemples. Ces exemples montreront
en particulier que, si D est un domaine borné d’un espace de Banach complexe,
G (D) n’est pas en général un groupe de Lie; le théoréme démontré par H. Cartan
([9], p. 50, th. 13) en dimension finie ne se généralise pas en dimension infinie.

2.1. CONSTRUCTION DE L’ALGEBRE DE LIE DES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES
DE D. — Commengons par montrer le

LemME 2.1.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit 1 un ensemble d’indices, muni d’un filtre . Soient (f});c, des éléments de G (D),
tels que lim f; = id.

F

Soient (k;);c.; des nombres réels, et soit
V; = k;(f;—id).

Supposons qu’il existe une boule B, complétement intérieure a D, et une fonction holo-
morphe s sur By, telles que \r; converge vers s selon & uniformément sur B,. Alors il existe

une fonction holomorphe \~11 sur D, prolongeant \, telle que, pour toute boule B complétément

intérieure a D, \; converge vers  selon & uniformément sur B.
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Démonstration. — Soit B une boule complétement intérieure & D. Par un raisonnement
de connexité, on peut construire une suite finie B; (j=1,...,n) de boules ouvertes
n
complétement intérieures a D, telles que U = () B; soit connexe, contienne B,, et que
j=1
B soit complétement intérieure & U. Quitte & rapetisser By, on peut toujours supposer

que || ¥|[s, <+ 0. On en déduit I’existence d’une constante M < + oo, et d’un élément F
de & tels que, pour tout ie F, on ait

|| k:(fi=id) ||p, = M.

Pour chacune des boules B, il existe d’aprés le corollaire 1.3.7 une constante K,
telle que, pour tout iel,

| fi—id|[s, < K, || fi—id ||,

et par suite, pour tout i€ F,

1 ][5, = K| Wi ||so < K; M.

La famille des fonctions [V; = k;(f;—id)];cr est uniformément bornée sur U.
D’aprés la proposition 1.1.3, le fait que les ({;);.; forment un filtre de Cauchy pour
la structure uniforme de la convergence uniforme sur B, entraine que les (V,);.; forment
un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence uniforme sur toute boule B
complétement intérieure 4 U, et le lemme s’en déduit facilement.

DEFINITION 2.1.2. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
On dit qu’un homomorphisme ¢ du groupe additif R dans le groupe G (D) est un groupe
4 un paramétre d’automorphismes de D si I’application

RxD-D,
(t x) —o(t).x
est analytique par rapport & I’ensemble des variables.

PROPOSITION ET DEFINITION 2.1.3. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach
complexe E, et soit ¢ : R — G (D) un groupe & un paramétre d’automorphismes analytiques
de D. Alors

t). x—x
W = 20X )
tend uniformément sur toute boule B complétement intérieure a D, lorsque t tend vers zéro,

vers une fonction holomorphe s sur D a valeurs dans E. On dit que \J est la transformation
infinitésimale associée au groupe a un parameétre @.
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Réciproquement, t+— @ (t).x est la solution de I’équation différentielle

prenant pour t = 0 la valeur x.

Démonstration. — Soit (¢, x) > f(t, x) = @ (¢).x. D’aprés la définition de J, on a

v® =250 .
ot

Soit x, € D. Montrons qu’il existe une boule B, de centre x,, complétement intérieure
a D, telle que {, converge vers V¥ uniformément sur B,.

Choisissons un nombre réel 1 > 0 et une boule B, de centre x, complétement intérieure
a D, tels que || 8 f/ot ? || soit borné par une constante M sur [—n, n]xB,. D’aprés
la formule de Taylor, on a, pour tout x € By, pour tout || <0 :

L)

L
- ot

_1,x)—1Y
“f(t,x) FO.x)=1=0,x)|| <

[=n,n]lxBo

Par suite, pour tout x € By, pour tout te[—m, +1], on a
t
ne-vel s,

ce qui prouve que \, converge vers V¥ uniformément sur B,.

On déduit du lemme 2.1.1 que Y, converge vers  uniformément sur toute boule B
complétement intérieure & D. La limite ¥ est une fonction holomorphe sur D tout entier.

Réciproquement, en utilisant les propriétés de I’homomorphisme ¢, et compte tenu
des théorémes d’existence et d’unicité des solutions des équations différentielles (voir
par exemple [13], p. 118), on vérifie facilement que

t—o(t).x

est la solution de I’équation différentielle

prenant pour ¢ = 0 la valeur x.
Q. E. D.
Remargue. — 11 serait plus correct de considérer les transformations infinitésimales s
comme des sections du fibré tangent T (D) de D. Comme T (D) est trivial, I’espace

des sections holomorphes du fibré tangent s’identifie 4 ’espace des applications holo-
morphes de D dans E, et ceci justifie nos considérations.
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Soit g (D) I’ensemble des transformations infinitésimales de D, associées & tous les groupes
a un paramétre d’automorphismes de D. Nous allons montrer que g (D) a une structure
d’algébre de Lie normable compléte (au sens de Bourbaki [5], chap. 3). Pour commencer,
nous allons montrer une proposition qui nous permettra de construire des transformations
infinitésimales \ € g (D), & partir d’éléments du groupe G (D).

PROPOSITION 2.1.4. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.

Soit (filren Une suite d’éléments de G (D) convergeant vers la transformation identique.
Soient n, des nombres entiers, et soit

Vi = m (fi—id).

Supposons que s, converge vers une fonction holomorphe v uniformément sur toute boule B
complétement intérieure a D. Alors € g (D).

(Remarquons tout de suite que, d’aprés le lemme 2.1.1, pour que \, converge vers
uniformément sur toute boule B complétement intérieure & D, il suffit de vérifier qu’il existe
une boule B, complétement intérieure a D telle que , — ¥ uniformément sur B,.)

Démonstration (d’aprés [9], p.27). — Considérons 1’équation différentielle
dx
— =Y (x).
7 v (

D’aprés les théorémes classiques sur les équations différentielles (voir par exemple [13]),
on sait qu’il existe un voisinage U de {0 } xD dans R x D, et une application analytique

usp,
(& x)= (¢, x)
telle que, pour tout x € D, I’application
1 f (1,%)

soit la solution de I’équation différentielle

prenant pour ¢ = 0 la valeur x. De plus, pour tous les xe D, teR, ¢’ €R, tels que
les deux expressions f(t+t¢’, x) et £(¢, f(t', x)) soient définies, on a 1’égalité :

fa+t,x)=f(fQ1', x).
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Soit x, € D, et soit I x Q un voisinage ouvert de (0, x,) contenu dans U. Montrons que,
pour tout ¢ €I, positif, assez proche de 0, I’application

Q- D,
x = f (1, x)

se prolonge en un automorphisme analytique de D. Pour cela, il suffit de démontrer
qu’il existe une boule B de centre x,, complétement intérieure a Q, et une suite d’éléments
(8ken de G (D), tels que g, converge vers f (¢, .) uniformément sur B. En effet, comme
F(AxQ) est contenu dans D, lim g, (xo) = f(, x,) appartient & D, et d’aprés la propo-

k=0
sition 1.1.9, ceci entraine que g; converge vers un élément g, € G (D), et que g, prolonge
f(¢, .) en un automorphisme de D.

Soit donc #,€l, t, > 0, et soit g, la partie entiére de nm, #,. Soit g, = f,*. Enfin,
soit B; une boule de centre x, complétement intérieure a Q. On sait que

)
to 9

”"k(fk—id)_‘l’”m—’o-

-0,
By

et que

On en déduit que

%f(t—o, -)"”kfk“(ﬂ—"k)id -0,
o \ 4k to By
gff(ﬁ,)—ﬂ&<-—&ﬂ)0k4® -0,
to qx qx B:

On trouve finalement :

f(&u)—ﬁ
Ak

Si t, est assez petit, on peut trouver une boule B de centre x,, complétement intérieure
a Q, telle que

— VxeB, Ve, 0=t =ty f(2, x) €By;
— VxeB, Vk assez grand, Vg, 0 < g < ¢, f2(x) eB,.

€ .
<Z*  avec limg =0.
B1 qk k=

D’aprés les majorations de Cauchy, il existe une constante K telle que ¥ soit
K-lipschitzien sur B,. On déduit des théorémes classiques sur les équations différentielles
que, pour tout x € B,, pour tout y € B,, pour tout teI(x) n I(y), on a

I1f @ x)—f @ ] £ x—p]).

[T (x) désigne le plus grand intervalle ouvert contenant O et contenu dans

{teR | f(z x)eB, }.]
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Soit xe B, et soit ¢ < ¢g,. On a

f(q‘—°, x)—f;é’(x) f(t—°, f((q—l)’ﬂ, x)) —f(‘—°, fk“(x))H
dk dk dx dx

+”f(£9, :?_l(x)> — K (EH(x)
qx

9k

1 t -
éexp(KL’—'>Hf<(q—l)—°,x>—f,:‘ ')
qx 9k
Tous calculs faits, on trouve :

1 q
) )
B dx dk

On en déduit I’existence d’une constante K, telle que

”f(th -)"fqu”B =K;g,

ce qui prouve que g, = fi* converge vers f(t,, .) uniformément sur B. On peut donc
prolonger f en un morceau F de groupe a un paramétre d’automorphismes de D :

IxD-D,
(t, x)—~F(, x).

On vérifie facilement que F est analytique par rapport & I’ensemble des variables,
et que F se prolonge en un groupe & un paramétre d’automorphismes de D.

Q. E. D.
Nous pouvons maintenant démontrer la

PROPOSITION 2.1.5. — g (D) est un espace vectoriel réel.

Démonstration. — Il nous faut montrer que, si les transformations infinitésimales Vs,

et V, appartiennent a g (D), et si a, et a, sont deux nombres réels, alors a, V¥; +a, V,
appartient a g (D).

Soient (¢, x) — f; (¢, x) le groupe 4 un paramétre réel associé a Y, et (¢, x) — f, (¢, X)
le groupe & un paramétre réel associé a {,. Soit

f(t9 x) = fl (al t fz(az Z X)).

Pour tout ¢ € R, x — f (¢, x) est un automorphisme analytique de D. Soient f;, = f(l/k, .),

n, = k. Posons
Y = k(f(%, ) —id).
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Soit x, € D. On peut choisir une boule B de centre x,, complétement intérieure 4 D
telle que, pour tout x € B, pour tout € R, on ait

| fi(t, )=x—ty; || S |1].,(1)  avec lings,(t) =0.

De méme,

|| f2(t, x)=x—1,(x) || S |t].e2(t)  avec lime,(t) =0.

-0
En composant les développements limités, on trouve :
| fi(ast, f2(azt, X)) = fr(ast, x)—a  t. Y (fr(azt, || £ |ayt]es(arn),
| fi(ast, faazt, x))—x—azt.Vp(x)—ay t.9; (f2(azt, x))||
<|ajt|.eg(agt)+]azt|.ex(ast).

On sait d’autre part qu’il existe une constante K telle que \, soit K-lipschitzienne sur B.
On en déduit que, pour tout x € B, pour tout e R, on a

|f & x)=x—(a ¥y (D +a ¥, (). t]| S e () (jagt|+]ast])  avec lingss(t) =0,
t—

ce qui montre que \, converge vers a; ; +a, V¥, uniformément sur B. D’aprés la propo-
sition 2.1.4, ceci entraine que a; V;+a, V, appartient 4 g (D), et la proposition
est démontrée.

PROPOSITION 2.1.6. — Soient s, et \, deux éléments de g (D). Alors le crochet [y, V]
appartient a g (D).

Démonstration. — Soient , et {, € g (D). Soit (¢, x) — f; (¢, x) [resp. (¢, x) > f5 (¢, x)]
le groupe a un paramétre réel associé a Y, (resp. V,). Considérons

f @ x)=f,@ f1(t, f(=1, f1(=t, X)),

(1))

Un calcul de développements limités montre que, si x, est un point de D et
si B est une boule complétement intérieure & D de centre x,, \, (x) converge vers
Vs (%)Y, )=V (%).¥, (x) uniformément sur B. D’aprés [4] (chap. 8, p. 17) ceci est
exactement la valeur du crochet [V, ¥,]. On déduit de la proposition 2.1.4 que
[V, V] appartient a g (D).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant.

et soit

THFEOREME 2.1.7. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe.
Soient By et B, deux boules complétement intérieures a D. Les normes ||.||s, et ||.||s, sont
des normes équivalentes sur g (D). Ces normes font de I'espace vectoriel réel g (D) muni
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du crochet de deux champs de vecteurs une algébre de Lie réelle normable compléte
(au sens de Bourbaki [5], chap. 3).

Démonstration. — Soient B, et B, deux boules complétement intérieures a D.
Montrons que les deux normes ||.||s, et ||.||s, sont équivalentes sur g (D). D’aprés le
corollaire 1.3.7, on sait qu’il existe une constante K telle que, pour tout fe G (D), on ait

|/ =id ..

Si V¥ est un élément de g (D), on peut trouver une suite d’automorphismes f;, € G (D)
convergeant vers ’identité, et des entiers n,, tels que

Yy = m (fr—id)

converge vers { uniformément sur toute boule B complétement intérieure & D. [II suffit
de prendre f; = f, (1/k, .), ou f, est le groupe a un paramétre associé a y, et n, = k.]
On a alors, pour tout keN :

|| fi—id |5, K[| fi—id|ls,,

17 —id]ln, s X

ce qui entraine
1V ls, = K| ¥,
On en déduit par passage a la limite que

[ ¥lls, = K[| ¥]]s,.

On peut montrer de méme qu’il existe une constante K’ telle que || ¥ ||z, < K' || ¥ ||s,-
Les deux normes ||.||s, et ||.||s, sont bien équivalentes.

Sur la forme du crochet [¢, ¥] = D, Y —Dy 9, il est clair que le crochet est une appli-
cation bilinéaire continue de g (D)xg (D) dans g (D).

Il nous reste & démontrer que g (D), muni de la norme |||z, (ot B est une boule
complétement intérieure & D), est complet.

Soit (Y;)cen une suite de Cauchy formé d’éléments de g (D). Il existe une application
analytique Y e # (D, E), telle que y = lim 1V, et il nous faut montrer que ¥ € g (D).

k= + o0
Considérons la suite de transformations f; = f,, (1/k, .), (ou f, est le groupe a un para-
métre associé a la transformation infinitésimale V{,). Soit B une boule complétement
intérieure 4 D. Du fait que les Y, sont uniformément bornés sur B, on déduit que les f;
convergent vers ’identité. Soit

0’( = k(fk—id).
D’aprés la formule de Taylor, on a, pour tout xeB :

azf\llk

<
ot?

i
k? tero, 1K1

(¢, x)

fk(x)—x—i\ifk(x)

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D’UN DOMAINE BORNE 237

Le calcul montre que

azf'llk
ot?

(8, %) = Vi (S (85 X)) Vi (fy (8, X))

On peut trouver une boule B; complétement intérieure 8 D concentrique & B, telle que,
pour tout k assez grand, pour tout ¢ € [0, 1/k], pour tout x € B, Sy (&, x) € By. Du fait
que les Y, sont uniformément bornés sur toute boule complétement intérieure a D,
on déduit qu’il existe une constante M telle que, pour tout k, pour tout x € B;, on ait

|| Wi () e () || < M.
Par suite, pour tout k assez grand, pour tout x€ B, on a

M

=—.
=z

(e —x)— %wk ®

On en déduit que 6, converge vers ¥ uniformément sur B, et d’aprés la proposition 2.1.4,
cela entraine que Y € g (D). Ceci achéve la démonstration du théoréme.

2.2. QUELQUES PROPRIETES DE L’ALGEBRE DE LIE g (D). — Nous aurons besoin dans
la suite d’autres résultats sur 1’algébre de Lie g (D), et nous allons les démontrer dans
ce paragraphe.

LeMME 2.2.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D, et soit B une boule complétement intérieure @ D. Alors il existe
une constante K telle que, pour tout \ € g (D), on ait

I¥lls = Ksup(fj¥ @], ||V @]

Démonstration. — Soit { € g (D). On peut trouver une suite f; d’éléments de G (D),
et une suite d’entiers #,, tels que Y, = n, (fy—id) converge vers ¥ uniformément sur
toute boule complétement intérieure & D. [D’aprés la proposition 2. 1.3, il suffit de prendre
f = fy (1/k, .), ou f, est le groupe & un paramétre associé a Y, et n;, = k.]

Soit B une boule complétement intérieure 3 D. D’aprés le théoréme 1.3.6, il existe
une constante K telle que, pour tout k € N, on ait

|| fe—id]ls < Ksup(]| fe@—all, || fi @—id]]),
et par suite
I mGi—id) || < K sup (| m (@) —a) |, || m(fi @ —id) ).

On sait que V, = n, (f,—id) converge vers { uniformément sur toute boule comple-
tement intérieure & D. Cela entraine que {, (@) — V¥ (@), et que Y (@) — ' (a). Par passage
a la limite, on trouve :

|V]ls = Ksup (|| v @]}, [[¥' @]]),

et le lemme est démontré.
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On en déduit le théoréme 2.2.2 qui est I’analogue pour I’algébre de Lie du théo-
réme 1.2.3.

THEOREME 2.2.2. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit a un point de D. L’application R-linéaire continue 9, :

§(D)SEx 2 (E, B),
V= (a), V' (a)
est injective, et induit un isomorphisme d’espaces de Banach de g (D) sur son image 0, (g (D)).

Démonstration. — Soit B une boule complétement intérieure 3 D. Le fait qu’il existe
une constante K telle que, pour tout \ € g (D), on ait

[[¥]ls = Ksup (|| ¥ @]l || @I

montre que, si V(@) =0, V' (a) = 0, alors |||z = 0, et par suite, ¥ = 0. L’appli-
cation 0, est injective. L’inégalité que nous venons d’écrire prouve justement que I’appli-
cation réciproque est aussi continue.

Remarquons que le corollaire 1.3.7 et le lemme 1.3.1 entrainent 1’énoncé suivant :

LEMME 2.2.3. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, et soit B
une boule complétement intérieure a D. Alors il existe une constante K telle que, pour tout
fes# (D, D), pour tout q € N*, on ait

[|(F2~id)—q(f—id)|ls =K q( Sup || =id|[p)|| f —id |[-
i= q-

Nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du

THFEOREME 2.2.4. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, et
soit a un point de D. Soit ( fi),n une suite d’éléments de G (D), convergeant vers la trans-
Jormation identique. Soit

Vi = 2(fi—id).
Supposons que
‘I’k (a) m be Es

V@282 E D).
Alors s, converge sur toute boule B complétement intérieure a D vers une transformation
infinitésimale \y € g (D), telle que (@) = b, V' (a) = g.

Démonstration. — Pour montrer le théoréme, compte tenu du lemme2.1.1 et de la propo-
sition 2.1.4, il suffit de démontrer qu’il existe une boule B complétement intérieure & D

telle que Y, 5 soit une suite de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence
uniforme sur B.
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Soit B une boule de centre a, complétement intérieure & D. Soit & = sup || ¥,,— Vi |-
mzk

Il nous faut montrer que lim g = 0.
k= +

Pour m >k, on a
V=V = 2" (fu—id) =25 (f" " —id) +2°(f2" 7" £,
d’ou
(1) IWm =]l < 2| 2" (fu—id)—(fa" " —id) ||+ 2 || £2" 7" ~ il

(a) Etudions d’abord le premier terme du second membre. D’aprés le lemme 2.2.3,
il existe une constante K, telle que

@ 2" Un=id) =" i) [la S Ky 2 swp | fi=id| o) | fuid o

Il nous faut trouver des majorations des termes du second facteur.

D’aprés le théoréme 1.3.6, il existe une constante K, telle que
|| fu—id||s £ K;sup (|| fw(@)—al}, || fm(@)—id|]).

Du fait que || 2" (f,, (@—a) || et || 2" (;, (@)—id) || sont bornés, on déduit I'existence
d’une constante M, telle que

. M
| umiaflo s .
Etudions maintenant sup ||fn—id |[s- Soit M, = sup ||x—y][|, et appli-
1=1,..,2m k-1 xeD,yeD

quons a nouveau le lemme 2.2.3. On a, pour tout m, pour tout i € N* :
IGa=i = iCfu=id) s S KiiC_sup || fi=iall]| faid]
J=1lew1—
On en déduit

| fa=id|ls S i]| fu—id|ls 1+ K,
i

sup || £ —id|[s)
1,ei=1

T |

Si|| fu—id|[g(1+K; M) £ z'_zl\ll_m‘(1+K1 M,).

Par suite,
M; (1+K;M,)
—

i—id||p <
sup [l iiafls 25

i=1,...,2m k-
Reportons ces valeurs dans (2). On trouve I’existence d’une constante K; telle que

- . mok .o K
2|27 U= id) = U™ i) [ =
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(b) Etudions maintenant le second terme du second membre de (1). Pour cela, étudions
d’abord

N2 @-f@]| et (|7 @—fi (@]

On a
£ (@) - fi@ || = || (F2" ™ (@ —a)— (f(@)—a) ||
S| @—-a)=2""* (fu(a)—a) ||
+|[2" * (fn(@) = a)~(fi(@)—a) |-
De méme,

U= @=F@| = | (@-id)—(f (@) —id) |
= [T @—id) =27 (. (@) —id) |
+|2" 7 (@ —id)— (i (@) —id) ||

On déduit du fait que a appartient a ’intérieur de B et des majorations de Cauchy
qu’il existe une constante K, telle que

sup(|| (2" (@) —a)=2""*(fm (@) =) ||, || (FZ"7"Y (@) —id)—2"*(fy (@) —id) ||)
S K || (2 —id) = 2" (f—id) ||,

et d’aprés le (a),

K3
= 4??'

D’autre part, d’aprés 1’hypothése du théoréme, il existe une suite de nombres réels n, — 0,
telle que, pour tout m = k,

sup(|| 2" (fu(@—a) = (i@ —-a) ||, || 2" (fu(@) —id)— (K (@—id) ||) = Tzl,f

En regroupant ces deux résultats, on trouve finalement :

sup (|| £27 @£ @}, |2 @ - R @) = 21( KK +nk>.

Soit A un voisinage convexe de a, complétement intérieur 2 D. 1l est clair que, pour
tout k assez grand, f; € G, 4 (D). Des formules écrites ci-dessus, on déduit facilement que,
pour tout k assez grand, pour tout m = k, f2" " appartient & G, , (D). D’aprés
le théoréme 1.3.11, il existe une constante K telle que

£ = fills < Kssup (|| " (@ — @], || (2" (@) - fi @]]),

= ?(T +1 )
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En regroupant les résultats (a) et (b), on trouve
1
g = S‘ilz ||\|’m“‘|’k ”B = ?(K3+K3 K4 K5)+Ksn.

On a bien lim g = 0, et le théoréme est démontré.
k= +

Nous aurons également besoin des deux résultats suivants.

LemMme 2.2.5. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit \y un élément de g (D) non identiquement nul. Alors iy n’appartient pas a g (D).

Démonstration (d’aprés [6], p.121). — Faisons la démonstration par 1’absurde.
Soit ¥ un élément de g (D) non identiquement nul, et supposons que iV € g (D).

Comme le crochet [, i ] = 0, on sait que I’application
R?* - G(D),
(ti, 1)@ (1, ty) = fi (81, )o fiy(t2s )
est un homomorphisme de groupe. Soit a un point de D, tel que V¥ (a) # 0. L’application
cLp,
ti+it, >0ty t,).a
est holomorphe, car on a, pour tout (¢, ¢,) € R? :

ch oh
ZZ(ty, ty) = i—(ty, 1,).
012(1 2) atl(l 2)

Elle est non constante, car dh/dt; (0, 0) # 0. La fonction % serait une fonction entiére
bornée non constante. C’est impossible d’aprés le théoréme de Liouville, et le lemme
est démontré.

PROPOSITION 2.2.6. — Soit D un domaine borné, et soit f € G (D). Si s est une transfor-
mation infinitésimale de D et si le groupe & un paramétre associé est

&, ) £, (t, x),
alors
(t, )= f £, (¢, F7H0]

est un groupe & un paramétre d’automorphismes de D, et la transformation infinitésimale
associée est f.\s, ot

fA@) =) (G
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De plus, I’application
G(D) - GL(g(D)),
fe{y-19}

est un homomorphisme de groupe.

2.3. LE PLUS GRAND GROUPUSCULE DE LIE CONTENU DANS G (D). — Nous allons cons-
truire maintenant le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D). Commengons
par le

- TuforBME 2.3.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Soit g (D)° I’algébre de Lie opposée @ g (D), et soit G le groupuscule de Lie associé a g (D)°.
Alors, G agit a gauche sur D, et Papplication

GxD-D,

(8 x) —g.x
est analytique par rapport a I’ensemble des variables.

Démonstration. — g (D)° est égale 4 g (D), munie du crochet [x, y1° = [y, x] = —[x, ¥].
Soit G le groupuscule de Lie réel défini par g (D)° (voir [5], chap. 3, p. 168).

L’application qui, & un élément de g (D)°, associe le champ de vecteurs tangents 3 D
qui lui correspond est une loi d’opération infinitésimale a4 gauche de g (D)° dans D
(au sens de Bourbaki [5], chap. 3, p. 139).

D’aprés [5] (chap. 3, th. 6, p. 182) on en déduit que tout point x, € D posséde un voisi-
nage ouvert V tel qu’il existe un morceau de loi d’opération analytique & gauche de G
dans V, tel que la loi infinitésimale associée soit la loi donnée.

Pour tout g € G, I’application
V-D,
XHg.x
se prolonge en un automorphisme analytique de D tout entier.
On définit donc une application
GxD-D,
(g %) —g.x
qui est analytique sur un voisinage de { e } x D dans G x D (e désigne I’élément neutre de G).
Soit (go, Xo) € GxD. En écrivant
g-x=28o.(80"-8).%
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on montre facilement que 1’application

(g x)—g.x

est analytique au voisinage de (g,, X,). Elle est donc analytique sur G x D tout entier.
Le théoréme est démontré.

Pour continuer notre étude, nous avons besoin du lemme suivant.

LeMME 2.3.2. — Soit D un domaine borné, et soit B une boule complétement intérieure a D.
Soient u et v deux nombres réels tels que 0 < u < 1 < v. Alors il existe une constante y > 0,
telle que, pour tout \y € g (D), tel que ||V ||z < v, on ait

u|l £, )—id|ls = |[W]ls < vf| £ (1 ) —id s,
(ot f,, désigne le groupe a un paramétre associé a V).

Démonstration. — Choisissons une boule B; complétement intérieure & D, concen-
trique a B, de rayon r, strictement supérieur au rayon r de B. Soit o la constante > 0
dont P’existence est assurée par la proposition 1.3.2. On montre facilement ’existence
d’une constante y > 0 telle que || ||z < v entraine

sup || £, (¢, )—id|ls, <o
te[0,1]

Soit g€ N*. On peut appliquer les résultats de la proposition 1.3.2 a f, (1/g, .).

On trouve, pour tout g e N* :
1 .
()
q

On sait que, quand ¢ — + 0, q (f,, (1/¢, .)—id) converge vers ¥ uniformément sur B.
Par passage a la limite, on trouve que, pour tout \ € g (D) tel que || 1 ”B <¢y,ona

u ”f\y(l, -)_id“B = ”‘J’”B =< U”f\y(ls ')—id”B:

et le lemme est démontré.

ul| £,(1, H—idjls £ <v||f,@, H—id|s.

TaEOREME 2.2.3. — L’application
GxD-D,
(g x) —g.x

dont nous avons montré Pexistence dans le théoréme 2.3.1 définit un homomorphisme
de groupuscule p de G dans le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D.
Quiitte a restreindre G, p est un homéomorphisme de G sur son image p (G).

Nous identifierons G avec son image p (G), et nous dirons que;G est le plus grand grou-
puscule de Lie contenu dans G (D).

Démonstration. — Soit B une boule complétement intérieure 2 D. Un systéme fonda-
mental de voisinages de 1’élément neutre e dans G est constitué par les images par I’appli-

cation exponentielle des U, = {Veg(D) ‘ [V]e <&} (¢>0). Linégalité que
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nous avons démontrée dans le lemme précédent prouve que le noyau de p est un sous-
groupuscule discret. Quitte a restreindre G, on peut supposer que p est injective. L’inégalité
démontrée dans le lemme montre justement que p et p~* sont continues au point {id }.
Elles sont donc continues partout. Le théoréme est démontré.

PROPOSITION 2.3.4. — Soit H (D) le sous-groupe de G (D) engendré par le plus grand
groupuscule de Lie G contenu dans G (D). On peut munir H (D) d’une structure de groupe
de Lie telle que une base des voisinages de I’identité dans H (D) soit égale a une base des voisi-
nages de I’identité dans G et que I’application

H(D)xD - D,
(g x)—g.x

soit analytique. La topologie sous-jacente de H (D) est plus fine (au sens large) que la topologie
induite par G (D).

Démonstration. — On vérifie facilement que, si £ est le filtre sur H (D) défini par le filtre
des voisinages de I’identité dans G, # vérifie les conditions (GV I), (GV II) et (GV III)
de [3] (chap. 3). Il existe donc une structure de groupe topologique sur H (D), telle que
% soit le filtre des voisinages de I’identité dans H (D).

D’autre part, pour tout g, € H (D), ’application

Pgy
G— H(D),
g 80-8

est un homéomorphisme de G sur son image. On vérifie que les ¢, forment un atlas ana-
lytique de H‘(D), que H (D) a bien une structure de groupe de Lie, et que I’application

H(MD)xD-D
est analytique. Par la définition méme de la nouvelle topologie, 1’application H (D) — G (D)

est continue, ce qui prouve que la topologie sous-jacente a la structure de groupe de Lie
de H (D) est plus fine (au sens large) que la topologie induite par G (D).

On en déduit la

PROPOSITION 2.3.5. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

() Le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G (D) contient un voisinage
de lidentité dans G (D);

(ii) Le groupe G (D) peut étre muni d’une structure de groupe de Lie compatible avec
sa topologie telle que I’application

G(D)xD - D,
(g x)—g.x

soit analytique par rapport a Iensemble des variables.

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D’UN DOMAINE BORNE 245
Rappelons le théoréme suivant, di a H. Cartan.

THEOREME 2.3.6 ([9], p. 50). — Soit E un espace de Banach complexe de dimension finie.
Soit D un domaine borné de E. Alors le groupe G (D) peut étre muni d’une structure de groupe
de Lie réel de dimension finie compatible avec sa topologie, telle que I’application

G(D)xD-D,
(g x)—g.x
soit analytique par rapport & I’ensemble des variables.
La démonstration consiste & montrer que le plus grand groupuscule de Lie contenu

dans G (D) contient un voisinage de I’identité dans G (D).

En dimension infinie, les choses ne sont pas aussi simples, ainsi que le montreront
les exemples que nous allons traiter.

2.4. DEUX EXEMPLES. — Nous allons commencer par montrer quelques résultats
préliminaires.

DEFINITION 2.4.1. — Soit D un domaine d’un espace de Banach complexe E. On dit
que D est cerclé si I’origine 0 appartient & D, et si, pour tout point x, de D, pour tout nombre
réel 0, x,e®eD.

THEOREME 2.4.2. — Soit D un domaine borné cerclé. Soit f un automorphisme de D
laissant I’origine 0 invariante. Alors f est linéaire.

Pour la démonstration, voir [7] (th. VI, p. 30).

DEFINITION 2.4.3. — On dit qu’un ouvert connexe Q d’un espace de Banach E est
un polyédre analytique généralisé s’il existe une famille (éventuellement infinie) de fonctions
analytiques (g;);c; de E dans C, telles que

Q={xeE ’ |g:i(x)| <1, Viel}.

On déduit du théoréme de Hahn-Banach que la boule-unité ouverte d’un espace
de Banach est un polyédre analytique généralisé.

LEMME 2.4.4. — Soit E un espace de Banach complexe de dimension = 2. Soit Q
un polyédre analytique généralisé borné de E, et soit A un sous-ensemble de Q, fermé dans E,
et tel que Q—A soit connexe. Alors G (Q—A) s’identifie au sous-groupe des éléments
fe G(Q), tels que f(A) = A.

Démonstration. — Si fe G (Q) est tel que f(A) = A, alors f_, est un automorphisme
de Q—A.

Réciproquement, soit f€ G (Q— A). Un théoréme de prolongement analytique (voir [27],
th.11.1.1.10, p. 27) montre que f se prolonge en une fonction analytique

f~: Q- E.
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Montrons que f envoie Q dans Q. Soit (g;);.; la famille des fonctions analytiques sur E
qui définit le polyédre analytique généralisé Q, et considérons

gof 1 QoC.

1l nous faut montrer que, pour tout xeQ, | g;o £ | < 1. Faisons la démonstration

par I’absurde : supposons qu’il existe un élément x, € A tel que g;o f (x0) = a,, avec
|ao| = 1. On considére alors la fonction analytique

qui est une fonction analytique définie sur Q— A. D’aprés le théoréme de prolongement
analytique déja cité, elle se prolonge en une application analytique ¢ de Q dans C. L’unicité
du prolongement analytique donne la contradlctlon Donc, pour tout x € Q, | gi° f x) | < 1.
L’application f env01e Q dans Q. L’inverse de f est donné par le prolongement g de g = f 1,
et on vérifie que f A) =

LEMME 2.4.5. — Soit B la boule-unité ouverte d’un espace de Hilbert E, et soit f € G (B).
S’il existe deux points distincts x, et x, de B, appartenant a un sous-espace vectoriel V
de dimension 1, tels que f(x,) et f(x,) appartiennent & un méme sous-espace vectoriel V'
de dimension 1, f transforme VN B en V' n B.

Démonstration. — On sait d’aprés [21], [18] et [28] que les automorphismes analytiques
de B sont de la forme

f(x)=(Cx+D)".(Ax+B),

avec Ac Z (E), BeE, Ce Z (E, C), DeC. De plus, A, B, C, D sont astreints a vérifier
un certain nombre de conditions que nous n’expliciterons pas. Soit e un générateur de V.
On a

x1;= 7\,1;6, XZ = }vzge.

Du fait que A; A (e)+B et A, A (e)+ B appartiennent & V', on déduit que A (e) et B appar-
tiennent a V’, et par suite, f(Vn B) = V.

Exemple 1. — Supposons E hilbertien, somme directe hilbertienne de sous-espaces
vectoriels V, de dimension 1. Soit A, = V, un sous-ensemble fini ayant au moins
deux éléments, formé d’éléments de norme 1/2. Soit A = | ) A,. Il est clair que A vérifie
les hypothéses du lemme 2.4.4. Tout automorphisme f'de B tel que f(A) = A, assez voisin
de la transformation identique, Jaisse stable chaque A,, donc, d’aprés le lemme 2.4.5,
laisse stable chaque V, n B, et par suite laisse fixe 1’origine 0. D’aprés le théor¢me 2.4.2,
[ est linéaire, et sa restriction & chaque V, n B est d’ordre fini.

En utilisant ces résultats, nous allons construire un domaine borné D, tel que G (D,)
soit totalement discontinu non discret.
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Soit E un espace de Hilbert séparable, et soit (e,),», une base hilbertienne de E;
notons V, le sous-espace vectoriel engendré par e,. Soit, pour tout n =2, A, <V,
I’ensemble des points de la forme

%exp(hkn)en avec k=0,1,...,n—1.

n

Soient A = () A, et D; = B—A.

PROPOSITION 2.4.6. — Soit H le sous-groupe du groupe unitaire de E formé des auto-
morphismes o, [ou k = (k,)p»2, avec 0 £ k, £ n—1], et o o, est défini par

) ( 2ik,m )
Ok (en) = exp €n:
n

H est un sous-groupe de G (D,), et H contient un voisinage V de la transformation identique
dans G (D).

Démonstration. — On a vu que toute transformation o € G (D,) assez proche de la trans-
formation identique laisse stable chaque V, n B, et est linéaire; donc

o(e)=Le, avec |A|=1L.

Du fait que o laisse stable A,, on déduit que

- exp(Zlkn),
n

ce qui démontre la proposition.
On en déduit le

THEOREME 2.4.7. — L’algébre de Lie g (D,) est réduite a {0 }. Le groupe G (D,) est
totalement discontinu non discret. En particulier, ce n’est pas un groupe de Lie.

Exemple 2. — Soit E un espace de Hilbert séparable, et soit (e,),.5 Une base hilbertienne
de E. Soit B la boule-unité ouverte de E, et soit a = (a,),.5 un point de B. Supposons
de plus que ay = a; = 0, et que, pour tout n = 2, a, # 0.

Soit S Iimage de R par ’application
R—-E,

¢—1a,exp 211t(p .
n! neN

Soient aussi M, et My, deux points distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel V,,
engendré par ¢,, M, et M) deux points distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel V,
engendré par e,. Enfin, soient

A=SUMyuM,UM,;UM, et D,=B-A.
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On montre facilement que A vérifie les hypothéses du lemme 2.4.4. Le groupe G (D,)
s’identifie au sous-groupe des fe G (B) tels que f(A) = A. Les automorphismes de D,
suffisamment proches de la transformation identique laissent fixes les points M,, My,
M;, M]. Ceci entraine qu’ils laissent fixes Vy n B et V; n B; par suite, ils laissent fixe
P’origine 0. Ils sont donc linéaires.

Considérons le groupe a un paramétre d’automorphismes linéaires de E :

6, x)—9(b, x),

2i0n 2i0n
(P(e’(xn)neN)=(x0’x1,x2exp( 21 ),...,x,,exp( nt >"'->-

On vérifie que, pour tout 6 e R, ¢ (0, .) est un automorphisme de D,.

Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D,), et soit H (D,) le sous-
groupe de G (D,) engendré par G. Soit f, = ¢ (p !, .)e H(D,). On a

Fo((Ednen) = x0> Xp5 Xpy1 XD 2im X, eXp 2im
)4 n/neN 0> V1> o> p’. p+1 p+1 5 sy Np (p-l-l)n EEEE B

1l est clair que f,— id quand p — +co. Montrons cependant que, pour p assez grand,
f, n’appartient pas au groupuscule de Lie G. En effet, si, pour tout p € N, f, appartenait
au groupuscule de Lie G, on déduirait du lemme 2.3.2 que, pour tout p assez grand,

2i0n 2i0n
0, X)WV (0, x) =X, «0-» Xps Xpr1XP| —— |, ..., XX y oen ).
©0=% 0. ( b S p<p+1) p((p+1)...n) )

est un groupe & un paramétre d’automorphismes de D,. On vérifie qu’il n’en est rien
en montrant par exemple que Y, (1/2, A) n’est pas contenu dans A. Nous avons montré le

THEOREME 2.4.8. — Le groupe H (D,), muni de la topologie de la convergence uniforme
locale n’est pas un groupe de Lie. Ceci entraine que la topologie pour laquelle H (D,) est
un groupe de Lie est strictement plus fine que la topologie de la convergence uniforme locale.
De plus, G (D,) n’est pas un groupe de Lie.

CHAPITRE III
Les domaines bornés symétriques
Nous allons appliquer la théorie que nous avons développée dans les deux premiers
chapitres aux domaines bornés symétriques. En dimension finie, E. Cartan [6] a étudié

les domaines bornés symétriques, a montré qu’ils étaient homogeénes et a classé les domaines
bornés symétriques irréductibles en six classes.
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Si D est un domaine borné symétrique d’un espace de Banach complexe E, pour tout
point a de D, nous noterons o, la symétrie par rapport au point a. Dans la premiére partie,
nous montrerons que l’application a> o, est localement lipschitzienne, et par suite
continue.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons 1’algébre de Lie d’un domaine borné symé-
trique D. Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D), et soit H (D)
le sous-groupe de G (D) engendré par G. Nous montrerons que D est homogéne sous
I’action de H (D). Nous en déduirons que ’application de D x D dans D

(@, x)0,(x)

est analytique par rapport a I’ensemble des variables, lorsque 1’on munit le premier facteur
de sa structure analytique réelle sous-jacente, et le deuxiéme facteur de sa structure ana-
lytique complexe. Enfin, nous étudierons 1’algebre de Lie g (D) suivant des idées de
E. Cartan.

Ces résultats nous permettront dans la troisiéme partie de construire une carte locale
de D au voisinage d’un point a de D, telle que, dans cette carte, les éléments du groupe
d’isotropie du point a soient linéaires. Nous montrerons dans la quatriéme partie que
cette carte locale se prolonge en un isomorphisme de D sur un domaine borné cerclé étoilé,
ce qui prouve en particulier que D est simplement connexe.

La cinquiéme partie sera consacrée a une caractérisation du groupe d’isotropie
d’un point a de D. Enfin, dans la sixiéme partie, nous traiterons des exemples.
Nous montrerons en particulier que, pour un bon nombre de domaines bornés symé-
triques, le groupe des automorphismes analytiques de D est un groupe de Lie, ce qui

nous ameéne a conjecturer que, pour tout domaine borné symétrique D, G (D) est
un groupe de Lie.

3.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

PROPOSITION ET DEFINITION 3.1.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach
complexe E, et soit a un point de D. Soit ¢ un automorphisme analytique de D. On dit que
G est une symétrie par rapport au point a si ¢ vérifie I'une des conditions équivalentes
suivantes :

(i) 6% = id, et a est un point invariant isolé de o ;

(ii) o (@) = a, et ¢’ (a) = —id.

De plus, un tel automorphisme o, s’il existe, est unique. On I’appelle la symétrie par rapport
au point a, et on le note c,. On dit alors que D est symétrique par rapport au point a.

Démonstration. — 1l est évident d’aprés le théoréme 1.2.3 qu’un automorphisme ¢
vérifiant (ii), s’il existe, est unique. Il nous reste seulement & démontrer 1’équivalence de (i)
et (ii). Montrons d’abord (i) = (ii).

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



250 J.-P. VIGUE

Soit 6 € G (D) vérifiant (i). Nous allons construire une carte g de D au voisinage
du point @ dans laquelle o est linéaire. Soit g I’application de D dans E définie par

x>y =g(x) = %[(x—a)+(o'(a»“.<o(x)—a)].

¢ (a) = %(id+(<s’ (@)™t oo' (@) = id.

D’apreés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage U de a dans D, et un voisi-
nage V de O dans E, tels que g soit un isomorphisme de U sur V. Un calcul immédiat
montre que o, dans la carte définie par g, est une application linéaire égale 4 o’ (a) (?).

Dans la carte g que nous venons de définir, o est linéaire. Du fait que 6? = id, on déduit
I’existence de deux sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires F et G de E, tels que

o =id| ¢ ® (—id)|'é.
Le fait que a est un point invariant isol¢ entraine que F = {0 }. Dans cette carte locale,
o = —id, et par suite, ¢’ (@) = —id.

(ii)=(@). Sioc(@) =aq, et ¢’ (@) =—id, on a
c’(@)=a et (6% (a) = (6’ (@) = id.

D’aprés la proposition 1.2.1, 6? = id. Il suffit alors de considérer une carte locale de D
au voisinage de a dans laquelle o est linéaire, pour vérifier que a est bien un point invariant
isolé de o.

DEFINITION 3.1.2. - On dit qu’un domaine borné D est symétrique s’il est symétrique
par rapport a tout point a de D.

DEFINITION 3.1.3. — On dit qu’un domaine borné D est homogéne, si pour tout couple
de points (@, b) de D, il existe un automorphisme analytique f de D, tel que f(a) = b.
Dans [6], E. Cartan a, en utilisant la métrique de Bergmann, montré que tout domaine
borné symétrique est homogéne. Il est clair d’autre part que, si D est un domaine borné
homogéne d’un espace de Banach E, et si D est symétrique par rapport a un point a de D,

(» D’une maniére plus générale, on peut démontrer le résultat suivant (d’aprés H. Cartan [7], p. 80) :

Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E. Soit @ un point de D, et soit G un sous-
groupe du groupe d’isotropie G a (D) possédant une mesure de Haar de masse totale finie. Alors il existe
une carte locale de g de D au voisinage de a, telle que, dans la carte définie par g, les éléments de G soient
linéaires.

En dimension finie, ce résultat permet de linéariser le groupe d’isotropie d’un point a de D. Il n’en est
pas de méme en dimension infinie, car le groupe d’isotropie d’un point a ne peut pas, en général, é&tre muni
d’une mesure de Haar de masse totale finie !
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alors D est symétrique. Enfin, déja en dimension finie, il existe des domaines bornés homo-
génes non symétriques (voir par exemple [24], [25] p. 131 et suivantes, et [32]).

Nous allons démontrer que tout domaine borné symétrique d’un espace de Banach
complexe est homogeéne. La démonstration donnée par E. Cartan [6] en dimension finie
ne se généralise pas en dimension infinie, car nous ne possédons pas d’équivalent
de la métrique de Bergmann. Aussi, nous donnerons une autre méthode de démonstration.
Montrons d’abord le

THEOREME 3.1.4. — Soit D un domaine borné symétrique. Soit a un point de D,
et soit B une boule complétement intérieure @ D. Alors il existe un voisinage U de a,
et une constante K tels que, pour tout b € U, pour tout c € U, on ait

l[os=0c|ls < K||b—c]|
On en déduit que Iapplication
D - G(D),
b —oao,
est continue.

Démonstration. — Soit B; une boule de centre a complétement intérieure 3 D. D’aprés
le lemme 1.1.7, il existe une constante K, telle que tout automorphisme fe G (D) soit
K, -lipschitzien sur B,. De méme, il existe une constante K, telle que, pour tout auto-
morphisme fe G (D), f' soit K,-lipschitzien sur B;.

Soient b et ¢ deux points de B;. Etudions || o, (¢)—o. (¢) ||-

||os(e)—0.(0) || £ || o () — 03 (B) || +]| 05 (D) — 0. () ||
S K, [le=bl+][b—c|| < Ky + D b=c]l

Etudions de méme || o}, (¢) — o (¢) ||. On sait que o, (c) = —id, o} (b) = —id. On a donc :
llos(©)—0.(0) || = | o5 (©)—0h(B) || < K. || e =B ]].
On trouve finalement que, poﬁr tout b € B,, pour tout ce By, on a
sup(|| o, () =0 ||, [| o5 () —0L()||) < sup (K +1), Ky) || b—c]].

Soit A un voisinage convexe du point @, complétement intérieur & D. D’aprés les inéga-
lités écrites ci-dessus, il existe un voisinage U, de g, tel que, pour tout b € U, 6, appartienne
a G, 5 (D). Soit U, le voisinage ouvert de a dont l’existence est assurée par
le théoréme 1.3.11, et soit U = U; n U, n B,. Alors, d’aprés le théoréme 1.3.11,
il existe une constante K; telle que, pour tout b € U, pour tout c e U, on ait

l|os—0.ls < Kssup (|| o5()—0.()]], || o3 () —02(e) ||) < Kssup (K; +1), Ky) || b—c]|-
Ceci prouve le théoréme.
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PrOPOSITION 3.1.5. — Soit D un domaine borné symétrique, et soit a un point de D.
Alors Papplication ¢, :
D-D,
b —oc,(a)

est différentiable au point a et a pour dérivée 2 id.

Démonstration. — On peut supposer que a est I’origine 0 de E. Pour montrer que ¢, est
différentiable en 0 et a pour dérivée 2 id, il nous faut démontrer que

|04 —0s(©)—2b]] _ ||o,@)—2b]]
[l liell

tend vers zéro, quand b tend vers zéro, b # 0.

Choisissons une boule B de centre 0, complétement intérieure a D. Soit b € B. Appliquons
la formule de Taylor & o, au point . On obtient

62

lov@~b~(=id).(~b)]| = | o,

I &

B
D’aprés le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que, pour tout automorphisme f
de D, ||f®||s < M. On en déduit :

low@)~25]] < M|

ce qui montre que @, est différentiable a 1’origine 0 et a pour dérivée 2 id.

3.2. L’ALGEBRE DE LIE DES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES D’UN DOMAINE BORNE
SYMETRIQUE. — Un calcul un peu fastidieux permettrait de montrer que ’application @,
que nous avons définie au paragraphe précédent est strictement différentiable au point 0.
D’aprés une forme faible du théoréme d’inversion locale (voir [13], prop. 4.3.1, p. 57),
il existe donc deux voisinages U et V de 0 dans D tels que ¢, :

U-V
b —c,(0)

soit un homéomorphisme de U sur V. On en déduit par un raisonnement de connexité
que tout domaine borné symétrique est homogéne.

Nous ne détaillerons pas davantage cette méthode de démonstration, car nous allons
étudier dans ce paragraphe P’algébre de Lie des transformations infinitésimales
d’un domaine borné symétrique D, et cela nous donnera le résultat plus précis que voici :
si H (D) désigne le groupe engendré par le plus grand groupuscule de Lie G contenu
dans G (D), D est homogéne sous ’action de H (D).

PROPOSITION 3.2.1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E.
Supposons que I’origine 0 appartienne a D, et que D soit symétrique par rapport au point 0.
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La symétrie 6, agit par automorphisme intérieur sur I'algébre de Lie g (D). On en déduit
une décomposition directe

3(D)=g(D)* ®g(D)",
ou
g(D)" ={veg®D) | oo.¥ =V},
g(D)” ={yeg(D) | ooy =-V}.
Si on considére une carte locale de D au voisinage de 0 dans laquelle o, est linéaire, on a
g(D)Y" ={Vyeg(D) | V est une fonction impaire de x}
={Veg(D) | ¥(0)=0};
g(D)” ={Vveg(D) | s est une fonction paire de x }
={Veg(D) | ¥'(0)=0}.
De plus, I’application
g(D)” - E,
U=y (0)

est un isomorphisme d’espaces de Banach réels de g (D)~ sur son image.

Enfin, on déduit des regles de calcul du crochet les inclusions suivantes :

[s(D)*, g(D)"] = a(D)*,
[s(D)7, g(D)"] =g (D)F,
[s(D)*, g(D) ] =g(D)".

Démonstration. — La symétrie o, agit sur g (D) par automorphisme intérieur, et comme
o2 = id, o, définit un automorphisme involutif de g (D). On en déduit la décomposition
annoncée.

Considérons une carte locale de D au voisinage de 0 dans laquelle o, est linéaire
égal a3 —id. Dans cette carte, on a

[00- V] (x) = =V (=x).

Compte tenu du fait qu’un élément y € g (D) est caractérisé par sa valeur en O et celle
de sa dérivée en 0, on en déduit que

(D) = {Veg(D) | ¥(0) =0},
a(D)” ={veg(D) | ¥'(0)=0},

ce qui achéve la démonstration de la proposition.
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DEFINITION 3.2.2. — Suivant la terminologie de E. Cartan [6], nous appellerons
les éléments de g (D)™ les rotations infinitésimales, et les éléments de g (D)~ les trans-
vections infinitésimales.

ProposITION 3.2.3. — Soit D un domaine borné symétrique d’un espace de Banach
complexe E. Supposons que Iorigine 0 appartienne a D. Alors application

g(D)” - E,
Y=Y (0)

définie dans la proposition 3.2.1 est un isomorphisme d’espaces de Banach réels de g (D)~
sur E.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que, pour tout b € E, il existe { € g (D), tel que
y (0) = b. Considérons

Jx = Opjx°0;
Jfi— id quand k£ — +o0. Soit
Vi = 2+ (fr—id).
On a
Vi (0) = 2571 (0210 64 (0)—0) = 271 6 (0).
On sait d’aprés la proposition 3.1.5 que I’application
b—c,(0)

est dérivable en 0 et a pour dérivée 2 id. Donc VY, (0) tend vers b, quand k — + co.

Pour continuer ce calcul, on se place dans une carte locale de D au voisinage de 0
dans laquelle o, est linéaire. On va maintenant montrer que VY, (0) tend vers zéro.
Soit B une boule de centre 0 complétement intérieure & D. D’aprés la formule de Taylor
appliquée & (0/0x) Gy« au point 0, on a

F b\ & 1[ 2 b 1
—0 — )= —0yx(0)— —| — 0},,x(0 — )=
(éx ”’2"(2“) 5 0 ©) 1![6x2 ”’2()](2"> ‘2!'

On sait d’aprés le lemme 1.1.7 que, pour tout fe G (D), il existe une constante M
telle que ||/ |ls £ M. On en déduit :

) 0 0° b
”(—ld)— 2 o0~ [Wcmk “”](F)

0 0 0
- o Opy2¢(0) = P (03260 00) (0) = 7% £ 0).

63 2
-3 O'b/zk

0x

b

2k

B

el
@
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D’ou, en multipliant par 2* :

2

2
sz(O)——o.,,Zk(O) ®) 'b” .

<M|

On va montrer que ||(0%/0x?) 642 (0) || tend vers zéro quand k—+co, ce qui,
compte tenu du théoréme 2.2.4, achéve la démonstration de la proposition. D’aprés
le théoréme 3.1.4, il existe un voisinage U de 0 dans D, et une constante K, tels que,
pour tout point ¢ de U, on ait

lloc=0ols = Kyl c}]-

On déduit des majorations de Cauchy qu’il existe une constante K, telle que

Comme dans la carte considérée, (92/0x?) o, (0) = 0, on en déduit que, quand k — + oo,
(0%/6x%) 64,2 (0) tend vers zéro.

02

o2 .
gé—o'c(o) —00(0) =Kk, ”Gc—‘co ”B =Kk, ” c“

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.2.4. — Soit D un domaine borné symétrique d’un espace de Banach
complexe E. Soit a un point de D, et soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans
le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D. Alors Iapplication orbitale

c2%p,

g—g.a
est au voisinage de Didentité une submersion directe.

Démonstration. — On peut supposer que a est I’origine 0 de E. L’application linéaire
tangente & p (0) au point {id } est

Tgiayp(0)

g(D)—E,
Y i——(0).

D’aprés les résultats que nous avons démontrés, T4, p (0) est un épimorphisme direct.
On en déduit que p (0) est au voisinage de 1’identité une submersion directe.

Q. E. D.
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On déduit du théoréme 3.2.4 les résultats suivants :

PROPOSITION 3.2.5. — Soit D un domaine borné symétrique, et soit a un point de D.
Soit G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G (D). Alors il existe un voisinage U
de a dans D, et une application analytique F : U— G (U étant muni de sa structure ana-
Iytique réelle sous-jacente) telle que :

@ F(a) =id,
(ii) pour tout point b de U, F (b).a = b.

Un raisonnement de connexité permet alors de montrer le

THEOREME 3.2.6. — Soit D un domaine borné symétrique. Soit G le plus grand grou-
puscule de Lie contenu dans G (D), et soit H (D) le sous-groupe de G (D) engendré par G.
Alors D est homogéne sous Iaction de H (D). En particulier, D est homogéne.

THEOREME 3.2.7. — Soit D un domaine borné symétrique. Alors I’application

DxD- D,

(@, x) = 0,(x)
est analytique, lorsque I’on munit le premier facteur de sa structure analytique réelle sous-
iacente, et le deuxiéme facteur de sa structure analytique complexe.

Démonstration. — Soit a un point de D, et soit F 1’application définie dans un voisi-
nage U de a, a4 valeurs dans G dont I’existence est assurée par la proposition 3.2.5.
Alors, on a pour tout be U,

o, =F(b)oc,oF(b) ™",

donc o, (x) est une fonction analytique du couple (b, x).

Bien siir, I’application (g, x) — o, (x) n’est pas une application holomorphe de D xD
dans D. Ainsi, si D est le disque-unité ouvert dans C, on a

—x+(2a/l +aa)

%a(x) = 1—(a/l+aa)x ’

ce qui n’est visiblement pas une application holomorphe de D x D dans D.

Le lemme 2.2.5 peut s’exprimer de la fagon suivante :

PROPOSITION 3.2.8. — Soit D un domaine borné quelconque. L’application
f®cHec. f
est injective, et est un isomorphisme sur son image.
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Pour tout § € E, nous noterons X, 1'unique élément de g (D)~ tel que X, (0) = &.
Considérons maintenant le complexifié¢ g (D) ®g C de g (D). Soit, pour tout £ € E,

1 , I
On a évidemment Y, (0) = &, Z, (0) = 0.
On vérifie facilement que 1’application
E—-g(D)” ®gC,
EY,

est C-linéaire; c’est un isomorphisme de l’espace C-vectoriel E sur son image b,;
I’application

E-g(D)” ®=C,
E—Z,
est un C-anti-isomorphisme de E sur son image b,, et on a la décomposition directe :

g(D)” @rC=b,Db,.

On appelle les éléments de g(D)* ®g C les rotations infinitésimales imaginaires,
et les éléments de g (D)~ ®y C les transvections infinitésimales imaginaires.

LeMME 3.2.9. — (@) Soit ¢ une rotation infinitésimale réelle (i. e. € g (D)*). Alors,
pour tout E€E,

[Xs 0] = X4 00
(b) Soit @ = 0+i\y une rotation infinitésimale imaginaire. Alors
[Ye, 0] = Yo 0 +iv cone
[Zi’ (P] = Z(ﬂ' (0) =iy’ (0)).8*
Démonstration. — (a) On a
[Xe, 0] = 9’ (%) Xe (%) = Xe (x). @ (%).

On sait que [X,, @] est une transvection infinitésimale réelle, elle est donc déterminée
par [X;, ¢] (0). Or,

[Xe, 0](0) = ¢'(0).6—0 =¢'(0).E.
On a donc [X,, ¢] = X, (o).

(b) se démontre facilement en écrivant la décomposition de Y, (resp. Z), et en utilisant
la C-linéarité de Y, (resp. C-antilinéarité¢ de Z;).
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LemMe 3.2.10. — Soit ¢ = Y+i0eg(D)* ®xC telle que ¢ (0) =0. Alors
o=y=06=0.
Démonstration. — On sait déja que Y (0) = 0(0) = 0. Il suffit donc d’aprés

le théoréme 2.2.2 de montrer que V' (0), et par suite 6’ (0) sont nuls.
On déduit du théoréme 2.2.2 que ’application

g(D)" - Z(E, E);
n—n'(0)
est un isomorphisme de g (D)* sur son image. Supposons que ' (0) soit différent de 0.
On a alors Y’ (0) =—i6"(0) # 0. Si on considére 1’application
Cs (B, E)— Z(E, E),
¢ = ey’ (0),—exp(c ¥’ (0)),

on obtient une application entiére non constante de C dans % (E, E), elle ne peut pas
étre bornée. Cependant, son image est contenue dans 1’image de 1’application

G(D)—- Z(E, E),
f= 110,
et ceci est en contradiction avec les majorations de Cauchy pour la dérivée en 0 de tout
automorphisme de D.
PROPOSITION 3.2.11. — Pour tout & € E, pour tout n€E, les crochets [Y,, Y,] et

[Z,, Z,] sont identiquement nuls.

Démonstration (d’aprés [6]). — Faisons la démonstration pour [Y,, Y, ]. Il ressort
des calculs précédents que [Y,, Y, ] est une rotation infinitésimale imaginaire (y+i ).
Soit Z, €b,. On a vu que [[Y,, Y, ], Z,] €b,.

D’aprés I’identité de Jacobi, on a

[[Ye, Yol Zi] = [Ye, [Ya, ZcJ]=[Ya, [Ye, Z]).
On voit que les deux termes du second facteur appartiennent a b,. Donc, pour tout { € E,
[[Ya’ Yn]’ Zc] =0.
Mais on sait que [Y,, Y, ] est une rotation infinitésimale ({ +i 6), et on a, pour tout{ e E :
[[Ye, Yol Z] = [V+i6, Z:] = Zy (0)- 0 0yy.c = O-
On en déduit :
V' (0)—i6'(0) =0,
et d’aprés le lemme 3.2.10, cela entraine que y = 0 = 0. On a donc démontré que,

pour tout § € E, pour tout neE, [Y,, Y, ] =0.
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Une démonstration semblable montrerait que, pour tout &eE, pour tout meE,
[Z,Z,] =0.

3.3. CONSTRUCTION D’UNE CARTE LOCALE DE D AU VOISINAGE DE 0 DANS LAQUELLE
LES ELEMENTS DE G, (D) SONT LINEAIRES. — [Rappelons que G, (D) désigne le sous-groupe
des éléments de G (D) laissant fixe 0 e D.]

On suppose comme au paragraphe précédent que D est un domaine borné symétrique,
et que l’origine 0 appartient & D. Considérons ’application

D5 Z(E, E),

x = {E- Y. (x)}.

¢ est une application C-analytique de D dans % (E, E), et on a ¢ (0) = id. Par suite,
il existe un voisinage V de 0 dans D, tel que, pour tout x € V, ¢ (x) appartienne a Isom (E).
Soit 8 I’application

Isom (E) — Isom (E),

1

urFu o,
et considérons 1’application
V - Isom (E),
X 00 0¢(x).

L’application {y = 0 o ¢ est une application de V dans & (E, E), on peut la considérer
comme une forme différentielle sur V.

PropoSITION 3.3.1. — Vs est une forme différentielle fermée (i.e. d\y = 0).

Démonstration. — D’aprés [14] (prop. 2.3.1, p. 25), il suffit de démontrer que 1’appli-
cation bilinéaire

(hy, ) > (V' (x). hy).hy (hy, h,€E)
est symétrique.
Calculons d’abord ¢’ (x) e & (E, Z (E, E)). On a

o' (x).h={E-Y(x).h}.
On sait d’autre part que
0'(u).K=—u"teKou"! (KeZ(E,E)).
En appliquant la formule de dérivation des fonctions composées, on trouve :

V' (x) =6 (e(x) ¢’ (x)eZ (E, Z(E, E)),
V' (x).h=6"(¢(x) (¢ (x). h),
V). h={&—(@0) ™" [(Yo -1 (x).h]},

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 34



260 J.-P. VIGUE

et il nous faut montrer que ’application bilinéaire

(h, = (@ ()™ . [(Yow)-1.8) (¥). k]
est symétrique.

Il suffit bien sfir de montrer que I’application bilinéaire
(hs g) = (Y(p x)~ ‘.E)/ (X) .h

est symétrique. Quitte & multiplier /4 et € par ¢ (x), il suffit de vérifier que 1’application
bilinéaire
(B, &)= Y{(x).(0(x). h) = Y{(x). Yy, (x)

est symétrique.

On sait d’aprés la proposition 3.2.11 que le crochet
[Ye, Yul () =Yn(x). Ye (x) =Yg (x). Y4 (x)

est identiquement nul, ce qui montre que I’application bilinéaire considérée ci-dessus
est symétrique, et la proposition est démontrée.

THEOREME 3.3.2. — Il existe une carte locale f d’un voisinage V de 0 dans D sur un voisi-
nage U de 0 dans D, telle que f(0) = 0, qui jouit de la propriété suivante :
(C) Dans cette carte, le champ Y, est un champ constant égal a &, quel que soit § € E.

Dans une telle carte, les automorphismes de D appartenant au groupe d’isotropie de 0
sont linéaires, les rotations infinitésimales sont linéaires, et Z, (y) est un polynéme homogéne
de degré 2 en y, pour tout € € E.

[Remarque. — On montrerait facilement qu’une telle carte locale est unique a un auto-
morphisme linéaire prés.]

Démonstration. — Du fait que d y = 0, le théoréme de Poincaré (voir par exemple [14],
th. 2.12.1, p. 39) dit qu’il existe une application holomorphe f définie dans un voisinage V,
de 0 dans D a valeurs dans E, telle que f(0) = 0, et df = Y. On a donc

df (0) =y (0) =id.

Le théoréme d’inversion locale assure alors que f est une carte locale de D au voisi-
nage de 0. De plus, la relation df = V¥ se traduit par ' (x). Y, (x) = &, ce qui prouve (C).

Soit g un automorphisme de D appartenant au groupe d’isotropie du point 0. On a
g.Y:=Y,,
ce qui donne
g .E=n,
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ce qui prouve que, dans la carte définie par f, g’ est une application constante. Par suite,
g est linéaire. On en déduit immédiatement que toute rotation infinitésimale (réelle ou
imaginaire) est linéaire.

La transvection infinitésimale Z, (y) admet au voisinage de 0 un développement en série
Y P,(y), ou P, est un polyndme homogéne de degré n. Calculons le crochet

nx2
[Ye, Z ] =Zi(y).n—0=Z;(»).m.

Pour tout 1, ce crochet est une rotation infinitésimale imaginaire; c’est donc une fonction
linéaire de y, et cela entraine que Z, (y) est un polyndme homogéne du second degré.

Q. E. D.

Nous noterons souvent Z (€, x, y) la fonction trilinéaire associée, C-linéaire symétrique
en x et y, C-antilinéaire en &.

Nous aurons également besoin du

LEMME 3.3.3. — Pour tout élément & de E non nul, on a [X,, X,.] # 0.

Démonstration. — Faisons la démonstration par I’absurde. Supposons que le crochet
[X;, X;:] = 0. Cela entraine que I’application
R* - G (D),

(t1, )P @ (1, 1) = fx (1, Do fx, (t2s )
est un homomorphisme de groupe.
Calculons le crochet [X,, X, ] dans la carte f. On trouve

[X§9 Xig] = [§+Z(En Vs J’), lE.v_lZ(§9 Y, .V)] = —4lZ(&, &.;a y)’

et par suite, on a pour tout yeE, Z(, &, y) = 0, et en particulier, Z (€, &, &) = 0.
En intégrant les équations différentielles

dx dx
— =X (x et — =X (x
AR g )

dans la carte définie par f, on trouve alors
@ (ty, 1,).0 = (1, +ity).&.

Ceci montre que 1’application
C-D,

(t, +it))— 0 (4, t5).0

est holomorphe au voisinage de 0 dans C. On en déduit qu’elle est holomorphe dans C
tout entier en écrivant :

01 +hy, 5+hy) =0 (t], 13) 00 (hy, hy).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



262 J.-P. VIGUE

On trouverait ainsi une fonction entiére bornée non constante. C’est impossible d’aprés
le théoréme de Liouville. Le lemme est démontré.

3.4. PROLONGEMENT DE LA CARTE f. — Le but de ce paragraphe est de montrer le théo-
réme suivant.

THEOREME 3.4.1. — Soit D un domaine borné symétrique. La carte locale f de D au voisi-
nage de 0, dont nous avons montré existence dans le théoréme 3.3 .2, se prolonge en un iso-
morphisme F de D sur un domaine borné cerclé étoilé. Par suite, D est contractile
et simplement connexe.

Soit D un domaine borné symétrique. Supposons que l’origine 0 appartienne a D,
et soit
f: V-oU

la carte locale dont I’existence est assurée par le théoréme 3.3.2. Quitte a restreindre U,
on peut supposer que U est une boule de centre 0 contenue dans E. Soit 6, le groupe
a un paramétre d’automorphismes de V défini par

RxV-YV,
6, x) = f 71 (e £ (x)).

Le prolongement du groupe i un paramétre o, sera la premiére étape de la démons-
tration du théoréme 3.4.1. A cause de difficultés topologiques [on ne sait rien pour I’instant
sur m; (D) !], il n’est pas possible de prolonger directement 6, en un groupe & un para-
métre d’automorphismes de D. Nous serons obligés de considérer le revétement universel D
de D, et nous prolongerons le groupe a4 un paramétre o, en un groupe a un parameétre
d’automorphismes de D. Montrons d’abord la proposition suivante.

PROPOSITION 3.4.2. — Pour tout 0 € R, o, définit un automorphisme de I’algébre de
Lie g (D).
Démonstration. — Par automorphisme intérieur, o, agit sur les champs de vecteurs

tangents & V, et il nous faut montrer que, pour tout \ € g (D), c,.V € g (D). Pour faire
le calcul, plagons-nous dans la carte f.

Si Y est une rotation infinitésimale, on a
(0o W)() ="V (ye™) = V(y),

car V est linéaire, ce qui prouve que c,.\ € g (D). Si V est une transvection infinitésimale,
que 1’on peut écrire sous la forme

V= Xg =E+Z2E, y, ),
on a
(00.-X) (1) = €®E+Z(E, ye ™, ye ) =" E+e P Z(E, y, y)),

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D’UN DOMAINE BORNE 263
ce qui donne en utilisant la C-antilinéarité de Z en &,
(GO'Xﬁ)(y) = eieg_l_z(eiOE” ) y) = Xe‘°§'

Donc (c4.X;) € g (D), et la proposition est démontrée.

Nous aurons besoin dans la suite d’un certain nombre de résultats sur les automorphismes
des groupes et algébres de Lie.

PROPOSITION 3.4.3. — Soit G un groupe de Lie connexe dont I’algébre de Lie est g.
Soit G le revétement universel de G. Soit ¢ un automorphisme de I’algébre de Lie g

4.

Alors il existe un unique automorphisme ¢ de G tel que le diagramme suivant soit
commutatif

Démonstration. — Soit ’application exponentielle

4
exp

g—*iGs

et soit U un voisinage de 0 dans g tel que ’application exponentielle soit un isomor-
phisme de U sur V = exp (U). On définit un « morceau @, d’automorphisme de G »
par la formule

V-G,
g 9o (g) = exp [ ((exp; v) ' (@))]-

11 suffit de montrer que @, se prolonge en un homomorphisme de G, I’existence de I’inverse
étant assuré par le prolongement de ¢g'.

Le revétement universel G de G est égal au quotient de {ge%°(1,G) | g(0) =id}
par la relation d’homotopie a points-bases fixes. (I désigne Iintervalle [0, 1].)
Soit ge %° (I, G) tel que g (0) = id. On définit ¢ (g) de la fagon suivante. Choisissons
une subdivision (¢, =0, ..., #, = 1) de Dlintervalle I = [0, 1], telle que, pour tout i,
pour tout te€[t;, t;.1], g(¢)~'.g (¢) appartienne & ’ouvert V sur lequel est défini @o.
On définit alors @ (g) : pour tout € [#t; t;4 1],

[o@]() = 0o (g(ta) ™. 8(11)). 00 (8 (t) ™1 .8(12)) - - - 9o (g (1)~ .g(1)).

Il est clair que, si on raffine la subdivision (¢, . . ., #,), le résultat ne change pas, et cela suffit
4 démontrer que ¢ (g) ne dépend pas de la subdivision choisie.

Supposons maintenant que g et 4 soient deux chemins de G d’origine { id }, homotopes
a points-bases fixes, et soit H : IxI— G I’homotopie considérée. Par un raisonnement
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classique en topologie algébrique, en utilisant un quadrillage suffisamment fin de Ix]I,
on peut définir ¢ (H), et on vérifie que c’est une homotopie entre ¢ (g) et ¢ (4). Ceci montre

que g+ ©g (g) se prolonge en un homomorphisme de G.

Q. E.D.

PROPOSITION 3.4.4. — Soit G un groupe de Lie connexe dont I’algébre de Lie est g.
Soit G le revétement universel de G et soit

R x é - é,
(t, ) — .8
un groupe a un parameétre d’automorphismes de G. Supposons que le centre ¥ de g soit réduit

a {0 }. Alors le groupe & un paramétre ¢, passe au quotient et définit un groupe a un para-
metre ¢, d’automorphismes de G.

Démonstration. — Pour montrer que ¢, passe au quotient et définit un automorphisme ¢,
de G, il suffit de montrer que ¢, (N) = N, ou N est le noyau de I’homomorphisme

é-—»G.

Ce noyau est un sous-groupe distingué discret de G, et par suite, contenu dans le centre K
de G, qui est lui aussi un sous-groupe discret de G.

Soit g e K. Montrons que, pour tout te R, ¢,(g) = g. En fait, comme ¢ @, est
un groupe a un paramétre, il suffit de démontrer que, pour tout ¢ suffisamment proche de 0,

(T)t(g) =g.

Il est immédiat que ¢, (g) € K. D’autre part, quand ¢ tend vers zéro, ¢,(g) tend vers g.
Comme K est discret, cela entraine que, pour tout ¢ assez proche de 0, ¢, (g) = g, et la pro-
position est démontrée.

PROPOSITION 3.4.5. — Soit G un groupe de Lie réel connexe. Soit ¢ un automorphisme
de G. Soit M une variété analytique complexe simplement connexe étalée sur un ouvert
borné d’un espace de Banach E. Supposons que G agisse analytiquement et fidélement sur M,
et que, pour tout point x de M, I’application orbitale

p (%)

G—M,
gr—rg.X

soit, au voisinage de Iidentité, une submersion directe. Soit 0 un point de M. Supposons
qu’il existe un isomorphisme o d’un voisinage U de 0 dans M sur un voisinage V de 0 dans M
tel que o (0) = 0, et que, pour tout g suffisamment proche de {id } dans G, ¢ (g) soit
le prolongement @ M de I’application définie dans un voisinage de 0 par

x> Gogoc M (x).
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Alors o se prolonge en un automorphisme 6, de M tel que, pour tout g € G,
¢(g) =0o°8°0 .

Démonstration. — Soit Gy = {ge G | g(0) = 0}. Montrons d’abord que G, est
connexe par arcs. Considérons 1’application

(0
G 9m,

g—g(0).

Pour tout g, € G, p (0) est au voisinage de g, une submersion directe. Cela suffit
4 montrer que p (0) est un fibré de Serre de fibre G,. Ecrivons un morceau de la suite
exacte du fibré de Serre (voir par exemple [29]) :

Ty (M) - 74 (Go) = 1o (G).

On a n; (M) = 0, car M est simplement connexe; de plus, ©, (G) = 0, car G est connexe
par arcs. Par suite, ©, (Go) = 0, ce qui montre que G, est connexe par arcs.

Du fait que G, est connexe par arcs, et des majorations de Cauchy, on déduit I’existence
d’un voisinage W de 0 dans M tel que, pour tout g € Gy, pour tout x € W, on ait

9(g).x =00goc !(x).

Pour montrer la proposition, il suffit de démontrer que x> o (x) se prolonge en
une application analytique de M dans M, l’existence de 1’inverse étant assurée par le
prolongement de x+— ¢~ ! (x).

Cherchons le prolongement de x+— o (x). Choisissons d’abord un voisinage X de 0
contenu dans U suffisamment petit. Soit g € G. On définit sur g (X) une fonction V,

par la formule
1

Y, =0(g)oceg .

Soient g, et g, deux éléments de G. Il nous faut montrer que y,, et Y, coincident

sur g, X) N g, X). Si g; (X) N g, (X) est non vide, on en déduit que g7 ' o g, (0) est
trés proche de 0, et par suite, on peut écrire

g2 =8g1o7Ter,

ou 1 est trés proche de I’identité, et ou r e Gy.

Comme 7 est suffisamment proche de I’identité, on sait que, pour tout x suffisamment
proche de 0, on a

0(1).x =00t00 1(x).
Sur g, (X) N g, (X), on a

Vg, = 0(g1)ocoto0

1 1 -1 —1

oQgoroo ~oQor ~of °g .
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On trouve finalement :

Yy, = 0(g1)ooogr ' =V,

On a donc démontré que les fonctions , se recollent et définissent une fonction ana-

lytique x — o, (x) définie sur () f(X), & valeurs dans M. Il découle des hypothéses que
feG

M est homogene sous I’action de G. L’application o, est définie partout, c’est le prolon-
gement de o, et la proposition est démontrée.

Soitp : D — D le revétement universel simplement connexe de D. Choisissons un point §
de D, tel que p (0) = 0.

Considérons un groupe a un paramétre d’automorphismes de D, défini par une transfor-
mation infinitésimale { :

RxD-D,
(t’ x) qul (t: x)'

Il se reléve en un groupe a un paramétre d’automorphismes de D, comme le montre
le diagramme suivant [une fois qu’on a choisi £ (0, 0) = 5] :

~ o)~

RxD——D

[xe s

RxD——D
v,

Soit H(]~)) le sous-groupe du groupe G(]~)) des automorphismes analytiques de D

engendré par les f, (¢, .), pour tous les ¥ € g (D). Le groupe H (D) est naturellement
muni d’une structure de groupe de Lie banachique dont 1’algébre de Lie est g (D).
On déduit du théoréme 3.2.4 le

LeEMME 3.4.6. — Pour tout point x de ]5, Papplication orbitale

~ P (x) ~

H({D)— D,
g—g.Xx
est au voisinage de Iidentité une submersion directe.

LEMME 3.4.7. — Le centre T de g (D) est réduit & {0 }.

Démonstration. — Soit ¥ un élément du centre f de g (D). Alors ¥ = ¢+X,, avec
9eg(D)* et X,eg(D)”. Soit X, eg(D)". On a

0= [‘I” Xn] = [(P’ Xn]+[X§ ’ Xn]'
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D’aprés les régles du calcul du crochet, [, X;]eg(D)”, et [X,, X ]Jeg(D)".
On en déduit :

[0 X ] =Xg0pn=0 et [X;,X,]=0.

Du fait que, pour tout n € E, ¢’ (0).n = 0, on déduit que ¢’ (0) = 0, et comme ¢ (0) = 0,
on conclut ¢ = 0.

Prenons n = i§. On a [X,, X;] = 0; d’aprés le lemme 3.3.3, ceci entraine & = 0.
Par suite, y = 0, et le lemme est démontré.

On déduit des propositions 3.4.2, 3.4.3 et 3.4.4 que, pour tout 6 € R, o, définit
un automorphisme ¢, de H (]5). Quitte & restreindre le voisinage U de 0 sur lequel est
défini o4, on peut identifier U avec la feuille U de 2~ (U) qui contient 0, et on peut consi-

dérer 6, comme un groupe a4 un paramétre d’automorphismes de U. On déduit alors
de la proposition 3.4.5 la proposition suivante :

ProposiTION 3.4.8. — Le groupe a un parameétre d’automorphismes de U:
R x ﬁ - l},
(9’ x) HGO (X)
se prolonge en un groupe d un parameétre d’automorphismes de D. Nous le noterons encore
(99 x) = 0-0 (X)
Rappelons la
DEFINITION 3.4.9. — (@) Un domaine D contenu dans un espace de Banach E est dit

cerclé si I’origine 0 appartient 4 D, et si, pour tout point x, de D, pour tout 0 € R, €. x,
appartient a D.

(b) Soit A un domaine étalé sur un domaine D contenu dans E. On dit que A est
un domaine cerclé étalé si D est cerclé, et si le groupe a un paramétre d’automorphismes
de D :

RxD-D,

(0, x) —e®.x

se reléve en un groupe a un paramétre d’automorphismes de A laissant fixe un point de A
situé au-dessus du point 0 € D.

Soit f = fo p. L’application f~ est une carte locale de D au voisinage de 0. Montrons
maintenant le

THEOREME 3.4.10. — La carte f définie au voisinage de O se prolonge en un étalement F
de D sur un ouvert connexe borné cerclé D' de E, et F fait de D un domaine cerclé étalé.

Démonstration. — Soit

F(x)=(1/2 n)jzue"° (po5e(x))db.
0
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Montrons d’abord que F prolonge f Si x est suffisamment proche de 0, on a
p(oe(x) = f~1(” fop(x)).
On trouve

F(x)= (1/21c)f:"_'e'“’f‘1 (€® f o p(x))do.

On sait que, pour tout y, f "' (y) = y+ Y. P, (»). Par suite,
nx2

12 1:)J~2’t e P f1(e®y)do = y.
0

On en déduit
F()=fop(x) = ().
Montrons que F est un étalement. Dans la carte définie par p, on a, au voisinage de 0 :
dF (x) = df (p(x)).
On en déduit que, au voisinage de 0,
dF (x)e¢(p(x)) = ¢ (p(x))°dF (x) = id,

ol ¢ (x) est I’application linéaire { § — Y, (x) } définie au paragraphe 3.3. Le théoréme
de prolongement analytique prouve que cette égalité a lieu sur D tout entier. Par suite,
pour tout x € ]3, dF (x) est un isomorphisme de E, et F est bien un étalement.

Soit D’ = Im F. Pour tout x proche de 0, on a

F(0s(x)) = f o p(06(x)) = e°F (x).
On déduit du théoréme de prolongement analytique que, pour tout x € ]5,
F (04(x)) = €°F (x).

Ceci prouve que D’ est un domaine cerclé et que D est un domaine cerclé étalé sur D’.

Pour continuer notre étude, nous avons besoin d’un certain nombre de résultats sur
les domaines cerclés étalés.

- THEOREME 3.4.11. — Soit r : A — D un domaine cerclé étalé sur un domaine D contenu
dans un espace de Banach E. Soit f une fonction holomorphe sur A, da valeurs dans un espace
de Banach F. Alors il existe une suite P, de polynémes homogénes de degré n de E dans F,
tels que

f)= ZN P, (r (x)).

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D’UN DOMAINE BORNE 269

De plus, cette série est normalement convergente au voisinage de tout point x de A.
On en déduit qu’il existe une application holomorphe g de D dans F telle que

f=gor.

Le lecteur pourra reconstituer la démonstration a partir de [7] (th. 12, p. 14).
On en déduit le

COROLLAIRE 3.4.12. — Soit D un domaine cerclé contenu dans un espace de Banach E.
Soit A le plus petit domaine cerclé étoilé contenant D. Alors les fonctions holomorphes sur D,
a valeurs dans un espace de Banach F se prolongent a A.

Démonstration. — Si on considére le développement en série de polyndmes homogénes
d’une fonction fes# (D, F) :

f&)= ZN P, (x),

le fait que la série soit normalement convergente au voisinage de tout point x de D entraine
qu’elle est normalement convergente au voisinage de tout point de A. Le corollaire
est démontré.

Nous sommes dans la situation suivante :

DLD

e

D

D et D’ sont deux domaines bornés contenus dans E. L’application p envoie D dans E.
D’aprés le théoréme 3.4.11, il existe une application holomorphe g : D’ — D, telle que
p=gq-°F

LemMme 3.4.13. — L’application F : D — D’ est une application de revétement.

Démonstration. — Montrons d’abord que g est un étalement. Soit x" un point de D’.
Comme F est un étalement, on peut trouver un ouvert U de D et un voisinage ouvert V
de x’ dans D’ tels que F,y soit un homéomorphisme de U sur V. Quitte a restreindre V,
il est clair que p est un homéomorphisme de U sur p (U). Par suite, g,y : V— p (U) est
un homéomorphisme, ce qui prouve que g est un étalement.

Montrons maintenant que F est un revétement. Soit x’ € D’. Choisissons un voisinage
ouvert V de x’ tel que ¢ soit un homéomorphisme de V sur son image U et que U soit
trivialisant pour p. Supposons de plus que V soit une composante connexe de ¢~ ! (U).

Soit W 1’une des feuilles de p~* (U). On montre facilement que deux cas seulement sont
possibles :

DFW)nV=0;
(2) F est un homéomorphisme de W sur V.

Par suite, F~' (V) est égal 4 la réunion des feuilles W de p~! (U) telles que
FW)nV #0, et Fy :W—V est un homéomorphisme. Le lemme est démontré.
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LeMME 3.4.14. — Le domaine D’ est un domaine borné symétrique.

Démonstration. — Si f est un automorphisme analytique de f), il existe d’aprés
le théoréme 3.4.11 une application holomorphe g : D’— D’ telle que
F of = go F_

On vérifie facilement que g est un automorphisme de D’. Comme D est homogeéne,
D’ est homogeéne. De plus, D’ est cerclé, ce qui entraine qu’il est symétrique.

Nous montrerons dans I’appendice a ce travail que tout domaine borné homogéne
est un domaine d’holomorphie dans un sens que nous préciserons. On déduit de ce résultat
et du corollaire 3.4.12 que D’ est un domaine borné cerclé étoilé. Il en résulte qu’il est
contractile, et par suite, simplement connexe. D’aprés la théorie des revétements, F est

un isomorphisme de D sur D' L’application ¢ : D’ — D identifie donc D’ au revétement
universel de D.

LemME 3.4.15. — Soit §h) (D’) la sous-algébre de Lie de g (D’) obtenue en relevant
toutes les transformations infinitésimales de D. Alors I’ensemble
{xeD' | ¥(x) =0,Vyeh(D)*}
est réduit @ {0}.
Démonstration. — 1l est clair que h(D’) contient les transvections infinitésimales.
Par suite, le crochet
[ng Xig] = [Y;+Z(§, X, x)a 1§+Z(t§, X, x)] = "'412(&.» E.n x)

appartient 3 § (D’)*. Le lemme sera une conséquence de 1’assertion suivante : pour tout
£#£0, Z(E,E,£E) # 0. Faisons la démonstration par 1’absurde. Supposons qu’il existe
E #£0, tel que Z (&, &, &) = 0. Alors la solution de 1’équation différentielle

dx
— =X (x) =E+Z(, x, x)
dt
prenant pour ¢ = 0 la valeur O est
x=1.E.

Comme D’ est borné, pour ¢ assez grand, x = ¢.& n’appartient pas a D’, ce qui est absurde.

Pour démontrer le théoréme 3.4.1, il suffit maintenant de montrer que ¢ : D’— D
est un isomorphisme. Le revétement ¢ : D’ — D est galoisien, car D’ est simplement
connexe. D’aprés la théorie des revétements galoisiens, il suffit donc de démontrer que
le groupe I" des D-automorphismes de D’ est réduit a {id }.

Soit y e I'. On vérifie facilement que, pour tout ¥ € h (D’), y.¥ = V. Par suite, pour
tout Y e h (D)*, v.¥ = ¥ doit s’annuler au point y~* (0). On déduit du lemme 3.4.15
que Y~ ! (0) = 0. Donc y = id, et le théoréme est démontré.

3.5. ETUDE DU GROUPE D’ISOTROPIE D’UN POINT. — Soit D un domaine borné symétrique
d’un espace de Banach complexe E. D’apreés le théoréme 3.4.1, on peut supposer que D
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est un domaine borné cerclé étoilé, et c’est ce que nous ferons a ’avenir. On sait alors
que les éléments du groupe d’isotropie G, (D) de ’origine O sont linéaires. Par suite,
les rotations infinitésimales sont aussi linéaires. On a vu en outre que les transvections
infinitésimales X, s’écrivent, pour tout § € E,

Xg(x) = §+Z(Fv X, x)3
ol

& x, P ZE, x, y)

est une application trilinéaire de E3 dans E, C-linéaire symétrique en x et y, C-antilinéaire
en &.

Dans les paragraphes précédents, nous avons surtout étudié 1’espace vectoriel g (D)~
des transvections infinitésimales. Nous allons maintenant étudier le groupe d’iso-
tropie G, (D) de ’origine 0, et I’algébre de Lie g (D)* des rotations infinitésimales. Nous
donnerons une caractérisation algébrique des éléments de G, (D) et de g (D)* a l’aide
de ’application Z. L’intérét de cette étude apparait dans le théoréme suivant.

THEOREME 3.5.1. — Soit D un domaine borné symétrique. Supposons que le groupe
d’isotropie de I’origine 0 soit un groupe de Lie. Alors G (D) est un groupe de Lie.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.3.5, il suffit de montrer que le plus grand
groupuscule de Lie G contenu dans G (D) contient un voisinage de la transformation
identique dans G (D).

Comme G, (D) est un groupe de Lie, il est clair que G contient un voisinage de I’identité
dans G, (D).

Si fe G (D) est suffisamment proche de I’identité, on sait d’aprés le théoréme 3.2.4
qu’il existe un élément g de G proche de I’identité et tel que g (0) = £(0). Alors, (g™ o f)
est proche de I’'identité et appartient & G, (D). Par suite, il appartient a G. Enfin,
f=go(g tof), produit de deux éléments de G proches de I’identité appartient a G.
Le théoréme est démontré.

THEOREME 3.5.2. — Soit D un domaine borné symétrique, réalisé comme un domaine
borné cerclé étoilé. Soit f un automorphisme linéaire de E. Pour que f appartienne au groupe
d’isotropie G, (D) de I'origine 0, il faut et il suffit que, pour tout & € E, pour tout x € E,
on ait :

¢y F@E, x, x)=Z(f ©), f (), f(x)) =0.

Démonstration. — Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit f un auto-
morphisme linéaire de E et supposons que f appartienne & G, (D). Alors, on a,
pour tout £€E :

FXe=Xp 0.6 = Xy )
Or,
(fX)@) = (TN E+ZE f1x), 7)) = FEO+F(ZE fF1 ), fTH ).
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D’autre part,

Xp (X)) = fE)+Z(f (), x, x).

En égalant ces deux expressions, et en remplagant x par f(x), on obtient (1).

Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Remarquons d’abord que si fest
un automorphisme linéaire de E, pour que f appartienne & G, (D), il faut et il suffit que
f(D) = D. La démonstration que nous allons donner est assez semblable a celle donnée
au paragraphe 3.4 pour prolonger le groupe & un paramétre (0, x) — o, (x) en un groupe
a un paramétre d’automorphismes de D. Elle consiste a considérer ’application f comme
définie dans un voisinage de 0 dans D, et & la « prolonger » en un automorphisme de D,
qui sera, bien sfir, égal a I’application f donnée. Il n’était pas possible au paragraphe
précédent de donner une démonstration unique, parce que, d’une part, certains arguments
doivent étre modifiés, et que, d’autre part, ’existence du groupe a un paramétre d’auto-
morphismes de D :

6, x)—e®x

est essentielle dans la démonstration qui va suivre.

Soit g, (D) la sous-algébre de Lie compléte de g (D) engendrée par g (D)~ et la rotation
infinitésimale { x — ix }. Soit G, le groupuscule de Lie d’automorphismes de D associé
a g; (D), et soit H, (D) le sous-groupe de G (D) engendré par G,. On munit H, (D)
d’une structure de groupe de Lie banachique (réel) pour laquelle une base de voisinages
de la transformation identique est formée des images des voisinages de 0 dans g, (D)
par l’application exponentielle. Nous considérerons également le revétement universel
simplement connexe

g : H,(D)-H,(D)

de H, (D), qui est, lui aussi, un groupe de Lie banachique dont 1’algébre de Lie est g; (D).
On montre alors facilement le lemme suivant.

LeMME 3.5.3. — Pour tout ae D, Papplication orbitale

H, (D)% D,

g—g.a

est, au voisinage de Iidentité, une submersion directe. Par suite, le domaine D est homogéne
sous I’action de H,; (D). De plus, pour tout point a de D, la symétrie 6, appartient ¢ H, (D).

LEMME 3.5.4. — Le centre K de H, (D) est réduit a {id }, et le noyau N de g est égal
au centre K, de H; (D).

Démonstration. — Montrons d’abord que le centre K de H, (D) est réduit 2 {id }.
Soit ge K. Soit @ un point de D, et soit o, la symétrie par rapport au point a.
Comme o, € H, (D), on a

-1
O, =g°0,°8 = Oy (a)
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D’aprés la représentation que nous avons donnée des domaines bornés symétriques,
il est clair que, pour tout point a de D, a est le seul point fixe de o,. On en déduit que,
pour tout point a de D, g (a) = a, ce qui prouve que g = id.

Le noyau N de g est un sous-groupe discret distingué du groupe ﬁl (D). Puisque ﬁl (D)
est connexe par arcs, N est contenu dans le centre K, de H, (D). D’autre part, le fait

que g :ﬁl (D)— H, (D) est surjective entraine que q (K,) est contenu dans le centre K
de H, (D). Par suite, g (K,) = {id }. Ceci prouve bien que le noyau N de g est égal a4 K,
et le lemme est démontré.

LemMmE 3.5.5. — Par automorphisme intérieur, f définit un automorphisme c de I’algébre
de Lie g, (D).

Démonstration. — 1l est clair que, si ’automorphisme linéaire f vérifie la condition (1),
f 1! la vérifie également. Il suffit donc de montrer que, pour tout ¥ € g; (D), 6 (V) = f. ¥
appartient a g, (D).

Ainsi que nous ’avons déja vu, la condition (1) exprime que
[ Xe=X; pour tout &eE.

D’autre part, f.{ x— ix } = { x— ix }. Du fait que, pour tout ¢ € g (D), pour tout
Veg(D), f.[o, V] =[f.0,f V], on déduit finalement par passage & la limite que,
pour tout € g, (D), f.¥ appartient & g, (D), ce qui achéve la démonstration du lemme.

D’aprés la proposition 3.4.3, il existe un unique automorphisme ¢ de ﬁl (D) qui rend
commutatif le diagramme suivant :

5. (D)X H, (D)

~

< ®

g: (D)= H, (D)

LeMME 3.5.6. — L’automorphisme ¢ passe au quotient et définit un automorphisme @
de H, (D).

Démonstration. — Soit N le noyau de ¢ :ﬁl (D)— H, (D). Pour démontrer que ¢
passe au quotient, il suffit de vérifier que ¢ (N) = N. D’aprés le lemme 3.5.4, N est égal
au centre K, de H, (D), et il est clair que ¢ (K;) = K,. Le lemme est démontré.

L’existence du « prolongement » de f en un automorphisme de D est une conséquence
immédiate de la proposition 3.4.5. Le théoréme 3.5.2 est démontré.

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation des rotations infinitésimales de D.

THEOREME 3.5.7. — Soit D un domaine borné symétrique, réalisé comme un domaine
borné cerclé étoilé. Soit A un élément de ¥ (E, E). Pour que A appartienne @ g (D)*, il faut
et il suffit que, pour tout & € E, pour tout x € E, on ait :

(2 AZE % )~ZAE), % )—ZE AR), )—-ZE x, AR) =0.
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Démonstration. — Pour que A appartienne 4 g (D)™, il faut et il suffit que, pour tout € R,
exp (¢ A) appartienne & G, (D). Pour cela, d’aprés le théoréme 3.5.2, il faut et il suffit que,
pour tout ¢ € R, pour tout € E, pour tout x € E, on ait

exp(tA)(Z (8, x, x))—Z(exp(tA)(§), exp(tA)(x), exp(tA)(x)) = 0.

En dérivant par rapport a ¢, et en faisant # = 0, on obtient (2).

Réciproquement, soit A € .Z (E, E) vérifiant (2) pour tout § € E et tout x € E. On montre
facilement par récurrence sur n = 2, que ceci entraine, pour tout £ € E et tout x€E :

n!
A"(ZE x, x))— ) ————Z (A" (§), A" (x), A” (x)) =0.

pi+pztps=n P! py!ps!
On en déduit que, pour tout ¢ € R, pour tout & € E, pour tout xe E, on a
exp (tA)(Z (S, x, x))—Z(exp(tA)(§), exp(tA)(x), exp(1A)(x)) =0,
donc exp (¢ A) appartient 3 G, (D). Par suite, A appartient a4 g (D)*, et ceci termine

la démonstration du théoréme.

Malheureusement, ces résultats ne nous ont pas permis, pour I’instant, de montrer que
le groupe des automorphismes analytiques d’un domaine borné symétrique D est un groupe
de Lie.

3.6. EXEMPLES DE DOMAINES BORNES SYMETRIQUES. — En dimension infinie, les premiers
exemples de domaines bornés symétriques ont été donnés par Greenfield et Wallach [18].
Par la suite, ces exemples ont été généralisés par Harris [20]. Il a d’abord montré que,
si E et F sont deux espaces de Hilbert, et si B est la boule-unité ouverte de % (E, F) muni
de la norme habituelle, alors B est un domaine borné symétrique. Pour cela, comme B est
un domaine cerclé, il suffit de démontrer que B est homogéne. Si a est un point de B,
un automorphisme analytique f, de B qui envoie 0 en a est donné par

f.(x) = (idg—aa*)"Y?(x+a)(idg+a*x) " (idg—a* a)'/?

(ol a* désigne I’adjoint de a). (Voir [20], th. 2, p. 20, et [26].)

Un calcul simple montre alors que, pour tout § € & (E, F), la transvection infinitési-
male X, vaut :

Xe(x) =E—xE*x.
Par suite,
ZE, x, x) =—xE*x.

Pour la suite de cette étude, nous aurons besoin du

LeMME 3.6.1 (¢f [20], p. 17). — Soient E et F deux espaces de Hilbert. Soient &, &,,
&3, X1, X3, X3 Six éléments de & (E, F). Alors,

3
kgo(—l)k(§1+ikx1)(§2+ikx2)* (Es+i%x3) = 4x, £} x5
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On en déduit que si & et x sont deux éléments de &% (E, F), on a

3
M g*x Z (=D E+i*x)E+i*x)*E+i*x).

1
T4
Montrons maintenant le

THEOREME 3.6.2. — Soient E et F deux espaces de Hilbert, et soit B la boule-unité ouverte
de % (E, F). Soit H un sous-espace vectoriel fermé de & (E, F) tel que, pour tout x € H,
xx* x appartienne a H. Alors, B H est un domaine borné symétrique dans I’espace
de Banach H.

Démonstration (comparer avec [20]). — On déduit de la formule (1) que, pour tous &
et xe H, x &€* x appartient & H. Par suite, pour tout § € H, ’application

x> X (x) =E—xE*x

envoie H dans H. On en déduit que B n H est homogeéne, et comme B n H est un domaine
cerclé, ceci entraine que B n H est un domaine borné symétrique contenu dans H.

Nous appellerons domaine de Harris tout domaine borné symétrique qui peut étre
réalisé comme D’intersection de la boule-unité ouverte de & (E, F) avec un sous-espace
vectoriel fermé H de .Z (E, F), tel que, pour tout x € H, xx* x appartienne a H.

Harris [20] a montré que les quatre grandes classes (type I & IV) de domaines bornés
symétriques irréductibles de dimension finie de la classification de E. Cartan [6] sont
des domaines de Harris. On ne sait pas, pour I’instant, s’il en est de méme des deux domaines
bornés symétriques irréductibles exceptionnels (type V et VI). S’il en était ainsi, tout
domaine borné symétrique d’un espace vectoriel complexe de dimension finie serait
un domaine de Harris. De toutes fagons, les résultats déja démontrés permettent de définir
en dimension infinie une généralisation des domaines bornés symétriques de E. Cartan
de type I a IV (voir [20)).

Si D est un domaine de Harris, on peut caractériser les éléments du groupe G, (D)
et de I’algébre de Lie g (D)* de la fagon suivante :

PROPOSITION 3.6.3. — Soient E et F deux espaces de Hilbert, et soit H un sous-espace
vectoriel fermé de & (E, F), tel que, pour tout x € H, xx* x appartienne @ H. Soit B la boule-
unité ouverte de ¥ (E, F), et soit D = Bn H.

(a) Soit fe GL (H). Pour que f appartienne a G, (D), il faut et il suffit que, pour tout x € H,
on ait

(1) fGx*x)~f (%) f ()* f () =0.

(b) Soit Ae % (H, H). Pour que A appartienne & g (D)*, il faut et il suffit que,
pour tout x € H, on ait

2" AGx*x)—AX) x*x—xA(x)*x—xx*A(x) =
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[Le résultat (a) est déja connu de Harris [20]. Toutefois, sa démonstration est diffé-
rente de la nétre. ]

Démonstration. — Pour démontrer (a), il suffit d’aprés le théoréme 3.5.2 de montrer que,
si, pour tout x € H, f vérifie (1), alors, pour tout £ € H et tout xe H, on a

fGE)—f®) fE*f(x)=0.

Or cela résulte de la formule (1).

Pour démontrer (b), d’aprés le théoréme 3.5.7, il suffit de montrer que, si pour tout x € H,
A vérifie (2'), alors, pour tous € et xeH, on a

AxEP)—AXE x—xA)* x—xE*A(x) = 0.

Ceci se déduit du lemme 3.6.1.

Ces résultats ne permettent pas, dans le cas général, de donner la forme explicite
des éléments du groupe d’isotropie de I’origine d’un domaine de Harris D. Pour conclure
ce chapitre, nous allons étudier deux exemples.

Exemple 1. — Soient E et F deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que E soit
de dimension finie. Soit B la boule-unité ouverte de % (E, F) muni de la norme habituelle.
L’étude du groupe G, (B) a été faite par Greenfield et Wallach [18] qui ont montré la

PrOPOSITION 3.6.4. — Tout automorphisme fe G, (B) est de la forme
x>AoxoB,

ot A € U (F), le groupe unitaire de F, et B € U (E), le groupe unitaire de E.

On déduit facilement de ce résultat que G, (B) est isomorphe au quotient de U (F) x U (E)
par G;, ou G, est le sous-groupe distingué de U (F)xU (E) formé des éléments
(Aid, A7 1id), avec | A | = 1. Ceci montre que G, (B) est un groupe de Lie. On déduit
de ce résultat et du théoréme 3.5.1 le

THEOREME 3.6.5. — Soient E et F deux espaces de Hilbert. Supposons de plus que E soit
de dimension finie. Soit B la boule-unité ouverte de ¥ (E, F). Alors G (B) est un groupe
de Lie.

Exemple 2. — Soit A une C*-algébre commutative avec élément-unité. On sait qu’il existe
un espace compact K tel que A soit isométriquement isomorphe a ’algébre % (K, C)
des fonctions continues sur K a valeurs dans C, munie de la norme de la convergence
uniforme sur K. Soit B la boule-unité ouverte de € (K, C). On peut montrer que B est
un domaine de Harris. Cependant, il est trés simple de vérifier directement que B est
un domaine borné symétrique. Comme B est cerclé, il suffit de montrer qu’il est homogene :
si a est un point de B, un automorphisme analytique de B qui envoie 0 en a est donné par

x> fy(x) = 212
1+ax
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THEOREME 3.6.6. — Soit B la boule-unité ouverte de € (K, C). Alors G, (B) est un groupe
de Lie; par suite, G (B) est un groupe de Lie.

Démonstration. — Les éléments de G, (B) sont les automorphismes linéaires isomé-
triques de % (K, C). Soit fun tel automorphisme. D’aprés Dunford-Schwartz [17] (p. 442)
il existe un homéomorphisme t de K sur lui-méme et une application continue o : K — U

(groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1) tels que, pour tout ¢ € € (K, C),
pour tout xe K,

f(@)(x) = a(x).0(x(x)).

Montrons que si ||f—id|| < 1, alors © = id. Supposons en effet T # id; il existe
deux points distincts a et b de K, tels que 1 (a) = b. Il existe une fonction continue ¢,
de K dans [0, 1] telle que @4 (a) = 0, ¢, (b)) = 1. On a donc

”f—id” 2 Hf(‘Po)“Po” = ”a(a)(Po(b)—‘Po(a)” =1,

ce qui prouve le résultat annoncé.

Un voisinage de la transformation identique dans G, (B) s’identifie donc a 1’ensemble
des applications continues o de K dans U muni de la distance

d(o, B)= sug|oz(x)—ﬁ(x)|.

1l est clair que cet ensemble a une structure de variété analytique réelle, compatible avec
sa structure de groupe, ce qui prouve que G, (B) est un groupe de Lie. On déduit
du théoréme 3.5.1 que G (B) est un groupe de Lie.

Note ajoutée lors de la correction des épreuves.

Le résultat suivant m’a été communiqué par L. A. Harris et W. Kaup (Linear Algebraic
Groups in Infinite Dimensions, a paraitre).

THEOREME. — Soit # un entier, et soit G un sous-groupe algébrique du groupe linéaire
GL (E) d’un espace de Banach E, défini par des polynomes de degré =< n. Alors G est
un groupe de Lie.

Ce théoréme s’applique au groupe d’isotropie G, (D) de l'origine O d’un domaine
borné symétrique D, réalisé comme un domaine borné cerclé étoilé (cf. th. 3.4.1).
D’aprés le théoréme 3.5.2, G, (D) est un sous-groupe de GL (E), défini par des poly-

ndmes de degré < 3; c’est donc un groupe de Lie. On déduit de ce résultat et du théoréme
3.5.11l

THEOREME. — Soit D un domaine borné symétrique d’un espace de Banach complexe E.
Le groupe G (D) des automorphismes analytiques de D est un groupe de Lie.

Ceci achéve la démonstration de la conjecture énoncée au début de cet article.
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APPENDICE
Domaines bornés homogénes, métrique de Carathéodory et domaines d’holomorphie

Dans la démonstration du théoréme 3.4.1, nous avons utilisé le fait que, si D est
un domaine borné homogéne d’un espace de Banach complexe E, alors D est un domaine
d’holomorphie. Le but de cet appendice est de donner une définition précise des domaines
d’holomorphie en dimension infinie, et de démontrer le résultat annoncé. La démonstration
utilise la métrique de Carathéodory, et nous allons commencer par rappeler ses principales
propriétés.

Soit A le disque-unité ouvert dans C. La métrique non euclidienne 8 sur A est définie
par la formule : pour tous a et b €A,

[a—b|+|1~a3|
og IS
(1—aa) (1-bb)

d(a, b) =L

11 est classique que 3 est une distance sur A, que & définit la topologie habituelle de A,
et que, si f est une application analytique de A dans lui-méme, alors, pour tous a et b € A,

3(f(a), (b)) =8(a, b).

En particulier, si f est un automorphisme de A, alors f est une isométrie pour 8.

Soit D une variété banachique complexe connexe. On définit la métrique de Carathéodory
dP sur D de la fagon suivante (voir [2], p. 165) : pour ae D, b € D, on pose

dZ(a,b)=sup 3(f(a), f(b)).

fe# (D,A)

On montre que la métrique de Carathéodory vérifie les propriétés suivantes :
(@) Pour tous a et be D, dP° (a, b) <+ .
(b) Pour tous a, b et ceD,

dz (a, ¢) £ dg(a, b)+d (b, ).
(¢) Si D est contenu dans une variété connexe D’, alors
d> < adb.

(d) Soit f une application holomorphe de D dans une variété connexe D’. Alors,
pour tous a et be D,

dg (f (@), f (b)) < d¢ (a, b).

On en déduit que tout automorphisme analytique d’une variété connexe D est une iso-
métrie pour la métrique de Carathéodory.
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(e) Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe. Alors dP sépare
les points de D.

(f) Soit B la boule-unité ouverte d’un espace de Banach E. On montre, 3 l’aide
du lemme de Schwarz, que, pour tout x € B,

d2(0, x) =380, || x|])-
On déduit de cet ensemble de résultats le

LEMME 1. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E. Soit d°
la distance de Carathéodory sur D, et soit d la distance déduite de la norme de E. Soit B
une boule complétement intérieure @ D. Alors d° et d induisent sur B la méme structure
uniforme. On en déduit que d° et d induisent sur D la méme topologie.

Nous pouvons maintenant démontrer le

THEOREME 2. — Soit D un domaine borné homogéne. Alors D est complet pour la distance
de Carathéodory d>.

Démonstration. — Soit a un point de D, et soit (x,),.y une suite de Cauchy pour dP.
Il existe un nombre réel r > 0, tel que la boule B, (a, r) = {xeD | d? (a, x) < r }
soit contenue dans une boule fermée B complétement intérieure a D.

Comme les (x,),.n forment une suite de Cauchy pour dP, il existe un entier n,, tel que
B. (x,,, r) contienne tous les x,, pour n = n,. Soit f un automorphisme analytique de D,
tel que f(x,,) = a. Les (f(x,)),.n forment une suite de Cauchy pour dP sur B, (a, r).
A I’aide du lemme 1, on montre qu’il existe un point y, de B, tel que f(x,) converge vers y,,
quand n— + co. Par suite, x, converge vers f ! (y,), ce qui prouve le théoréme.

11 nous faut maintenant donner la définition des domaines d’holomorphie.

DEFINITION 3. — Soit D un domaine d’un espace de Banach complexe E. Soit H un sous-
espace vectoriel de 1’espace vectoriel # (D, C) des fonctions holomorphes sur D,
séparant les points de D. Nous dirons que D est un H-domaine d’holomorphie si D vérifie
la condition suivante : pour tout domaine étalé (D’, p) dans E, pour tout plongement
ouvert @ : D — D’, tel que le diagramme

D—% p

N

NG
soit commutatif, et tel que ’image par I’application ¢* :
# (D', C)—» # (D, C),
f=fe0
de # (D', C) contienne H, alors ¢ est un isomorphisme de D sur D'.
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Remarque. — En dimension finie (voir [11]), on montre que, si D est un
# (D, C)-domaine d’holomorphie, il existe une application fes# (D, C), telle que D soit
le plus grand domaine de prolongement de f. Il n’en est pas de méme en dimension infinie

(voir [15]).

THEOREME 4. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E, complet
pour la distance de Carathéodory. Soit H < # (D, C) I’ensemble des fonctions holomorphes
bornées sur D. Alors D est un H-domaine d’holomorphie.

Le théoréme 2 et le théoréme 4 entrainent immédiatement le

COROLLAIRE 5. — Soit D un domaine borné homogéne. Soit H <= # (D, C) I’ensemble
des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors D est un H-domaine d’holomorphie.

Démonstration du théoréme 4. — Soit D un domaine borné complet pour la métrique
de Carathéodory. Soit (D’, p) un domaine étalé dans E, et soit ¢ : D — D’ un plongement
ouvert compatible avec 1’étalement p. [Nous identifierons D avec son image ¢ (D).]
Supposons que toutes les fonctions holomorphes bornées sur D se prolongent & D’.
Alers, pour tout /'€ H, la norme du prolongement de fa D’ est égale & || f||p. Pour montrer
cela, il suffit de prolonger toutes les 1/(f—a) pour |a| > ||f|lo- On en déduit que

D" D
|D=dc'

Supposons que @ ne soit pas un isomorphisme de D sur D’. Alors, on peut trouver
un point a de D’, n’appartenant pas a D, et une suite (x,), .y de points de D convergeant
vers a. Du fait que d°’ (x,, a) — 0, on déduit que les (x,),.y forment une suite de Cauchy
pour la distance de Carathéodory dans D. Cette suite n’a pas de limite dans D,
contradiction. Le théoréme est démontré.

BIBLIOGRAPHIE

[1] A. BLANCHARD et H. CARTAN, Généralités sur les fonctions automorphes : cas d’un domaine borné
(Séminaire Cartan E.N.S., exposé 1, 1953-1954, Benjamin, New York).
[2] H. BEHNKE et P. THULLEN, Theorie der Funktionen mehrerer Verdnderlichen, (Ergebnisse der Math.,
vol. 51, Springer-Verlag, Berlin, 1970, 2¢ ed.)
[3]1 N. BourBaki, Topologie générale, Hermann, Paris.
[4] N. BourBaAKkl, Variétés différentielles et analytiques, Fascicule de résultats, Hermann, Paris.
[5]1 N. BourBakl, Groupes et algébres de Lie, Hermann, Paris.
[6] E. CARTAN, Sur les domaines bornés homogénes de I’espace de n variables complexes (Abh. Math. Sem.
Univ. Hamburg, vol. 11, 1936, p. 116-162).
[7]1 H. CARTAN, Les fonctions de deux variables complexes et le probléme de la représentation analytique
(J. Math. pures et appl., 9¢ série, vol. 10, 1931, p. 1-114.
[8] H. CARTAN, Sur les fonctions de plusieurs variables complexes. L’itération des transformations intérieures
d’un domaine borné (Math. Zeitschrift, vol. 35, 1932, p. 760-773).
[9] H. CARTAN, Sur les groupes de transformations analytiques, Hermann, Paris, 1935.
[10] H. CARTAN, Sur les fonctions de n variables complexes : les transformations du produit topologique de
deux domaines bornés (Bull. Soc. math. Fr., vol. 64, 1936, p. 37-48).
[11] H. CARTAN, Domaines d’holomorphie et domaines de convergence : théorie de la convexité (I) (Semmazre
Cartan E.N.S., exposé 8, 1951-1952, Benjamin, New York).

4° SERIE — TOME 9 — 1976 — N° 2



AUTOMORPHISMES D’UN DOMAINE BORNE 281

12] H. CARTAN, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables complexes,
Hermann, Paris, 1961.

[13] H. CARTAN, Calcul différentiel, Hermann, Paris, 1967.

[14] H. CARTAN, Formes différentielles, Hermann, Paris, 1967.

[15] S. DiNeEN, The Cartan-Thullen Theorem for Banach Spaces (Annali scuola normale superiore Pisa,
vol. 24, 1970, p. 667-676).

[16] A. DouaDY, Le probléme des modules pour les sous-espaces analytiques compacts d’un espace analytique
donné (Ann. Inst. Fourier, 1966, p. 1-95).

[17] N. Dunrorp and J. SCHWARTZ, Linear Operators, part 1. Interscience publishers, inc., New York, 1957.

[18] S. GreenrFIELD and N. WALLACH, Automorphism Group of Bounded Domains in Banach Spaces (Trans.
Amer. Math. Soc., vol. 166, 1972, p. 45-57).

[19 R. GunNNING and H. Ross1, Analytic Functions of several Complex Variables, Prentice-Hall, inc., London,
1965.

[20] L. HARRIS, Bounded Symmetric Homogeneous Domains in Infinite Dimensional Spaces (Proceedings
on Infinite Dimensional Holomorphy, Lecture Notes, n° 364, Springer-Verlag, Berlin, 1974, p. 13-40).

[21] T. HayDEN and T. SUFFRIDGE, Biholomorphic Maps in Hilbert Space Have a Fixed Point (Pacific J. Math.,
vol. 38, 1971, p. 419-422).

[22] W. Kaup, Y. MATsusaiMA and T. OcHIAL On the Automorphisms and Equivalences of Generalized Siegel
Domains (Amer. J. Math., vol. 92, 1970, p. 475-498).

[23] R. NARASIMHAN, Several Complex Variables (Chicago Lectures in Mathematics, The University of
Chicago press, Chicago, 1971).

[24] 1. PIATETSKY-CHAPIRO, On a Problem Proposed by E. Cartan (Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R., vol. 124,
1959, p. 272-273).

[25] 1. PIATETSKY-CHAPIRO, Géométrie des domaines classiques et théorie des fonctions automorphes (traduc-
tion frangaise), Dunod, Paris, 1966.

[26] V. Potarov, The Multiplicative Structure of the J-Contractive Matrix Functions Trans. Amer. Math.
Soc., series 2, vol. 15, 1960, p. 131-243),

[27] J.-P. RaMis, Sous-ensembles analytiques d’une variété banachique complexe (Ergebnisse der math., n° 53,
Springer-Verlag, Berlin, 1970).

[28] A. RENAUD, Quelques propriétés des applications analytiques d’une boule de dimension infinie dans une
autre (Bull. Sc. math., 2° série, vol. 97, 1973, p. 129-159).

[29] E. SPANIER, Algebraic Topology, McGraw-Hill, New York, 1966.

[30] T. Tsu, Siegel Domains over Self-Dual Cones and their Automorphisms (Nagoya Math. J., vol. 55, 1974,
p. 33-80).

[31] J.-P. VIGUE, Sur le groupe des automorphismes analytiques d’un ouvert borné d’un espace de Banach
complexe, (C. R. Acad. Sc. Paris, t. 278, série A, 1974, p. 617-620).

[32] E. VINBERG, Homogeneous Cones (Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R., vol. 133, 1960, p. 9-12).

[33] La construction de I’algébre de Lie des transformations infinitésimales d’un domaine borné a été faite
de fagon indépendante par H. UPMEIER, Ueber die Automorphismengruppe beschrinkter Gebiete in
Banachrdumen, Dissertation, Tiibingen, 1975.

(Manuscrit regu le 8 octobre 1975).
Jean-Pierre VIGUE,

37, parc d’Ardenay,
91120 Palaiseau.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



