
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

H. LEMONNIER
Mémoires sur les fonctions elliptiques qui correspondent à la
fonction cosx + isinx. Premier mémoire
Annales scientifiques de l’É.N.S. 2e série, tome 4 (1875), p. 371-437
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1875_2_4__371_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1875, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1875_2_4__371_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


M É M O I R E S
SUR

LES F O N C T I O N S E L L I P T I Q U E S
QUI CORRESPONDENT A LÀ FONCTION cos.r -4- ismx,

PAR M. H, LEMONNIER,
PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE HENRI IV.

I N T R O D U C T I O N .

L'importance de la fonction cos^r + t"sin,r dans la Trigonométrie et
l'Analyse est due surtout aux deux propriétés qu'elle possède, d'avoir
pour inverse l'expression cos<r — î'sin.r, et de se reproduire à un fac-
teur près dans sa dérivée.

Les mêmes propriétés appartiennent à trois combinaisops linéaires
des fonctions elliptiques désignées par les lettres^, p., v (wir le Traité
de MM. Briot et Bouquet). Ces combinaisons sont

^(z)+iKz), ^)+/nÀ(.), ^^^^^

nous les désignons par
y.(^), y^z), \{z}.

Dans un premier Mémoire, après avoir signalé les propriétés fonda-
mentales, les zéros et les infinis de ces fonctions, nous en donnons les
développements en séries de produits, en sommes de termes, en séries
circulaires, et nous traitons les mêmes questions sur leurs rapports,
qui n'ont que des zéros et des infinis doubles.

Dans un second Mémoire, il s'agit de Faddition et de la muîtiplica-
4,7. •
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tion. Le point de départ y est, pour v, [ z ) , une formule analogue à la
formule de Moivre prise sous la forme

, . . , . cosz -+- z s î n zcos [z -+- t) + ism(z -+- ^== ——-————--1 / t / c o s ^ — ^ s i n ^

La formule s'établit par la considération des zéros et des infinis de
Vf (^ + t) au moyen de la relation

J^ Â-i^.v [ ^ ^ z ) ^ t ^ z ]

Sans compter les expressions de p- ( s+^) ,X(s -h- t} qu'elle implique, elle
se prêle à des conséquences variées; elle conduit en particulier, sans
qu'il y ait embarras de facteurs étrangers, aux valeurs des produits
^(z+ t) [j\z — <?) , . . . . Des formules parallèles ont lieu pour ^, [z +t),
Xi [z -î'1}, II en résulte, de proche en proche, à l'égard de la multipli-
cation, des expressions concrètes qui sont des fonctions rationnelles
deX^ fx, v où les termes, à un facteur près du premier degré quand n
est impair, ont un degré sous-double de celui qui a lieu dans les expres-
sions de \[nz), et sont conjugués l'un de l'autre.

L'objet d'un troisième Mémoire est la division de l 'argument. En fai-
sant ressortir l'analogie de la question avec le problème correspondant
de la Trigonométrie, nous sommes amenés à l'étude particulière de
l'équation où^( ;s) est égal à l'unité. C'est une équation qui corres-
pond à l'équation x71 — i = o, et jouit de propriétés analogues. Les ra-
cines primitives y sont en nombre égal à n2 ( i — -^j ^ i . — 1 ^ . . . ,
a, &,.. . étant les facteurs premiers de n. Une racine primitive de
^—1=0 engendre toutes les racines par ses puissances successives;
pareillement deux racines s'exprimant parv^'^^^^^-"» v ^ f2^4!?2^-
s-uffisent pour faire obtenir toutes les autres, pourvu que la condition
d'avoir pi ^ 2 — ^ J ^ ^ o soit remplie. Quand le nombre n n'est pas un
nombre premier, les racines peuvent se calculer au moyen de celles
d'équations de degrés inférieurs, les racines primitives elles-mêmes au
moyen de leurs racines primitives.

Les mêmes faits s'appliquent à la fonction ̂  (^)'et à 5^ (^), comme à
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^.(z), ^{z) e t^ ( - s ) , sauf certaines particularités; par exemple, pour
^ (.s),^i(.s), v ( js ) , le nombre des racines primitives est moitié moindre.

Dans le Mémoire suivant, nous traitons de la division par 2, puis
par un nombre impair, de l'une ou de l'autre période, ainsi que des
problèmes inverses. La division par un nombre impair n fait dépendre
g.^ k^ k\ paramètres et modules de la fonction à déterminer des di-

i i / Q\ , / Q \ 1 ^ / c ù Q\ iverses valeurs de v [ p — }-> ou de a p — p ou de À 7 4- p— } • > avec desV / z / ^ ^ n j \4 r n ]
équations de condition qui admettent les racines primitives d'équations
étudiées dans le troisième Mémoire, et n'admettent pas les autres. Le de-
gré de Féquation modulaire/(/c',/cj ===o, égal à n i 14-^) ( î - î — ) ' - - ?
se reconnaît sans difficulté. Les calculs eux-mêmes accusent que l'é-
quation en k et /^ est la même, et que, par le changement de V en ^ i,

V Vde k\ en '^ï, elle devient l'équation qui lie ^ === j- et ^ = r— L'équa-
tion modulaire sous la forme d'un déterminant peut se déduire des
formules obtenues. Nous appliquons le procédé au cas de n == 3 et à
celui de n == 5 ; alors, au moins, les calculs à faire pour amener l'équa-
tion à être rationnelle ne sont pas trop pénibles.

PREMIER MÉMOIRE.

I.
Définitions et premières propriétés.

1. Sonl{z, g, k) ou simplement \{z} la fonction définie par l'équa-
tion différentielle

g=^^r^-(r^^

sous la condition d'avoir, pour z == o, \= o et ^==g. La fonction
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p . Ç z , g , / c } ou ^{z) et la fonction v(^, g^ k} o\iv{z) sont définies par
les formules. _____

p.^)-==^i-^(z), ^(^r^i—A2:^),

en se prenant égales à i pour ^ = o. Il s^ensuit

d^ , , / , rfa ^ / \ / \ ^ y / -^ / \ / \
^=g^)^), ^-=:-^(^(3), ^==-/^À(^)^).

Soient encore œ, G/deux périodes élémentaires de^ (^ ) , telles qu'on
ait
^ /û0 \ . /&) &/\ ï /C0\ ,, /————,~ /O) Ct/\ /f';
7J ==I, ? , - { - — ) = - , y - ^/^rr:,/!—/^ ^ - } - - _ = = —
W \4 a / ^ \4/ \4 Û / ^

de telle sorte qu'il en résulte

/W \ . v [ z ) /o/ \ .^(^)
u — +^ =—^ 747—:' y --+-S) ==— ï 4:4—5' V ^ / k^{z) \ 2 / ^(/s)

. /M \ . /&J \ U(^) /&) \ /O) \ ,,).(^)
À y — — ^ =7. y +^) :::=ï————•5 ^ Y — — ^ ) = = — — U 7 + -3 )= /^ ———-5\4 / \4 / ^) i \4 / l \4 / ^^)

/O) \ /f'^ .̂(.y
Les trois fonctions qui doivent nous occuper seront

v,[z}=y.[z}^-i^{z), [^{z)==:v{z)+hil(z), ^(^)==^±^^.

Elles sont évidemment, comme les fonctions X, p., ^, monôdromes sur
tout le plan, et elles ont pour périodes élémentaires communes co
et .2o/.

On sait que, pour avoir A [^L] = = = j , 1 (^ + ̂ } ==-^? oy,, o)^ étant\ 4 1 \ 4 2 7 /r

deux autres périodes, il faut prendre

&)i== (4.7n +i) o) -^"^^y ûûf(===a/n/û} + (27^ +i) &)'.

Pour avoir en outre v ( — ) = ^ ( ^ ] î i l faut que n soit pair; et de

plus que nf soit pair aussi pour avoir pi (^4- !11-) = — -Ci. Les pé-
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riodes c^ et 2sc^ ne seront donc analogues à ^ et 200', pour les trois
fonctions, que si elles leur sont liées par les formules

COi ==(4 în -4-l) M 4- 8^0/, Ûû./i = 4^^ -+-(4^ /-^-I)2^ /

ou
0)i == 4 W 6) -+- 4 7l 2 co/ "+' (^ 2 ̂ i ::::=: 4 w/ û) 4-" 4 ̂ ' 2 û)' 4- 2 (x»';

et, si elles sont élémentaires, les nombres entiers m, n, m1, ̂ satisferont
à la condition

(4^i -+-i) (4^+1) — ^ nm' == i.

Les produits

[^)+^(z)][^)-n^)], ^(^)+/nÀ(^)][^^)~/fn(^)],
^ ( ^ ) 4 - / r ^ ( ^ ) ^ ( ^ ) — k p . ( z )— — — ^ ^

sont tous trois égaux à l 'unité; on a ainsi

,̂̂ ,)-n(,,, ^=,(,)-^(,), ^=»^AeW,

e'est-à-dire que les inverses des trois fonctions sont les expressions
conjuçuées dues, les deux premières au changement de i en — z , la
troisième à celui de 'k en —k sans changer le signe de k\

Les propriétés connues des fonctions À, [i, v conduisent immédiate-
ment aux formules suivantes :

I / &5\ , , /O) \ I
,.(^)^_^, ^-^=--^), ^-^---^

Vl(cô /+ ^ j=-— —————5 ^(û^ —— ^ ) = — — y i ( ^ ) ,
^ t t -S ;

I fw \ I frl) \ / \^-z^^ ^^^w ^-^^
^ (M '+2)=-————> ^(»'-2)==-^(2)

et
?..(-.)=À^), ^(^+^=^' ^(?-2)=^'

?ii(&)'4- Z )=—Ài (2 )=^ i (M '—s) .
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2. Dérivées des trois/onctions. — Le calcul de ces dérivées donne

^^i {z)=—gHz}v[z')-^ig^{z}v[z)=igv[y.^i'X)=igw^

-^-==^\ {z} ==— gJî^+Jdg^v == Jfgi^ {v -+- /nÀ) = ikg^,

d^ — — y ( z } - - g7^--7^ __ 7,,<^ .^-—y^.^j»- ——-F——— __/,g.ÂA.,

d'où l'on tire

A'i î . . » rfy-1 ,, .7 , û^i ,, ^ ,—==d logy» =îgvdz, —-== rf log^i == ;/fg- ̂  ̂ , -r- = d logÀ, === — /f/yÂ dz,v[ p^ A] —

puis
^2

[ogv,(z)=ï'g \ v { z ) d z ,
Jo

}oS^{z)=ihg | [ i [ z } d z ,
J0

\ o g ^ ( z ) ^ / c g [ \ ( z ) d z + log-^,

ou bien
iëÇ'^dz ikg f ̂ z'}cîs T-L-7/- —haÇ^Wds

^z)=e^ , ^ (^ )==e ^o , ^^=^0 ^

II est aisé de reconnaître par ces expressions que les fonctions ̂  (^) ,
r*z

[j^ [ z ] , Xi ( -s ) sont monodromes, bien que les intégrales \ v { z ) d z ,
f Jo

r2 ^z
J ^(js) dz, ^ \[z) clz ne le soient pas.

«^o Jo

Si l'on pose z == •°̂  4- z ' ,on a

,(,)=,(^)=-.̂ ,
puis /.(.)^=-,/,,(,.)^^.
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Quand on fait l ' intégration le long d'un cercle d'un rayon p infiniment
petit, ayant le point ̂  pour centre, celte intégrale a pour limite ̂
par suite, l 'exponentielle ne change pas. Il en est de même de tout
autre point rendant v { z ) infini. La fonction ^ ( z ) est donc bien mono"
drorne.

3. Zéros et infinis des trois fonctions. Fonction ^(.s). —• Comme

l'on a [ j . { z ] + i \ {z ) = --^^-^^ les infinis de 1^ {z} sont les zéros

de p.{z) — i ' X { z ) , et ses zéros en sont les infinis. Ces zéros et infinis ne
peuvent répondre à des valeurs finies de X et de p-; ils ne peuvent pro-
venir que des iofmis de X et de ^, ce cpi est une particularité impor-
tante.

A tout infini de X et de p., il correspond soit un zéro, soit un infini
d e ^ ( ^ ) .

L'expression générale des infinis est en effet, pour 1 et p.,
, , G)' Wa == ( 2 p -+-1 ) — 4- q - •
v l ' 2l ' 2

Or, si roii pose z == a 4- z ' , il vient

[ ^/ ~|
i/i(a-t- z'}=±Vt {^p +ï) -^ -t- z' h

le signe +• se prenant si q est pair, le signe — si q est impair ; et de là
il résulte,

Au cas où p est pair.. . . . . . ^i (a + ̂ / ) ==± Vi ^ — 4- -sj ?

Au cas où p est i m p a i r . . . . . ^ i ( a -+- z ' ) ===!= ———,—/———^'-v.^^)
Mais on a

/&/ A ^—vÇz'}.,^+yj=<^-^-,

de sorle que, z' tendant vers zéro, la limite est celle de

- ^(-^M-^) ̂ ,/, M^_)
^^(z')^^7) y^')

ou zéro.
Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome IV. 4°
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Donc, dans le premier cas, a est un zéro de ^ (s), et dans le second,
c'est un infini.

L'expression générale des zéros de y, Çz) est, en conséquence,

, , . W ù)a = ( ^ p - } - ï ) ^ - } - q - ^ ,

celle des infinis est
, , . W 0)^(4p_ï) ^.q .

Ainsi, sur la ligne du côté 2^ du parallélogramme élémentaire, les
zéros se suivent à partir du point — par intervalles égaux à ce côté,
2cx/, et les milieux des intervalles sont des inf inis ; de sorte que les in-
finis et les zéros sont distribués sur des lignes parallèles au côté ^ du
parallélogramme, les lignes portant alternativement des zéros et des
infinis qui se suivent à la distance -"•

Dans le parallélogramme élémentaire (co, ^oo^la somme des deux
zéros est

w L w l ^\ ——^-J- w '...„- j^ i ^- .--. — ^ o) -{- — *
à \ 2 2 7 2

d'où résulie

ôiî

1/1 [ z ] ==i/i &)

1^1 {z + ̂  a> 4- q 2 &/ ) == i/i ^ &/ -4- — — 5-4- // o.ï + q' 2 c»)^ ) •

Fonction ̂  (^). — On trouve d'une façon semblable que les zéros de
la fonction ^ [z] ont pour expression

/ / . (f)' / / \ ( / ) f i \ w
a-= (4/?+i) — -+- qw, ^ = = = ( 4 p — x ) — -4- (2Ç-M) _ ,

2 rfâ ,2i

et les infinis
, . „ (f}' i f . O/ , . û)a==(4^—i)-^- +g&î, ^=(4p+i)^ »{~(2ç-+- i )^-

Sur le côté i^1 du parallélogramme élémentaire les zéros et les in-
finis sont les mêmes que pour v, ( z ) ; mais sur chacune des lignes me-
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nées en ces points parallèlement au côté c<), les zéros et les infinis se suc-
cèdent à la distance "•<->

Fonction \^ (-s). — Les zéros ont pour expression générale

, , (x) / , &)
a==(2p-H)— +0g+i)-^j. ^

les infinis
a == (2;?-+-i) — -+- gco.

Il n'y a là sur la ligne r>^/ que des infinis, et sur chacune des lignes
qui y sont menées parallèlement au côté oo, les infinis et les zéros se
succèdent alternativement, par intervalles égaux à --> de sorte que les
lignes parallèles à ^^ sont alternativement des lignes d'infinis et de
zéros.

4. D'après cette distribution des zéros et des infinis pour les trois
fonctions v, Ç z ) , p., { z ) , }̂  ( ^ ) , les rapports —^. -^y ̂  n'ont cha-
cun que des zéros et des infinis doubles. Nous désignerons ces rapports
par ^^ { z ) , ^(js), -^(js).

Pour le premier, ^ { z ) == ^ ^ ^ î l'expression générale des zéros est

. G } , , . &>
0-=. ( ï p +l) - •4- ( 4 < ? 4 - i ) — 5

2 3

celle des infinis
, &Ï , , v CO

a==(2p-4-i) -+ (4g—l)~ ;
-Ai -^

pour le deuxième, ^(^s) == ^ ^ • > celle des zéros est

celle des infinis

a==p(»-4-(4?-4"1) —^2

&) . / / . ^ &)'
a==(2j9+r)^+(49+1 ) -^

48.
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et pour le troisième, ̂ 3 {z) = —^5 celle des zéros est
^ [ [ Z )

^=(2F+i)^+(4ç--. i)^
-û ^

celle des infinis
/ r \ ^

Cf. == p(ù + ( 4 <? + Ï ) —— •

Les trois rapports ont oo et 2^ pour périodes élémentaires, et dans
leur parallélogramme il n'y a pour chacun qu'un zéro double et un
infini double.

Il est à remarquer que l'on a

^^'^ ^=^^ -.(^)=-^^
d'où

^^</:̂  ^^^<^ ^^^,-<^

II.

Développements en produits de facteurs.

y*3

5. Développement de v^z] == fi(^) 4- î X ( s ) = e^ol(s)ds. Considé-
rons la formule connue

H =3 71'

V(Z)=='2—— limV(—l)''COt j (27 l+ r )TTp— -̂fIL

n-=-ri

n' devant croître indéfiniment et p désignant le rapport "̂  C'est

4,ÎTZ^

.(.)=^ C0t(.p-^)^^(-,)
SIH 27Tp-V l &)——A A ii A A g ^vfc i HU— ———— i ~}~ „& y i — i, "• • —————.——————————.

^g \ ' ^ } Z^ } ( 4.TTZ
1 M==r G OS 2Trû— ————ces ( 27rp — "— ) — cosn^np
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On en déduit
. / â7T5\^ sin(7:p--——]

gi / v(z)dz==\o^——x———^ ' -
Jo sln^

n-^' COS (271? —• 4—^ — COS7l4^p)

+ l i m > (-i)"log ——v———-M———.———'-,
^j coy27Tp—cos/^4 7 T P/;•= i

d'où
. / 2 TT 3\sin h T p — — — ' ,

.,(.)= lim -A___^^ --«^sa7^LCOS^,P___
sin-jrp / 4^'s\ ^

COS 2îTp — -—— •— 0034-7:0V co /
/ 47r2\ ,

COS 2 7 T p — — — — - — C O S 2 . 4 7 ! " p / , ,
__\__ _J^ 1___ ______ _COS27Tp — COS(2^—I)47rp^

COS27Tp-—COS2.47rp / 4^'^^ / ^ r
• ' C O S l 2 T r p — - — — ) — C O S ( 2 ^ — l ) 4 7 T p

\ M /

/ 4^-3\ .
COS im — -—— — COS2JZ.A.7TP^ _v.̂ .̂ .̂ ...0 .̂,.,/̂ ...̂ .̂ ^

COS^TT?—COS2^ .47 ïp

7?. croissant indéfiûiment.
Comme Von a

/ 4^•3^ / . ^TT-2 • / 2-7T/S\
COS 27rp — "—— ~ COS2/l4^P s l n ——— sln ^^P — ———_\____^_j________ ̂ ^ __^__\___^_1_

cos^Trp—cos27i4^p sin(4?^—î)7 rpsin(4^+I)îTp

et
/ 47^ ^ \ / ^ / • 27^-s • / 27T^\COS 27Tp — -—— — COS(27î —1)4-7:0 ' S i n — — — S I O ÛT:? — ———

___ \ _____Tx)_/_____^_____'____ ̂  , _^J°____ \__ M /

cos27rp — cos (a Tî —"i)4.7rp ~" sin(4^—3)7rp sin(4^—I)7rp">

si Von pose

^ 4-7r^\ / F . 27TS • ( '2T:z\ "̂»,=os pQg p^p ,._ j— — cos2^.4îTp "==0^ | sin —— sin 27:0— —— |
^ ^i-r__L_-._^^^^^____,.___==TT i^———-'1___V (ù 1 ,
' ) 11- cos27Tp—cos27î47î"p l--tt• L sin(4^—ij7:psin(4^-i-i)7:pj

/iî =1 lï '= 1

/ 47T^\ / ^ / F . 2^-s • / 277^\».=;,» ççg ^p _ j:— —-cos(2n—ï)4 ' î rp /z-o^ | sin——ssn 2™ — ——
1 =Tî ^A_._^^^__—-,__^—=:TT i+——-^L_JL_^2 11 cos27:p—cos(a^—i)4^p —-"-L siD(4^•—3)7 rpsin(4^—I)îTp,

/;==r 1 »==1
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la formule est

v^z]

. / 2 7T -S
Sin ITZp —

0.) / II

sinTTp la

Mais elle peut se mettre comme il suit sous une forme plus simple.
On a d'abord

. / 2772\
smnrp--^ sin^psin37rp

, . / y \ .———— I I yW ________'„_________ __________' ___________________________,______*________________!___l/i \ 2 ' —— I1ÎI1 — — — — ~ . — — — — — ' i /
SinTIO . ( <27^:Z\ . f ̂  27T.Z \r sin Trp + —— sm 07:? — ——

À ' ^ 1 \ ^ 1
. /- 2S7T^\ . //. 27T'.Î\sm STTP + —— sm ÔTrp •—- ——

\ M / V &} /

sin37rp sinÔTip

s i n ( 4 ^ — 3 ) 7 r p s i n ( 4 ^ ''•"~l}7rP _^ - . . . ^ ^ ^ - ^ ^ ^ ^ —-.. aTr-s [X
sin (4^— 3)7rp + —— sin (^n-î)nf) — ——

. r /^ ^ Î>.7T3"| . [ , . , 27:^1sin (4^ — i ) TTp -r- —— sin (4^ -l-i)7rp — ——
1. co ~1 L 0) -i

?.7T3sin | ( 4 ^ — i ) 7 T p - r - — — | s i n . ^ . . ,>. _L!_-—_ î—i—.-_L__ .̂̂ ..,
s in (4^— I TTp s in(4^ ^'x) ^P

ce qui se réduit à

/ 2TTZ\ . /« 27T^\ . F / / o \2TrZ\ . /« . 27T^\ . . r / , , ^ . ^TT^ 'sin (irp — —— ) sin [ 3îrp -4- -— ) sin [^n — 0)7:sm(3 îTp+-— s i n ( 4 ^ — o j 7 r p

. / 27TZ\ . /« 2TTZ\ . f , / '>^ a T T Â ' lsin TTO- l -—— sin 3 7 r p — — — sin ( 4 ^ — 3 )7rp-+-——
\ ^ / \ w / L cx) J

sin ( 4 ^ — i )'n"p + ̂ 2 sin (4^-H)^P + ——sm|(47z
y:" " . [ , . , 277^1 sin(4^4-ï)Trpsin (4^-r)7rp- -^-J

COS (27Tp -h -I-7^-) — COS(27î — l)47Tp» == 71' pnc: 1 o 'TO -4- -"—— 1
W /=nmnJLJL ( 47T-S\ / ^ /n=i cos ajrp —" -— — cos(2n — i)4^p\ &) /

. r,, , 27r^"1sm (4^-n)7Tp— ——
•s. ̂  ! î »vt L - •-1 -Xl im- sin(4^ +i)7rp
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Or on a

[" 27TS"j
sin (4n4-i)7Tp—-^- j

îim ————7-7——T———:"
sin | [L\rt 4- i)Trp

8^(4^ + I ) 7 T P

fcos^-sm^-cot(4^-^P |
L 0} co

? 27TS . ^ T C - S -
• lim cos———sin-—

0} ^

I^Z . . 9.7J:Z
^ ços —- •+-1 sin —— 7

M &>

supposé qae le coefficient de i dans la valeur de p soit positif. Donc

^ " --= - COS (sTTp -i- J:TrJS) -- COS ( 2 71 — I ) 4 ^P^ ( ^ = e - n l\T:Z
f= .COS 27TO-- 1 -—— -005 (2 /1 -1 )4^

\ ^ /

n = = « [ , sîn^^ sina7:p1 r»tïr:̂  -.-,., - j j i~-
smj(4^-3)^+^ fJsm[(4^- I)^P-"^J)

/îmarç^^. ~ En faisant dans cette formule z = ̂  + ̂  on obtient

sin^TTp. y,- cos4 (^—i )7Tp cos4/?Trp _ ,, rr ( i — .--—^2^1-,— ) ",
'•^Il——à^ar^^^^ ^y cos-(4^^Pr

i-^
'""/r

iïoil
sirr27rpi-+-/r'•+ n -. • •rT f - ___—-— -' -r__ _- •

7 -̂ ̂  tô ^ 11 \1 + cos4( n -"ï )"ïpcos4'M^Tp /

Par la différentiation, Fexpression de v, (^ ) donne

[ 4T ^ - 2 \sln(27rp+ -"^-J
. , . i'rzi ^ \

giv{^^-^——-^^
C O S ( 2 n — l ) 4 ^ Pn^Â COS|2 îTp4- co

. / 4-^'sm(27ip--^-

cos (sTrp - 4£f) - cos(a ^ - i) 4^
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d'où, par z == o,

_ Û T T STT^SinaTTp^ ________I______
h û ) û) ^ C O S S T T p — C O S ( 2 ^ — ï ) 4 7 r p

n == x

__ 2-JT 47r^slJn27!;'PV I

6j &3 ^L si n ( 4 ̂  — 3 ) TTp sin ( 4 ̂  — i ) Trp
ra== i

6. Le développement que nous venons d'obtenir poi i rv, i ( -s) peut se
déduire de la formule générale due à Cauchy

^-rT^^^^10^4)"./ • ( o j ^ l l / n ï 0

\ a /

oùf[z) désigne une fonction qui n'est pas nulle à l'origine, ayant a,...,
a,... pour ses zéros et ses infinis dans l'intérieur d'un contour qui
comprend le point .s == t, monodrome ainsi que sa dérivée à l ' intérieur
et le long du contour.

Lorsque le contour s^éloigne à l'infini dans tous les sens, si le que-
y (z\tient •^r.—- reste de valeur finie tout le lon^ de ce contour, la formule

J [ Z )

peut se remplacer par
/ t\p

f(f\ v'^'7,} f r^^dz
^^---limîT-^__a.Le~~^iJf^ T,fç^-^ii^fY6

\ ^ }
de sorte quelle donne

z
, , , (t)' CO1 (4y^-^• ï)^ +^~ ^^f^i^

^(^)==lîmTT———————————-e ^J xs .
JL Ji. Z

, / , &)' , U[a.n— i, — 4- m "
/ 2 5>.

(„/ \
Comine la fonction v — + z ) est impaire, prenons un contour qui ait

2 /

le .point s= —pour centre, par exemple celui d'un parallélogramme
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ayant ses côtés parallèles à ceux du parallélogramme élémentaire
( 2 a/, c<)), aux points

/ , 0) <U \ . &) 0)
2 ==: -— m' - -+- 7- ? -s =- m/ — + —\ 2 4 7 ^ 4

et
, , . , û) -5 , . , , 0) &)z ==-— (4n'4-i) — -4- y&/, ,s ==(4^ 4-i) — -+- —•

L'intégrale, si l 'on pose Ç == ^- •+ Ç', deviendra&)
2

p(Ç)rfç r /a/ \ ^ /o / , . , \~ 1 f / ^ , ^ A ^ 7 , cl/^'~!
J-^-^J.^+e)^^^^ =J.^+^^^^,) .

elle aura même limite que jv ("- -+- Ç') t v , c'est-à-dire zéro; et de là

, , . M 6)
(4n+i)^+/»-

(^=Iimn———————^————2 .V t { Z

. , , oj r»)(4/î— i j — -i- w —
2 2'>

Mais 7y2 devra varier pour les deux termes depuis 7^== —m' jasqu'à
m = = = m / ; et n pour le numérateur depuis n = = — ^ j u s q u ' à TI = n\ et
pour le dénominateur depuis n = — // 4- î jusqu'à ^ == n'; c'est-à-dire
qu'on a

n =3: n' m =3 w/

n i i ( - s 'ĵ .^ ^^. î ,, . &> &)
=-.' .,.-.A ..(•4^+i)-^•^TO-n == — ?•/' y/? =: — 7?2 a . 2,,(2)==Iim—^,~^^^

n n f 1 -
^n^-—w'»+-i 7% =s—yyt'' \

, , \ û) î fr)
( 4 7Z — 1 ) — + m —
" ' 2 2 /

ou
% == n' w, == yn' 27r^

n ri v"'"" ("4^-4-1 )7rp
, * î • /? == — n' m •==• — m'V t ( z ) •== Ii m -—•—"-————; 27r^/•i ==: n m == 7^

C»)
-4- WTry

to
L^ — l ) 7 T p + ^ ^ /II 11 \1 (4^—l)7Tp+^

^==;—n.'-+-T. m ==—^
Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome ÏV. 49
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De là
n^n' gin (4^-4-l)7~P — r-^n -J———1G)

sin( 4^ +1 )^P
./,(»)=llm-"==; . i / r ! tlTVZ

11 = " sin ( 4 ̂  — i • ^P — ——8 ' • / 1 Mn sin (4^ — i y T:P

sin ̂ p-^Vsin ^p—9-^^ sin (47^ -4 -1 )71?— ̂ j

^ — y ^ - ^ p s T r T ô ï p " ' ' ' 1 s i c (4 n -4-1 ) np

sin f37rp-+-217T-2^ smf77rp+2-T^^ sin (47i-~i)7rp-4-2-^
\ t __o) / y J___^_/ , _ ___ L________^L-J

X ' s î ' ^ 3 ^ p s i tï 7 TT? si n ( 4 n — ï ) r:p

s i n 3 Trp s i n 7 Trp__ __ ^ __ s i ̂ ^4^^:_^.)TCP__„„

s î n f s T T p — 2 ^ ) sin (77:?--27r^) sin ( 4 / 2 — i ) 7 r p — •̂

sinTrp s în57rp s î n ( 4 ^ — 3 ) 7 r p
s.̂ ' _.__.____._^__.,J,,.^.^______ ________________-„'-.»_______ • • • ———————"——————————————^————.—————— . " • ,

sin(îTp •+-^^) sin[57:p+^1^) sin (4.n—3)7rp-l-3^

d'où
sinfjrp—2^) sîn(37Tp-+"^7T^) sin (4? î—3)Trp— 2 -^ 2

, , ̂ ,. __\^____.^LZ _\._-—.^_J'L^^... _.L,_______..-1-I<.'~-.-J

sint™^-^71^ sin (3™—-'"^ ) sin (47^ -—3)7rp + '—:L

\ û) / \ oï y L 0) J

sin {I\.n — i )7rp + ̂ -̂Al sin (4^ 4-1 ) TTR — —~
__L___„___._JÏ_1 ___jL____„„__...̂ ...̂ ...J .,.,

r , , , aTT^ 1 1 " ] s in(4^+ï j^p
sinp^4^-ï)^P+-^"J

ce qui est la formule précédemment obtenue.

7. Autre développement de V i Ç z ) , — Considérons la formule connue
m =: m' n == n'

v( z) = - \ lim V V ( - ï)" ——^—'—————^,
• Ày m -^m' n^~ n' ' •Z — /"^ — (^ /î +ï ) -̂

2 2S
/;î =: m' n ̂ .n'^-.^lim y y (_ry.———'———,^ ,.A.̂ -. ^-^-(.„+,)?

9 W 3p ' 2
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/ \ 7r?' r Vv[z)==—^ îim >
ê'^ ^

r 7; 2 W 7T \

^ CO' 2p /
,n=-m' COS

II s'ensuit

r'/»^0

7 / v ( z ) d z =\ïm î
i-n = — W

tang
lo?

TT 7T -3 /7Î /T '

J^w^Tp',
/ 7T W TT \^u-^)

- - , , /TT TTZ 772 TT Nw = w / tan g ^ -. - +
)=l im TT ——^—^——^

-•--1- . /7T /7Î7T7,î=-77z' tan g ( -.4 4p

=tang^_^i) TTtang^--T^2,+ /w7^') tang ̂  - "- - ln^°\4 a&i'y i-l " { A •îw' 40 / "^ 2&)' 4p ,
7T

4 ̂  ̂ / -" J p - j lCT"& ^4 ~ w ~ 47

»=.tang^"--lT2,')-lang''""-^ î -Sn v4 2 W / 4PmT;
4p

4 2 &)'/ JL 1- / 7T 7; -Z \ m 7T/ m^ i —tang2 -7— —7 tang2——
\4 2^ / 4p

m 7: . TT ^- ^ c o s — — — s i n — T
7T 71 Z \ -r-r ___ 2p r,//TT TT^ \ -B-T^(i-^n4 au.)'/ l-l /727T . 7:2

m=T COS———-h Sin—-
2p CO

. r.z2 sin —-
C»)/7r TT^ \ T-M-' '^u'wjn /n7r . TT^cos—— -4-sin —-2p &)

/ 7; 7T -3 \ T-r=la"g(4-^7}^
. msin—-M

cosl^^+^^osf^-^--^
\4 2 W - Ip/ \4 ^û)' 4p , • / _

4 y-
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La formule de Cauchy donnerait là

r.z
Wn •_--.- . 7T 7T

m = m' n ==- «' \ /&7T 4- 7 4- W-r-r n^~~'n \ 4 4P.-..( îkn n —^——^r-—
TTg

ïï7fi := /^f /
rn ==: — m /n - TT 7T

?l TT, — -74- W 7—4 ' - 4p.
. / ' Î T " 'TT 7T.Zsin1 -7 + m — — —,\4 4p <2ûl)

. /.TT TT7/2, =.=772' gm -7 4- m -r
=l,n, Tn _ _ V 4 — — — ^

AA . / 7: 7:. . . . 7: TT^„,., » sin ( — -7-4- w -r- — —rM"'' m - \ 4 4p' afji

. / [ , 1 TT 7:' \1
S1B — y +m 7-\ 4 4p/

. 7: •7T3 7T \ . / Î T 7T^ 7; \. /7: •7T3 7T \ . [ T C T.Zz^ w g^ _, ——^ _(, ̂ . gi^ ^ ——^ _. ̂7/î==: W g^ _, ————^ _(, ̂ . gl^ ^ ————^ _. ̂

/.^ _ 7T2\ y-g- ___\4_^^^____4P/ -:___\^'__^__ J-PY
. lan^i^ ^//il /^ - "^y ^ \ ^ /^ ^.^ ^ ^

N • / ,n^ sin 7 4- —-, — in — sin 7 •+• —? 4" ̂  7-\4 s^' 4p/ \4 2M 4p7
ou

, , / T T 7rz\ -r-r /'n" 'n-3 ^'\ /7T ' 'nz 7r \yi ( 2 = lanfr -7 — —^ | | lans k-r — —7 -h w —\ tang 7 — —,• — m — -' / b \4 2^7 il ô \4 2&/ 4p7 \4 <2^ 4p7
m =: r

comine ci-dessus.

8. Développements de ^^{z^-•==•^(zy•Jr/dt{z) ^ ^ ' ^ o ' ' . — pre-
nons

/ . ^r:i .. Y^ " -~i/ \ 9-7r^ « - Y1
Lr.(^) == — -—— l î rn ' " y —-

/^^ ^J .0 • • • „„"—„, fi in
(^^---r—1^^ ^Là ' r^'r:z , , ']

n^n' SIU ———— (2,-n 4-î)7Tp

On en tire

[, , 7:0 Tr^l^—j (a^+i)-1 — —, , , 7:0 TtZ

r , . , , .v" „. la"gL(are- l- I).--.7kgi .1 [ j , [ z } dz= \im \ ( — ï^-log ——•"—————1——-^s-
J^ ' né^n^ • tang(2^+I)7^\,
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ce qui donne

380

, / TTO 7rS\ / 7:0 . 7T-3\ / / -^P ^3'tang — — — — tang 3 — - h — tang 5— — —
0 \ 2 G1» / & \ 2 û) / b V 2, r,) ,^ i ( 5 ) = = = î i m

7:p T^Z^7:P , Trp 7: 5 '
tangp4-— tang 3-^-— tang â^ + ̂

\ 2 t ô / 0 \ 2 û} / a \ 2 03

tangFc4^^+^] tang[(4n+i)^-^]
x ̂ -^^^^ ̂ ^

en posant

<?( -z )
^ (—^J '

^(z) ==tang
n===o t^g ^.^—i')î2^-^

^TTp __ TT^\ -g-j- .__^J ̂ "^ / 2___^\

\ 2 G) ^ l.-l f . , ^ Tî-p TT^"]
" «,=i tang (4^+ï;--1 +—

L. 3 &) J

2sin7rp/TTO • vz\
:iang — — —" V a c.) ;nr.

"=I L
. f ^ ' n : z / \s in no + s in -— 4- 4^'n'PV ^ l /

sm'n:ptan-gj^-^TTJ,-
\ 3 M / •I -l <
-̂«lî
3 (ï) ) ... '["713 ,, ..TTR'I (7: ,2 ,, \ ^ P ' l ?in —4- 4 7 î + f ; — cos —+4?^•— I)J-

L^ / ^ J L^ ' a j !

.Remarque. — Où déduit de là par ^ == ^5

•ir~~.œ ,

î ' i • TT / as in ' îTp \ 2
h' -^ fii= — I I ï —- -———--——7—— ^AA v sin7rp+ cos4 ^TTR/

//. --;,; V:

sinTrp;—n
s in'
in•[i-^-^PJ-K-(4^-)?Jj;

d'où
^SlUTro.-»-«- / .- ^aiu 7.^/,«/ _ //., — _ H B 1 I _ ____________

i-A y sin7rp—cos4^^P

/ii =: '»
sinTTp— n . r^ v •. '̂ p~i r'71 / / ^ ^p~i1 sln [4. ~ ( ̂  +1; ̂ J cos [ ^ - (4 n -1) ̂ [
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ou encore, déplus haut ,
n = M
.̂  r sîn7Tpcos4ra^p '"1

^+ la ==- 11 i- /^^pr^^osî^^2 ?

—L \ ~ " ^ " " , ; J
TT r sin7rpcos4^p 1/, _ /„ == - II I+ .^^^^^ .
-"L ^—^—)]

9. Autre développement de ^i(-s). — L'expression suivante de p.{z) :

m =~. m7:1 ^ v __(-=:.̂a ( a ) == y^-^ lim Y ——•7-1-
1 [ } Ifg^ Z^, .nJîL!w==-w'-i COS 1 —T- — m —

\&/ 2p,

donne

/7T 7:^\ TT J"7T f-?./7.,—l)7r ^^l^.r71^^^"1577 ^ty•^)=tan^4^^) n001!^—^^^^^^^^^^^^
/t ==1:

/TT ajî-TT 7T-S \ /TT ^ ̂  7r 7125 \,<lang^--^——^)lang^+-^-^-,)

(2^—l)T!: . TT^ 2^7T . TT^/, = co ç^g ^———L_. -{- sm —. ces —— -4" sin —
f ? _ JIi\ TT _ - 2P_ — —^ - __-2P____r—- - t a n g l , — ^ II 'f^^^i)^ "". ^ z ' 2,2,71: . TT^
\ » • / ços ..̂ -....«—— — sin — ces —— — sin -7-

Ûp G) 2p û)'

, , . / s. v ( z ) •+-fcu.(z) i+/r -^r'M^)^
10, Développement de } ^ { z ) -==- ————-——=^—e - /" . —

Soit prise la formule

"? T" <^^ ^5t (^ ) == ——- lim ^ —F—————————^. •
l/fl.g•w _^sin 2^-(^+,)^

L &) J
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On en déduit

I , . 7:p 7T.Sf , . 7:p 7T.S J
^ (2/î +1 — — ——

1 ^ 6) J
" =-" "' tanff ( 2 /î 4-1 ) -— — —
^ ° v ' ^ û)

Ji-p: f tiz}dz==iïm > lofr§' j t(z)dz==ii
J0

i^- ! A^;«^=-=HSU y ^5 ^

'Al /,=^-x tang (2 ;î + ï ) —

f/ \^P Tr-2"'! Fr \'?TP 7^'S1tang (2^+1)^--^ tang (^4-i)^-+-^J/Z =•= /î'

= l i m
2, &) | "I 2 G)

^im .Y log ——^————————•—————^————————
,ï~o tang^^-n) •̂

et par suite

[, , rcp TI:Z~] r { , . Trp , TT.S']
n==-^ oo^ (2i^^ï)»± — „ cOt [27Î+I) —4- ——

. . . ï -+- /f -r-r ' ^ ^ \ L 2 &) J^, ( z ) = —,— 11 —————————————————--_——————————
n=. cot^a/z+i)-1-

{ . 71:2, "=:so I a s in—
^t^TT1!^

h1 11 i11 i | , , 7:2 [ . r.zi/^ 11 i , , 7:2 [ . TT-SI72=0 f sin ( 2 / z - l - r ) 7 : p — — — s i n —.=o ( sin^2/z4-r)7rp--^J-sm^-j

. TtZ^ sin —
0)x II iI "" —r""—^——^T—~^ [n ==o f sin ( 2^ -h ï ) Trp -4- — 4- sin — 1

[ L M J ct) ^
l . T:Zn=oo i sin —

i ̂ - k T-r 1 ^- -7-n < , I +
/^ "" 11 1 . r, . TTO 712 j , TTp»--==o sin ( 2 ^ 4 - 1 ) — — — c o s ( 2 ^ ' + - ï ) - —

\ L a oj J 2

; . T^Z/ < = ^ [ gin 1—
r<)xn . I / ^ T^P Tr -z 1 / , \ ^Psin (27% -(-i)-^ -{- — cos(2 / î+ i ) --

.lîemaryue. — De là, par ^ = = 7 - ^

/î == so

lr̂  = TT fx- ——~1-_1 ;
// ,,,=o cos^s/i-l-ï^J

ra § '
cos^s/ i -1-- ÏJ — |2 _j
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d'où

..H. LEMOHÎtIEE.

^=nr-,„.[_ sin^sn+i) -^1i]
11. Autre développement. — On a

^

/2 =:-: .n'
TT-S 27T ,. ^ , , F f^2 ^^"\ (^z n^\- t a n g — y — T — — . l i m > ( — i ) " t a n g - — — — - + - tang — 4-—

,/ b o/ /fg-^' ^ v / |__ " ^ C O 7 2p/ "Vu / 2pyû) 0)
/z ==;i: """

. 27:^sin ——M'• 7:2 27;

-Ag'c»/ •& &/ ^S^'
^lim y (-rû)' ^ v

7^77 37T2 '
COS—— -h COS——

p co

d'où

/» -3 „—„ . \^\J.3

kg j H z ) d z =logcos^-7-+ lim ^ (—iVilog——:
t/O c<) ^u»aà ^TT

COS —— -hl
P

nr: 27r-s
COS: —— -1- COS ——7-

ly^off —-p-———?—,

puis

^ (-s) =

, 2'7T,-S ^7T\ ^-ï)""1

. ^--^ / C O S — — — •+• COS' x

l + /( l Tm- / M-""T^nA"' 7TZ n7i:
COS —— 7î=:ï l+COS

&/

),(z)==
i + k r

A7 7:2
COS —— n^

^n ••
. „7T2\<- I)»" Ï

sin2 — \G)' \

cos2̂
TT

2p,

/î =: 0:

ni±i'__. ̂ ï
/f/ Tri

. .7:2sm2—
r/)

COS2
( ^ ^ _ _ l W

-2p

COS- n
. ^ 7T.3sin2—

0.)

cos^-^
• 2p
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III .

Développement des mêmes fonctions en séries de fractions.

12. Pour une fonction/^ ) monodrome et monogène dans une por-
tion du plan, devenant seulement infinie en certains points de cette
partie, Cauchy a donné l'a formule

f /^_ f.n^) , ï r/(^)^n n - ̂  Yzz-, -r- 7^7 j -j-r-r?

ou le signe résidu s'applique à tous les infinis que renferme Faire
plane considérée, tandis que l'intégration s'opère sur tout le contour
de l'aire.

Si le contour s'éloigne à l'infini dans tous les sens, sans que le mo-
dule de f[z} cesse d'être en tous ses points d'une valeur finie, l'inté-
grale peut se réduire à la limite de — j J z \ elle est nulle quand
f{z) est une fonction impaire et que l'origine est un centre pour le
contour.

13. Développement dev^z). — Considérons la fonction impaire
/o/ \..(^4

Ses infinis étant donnés par

<// r 0^ /» ,, ^ . , , M— + z == < 4 w — î ) — -!•- iz —i d ou z == ( 2 m ~ i ) co ~r ïi - 5
:>. ' - / 2 2 ' / 2

si l 'on pose
, '*', , &> ,z ==-: ( 2 m — T ) &) + n - -4- -s',

on aura

.(̂ .) =(-,,.(-.^.^(-,,[,^-^-.^-^]
--/ ,i»i±J^;î - I '
-l-IJ /<• U z ' ) g z 1 '

annales de l'École Normale, 2e Série. Toine IV. 5o
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ce qui donne pour expression générale du résidu

ii .1-r"
^ff , . , 6)0 z—(im—i}^ — iz ^•

2

au point ^ === ( 2m --1 ) &/ 4- ^ M •
2

Prenons comme contour un parallélogramme doût les côtés, paral-
lèles à ceux du parallélogramme éSénoenlaires soient délerniinés par
les points

, f;l M , Ù) 0)z ~=- ~- n. — —- , ? z == n' — ~f" y2 4 ^ 4
et les points

( 2 /^ ~- l ) W' — — 5 2 == (2 ^Jî/ — 1 ) K/ + -— •

Les valeurs de n à considérer seront

?i="o, l y %, 3, . , . , ^,
—• ï, — 2^ — 0,. . ., — % ^

celles de m seront
m==o, ï y 2,,.., TO',

,.,.., j- ^ „.,- ;^.. ̂  _, ^/ ̂  1 ^

de sorte qu'on a
n=;n' m^m'

{w' \ ,. ai V V (--"î)rl/^ V ,. ai ^ Vv. —-T. 2 =Iîm7— > >\ 2 y / r^^^_^^i/, — ^ 2 = I î m - ' -
' 2 ^n ~1/,' •/„ ̂ î ï Z — ( 2 W — 1 ) r,/ — H ̂

in'=.m' n's=.n'

S ST.i ,.— lim
' IfgW Là ÀHÂ ^•Z , .0 OT .̂.,,.. ̂ 4.1 n=;^/,' —— •— 2 7r( 2 w •— î)p — mr

û»)

. ^.rti .. s^w ' z^ . "^TÎ'^ / ', "i0 »? =.... w'-s-1 s i n —— —-( a TO — i ) a Trp

TO, =: <»--.^^ r , Y r T
. 4.~hs'tô . f^m \ ^ | . /^Tr^ , - , . - ^^0 sin ^ -y + 2 7:p ^, si ri ( —" — (% m — ï ) 2 Trp ) sin [ -— -+• ( 2 m + ï ) a Trp
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4^1

. /27T.S \ . .
2 s m — — + 1 ^ 0 } cos4^7:p

\ Où /

~7f.o-C.jj , /27T2 \ Zef . r27^ /0 f Slll ——— 4- STI-P w=i S1.Ï1 "——— — (2/îî -v c a l / • L w
, 1 . Fzr.z , , i

- î)27rp •sin —— 4- (am -h 1 ) 2 7 7 0
J' L û) ^ J

/. . . /STTS \
1077 ^Sin ——— •+2TTP

\ ^ /
//î =: aï

-+-î cos4w7rp
À^O)

- ï—cosf^1 - ~^47TP ) 1 m==cCôs8m7:p--cos(4—-1-4^?)
L • \ &) /J \ &J /J

2 ^ — C O S 1

.. . . /2ÎTS \
î6 îT?Sin ——— + 27Tp, ,,..,,,,__A ,..."„_.-̂

/f^&3

W.—co

n^ C0s4^7î'p

) 2 ï—cosj4^^^?] ?^oCOs8mT^p—côs^- lTC-^-^47^p
l 1- 1 \ : & ) : / J : ^ \ œ /

et de là

. . /2îr3 \
i b r r ^ s i n — — 4-7:0

, /„.. . .- V M /^(^,, ,..._...-̂ ^

n . . /27^ ^
O T T i S i n — — — - 4 - 7 T p ,

\ ^ ^

4-
,GOs4wîî 'p

a i TO — COS -—— -i- 27Tp1 ' (û /

[' f^z ' \'\ - Zj r. lir.z
> l i — cos -— 4- 2™ yn=o cos8 mr^ — cos -—
L V w /J , , \ w

m^~-»3
î ,^0 , . COs4w7Tp.

^•M i ' > ^ z 1 1 \ 1 ̂  . r3^2 / / ' \' '"ii' ^2^z i r ^ \\asinH——4-7Tp 7^oSin ———(4w-"i)rrp sin ——4- 4^4-i)7Tp l\ &) ' j L (y J L w J )

14. Autre développement. — Comme on a

et cou == lim==lim > —î——?
^ 2 — WÎT

/ TT^ ' 7r\ ' V ' . \ r f^z ^ • ^\ . / T T S n . ^ÎT\"|t(-ii-h^'4- \ ( — i ) " c o t — - + - — — 4 - C O t — ^ 4 - - 4 - —[2^' 2) Zé^ ) L v2" 3 4p7 V2" 2 4p/J•^i-^-y^'-'r1^^-^-"^^'""î:1?

0 , »=r • i \ • ^ i i : • • : . • • ^' ' . . ' , - , i.- " " • •

7:1 } r.z 71:
COl ——: 4--4-

" Z"^û 2 &) 2 î
. r.z \

Sin —r 4-7T
\ &) /

I r:z TT: n'K\ . ( T.Z TT 7ï7r 'S]i0 ——^ 4- ̂  — — sin ——; 4- - 4- ——\w 2 4p/ v^ 2 4 p ^
5o,
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d'où

/ . 7 T ; r /nz TT\ r.z Y (—1)"^y_L^_i
oo ^ nr^ . TCZ |

,z=x cos— 4-sin— |
?-p œ'J

y, (2;==-,——; COll——;4--r 4 - 2 C O S — — > ———————————
' /r^û/ V2&/ 47 oV ̂  ^ . TT^b ' • / /T=x cos—4-sin—L . • ^p œ'

^^^r . ."v (~Dr- 1 -4- y —±=i'—i
l / . ^S\ ^j 7277 . 7T2 |2 14- sin — ,,=o cos— + sin —L \ w 2? ^ J

/"^'û) l / . FiZ\ ^ mi: . TTZ& 2 14-sin— , f=ocos—4-sm—
L \ c/-1 / ^p (fy

r^z
Tr/Pf-kC___ n'^-'-r-J^j^r^ î 4. v ____(-^____.
/^^ g ,/7r TT-S \ ^ /TT Trz nri\ /TT TT^ /i7:\h 2COS2 7———,- ^==oCOS 7 — — — - 4 - — COS 7 — — — ; — 7--

L \4 2œ7 \4 au)' 4p/ \4 a M ^ j

15. Développement de [ï^ (s). "— Soit considérée la fonction impaire
^ ( ^- .4- z ) . Ses infinis ont pour expressions générales

V 2 /
2 = ( 2 m — I ) ̂ ' 4- ^ &3, ^ == 2 W &/ 4- ( 2 ̂  4- ï ) î- •

Si Fonfa i t -s F= (aw ~i) ut)'4- ^o) 4-5', on trouve

/&/ \ / &/ ,\ ^[l4-^(^)]
a, ~ 4- Z == ̂ i ~- — 4- Z 1 = L '/, / J ?1 \2 ; r \ 2 ; UZ1)

et pour le résidu

en faisant

2l l
g z — ( a m—i)(x/—/zœ7

. , , &) ,
^ == 2 w &)' -4- (2 ̂  4-1 ) — 4- Z ,

2

on a

A./ \ A/ û) A /W A ,../r^ ,\ .i4-a(^)
a. — -h z =^t — + -4-^ =î/ ——f-^ "-/nÂ —4-2 / ==—î _ ^ '1 \2 / l \2 2 y {2 ] v2 / ^( ; 3)
et pour le résidu correspondant

ïl Ï

b 2 — 2 m 00' — • ( 2 ^ 4 - 1 ) —
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Prenons un contour formé par les droites que déterminent parallèle-
ment aux côtés du parallélogramme élémentaire (o, 200') les points

z == — 2 m' ^' — — 5 z == 2 m' &)' -l- —4 4
et les points

, , , &) û) . , , ûô û)
2 == — (2 Tî' + l) -- — . 5 ^ == (2 Tl! -h I j- "+- j ;

les valeurs de m et de n seront pour les premiers infinis

m == 0, I, 2 , . . . , m', 7£=0, I, 2 , . . . , 7^,

— I, — 2,. . ., — W' -+-Î, — 1 , —• 2, . . . , — n ' ,

et pour les seconds

m === o, i, 2 , . . . , m'y 71 === o, i, 2, . . . , 7^,

- — r , — 2 , . . . , —w' , — i , --2,..., — ^ z ' — i ,

de sorte qu'il s'ensuit
w=w' n-=-ii'

[ w f \ < 2 ^ l • V V1 T
y — + 2 == — Iim > > —-/———:—;——— •
1 \2 / ^ ^J ^j Z—(27ÎZ—l)&)—fZ(ù

7/2=;—//î'-H 72==—TZ'

77î == /72lr n=- n.'-^inn y y __l——./y ^.j ^j , / . &>
0 w==-m' z^-^-x-S—^W^'—ta/Z-r - l ) - -

2

De là, d'abord,
mss m' n == /i'

/(x/ \ 27TI,. V V Ï^ _4-^p=—lim ^ ^ ————————————
' " / >& w=-//^ r-^-I /z==.--/ î '——~(2m—-r)7Tp—^7T

Ût>

fn^ïn' n=-n'
27r / , . Y Y " I

— —— lim > > —————————————— -,
OO.S' JMÂ ^aà ^z / .^b m=-m1 n^n'-i———-2 m7rp — (2/î + I ) -
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ce qui revient à:

IL LEMOMÏEK.

J^= l̂im T cotr^-(.--^P'|+^l^ S tang^-^p)
• \3 ; ag _^ L" J "f „,À°'„,, v(" /

2'ÎT;

'^

9f l -% : . 277-3. ^- ^ (• « /?î == » /î c rn .__
2 S i n — — ^ ,̂ 2blîl-—

» __,-tang^+v————Mî I^Z Où ^j , 2TT2
=:! 0034^^+003————

(t)
7M=iCOS(2m.—3)î îTp—COS-

. . . 27T3
47rïsm— _.-y

,Ti-2 1 Là

• 0)

14- C05 27IZ —î COSWSTTp +(-!)" COS^
&) ' û) .

d'où
, . . ï-nz \
/LTClSm ~——7Tp
i \ û) l ; ,4.

î4.cosp^-Tp) /^ocos^anp+t-î^cos^'-îrp
\ ^ / \ •* /

0)^

. . /âTT-S \
27T?Sm —— —7l'p- ,,.,—A--?_ -̂/

&)g' •î,c.s.(H-a) ,é, c.,^-a-«»,^ï-ï-.-^)\ /TT-S n'p
0 COS —— — — -r t

Y _____________'______ ___ _ _..- (
'^^[^-^-(^-.hpIsin^-^+^^-O^j

. . /27T2 ^
^.TTîSin ———OT îV &) l /

"4-

,c.s.̂ -a) À,o,[ïî-2-»,(,p^)Jc.s[Ï-s.»^+|)&)^
^Û) 2 \ '?•

16, 4^r^ développement. — On a également

)̂ 2 ' ""V"1 ^Ji

W^.'fîi1 n'^tvj^^.u4nm y 1 1 y1 \2 , , /, Wg. , • •^. ' ^

/&)' \ TTÎ
Ui — + Z == -T-1 \2 , / œ g _ .„, TT^ , - 7T , \ 7Ï

,^-^n^^-2re^-(3m-l)^

m-^lîi1 n'=.n'-iLn, y y
Kl g- ^J ^A ̂ A.^-(2n+i)^-m7r
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_ , fl ==/!'"̂ "'
î" ,,-- V ,^/^-^-Ii11ÏR 1 ^(S-3^)4-^00^-^—^———— —— 3?I,—— -+- 7 l;'.;i, ———, —— ^-.'r -l > ; ,\2K>' 4py ^ L2" "•P-n==— /î'—i

m r 7T2 , ..,,î̂ "V î___..i.a^i^V ' '——————1• — tang—,-i-asin-— > •—^———— î '•-^- „» / -; 71-2 j
"§• 2W M .^COS^-COS^ ' ,^SOS(2iï-i-î)^-CC3^J

. . ÎCZ 1 12ff;sm^ ^

-^ ["^^"'Àcoï^ï-.rcos^

d'où
. KZ î

^•^T/-! ï .^V____'""•^T)7" 2 . Y^(z) = — ,̂,— - ——^ + 2,K'^ g ^sin^ ,âcos^-.(-.)"sln^
L. "-• ^r

17. Développement de \{z^ - Soit considérée la fonction impaire
),. (v 4- ^^, dont les infiais sont donnés par
* V2 /

/ f.\'
^ -î- z == (s m •+• i ) — -s- fôû),
'2 ^

de sorte que l'expression générale eu est
z == w&) "l-^œ.

Si l'on fait z = .WM' -s- jw -r ^ /, il vient

,,(^,)=,-0->.,Ç-».)=(-.)-^^.

et pour le résidu
•"• __ r) T , ' '

____^/___,^î

-Fi^15 •

Soit un contour semblable aux précédents, passant aux points
z == - y/a, s = n'w, et aux points s =- m'w', z == m'w'; nous au-
rons . ,„=„/ »=^

î,.,(^-^-^lim ^ (-)"̂ S,Î 7^ '̂'
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d'où, d'abord,
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. fù)' \
^ — + Z\v a y

2?n

k7^
m == m nssn'

S'-
m=— m'

lîm S ^^ S.__ 7T^
n=-w— —mnp — TÎTT

û) •

?.7T/

/f' Û) g
—I^COt ('—— •— WTTpl

V ^ r Ilim S ('~'i)i
ffï, '^ —• îïi

l'ni
li'^g

m._ »

^+V(- r )
Û) Â^

' K Z
COt——4-c»)

. Û'ÎT-3asin ——

COSWÛTTp — COS'
27T2

&)

/ . . '27T247risin
(-!)"5;?'^^ Z^ 27T-3/^û)^

Ï — COS——— w==o COSm27!:p — COS———
CO ' û)

par suite

- . . f27T:Z \4.77; s i n i -——— -n-p

-Î-- . 1 ) '̂
/9,7T^ \ ^ /9-7T-Sk'^ùg

ï — CQS — — — — T C p ] m==oCOSW27Tp —- COS ———
V u ) 1 / • \ w

. . /27T-Z \
27T;Sin ———--TTp

\ 0) /

A^g- . .{'ÏÏZ 7î"p\asïn2—~-1\ &) 2 y

î̂  . Î^Z , x^Pt . \^z i ^Ç=o sin — ~ - ( 2 W + i ) — sin — - 4 - ( 2 m — i ) —
LU) 2j L. C») ' 9.

18. Autre développement. — On a encore

» / '/i \
^ — 4- z ==

\ 2 /

^TT Î ,.• I imk ' ^ g

n == /î' w s= w'

S S' TT-Z nTC

&>' p • WTT



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4°I

d'où
n==n'

l 1^ \ <27rî 1 - V ï\ ï— + z ^ — . lim ^ —-7—\ 2 y k ' ^ ' s Zj -_/^2 "y-- A'^ Zj .cnn^ ^n^^sm^- ^ ^

/ , . 7T2 HTT
. / n-a3 4 S1 1 3—7 COS——

2 7" / I _ j_V û/ P_JL-+V
7T-3 ^/f &3 ^'\ . 7T-3 ^ /'A'TT 271 Z0 \ sin-— ^==iCOS2——cos—,-

\ ûJ' p 00' y'

„ . . Trjs / ï îî^8'msïn—/ - n^•c cos—
&/ / 2 , ^ p2k U £C \ ^TCZ ^J, 2^7T 271'^

I—COS—r- /??oCOS————COS——7-
CO^ p CO'

et de là
7T3 / I TÏ'^

ST^COS—— / - "_" COS——.^_____^^ . . . . . . .2 ; V PSA i ( ^ ) — — — y - T / — — — 1 — — — -+-
k'(û' S \ ^71: Z ^Ji 27î7r ^TïZ/t w b \ 14-COS——- n=o COS———+COS-——

\ &) ? Cû J

7T Z 1 ^ 7 T4^-cos^ ^ »- cos-^—.y
772 .̂JÂ'ûû^ | ,772 (̂ /^^ , n7T:\ ( 712 n7T\

b 1 2cos3o7 .=oCOS^4-yJcOS^^ +^)

IV.

Développement en fonctions circulaires.

19. Soit considérée la fonction impaire ^ (— -h"^- Si l'on prend
2W21

pour variable ^ = e~^\ il correspondra à une valeur de z une seule va-
leur de t, et à une valeur de t des valeurs de z ayant pour expression
générale

z = ̂ i-t- m oo;

/ / \
les valeurs correspondantes de ^ — 4- z ) sont les mêmes. En consé-\2 /
quence, v^ (w- + ^) est une fonction monodrome de t.

Annales de V École Normale. 2e Série. Tome IV. °î
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Cette fonction a des infiais dont l'expression est
, , , &.)

z === (2 m — i ) GO -l- ^ — *
2

Elle sera donc d'un module fini pour tout point situé à l'intérieur de
la bande limitée aux droites menées par les points z1 = [im—î}^,
^== (2w-4-i)c</ parallèlement au côté eu du parallélogramme élémen-
taire (co,2o/) . Pour une valeur de t correspondante, il y aura ainsi une
valeur finie de la fonction et une seule, de sorte que ^ (--)- 4- z ) est,
dans l'étendue que comprennent les deux droites, une fonction mono-
drome et finie de t. Elle y est donc développable en une série procé-
dant suivant les puissances croissantes et décroissantes de t.

Le champ des valeurs correspondantes de t est d'ailleurs une cou-
ronne circulaire, ce qu'il est aisé de voir. Lorsque z s'accroît de û)? la

fonction ^ ( ( ! L 4- -s) change de signe, t le fait aussi : d'après quoi la
fonction change de signe en même temps que t, sans. que z sorte d'une
même bande, sans que le développement change de forme; elle est
donc une fonction impaire de t.

Prenons, au lieu d'une bande quelconque, celle qui répond à m = o,

Fig. i.

limitée aux droites GG^BŒT {fig. i) qui passent parles points z= — ̂ ,
^==ûo' . La valeur de z y sera susceptible de changer de signe. Or, t se

3,'RSi ^Si ,

changeant par là en - ou e " en e w , et v, (^ -h- z ) changeant de
signe aussi, il s'ensuit que dans le développement les coefficients des
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puissances ascendantes sont respectivement égaux et de signes con-
traires à ceux des puissances descendantes, c'est-à-dire qu'on a, pour la
bande dont il s'agit,

..(^^J^A,^^^-^——'^].
n == o

Si l'on multiplie par ^3 ; ? 4 ' I ) 0) tous les termes de cette égalité, puis
par dz et qu'on intègre de z == a, en ligne droite par exemple, jusque
z == a -4- co, le point z = a étant dans la bande que nous considérons,
il ne reste au second membre que

pcx. -4- û->

— f Ap dz == — Apec.
«/'a

On a donc
I F-^ /r,/ \ (.p-.-x)^-

An == — - ( y, -— •+ s } e w dz.
û) Ja \ 2 /

Pour l'intégration, nous pouvons remplacer le segment wJ de lon-
gueur co par un parallélogramme où ce segment soit un côté, l'opposé
fia' passe au point z =2J/&.)/, et où les deux autres soient parallèles
à c</, pourvu que p|3' soit supposé infiniment loin, du côté de &/, si le
module de q == é^1 est <i, ou ^/ > o dans p ===p' -h^î, et du côté
de — c,/ dans le cas contraire. Les valeurs de ^i ( — -+-^) étant les\ 2 /
mêmes quand js s'accroît de oo, les éléments de l'intégrale se détruiront
sur les côtés a'jS^ pa; de plus, si l'on pose z = ip'^ -+z\ on a

^p^.^îE5i { y . p - i - j . ] 2 V 2 p ' f i (?.p -t- i) ^-^—^__ (â^4-i)2JD' (?./5-t-ï) -̂ —
é» ^ r r : ^ ô ta ==: q e )

de sorte que le module de ̂ P-^W, pétant >o, tend vers zéro, quand p1

va vers 4-00 , si le module de q est < i, et quand p' tend vers —co ,
si le module de q est > i. L'intégrale suivant aa' est donc la limite de
celle qu'on obtient en parcourant le contour du parallélogramme. Cette
dernière peut s'obtenir au moyen des infinis de 1/1 (— + z\ qui sont

5i.
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renfermées dans le contour. Ces infinis sont sur deux lignes. Suppo-
sons le module de q << i : nous pouvons supposer a tel que les infinis
soient donnés, les uns par js== (^7^-—i)oo' , m recevant les valeurs
o, i, 2,3,..., les autres donnés par z = ( ^ m — i ) oY -+- w pourles mêmes
valeurs de 722. Dans le passage des premiers aux seconds, les valeurs

(' r \ zvsi

de i^ co- -h z^j changent désigne, ainsi que celles du facteur e w îp^ ;
les résidus sont les mêmes.

En posant z = (aw — i ) c</ 4- ̂ , on trouve

A/ \ (^-•4-r)^-^ / &/ A (%/^-x)27CîT(2W-i)p+-^1y — -)-. z \ e u €lz==v^[-——-^ z ' } e L "J\2 y \ a y
1 - î - y ^ ' . rfz' Ç2/?-hx)a-rei r(2W-T)p+^1

•~—' •—————— f •——• <° 1- >
k z1

et pour le résidu

2Z. ^(2^4-l)(2/n-l)2^0 ̂  ̂ . (y(2^+l)(2ffl--l)
/r^ •/r^ 1 '

ou pour l'intégrale autour du point

—— ̂  ^••H)(2^-l)
^•ï

et de là
in-=- sa

A,== ^ V g^-.^-n ̂ ÎL _^^__,
kwg ̂  ï kwg i—<72(2^-^ l)

W = I 0 .2

puis

.. f^ +^ = ̂ V—?2"!1— [^+I^ ̂  ̂ ^]l \ ^ l j k^gZ^ i-g2^+.)L" c; J>
/^==o

tant que le point z est entre GG' et HET, le module de q étant < ï.
..ï

Si l'on remplace ;s 4- — par ^s, il vient, pour les valeurs de z com-
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prises entre les droites de direction &) menées aux points z == — —•»
._ 3K/
<, ^

•^^TT^^^-^'^''^
p=o

ou sous une autre forme

, , IÔTT^V Ç2^-1-1 . , . / Î Î TT -S \
V, (Z)=-.——— > ——J . . . Sm^2D 4 - 1 — — — — TTp -

A'OÎ^ ^J i—gï(2^-n) ^ ^ / \ CO l )
p==o

Pour la bande comprise entre les droites qui déterminent les points
z ==-- (4w —• 1)^-5^ == (4m+ 3)^-1 z doit se remplacer, dans cette for-
mule, par z -— 277îcx/, ce qui donne

"^'=^'S.-Î^.^.°^-)["?-(4-"+-^]-
p==o

f ^ f

Remarque. — Pour une bande s'étendant d e ^ = = — - ^ à ^ = ^ - ?
on aura

lÔTT^V0 <7^-1'1 F • / N (<11J:Z \^)±.,(-.)=^_ ̂  ̂ ^^n(.p+z) ^-——P)
iy===0

. , ,/-2Tr2 .\1
q= sin (ap 4-1) (—— -1- TTplj,

•d'où
»= ao

i6-7Tz V^ r/2/'4"1 ^ / . ^m
^=-7^ Z T^^81"^^1^^03^'4'^^'

0=0

puis
167: Y'0 r/2^"1"1 , ^ . / , \ 27r-s

^'^y^i ̂  7^^^
^=0
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20. Développement de p ^ z . — Considérons la fonction impaire
/&/ \ . • p -M f _ 4- ^ , qui a pour infinis
\2 /

^ == ( 2 w —• i ) û/ -+- n c«), 2 === 2 m OL/ -h ( 2 n "4- T ) — 5

de sorte qu'elle ne présente aucun infini dans la bande limitée aux
droites de direction &> menées par les points js = ( a m - - i ) c./,
z == 27nw\

Soit d'abord w = o ; la bande correspondante GG'HtT s'étend de
z === — ^ à ^ === o,

On aura
» r= »

( / \ ' v~v 7. r. s i
W \ \^ . p ——

^ T4-'^ 2 Ape "
p=;—»

ou

^^+^=A,+ /^A^ /^+'^A^ / '^

d'où
/iK "1-&t / / \ ÏT.Zi /ïûj •+-« / ? \

^ .̂i (—+ z j e " (/2==a)Ap et ^ ^ i(—-+- z ) rfz == &) A|,,
nVy, \ ^ / fc/a \ /

le point a se prenant à volonté à l'intérieur de la bande GG'HET {fig. 2).

Fig. a.

Pr——-"—-7P'
/ /
/ / /

....—.̂ _̂ _̂̂ ,,,,,, ,„„,,.„„ x /" .^7r"1 ,-s^azz==^^
" 5 ^ ^ G 7

Supposons en premier lieup < o. Soit encore le module de y < î "
L'intégration suivant aa' pourra se remplacer par une intégration sur
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le contour d'un parallélogramme ayant pour côtés aa', deux parallèles
à CW et une droite f3p' se prenant du côté de co' indéfiniment loin. Les
infinis compris dans ce contour pourront répondre à m ==i , ^, 3,...,
pour-s •=- ( ^ m — i ) o / et à m= o, i, 2,..., pour z= m 2^ -4- ^ Éva-
luons les intégrales qui s'y rapportent. Si Fon pose

z = ( 2 m — i ) &/ -4- z' 5

il vient

/V \ -P^-p r ( ^ . A -P^n-.^^i^-p^-!J•\-,:-}~z)e dz==^[^-^+z^ e dz

{ (ù' \ - 7 ' ( % w — i ) -p^-1

==p.,[-^+z^q e dz'

^L±J^iq~p('m~')e~f'^d^'•,

d'où, pour l'intégrale partielle,

_i2io-^."-.)
S

et pour la somme des intégrales

V _ iï .-^"-- o = =-47r ?"/' •L s q . s ï-<l-ît>
m •==• r

En prenant ^ = 2m ̂ / -h ^ 4- ̂  on a

/ / \ _r'^ , /û)' , &)\ -p^^mp-^^-^î^—' ,
^^^^ - rf^^^+./»^)e ^

^(^^.riLr^^,^2'1^^^^^^(a7 )
, ,^ ?. T: S't— T — ft ( z ' } , — a p m —p ———

—f_i^---—^±±î-2 iq e w dz';
' - " [ ) À(^) '

d'où, pour l'intégrale,
( ^ ^ p q - ^ p
—————'——— Zj TT,

/">
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et pour la somme
m = so

^)p4jE Y ^^(^4î__
i Q L^ i / S: i—Qg ^ Â ' g i-q-^

Par suite
A -^ Lz^2~C!.^--^-i-^ ?&)§• ï—q-'p ?

c'est, au cas de p impair,

A == —iî' l
^ cog' i — q~~P

et au cas àep pair,

ou, dans tous les cas,

A == i77 J

^ û}g' l -^-q-P^

A =ii ^^^
- ^ ^g. ,-+-(-, g)-/.

Soit, en second lieu, p > o, le module de y < i. Alors ̂ r est à
prendre du côté de — c</, de sorte que pour z == (a 722 — i) c</ les valeurs
de m sont o, — i , —^,. . . et pour -s ==.2 me»/ elles sontm== — i , —2,... .
Mais les intégrations autour des inûnis s'opèrent là en sens contraire
de celles qui concernent les circonstances précédentes, il y a un chan-
gement de signe à faire; les résultats sont donc, d'une part,

S 4ZE .-^(^D ̂  4^ _?^ ^
8 g ï—q'p

de l'autre

y ^4jr^^ ^^^ _ _^^
Zj & ë' i—^ 7

m ss— r

d'où
A ==47r ^—(-i)''^ ̂  ii p '—(—g)^ _ t"; p »
' /> M jO- l —— flW e.\ ir 1 r ——1 __ fi\ÎP ^ rr ï '» _i /M^- i—çv Mg' i—ï—ç) 2 / ' Mg" i + ( — q y
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De là

Iw' \ , 4ïr PV (f P^ ^V (—'^ P'-̂ I,.,^)=A^| ̂ ^=-^0 " -.^^^
L T î 73==—! -J

D =r ^ „ 1^ __ „ l.!̂ ''

= A + 4^ V ^^ " +(-i)^ (t)
0 a)g-^ i+ (—g)?

/^==J

, 4-n-^ r^ -4- (—iY 9.7T.S . q P — ( — î } P . 27:^1
=:Ao-+-—— > -'———7-———--COSD———-4-^• i———————~s lnJ9———^g Z^ ̂ -^-[—qY l " î-+-[—qy J w Jp===i

4'^ v, v r 2^^ . r — ( - — ^ ) / ' . 27:^1=:Ao+-'-- > — Ï ^ C O S P — — - - - 1 — — - — ' — s w p — — -w g ^ ' ' [ ' u i-t-r---^)7 ^ J
;?=!

Il nous reste à trouver la valeur de

.̂̂  „ .
o) A(, == j .̂i ( — -4- z j dz.

Jy. \ 2 ^

Considérons pour cela un parallélogramme ayant aa' pour côté ei
l'origine 0 pour centre. Comme la fonction ̂  (^- + ^) •== i ^ z

est impaire, ses valeurs seront égales et de signes contraires aux points
symétriques l'un de l'autre sur les côtés aoc\ y^oc\ opposés; par suite
l'intégrale le long du contour sera

r^^ /v \ ,
U ^(7+^•

Le parallélogramme ne contient qu 'un infini, par exemple M * Or, en

posant z === ^ -+- -s', on a

rr/o/ co ,\ ,, . r î+^(^ ' ) 7 , ^l . 47rJ^.^^-^^^-^-^—^-

Annales de l'École 'Normale, 2e Série. Tome IV. ^2
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Donc
r7'̂  /&/ \ , 2Tr
/ JL/.I — 4-5 02 ==——îJa \ 2 ^ s

.(^•)=S!t•+ÏS,(-^cos''s-'^^s•np^)•
et de là

M=S - ̂ •-^^(Ï-^-T^510^-^-
/;==»

."^-li)1-^^1^-^-
pour la bande qui s'étend entre le point z == — ^ et le point z = ̂
puis

^'^^^^'-''('"''[^-""-""^-'sH-?8""'^"14""1""^p^i

quand la bande va du point z •==; (4^ -1) 1- au point (4m-|- î ) ^-

21. Développement de X^). — Soit la fonction X< (2) == —--jr——5

elle est paire et a pour infinis z == (2m+1) ̂  -+• no, de Borte qu'elle
est de valeur finie pour tous les points situés à l'intérieur de la bande
qui est limitée aux droites de direction a) menées par les points

, C»/ / s &/

^ = = ( 2 7 ^ — l ) - ^ 5 - S = = = ( 2 m 4 - l ) - ^ 1

Considérons d'abord la bande pour laquelle m = o, allant du point
z = - ̂  au point z == ^* On y aura

3 •~1 - .

^ / p^ -p^\
^^)=^AA^ " ^ô f " j 4 - A o î
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d'où
/^K-t-ûJ />a-4-.M p3^1

j À,(5) rf-s == Ao&3 et ^ À i ( ^ )e " rf.2==(A)A^, p$o.
o/a « /ce

La dernière intégrale peut s'évaluer par les infinis que donne
z == (2m -h ï ) ^-5 m allant de zéro à l'infini, si le module de q est < J.

On trouve ainsi *

^An^-^-Ç1 V t — — I ^ Î ^ ^ ^ Ç 7 — — — — — — — — »^ §• Z./ k ' g^ i^r-qP
m'=.o

L. 4•7r ^a ->
An== -———————— f —————5 P ^ O -^ /r'&jg' i -{-qy - <

D'autre part, si l'on considère le parallélogramme aa'û^o^, où le

Fîg. 3. .

/ /
/ / /___/ /_ L_

H ^ r~J - J ^ " — r
— — — ^ ^ - j ^

^z.»,.—————.—^, <y

côté a'^ de longueur oo' est parallèle à Oo/, la fonction \^{z) chan-
geant de signe, quand z varie de &/, l'intégrale suivant le contour de

/•'oc4-<y
ce parallélogramme sera i \ X, (z}dz. Comme il ne s'y trouve qu 'un

</ÛC

infini, z == ^-5 et que par -s ===="—-{- ̂  on a

. , , - . U.(Z'} ^r-v{z'} , ,^^^=_,L-^-J^/,

il s'ensuit
r*a-^u f.L ^-^/»(% -+-&>

2

Donc il vient
AO —- TT——— ?

/f^g-

02.
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et ainsi
/ ^==0 ^ \

- . , S»7r / ^ V ^?' 5.7T.3 \
}.i(,S =y7—— 1 - 4 - 4 > ——"——COSp•——— -l / h ̂ g\ Zji-4-î^ M /

\ ^==r /

Par le changement de z en ^ 4- ^5 on a dans la même bande

r /?=:w ^ "i
I S7T , V , ^ Q 7 ' aTT-3-—- -==. —— i -}- 4 ^ ( — i ̂  —'—— cosp —— ,

Ài^) /^û)^- l Z^ 1-4-^ / &ï
S— w^sr --1

d'où

[ ^î==^ -i

/ , 9.71 , Y1 ^ 27T-^ 1
y(2 ==—— 1 -4 -4 > — — ' — — - C O S 2 Z ? — — — h

v / ù}g ' Zj 1 -+^2^ J &>
/,==! J

.!,/•?===•» ! ;

, „ 8Trg2 Y g^ , .27:2um:=-,—— ^ ————cos(2p4- i )——?1 v / /fG.)g- Zj i+ç2^1 v ' ' &)
^=x

formoles connues (Trailé de MM. Briot et Bouquety n03 156, 157).
Pour la bande comprise entre les points z = (2w— i) ^-î (2 m-h r ) ^ - ?

l'expression de À, (z) sera

[ ^=CO _/f -1

, , , 27T , Y^ (f v- (^Z \ \
À,(2)=: ——— ï 4-4 7 — ^ — — — C O S P — — — — m 2 7 T p |"/^oûg- 1 ̂  i 4- ry I \ w l /

^==1 J

DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS ^,(2), ro,(^), OT,^).

V.

Développements en produits de facteurs.

22. Nous avons trouvé, en supposant positif le coefficient de i dans
l'expression de p ,

^'— sin^/î - 3)îrp - ̂ l sin r(4"- i )^ -l- ̂ ^z}
v, (z-) = e"^ T\ ——L__________C':-J -—L__________''—^ ;

^;sin[(4K-3)îrp-l-2^ | siu |(4ra-1)7^-^ |'
l- ct> J L (a J



MÉMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 41 3

nous avons obtenu, d'autre part,

lang
M^

tang

^ "TÎ lang[(4?-IJ:î+?.^ tang[(4«+i)^-^] ^
' TTp 7:5

2 M

7T.S !

2 O» J

TTR 7T21

^4-^J

S \ î-1 f " , ,7Tp. T^Z 1 1 ' " , , •7TP . 7T2"]^,tangl(4^-i)^-^-Jtang (4n4-i) ̂ 4--^-J
2 œ

On en déduit

^•cos2!

cos2

T:p ^Z>^ cos2 3-^4-- cos2 5
œ / \ 2 œ 7 \ 2

Tp 7r2\

0) /
sin 4^—i;77p +

7T-S

&) ,

/.7TO 7T^\ J/ï^P Î T 3 ^cos2 3 — — — cos2 5 — + —
\ 2 û.) / \ 2 &) /

• • lim
* F// ' î r c z " ]in ( 4 ^ — I ^ T T O + —

. [""/ ^ 2 7 T S ' 1 S

sin ( 4 ^ ~ î j 7 r p — —
L &) J

(I ou

_ -^ "^^Ï) ;„ c.4t--l?^] co.{tf.+.,g-'g

"""•'..s.^+a:11....^.-.)?-^»^. ,, „,,r(4,.-,)ÎS_îi1co>-f(4»+.)'ï+"|L 2 cll) J L 2 c') J

,7-0 'n:2
?.T-3f COS2 — — — — — — —

"—— \ 2 &)

. 27T2smTTpsm——
0)

/7TO 712 \ JLJL

COS' —-1-— «==!-\ 2 M y [ , , TTO 7T2'] r// v^P ^ 2 1 1cos (4«-i)J-^Jcos[(4n+i)^+-^J)

/ î rp_7r2 \ , . ,
ï t s i C O S ' - - —

- -r- V a " n/TTp 'KZ\ AA
COS2 M 4- — n=t

\ 2 0) Y

ï+

2'ÎT22Sin7Tpsin—

/27r2 \ ,
COS ——4-'7Tp 4- COS4^7Tp\ o) 1 7

Au moyen de l'expression de À, (^),

Us)
, " = " 0 0 1 1 ( 2 ^ 4 - 1 ) ^ -7^ COt (2/î+l)7^ 4-^

ï 4- ^ [^ 1/ 2 &.) J L,_____^, ^^Jn IÎPcorfîn+i
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on obtient ensuite
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1S3[Z]
j^ n ̂ l^-1^4-?] n ̂ {(4^)?-^
•+/rn tang^4"-i)? u tang^+i)? '

À-'==-—171.4-i-i-^ 11 j
. TT-Ssin —

M

cos[(4»-.)^+^]smi(4n-^

xn I-
. 7T-Zgin —&>

cos 4^ [(4^I)7Ï-^]sin(4.+.}^(

7:Z

/^ 2s in"

~i-+-/r.%=-of sin (4^—ï)7 rp~ l -sin (4
7T-S . 7T^(• sin —i

Cx)

. 7T-32 sin —
0)xn I- . F/ r ^ T:Z~\ . nzin (4 .^4- ï )7 rp—- — + sin—sin 4/z

et

, /TTO 7rz\, ^ si cos2— -+-— tang2̂ 7Tp

3ï -+• ̂  ^-r \ 2 cx) /
. , T.O TT-S'sin2 — — —\ a oo .

sin (471 — ï ) ' ? r p — — -4- sin^- sin (4^ 4-î)7^p4-^^ . TtZsin — i(à Ixn
==:,f sin (4^—i)7rp-+-^- -hsîn^— sin (4^ 4-i)7rp — 7T^ | — sin î-^l

\ L cf) J 0) L &) | o)
3in [(4

en s'appuyant sur ce que

CTa (^) ==
Wi (^) OTa (-S)
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23. Autres développements. — On trouve d'une manière semblable

. r.z2sm—
CT (.)=n I- . 7:2 {in—l)7Tsm—r 4- cos-————

ô)' 2p

, „ 2^ . /7T 7:3^
?Î7,(^) == ———,- Sin2 -7 — ——-,

/ 1-4- li \4 2û0'^

. 7T3 \ îsin—-
&)n - 272.7;

COS -
2p

n
[n - i

sin

(.
TTZ

&)'

1—l)TT

2p J

et

ï + /t 1

' a/r' . , frc ii:z\sin2 7 ——/•\4 2^7

/7 —— 35

11 / . ^z
n^r 1 Sin——

/ - &)

. 7T3sin —;
ûy

/(2.n —
p /"k O '

^^p J

i)7r

V
2717Tcos-
2p /

VI.

Développements en sommes de fractions.

24. Soit considérée la fonction

/ °n
OTi [ Z - + - — }

f^^ ^-\^lgJ^ v ^
^ z

^ [^^^{z)
'S ^ [î^^2)][^z)+v(z)]'

C'est une fonction impaire qui n'a que des infinis triples donnés par

Ût)^•==(2? +?) - -^[^q •4-i)û)'.2
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Eile est d'une valeur finie sur tout le contour du parallélogramme .qui
s'étend de

2 = = — p ' w à z = p ' w et de 2==—ç 'au ' à z = = q ' t w ' .

Les infinis compris dans le parallélogramme répondront à

p = — p ' , — p ' + ï , . . . , p ' — i e \ . a q = = — q ' , — (/-t-i,..., q ' — i .

La formule de Cauchy appliquée à la fonction est ainsi

^\, , w
rs, z'4--^n-^^^^-r1" '^^2"- J^ r [ï-^W(z)

J[li-^\t+^]--^~t~=~^~-~teT^[^^}}\y.{^)+^^}}[t-z)•

Posons z == {ip +i) w + (a q 4-i)û/-l- z'; il viendra

n r - ^ r__________[.+^^)lÂ(a')
J'^/'—ê'-T-^,-——————————————,=————————

[>-^(z')][^.^ /)-v(2 /)p-(2p-^-^)^——(2Ç+I)(,/-Z' llf ^' ^-y.[z'^.{z'}-v(z')\t-{-lp+l}^.

Comme on a

^{z']=gz' ̂ -^.^(r +/<')... J,

i + .(^) == 2 - ̂  ̂ /f'^' + ̂  (i + D^ + .. . ,

[-^-^^[^t2^/^^...}

[,(.')-.(^-.=- [̂̂ .ê l̂) .̂..],

^— (2^+1) ^ —{iq+1)^— ^s'

T r , zl z'1 ^- „-.,...,...„—..„—..——_ j ^_^ ————__——_ -.] j ^
/^(^+x)^-(2r/+l)^( ^-(2/)+I)^~(^.+I)^ ^ - ~ t • • ) 2
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il s'ensuit

„ , . 4 p if £r•'i(^+/f2) i , a-'/i , \ £;l(l-^-/l'') 2 i i^/^-^^F|_----^2-.^'+^4+/f^^'^2+lï^
^_AV_____2 _^^-(^-^-(^.-^j3

,1 =:(/'— 1 /;=/)•-I^_JL Y Y ____2_____
/^ À /À [/ - (.p +>) ̂  - (.? -n)./]3'

/)' et q ' allant à -+- oo , d'où

7 = = ^ - x p - ^ p ' - r
., , / / 6/\ ï67T3 Y Y 4
/^)=^(^y -——/^i i i r^————-———.———-p-

/ b ^^ ^^l^^-(2y+i)27rp-(2p+i)7rj

Cela posé, si l'on prend

, , i ., , ., , s ins
çp(^\ ^————————, (l'ouï ®'(^)==:-—————————-5
" / l+COS^ T v / ( l+COS^)2

on aura
sinz

, , / ,<. r (i+coslj2^j^-T^-r-

les infinis étant triples, z === ( ap 4- » ) TT, de sorte que

^3
rr' 1 __.——• ^f <-{— '—————— » * •^ . , _ p ___ï '^'A______ ___î__

9 (^' ̂  0 / 7 7 2 ^ \ ^ F^72pT7)ï̂ ''7
\ Ï . 2 1 . 2 . 3 . 4 ' " /

- fiSjL _ « ^-_L__.( —^
'^^ZI(f2..Ï 3.2 ^ — ( 2 / ? + l ) 7 r ] 2 ) ^ — . . .

^==//-I

=:=""4 ^ [^-(2/?"ï7y7T]^
/, ==-/?'

Annales de l'École Normale, s® Série. Tome IV. 53
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c'est-à-dire qu'on a
/; = // -1

sin^ _ _ / Y ____î____.
(i+cos-s)2 """ " Zé |>—(2j?+i)nJ3";;=-//

D'après quoi

< j r = < 7 ' - ï ^ ^^^—(a^+ i ) ?^?, v . ?.7T2
< jT=<7 ' - ï g ^ — — — — —

, / ùf\ iGn3 .. y i- L ^
^T)^1^?^

0,A _ l67T3 .. Y ^ L ^ v J

^ ^fr^ Z T /2^2 / , \ \ 1 2 '" / fc» ,y=--7'; I + C O S [ — — — — ( 2 g 4 - l ) 2 7 T p

.6.. 'V "°[^-('Î-)"P] y- .in[̂ -K..I-)»pj )îl 5 V __Lj-__—J_ 4-V^ \ L [ . ../^ /,_-.,,\T Zj-——— ^ \ -=—————————————————r~=,~: 4-" 7 " ^ — — — — — 7 " " " " \ -i^/'1

^'^[i+cos^-^î-i).^)]2 À[r+cos(^-H^-.^p

et de là

ry = » y =.- «
/" (.A 47T2 1 Y i V ____I___ A '

^^T)-^^ Z "T^TZ:"̂  T
' 2 ' '^ L cos{^ - (.î^ ^ cos{^ - ( .q ̂ \

ou

! f r / \ i — K ( z ) _ 4 ^ V _ _ _ _ _ _ ' _ _ _ _ _ _ _ i _ _ _ _ _ , _ _ , ^ ./ / „ , "•' \__* ' \~1__-1 " \ &_____________.___ ______r________1^^-^-^^—^^^—^-^—^ -\+ ^
II^•^-i-^-^Z ^r^_(^J,)J cos{^4-(a7-^p]

d'où

=4^ Y' ,_____î_____)+A,
û-'tt)2 AJ r7rz ,, . •Kp \ X'nz , , ii^pli'^w=—yt^——^

^I ^[^'"^"'^J C O SL•Q^+ ( 4 Î - 3 )2J(
, ?=" .
4^ V ______'____.._ _^ ̂ ,4^' V______I____
^"'çécOS^^+t-l)^^^.)^]Î-'M2 Z( ,,-,-Jî" , / _ ,w / , „ , , , , "̂1
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25 « Développements de ^3 (.s). — Considérons la fonction

/ c^\
,, , / / co^ . ^2\z'+"^) . . , , .[i—^)p(.s)
f (Z) = OT, 2 -+- -— == ^P7f ——-t—————— == — P'/fVf' T : — — — . ^ ^ r / v / ^•^ -
•M ' ^ 2; b ^ ^ ^ ^ \ b [l-^^)][^(^4-^^]

\ ^ y
Les infinis sont triples, ayant pour expression

2ï==(2p+l) ^ -4- 2^û)';

la fonction est impaire, d'une valeur finie sur le contour du parallélo-
gramme qui s'étend de

z - ^ — f / o à z=p1^ et de z-==.—(îç'—i)^ à -s == { ' î q ' —1)0,) ' ;

et les infinis compris dans ce parallélogramme répondent à

p = o, i, 2 , . . . , p ' — i, — i , — 2 , . . . , — / /
et à

g=0, ï , -2,. . ., Ç '—I , pUiS -- î , --2,..., — ( Ç ' — l ) .

La formule de Cauchy donnan t

' ( ^L\
[ a/\ p^2^"^ ?J 7 / / r [i--^)]^)^^-^(^^-^-rrrT--^^^^^^^

si l'on y fait z = {^p + i) ^ + .a^o/ -l- ^/, devient

^> ,̂  /,, T _[i±iA(^^ ..____I-___
JW— ^ / f / f <^^l-.î,(^)][a(^)-~-^^ /)] . / . 0 ) , ,i- v / J L r \ / \ /J ^_ . ( ^p^ .^_—2^0 . )—z '

2

//^•-x /?=/A-i

-^^^T^-^^^""^,, ,5,,p,̂ r̂ -
53. '
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d'où

H. LEMONNIEB.

q^q'-i p^p'-i
f . ^ i V Vf[z)~- ———lim > > -——

^ îo3 ^j L \^z[27:2 , , ~P
^-^--2g27rp-(2^+i)7r^=-^'-r) ^=-^' ——— --2(p7Tp — (2JO +l)7T |

. /27T2
^ , ^v" ^[-^-^p

-y——lim > -:———-———————'—
îfg^)3 Là \ f^TCZ •)]•^=-(^_,) i + C O S i — — — — 3 ^ 2 T T p

i . 27:2 /27:Z \.6«-1 "°^- 'v ""(^r-'»"p)
,?,[./f'^CÛ3] / 2 7 T 2 \ 2 Zj r /27T2 \ 1 2 '

j^COS-^-) ^^+COS(^———2^7:P)1

et de là
^

. ÏÏÏZ \sln^-^+2g27TP

/ 2 Ï Ï2 \ i2'^v^2^)

^^ .+-
\ 2 /

^__8^_
M'^21 'S— 4- - + •

27r3 .̂j /27T-S \ /27rZ ,
I+COS——— ,̂ Ï + C O S — — — - 2 ^ 2 7 T p i+COS -—4-2(7 27:0

co \ M / \ Où /

+A,,

^ i-^(^)/^^+- =-^. . .
\ - î / ^(z)+v(z) i4^ r_î_

"^ ~~7^ +
COS2— (7=1 COS2^— — .72Trp^ COS2^ +Ç27rp)

+ Â 2 ,

puis

•^-ëî^aiJ^=
"'^cos^ -(-,). (^+-)?j +A,.

Tl est à remarquer qu'on a

i i ! M' A ^i1'-^) 1 ,h'TSt { z +——(, ) '= . ' \' ^ 2

\ 2 Y IJ.(Z)+V(Z)

^ v ____
ĉ"ft\=, cos'f^-ta^-i)^! cos'r^+(2ç-i)ffp

+ A,
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et par suite
i — ̂ ) , r , . T -+-U.(Z) __

T^^'-^/IîiTTT^-^^"^^
ce qui exige

Al -î- Aa == I,

et l 'on a ainsi

A'?ni ( z-+- — ) 4- l^rs-, [ z -4- — -+- w' ) == i ou /fCTi(2) -hA7^^ +û/) == x .
\ 2 / \ 2 /

26. Développements de ^3(5). — Soit la fonction

( ^'\
^ • / ^ . 6 / \ - ^ ^ V ^ ^ ^ ^ [^^)+.^]À(.)
./(.) == ̂ . ̂  ̂  ̂  - - ̂  -T^A - ̂  [T^-^)][i-^J

V °-/

qui est impaire, a ses infinis triples s'exprimant par

z== p w -+- 2 q M',

est d'un module uni sur le contour.du parallélogramme qui s'étend de

z ^-—r/r,) — -'- à z=Dfw^-•-f- et de ^==—20 ' û:/--&./ à 2== 2g'&/ -4- o/,
2 • 2

les infinis contenus dans le parallélogramme répondant à

g==—^, — ^ 4 - 1 , . . . , g '— i , c/',

et à,
?=:—•//, —//4-i,..., p'—i. /?/-

En posant z =p^ •+• ^q^ ••+- z ' , on a, par la formule de Cauchy,

-. _ ,1 r [^(^)+^^)]^^L _____!,_____
Jl^"-ta/^<^^_.y(^)-l[i_^(^)] ( ^ — p ^ — i i ^ û / — ^}

'7=7' /;=P'- ̂ :_ v v ,
^ k k ' g 1 LA Là (f—pw—^q^)^

(7=-^/;=-//
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de sorte que
H. LEMONNÎER.

./=^ ^ = p '/ &)
OTa [ Z + •——

/./ > , / C.A . \ 2/^=^-^)=-^——^,.T .;^ 4 ^ Y V __'b / ^\ kk'^ &)3 Zj z^ r^
^^+^) -/=-/•/- —q^--<y=-r / - p=-p l -^-—2?7Tp-

Or il est aisé de voir que
{,=?•

cos-s;os-s ,. V—— == lim >•in3^ ^sin3^ (2-pTT)37

d'où
/ 7 T 2 \cos(^~2g7TpLj

^SA-rf / ÎT^ \ 3 . Q / T T Z,̂ / (^-2Ç7:p-^^ sm3^ ~-^^

On a donc
/TT^

. ' \_4^\ . .^ /"2COS^-2?^,,, , / 6/\ 47r3 ,. • V \whk'Ts' (z + — = - • — lim > ———J—
' V 2; ^M2 , 2j -.^^Za y g-'M2

,,=-,r w\—--iq^

(l'oû

AA-' ro;, (!(!(' v5.,(z+ w 4îl
gw 1-^J . , TtZ. \

y=-„Sm2(-^--2//7Tp

-+A,

v —î
471- ( 1

^ ^^^z
S tô ̂ ^^ ^ sw§ sin — (i = x bui ^^(^^— r /=i s i n -——2ûf7 ro s in 2—+2<77rp&) " \ M ï 1 / \ &> - l y

et de là.
,/=^«

, 4^ 1 s [̂îi_(4^,,a] .,,,[î£+(4,.^S2 sin-p^ ^
V " 2 / '

// ==:•»

--4^1 V __
"y ̂  ci«, ̂^2Àsin'(^-(-.).(^+^p]

4-A,.
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II y a lieu de remarquer que

r r , 1 ^' ^ ,\ r ^ { z ) — V - { z )hk • CT, [ z + — -{- - — ^ = /f2 ———r——\ a 2 / i4- i^2)

^ 4^2 Vt____^_____ , _____._^^^^^^^
g- &) ̂  < ̂  îf _ ( 2^ ̂ . i) ^p cos2 p^ -+- ( 2 g — ï ^p i

11 s'ensuit que

/fCTi (2+ & ) -^4- kk'^ [ Z 4- ^- + û) + ûo^) = A, -4- As
\ 2,/ \ 2 2 /

ou bien
x-^) +^'(^^ - A. + As^^^+/ï 1+^(2) ~ A ' - ^ " A 3>

ce qui exi^e

de sorte que
A( +A3==/f2 ,

ou

/ û) \ , , / 00 û) ,\ ,
CTi ^ -^- — -+- /f ïïïa ! 3 + -- + - + W == ̂

\ 2 / \ 2 2 , /

CTi(-3)4- Vrs,{z} ==k et A i+Â3= / î - 2 .

On a également

/,/ ̂ ^+^ ,/) -• /f/r^3 ̂  4- ̂  + ̂  ~ ̂ ;)

=^I±JÏ^^^Îi(^^
p.(z)-^-v(,z) i+y(^J

ce qui a lieu par
1 A. -A3=i~- / f2 ,

résultat qui s'accorde bien avec les deux relations

Ai4"A,=ï , A i+Aa^ / f 2 .
/ / \

En faisante = o dans le développement de 7^ i z + - 7 5 on obtient

A ̂ ^i^V ______.
' œ2^2 ̂  cos^a^+iJTrp

7=;o
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Par s == o dans ^expression de ^(.z), on a

(,4-^/,-==- -^/T —————t-—————-<-A,,
^^sîn-(^+.)7Ï

d'où
f) === wA,=-/.-4^v I „-.

ca <§ ."oSin^ag-l-i) 3?

Si l'on fait z == o dans ^ar, (z), on trouve

A- / r iZEl'Vĵ . i —— ti —— y ——~-————————————— ç a

^^oCOS^a^l)^

On a donc
ç=»A =-2TC2- y __L---— .+- _ _.'__

''^^osin^aç+i)^ cos^^-i-i)^
«<" 'S1»

. <7==^
____ 27T2 ^ _„„___ ï

~ ^p ^o sm^7^^~œ^^^^^

== _ 87T2 Y3 ___I___
^ ' ' g 2 2»à sin^sç 4~i j7Tp'

^=o

27. En égalant cette valeur à la première, il vient

f^^\ -__.i___. _ ___I__...,
^g2 ^Â COS^(%<7-4- ï )7Tp SUl^g -{-HTTp

^=0

<y ===«=>
_ _ B^ ^ ____cos (3<y -+'x)^Trp

r^'i§'2 ̂  cos3(2ç-t-i)7rp sin2('^ç-4-l)7^p^ = o
/y = oc

_ SaTT3 V cos ( 2 g -4-1 ) % 7:?
^g"2 ̂  gi^^T^^j:^"1^:?"

<7^o



MÉMOIRES SUB LES FOJN'CTIOJN'S ELLIPTIQUES, ETC. 423

En égalant deux valeurs précédentes de A,( , on a encore

/7==x
27:2 V 1 l•—J2^2 Y~~ ̂  g2 2^(jY .0"" Z_j , Tf/i TTOh ^ocos^ag-r-i)-i- sm^.g+î)-1-

a TT^ V _____cos(2 q -}-i )îrp ___

"̂ /•è sin^.î+i^Pcos^^+i)^

y ==: as

^ ̂  ^7T2 V c0^^.^î ) ̂ P
"" ^g7 2^ sin^^g"'^"!)^'

/y=o

de sorte que
\ gQjj2^ •4-ï)27Tp
Zj sin^^g-n)^?:?

/r == 4 -î-^0__________.

Tj^ sm^r/ -4-1)
V Î-̂ iL.'JlLl̂
^ sin^^g -4-î)Trp

o: p... r.,-.. _ . .1 .̂.. i.^ fo^y]e qui donne ̂  (^

^)/ . \

Si l'on f a i t , z == o, dans la formule qui donne y^ \— 4- s) (15), en ob-

servant que la l imite de —IL2———'- est i ̂ ? on trouve"l . WZ à.'Ksin ——
ûô

f^Yr'-+ "v—_1
\W8/ l 4 ^ C O S W 2 7 T p 4 - ( — î y " j

L m=:I J

[ m ='- x ' —i
SîT2 ^ ̂  V ___^____ __ ______t,,,_____ .
ût)2^ 2 ^ cos^/nTTp sin^sw—i)7rp | 7

^ -^ I . J

c'est la relation

en raison de ce que

I rrrAa 4-A,,

A.——^V___- 1 ___&)2 ̂ 2 ̂  sin2 ( 2 ̂  -4-1 ) îïp
<f =.- o

Ânnfdes de F Ecole Normale. 2e Série. TomeîV. 5 |
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et de ce que par z = o, dans l'expression de ̂ 2 [z -4- — j ? on obtient

_ _4^ / y i \4^2"" tô2^2 ^ ^ cos^y^p y
\ < 7 = = i /

28. Autres développements. — La formule
p=p'-î q^f/'-i

4 i=. y y
——^ r/"/- p-(2^-l-ï) ^ - (2^4-1)0/1

^ ,.„ = ^ l i m
\ ^ A'g2

p ^ - p 1 r/=-7'

pouvant se changer en
/;==//—! r/s-f/'—is s47T3 ..-'—r limri-î, { z • ^ ^2M" /,^ ^^^-.^-(^,).[TT-S /

^T—2

. rT1-2 / ^in[^—(,;,+,)

]•

, / .'\ ..' , 'v ' s1"!.1
CT•^^+T)=î^' lrn 2 (——J

^P,-

,4-COs[^-(.p+.)^]^r=-^

on a
p ^ p '/^p'

rr2 ,. V—. lim >
" ^/

, / &)'\ ., TT' ,. V1

/^ ,, =A.4-^lim ^ ^-———^,

A'003^""^^4'1^!
7 /' ^\ 1-^) ./ TT2 ^V/fCT, (z 4- — == ———— = A, 4- -—— >
l 2 / 1 - ^^ ^&)/2 ̂-T 1 2^I~^:

d'où, par-s = o,

^ r^^ / \ 7 r ^ «r71''3 / ^
p?o COS2 ——7— 2Ç +17- COS2 ——T + 2p4»l 7-L2^ 4pJ L2^ 4pJ

^^\__^^^tJi^h!,'}-
5 w LÀ .t . ̂6 p^ocos^ap+i),-

De même, la formule
p=p'-i <7==/7'~-ï

/^'.,(.+^=8,lim y y T-
^\ 8 ,

\ 2 / ff -", AJ, .'-DL-ta^-l-iî^-agMjps—p' ?/=—(iy'-i) •Z
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donnant

îi'^Az
TT3 ,.Il m'v^DS-^^i-V L2Mf

LÀ . ST^Z^,sin{^-(^^j2 7 r»3 ^ ; [^
/'=-"• sln î

on a

3; (2

;)=»
, , 1 W\ ,,, 7T
h ' OT, [ Z -I- —— }== A , — - , - . . ————_———

2,/ ^(a'^^ j , [ 7 T Z^ST [S-^-)^] -{S-^2^1)^'/ )=°sl" î

d'où, par z = o,
, _ _3^_ y __
' ' ^ c , ^ 2,.ta"£• ) ^sin^+.^-

Puis la formule
/?==^' y=<y'il V V ^/r/r'^,^+^\=limi

g'2 Z^ ^ { z — p ^ — ^ q ^ y/>=-// q=-1/'
donne

/fÂ^j. ^ 4-
^_,̂ ' cos ( •7— — p —)
Y^ __\'2a)/__„_2.P/0/\ TT3 V — — \ -—. = _^^ in^ ^ —,v

2/ g-2^3 ^ ̂ /^ . . i -KZ TT \p=? / / sn^—^—j? —
• ' \2&)/ A ^pY

et de là

/fA''CT;;

/ ^^ ^ 7r2 i- v T
z +~ — A.,——— Iim > ——,———

^ r 2 / ^&} ,^^Sn-7^-
' Vatu'

- A' "I r r --''vA3 ^'M" . , 712 ^ .sin2—7 n.-=iSin2

2 û)^ •

7T \- n — —
J ^P/

1 1

{m 7r \ . . { r ^ z -î7\
——^ ? — 31^2 ——- + n —

\2&)' " 2p/ \2W •1 2py

d'où

^==0

_ï______^ ̂  liiiL=L£̂
J"'7T3 , > 7T ' 1 "" .r^^ / \ '^"1 I-+-y(-s)
l 2 — — 7 — 2 D + I — C O S 2 — — 7 + 2 P + Ï 7 -
„ , 7T3 , > 7T J TCZ

COS2 ——; — (2D4-l)-7- COS2 ——;
2û/ N ' UP 2&ÏL2û)/ s r ^pj L^û/ v r ^pJ

54.
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avec

_^vi ______A'-^A'-^,
P ~

' ^ V 2 ^ / ^ 7T '0 p-.oCOS^a/?+i) 7-/ 4?

On déduit de ces formules

A\ + A'3 == Vf2,

et comme on a

/(/ GT. ( ̂  -h M' -+- ^-^ = A', — —— ^ ——,=——————————=r + ———-———
\ 0 / 2 rfîf.^î / , rw 7. TT ^ •ÎT 72 / - P-^/2 ̂  r^-Z / v î T ^ 1 7T2 , , 7T

/ b » = o C O S 2 — — 7 — 2 » + I 7-- C O S 2 — — ; 4 - 2 ^ + l y -^^Àcosfc-^+i)^ cosfc+(^+,)-^/ ^M7 < ' 4pJ I-'2" 4p./ ^M7 < ' 4pJ I-'2" 4f

il vient

Â'^i (z 4- (0-) 4- îï'^(z +ût/+ îl)-) = A' +A'.,;
\ 2 / \ 2 / ' '

donc

par suite

A',+A^=:i,

^-^l-V-__!„-__+-27TLV __L^c.)^ LA ,/ ^ ^^/2 Zi ^ ,,^C./î ,̂ j , , 7T .o-2^72 ^ . . . , 7T
0 p=o COS1 (2J9 -+-1)7- 0 ^=o Sin^2J9+I^7-

ou

/_- ^_ cos(2p+i) 7r

,, 2^ Y . I 87T2 'V — — ^ ' ^20aTr2^ Y i ______i______ "̂ l V _„„__îë.

^ &) "o s in 2 (2^+I) 7 T - cos2(2p+I)-1 ^ M ^o sin'^^+î)-1-
/f'^

En faisant z ==• ^ dans l'expression de A^ (-s + c o - ) î on a

,_/..=A',+-^y—I.—;
5 ^ ^à , N TT6 ^oCOS2(2J9-H)^

en le faisant dans kK ^3 (2; + — ) ? on a

-^(.+^)=A',———^-
^M^^si^'(^+.)^
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OU

( i+/ fn=—A7
/i.=»

_£LV __I

^"""/^sin-,^,)-^-r-.^

11 en résulte

• 2 Â
I 1^ ^ v

^M'2 ̂S ' W 1 L^ ., . . 7T^ /^ocos^ap +1)0- sin^ 'a^+r)—

/ ' -»COS(2D +l) ——2îr2 ^n > ' ' 4p
=: ff^ Z — — — , , _ , , ÎT '

/['=-

^"^sin^+i)^

de sorte que
/'^cos(3p -hi)—

S7p=o sîn^p+i)—
^' = 4 _.——————^

/ » = w ços^p_j_i)

/ ?== , .> sin^^-n)^-

VII.

Développements en fonctions circulaires.

29. Développement de ^ (s). — Prenons

/V \ _ _ î— i / ( 2 )^^+,^^,^^^.

Les iiitiDis de cette fonction sont donnés par

Z = ( 2 7Î -1- I ) -J- + (2 nî — Ï ) &/.

I l n'y en a aucun dans la bande comprise entre deux droites de di-
rection ^ {fig. 5) passant aux points^ = {^m — i) ̂ \ ^ =^ (27^ 4- r)^/.
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La bande répondant à m == o s'étend de z == — a/ à z = o/; la variable
y est susceptible de valeurs égales et de signes contraires. Comme la

FiQ. 4.

fonction est paire, elle s'y développera en

(,./ \ •vr-^ / aî îc l ?.r:2i\ûù \ . ^ ' { P —— — P —— \571 y+^=Ao+ ̂ A^ - +e " ;,
/;=i

et l^on aura
/*a4-M / ^/\ ^1^ /^a-hûJ / ,J\

r.)A/,== f ^,Ls-4-— 6 M rfz et coAa:= / CT, 2 "+-—)^.
J./. \ ^ / ^ \ 2 /

Pour ^Ap l'intégration suivant aa', si le module de q =e^\ est
moindre que i, peut se remplacer par les intégrations relatives aux
points que donne

û3 , . ,z == — 4- (a m —1)&/,

en attribuant à m les valeurs î , .2, 3,....
Or, par z == œ -4- (^ w — î ) co' -4- ^, on a

^ + ̂  /?±±^^1 ^-op(^i)./^i±2^^
\ 2 / ^ 1—^.(-S^

-^[^^(i-^712)^^--^2-!'^^---)
x(i+/» 2^-. ,.) ̂ (".-^(-i).^;
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d'où

LL^\ e^dz=- ̂ ï(^)^-.).
J \ 2 / g2^ l ff / '

et

A^^^^,Yp\^-^=^^^^J^1 In^g2' ' ' Z^ i /r^g-21 / 1—q'^
nt = r

D'autre part, si Pon considère un parallélogramme aa'a,^ où ie
côté a'^ parallèle à Oo/ soit de longueur ex/, il n'y aura aucun infini à
l'intérieur ou il s'en trouvera un pour lequel le résidu sera nul; l'inté-
grale le long de son contour sera donc nulle, et comme les éléments se
détruisent sur les parallèles a ûo', il en sera de même sur les deux au-
tres. On a en conséquence

/ïy.-hs-j / ^/ \ /^y.~{-w / /\
j CT, (z + — ) dz == f CTI ( z 4- u' 4- — ) dz

X. V 2 / Jry. V ^ /

- î r^'T1-^^ , ^^(^1 ; _ i f^"!-^^)^^),~'= ̂ , L. \^Wi4" ̂ :ï:^J '"" 'c J, —^— "'
-^1 r^^^L.-^— Ç^^^^^dz __ ï ^a4-^ dz^U ^^ ^J. ~^r~^i ^r

Donc
i ^a-4-^ ^

^-K)^ ïTTi)'
et ainsi

/ û)̂  î r7'"^f7z 327T2 v / ^ py ^z

"{^T)-^! ^-K^z^1^-^^^5
//==!

pour la bande qui s'étend de z = •— oo7 à ^ = rx)'.
De là

, . T /^^ ^2 ^^^Y" ^ /^ (^z \

^^-^i Â-^-À^Z^1^^00^^
^ si

f 'î f
pour la bande qui s'étend de —-1^ à z = —? et pour la bande allant
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^às== f4m4-3 ; " 'ade s = ( 4 m — i ) ^-à -s == (4m 4-3) -̂>

„ _•_ r^^^-.^^yc-.i^-^^-cospr^-t^^^+'j^]-,
~ k ^ j , ^(z} /.-û -̂2 2/ ' '-^ / L " J" ^ ;,=i

7571 { Z k ^ J ^ '^

d'ailleurs a. peut là être d'une valeur quelconque.

30. Développement de ara (a). — Considérons

/ c,/\ 1—^(2)
^^-^T^"" ^.^)4-^)'

Lesinfiûis de la fonction, qui sont doubles, ont pour expression

z -=nu + w- + v. mu'.

Il n'y en a aucun a l'intérieur de la bande GG'HH', GG' (fig. 5 ) pas-

Fig-5.

sant au point s == — a M' et HH' au point a= o; on aura dans cette
bande

/ ^ /'^ ,,̂ '
^r^Tj^ 2j A''e " ;

p s; — »?

d'où
/^y.-i-œ / (,J\ p 7'r' -zi •̂

^ [ z + — } e tl) 6/^==6)A^ p^o
Ja Y a /

el.
/"ly"-4"c>J / a/\ , * ,| CTÏ [ ̂  + — rf-s === oî A o.

t/ a \ /
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Soitp-<o. Alors l'intégration se fera par les infinis (mod.^r <0) qui
donne z = &) -}- im^, en prenant m == o, r , 2 , 3,.... En posant

2

js === " -i- 2m(<)' 4- -s', on obtient

-(^^^^^--^-^^--(-p2^-----)^-^----).
xfi i g't1-^1)^ , . 1 ^f^,

d'où pour l'intégrale

-^T^-W'
puis

A - X67r2 r î  ^ .A^~" ^co2^1 / i-ç-y

Soit en second lieu p^> o. Alors le module de y étant << i, il faudra
prendre les infinis qui répondent à m= — i , — 2 , < . . et, les intégra-
tions se faisant en sens contraire des précédentes, il s'ensuivra

_ 16^ pq^
^-^V^g^ •) i-î2^

de sorte que

-.(.̂ )-.̂ [1;t-)•,£ÎI.«'î:ï-5,<-)-'T^«'i?]

-v-t- I6Trt ^Vf-iv^î'^Z-^^^i~ '^ptt^^- ' I-?2''/;=;i
/i=" pîH' -pî^î

1671' V , . qve " -l-e ' »
=AO+y^2^-I)p-——T^——^

/^=ï

ÏÔTT2 Y^ /I-+-<72^ aTT-S . . 27T^\

-^-^F^ S ̂ ^^ (T^60^-^ -îsln^^-)'1
^==:x

annales de l'École Normale. 2e Série. Tome IV. 00
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/ &/\on a d'ailleurs, comme pour ^3 ( ^ + -^-j ?

/»y.4-^ ^ ,/\ y^-t-ty / ^ \
^ ^+^dz=j^ ^+^W)^

—Â-' ^a+TJ^ii(a)-_-I±ï(ZL1A^-- 'ij^ L^(^)+Î/(•SJ ^i+^J
,, /<a+" ^.(z)rfz ,, ^•^'"I-W-V-MZ}

-{1 i .-(̂ V7' 1 •--^F'W— ̂

—^_-!. r0''1''''-^!.
""P'Â7 Ja ^î^

donc
i r p'- '̂̂

"'-i-F^J, À2^)'

c'est-a-dire que, pour la bande qui va du point z = — 2 M' à a = o,

M == » .

.̂-,'\ I ' ^"h"-dz-+-I67E!-V(-')''pfl±ivcosp27r-z-tsin^^)rol tï4"3)= k ~ /T^J, ^(^ + it'^g^ L[ ' r \'-r -• » ' w /
\ / ^ ^ p -Si î

, 3û/^ ^et pour la bande qui va de z = — —^ a ^ = -^

^%-{~oj j ^^2 /^ ri-4-^ /27T^ \-^-^-^J, ^^/p^S/-1^^^^-^
. . /27T^ \'|- ̂ P [-^ ~ ̂ y

puis
- /»y.4-<.),/, ,67,1 ''T^ i i+ûv r2^2 / / \ "i

,,,_1 I | ,"-L .4- -——'L, V ( . - i )Pn{ ' - C O S P — — — — ( 4 O T 4 - I 7 T P^(^ - 7c ~ Va ], w v^g1 L' ' • 1 1 - f ' L " ^ ; ' J
P^1

[. . âTT^ / , , " 1 )-- i sinp —- — (^^-nî^p p

f) i , . f
pour la bande comprise de z ̂  27W— -y à z == 2w&>' •+- ^-
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31. Développement de ^(js). — Soit

( ^ ^,^'\ k p.(z)^v{z)CTB i -3 -+- — j == — 77 ——————.— •
\ 2/ k' 1 — V Z}

Les infinis de cette fonction ont pour expression

z == n &) -4- 2 m ût/.

Considérons la bande qui s'étend de — 2c</ à zéro. On aura dans cette
bande

( ,\ ^~ao v.r.zi

^-^)=^A,/-,
/!=:—»

d'où

/^a-l-w / f)'\ — p ^'"^ /»a-4-^ / ^/\
f,)Ap=== / G73 •3+-'-)^ " rf^, û)A'o= | ^3 p-h—) ^.

Ja \ 2 / «/a ^ 2 /

Soitp<o. L'intégration se fera par les infinis qui répondent à
m == o, i , a,..., et l'on trouve

A —--. '67r2^ __L_/î'~' kh-'^g2 i—y-2^

le module de y étant < » .
Soitp> o. Alors les infinis à prendre répondent à m = = — 1 , ~ 2 , . . . ,

et, eu égard au sens contraire des intégrations, on a

__ ï&^'p q^
p~1ï¥^^'t \—q^

de sorte que
p==eo .lit.1 -p^

/, ,^ \ ^ . '67r2 Y ^é - +^__^^^+^=Â,+^^ ^p——^^^
^ = 1

i67T2 V03 fî+q^ ^! . . 27r^\
—A"-+•——— > P——" L - c o s p — — — . / s i n p — — "
"w" 0 /r/f^^g2^ V—?^ &) cû //» ==:r

55.
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On a d'autre part

.// r'^" ( ^\ .7 r^ i "/ A / j
^A^== 1 - GT3p+— ûk= I 513 2+——+û) / ) ^

Ja \ 2/ J^ \ 2 /

^ r^'r / ^ ,nr I î 1 ^ /r ^^^^^)+,^)],^)
—^ ^^+V^L7^^'^^)Jrfz:=--/7J, -'?1.——^

-_j, f014""!-^^^), _^)_ j F"̂  ^- ^/ i "'̂ '(̂ n ^ ^'Ja ^(^<

Pour la bande qui s'étend de z == — -°" à z = —3 on aura

A- i f^^ ̂
^-I^W^J^ W)

i67T2 Y r1^^ f2^2 \ • • ^7TZ M4 . — — ^ n — — ^ - c o s p — — — - î T p — i s i n o — — — T r p
k k ' ^ g ' Z j - L 1 — ? ^ \ û) / V 0 0 /'û)2^2^1 | i—^ ' Y " / \ »p=i

et pour celle qui va de z-= {^m — 3)^-à;z= ( 4 7 n + i ) — i
2 s ' 2

/r i r^^dz^
^^-F-^,J^ ^)

+
p==»

ï67T2 V î+û^ r^TtZ , , \ "\ ' . r2^ //- . \ "If

F^l^^003^^''^"14'1^^18111^"»""^'"'''^!'w^g^^i-f —^L"?='

par suite

/ »'\_A:___ Ç^'" dz_
^V^îj-fi' kk'u^ ^{z)

i6w2 ''v, . ti+o2? r2^^ i r ^ 1 • • r27^ / / , \ 1 )
+Â:F^2(-I)??|T^COS4^-(4"+I)TCPJ-^slnpL^-(4OT+l^p=i

ce qui ramène à la relation

^(-z)— / rCT3(^+ œ ) =A7.



MÉMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 4^7

Les trois constantes Ao, A'(,, A^, relatives aux développements précé-
dents de w^z), s?2(s),'5?'3(z), sont liées par les relations

A./r+A',^=i, A,+A',k'=k, A\ - A", k = l e ' .

On connaît (Traité de MM. Briot et Bouquet, liv. IV, n° 161) la for-
mule r d z - ( z ^ff'w [^wrJ. w-^-^^^-i—ir-],

4 • 4

Elle donne
-«•"' dz , ï[dloSW\'

»^ ^)=AO:=e«(o)-4~^—i
x p+ M</^ „ i rrfiog 6,{z-)~f^
»1 ^^^^-.["^""i '

A 4

et comme on a (Traité de MM. Briot et Bouquet, liv. IV, n° 131)

( . 27TZ\«_0 sin2—— ^
log^^^log^+logsin^+^log x-^^——^

il s'ensuit

puis la formule
^=^(0);

W=oo -1

S , , £Lmnz |v , ^ , 477^^'2ï+2 ^ (—I)" tg /"cos--——(-^r^os-^—
w===i -j

donnant
/STT V^ , v ^/amTcY i\m^ z^^^—aâ/^L \ —iy"^2 -t—— cos-"——?o v / V /t'ûo ̂ j v / A \ ûû / œ

^^y^gi^f.
ûû 7 œ

on a

A -i/^ V f ïv^^f4^^2-^!/^ Vf-iy^r^2-^V^ Z v / 9 \ a) ; "' ^ V ̂  2^ l / ?

FIN DU TOME QUATRIÈME.


