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INTEGRALES ASYMPTOTIQUES
ET MONODROMIE

PAR BERNARD MALGRANGE

1. Introduction

On rencontre, dans diverses questions, le probléme suivant : soient ¢ € ¥ (R", R),
et fe €2 (R", C); étudier, pour T — + oo, le comportement asymptotique de I’intégrale

I(r) = jei""fdxl ... dx,.

Pour préciser ce que 1’on entend par 13, considérons d’abord le cas ou ¢ n’a pas de point
critique sur Supp (f), le support de f; quitte & faire une partition de I’unité, on peut
alors se ramener au cas ou @ = x,; il est alors immédiat de démontrer, au moyen
d’intégrations par parties successives, que I est une fonction a décroissance rapide
[i.e. I(x) = 0(z™™), pour tout N, t — +c0] ainsi que toutes ses dérivées; autrement dit,
avec les notations de L. Schwartz, on a [ € &.

Dans le cas général, nous appellerons « comportement asymptotique » de I la classe 1
de I module &; I ne dépend donc que des valeurs de ¢ au voisinage de son ensemble
critique S (¢).

Si @ est analytique, il est facile d’obtenir un résultat plus précis : I ne dépend que de
[ et de ses dérivées sur S (9); supposons en effet ¢ analytique, et f plate (i. e. nulle d’ordre
infini) sur S (¢); comme S (¢) est défini par 1’équation

o0 \?
2 =o,
z < axi)
il résulte de ’inégalité de Lojasiewicz que la fonction f/Y [(0¢/dx;)*], définie sur R"™S (¢),

se prolonge en une fonction de classe €~ sur R”, plate sur S (¢) (voir par exemple [24]);
en particulier, on a

f= Zgjj——(p, g;€€”,  plats sur S(9);
x

J
en intégrant par parties, il vient
—1{. .
I(t) = —Je'“"z% dx, ...dx,,
it 0x;
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406 B. MALGRANGE

donc I (t) = 0 (t™'); en itérant, on trouve que I est & décroissance rapide; enfin, comme
on a

dr ;

—I= ">l fdx,...dx,,

dz?

le méme raisonnement montre que les dérivées de I sont a décroissance rapide; donc on
a bien [ € &, eti = 0.

En fait, on a un résultat plus précis que nous énoncerons seulement dans le cas ou ¢ a
pour seule valeur critique 0, le cas général s’y ramenant par une partition de I’unité :

THEOREME (1.1). — Si ¢ est analytique, et n’a que la valeur critique 0, on a, pour T — + oo

(D)= Y €4y ()T P (logn)’,
a4, p,q
ou o parcourt A, ensemble fini de rationnels < 0; p e N, q est entier, avec 0 £ g < n—1;
enfin la fonction f— c, , ,(f) est une distribution de support contenu dans S (9).

Ce théoréme se démontre aisément en se ramenant au cas ou ¢ = x&' ... xP grice
au théoréme de désingularisation de Hironaka. De ce fait, la démonstration ne donne que
peu d’indications sur les valeurs de a, p, g qui interviennent effectivement, et leur signifi-
cation géométrique.

Ce probléme, qui semble difficile dans le cas général, se simplifie considérablement
dans le cas ol ¢ n’a que des singularités isolées : il est en effet facile, dans ce cas, de relier
les (o, p, q) a la monodromie des singularités en question dans le domaine complexe;
quoique cette relation soit probablement connue de certains spécialistes, elle n’est pas
explicitée en détail dans la littérature. Un des buts de cet article est de combler cette lacune.

Chemin faisant, nous serons amenés a reprendre quelques points de la théorie de la
connexion de Gauss-Manin des singularités isolées, notamment en donnant une méthode
analytique de calcul du « nombre de Milnor », et une démonstration du « théoréme de
régularité » qui donne un résultat plus précis que le résultat habituel, a savoir la positivité
des « exposants caractéristiques » de 1’équation de Gauss-Manin.

2. Rappel sur les connexions

Nous nous limiterons au cas d’une variable; soient ¢ 1’espace des germes de fonc,
tions holomorphes en 0 € C, et Q I’espace des germes de formes holomorphes en 0. Une
connexion sur un @-module E est une application C-linéaire V : E— E ®,Q vérifiant-
pour fe0, ecE :

V(fe)=e®df+fVe;

en posant
Vf=Df®ds,
on voit qu’il revient au méme de se donner D : E — E, C-linéaire, et vérifiant
D(fe) = ?e+fDe.
t
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INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 407
Rappelons un lemme bien connu, et d’ailleurs vrai aussi a plusieurs variables, avec la
méme démonstration.

LeEMME (2.1). — Si E est fini sur 0, et s’il est muni d’une connexion, il est libre.

Soit en effet e;, ..., e, un systtme de générateurs de E sur @, choisis de maniére que
les classes ¢; mod m E (m, I’idéal maximal de @) forment une base de E/m E sur C. Un
tel choix est possible en vertu du lemme de Nakayama. Montrons qu’il n’existe aucune
relation non triviale entre les e; : sinon, il existerait f1, ..., f,€0,avecf e, + ...+ f,e, = 0;
dans une telle relation, on a nécessairement

f1(0)=...=£,(0)=0,

sinon les e; mod m E ne seraient pas libres sur C. Soit alors ¢ = 1 le plus grand entier
tel que tous les f; s’annulent & ’ordre ¢ en 0; montrons qu’il existe une autre relation ol
q est remplacé par g—1, ce qui, par récurrence, conduira a une contradiction.

De Y fie; =0, on tire
D(Zfiei)=z.fiDei+Z%ei=0;

on a
Dei=zc,~jej, CUE@;
d’ou
L[ df;
__l+ f.ci. ei=0
;( dt 2.7, ’)
comme 1'un des df;/dt au moins ne s’annule qu’a ’ordre ¢—1, cela donne la relation

cherchée.
C.Q.F.D.

REMARQUE (2.2). — Gardant les hypothéses et les notations de la démonstration pré-
cédente, notons aussi que le choix d’une base de E permet d’identifier D au systéme diffé-
rentiel

(fla cees fp)_)<d7ft;+zcjifj>;

il résulte alors du théoréme de Cauchy que D est surjectif, et que son noyau est un espace
vectoriel sur C de dimension égale & p = rang, E.

Soit maintenant K le corps des fractions de ¢; une connexion sur un K-module M
sera encore définie par une application C-linéaire D : M — M vérifiant, pour fe K,
meM :

D(fm) =%fm+fDm;

t

en choisissant une base de K, D s’identifie & un systéme différentiel avec point singulier
en O; rappelons que I’on parle de « point singulier régulier » ou de « connexion réguliére »
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408 B. MALGRANGE

si 'on peut choisir la base e; de maniére que la matrice de la connexion ¢/, définie par
De; = ) ¢ e; ait au plus un pdle simple. e
Soient E < F deux 0-modules. Supposons donnée une application C-linéaire D : E — F.,
vérifiant, pour e€ E, fe0,
df

D(fe)=gie+fDe.

Nous dirons alors que nous avons une (E, F) connexion. Supposons que E et F soient
finis sur @, et F/E de torsion (donc F/E fini sur C) : on a alors E®,K = F ®,K; on
peut alors définir sur E ®, K considéré comme K-module une connexion de la maniére
suivante. Tout d’abord, soient ET et F" les sous-modules de torsion de E et F; on a
DET < FT puisque si t*e =0, on a

0=D(tre)=kt* 'e+1*D(e) dou F#*'D(e)=0;

par passage au quotient, D définit alors une (E, l—:) connexion B, avec E = E/ET,
F = F/FT; enfin, E étant libre, D s%tend immédiatement en une connexion sur
E®,K = E®,K.

Nous utiliserons le « théoréme de I’indice analytique » suivant :

THEOREME (2.3). — Soit D une (E, F) connexion; supposons E et F finis sur O et E/F
de torsion. Alors :

1° Le noyau et le conoyau de D sont de dimension finie sur C.
2° Désignant par ¥, (D; E, F) lindice de D, c’est-a-dire dim¢ ker D — dim, coker D,
on ay (D; E, F)+dim, F/E = rang E (= dimg E ®, K).

déf.

Supposons d’abord E et F libres; il existe k tel que x* D (E) = E; alors, il est démontré
dans [14] que x* D : E— E a un noyau et un conoyau de dimensions finies, et qu’on a
x (x**D; E, E) = p(1—k), avec p = rang E d’ou  (x*D; E, F)+dim. F/E = p (1-K);

xk
le résultat s’en déduit immédiatement en factorisant x* D : E— F 5 F et en utilisant
I’additivité de I’indice.

Dans le cas général, on écrit le diagramme de suites exactes :

0>ETSESE—O0

e [ o
0—>FT—>F—+E‘—>0
On a

1(D; E, F) = 1(D; E, F)+x(D"; ET, F),
et comme ET et FT sont de dimension finie, on a

x(D"; BT, F') = —dim F'/E",
d’ou
%(D; E, F)+dimc F/E = ¢ (D; E, F)+dim¢ F/E = rang E = rangE.
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INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 409

3. La connexion de Gauss-Manin d’une singularité isolée

Nous reprendrons ici, avec essentiellement les mémes notations, ’exposé de Brieskorn [6].
Soit @ une fonction holomorphe au voisinage de 0 € C", vérifiant ¢ (0) = 0, et ayant une
singularité isolée en 0. Fixons deux nombres 0 < m < g, et notons B, = C" la boule
[x]]> =3 |x:|> <€ S, lasphére || x|| = & T = C le disque | 7| <, et T* la cou-
ronne T—{ 0 }; posons encore

X=B,ne '(I), X*'=X-¢7'0), X®=0¢'(NnX (teT);

pour € et n convenables (¢ assez petit, et 1 assez petit par rapport a g), I’application
¢ : X* — T* est une fibration ¥®, équivalente a la fibration de Milnor [ 18], et indépendante
de € et n. Soit Oy (resp. Or) le faisceau des fonctions holomorphes sur X (resp. T), et Qf
le faisceau des p-formes holomorphes sur X. On pose comme d’habitude

. 0%
T de Ao’

on note d la différentielle extérieure « absolue » Q% — Q§*', et dyr (ou d quand aucune
confusion n’est possible) la différentielle extéricure relative obtenue par passage au quotient :
Q% — Q%75 les deux complexes ainsi obtenus sont notés Qy et Q. Rappelons le
résultat suivant [6] :

THEOREME (3.1). — 1° Les H” (¢, Q1) sont cohérents.

2° La restriction de HP (¢, Q;(/T) a T* est localement libre, et s’identifie au faisceau
des sections holomorphes du fibré t — H? (X (¢), C).

3° L’application naturelle HP (¢, Qx1)o — H? (Qx1,0) est un isomorphisme.

Précisons a propos du 2° que, pour ¢’ voisin de ¢, il existe un isomorphisme canonique
H?(X(¢), C) ~ H? (X (¢'), C); autrement dit le fibré en question est un « systéme local »,
ce qui permet de parler de ses sections holomorphes, et aussi de munir canoniquement
le faisceau des dites sections d’une connexion (voir [7]); la connexion de Gauss-Manin
sur H? (g, Q;m)o dont nous allons rappeler la définition est le prolongement a ¢t = 0 de
la connexion précédente.

Rappelons le lemme suivant :

LemMmE (3.2). — La suite

doA doA doA
1 n
O-)@X,O_)QX,O_)"‘_)QX,O

est exacte.

Ceci résulte du fait que, ¢ ayant une singularité isolée en 0, les d@/0x; forment un systéme
de paramétres de 0y , (voir [23]).

Il résulte du lemme précédent que l'application do A : Qf , — do A Qf , donne,
pour p < n un isomorphisme Qf 1, — do A Qf ,; comme cet isomorphisme commute
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(au signe pres) avec la différentielle extérieure, on en déduit un isomorphisme pour tout p :
(3.3) H (‘Qyr,0) = H' "1 (do A Q ),

ou ‘Qy o désigne le complexe Qy 1 o, avec Qg , remplacé par 0.

Dans la suite de ce paragraphe, nous omettrons les indices 0 lorsqu’aucune confusion
ne sera a craindre.

Considérons alors la suite exacte de complexes
0-do A Qy — Qx - Qxr— 0.

Ecrivons la suite exacte de cohomologie, en tenant compte de (3.3) et du fait que Qx
est une résolution de C; on trouve une suite exacte

3.4) 0 C— H° (Qr > H* (D) = 0,
et pour p = 1, des isomorphismes

13
3.5) H? (Qx/1)— H” ('Qx/1).

Supposons a partir de maintenant que ’on a n = 2, en laissant le lecteur examiner le
casn =1;d’apres le théoréme 2. 1, le rang sur 0, , de H? (Q /o) est égal a dim¢ H? (X (¢), C),
c’est-a-dire au p-iéme nombre de Betti b, de la fibre X (#); montrons comment la consi-
dération de (3.4) et (3.5) permet de retrouver la valeur de b,.

(a) Pour p 2 n,on a

H? (Q;(/T) =0
et aussi
H? ('Qx/r) =0;

ces égalités sont évidentes, sauf peut-étre la premiére, pour p = n; dans ce cas, on a

. . Q5
H'Qp) =0, = x =0.
@xrr) AL do A Q' +dQy

Par suite, on a

b,=0 pour p=n,

ce qui du reste était évident a priori, puisque X (¢) est une variété de Stein de dimension
complexe n—1.

(b) Pour p £ n—2, la définition de ’Q;(/T montre qu’on a un isomorphisme
i+ HP (Q,r) = H? (Qx,p). Ceci, joint a (3.4) et (3.5) définit une application

D=i"120: H”(Qxm)~ H(Qxn)

qui est un isomorphisme pour 1 < p < n—2, et est surjective et de noyau C pour p = 0.
On vérifie tout de suite que D peut étre définie de maniére terre a terre de la fagon suivante;
prenons @ € Z (Q% ), i.€. ® € Qf/r, do = 0; si ’on reléve © en e QZ, alors on a

do=dop AT, TmeQk;

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — No 3



INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 411

soit 7 I'image de T dans Q% 1; alors 7 est un cocycle et I'on a, en désignant par [n] sa
classe de cohomologie D [0] = [n].

Soit alors fe Oy o; avec les notations précédentes, on a :
LeEMME (3.6) :

D{fa] = /o] +f Dlu].

En effet, fo = (fo9) ® se reléve en (fo @) ®; alors

d(fo9)& = (fo@)dd+(f">0)dg A & = do A [(fo<p)%+<f'o<p>6»]<f'= %’;)

d’olt immédiatement la formule cherchée.

De 1a résulte que D est une connexion sur H? (Qy 1), considéré comme @ ,-module
(ou plus exactement, D est la dérivée par rapport au champ d/dt d’une telle connexion).
Comme HP” (Qy ) est fini sur Oy o, il est libre d’aprés le lemme (2.1); alors d’aprés la
remarque (2.2), il est de rang 1 pour p = 0, et de rang 0 pour p = 1; donc on a

by =1, b,=0 1Zp=n-2).
(c) Reste a examiner le cas le plus intéressant, celui ou p = n—1. Posons

,. E=H""'Qx), F=H""(Q%;
on a

-1 -1
- dQn—Z 4 _dQn—Z'
X/T X/T

D’olu une injection naturelle E < F; notons ici D la bijection E — F notée ¢ dans (3.5);
D peut étre défini de maniére terre a terre comme en (), et on vérifie de la méme maniére
qu’en (3.6) que c’est une (E, F) connexion. D’autre part, on a un isomorphisme

n—1 d
d = X/ l’Qi/T;

E Z(Q?

enfin ’application f— dx; A ... A fdx, donne un isomorphisme

(OX ~ Qg{ — O"
— X/T*

op/ox; do AQL Y

Désignons par p (« le nombre de Milnor de ¢ ») la dimension sur C de Oy ,/(99/0x;); en
appliquant le théoréme (2.3) a (D; E, F) on trouve que le rang de E est égal a p, d’ou
b,_; = p. Finalement, on a le résultat suivant :

THEOREME (3.7) (Milnor [18], Palamodov [20]). — Pour n = 2, on a
1 si p=0,
dim¢ H?(X(2);C) =1 0 si p#0,n—1,
. p o si p=n-—1,
avec p = dimg Oy o/(0¢/0x)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



412 B. MALGRANGE

En fait, les résultats de Milnor, obtenus par voie topologique, sont bien plus précis :
la fibre X (t) a le type d’homotopie d’un bouquet de y sphéres ; ce résultat ne peut évidemment
pas €tre obtenu par les méthodes analytiques, qui ne donnent que la cohomologie
rationnelle.

4. La connexion de Gauss-Manin : Régularité

Nous reprenons les notations du paragraphe 3; soit K le corps des fractions de 0 = 0y ;
par définition, la connexion de Gauss-Manin (locale) de ¢ est la connexion sur E ®, K
déduite de la (E, F) connexion considérée en 3 (c); elle sera aussi notée D dans la suite.
Rappelons le résultat suivant, qui est un cas particulier d’un théoréme de Nilsson [19]
et Griffiths [9] (voir aussi Deligne [7]).

THEOREME (4.1). — La connexion de Gauss-Manin est réguliére.
Nous allons redonner deux démonstrations de ce résultat.

A. Premiére démonstration. — Désignons par ET le sous-module de torsion de E, par E

le quotient E/E", et par ﬁ, l:iT, E leurs complétés pour la topologie m (01, o)-adique; avec
des notations évidentes, il suﬁit d’aprés un théoréme de [14], de démontrer

égalité y (D, E; F) = % (D E F) Comme ET = ET et FT = E7 sont finis sur C, il suffit,
par un argument analogue a celui de (2. 3), de démontrer I’égalité y (D; E, F) = ¢ (D, E, F).

Pour obtenir ce dernier résultat, il suffit de reprendre dans le « cas formel » les calculs
du paragraphe 3 et d’appliquer le résultat suivant de Bloom-Brieskorn [6].

PROPOSITION (4.2). — Désignons par ﬁx 1,0 le complété du Oy \-module Q. , pour
la topologie m (O o)-adique, et par ar (QX,T o) le complété du O ,-module H Q1,0
pour la topologie m (Or o)-adique. Alors, pour tout p, HP (QX/T o) est un (OT o-module
séparé et complet, et I'application naturelle H? (QX/T, o) — H? (QX/T’ o) se prolonge en un
isomorphisme ar Qx/1,0) = H? (ﬁ;{ /T, 0)-

Méme énoncé avec Qyr , remplacé par 'Qy .

En fait, d’aprés le théoréme de Sebastiani [21] que nous allons redémontrer dans un

instant, on a ET = FT = 0; donc le petit exorcisme que nous avons dii pratiquer sur la
torsion dans la démonstration précédente et dans (2.3) aurait pu a la rigueur étre évité.

La démonstration précédente utilise la désingularisation, camouflée sous la propo-
sition (4.2); de ce fait, elle ne différe pas essentiellement de celle que donne Deligne
dans [7], sinon que celle de Deligne s’applique a un cas beaucoup plus général. La démons-
tration que nous allons donner maintenant repose sur un principe trés différent, et est plus
proche de celles de Nilsson [19] et Griffiths [9].

B. Deuxiéme démonstration. — Soit S — T* le revétement universel de T*; pour tout
seS8, soit y(s)eH,_; X (x(s)), C), v(s) «dépendant continiiment de s» c’est-a-dire
que s’ voisin de s, y (s’) est 'image de y (s) par I'isomorphisme canonique

H,_; X(x(s"), ©) ~ H,_, X(n(s)), C);

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — w~N° 3



INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 413
nous ferons 1’abus de notation usuel d’écrire v (¢) au lieu de v (s), avec n(s) = 1t,
en précisant si nécessaire « I’argument de ¢ ». Pour o e " (X, Q’,‘J{), considérons la fonction

sur S (« fonction multiforme sur T* ») définie par I(¢) = .
¥(®)
I1 résulte de (3.1) que, pour ¢ assez petit, I ne dépend que de la classe [©] de ® dans
F ®, K; la restriction « ¢ assez petit » pourrait d’ailleurs étre levée en montrant qu’on a

H'™ (T (X, Q) = T (T, H'™ ' 0, Q1)

ce qui se démontre en méme temps que (3.1). Rappelons alors que, de Stokes, on déduit
que I est holomorphe et qu’on a

d
4.3 — = D ;
*-3) dt J (1) @ J (1) [o]

quitte & rétrécir T, on peut trouver ®y, ...,o, e ' (X, Q) tels que [0], ..., [®,]
forment une base de F ®,K; posons

D[(Dj]=zcjk[wk], ceK;

posant
L= o]
¥(®)
on aura
dl;
(4'4) E’ = cjk Ik'
Donc (I, ..., I,) est solution du syst¢éme différentiel dual de celui défini par D et

les [w;]; autrement dit, vy définit une « section horizontale de la connexion duale de
(D, F ®, K) »; en vertu de la dualité entre H""! et H,_, on obtient ainsi, en faisant
varier v, une fois et une seule, toutes les solutions de (4.4). Pour démontrer le théo-
réme (4.1) il suffit donc, d’aprés un résultat classique de la théorie des points singuliers
réguliers de montrer ceci : lorsque t— 0, avec o < argt < B (o, Be R), les 1;(¢) sont
d croissance modérée, i.e. il existe N tel que t N1 j (¢) soit borné. En fait, nous allons
obtenir un résultat plus précis, qui repose sur le lemme suivant :

LEMME (4.5). — Soit 0 e I' (X, Qy1); pour tout y défini comme précédemment, on a
lim = J o=0.
10 ¥
argt=0

Choisissons ® e " (X, Q%™ ') dont I'image dans I" (X, Q;;Tl) soit @; c’est possible car X
est un ouvert de Stein. Choisissons d’autre part t, € T, t5 > 0,etsoitY = ¢! ([0,2,]) = X;
Y est un ensemble semi-analytique, et du fait que X (0) est contractile, on voit faci-
lement que Y est contractile.

D’aprés un théoréme de Lojasiewicz [13], on peut trouver une triangulation semi-
analytique K de Y, telle que X (#,) soit un sous-complexe K, de K; on peut alors trouver
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un cycle I' de K, et une chaine A de K tels qu’on ait A = T et que I" représente la classe
Y (to) e H,_ 1 (X (#5), C). D’aprés un théoréme de Herrera [10], les intégrales J o

r
et | do sont bien définies, et 1’on a

A
I(t0)=J‘ &:j do.
r A

A=0¢7'[0,f]nA

I(t)=L do;

quitte a remplacer la triangulation donnée par une subdivision convenable, on peut
supposer que X (¢) est un sous-complexe de K; on aura alors A = A,+A’, le support des
simplexes de A’ étant contenu dans ¢~ ' ([t, t,]); on aura alors A’ = I'—T,,
support (I',) = X, ; donc I', représente y (¢); par Stokes-Herrera, on aura alors

J d(3=J03=I(to)—I(t);
A’ r

Pour établir le lemme, il suffit maintenant de faire tendre ¢ vers zéro; la théorie classique
de l'intégration montre qu’on a

Posons, pour te 0, 75] :

et montrons qu’on a

d’ou le résultat.

t=0

lim‘[ d<5=f do  avec Ay =X(0)NA;
A¢ Ao

mais la restriction de d@® a la partie réguliére de X (0) est nulle; on a donc (c¢f. Herrera,
loc. cit.) f do = 0.
Ao
C. Q. F. D.

Evidemment, la démonstration précédente est valable dans des cas plus généraux (voir
un énoncé de ce genre dans [15]).

Pour établir le théoréme (4.1), il suffit maintenant de démontrer ceci : dans les hypo-
théses du lemme (4.5), pour aa < argt < B, (o, e R), I(¢) reste borné pour t— 0
[en fait, on a méme

lim I()=0,
-0
aZargt<p

comme nous le verrons un peu plus loin].

I1 suffit d’établir ce résultat pour les I;, puisque I est combinaison linéaire des I; a coeffi-
cients dans 0y ,; or, de (4.4) on déduit qu’on a, avec C, k > 0 convenables

a/ C

1
7 =m l—tllesup(IIll, cee 'Iu|)§
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en passant en coordonnées polaires (r,¢) et en intégrant en r, on en déduit que,
lorsque arg ¢ reste borné, on a |I; ()| £ C"I*1™; lorsque | B—a | < m/k, le résultat
se déduit alors immédiatement du lemme (4.5) et d’un théoréme classique de Phragmén-
Lindel6f; enfin, on passe immédiatement de 1a au cas ou o et B sont quelconques.

REMARQUE (4.6). — Au lieu de conclure par Phragmén-Lindelof, on aurait pu aussi
bien utiliser les résultats de Turritin sur le développement asymptotique des solutions
d’une équation différentielle au voisinage d’un point singulier irrégulier (voir [25] ou [14]).

Rappelons maintenant le «théoréme de monodromie » : prenons ¢, T*, avec
arg t, = 0 pour fixer les idées; soit A I’endomorphisme de H,_; (X (¢,), C) induit par
l’action du générateur de m; (T*, t5) : A — €™ ¢,, L €[0, 1]; on sait que & posséde les
propriétés suivantes :

1° Les valeurs propres de 4 sont des racines de I’unité.

2° Si h = SU, S semi-simples, U unipotente, avec [S, U] = 0, alors on a (U-I)" = 0.
(Voir par exemple [12].) Des exemples montrent que le 2° ne peut pas étre amélioré en
général (voir [1] et [16]). Prenons v, ..., 7, tels que y; (%), . . ., v, (to) forment une base

de H,_; (X (#), C), avec par exemple ®; = 3, et posons
Yk(to)

Iy () = J (OFN
A 210)

les (I, - . ., L) forment une base de I’espace des solutions de (4.4); de la théorie classique
des équations différentielles et du théoréme (4.1) résulte alors de la matrice I = (I)
a la forme suivante :

I1(#)=J(t)exp(Clogt),

avec Je G1 (i, K) et C € End (C*); évidemment exp (2 i C) est égal a I’expression de A
dans la base (y;(#,)); autrement dit, l]a monodromie de la connexion de Gauss-Manin
est égale a A.

En mettant alors C sous forme de Jordan, on voit ceci : soit ® e I' (X, Q477) et soit y
comme ci-dessus; on a un développement en série convergent dans T* :

4.7.1) f o=y C, *(logt)’,
¥(@®)
avec
(4.7.2) exp(2mia)eV(¢), 'ensemble des valeurs propres de & (donc ae€Q) :

“4.7.3) 0<g=n-1.

De plus, I’ensemble des a est borné inférieurement puisque J est méromorphe; on déduit
alors facilement du lemme (4.5) qu’on a ceci

4.7.4) C,, ,#0 entrainea > 0.
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REMARQUE (4.8). — Désignons par o (¢) la borne inférieure des o tels qu’il existe v,
o et g pour lesquels on ait C, , # 0. En un certain sens, o () mesure la singularité de ¢
en 0. Il est trés probable que o () est semi-continu inférieurement par déformation de ¢
(voir a ce propos Arnol’d [2] et [3]). En particulier, il est probable que o (¢) est contant
par déformation de ¢ « & p constant » (je ne sais méme pas démontrer ce dernier résultat).

5. La connexion de Gauss-Manin : Compléments

Montrons d’abord comment le lemme (4.5) permet de retrouver un résultat de
Sebastiani [21] [en fait la démonstration de (4.5) a été inspirée par celle de Sebastiani];
rappelons qu’on a posé

E=H"'Qxr0, F=H"1(Q%r o),
et posons
F _do AQS _ X0 .
LS L o2’
do N dQx do A dQx 5

observons, avec Brieskorn, que I’application do A*: Q%" — Qf , induit un homomor-
phisme F = F,;; modulo cet isomorphisme, la connexion D : E— F se prolonge en
une connexion D, : F; — G, définie ainsi; soit ® € F, et ® = dp A T un relévement de ®
dans do A Q"xj()‘; on prend D, ® = (classe de dr); on voit encore par le lemme (3.2) que D,
est bijectif (nous laissons les détails au lecteur).

THEOREME (5.1) (Sebastiani). — G est sans torsion sur Oy ; a fortiori, E et F sont
sans torsion sur Oy .

Désignons respectivement par F} et G] les modules de torsion de F, et G; supposons
qu’on ait G] # 0; on a D, FT = GJ; nécessairement on a F] # GI, sinon, d’aprés (2.1),
on aurait G] = 0. Comme D, est un isomorphisme, on en déduit que I’application

- F, = G
D,:F,=_1,G, =14
! ! FT ! G}

a un noyau non nul. En tensorisant par K, et en tenant compte de I'isomorphisme F ~ F,
et de Pinjectivité de I’application F— F ®, K, on trouve donc un e Q7' tel que sa
classe [w] dans F ®, K vérifie [o] # 0 et D [@] = 0; mais alors, d’aprés (4.3), pour
tout y, on trouve o = Cte, d’ou par (4.5) o = 0. D’aprés (3.1), cela contredit

¥(®) 0]
I’hypothése [@] % 0.

C. Q. F. D.

Montrons maintenant comment les considérations du paragraphe 4 B permettent de
retrouver la proposition (4.2) dans le cas crucial p = n— 1 sans utiliser la désingularisation;
les calculs que nous aurons a faire a cette occasion seront d’ailleurs utiles au prochain
paragraphe. Pour cela, désignons par F| le 0; -module F; muni de la topologie
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m (O ,)-adique et par F} le méme ensemble, muni de la topologie quotient de do A Q{O‘,
ce dernier étant muni de la topologie m (Ox ,)-adique; en notant Qf , le complété

de Qf , pour la topologie m (Ox ,)-adique, et F{ le séparé-complété de F{, on a d’abord
le lemme suivant :

LemmE (5.2). — L’application naturelle : do A (A)','(jol/d(p A dé’,’&f—» ﬁf est un iso-
morphisme.

Cette application est évidemment surjective : soit en effet a € F]; on peut écrire
X z .
o= Zocl,, ozpeFl/{O} convergeant vers z€ro;

il suffit alors de relever la suite o, en une suite o,edo A Q% ) convergeant vers zéro
et de poser
a=)a,

pour avoir un relévement de o.
Pour démontrer que 1’application est injective, il suffit d’établir que do A dQ”X"O2 est

fermé dans do A ﬁ;'("o’. Prenons alors un o adhérent a do A dfl’;(j(,z, et cherchons neﬁ;’(j(f
tel qu’on ait ® = do A dn; en écrivant les développements en série de o et m, on est ramené
a un systéme linéaire d’une infinité¢ d’équations, et I’hypothése faite sur ® entraine que
tout sous-systéme fini est compatible; d’aprés un lemme connu, le systéme a alors une
solution.

C. Q. F. D.

PROPOSITION (5.3). — Les topologies F| et F} sont équivalentes.

On a ¢* m (0; ) = m (O ,) donc la topologie F; est plus fine que la topologie Ff;
pour établir la réciproque, remarquons d’abord que Il'isomorphisme D, : F; — G,
définit une application D;* de F; dans lui-méme (puisque F; = Gy); filtrons alors F,
par les D;* F,, et notons Fj la topologie définie par cette filtration. La proposition va
maintenant résulter des deux lemmes suivants :

LEMME (5.4). — L’identité F{— F7 est continue.

Désignons en effet par .# I’idéal

(@,”" Q‘(E C@X,O;
0x 0x

comme c’est un idéal de définition, la topologie .#-adique de Qf , coincide avec la
topologie m (O ,)-adique. Désignons encore par p la projection QO ,— G et, par restric-
tion, la projection do A Q"x"ol — F;; nous allons montrer, par récurrence sur k, qu’on a
la formule suivante :

(5.5) p(FHTQY o) = DIFF,.
La formule est vraie pour k = 0, puisqu’on a
I o =do N Q5.
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n

Supposons-le vérifié pour k—1, et démontrons-le pour k. Prenons we . f***1Qf
il existe me £2* Q51 tel quon ait ® = do A m, on a alors

dnes*1Q% v et D;p(0)=p(dn)eD; "Fy,
par hypothése de récurrence; donc on a p (o) € D;* Fy, ce qui démontre (5.5) et le lemme.

LEMME (5.6). — Les topologies Fi et F| sont équivalentes.

En fait, nous allons méme voir que les filtrations par lesquelles nous avons défini ces
topologies sont équivalentes. D’aprés (5.1) F; se plonge dans F; ®, K, (0 = 0; ) ou
il est un réseau i. e. un sous-@-module libre de rang maximum; la connexion D, se prolonge
en une connexion, notée encore Dy, sur F; ®, K, qui est réguliére d’aprés (4.1). On sait
alors qu’en saturant F; pour l’application ¢z D;, on obtient un autre réseau H, > F,
(voir Manin [17]) ou Gérard-Levelt [8]). Montrons que I’application ¢t D, : H; — H,
est bijective. Tout d’abord elle est injective; prenons en effet ® € H,; on peut écrire

k
o=y (D)o, avec oeFy,
0
ou encore, en désignant par 1/de ’isomorphisme F; ® K— F ® K :
1
® ®
— =) (tD)* £,
do Zo: do

En prenant y comme au paragraphe 4, et en appliquant (4.7.1) aux ©,/dp, on trouve

que J /d vérifie une formule de type (4.7.1) et que (4.7.4) est vérifié. Soit alors © € H,
Y

o(3)
do

Jﬂ = Cte;
vd(P

d’aprés (4.7.4), la constante est nulle, donc

vérifiant D; ® = 0; on a

donc, pour tout y, on a

par conséquent,

Le fait que D, : H; — H, est surjective résulte maintenant de son injectivité et du
théoréme de I’indice analytique (2.3) [ou plus exactement d’une variance de (2.3) que
nous laissons le lecteur expliciter].
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Il résulte facilement de ce qui précéde que, pour tout k = 0, on a
D *H, =H,;

donc, sur H;, les filtrations définies de maniére analogue a celles que nous avons définies
sur F; coincident; pour passer de 1a a Fy, il suffit de remarquer que, H, étant un réseau,
on a pour un certain / > 0, t'H, < F,; d’ou ¢t'**H, < t*F, < t*H,, et d’autre part

D */H, =D *'H, cD*F, c D™*H,;

I’équivalence des deux filtrations en résulte immédiatement.
C. Q. F. D.

SorITES (5.7). — Définissons ﬁ l:“ F " é de maniére analogue a E, F, F;, Gy, en
remplagant les séries convergentes en x par les séries formelles en x; le lemme (5.2) et
la proposition (5.3) montrent que F 1 est isomorphe a F complété de F 1 pour la topo-
logie m (0r,o)-adique. Le méme résultat est vrai encore pour F & cause des isomorphismes

F ~ F,, F ~ F,, et aussi pour E et G, en utilisant le fait que E (resp. ﬁ, resp. F, resp. F )

est d’indice fini dans F (resp. IAJ, resp. Gy, resp. (A}l). En particulier, cela redémontre la
proposition (4.2) pour p = n—1.

On notera encore D : E— F et D, 1131—> (A}l les connexions définies de maniére
analogue & D et D, en remplagant « séries convergentes » par « séries formelles » [ou,
ce qui revient au méme, les prolongements de D et D; aux complétés m (Or ,)-adiques].
Ces applications sont encore bijectives : on le voit en appliquant aux séries formelles en x
les mémes raisonnements qu’on a fait avec les séries convergentes (on pourrait aussi le
voir par complétion, en utilisant la régularit¢é de D et D,).

On déduit encore de (5.1) que él est sans torsion, de la démonstration de (5.4) que
la filtration (D{*) F, de F, est équivalente a la filtration m (0 o)-adique, et enfin, de 1a
les énoncés analogues pour les autres espaces considérés ici. Nous laissons les détails au
lecteur.

6. Intégrales asymptotiques dans le domaine complexe

Reprenons les notations du début du paragraphe 2; pour fixer les idées, nous suppo-
serons n > 1. Soit T~ ’ensemble des ¢ € T, vérifiant Re # < 0, et posons

X =Xno Y(T).

Soient T" une n-chaine singuliére de X, avec o' = X7, et Y e I' (X, Q%); on se propose
d’étudier le comportement asymptotique (au sens de [’introduction) de I’intégrale

~

€™, pour T— + 00, comportement que nous noterons en abrégé J €™ ; notons
r

r
d’abord qu’il ne dépend que de la classe de I" dans H,, (X, X7); en effet, si I" et I"” ont
méme classe dans H, (X, X7), on a

r=r'+or,+r, avec I', = X7,
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e sl e

et la derniére intégrale est a décroissance exponentielle ainsi que toutes ses dérivées pour

d’olt

T— + 00, donc J o= 0.
I2

De la suite exacte d’homologie
= H,(X) > H,(X,X ) S Hy (X)) > Hyo (0 .

et de la contractibilitt de X (voir [18]), on déduit que & est un isomorphisme
H,(X,X")— H,_; (X7), ou encore, comme X~ est une fibration sur T~, un isomor-
phisme H,(X,X")— H,_; (X(—1)) (on suppose ici —1eT).

Soit alors T'e H, (X, X7), de bord o' = y(—1)e H,_; (X (—1)); on peut supposer I
représenté par une chaine dont le bord est contenu dans X (—1); pour ¢t € ]0, — 1], dési-
gnons par vy (¢) I’élément de H,_, (X (¢)) obtenu par continuité a partir de y (—1).

Pour Y e T (X, Q%), prenons un o e I' (X, Q%) tel qu’on ait do = (c’est possible
puisque X est de Stein et contractile); d’autre part, désignons par

Ve I (X* Q%7
do

I’'unique forme relative o qui vérifie dp A o = \; cette forme se prolonge en une section
méromorphe sur X de Q% ; en effet, si k est tel qu’on ait

i 0
oe( 2, .., %),
6x1 0x,,

¢* V/do est holomorphe sur X comme on le vérifie aussitot. Par Stokes, on a alors

Jov=Je
r y(=1)

d’autre part [¢f. (4.3)], on a
dt J:/(t) O] d(p

et par conséquent, d’aprés (4.5) :

J f dt —
v(- 1) () d(p

En appliquant ces formules a ™ au lieu de VY, il vient

(6.1) f'w f edr|
v(t)dtp
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Pour ¢ assez petit, donc pour tout teT* par prolongement analytique, f ®»
¥(1)

(resp. j \Ll/d(p) ne dépend que de la classe de @ (resp. V/do) dans F ®, K; la premiére
¥(®)

intégrale sera exprimée par (4.7.1), la seconde en dérivant cette formule; donc on aura

(6.2) j i=Zda,qt°‘(10gt)",
() Ci(P

(en choisissant par exemple arg t = mn); (4.7.2) et (4.7.3) seront encore vraies, et (4.7.4)
doit €tre remplacé par «d, , # 0 entraine o > —1».

On vérifie alors facilement que le développement asymptotique de (6.1) s’obtient terme

-1 —©
a terme, et qu’on peut aussi bien dans chaque terme remplacer J‘ par f ; ceci donne
0 0

finalement
’ d* [ e™TI'(a+1)
41 —_
re ‘ll_ Zda,qdaq [ Td+1 }’

ce qui, en explicitant les dérivations, conduit & une expression de la forme

(6.3) j ey =d, v " (logn)
r

Il est facile de voir qu’inversement, les d, , déterminent les d, , (nous laissons les détails
au lecteur).

Remarquons maintenant que, I' étant fixé dans H, (X, X7), les développements de

J ) etj €™ y gardent un sens pour des germes meQ{ol et ¥ = doeQy , et ne
v(®) r

dépendent que de la classe [®] de ® dans F, ou si ’on préfére, de la classe [{] de ¢
dans G, (il suffit pour le voir de rétrécir X et T, ce qui ne change pars la fibration). Le

développement de J dépend continliment de la filtration F*, donc par (5.3) de la filtra-
()

~

tion F¥;par suite le développement de J ¢ y dépend continiment de la filtration G
r

[comparer & ce propos la démonstration du lemme (5.4) au raisonnement de Iintroduction];

autrement dit, pour ® eQ;T(,‘ (resp.  €Q% ;) on peut définir par continuité¢ a partir des
séries convergentes un « développement en série formelle en ¢* (log #)? » qu’on notera encore

f o [resp. un développement en série formelle en T7* (log T)? qu’on notera j e,
(1) r

ou encore { €™, [V/] >r:|-

On a les formules suivantes :

6.4) (e W] 5 = —1<e®, DY Y] e
6.5) }T e W] de = <€t [V ] r-
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Par continuité, il suffit d’établir ces formules pour ¥ convergent; la seconde est simple-

ment la formule de dérivation sous le signe f :

[ omy=[ v
dtJr r

dont on voit aisément qu’elle reste vraie en passant aux développements asymptotiques;
pour la premiére notons qu’on a D! [{] = [do A ©], avec do = {; la formule se réduit
alors a la formule immédiate

j e?do = —TJ e?do N o.
r r

Ceci nous incite & munir G, d’une structure de C[[t™']] module en posant,

+ o0
pour f= Y a1t :
(0]

fIv] = j)f(—l)"akD;"[\u],

série convergente dans (A}1 d’aprés (5.7); ce module est libre de rang p : en effet on a
d’abord 17! G, = F,, d’ou

~ ~

Gi _Gi_ %o %o
TG, F, doAQfs S

= 6¢,...,?8>.
0x, 0x,

Prenant alorsey, ..., e, € G, tels que leurs classes modulo F, forment une base du quotient

avec

sur C, il est immédiat de vérifier que tout élément de G, s’écrit d’une maniére et d’une
seule sous la forme Y f;e;, f;€ C [[t17']] (pratiquement, il suffira de prendre une base
de 0% , modulo ., formée par exemple de mondmes x* et de prendre e, = la classe

de x*dx dans CA}I).
La formule (6.5) suggére que ce module est muni d’une connexion lorsqu’on pose

V. [V] = t[¥] ®dr;
on écrira aussi D, [y] = ¢ [¥]; pour le vérifier, il suffit de voir qu’on a

D, *[V]) =17*D,[V] -kt ¥ [¥],
ou encore
[t,t7*]= -k ¥,
ou encore
[t, Di‘k] — (_1)k+1 kD;k_].
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ce qui se vérifie immédiatement par récurrence sur k. En faisant le changement de variables
1 — 1!, on voit en fait que cette connexion a un point singulier a I’infini (a priori, la

matrice de cette connexion aura un pdle double).

THEOREME (6.6). — Sur le C [[t™']] module él, la connexion V _ est réguliére.

De plus, sa monodromie est égale @ I’inverse de la monodromie de la connexion de Gauss-
Manin (i. e. celle de la fibration X — T).

On sait, par la théorie des équations différentielles a pomts smgullers réguliers, qu’il existe

eys s €y eGl, formant une base sur K de G1 ®; K (K = corps des fractions de
0= (UT o =C[[z]] tel qu'on ait
D, e; —Zm” e;, m;eC;

en posant M = (m;;), la monodromie de la connexion de Gauss-Manin est alors
exp (—2 m i M); quitte & multiplier e; par ¥, ce qui revient & remplacer M par M +k I,
on peut supposer par exemple D; e;e Gy, i. e. e;€ F;; on aura alors

—D,(te) =Y mye; ou D =) (8;—my))e;,

et il suffit pour établir le théoréme de démontrer que les e; sont libres sur C [[1:'1]].
Pour cela considérons le réseau H < G1 engendre sur C[[7]] par ey, ...,e,; on a
tD, Hc H donc D1 tH c H ou encore tH < 17! H en considérant les 1nclu51ons
G1 SHorH et G1 o1 G o1 H on voit que tH et v ' H ont méme indice
dans G,;donconatH = ™! H; en particulier, onat™! H = H, donc Hest un C [[t1]]
module, qui est libre puisque él est libre; comme les classes des e; modulo ¢ H=11H
forment une base de H/t‘ LA, les e, forment une base de fsurC [[z~']]. D’oule théoréme.

Pratiquement, pour écrire V_, il suffit d’opérer ainsi : on choisit des monémes x* formant
une base de Oy o/#; pour I' quelconque, posons

e, (1) = f " x*dx;
r

pour fe€ 0x , donné, on éEcrit :

o 0
f=zcax +Zgléfp,

i

J e fdx = anea(t)—lje‘”<z%> dx
r T 0x;

En recommengant avec ) dg;/0x; au lieu de £, et « continuant indéfiniment », on obtient

d’ou

I’expression def e*® fdx en fonction des e,. Pour obtenir ’expression de V_ dans la
r
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base [x*dx], il suffit alors d’écrire
d T o T o
—| e®x*dx = | e®ox*dx,
dtJr r

et de faire le calcul précédent avec f = ¢ x™.

EXEMPLE (6.7) (cf. Brieskorn [6]). — Supposons que fsoit un polynéme quasi-homogéne

de poids (m;, ..., m,) (m, rationnels > 0), c’est-a-dire que le développement f =) ay x°
ne comporte que des mondmes vérifiant )’ m; B; = 1. Autrement dit, on a
g
Zmixia"‘ = 0.

i

On a alors immédiatement, pour tout mondome x* :

d O o 1 P o

— | e®x*dx = —=) mi(o+1) | e x*dx.
T r

Il en résulte aussitét que la matrice de monodromie de ¢ est diagonalisable, de valeurs
propres exp (2 i X m; (o;41), les a = (a4, ..., a,) étant choisis de maniére que les x*
forment une base de 0y o/#. D’autre part, on a, avec la définition (4.8) : 6 (9) = Z m;.

EXeEMPLE (6.8). — Supposons qu’on ait

0(x) =0 (x)+0"(x") avec X' =(xp, ..., %), X'=Xpipr 00 Xn);

définissons X', X”, etc. comme X, avec ¢ remplacé par ¢’ et ¢”. Si x* (e € A) est une
base de Oy, o/-#’, et x"? (B eB) une base de Oy. o/.#", une base de Oy o/.# est formée des
x"* x"B. La construction précédente montre qu’on a alors

V,=V.®id+id® V’,

par conséquent, on trouve que la monodromie de X est le produit tensoriel des mono-
dromies de X’ et X", résultat dit & Thom et Sebastiani [22] (en fait, leur résultat est méme
vrai sur Z, ce qu’on ne peut évidemment pas obtenir ici). A noter que si n' ou n"—n’
est égal a 1, le résultat reste vrai a condition de remplacer I’homologie de la fibre par son
homologie réduite; nous laissons le lecteur examiner ce cas.

La correspondance entre les homologies des trois fibrations peut étre décrite de fagon
plus précise : soient I"eH, (X, X' ") et I'"eH,. (X", X""), avec n" =n—n’;
supposons I'" et I'” représentés par des chaines sur lesquelles on a

a a
—a<Reop' < -, —a<Reop' < -,
=Rkeo 5 ¢ ’

"

avec en outre @' = —a sur oI, " = —a sur dI'", a étant > 0 assez petit; il est clair que
I x I est une n-chaine de X, de bord contenu dans X~ : I’énoncé donné par Thom-
Sebastiani équivaut a dire que I’application (I, I'") — I'"x I'” induit un isomorphisme

Hn' (X,’ Xl _) ® Hn” (X/’y X” —) 5 Hn (X’ X_)9
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et ceci en homologie enti¢re; en homologie & coefficients dans C, cela résulte immédia-
tement des considérations qui précédent et de la formule de Fubini :

J e xx"Pdx = J e x"* dx’ j e x"Pdx".
rxp o .

On déduit aussi de 14 qu’on a, avec la définition (4.8) :
o(¢) =c(¢)o(e").

REMARQUE (6.9). — Il parait intéressant d’examiner ce qui demeure vrai des considé-
rations de ce paragraphe lorsque ¢ n’est plus a singularité isolée, et, en particulier,
d’examiner sous quelle forme le théoréme de Thom-Sebastiani peut étre généralisé.

7. Intégrales asymptotiques dans le domaine réel

Commengons par démontrer le théoréme (1.1). Soit ¢ une fonction analytique, a valeurs
réelles, dans un ouvert U < R”, avec 0 € U, ¢ (0) = 0. Soit V_ ’ensemble critique de ¢;
sur toutes les strates d’une stratification de V,, ¢ est constahte; donc ¢ est constante
sur les composantes connexes de V ; en restreignant au besoin U, on peut supposer que V,
est connexe, et que ¢ = 0 est la seule valeur critique de @. Prenons alors fe ¥ (U; R),
a support compact dans U, on a

(7.1 fei""fdx = 4[ e dt f@,
- sy do

8 (¢) désignant la sous-variété f = ¢ (¢ # 0) orientée comme bord de f < r. La fonction

t— fdx/dp est € en dehors de 0, et nulle en dehors d’un compact. D’aprés
5(t)
Jeanquartier [11], elle admet pour ¢ > 0, t— 0 un développement asymptotique, indé-

finiment dérivable terme & terme

d
(7.2) j FE~Ya, ,rlogt),
sy do
avec 0 < g <n—1, a« = —1+4p/r, p parcourant les entiers > 0, et r entier > 0 fixé

(indépendant de f). Pour ¢ < 0,¢— 0, on aura de méme

(7.2) jf@~ZhA4Y®y4W
sty do

avec a et g parcourant les mémes ensembles; de plus les formes linéaires fi— a, , (f)
et fi> b, , (f) sont des distributions dans U; leur support est contenu dans & (0) puisque,
si fest nul au voisinage de & (0), les développements précédents sont identiquement nuls;
on a méme un résultats plus précis : si f est nul au voisinage de V,, la fonction

\

t— fdx/do est aussi ¥* a ’origine; par suite, pour o non entier, ou g # 0, les distri-
(1)
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butions précédentes ont leur support dans V; et si o est entier, la distribution « saut »
fa,0(f)—(=1)"b, 0 (f) a aussi son support dans V,.

Prenons maintenant 6 € ¥ (R), égal a 1 au voisinage de 0, et 4 support compact. Un
calcul élémentaire montre que, pour T— 400, on a le développement asymptotique
suivant :

Feo d?* T(a+1) n
7.3 e " (logt)0(t)dt ~ — >~ 7 arg —it=- ).
(7.3) L (log1)*0(1) dot (i < g—i 2>

De méme, on trouve, pour T— + 00 :

(1.3) fo ¢ (— 1) (log (— )10 () dt ~ - L@+ 1D <argir=g>.

- do? (it)**?

On montre aisément que le développement asymptotique de (7.1) s’obtient terme a
terme a partir des expressions précédentes (nous laissons cette question au lecteur). Par
suite, pour T — 40, on aura

(7.4 jei“"fdx ~ Y ey gt D (logr)Y,

avec

_ d* T'(a+1) d? T(a+1)
cu T (a+ 1) lo T g = o . " [
\ ; s q ( g ) zq: ,qdaq (—it)m+1 ’qddq (it)w—l

( <argi it = J_rg)

Il résulte aussi des considérations précédentes que les formes linéaires f ¢, , (f)

\

sont des distributions a support dans V,; ceci démontre le théoréme (1.1).

(7.5)

Si ¢ a une singularité isolée en 0, i. e. si 0 estisolé dans V, on peut, en restreignant U,
supposer qu’on a V, = {0 }; comme f—c¢,,(f) est une distribution de support 0,
onac,,(f) = 0dés que fs’annule a un ordre assez grand en 0 : ceci montre que le déve-
loppement (7.4) ne dépend que de la série de Taylor fA de fen 0, et méme qu’il en dépend
continiment pour la filtration m-adique de I’anneau des séries formelles.

A partir de maintenant, faisons ’hypothése plus forte que ¢ a une singularité isolée
en 0 dans le domaine complexe, i. e. que, dans C { xy, ..., x, }, I'idéal (909/dxy, . .., 09/dx,)
est de codimension finie. En passant dans le domaine complexe, nous sommes alors dans
la situation étudiée dans les paragraphes précédents, dont nous reprendrons les notations,
avec la modification suivante : nous poserons

X*={xeX|Img >0}, X ={xeX|Imp<O0}.

Pour I' € H, (X, X™), les calculs du paragraphe 6, via la substitution ¢ — i ¢, permettent

de définir le développement asymptotiquef e"‘"fdx, T — +o0.
r

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — ~° 3



INTEGRALES ASYMPTOTIQUES ET MONODROMIE 427

PROPOSITION (7.6). — Il existe T* € H, (X, X¥) tel qu’on ait, pour tout f
J e fdx ~ f e““’fAdx, T + 0.
Rn r+

Choisissons en effet r > 0, assez petit, et considérons un champ de vecteurs ¢*, &,
sur X, égal 4 0 pour | x | < r/4, et vérifiant partout & (Im ¢) = 0, & (Im ¢) > 0 au voisi-
nage de | x [ > rf2 (céci est possible, car Im @ n’a pas d’autre point critique que 0). Soit B,
(resp. S,) I’intersection de R" avec la boule | x \ < r (resp. la sphére | x | = r); pours > 0,
assez petit, exp (s &) définit un plongement B, (s) de B, dans X, et il envoie S, dans X*;
en particulier, il définit une classe I'* € H, (X, X™), visiblement indépendante de s, dont
le bord est y* € H,_, (X*), classe de I'image de S, par exp (s ). Montrons que I'* répond
a la question.

Puisque les deux développements considérés en (7.6) dépendent continiiment de ﬁ
on peut supposer que f est, au voisinage de 0, égal & un polyndme g. Prenons alors

0e%” (X), 0 = 1 sur B,,, 04 support compact dans B, ; on peut supposer que f est la
restriction & R" de 6g, puisque ceci ne change pas f au voisinage de 0.

D’une part, les intégrales j e g0dx et J e"® gdx ne différent que sur un
Br(s) B, (s)
compact de X~ ; donc leur différence est a décroissance exponentielle ainsi que toutes

ses dérivées; elles ont donc méme développement asymptotique.
D’autre part, on a

f €0 gdx = J exp(s&)* [ 0 gdx].
Br(s) Br

Désignons par e*® (8 g), dx la restriction & R, de exp (s £)* [¢"® g 0 dx]; pour s > 0
assez petit, on a les propriétés suivantes :

(@) Im @, = 0, et @, n’a pas de point critique dans B,.
(b) (0 g), est a support compact dans B,.
(¢) Au voisinage de 0, on a

o,=¢ et (0g,=0g=g.

Il résulte aisément de 14 que
j e®0gdx et j e (0 g), dx
B, B,

ont méme développement asymptotique pour T — + co. Cela démontre la proposition.
On définira de méme

I eH,(X,X") e y =0l eH, (X))

tels qu’on ait une formule analogue a (7.6) pour t— —co.

Pour «expliciter » les développements obtenus, désignons par y* (it) la classe de
H,_; (X (it)) (t > 0) obtenue en « concentrant» y* dans X (it). D’aprés les calculs
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du paragraphe 6, si I’on a

(7.7 f f§=2da,q(it)“(logit)" argit=E>,
v+ do 2

les coefficients de (7.4) seront donnés par

q
q

7 " 0dat (—iny ! 2

Pour terminer, donnons, sans détailler les démonstrations, quelques indications sur la
comparaison de ce résultat avec celui que donne (7.5). Nous nous limiterons pour cela
au cas ou f change de signe dans R", le cas opposé étant trivial [en effet, 8 (z) est alors
compact, I'intégrale (7.2) se raméne immédiatement aux intégrales traitées dans les para-
graphes précédents, et les deux méthodes de «calcul » du développement (7.4) sont
trivialement équivalentes].

Tout d’abord, observons que la connaissance des ¢, , détermine entiérement les a, ,
et b, , pour a ¢ Z ou q # 0, et les a, ,—(—1)* b, o, (¢ € R) puisqu’une fonction intégrable
dont la transformée de Fourier est a décroissance rapide est de classe ¥ [on pourrait
aussi vérifier directement cette assertion sur la formule (7.5), ce qui serait particuliérement
fastidieux ]. Comme les ¢, , sont d’autre part donnés par (7.8), on en tire la conséquence
suivante :

THEOREME (7.9). — S’il existe un f vérifiant a,,(f) # O, alors

1° Pour a¢ Z, exp (2 nioa) est valeur propre de la monodromie h de ¢ de multipli-
cité = q+1 dans le polynéme minimal de ©.

2° Pour aeZ, q # 0, exp(Qnia) =1 est valeur propre de h, de multiplicité = q.

Il résulte aussitdt de la que, si s est un pdle du prolongement analytique de Y (o) ¢*
(voir [4] ou [5]; on note ici Y la fonction caractéristique de ]0, + oo[), alors s € Z, ou
bien exp (—2 7 is) est une valeur propre de /4; en particulier, soit s, la plus grande valeur
de s € R pour laquelle Y (¢) ¢° ne soit pas intégrable au voisinage de 0; on a évidemment
5o = —1 [puisqu’au voisinage de xe R" x # 0, avec ¢ (x) =0, Y (¢p) ¢~ * n’est pas
intégrable]. Par suite, on a s, = —1, ou bien exp (—2 m isy) est valeur propre de 4.

Ces résultats sont en fait un cas particulier de la formule suivante : désignons par
Var f(dx/do) (t > 0) le développement asymptotique
3(1)
z aa,q ta(log t)q l argt=2n—z a,, q tu(log t)q l argt=0 5

désignons d’autre part, par Vard (¢) e H,_, (X (t)) la variation au sens de Lefschetz
de & (¢); alors, on a

(7.10) Varf fd_)f—;J 7o
sty do  Jvarsey do

[Rappelons que la variation se définit ainsi : comme la fibration de X est triviale loin
de 0, on peut réaliser ’action de la monodromie sur X (¢) par un homéomorphisme H,
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a support compact unique a isotopie prés; alors H, 8 (¢) = & (¢) hors d’un compact,
donc H, 8 (r)—3(¢) est un cycle de X (¢), dont la classe d’homologie est par défini-
tion Vard (¢).]

Il est probable que la formule (7.10) peut s’établir directement (et facilement) sans
passer par l’intermédiaire des intégrales asymptotiques. Signalons cependant qu’elle
peut, en tout cas, €tre établie a partir de la comparaison de (7.5) et (7.8), quoique d’une
maniére un peu pénible. Pour cela, on opére ainsi :

Désignons par y* (¢) (t > 0) la classe de H,_; (X (¢)) obtenue & partir de y* (it)
par une rotation de —n/2, par h, y* (it ) sa transformée par la monodromie (i. . par une
rotation de 2 7), et par y~ (¢) la classe de H,_; (X (¢#)) obtenue par une rotation de 7/2
a partir de ¥~ (—it); un calcul d’identification & partir de (7.5) et (7.8) montre qu’on a

VarJ‘ f@_—.J\ fq—)i
sy do  Jrmyro-v- do

D’autre part, en utilisant « 1’équivalence » de la fibration de X avec la « fibra-
tion de Milnor » de la sphére | x| = r (voir Milnor [18]), on montre qu’on a
he Y™ (¢)—y~ (t) = Var 3 (¢).
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