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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I

PArR MAax KAROUBI

A Monsieur Henri Cartan
pour son T0¢ anniversaire.

Soit A un anneau muni d’une anti-involution a > a et soit £ un élément du centre de A
tel que €.& = 1. On a défini dans [14] des groupes L, (A), analogues aux groupes K, (A)
définis par Quillen, associés a la catégorie des A-modules projectifs de type fini munis de
formes e-quadratiques non dégénérées.

Soit maintenant S un sous-ensemble de A stable par 1’anti-involution et par multipli-
cation et formé d’éléments non-diviseurs de 0. Dans cet article et les suivants, nous nous
proposons de comparer les groupes L, (A) et L, (A) ol Ag désigne ’anneau localisé de A
vis-a-vis du systéme multiplicatif S. En fait, cet article est consacré a 1’étude du cas parti-
culier n = 0 qui renferme déja les idées algébriques essentielles pour traiter le cas général.
En outre, ce cas particulier est « élémentaire » et nous n’aurons pas besoin, comme dans
les articles suivants, d’introduire des groupes d’homotopie de catégories.

De maniére précise, nous démontrons ici une suite exacte du type
(U) F.Ll (A) g aLl (AS) - sU (A5 S) - aLO (A) - aLO (AS)a

ou U (A, S) est un groupe analogue au groupe ,U (A) construit dans [14] a I’aide de sous-
modules de Lagrange au sens de Novikov [23] (¢f. le paragraphe 2 pour la définition
précise). Cette suite est analogue a la suite exacte de Bass et Heller :

(K) K (A) - K, (As) > K(A, §) > Ko (A) = Ko (Ag).

En fait, elle en est une généralisation.

Le groupe .U (A, S) [comme d’ailleurs le groupe K (A, S)] ne dépend que de la catégorie
des A-modules de S-torsion M admettant une présentation finie du type

0-P,-Py->M-0,
ol Py, et P, sont projectifs de type fini. Si on pose A =limA/s A et Ag = (A
«—
oui: A — A, onen déduit une suite exacte de Mayer-Vietoris analogue a une suite exacte
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360 M. KAROUBI
de Bak et Wall :
L1(A) ® .L; (Ag) > L (Ag) » Lo (A) = Lo (A) ® ;Lo (As) = Lo (Ag).

Bak et Wall ont montré I'intérét d’une telle suite pour le calcul effectif des « groupes
de Wall » qui sont essenticllement des « groupes de Witt » :

W, (A) = Coker [K, (A) — L, (A)]
ou des « cogroupes de Witt » :
W, (A) = Ker [[L, (A) = K, (A)]

pour des petites valeurs de n et pour A = Z nt (¢f. [14], p. 74). On démontre ainsi par
exemple que les termes relatifs R et R dans les suites exactes

Ly (Z7) — L, (Qm)— R — Lo (Z ) —— Lo (Q ),
®L{(Z,m) > ®L,(Q,m) > R > @ Ly(Z,m) > ® Lo (Q, 1),

sont naturellement isomorphes.

Un autre intérét de la suite exacte (U) est de pouvoir comparer les groupes de
Witt ‘W, (A) et W, (A;) lorsque A/s A est un groupe abélien de torsion finie pour tout
élément s de S. Nous montrons alors que W, (A) ® Z[1/2] ~ W, (Ay) ® Z[1/2].
En utilisant le théoréme de périodicité de [15], on peut en déduire que

N, (A)® Z[12] # W, (A9 ® Z[1/2]

pour toutes les valeurs de n. Ce résultat sera incorporé dans 1’article [15] (encore en prépa-
ration). En particulier, la définition des groupes de Wall ne change pas (modulo
la 2-torsion) en remplagant I’anneau Z 7 par ’anneau Q =.

Le premier paragraphe établit un certain nombre de sorites sur les modules de S-torsion
munis de formes g-quadratiques ou e-hermitiennes.

Dans le deuxiéme paragraphe, on démontre la suite exacte (U).

Enfin, le troisiéme paragraphe contient les applications annoncées ainsi qu’une appli-
cation a la L-théorie des extensions laurentiennes trouvée indépendamment par
A. Ranicki [25].

Remarques sur les notations et la terminologie

— Un module M sera dit de dimension homologique finie s’il existe une résolution
0-P,-»P,_;—»>...oP,->M->0
pour un certain # ou les modules P; sont projectifs de zype fini.
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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 361

— Un groupe abélien M est dit de n-torsion si nx = 0 pour tout élément x de M. Un
A-module M est dit de p-torsion (p étant un idéal de A) si L x = 0 pour A e p et x e M.
Il est dit de p®-torsion s’il est de p"-torsion pour » assez grand.

— Si M est un A-module projectif a droite de type fini, on note ‘M son antidual, c’est-a-
dire le A-module (a droite) formé des applications Z-linéaires f : M — A telles
que f(xA) = A f(x) pour A€ A et xe M (a a étant une anti-involution de A).

L’homomorphisme de P— P défini par x> X ol X%(f)=/(x) est alors un
isomorphisme. Six € Pet y € ‘P on note { x, y ) (resp. { y, x ») I’élément y (x) [resp. y_(x_)]
Si f: M — N est un homomorphisme, on définit /f : ‘N — ‘M de maniére usuelle par la

formule (g) = g.f. On a alors la formule {'f(x),y>=<x,f(y))et “f=f
lorsqu’on identifie les modules a leurs « biduaux ».

— Soit S un systéme multiplicatif contenu dans le centre d’un anneau A et formé
d’éléments non-diviseurs de zéro. Si M et N sont deux A-modules, un homo-
morphisme f : M — N est dit un quasi-isomorphisme si fg : Mg — Ny est un isomorphisme.

— Auvec les notations précédentes, soit s un élément de S. On note alors simplement A/s
I’anneau A/s A. On note de méme M/s le A/s-module M/s M.

— Pour alléger I’écriture, on posera W, (A) = W, (A) pour & = 1[14].

De méme L,(A) = ,L,(A), W(A) = ;W(A), W(A,S) = ;W(A,S), etc.

— Dans cet article nous devrons considérer beaucoup de groupes nouveaux définis
a partir d’objets, de couples, de triples, etc.

Nous noterons souvent d (o) la classe de I’objet, du couple ou du triple a dans le groupe
considéré. Pour les objets E, nous écrirons souvent [E] au lieu de d(E) ou méme
simplement E lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.

— Sauf mention expresse du contraire, les formes quadratiques considérées seront non
dégénérées.

— Le symbole m indiquera la fin d’une démonstration.

I. — Formes quadratiques sur les A-modules de S-torsion

Reprenons les notations générales de l’introduction et considérons la sous-catégorie
pleine ¢ de la catégorie des A-modules & droite dont les objets sont les modules de type
fini qui sont de S-torsion et de A-dimension homologique inférieure ou égale a 1.

On peut considérer A comme module a droite sur A en posant a.A = A a pour A scalaire.
De cette maniére, Hom (M, A), Ext (M, A), etc. sont naturellement des A-modules a
droite. Soit d : I ¢— T ¢ le foncteur contravariant qui associe a tout objet M de J
I’objet d (M) = Ext (M, A) et & tout morphisme f le morphisme Ext (f, Id,).

1.1. THEOREME. — Le foncteur d est un « foncteur de dualité » dans le sens de [13].
En particulier, on a un isomorphisme fonctoriel d* ~ idg.
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362 M. KAROUBI

Démonstration. — Soit s un élément de S tel que s M = 0. La suite exacte de A-modules

05ASA—>Als—0,
induit une suite exacte

Hom (M, A)— Hom (M, A) - Hom (M, A/s) > Ext(M, A) — Ext(M, A).

0

Si ¢ est un autre élément de S, on a aussi un diagramme commutatif

Hom (M, A/st) > Ext(M, A)

[ H

Hom (M, A/s) — Ext(M, A)

ce qui permet d’identifier Ext (M, A) a la limite inductive lim Hom (M, A/s) (cette limite
—_

seS
inductive étant atteinte pour un certain s). L’application canonique de M dans

Hom (Hom (M, A/s)) définie par m—>m ou m(f) = f(—m) induit un homomorphisme
injectif de M dans ¢* (M) dont il reste & montrer que c’est un isomorphisme.
Puisque M est de dimension homologique 1, il existe une résolution projective de M
de la forme
0P, >Py—>M=0,
d’ou la suite exacte
0 — Hom (P,, A) > Hom (P,, A) — Ext(M, A)— 0.

Pour tout A-module projectif de type fini P, posons P = Hom (P, A). Posons
aussi M = Hom (M, A/s). La suite exacte précédente s’écrit donc :

0Py P, » M 0.
On peut rendre plus précise cette identification entre
M = Hom M, A/s) et Ext (M, A) ~ Coker (‘o).
D’aprés le diagramme

0 0 Hom (M, A/s)

0 — Hom (P,, A) > Hom (P, A) - Hom (P, A/s)— 0
toy ty

0— Hom (P,, A) -> Hom (P,, A) » Hom(P,, A/s) - 0

Ext(M, A)
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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 363

la correspondance cherchée est celle qui associe a f : M — A/s la classe de I’homo-
morphisme f; : P; — A dans le diagramme commutatif

0-P, 5P, 5 M -0

rolee s
[ e |

0> ASA->Als—0

Soit 6 : P, — P, un homomorphisme tel que 6.a = s (ce morphisme existe car s M = 0).
Alors f, = f1.9, ce qui permet de définir f a partir de f;.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que M =~ M. Soit donc 7 un élément
de M et soit p, un élément de Py, tel que B (po) = m. Soit p, : Py — A ’homomorphisme

défini par I;o (/o) = fo (po)-
Enfin, considérons le diagramme commutatif

0-'Pys'P; 5> M =0

5 | |-
0> A5 A >As>0
oll on pose

h(u) = (po."0) () = po (u.0) = (u.0)(po).

Si f est un élément quelconque de M et si f1 est un élément de ‘P, tel que y (f}) = f, on
a donc (modulo s) les relations

k(f)=h(f) = (f1-0)(Po) = fo(Po)

avec les notations précédentes. Si m est I'image de m par I’homomorphisme canonique

A ~ . . . .
de M dans M, on a donc k = m ainsi que le diagramme commutatif

0—P, —> P, —>M—0
Lo |
0 (P) 3 (Po) > M > 0

Puisque P, et P, sont projectifs de type fini, les premiéres fléches verticales sont des

isomorphismes. Il en est donc de méme de la fléche M — M. =

REMARQUE 1. — Une interprétation trés voisine du groupe Ext (M, A) est la suivante.
La suite exacte
0> A'>Ag—>AJA—0
induit une suite exacte

0 - Hom(M, A) - Hom (M, Ag) » Hom (M, Ag/A) - Ext(M, A) - Ext(M, Ay).
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364 M. KAROUBI

Puisque les groupes Hom (M, Ag) et Ext (M, Ag) sont nuls de maniére évidente, on a
ainsi Hom (M, Ag/A) ~ Ext (M, A).

REMARQUE 2. — Une deuxiéme démonstration de I’isomorphisme M = M qui évite
I’intermédiaire Ext (M, A) % Hom (M, A/s) (néanmoins utile par la suite) est la suivante :
pour tout objet M de 7, il existe une résolution

0—P, > Py—M=0,
d’ou on déduit les suites exactes

0- Py — 'P, M0,
2

OqtzPl;:tzPo—’ll\\/I—)O.

Il en résulte évidemment un isomorphisme de M sur M qui est indépendant de la
résolution projective choisie. Cette remarque est utile pour 1’aspect suivant de la théorie :
considérons un idéal bilatére p de A contenant au moins un élément régulier. Un module
est de p"-torsion si p" M = 0. Si J, désigne la catégorie des A-modules de type fini et
de dimension homologique 1 qui sont de p"-torsion pour » assez grand, on vérifie que le

foncteur M — M = Ext (M, A) est aussi un foncteur de dualité.

Conformément aux définitions générales de [13] relatives aux catégories hermitiennes,
on peut introduire dans 7 les notions de forme sesquilinéaire et de forme e-hermitienne,
¢ étant un élément du centre de A tel que €.¢ = 1 (la notion de forme e-quadratique
étant cependant légérement modifiée, c¢f. ci-dessous). Dans ce contexte, une forme
sesquilinéaire sur M est donnée par une application Z-bilinéaire ¢ : MxM — Aj/A

(ou A/s pour s « assez grand ») telle que ¢ (x A, y) = )_»(p xy)eto(x, yM)=0(x, y) A
pour x et y appartenant a8 M et A appartenant & A. L’ensemble des formes sesquilinéaires
s’identifie 8 Hom (M, I\A/I) d’aprés ce qui précéde; on note ¢ — ¢ cette correspondance
On a donc la formule

(x,0()>=9(y) pour xeM et yeM.

Une forme ¢ est dite non dégénérée si ’homomorphisme ¢ de M dans M qui lui est associé
est un isomorphisme. Une forme est dite e-hermitienne si elle satisfait & la condition de

symétrie supplémentaire ¢ (y, x) = €0 (x, y).

Soit A le sous-groupe de Ai = Ag/A formé des éléments a qui s’écrivent b—¢b.
Une forme e-quadratique attachée a ¢ est la donnée d’une fonction g : M — Ag/A
telle que :

() q(x2) =rq @)L

() g(x+»)—qx)—q () = {9 (x,»)} ou {@(x,y)]} désigne la classe de ¢ (x, y)
dans Ag/A;
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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 365

(iii)) @ (x, x) = g(x)+eq(x) [cette notation a un sens puisque ¢ (x) est défini
modulo A]. La forme quadratique ¢ est dite non dégénérée si ¢ est non dégénérée. Sauf
mention expresse du contraire les formes quadratiques et hermitiennes considérées par la
suite seront non dégénérées.

Une maniére classique de construire de telles formes quadratiques est de considérer des
formes sesquilinéaires @, modulo des formes du type Yo —¢ V. En posant

q(x)={(P0(x’ x)} et (P(X, )’)=<P0(x: y)‘f‘g(Po(y, X),

on vérifie aisément les axiomes (!). Cependant, contrairement a ce qui se passe dans le cas
des modules projectifs de type fini, toutes les formes quadratiques ne sont pas de ce type
comme nous le montrerons plus loin.

De maniére précise, nous allons construire des modules quadratiques de torsion a partir
de modules quadratiques sur Ag essentiellement (¢f. aussi [33], [9]). Pourcela, considérons
un A-module projectif de type fini E et un morphisme de A-modules o : E — ‘E tel que og
soit un isomorphisme (c’est-a-dire un quasi-isomorphisme d’aprés la terminologie introduite
au début). On obtient ainsi le diagramme

0> ESE5Mo0

W

0-"ES'E > M= 0

Si on suppose que ‘o = ga, on en déduit un isomorphisme canonique de M sur M qu’on
peut expliciter ainsi. Soit 8 : 'E — E un morphisme tel que 8.0 = set 2.0 = savecs = s

(morphisme qui existe si s est « assez grand »). La forme e-hermitienne ¢ sur M est alors
définie par la formule

o B ), B () =<0(x),y)mods.

Ceci résulte de I’identification faite plus haut entre les groupes Ext (M, A), Hom (M, A/s)
et Hom (M, Aj/A). Supposons maintenant que 8 s’écrive 6,+¢ ‘0. Considérons alors la
forme g : M — (A/s) définie par g (x) = { 6, (x), x > mod s o A/s = Ag. C’est clairement
une forme quadratique attachée a A et ¢. Notons ici que l’expression (u, v) — {u, v )
désigne I’application de E x'E dans A définie par (u, v) — v (). Si on identifie E & “E,

on a évidemment { u, v > = {v, u », formule bien commode pour effectuer les calculs.

Remarque. — Les formes ainsi obtenues ne sont pas hyperquadratiques en général.
Comme exemple, on peut considérer E = Z ~ 'Z et a =26, = 2. On obtient alors la
forme sur Z/2 définie par g (1) = 1, ¢ (0) = 0 et ¢ (x, y) = xy (ici g est une application
de Z/2 dans Z/4 et ¢ est ’application bilinéaire classique ¢ : Z/2 x Z/2 — Z/2).

() Cette notion est essentiellement due a Tits, Wall et Bak. De telles formes seront dites « hyperqua-
dratiques » par la suite.
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366 M. KAROUBI

Une autre fagon d’interpréter les formes ainsi définies sur M consiste a regarder '‘E
comme un module sur Ag et & le munir des formes @ et g induites par 8/s et 8,/s, soit

b, y)=539‘}y—>=<a-l<x),y>

et

(= (B x>
s

Il est clair que les formes sur M sont alors induites par ces formes sur ‘Eg dans le sens
quon 2 ¢ (B(x), B(Y) = (x, ) et ¢(B(x)) = g (x) dans A; et Ag/A respectivement.

Soit maintenant L un sous-module de M. On dit qu’il est isotrope si L = L*, g |, = 0
et si M/L est de dimension homologique inférieure ou égale & 1 [ce qui implique la méme
propriété pour L, L et L' = Ker(M ~ M — I:)]. Soit F = B~*(L). On a alors le
diagramme commutatif suivant ou F est projectif de type fini

0>EBDFoL o0

i N

o \Ljﬁ»\&l

0-E-'E-M->0

1.2. THEOREME. — Soit oy : E—'E tel que oy + &' oy = a. Il existe des morphismes
uniques 6 : F—'F et 6, : F—'F avec Coker ¢ ~ L'/L tels que les diagrammes sui-
vants soient commutatifs (avec r convenable) :

E 2 'E an+r—a'r 'E
w2 t hl N'h
] .|
F—'F F—-'F

Si 0 est un morphisme de 'E dans E tel que Qo = s et o = s avec s = 5, la forme
e-hermitienne s ainsi induite sur F est définie par la formule

s 9 = SOUCDIOD

De méme, la forme quadratique Q associée a o est définie par la formule

Qe = $BU i)

avec 6, = 0.0,.6.

Démonstration. — Puisque 4 est un quasi-isomorphisme, I’unicité de o et o, est évidente.
Pour vérifier les formules proposées, il suffit de localiser. Considérons par exemple la formule

s 9 = SOUCDIOD,
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Le deuxiéme membre multiplié par s s’écrit :
KOG, J(1)>=<0"ho(x),"ha(»)>=<hO R ah™ (x), 6(»)) =s{x, ()

On vérifie de méme la deuxiéme formule. Il reste a établir ’existence de o tel que
Coker ¢ ~ L*/L (I’existence de o, et de r résultera alors de la formule définissant Q).

Pour cela considérons I’homomorphisme composé F L E— M L. Cet homomorphisme
est nul car L < L*. D’autre part, la suite

¢ thr ~
0-'F-'E-L->0

étant exacte, on en déduit un homomorphisme ¢ : F— 'F qui rend commutatif le
diagramme
‘E

i/
et
F——'F
Ce diagramme s’insére d’ailleurs dans un diagramme plus vaste

0

e

=

o—>r—>» T—> §—>o
y
o

De la suite exacte

0 — Coker o — Coker ‘h o — Coker 'h — 0,
soit

0 - Cokero — M/L — L -0,

on déduit bien que Coker 6 ~ L*/L. m
Réciproquement, considérons des diagrammes commutatifs du type

05>E—>EAMo0 ESE
. |

Ve Sk

F—'F F3S'F
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368 M. KAROUBI

avec

a=0p+e'dy, et o=0y+¢ 'c,.
Si0 : ‘E — E est choisi en sorte que 2.0 = set 8.0 = s, on en déduit des homomorphismes
y: 'F-F, 0,: E-E e 1vy,: F-F
définis respectivement par les formules
vy=h.0."h, 0p=0.00.0 et Y,=7v.00.7-

On a donc les diagrammes commutatifs

E<'E E<E
hl Im hl Im
FL'F F &R

Soit ¢ la forme e-hermitienne définie sur M par

@ (B(x), B(y) =5<0(x), y>mod s

et soit ¢ la forme e-quadratique associée définie par
q(B(x)) = {8 (x), y ) mod 5°.

1.3. THEOREME. — Soit L = (B.j) (F). Alors L c L* et g IL = 0. En outre, les formes
e-hermitienne et s-quadratique sur L*/L ~ coker vy sont induites par vy et Y.

Démonstration. — Soient z et t deux éléments de F. On a alors les égalités

oBj(2),B(Jj (1) =5<0j(2),j() > =5{0'hc(2),'hot
=s{(h0'ho(2),c())=s{yc(2),c(t))
=35%{z,06(t)) =0mod s
De méme
q(Bj(2)) =<00j(2),j(2)> =<8 ‘ho(2), hc(2))
=<h0, 'ho(z),0(2) ) ='oy00(2), z)
= {&0Y06(2), z) = {&0Y0,Y0(2), )
= 5?{€6¢(2), z> = Omod s

Puisque B~* (L) = j(F), on se retrouve (& isomorphisme prés) dans les conditions
d’applications du théoréme 1.2. Puisque L* = Ker (M — L), on déduit du diagramme

ESE-M

N

7

'F3'E— L
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LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 369

. L , th .
que L' est 'image de 'F par ’application composée 'F — ‘E 5 M. Si x et y sont deux
éléments de 'F, on a donc

OB h(x), Bh(y)=<0'h(x), " h(y)> =<hO'h(x), y> =<v(x), y>
(égalités mod s). De méme, mod 52, on a les égalités

a(B h(x)) =0 h(x), h(x)> = C(hBo 'h(x), x) = {yo(x), x). ®

II. — Le groupe .U (A, S) et la premiére suite exacte d’une localisation

Soit M un A-module quadratique de torsion dans le sens du paragraphe précédent.
Nous dirons qu’il est résoluble s’il existe une suite exacte

05>ES'EsM-0,

avec o = 0y +¢€ ‘o, telle que les formes e-hermitienne et e-quadratique sur M soient
induites par o et oy Nous dirons qu’il est « hyperésoluble » s’il existe en outre des
morphismes x : 'E— ‘Eetn : E— E tels que y+& ' = 1, que le diagramme

E——'E

A
w='at

E—>'E

soit commutatif et tels que o, = .o induise la forme quadratique sur M. En fait, cette
donnée munit M d’une forme hyperquadratique, le morphisme ¢, : M — M définissant ¢
étant défini par le diagramme

0>E-SESM-0

A

05 ESESM-0

Si M est un module quadratique de torsion, un sous-module L est dit lagrangien
siL=L"%sigq IL = 0 et si M/L est de dimension homologique inférieure ou égale a 1.
Si M est hyperquadratique, un sous-module L isotrope ou lagrangien est dit Ayperisotrope
ou hyperlagrangien s’il existe un choix de @, tel que (¢ ! @) (L) < L.

Remarque. — Cette distinction entre modules quadratiques et hyperquadratiques et
entre sous-modules isotropes et hyperisotropes, etc. n’a évidemment un intérét que dans
le cas ou 2 n’est pas inversible dans A. La distinction disparait dans le cas contraire.

Considérons maintenant ’ensemble des triples (M, L;, L,) ot M est un module
e-hyperquadratique et ou L, et L, sont des sous-modules lagrangiens de M. Le
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groupe .U (A, S) est alors le quotient du groupe libre engendré par les classes d’isomorphie
de tels triples par le sous-groupe engendré par les relations suivantes :
B M, L, Ly)+M, L, L) =M@ M, L, & L}, L, ® L));
(i) (M, Ly, L)+ M, L,, Ly) = (M, Ly, Ly);
(i) M, L, L,) = (L*/L, L;/L, L,/L) ol L est un sous-module hyperisotrope contenu
dans L, et L,.

Remarque. — De la suite exacte
0-L*L->M/L->L-0,
on déduit que LY/L est de dimension homologique < 1. De méme, des suites exactes

0- L/L » M/L - MJ/L, 0,

0-L*/L->L*L;> L/L -0,
il résulte que
(LYLNL/L) # LYL;,  i=1,2,

sont des modules de dimension homologique < 1. Un simple calcul montre que les L;/L
sont des sous-modules lagrangiens de L*/L.

2.1. LEMME. — Soit M un A-module e-hyperquadratique et soit M~ le A-module M

muni de la forme quadratique opposée. Alors M @ M~ est isomorphe a HM) = M @ M
muni de la forme e-quadratique « hyperbolique ».

Démonstration. — Elle est classique et nous renvoyons le lecteur & [13] pour les détails.
Notons que cette proposition est fausse en général si on suppose M muni d’une forme
quadratique qui n’est pas hyperquadratique. Par exemple, M = Z/2 avec la
forme q : Z/2 — Z/4 décrite dans le paragraphe 1. Dans ce cas, M @ M~ n’est pas hyper-
bolique puisque la forme quadratique prend ses valeurs dans Z/4 et nondans Z/2 = 2 Z/4.
Cependant, le sous-module L de M @ M~ formé des couples (x, x) pour xe M est
lagrangien. =

Si N est un A-module de dimension homologique < 1, le module hyperbolique N @ N

est hyperésoluble. En effet, considérons une résolution de N :

0-5Q>P—>N-0.
On en déduit une suite exacte

05Q@PH>'Q@AP->N@®N-0,

0 gy
y 0 )

ol a est défini par la matrice
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(1O . (00
=0 o =\o &)

les conditions énoncées plus haut sont satisfaites. En outre, un calcul simple montre que

Si on pose

la forme @, induite sur M = N @ N est la forme hyperbolique, soit

Qo (X145 X3), (V15 ¥2)) = y1(x2)

~ (00
(PO_lo'

2.2. LEMME. — Soit M un A-module s-quadratique hyperésoluble obtenu grdce a la suite
exacte

ou encore

0>E-SESMo0

et grdce a des morphismes y, et 1 comme ci-dessus. Soit u un automorphisme orthogonal
de M. Il existe alors un A-module s-quadratique hyperésoluble M', soit

0-ESELM S0,

ainsi qu’un automorphisme orthogonal u' de M’ tel qu’on ait un diagramme commutatif

0>EOE 2% EeE 2 5MaeM -0

'UI vl lu@u'
0>EaE 2% EaE 25MeM >0

ot v est un isomorphisme. De maniére plus précise, on peut choisir

M=MM M~ et W=u®u'l®u '
Enfin, on a
(@@a) =@« )vmod Im(1—eT) ox T(f)="f

Démonstration. — Montrons tout d’abord que la résolution de M @ M, soit
a®(~a BB
0EQEZ S EQESM@M -0

est isomorphe a la résolution de M @ M explicitée plus haut (avec M au lieu de N). En
effet, on a le diagramme commutatif

0-EE 2 S Ea e MaM -0

T

05EQE——EQE"SMOM -0
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ol f, g et § sont définis par les matrices

(1§ (1
) A 1 -1/

(0 « e 1 1
—<oz 0), soit ‘g -<1__8n —8‘1>.

Par ailleurs, g.(ao ® (—op)). g s’écrit :

MM —%% X %
o 0 )

(7]

Mais

Moo = &(1—y)xom = exoan—ex’ om
et

20X = 1o (l—en) = —ex’oan+y’ o = —ex’ an+exon.

Donc I’expression précédente s’écrit :

qui est bien congrue a

8o = <8 g)mod Im(1—£T).

La commutativité du diagramme est assurée par celle des diagrammes

ehM ‘55 M E—S'E
e T
£ 21 5 25 N1 E g

Par ce transport de structure, ’automorphisme de M @ M~ défini par u @ u
devient ¥ ® 'w~! & un automorphisme g-élémentaire prés (cf. [13], p. 6). Pour achever
la démonstration, quitte & changer u en u @ «~ !, il suffit de démontrer le lemme dans le

cas ol on remplace M par M @ M et u par un automorphisme e-élémentaire de la forme

1 0
ug—e'ug 1)°
par exemple (¢f. [13], p. 10).

Soient maintenant r, et s, des endomorphismes de ‘E et de E respectivement qui rendent
commutatif le diagramme

0>ESESM—0
S l rol 1I0'
Ol ga lﬁ; }
0->E—-'E—-M->0
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donc

05>E-SESMo0

tro Jl, l tso l tug

A

0-ESESNS0

On a alors le diagramme commutatif

0>E@®ESE®ESMae -0

T
8 B® By

0E®E->E®@E—M@M-0

avec
1 0 0 «
U_<r0—€‘so 1>’ 6_<a 0)'
De méme
08y v =8,
avec

60=<8 g>modhnﬂ—§T)

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.2. m
Soit M un module hyperésoluble défini par une suite exacte

0>E—'E—M-0.

Si L, et L, sont deux sous-modules lagrangiens, on a alors des suites exactes

0-ESF,oL,-0, i=1,2

0N

0-E—>'E->M-0

2.3. LemME. — Soit B! I’isomorphisme Eg— F g obtenu a partir de B; par localisation.
Alors By B! est une isométrie de F,g sur F,s munis des formes explicitées en 1.2.

Démonstration. — Soit ¢;, i = 1, 2, la forme hermitienne sur F; déduite de la suite
exacte définissant M et soit 0 : ‘E — E un homomorphisme tel que 0.0 = s et a.0 = s
avec s = 5. Si x et y sont deux éléments de E, on a la formule

0:(Bi (%), B:i(») = ;— <OB:i(x), Bi(»)>mod s = { x, a(y) > mod s.

De méme, si 0, : 'E — E est un homomorphisme qui définit une forme quadratique sur ‘E
et qui est tel que 6,+ €0, = 0, la forme quadratique sur F; est définie par

4 (B (%) = §<eo B (), By(x) > = §<'aeo a(x), x .
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Par conséquent, les formes hermitiennes ¢; tout comme les formes quadratiques g; induisent
la méme forme hermitienne ou quadratique sur E. En localisant, on voit donc que B, B}
est une isométrie entre modules quadratiques. m

Soit & : ,Q (A) — .Q (A)s le foncteur extension des scalaires avec les notations de [13],
paragraphe 2. Le lemme précédent nous permet d’associer au triple (o, L, L,) un élément
du groupe de Grothendieck ,L (&) a savoir la classe du triple (Fy, F,, w) avec w = B, B~
Nous nous proposons de démontrer maintenant que cette correspondance induit un iso-
morphisme entre les groupes .U (A, S) et .L (¥). Nous noterons provisoirement [o, L, L, ]
la classe du triple (F,, F,, w) (le morphisme o, tel que oy +¢€ ‘oy = o est sous-entendu dans
cette notation).

2.4. LEMME. — Soit u un automorphisme orthogonal de M. Alors
[o, Ly, Ly] = (o, u(Ly), u(Ly)].
Démonstration. — 11 est clair que
[e,L,L,]=[c®a®-a@®-0 L ®L, ®L, ®L,L,®L, ®L, ®L,].

D’aprés le lemme 2.2, on peut donc supposer sans restreindre la généralité qu’il existe un
automorphisme v de ‘E tel que le diagramme suivant commute :

05E-5EB5M=0

o], |
o B

0-E—'E—->M-0

Si on pose G; = B! (u (L)), on voit que v réalise une isométrie entre F; et G;. En effet,
puisque ‘v 0 v = 0, on a la formule

(Bx, y>=<0vx, vy).
De méme, on a
{Bpx, x> = {Byvx, vx ).

Enfin, si on pose y; = v B;, on a le diagramme commutatif (en localisant) :

BByt
Fi—F,

vl 1')
yavi !

1 2
ce qui achéve la démonstration du lemme. m

2.5. COROLLAIRE. — Si u est un commutateur, on a la relation

[a’ Ly, u(LZ)] = [a> L,, Lz]o
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En effet, soit v = u; ' u; ' u; u,. On a alors les égalités

[0‘, Ly, (ui? uz-l Uy “2)(L1)] = [oz, (upug)(Ly), (uy “2)(L1)]
= [05, L;, (uy "2)(1-'1)]_[0‘, Ly, (uyu,) (L1)]
=[a, L,, uy (L] + o, uy (Ly), (uguy)(Ly)]
- [% Ly, “2(L1)]“‘[°‘s up (L), (uyuy) (L1)]
= [0% Ly, up (Ly)]+[o, Ly, uy (Ly)]
—[o, Ly, uy (L) ]—[o, Ly, up(Ly))]=0. =

Remarque. — Le méme corollaire s’applique si u est stablement un commutateur. En
effet, si u@® 1 est un commutateur dans M @ N, c’est aussi un commutateur
dans M @ N @ N~ et on remplace alors les sous-modules lagrangiens L; par L; @ L’
ol L' est le sous-module de N @ N~ formé des couples (x, x) ot x € N. Il en est de méme
si u est stablement un produit de commutateurs.

2.6. THEOREME. — L’élément [a, Ly, L, ne dépend pas de la résolution de M :
o, B
0-E—-"E—-M-0,
qui a été choisie.
Démonstration. — Soit
o
0—-E —'E'->M-0,
une autre résolution de M et soit

" _ o (‘D 0(' @ a/'
Alors

[0(, Ll’ Lz] = [0(", Ll @ Ll @ Ll’ L2 @ L1 @ Ll]‘

Soit u ’automorphisme orthogonal de M @ M @ M défini par la matrice

010
0 0 1
100
On a alors
u=ot 171,
avec

(cf: [13]) et
M(L2®L1@Ll)= Ll@Ll@LZ'

Dr’aprés le corollaire précédent, on a donc
[O(”, L1 (‘B Ll ®L1’ L2 @ Ll @ L]] = [Ct", Ll @ Ll @Ll, Ll @ L1 @ Lz] = [OL,, Ll’ Lz]. |

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



376 M. KAROUBI

2.7. LeMME. — Soit L un sous-module hyperisotrope contenu dans L, N L,. On a alors
le diagramme (cf. 1.2)
0> ESE-SM-—0
hl th
0> ESESLYL -0
ainsi que la relation

[o, Ly, L] = [o, Ly/L, Ly/L].

Démonstration. — Le fait que L soit hyperisotrope implique que L*/L est aussi un module
hyperésoluble, le morphisme y pouvant se restreindre & E’ (en le modifiant éventuellement
en x+y —&m).

Considérons maintenant le diagramme

0— > E —% 5>t e

— > M —>0
A

AN
RN
|
|
A

Oi Lj

0—> E’ —|——>*E > /L

D’aprés la définition de E’, on a (‘Ar]) (F;) = r; (F,). Donc le morphisme ‘4 induit un
morphisme o; : F; — F; qui est évidemment injectif. Nous avons d’autre part le diagramme

0 0
T,

0 > L->M/L*-0
T

0-F,—>'E - M/L, >0
]
0—>F§2>'E'—>LL/LI—>O
T )
0 0

Ce diagramme montre que o; est aussi surjectif. En fait, o; est une isométrie comme on
le constate en localisant et en induisant les formes sur E et E’. En localisant, on obtient
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ainsi un diagramme commutatif

B2p; !
1—_) 2

S
, Bt
Fl——)FZ

Par conséquent, on a bien

[0, Ly, L] =[o, Ly/L, Ly/L]. ™

Pour pouvoir définir un homomorphisme du groupe .U (A, S) dans le groupe L (&),
nous avons besoin d’introduire un groupe intermédiaire, le groupe ,U.(A, S) dont, la défi-
nition est en tout point analogue a celle du groupe U (A, S), la seule différence consistant
a considérer des triples (M, L,, L,) ou M est un module quadratique hyperésoluble.

2.8. LeMME. — L’application canonique du groupe U.(A, S) dans le groupe U (A, S)
est un isomorphisme.

Démonstration. — On définit une application en sens inverse r": ;U (A, S) —» U.(A, S)
en associant au triple (M, L;, L,) le triple M @& M~, L, ® L,, L, ® L,). On vérifie
sans trop de peine que r’ est bien défini. Considérons par exemple

r'(M, Ly, Ly)+(M, Ly, Ly))
=MeM oMM ,L;®dL; 0L, ®L,,L,®dL; ®L; ®L,)
=MeM oMM ,L,0L,;®L;®L,, L, L, ®L; @ L))
(en appliquant un commutateur au premier membre)
=M eM,L;oL,,L,®L;)=+ (M, Ly, Ly).

Il est clair que r’ est ’homomorphisme inverse de I’homomorphisme canonique. ®|

Des considérations qui précedent on déduit un homomorphisme de U.(A, S)
dans L (&) en associant & (M, L,, L,) I’élément

[05, L,, Lz] =d(F, Fp,w= st(Bm)_l) (ou B;s = B}).
Notons
D: ,U(A, S)- L(¥),

I’homomorphisme composé de cet homomorphisme et de I'isomorphisme de .U (A, S)
sur ;U.(A, S). Nous nous proposons de définir un homomorphisme en sens inverse

D': L(#) - U(@A,S).

Soit donc d (Fy, F,, w) un élément de L (¥). Notons ¢ et } les isomorphismes de F,
sur ‘F; et de F, sur ‘F, qui sont déduits des formes hermitiennes sur F, et F,
respectivement. Puisque ¢ = @, +¢ ‘9o, on peut poser

X1 =00 " et My =¢0""qp.
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Considérons maintenant un objet E de £ (A) et un quasi-isomorphisme » : E— F; tel
que w.b soit un morphisme de £ (A) (par exemple E = F; et b = s assez grand). On
suppose E choisi en sorte qu’il existe 1 : E — E tel que le diagramme

b
E—-F,

|

E—’Fi

commute [i. e. que 5~ ! n; b soit un morphisme de 2 (A)]. On obtient ainsi les diagrammes
commutatifs

0> E—2E BSM oo 0- E—2 g LMoo
bl I'b wbl Itb‘w
F,—5'F, F,—'F,

D’aprés le paragraphe 1, M = Coker (‘b ¢ b) est un A-module de torsion hyperésoluble
et 'image de 'F, (resp. ‘F,) par ’application composée

tw

T, S ESM  (resp.'F, —'E-> M)
est un sous-module lagrangien L, (resp. L,). On pose alors
D'(d(Fy, Fp, w)) = d(M, Ly, Ly).

11 faut voir maintenant que D’ est bien défini par cette formule.

a. La classe de (M, Ly, L,) dans le groupe U (A, S) ne dépend pas du choix de E et b.
Il suffit de voir ce que devient cette classe lorsqu’on remplace b par .5’ ou b’ : E'—E.
On a alors le diagramme commutatif

th’ thobb’ B’
’ [ =14 ’
0->E ——E'—->M -0

b' ‘l ] rb’
thob B

0o E——'E->M->0

Soit L = (B’ *0’ 'b ¢ b) (E); alors L est un sous-module hyperisotrope de M’ contenu
dans L et L, (en désignant par L}, i = 1, 2, les sous-modules lagrangiens obtenus par la
construction précédente en remplagant b par b.b"). D’aprés le paragraphe 1, on a
donc L*/L & M et Lj/L = L;. Donc les classes des triples (M, Ly, L,) et (M’, L), L})
dans le groupe .U (A, S) sont les mémes.

b. Considérons deux triples (F,, F,, w) et (F,, F5, w’). Alors la classe du triple (M, L, L)
associée a (Fy, F3, w' w) est égale a la somme des classes des triples(M, L, L,) et (M, L,, L)
associées @ (Fy, F,, w) et (F,, F,, w').

En effet, comme le laisse suggérer cet énoncé, on peut choisir E et b en sorte que wb
et w’ wb soient des morphismes de # (A). Les sous-modules lagrangiens L,, L, et L; sont

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — N©° 3



LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 379

alors les images dans M des images de ‘F,, 'F, et 'F5 dans ‘E par les homomorphismes

" th ; P ‘b‘wt ‘ 'b'w‘w’t
F,—'E, 'F,—'E et 'Fy——'E.

Puisque
d(Ma Ll: L3) = d(M’ Lla L2)+d(M3 L29 L3)

dans le groupe ,U (A, S), on a bien I’égalité annoncée.

¢. La classe du triple (M, L,, L,) ne dépend que de la classe du triple (F,, F,, w) dans
le groupe L ().

En effet, (M, L,, L,) dépend additivement du triple (F,, F,, w) et la propriété b montre
que (M, L,, L,) ne dépend que de la classe d’homotopie algébrique du triple (F;, F,, w)
(¢f. [13].

2.9. THEOREME. — Les homomorphismes D et D’ définissent des isomorphismes
réciproques entre les groupes U (A, S) et L (¥).

Démonstration. — Soit d (M, Ly, L,) un élément de .U (A, S). Puisque
JU(A,S) = .U.(A,S),

on peut supposer qu’il existe une résolution de M de la forme

0—ES'E—>M-0.
On a alors
D(d(M, Ll, LZ)) = d(Fb FZ: W), ot w= BZS B;Sl’

F; et B, étant définis par les diagrammes

E—'E 05ESE—Mo0
Ji A

Bi /]"fh ” L{l U

F, ~ tFi 0-E->F,-L;»0

On peut donc choisir B; = b, ce qui assure 1’égalité
D'D)ydM, L, L)))=d(M, L, L,).
L’égalité DD’ = Id se démontre de maniére analogue. m
2.10. COROLLAIRE ET THEOREME. — On a la suite exacte

L1 (A) = Li(Ag) > U(A, S) > L(A) > L(Ay).
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III. — Applications de la premiére suite exacte d’une localisation

Si S est un syst¢éme multiplicatif dans un anneau A comme il a été décrit dans le

paragraphe 1, on peut lui associer un nouvel anneau A = lim A/s A comme il est bien
—

. iA L . .
connu. L’homomorphisme A — A a comme noyau () s A et n’est pas surjectif en général.
seS

Soit 8’ = i (S)— {O} Un calcul simple montre que les éléments de S’ sont réguliers

dans A on notera A I’anneau localisé de A pour ce systéme multiplicatif. On a donc le
diagramme commutatif

A-A

Loy
Ag— Ag

3.1. THEOREME. — Avec les notations précédentes, on a la suite exacte
L1 ()@ L (A9 > .Li (A9 » L(A) ~ L(A) @ L (A9 ~ LAy

Démonstration. — Pour ne pas confondre avec le systéme multiplicatif S notons X A
et X Ag les suspensions des anneaux hermitiens A et Ag dans le sens de [13]. Si on

note & : ,Q(A)— Q(Ay et & : .Q(A)— ,Q (A les foncteurs extension des scalaires,
on a les suites exactes et les diagrammes commutatifs suivants :

L1 (A) > Ly (Ag) > L(#) > L(A) > L(A) > LES)
I L I I L I
eLl (A) g sLl (AS) - eL (y) - eL (A) - sL (AS) g sL (Z y)

D’aprés un argument classique, il suffit de prouver que
L&A~ L(P) e LEAH~LED

et méme le premier isomorphisme seulement en remplagant pour le deuxiéme & par £ &.
D’aprés le théoréme 2.9, ceci est équivalent a prouver que ;U (A, S) = .U (1&, S, ce qui
résulte évidemment du fait que la catégorie des A-modules de S-torsion est équivalente a
celle des A-modules de S'~torsion (¢f. appendice 5).

Remarque. — Plus généralement, considérons un anneau B et un homomor-
phisme i : A — B tel que T = i (S) soit forme d’éléments réguliers et tel que A/s =~ B/i (s)
pour tout élément s de S. Le méme raisonnement permet de montrer qu’on a une suite
exacte de Mayer-Vietoris :

eLl (B) @ sLl (AS) - aLl (BT) - eL (A) - EL (B) @ eL (AT) - aL (BT)
avec T = i(S).
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On peut raisonnablement conjecturer que le théoréme 3.1 peut s’étendre aux
foncteurs ,L,. De maniére plus précise, on peut émettre la conjecture suivante :

3.2. CONJECTURE. — On a la suite exacte
aLn+ 1 (A) @ aLn+ 1 (AS) - eLn+ 1 (AS) - sLn (A) - aLn (A) ('D aLn (AS) - eLn (AS) (2)

En appliquant de nouveau le foncteur suspension, on voit que cette conjecture est deja

satisfaite pour n < 0. Dans un ordre d’idées différent, supposons que A, Ag, A et A
soient K-réguliers d’aprés la terminologie de [12] et considérons les foncteurs ,L™"
définis dans [13] et [14]. En appliquant le foncteur Q un certain nombre de fois aux anneaux
de la suite

L(A) @ .L(A) > LAy~ ,L'(A) - L' (A) @, L' (A) - L' (A),
on déduit la suite exacte
L7 1A @ L™ (A9 —, L " (A9 — L "(A)— L " (A) ® L " (Ag) » L "(Ay).

Comme il a été signalé dans I’introduction, le théoréme 2.10 est une généralisation de
la suite exacte de Bass et Heller :

K (A) - K (As) > K(A, §) > K(A) — K (Ay),

ou le foncteur K (A, S) est celui défini dans [4] en considérant des modules de dimension 1
(ce qui ne restreint pas la généralité).

Il est maintenant naturel de comparer le résultat de Bass et Heller a celui obtenu dans
le paragraphe précédent. En fait, on va démontrer le théoréme de comparaison suivant :

3.3. THEOREME. — On a les diagrammes commutatifs

K, (A)— K, (Ag) > K(A, 8) - K(A) » K(Ay)

! l ! 1 1
L1 (A)— . Li(Ag) > U(A, §) - L(A)— L(Ay)
l l l l l

K;(A)—- K, (Ag) » K(A, S) » K(A) » K(Ay)

ott les homomorphismes sont explicités plus bas.

Démonstration. — 1l est clair que les foncteurs oubli 0 et hyperboliques /4 réalisent des
diagrammes commutatifs du type précédent a condition d’identifier les groupes K (&)
et K (A, S) d’une part, les groupes L (&) et ;U (A, S) d’autre part. Cependant, on peut

(%) Cette conjecture est maintenant résolue. La démonstration paraitra dans le troisiéme article de
cette série.
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définir directement des homomorphismes

h: K(A,S) - U(A,S),

0: U(A,S)— K(A,S),
de la maniére suivante.

Soit N un A-module de torsion. Alors le triple (M, L;, L,) avec M =N @ I\AJ,
L,=N®0,L; =08 N définit un élément de U (A, S). On en déduit un homomor-
phisme du groupe libre engendré par les modules de torsion dans le groupe .U (A, S).
Pour voir que cet homomorphisme se factorise a travers le groupe K (A, S), il suffit de
vérifier que I’image de N par ’homomorphisme composé K (A, S) —» K (&) — L (¥)
coincide avec I'image de d(M, L;, L,) dans le groupe ,L (&) par I’homomorphisme
U (A, S)— L (&). Soit donc

05Q5P—N-0,
une résolution projective de N. On en déduit la résolution déja utilisée de N @ N :

0>POQ>PO'Q->N@GN-0,

0 «
6_(?‘,'0( 0>'

L’homomorphisme & se factorise de deux maniéres différentes suivant les diagrammes

avec

POQ—P®'Q POQ—P®Q
|
6 9| ey |6 o s 9| ey |69
POP 3PP 'QOHQI—2Q®Q

Avec les notations du paragraphe 2, on a donc

F,=P®P, F,='"Q®Q,

10 ‘s, 0
B2=<0 oz>’ B1=<0 1>,

ce qui démontre évidemment 1’assertion. Celle-ci se résume ainsi dans un diagramme
commutatif

K(A, S)> U(A, S)
Lol
K (%) — L(#)

En ce qui concerne maintenant I’homomorphisme 0, il est simplement défini par la
correspondance qui associe au triple (M, L;, L,) la différence L, —L,. Pour vérifier que 0
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est bien défini il suffit de démontrer la commutativité du diagramme

U(A, S)>K(A, S)
Lo,
L(&) - K()

Avec de nouveau les mémes notations que celles du paragraphe 2, on a les suites exactes
B1
0-E->F;-L, -0,
B2
0-E-F,-L,-0.
A la différence L, —L, correspond donc

d(E, F,, Bos)—d (E, Fy, Bys),
soit d(F;, F,, B,sBis), considéré comme un élément de K (¥). m
3.4. LeMME. — Soit d(M, Ly, L,) un élément de U (A, S). Alors
dMe®M", L, ®L, L, ®L,)

appartient a I'image de I’homomorphisme h : K (A, S)— U (A, S). De maniére précise,
c’est I’image de I’élément L, —L{ par h.

Démonstration. — Soit A le « sous-module diagonal» de M @ M™, c’est-a-dire
I’ensemble des couples (x, y) tels que x = y. On peut alors écrire :

dAMOM™,L;®L,L,®L)=dM@®M ", L, ®L,, A—d(M@®M™, L, ®L,, A).

Soit L = (L, ® L;)n A. Alors L* s’identific 4 I’ensemble des couples (x, y) tels
que VzeL,, ¢(z, y—x) =0, donc a I’ensemble des couples (x, y) tels que x—yeL,.

1l s’ensuit que LY/L ~ L, x M/L, ~ L, @ L,, la forme quadratique sur L*/L s’identifiant
a la forme hyperbolique. De méme (L; @ L,)/L s’identifie 8 L, @0 et AIL 20 & fl.
Donc

dMeM™,Li®L;, A)= —h(Ly),
et, de la méme maniére,

d(M @ M_, LZ @ L2, A) = ’_h(Lz).
Donc

dMeM ™, L,eL,,L,®L,)=hIL,)—h(L;). =

3.5. LEMME. — Supposons que pour tout élément s de S, il existe des éléments x; du

centre de AJs tels que x; X+ ... +x, x, = —1. Alors le groupe (Coker K (A, S) 4 JU(A,S))
est de 2"-torsion au plus.
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Démonstration. — Par récurrence sur n, démontrons d’abord I’existence d’une matrice A,
de type (2"~1, 2""') dont les coefficients sont des combinaisons linéaires des x; telle
que A, A¥ = AFA,=x;x+ ...+ x,x,. Il suffit de poser

A - An—l —xnlzn—z
" ;nlzn—z A:—l ’

ou I, désigne de manicre générale la matrice identité d’ordre p. Considérons maintenant
un élément
x=d(M, Ly, L,)e U(A, S).
Alors
x =2""1x4+2""1x,
ou
2" Ix=d(M®...6M, L;®..0L, L,®...0L,).

e — e _— — e —
2n-1 2n-1 2n-1

Si @, : M — 'M désigne la forme sesquilinéaire définissant la forme quadratique sur M,
on a
9D .. @ P~A (P D .. DPIAT = —(9o D .. D @)

Par conséquent 2" x appartient a I’image de 4 d’aprés le lemme antérieur, ce qui démontre
P’assertion. m

Remarque. — Posons

n=8k+r avec 0r<8§
et
0 (8 k) =24k 1 0 (8 k+1) = 24K 0 (8 k+2) = 24k+1,
0(8k+3)=0(8k+4) =242 et 0(B8k+5 =0@8k+6) =0(8k+7) =243,

Alors les calculs sur les algebres de Clifford effectués en [11] montrent I’existence d’auto-
morphismes e,, ..., e, de Z°™ tels que e;e; = —e; e, i #j, (6)” = —1 et (e)* = —e,.
Si I’involution de A est triviale, la matrice A = x,;+x, e,+...+x, e, satisfait alors a
I'identité A.A* = A*. A = —1.

Si n = 4 par exemple, cette matrice s’écrit

X, —X, —X3 —X4
X, Xy —Xy X3
X3 X4 Xy —X,
X4 —X3 X, x4

Dans le cas général (avec [linvolution triviale sur A), il en résulte que Coker
[K (A, S)— U (A, S)] est de 26 (n) torsion au plus.
En suivant [14], posons pour tout anneau B :

W, (B) = Coker (K, (B) > L,(B)) et  W,(B)=Ker(L,(B)-K,(B)
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L’application naturelle W, (B) — W, (B) a un noyau et un conoyau qui sont des groupes
de 2-torsion. De la méme maniére posons

JT(A, S)=Coker(K(A, S)—»,U(A, S)) et . I'(A, S)=Ker((U(A, S)—K(A, S)).

Alors I’application naturelle ,I'" (A, S) — .I' (A, S) a un noyau et un conoyau qui sont
des groupes de 2-torsion. Considérons maintenant les suites et les diagrammes commutatifs
suivants :

Li(A) = K (Ag) - K(A, S) » K(A) > K(Ay)

i i ! l !
sLl (A) - eLl (AS) g aU (A5 S) - sL (A) - aL (AS)
! ! ! l !
W1 (A) = W (A9 - Ty (Ag) » W(A)—- W(Ay)
! ! ! ! 1
0 0 0 0 0

Une « chasse au diagramme » élémentaire montre que la suite
ewl (A) - awl (AS) - ar (A’ S) - ew (A) - aw (AS)a

est un complexe dont ’homologie est un groupe de 2-torsion. On en déduit le théoréme
suivant :

3.6. THEOREME. — Reprenons les hypothéses du lemme 3.5. Alors le noyau et le conoyau
de I’homomorphisme
sw (A) - ew (AS)’

sont des groupes de 2"*'-torsion au plus. Si A est noethérien régulier, le conoyau est un
groupe de 2"-torsion au plus.

Ce théoréme se déduit effectivement des considérations précédentes, du moins en ce qui
concerne le noyau. L’assertion concernant le conoyau s’en déduit par 1’observation
standard qu’il suffit de remplacer I’anneau A par sa suspension £ A. Si A est noethérien
régulier, K! (A) = 0, donc la suite W (A) — W (Ag) — I’ (Z A, S) est exacte.

3.7. COROLLAIRE. — Supposons que pour tout élément s de S, le groupe A/s soit de torsion
impaire finie (i. e. qu’il existe n tel que n.Als = 0). Alors le noyau et le conoyau de I’homo-
morphisme W (A) — W (Ay) sont des groupes de 8-torsion au plus (et méme de 4-torsion
au plus pour le conoyau si A est noethérien régulier). Si en outre la torsion n est produit
de nombres premiers de la forme 4 p+1, ces groupes sont de 4-torsion au plus (de 2-torsion
seulement pour le conoyau si A est noethérien régulier).

En effet, puisque n.A/s = 0, on a un homomorphisme de Z/n dans A/s. Puisque
tout élément de Z/n (n impair) est somme de deux carrés et que —1 est un carré
dans Z/4p+1 si 4p-+1 est premier, I’assertion résulte bien du théoréme précédent.

Exemple. — Le conoyau de W (Z) — W (Z [1/5]) est un groupe de 2-torsion au plus.
Dans le deuxiéme article de cette série nous donnerons des méthodes pour calculer ce
conoyau (et d’autres).
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3.8. PROPOSITION. — Supposons que pour tout élément s de S, le groupe A/s soit de torsion
finie (paire ou impaire). Alors le noyau et le conoyau de I’homomorphisme W (A) — W (Ay)
sont des groupes de 16-torsion au plus. Si A est noethérien régulier, le conoyau de I’homo-
morphisme W (A) — W (Ay) est de 8-torsion au plus.

Démonstration. — En suivant le méme schéma, il suffit de démontrer que — 1 est somme
de quatre carrés dans Z/2" Z d’aprés la remarque qui suit le lemme 3. Modulo 8 nous
avons —1 = 1+1+1+4, donc il suffit de résoudre I’équation

(1+x)>=1+y

avec y = 0(8). Le développement du bindme (1+y)'/? s’écrit :

0 y n
1+ -
nglu (4)
avec W, Z (¢f. [13], p. 18) et le développement est bien convergent puisque
y=0mod8. = ~

3.9. COROLLAIRE. — Soit A’ I'anneau A ® Z [1/2]. Alors le noyau et le conoyau de

z

I’homomorphisme W (A) — W (A’) sont des groupes de 16-torsion au plus. Si A est
noethérien régulier, le conoyau de I’homomorphisme W (A) — W (A’) est de 8-torsion
au plus.

Exemple. — Si A = Z, le conoyau de ’homomorphisme ;W (Z) — ;W (Z') est en
fait Z/8 @ Z/2. Ceci sera démontré dans le deuxiéme article de cette série.

Les considérations que nous venons de développer sur les groupes ;W se transcrivent
sans peine aux groupes ;\W'. D’aprés le travail de R. Sharpe [29] on a des homomorphismes
naturels

Ni(A) - WA et Wi(A)- W, (A),

dont le noyau et le conoyau sont des groupes de 2-torsion (cf. aussi [14] et [15]). Les
propositions et corollaires précédents s’étendent donc aussi aux groupes W, et Wi.
Nous en laissons le soin au lecteur. En particulier, si on remplace dans la définition des
groupes de chirurgie de Wall ’anneau Z n par ’anneau Q =, la définition n’est altérée
que par un facteur de 2"-torsion avec r < 5 (probablement r < 4).

Un autre exemple intéressant d’application est le suivant. Remplagons ’anneau A par
I’anneau A [x] et considérons le syst¢éme multiplicatif constitué par les x". Alors I’anneau
localisé s’identifie & A [x, x~'], ’involution sur cet anneau étant induite par 'involution
de A et changeant x" en x".

3.10. PROPOSITION. — Soit I la catégorie des A [x]-modules de dimension 1 et de torsion
pour le systéme multiplicatif (x"). Alors tout objet de I est un A-module projectif de type

fini et le foncteur de dualité M — M s’identifie au foncteur M +— Hom, (M, A).

Démonstration. — Si M est un objet de 7, on a une résolution projective de M :
0>P5>Q->M-0.
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Si 8 : Q — P est un morphisme injectif quelconque (par exemple ’inverse de o multiplié
par une puissance convenable de x) on a aussi une suite exacte

0->Q5P—M —0.

Quitte & remplacer M par M @ M’, on peut donc supposer que P = Q et méme, quitte a

ajouter un supplémentaire & Q, que P est un A-module libre, soit (A [x])?. De cette
+ oo

maniére, on peut écrire « sous la forme ) a, x" ol o, est une matrice p x p & coefficients
n=0
dans A. Si on identifie A[x]? 4 A’ ®...® A’ @. .., la matrice de o est donc du type
a0 0 O
' o o O
Oy Oy O

Soit
+ o0
B= ) B.x

n= — oo

inverse de o dans 1’anneau des automorphismes de (A [x, x™'])? et soit B’ I’endo-
morphisme du A-module A? ®...® A? @... défini par la matrice

Bo B-1 B-:
Bi Bo B-s

B2 Bi  Bo

Il est clair que B’ est inverse & gauche de o’. Par conséquent,. M est bien un module projectif
de type fini. Par ailleurs,
M = Hom,,;(M, A[x, x"']/A[x])

et tout élément f de M s’crit donc de maniére unique sous la forme
J@)=x" o @+x2 @+ X

avec la relation

fonmi@) =f, ()= ... = (x"u).

La correspondance f+> f_; réalise clairement l’isomorphisme cherché entre M et
Hom, (M, A). m

Nous nous proposons de calculer maintenant le groupe L, (A [x, x!]) du moins si 2
est inversible dans A (si 2 n’est pas inversible dans A des résultats analogues ont été trouvés
indépendamment par Ranicki [25]). De maniére précise, on a le théoréme suivant :

3.11. THEOREME. — Si 2 est inversible dans A, on a un isomorphisme
sLi (A [x’ X" 1]) x aU (A) ('B sLl (A) @ Im Y,
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ol y est I’homomorphisme composé

Ky (A[x) @ K, (A[x ™) > Ky (A[x, ™) = Ly (A[x, x~1]),

ou on pose
K, (A[x*']) = Ker [K, (A [x*1]) - K, (A)] ~ Coker[K (A) - K, (A [x*']).
On a de méme les isomorphismes

WA [x, x7 )~ Wi (A) @ W, (A),
W Ax x D~ W, (A @G,

ou
G = Coker [K(A) >, U(A)] ~ _, W' (A) (¢f. appendice 3).

Démonstration. — Admettons les résultats de [14] et [15] ou on démontre que le
groupe W, d’un anneau et le groupe W d’un foncteur sont des invariants d’homotopie.
On a donc

WV A[xD~ W (A) et T(A[x],S)=~.(A,S),
ou on pose en général
T (A, S) = Coker[K(A, S) - ,U(A, S)] ~ Coker [K(#) - L(S)] =~ W (&).
Par ailleurs, si on pose

B=A[x],

la proposition précédente permet d’identifier le groupe ;U (B, S) & un groupe construit a
I’aide de triples (M, L,, L,) ol M est un A-module projectif de type fini muni d’une forme
e-quadratique et d’un endomorphisme nilpotent auto-adjoint v et out L, et L, sont deux
sous-modules lagrangiens invariants par I’action de v. Un tel triple est évidemment
homotope au méme triple avec v = 0 (considérer I’homotopie t— v ¢). On en déduit

[T (B, S) ~ Coker [K (A)=,U(A)] ~ _,W'* (A)

d’aprés le théoréme de périodicité de [14] et [15].
Considérons maintenant le diagramme

K, (A[x]) - K;(A[x, x™']) » K(B, S) » K(A)

aLl (A [X]) - eLl (A [x’ X ! ]) - sU (B’ S) -> eU (A)

W A[x]) - W, (A[x, x"'])—> (B, S) - Cokeru

| | |

0 0 0 0
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Dans ce diagramme, les deux premiéres suites sont exactes (& ’exception des pointillés)
d’aprés Bass [4] et d’aprés le théoréme 2.10. D’aprés Bass, ’lhomomorphisme

Kl (A [x9 x_l])_) K (B7 S)
est surjectif (¢f. aussi [12]). Donc la suite
0— W, (A)> W, (A[x, x"']) > Cokeru - 0

est exacte et scindée, ce qui démontre déja la derniére partie du théoréme. D’autre part,
I’homomorphisme composé

eLl (A [X, X~ 1]) - sU (B) S) - sU (A)

se scinde. En effet, d’aprés [14], tout élément de ,U (A) peut aussi s’écrire d (E, p, q)
ou E est un A-module e-quadratique et ol p et g sont des projecteurs dans E tels
que p* = 1—p et g* = 1—4q. Un calcul simple montre alors que

a=(gx+1—q)(px"'+1-p)

est un automorphisme orthogonal. D’aprés les diagrammes commutatifs

— xp ,— — ¢ =
E-'E E—'E
px+1—pl I'(px-)-l—p) qx+1—gq l T tgx+t1—¢q)
<o Yoo =
E—)tE E.—)tE

oME=E®A [x] et ot ¢ : E— 'E est I’isomorphisme déduit de la forme quadratique
A

sur E, ’homomorphisme .U (A) 5 L, (A[x, x"']) défini par d(E, p, q)—d (E, o) est
bien l'inverse a droite de 1’homomorphisme L, (A [x, x"']) — U (A). D’autre part,
il est clair que le diagramme

K(A) 5K (A[x x"1])
! )
JUA) S L (Ax, x71])

est commutatif ou P est ’homomorphisme de « périodicité » décrit dans [12] par exemple.
Il en résulte que ce diagramme se scinde dans son ensemble. Comme conséquence, consi-
dérons un élément a de L, (A [x, x ']) contenu dans le supplémentaire de ,U (A)
dans L, (A[x, x]™") (vis-a-vis du scindage ci-dessus). L’image de cet élément
dans W, (A [x, x™']) appartient & I'image de W, (A) — W, (A [x, x~']) et, quitte
4 modifier a par un élément provenant de ,L; (A [x]), on voit que a provient d’un
élément de K, (A [x, x~']). On peut méme supposer que cet élément appartient a I'image
de ’homomorphisme

KiA[xXD@ K A[x 'K (A[x, x™'])
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d’aprés la suite exacte de Bass :
K, AxXD@ K (A[x ']> K (A[x, x 'P->K(A) -0
(¢f. le diagramme p. 388).

On en déduit évidemment la premiére partie du théoréme.

En ce qui concerne la seconde partie du théoréme, on remarque le diagramme (qui se
scinde également) :

0 0

l I
WiA[x, x71)—> W, (A)

i’ !
aLl (A [x’ X~ 1]) - eU (A)

1 !

Ky (A[x, x™ 1) —> K(A)

Puisque ;W est aussi un invariant d’homotopie (¢f. [15]), il en résulte bien que le noyau
de W} (A[x, x ') — W, (A) se réduit 3 W/ (A). =

3.12. COROLLAIRE. — On a la suite exacte
0-.L,(A)-.L;(A [x]) ®.Li(A [x— 1]) -.Li(A [x, x_l]) - U(A)—0.
(cf. appendice 3).

3.13. COROLLAIRE. — Supposons en outre A noethérien régulier. On a alors
Li(Alx, x" "D~ .L (A @ U(A).

Exemple. — Si A est un corps commutatif F muni de I’involution triviale et de caracté-
ristique différente de 2, on a donc

Wi(F[x, x7 1) &~ Z[2x F*/(F*)*; W F[x,x" P~ Z2
et
WIF[x, x) = _ W (F[x, x P =0.

Remarque. — Le théoréme 3.11 et ses corollaires utilise de maniére essentielle les
résultats (non encore publiés) de [15]. Dans le deuxiéme article de cette série
nous calculerons indépendamment les groupes .V (A [x, x~']) et W' (A [x, x™']),
2 n’étant pas nécessairement inversible dans A (¢f. appendice 2).

Soit A un anneau de Dedekind muni de I’involution triviale et soit p un idéal maximal
de A. Désignons encore par 7, la catégorie des A-modules de dimension homologique 1

et de p"-torsion, n =1, 2, .... Alors J , st une catégorie hermitienne grice au
foncteur M —> M = Ext (M, A). En effet, soit Aj = lim A/p" et soit © un élément de p
—
qui n’appartient pas 4 p2. On a alors la suite exacte
0—A,>A,—Alp—0.
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Puisque 7, est évidemment équivalente a la catégorie des A, -modules de dimension 1 et
de p>™-torsion et que Ext, (M, A) ~ ExtAp (M, A,), on se retrouve devant la situation
envisagée dans cet article avec le systéme multiplicatif { n" }. En particulier, & étant choisi,

on peut identifier M et Hom (M, A, /A). On désignera par U (A, p) le groupe construit
de maniére analogue au groupe .U (A, S) en considérant des triples (M, L,, L,) ou M est
un objet de J, muni d’une forme e-hyperquadratique et ol L;, i = 1, 2, sont des sous-
modules lagrangiens de M.

3.13. PROPOSITION. — Soit S le systéme multiplicatif A—{0}. On a alors un iso-
morphisme naturel U (A, S) = @ .U (A, p), p parcourant I’ensemble des idéaux maximaux

P
de A.

Démonstration. — Soit J la catégorie des A-modules de S-torsion. On a alors une
équivalence de catégories 7 ~ @ J . Pour achever la démonstration, il suffit de montrer
que c’est une équivalence de catégories hermitiennes. Si M est un objet de J et si

0-P5>Q—>M-0,

est une résolution projective de M, on a la suite exacte
0-+'Q—a>’P—>IC/I——>.0,
avec M = Ext (M, A). En itérant le procédé, on obtient la suite exacte
tzu [
0-"P>"Q->M-0.

Puisque P ~ P et Q ~ "Q de maniére naturelle, on en déduit un isomorphisme de M
sur M qui est indépendant de la résolution choisie. Ainsi les différentes inclusions 77, — 7
sont compatibles avec les isomorphismes « canoniques » M ~ M (¢f. appendice 4). m

Remarque. — Notons que la notion d’orthogonalité ne dépend que du foncteur de dualité.
Si L est un sous-module d’un module quadratique M, L* s’identifie au noyau de I’appli-

cation composée M ~ M — L.

3.14. PROPOSITION. — Soit A un anneau de Dedekind muni de I’involution triviale. Alors
I’homomorphisme W (A) — W (Ay) est injectif.

Démonstration. — Soit M un A-module quadratique (ici € = 1) qui est hyperbolique
en tant que Ag-module. 11 existe donc un sous-module L de M tel que Lg soit lagrangien
dans M. Donc L est aussi isotrope d’aprés la condition de 1’énoncé. Soit L” un sous-module
maximal de M pour la relation d’inclusion tel que L' > L et tel que L’ soit isotrope.
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Alors Ly = Lg puisque L est lagrangien. D’autre part, M/L’ est un module sans S-torsion
puisque L’ est maximal. Considérons maintenant la suite exacte

0-»L ->L*>L*L -0.

Puisque L*/L’ = M/L’, L'*/L’ est sans torsion et s’injecte dans son localisé qui
est L/Lg = 0. Donc L’ = L'*. Enfin M/L’ s’injecte dans Mg/Lg qui est projectif. Donc M/L’
s’injecte aussi dans (M/L’); ou T = A—{ 0 }. Par suite M/L’ est un module sans torsion
donc projectif d’aprés un théoréme bien connu et L’, facteur direct de M, est ainsi un
sous-module lagrangien de M. m

3.15. PROPOSITION. — L’homomorphisme naturel U (A/p) — U (A, p) est bijectif
pour € =+1 et 2 inversible dans A.

Démonstration. — Soit d(M, L, L,) un élément de U (A, p). Alors L, n L, est de
dimension 1. Quitte & remplacer M par (L, n L,)/L; n L,, on peut donc supposer
que L, n L, = 0. D’autre part, on a la suite exacte

0-L,>-M->L;-0,

d’olt une application injective de L, dans ﬁl. En échangeant les réles de L, et L,, on a
aussi une application injective de L, dans I:z qui est duale de la précédente. Puisque IILI/L2
et IA,Z/L1 sont de dimension 1, les applications précédentes sont bijectives. On en déduit
que d(M, L,, L,) peut s’écrire d(L; ® I:l, Li®0,0® I:l), donc appartient a 1’image
de I’homomorphisme K (A, p) — U (A, p). Dans le diagramme commutatif

KA, p)->U(A, p)

T T
K(A/p) - U(Alp)

I’homomorphisme K (A/p) — K (A, p) est surjectif d’aprés [4]. 1l en est donc de méme
de ’homomorphisme
U(A/p) > U(A, p),

D’autre part, le groupe U (A/p) se calcule a partir de la suite exacte
K, (A/p)—> L, (A/p)—> U(A/p) > K (A/p) - L(A/p).

On en déduit U (A/p)=Z/2. D’aprés la proposition 3. 14 ’homomorphisme L (A,))— L (F,)
est injectif car A est principal. On peut donc calculer aussi le groupe U (A, p) grice a
la suite exacte

Li(A)—> Ly (F))—>U(A, p)—0

(F, désignant le corps des fractions de A)). Donc U (A, p) ~ Z/2. En utilisant ce qui
précéde, on obtient le résultat annoncé. m
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La suite exacte d’une localisation dans le cas d’un anneau de Dedekind s’écrit donc :

L,(A)— L, (F)> @ Z/2 - L(A) > L(F).

L’homomorphisme
L,(F) = Z]2x F*/(F*)* > Z]2

est égal & O sur le facteur Z/2 et coincide avec la p-valuation mod 2 sur le facteur F*/(F*)?,
Soit Cl (A) le groupe (multiplicatif) des classes d’idéaux de A. On définit alors un homo-
morphisme Z/2— Cl (A)/Cl (A)* par la formule (v,) = p*». Cet homomorphisme induit
en fait un isomorphisme entre Coker o et CI (A)/Cl (A)? et on a donc la suite exacte (sans
doute bien connue) :

0 - CI(A)/CI(A)? 5 L(A) - L(F),
ou h est induite par le foncteur hyperbolique en raison du diagramme commutatif

®Z— K(A)—»K(F)
* ! !
® Z/2— L(A) - L(F)

3.16. CONJECTURE (). — Soit A un anneau de Dedekind muni de I’involution triviale
tel que 1/2 € A et soit € = + 1. On a alors une suite exacte

eLn+ 1 (A) g eLn+ 1 (F) - @ gUn (A/p) - sLn (A) - aLn (F)

Nous allons conclure ce paragraphe par une application & ’homologie du groupe
orthogonal et aux théorémes de périodicité décrits dans [14] si 2 est inversible dans A.
Tout d’abord, du fait que

NARZ ~WARZL ~ WAIRZ ~ W (A)®Z,
on a

NARKD®Z ~ WA RZ (Z' =Z[1/2,A=A®Z)
z z z

pour tout anneau avec involution A (2 n’étant pas nécessairement inversible dans A).
En suivant le schéma décrit dans [14], on en déduit I’existence et l’unicité d’une
théorie ;W ™" (A) caractérisée par les axiomes suivants :

1° WA= WA ®Z;
z
2° pour toute suite exacte d’anneaux avec involution

0-A'5A-SA">0

(3) Cette conjecture est maintenant résolue. Une démonstration paraitra dans le troisiéme article de
cette série. .
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on a une « suite exacte d’homologie » :
WTHA) o WA o WA 5 W (A) - WA,
3° W (A) ~ W (A [x]).

En fait, cette théorie est méme périodique de période 4 puisqu’elle coincide
avec W™" (A ® Z') qui est périodique d’aprés les résultats de [14].
z

Ces considérations peuvent se transposer dans la K-théorie du type de Quillen par
exemple. En effet, si # désigne un générateur de la partie libre de _ W, (Z’), 8 u est I’image
d’un élément de _ W, (Z) par ’homomorphisme _ W, (Z)— _;W, (Z'). 1l suffit de
répéter les considérations du paragraphe 5 de [ 14] en remplagant la forme quadratique + x2
par la forme quadratique représentée par la matrice de Milnor. De méme, si v désigne un
générateur de la partie libre de _,W_, (Z') = _ ;W2 (Z’), 8 v est 'image d’un élément
de _;W_,(Z) par ’'homomorphisme _ W _,(Z)— _,W_,(Z’) d’aprés la proposition 3.8.
appliquée a l’anneau (*) Z [x, y, x~ !, '] avec Iinvolution x> x~!, y >y~ ! (anneau
qui est noethérien régulier). D’aprés les arguments de cup-produit décrits dans [14],
on en déduit que ,L,(A) ® Z' = W™"(A) @ X. Parmi les nombreuses conséquences de

z

ce fait (¢f. [14]) retenons le calcul partiel suivant de I’homologie du groupe orthogonal :

3.17. THEOREME. — Soit A un anneau quelconque muni d’une involution. L’homologie
du groupe orthogonal O (A) a coefficients rationnels est alors le produit tensoriel gradué
de trois algébres de Hopf :

Sx(A) ® A (A) @ My (A),

ou My = Q et ot S (A) et A, (A) s’explicitent comme suit :

1° S, (A) est Ialgébre symétrique de I’espace vectoriel gradué
WZ2BON*We..)0Q;
z
2° Ay (A) est Ialgébre extérieure de I’espace vectoriel gradué

WA W3 AWe.. )®Q

APPENDICE 1

Remarque sur la définition de L (A)

Soit L un sous-module isotrope d’un module projectif de type fini M muni d’une forme
e-quadratique. Si L est facteur direct dans M, nous allons montrer que M ~ L*/L @ H (L).
En effet, de la suite exacte

0-L'*>M~x'M-'L-0,

(*) Rappelons (¢f. [14]) que W, (Ax, x~ ') ~ W, (A) @ W,_1(A) @ ?, du moins pour 7 = 0.
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nous déduisons que L* est aussi facteur direct dans M. Par conséquent L est facteur direct
dans L*. Si N est un supplémentaire quelconque de L dans L*, on a évidemment N ~ L*/L.
En outre, les formes hermitienne et quadratique se restreignent bien 3 L*/L en sorte que

la forme induite sur N est non dégénérée. Par conséquent M = N @ N* ol L est un sous-
module de Lagrange de N*. On est ainsi ramené 4 démontrer 1’assertion dans le cas
ou L = L*. Dans ce cas, on peut écrire M = L @ ‘L, la forme &-hermitienne ¢ : M — ‘M

étant de la forme
0 ¢
(\0 - <5 tq)! h >'

Puisque ¢ est une matrice inversible, ¢’ est surjectif. D’autre part L* est le noyau de I’homo-

morphisme composé L @ ‘L 2 @®L—-"L,soitL @ Ker¢'. Puisque L = L+, Kero’ =0
et ¢ est donc un isomorphisme. La forme @, restreinte & L étant de la forme yy—g "y,
la matrice de ¢, peut étre choisie de la forme

0 o
0 hy)’

h=ho+& 'h,.

avec

On a alors ’identité

(P/—l 0 0 (P/ t(p/—l _t(P/—lthO _ 0 1
—ho@' ™t 1)\0 kg 0 1 ~\o o)

qui montre que M ~ H (L).

APPENDICE 2
Remarque sur la définition du groupe .V (A)

Soit ,Q(A) la catégorie des modules e-quadratiques introduite dans [13] et
soit F : .Q(A)— 2 (A) le foncteur oubli. En suivant des techniques éprouvées en
K-théorie algébrique et topologique, on définit le groupe .V (A) comme étant le groupe
de Grothendieck du foncteur F ([4], [11], [14]). On a donc la suite exacte

L1(A) > K, (A) -, V(A) - ,L(A) - K(A).

On peut aussi définir directement le groupe ,V (A) en partant de triples (E, g2, g9) ou E
est un A-module projectif de type fini et ot g7 : E — ‘E, i = 1, 2 sont des représentants de
formes e-quadratiques sur E. Le groupe .V (A) est le quotient du groupe libre engendré
par ces triples par les relations

(E, g1, 3)+(F, h{, h9) = (E@F, g} @ h), ¢ @ h3),
(E, g%, g9 +(E, g3, g3) = (E, g}, g9
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(on notera que la relation d’isomorphie est conséquence des relations ci-dessus;
cf. [14], par exemple).

Une autre maniére d’interpréter les groupes .V (A) a travers les différents articles de Wall
consiste & considérer des formes quadratiques « basiques », c’est-a-dire des formes qua-
dratiques sur des modules libres munis d’une base e, ..., e,,, les « changements de base »
devant avoir une classe triviale dans le groupe K, (A). L’application qui associe 2 une telle
forme quadratique basique le triple (H (A"), g9, g2) ou g? est la forme canonique sur H (A")
et ou g représente la forme donnée sur A" réalise un isomorphisme entre les groupes
de Grothendieck correspondants. Cependant, nous ne nous servirons pas de cette inter-
prétation ici.

Soit maintenant L un sous-module isotrope de E pour les formes g? et g2. D’aprés le
premier appendice, L*/L peut étre muni de deux formes quadratiques 49 et /9. Si g, et g,
sont les formes e-hermitiennes associées a4 g? et g9 respectivement, supposons en outre
que L soit stable par g;* g, = 4. On a alors le lemme suivant :

LEMME. — Dans le groupe .V (A) on a la relation
(E, g%, g2) = (LY/L, h3, hy)+(H(L), k3, k3),

ot kO est la forme quadratique canonique sur H (L) et oit k3 est la forme quadratique dont
un représentant (noté encore k9 : L ® 'L — 'L @ L) est défini par la matrice

0 &'h
h 0 )
Démonstration. — Puisque L est stable par g; ! g, ’orthogonal de L pour la forme g,
coincide avec I’orthogonal de L pour la forme g,. En considérant ’espace N ~ L*/L

de I’appendice 1 et son orthogonal, on se raméne au cas ou L = L*. D’aprés les calculs
de ’appendice 1, on peut méme supposer que E = L @ ‘L et que la forme g9 est celle définie

par la matrice
00
1 0)°

Un calcul simple montre alors que g2 est défini par la matrice

<0 s'h)
0 7o

qui est congruente (par produit par des matrices élémentaires) a la matrice

(6 %)~k o) =
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APPENDICE 3
Remarques sur la définition du groupe .U (A)

Parallélement au groupe .V (A), il est intéressant de considérer le groupe de Grothen-
dieck U (A) du foncteur hyperbolique

H: 2(A) - .Q(A)

[ol 2 (A) désigne la catégorie & (A) restreinte aux isomorphismes]. On a donc la suite
exacte
K;(A)—-.L;(A) - U(A)>K(A)— L(A).

De maniére plus concréte, le groupe ;U (A) se construit a 1’aide de triples (E, F, a) ou E
et F sont deux objets de 2 (A) et ot a : H (E) — H (F) est une isométrie. En fait, U (A)
est le quotient du groupe libre engendré par les classes d’isomorphie de ces triples par les
relations

(E,F,)+(E,F,a)=(E®E,F®F,a® ),

(E, F, )+ (F, G, B) = (E, G, Bo).

Dans cet appendice nous proposons une autre définition du groupe .U (A) (inspirée
par le travail de Novikov [23] et [14]) ou s’introduisent les modules lagrangiens et qui
justifie heuristiquement les considérations du paragraphe 2. On considére les
triples (M, L, L,) ou M est un module quadratique et ou L, et L, sont deux sous-modules
de Lagrange de M. On définit un groupe ,U’ (A) comme le quotient du groupe libre engendré
par les classes d’isomorphie de tels triples par le sous-groupe engendré par les relations

(Ma Ll) L2)+(M,9 Llla LlZ) = (M @ MI: Ll ('B Lll, L2 ('D LIZ)a
(M’ L19 L2)+(M, L29 L3) = (Ms L13 L3)
Sid (E, F, a) est un élément de .U (A), on peut trouver sur M = H (E) deux sous-modules

de Lagrange qui sont E @ 0 et o~ ! (F @ 0). Cette correspondance induit évidemment un
homomorphisme de ,U (A) dans ,U’ (A).

LEMME. — L’homomorphisme U (A) — U’ (A) décrit ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. — On va définir un homomorphisme en sens inverse. Soit
donc d (M, L;, L,) un élément de U’ (A). D’aprés I’appendice 1, M s’identifie a la fois
a H(L,) et H(L,). On peut ainsi trouver des isométries f; : H(L;) — M qui induisent
l’identité sur L; Donc a : f,;'f; : H(L,) > H(L,) est une isométrie. Montrons
que d (L,, L,, ) ne dépend que du triple (M, L,, L,). En effet, si f;: H(L;) > M est une
autre isométrie, f;~ ' f; est de la forme

0 1 ’
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donc est e-élémentaire dans le sens de [13]. Il en résulte que
d(Ly, Ly, é_lﬂ) =d(L,, L2,f2_1f2'f2'_1f1'f1_1f1) =d(L,, Lz:fz_l 1)

d’aprés [13]. Enfin, si L; est un troisiéme sous-module de Lagrange, et si f5 : H (L;) » M
est une isométrie qui est ’identité sur Ly, on a évidemment

d(Ly, Ly, f; ' f)+d(Ly, Ly, f5 ' ) = d(Ly, Ls, f5 ' fo)-

Ceci démontre que ’homomorphisme U’ (A) — .U (A) est bien défini. C’est clairement
I’homomorphisme inverse du précédent. On identifiera désormais ;U (A) et ;U (A) grace
a cet isomorphisme. m

LEMME 2. — Soient L, et L, deux sous-modules de Lagrange de M. Soit L un sous-module
isotrope de M, facteur direct de M, tel que L < L; 0 L,. On a alors

dM, L, L,)=d(L*/L, L,/L, L,/L).

Démonstration. — Comme dans I’appendice 1, écrivons L* = L @ N. On peut écrire
de méme :

L,=L®L,, L,=L@L;.

On a alors

dM, L, L,)=d(N, L}, L)+d(N*, L,L)=d(L*/L, L,/L,L,/L). m

LEMME 3. — Soit d(M, Ly, L,) un élément de U (A). Ecrivons M =L, ® 'L, et
supposons que la projection sur L, parallélement @ 'L, induise un isomorphisme de L, sur
L,. Alors d(M, Ly, L,) = 0.

Démonstration. — Puisque L; * L, et que M~ L, ® 'L, % L, @ ‘L,, il existe une
isométrie o : M — M telle que o (L;) = L,. Si on écrit M = L; @ 'L, la matrice de o

est de la forme
u v
w t)’

ol u est un isomorphisme. En multipliant a droite par la matrice

u 0
0 W)

ce qui ne change pas 1’image, on peut méme supposer que # = 1. Puisque o est ortho-
gonale, on en déduit aisément que o est produit de matrices e-élémentaires.
DOHC d(M, Ll’ L2) = 0. .
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APPENDICE 4

L’homomorphisme de Gysin en L-théorie

Soit A un anneau noethérien et soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux unitaires
tel que B soit un A-module de dimension homologique et de type finis grice a4 f. En
K-théorie ordinaire, on définit alors un « homomorphisme de Gysin » f* : K (B) — K (A)
de la maniére suivante. Si M est un B-module projectif de type fini, il existe une résolution

0-P,-P,_;>...>P,>M-0,

oliles P;sont des A-modules projectifs de type fini. La correspondance [M]— Y (—1)'[P;]
i-1

définit ’homomorphisme cherché (cf. Bass [4]). Cet homomorphisme est en outre un
homomorphisme de K (A)-modules et on a (g.f)* = f*.g*.

En L-théorie, le phénoméne est beaucoup plus complexe. Dans cet appendice, nous
allons seulement considérer le cas ol B est le quotient de A par un idéal principal p = (f)
ou fest non-diviseur de zéro. Il s’en suit que tout A/p-module projectif de type fini peut étre
considéré comme un A-module de type fini, ce qui permet, en suivant le schéma du
paragraphe 2, de définir un homomorphisme

U (A/p) > L(A).

De maniére plus précise, tout élément de U (A/p) peut s’écrire d(M, L, L,) ou M est
défini par une résolution
0-E->'E->M-0.

Les deux sous-modules de Lagrange L; déterminent alors des modules quadratiques F;
sur A grice aux diagrammes (¢f. § 1)

0-E-'E->M-0 E—'E
4 A i
’ pi %l } ' Bi I / { By
0—>E;F,~—->Li—->0 F,—'F,
PROPOSITION 1. — Les diagrammes suivants sont commutatifs
JU(A/p)— L(A) JU(A/p)— . L(A)
! ! ! !
K (A/p) - K(A) K(A/p) - K(A)
ot I’homomorphisme
U (A/p) > K (A/p)

est défini par
d(M, Ll’ L2) — [Ll] - [L2]
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et ot I’homomorphisme
K (A/p)— .U (Alp)
associe au module L I’élément d(L ® 'L, L ® 0,0 @ 'L).

Démonstration. — La commutativité du premier diagramme résulte immédiatement des
définitions. Pour le second, on peut noter les diagrammes commutatifs

e e,
Q@ P——"'QP QeP——"'QaP
|
G oo, 1(5 DG[D, . |69
@D, !
Qe'Q——Qe@Q POP——'P®P
pour toute résolution projective de type fini
05Q3P->M=0
d’un A/p-module projectif de type fini M. m
PROPOSITION 2. — « L’homomorphisme de Gysin» U (A/p)— L (A) est un homo-

morphisme de « ,L (A)-modules ». De maniére plus précise, si A est commutatif, on a le
diagramme commutatif

U (A/p) x 4L (A) > ;U (A/p) x ;L (A/p) > U (Alp)
| l
L(A) x,L(A) enle(A)

La proposition 1 nous permet par ailleurs de définir des homomorphismes
Wi(Alp) - W'(A),
—swll (A/p) - +eW (A)

(en utilisant le théoréme de périodicité, ce qui suppose 2 inversible dans A).
En posant
WV'(A) = W'(ARZ[1/2],
z

on en déduit un homomorphisme EW" (Alp) — EW"“ 1 (A). Si p est un idéal de dimension p,
il serait intéressant de définir un « homomorphisme de Gysin » W” (A/p) — W"*? (A).

APPENDICE 5

Dans le paragraphe 3 nous avons admis le résultat suivant :

LEMME. — Soit i : A — B un homomorphisme d’anneaux tel que i (S) = S’ soit formé
d’éléments non-diviseurs de zéro dans B et tel que Als ~ B[i (s) pour tout élément s de S.
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Alors la catégorie des A-modules de dimension homologique < 1 et de S-torsion est équi-
valente a la catégorie des B-modules de dimension homologique < 1 et de S'-torsion grice
au foncteur M— M = M ® B.

A

Démonstration. — Soit

0P, 5Py, >M=0,

une résolution projective de M ou P, et P, sont projectifs de type fini. On en déduit la
suite exacte

0 - Tor®(M, B)—> P, - Py —» M — 0,
ol Tor} (M, B) = 0 en raison de la suite exacte

Tor(1, i(s)) is
Tor} (M, B)—~"", Tor} (M, B) - Tor* (M, B/i(s)) » M ® B—— M ® B
0 A s

I |

Tory (M, Ajs) = M

ou s est choisi en sorte que s M = 0. Par conséquent, le foncteur M - M est bien défini.
(Noter que M ~ M en tant que A-modules.) C’est un foncteur pleinement fidéle car

Hom, (M, N) &~ Hom, (M, N) ~ Homy ;) (M, N) ~ Homg (M, N).

Il reste donc & démontrer que le foncteur est essentiellement surjectif. Soit R un B-module
de S’-torsion qui est de B-dimension homologique =< 1 considéré comme A-module de
S-torsion par restriction des scalaires. Nous allons démontrer que R est de A-dimension
homologique < 1.

Par hypothése, il existe une suite exacte

0-Q; >Qy—>R -0,

ol Q, et Q; sont des B-modules projectifs de type fini. Puisque Bg est un isomorphisme,
il existe B’ : Qu — Q, tel que B§ soit un isomorphisme égal a s B5 ' pour s convenable.
On a donc aussi la suite exacte

- B ,
0,~Qo—Q; >R -0
et R est de dimension homologique < [ si R @ R’ est de dimension homologique = 1.
Sionpose R”"=R®R’etT =Q, ® Q,, on a une suite exacte

05TLT—-R”—0,

ol on peut méme supposer T = B" en ajoutant éventuellement un supplémentaire a T.
Si u et v sont deux endomorphismes de B" tels que ug et vg soient des isomorphismes, on a
la suite exacte

0 — Coker (u) — Coker (vu) — Coker (v) — 0,
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ce qui montre que Coker (vu) est de dimension homologique =< 1 s’il en est de méme
de Coker u et Coker v. Considérons maintenant m = 2n et un élément s de S tel
que i(s)y~' soit une matrice nxn a coefficients dans B. Soit § : T™ — T™ I’endo-
morphisme défini par la matrice

S = <g 8,23_1> avec s =i(s).

Alors R” est de dimension homologique < 1 s’il en est de méme de Coker 8. D’autre part,
on a l’identité

Y 0 (0 1\ [s —=sy'\[(1 0\ (/1 —sy7!
0 sy )"\ -1 0/\o0 1 y 1/\0 s ‘

D’aprés ce qui précéde, il suffit de démontrer que Coker 6 est de A-dimension homo-
logique =< 1 lorsque 0 est une matrice 2 nx 2 n de la forme

Ga) - (G3)

Dans 'un ou l’autre cas, on montre aisément que Coker 6 ~ B"/s' B" &~ A"/s A" qui est
de A-dimension homologique < 1.

BIBLIOGRAPHIE

[1] A. Bak, Solution to the congruence subgroup problem for A-hermitian forms (4 paraitre).
[2] A. BAK, Weak approximation for central extensions of quadratic elementary groups (a paraitre).
[3] A. BAk et W. SCHARLAU, Witt groups of orders and finite groups (a paraitre).
[4]1 H. Bass, Algebraic K-theory, Benjamin, 1967.
[5] H. Bass, J. MILNOR et J.-P. SERRE, Solution of the congruence subgroup problem for SL, (n = 3)
and Sp,, (n = 2) (Publ. I. H. E. S., n°® 33, 1967, p. 59-137).
[6] H. Bass, Unitary algebraic K-theory (Lecture Notes in Math., n°® 343, p. 57-209).
[71 H. Bass, Some problems in < classical >’ algebraic K-theory (Lecture Notes in Math., n° 342, p. 3-70),
[8] S. E. CAPPELL, Mayer-Vietoris sequences in hermitian K-theory (Lecture Notes in Math., n° 343,
p. 478-512).
[91 A. H. Durreg, Diffeomorphism classification of isolated hypersurface singularities (Thése, Cornell
university).
[10] I. M. GEL’FAND et A. S. MISCENKO, Quadratic forms over commutative group rings and the K-theory
(Funct. Anal. and appl., vol. 3, 1969, p. 277-281).
[11] M. KaRoustL, Algébres de Clifford et K-théorie (Ann. sc. Ec. Norm. Sup., 4 série, t. 1, 1968, p. 161-270).
[12] M. KARrouBl, La périodicité de Bott en K-théorie générale (Ann. sc. Ec. Norm. Sup., 4° série, t. 4,
1971, p. 63-95).
[13] M. KARroust et O. VILLAMAYOR, K-théorie algébrique et K-théorie topologique II (Math. Scand.,
32, 1973, p. 57-86).
[14] M. KAROUBL, Périodicité de la K-théorie hermitienne (Lecture Notes in Math., n° 343, p. 301-411).
[15] M. KARrouUBIL, Théorie de Quillen et homologie du groupe orthogonal (a paraitre).
[16] M. KNeBuscH, Grothendieck und Wittringe von nichtausgearteten symmetrischen Bilinearformen,
S-Ber. Heidelberger Akad. Wiss., 1969/1970, 3, Abh Springer, Berlin-Gottingenn-Heidelberg 1970.
[17] M. KNEBUSCH et W. SCHARLAU, Quadratische Formen und quadratische Reziprozititsgesetze iiber
algebraischen Zahlkorpen (Math. Z., vol. 121, 1971, p. 346-368).

4e SERIE — TOME 7 — 1974 — ~N° 1



LOCALISATION DE FORMES QUADRATIQUES I 403

[18] M. KNEserR et D. PuPPE, Quadratische formen und verschlingungs-invarianten von knoten (Math. Z.
vol. 58, 1953, p. 376-384).

[19] J. MILNOR, Introduction to Algebraic K-theory (Annals Math. Stud., vol. 72, 1971).

[20] J. MILNOR, Algebraic K-theory and quadratic forms (Invent. Math., vol. 9, 1970, p. 318-344).

[21] J. MiLNOR et D. HUSEMOLLER, Symmetric bilinear forms, Springer. 1973.

[22] A. S. MI\S/EENKO, Homotopy invariants of non-simply connected manifolds, I. Rational invariants (Izv.
Akad. Nauk. S. S. S. R., ser. math., vol. 34, 1970, p. 501-514).

[23] S. P. Novikov, The algebraic construction and properties of Hermitian analogues of X-theory for rings
with involution from the point of view of Hamiltonian formalism. Some applications to differential
topology and the theory of characteristic classes (1 : Izv. Akad. Nauk. S. S. S. R., ser. math., vol. 34,
1970, p. 253-288. II : ibid., p. 475-500).

[24] O. T. O’MEARA, Introduction to quadratic forms, Springer, 1963.

[25] A. A. RANICKI, Algebraic L-theory IV Polynomial extension rings (Commentarii Math. Helv., vol. 49,
2, 1974, p. 137-167).

[26] W. ScHARLAU, Quadratic reciprocity laws (J. Number Theory, vol. 4, 1972, p. 78-97).

[271 W. SCHARLAU, Remarks on symmetric bilinear forms over Euclidean domains (4 paraitre).

[28] J.-P. SERRE, Cours d’arithmétique, Presses Universitaires de France, Paris, 1970.

[29] R. SHARPE, On the structure of the unitary Steinberg group (a paraitre).

[30] T. A. SPRINGER, Quadratic forms over fields with a discrete valuation I (Indag. Math., vol. 17, 1955,
p. 352-362).

[31] C. T. C. WALL, On the classification of Hermitian forms, IV. Global rings (a paraitre).

[32] C. T. C. WALL, On the axiomatic foundations of the theory of Hermitian forms (Proc. Cambridge Phil.
Soc., vol. 67, 1970, p. 243-250).

[33]1 C. T. C. WALL, Quadratic forms on finite groups (Bull. Lond. Math. Soc., vol. 4, 1972, p. 156-160).

(Manuscrit regu le 13 décembre 1973.)

Max KAROUBI,

U. E. R. de Mathématiques,
Université de Paris VII,
2, place Jussieu,
75230 Paris-Cedex 0S.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



