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UNE CLASSIFICATION

DES FACTEURS DE TYPE III

PAR ALAIN CONNES

Le problème principal de la théorie des algèbres de von Neumann
est celui de la classification à isomorphisme près des algèbres de
von Neumann opérant dans un espace hilbertien séparable. Un théorème
de von Neumann permet de se limiter au cas des facteurs (i. e. des algèbres
de von Neumann dont le centre est réduit aux scalaires). La théorie de
la dimension relative des projecteurs (de Murray et von Neumann) répartit
les facteurs en types I, II et III. A tout facteur M de type I est associé
un entier n€ [1, oo] et M est isomorphe à Fn = S (^n) où Xn est un espace
hilbertien de dimension n. Me DufT a montré (en 1968) l'existence d'une
infinité continue de facteurs de type II deux à deux non isomorphes.
R. T. Powers a montré (en 1967) l'existence d'une infinité continue
(RÀ)>.€]O,I[ de facteurs de type III deux à deux non isomorphes. De plus,
dans [40], E. J. Woods a prouvé l'impossibilité de construire « effecti-
vement » une bijection entre l'ensemble des classes d'isomorphismes de
facteurs de type III et l'ensemble des nombres réels.

Cependant, dans [2], H. Araki et E. J. Woods ont défini, par référence
aux facteurs R, de Powers, deux invariants algébriques r^ et p, et ont donné
une classification des facteurs produits tensoriels infinis de facteurs de
type 1$ cette classification a été généralisée par W. Krieger [cf. [23] à [27])
aux facteurs construits à partir de transformations ergodiques.

Rappelons qu'un facteur est de type 7^ III si et seulement s'il possède
une trace normale fidèle semi-finie. La donnée d'un couple (algèbre de
von Neumann, trace normale fidèle semi-finie) est équivalente à la donnée
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134 À. CÔNNES

d'une algèbre hilbertienne achevée. Plus généralement F. Combes,
G. Pedersen et M. Takesaki ont montré l'équivalence entre la donnée d'un
couple (algèbre de von Neumann, poids normal fidèle semi-fini) et celle
d'une algèbre hilbertienne à gauche achevée (notion due à M. Tomita [36]).
Sur toute algèbre de von Neumann M il existe des poids normaux fidèles
semi-finis. L'écart entre un tel poids y sur M et une trace donne nais-
sance à un groupe à un paramètre of d'automorphismes de M, associé
à l'opérateur modulaire Ay de l'algèbre hilbertienne à gauche du
couple (M, 9).

Le point de départ de notre travail a été la confrontation de la théorie
de Tomita et Takesaki [36] avec la classification d'Araki et Woods [2].
Cela nous a amené à définir deux invariants S et T : S (M) est l'intersection
des Sp Ay pour y poids normal fidèle semi-fini sur M, et T (M) est l'ensemble
des périodes possibles des groupes d'automorphismes modulaires de M.
Les invariants r^ et p se calculent en fonction de S et T dans le cas des
facteurs d'Araki et Woods. Cependant, les formules définissant S et T
dans le cas général étaient d'un emploi difficile : en effet, le plus souvent,
une algèbre de von Neumann est donnée avec un poids particulier facile
à analyser, mais il est très rarement possible de passer en revue l'ensemble
de tous les poids sur M. Il était donc nécessaire de déterminer les propriétés
d'un couple (M, 9) qui ne dépendent que de M et non de l'éclairage parti-
culier provenant de y. C'est là qu'intervient l'idée essentielle de ce texte :
pour comparer deux poids yi et 92 sur M on considère un troisième
poids y, défini sur M 0 Fa par l'égalité

? (^^7 ® ̂ n = ?i (^11) + ?2 (^22).

Il en résulte facilement que l'automorphisme o^ est, à t fixé, indépendant
de y modulo les automorphismes intérieurs de M. On en déduit alors
l'existence d'un homomorphisme canonique S de R dans le groupe Out M
des classes d'automorphismes. Cet homomorphisme est trivial si et seule-
ment si M est semi-finie. De plus, T (M) est le noyau de à et S (M) OR*
est le spectre (au sens de 2.2) de à. En corollaire T (M) et S (M)HR* sont
des groupes, propriété qui était loin d'être immédiate à partir de leurs
anciennes définitions. Enfin, bien que les invariants S et T soient indé-
pendants, T (M) est l'orthogonal de S ( M ) H R * quand S (M) ̂  { 0, 1 }.
Ce fait, traduit sur r^ et p, a pour corollaire le principal résultat de la
classification d'Araki et Woods (c/*. 3.6).

Pour les facteurs M construits à partir de groupes ergodiques de trans-
formations ^, les invariants S (M) et T (M) se calculent simplement en
fonction des invariants r (^) et p (^) de W. Krieger {voir 1.4 et 3.3).
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CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 135

Ce calcul prouve que les relations entre S, T et r^, p valables pour les
facteurs d'Araki-Woods ne sont pas valables en général.

La nature de S (M)nR*, sous-groupe fermé de R^, permet de subdiviser
le type III en types III),, A€[O , 1]. Le résultat principal sur la structure
des facteurs de type III est la possibilité de synthétiser tout facteur M
de type III),, ^ 7^ 1, par produit croisé à partir d'une algèbre de
von Neumann semi-finie N et d'un automorphisme 9 de N. Les critères
obtenus pour l'unicité du couple (N, 6) associé à M ramènent le problème
de classification des facteurs de type III),, X ̂  1, à un problème de classi-
fication d'automorphismes d'une algèbre de von Neumann de type II.
Pour À € ]0, 1[ on peut choisir pour N un facteur, et la classification des
facteurs de type II retentit ainsi sur celle des facteurs de type III.
Le cas À == 0 correspond à l'impossibilité de choisir pour N un facteur,
mais permet par exemple, d'obtenir M comme limite inductive, en un sens
très strict (cf. 5.3), d'une suite d'algèbres de von Neumann semi-finies.
Les résultats obtenus dans le cas III\, ^ ^zz 1, ne restent en général pas vrais
dans le cas IIIi. Par exemple, M. Takesaki et R. Herman ont montré
dans [18] l'existence d'un facteur de type III et d'un état normal fidèle
dont le centralisateur est réduit aux scalaires. A l'opposé le centrali-
sateur de tout état normal fidèle sur un facteur de type III , ^ ^zz 1,
contient une sous-algèbre de von Neumann abélienne maximale du facteur.
Ce qui précède montre ainsi l'existence de trois degrés principaux
(IIIo, I I ÏA pour Â€]O, I [ , et IIIi) dans le caractère «purement infini»
des facteurs de type III.

En application, nous avons pu résoudre certains problèmes de la théorie
des algèbres d'opérateurs. Les conclusions sont les suivantes :

1° II existe un facteur hyperfini, qui opère dans un espace séparable,
et qui n'est pas un produit tensoriel infini de facteurs de type 1 {cf. [33],
Pb. 4.4.10).

2° Pour X€]0,l /2[ , la propriété L), de Powers n'est pas équivalente
à la propriété L^ d'Araki (question posée dans [1]).

3° Tout facteur normal opérant dans un espace séparable est de type 1
(Pb. 10 de On rings of Operators de Murray et von Neumann).

4° La classification des facteurs non hyperfinis opérant dans un espace
séparable n'est pas standard (question posée dans [40]).

5° Pour tout facteur d'Araki-Woods M, l'ensemble des To ̂  0 tels
que exp (— 2 Tc /To)€p (M) est la partie positive d'un sous-groupe de R
(question posée dans [2], p. 124).
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136 À. CONNÈS

6° Le groupe cTautomorphismes modulaires of dépend continûment
(pour la topologie simple-forte) de l'état normal fidèle <p (1).

7° L'automorphisme modulaire d'indice t est unique modulo les auto-
morphismes intérieurs (6° et 7° répondent à une question de M. Takesaki
dans [38]).

Un des résultats de cet article [voir [12]) a été obtenu en collaboration
avec A. Van Daele. Dans [17], V. Ya. Golodets a étudié les propriétés
spectrales des opérateurs modulaires à l'aide de suites centrales. Nous
montrons ci-dessous que pour tout X € ]0, 1[ il existe un facteur de
type III, P), sur lequel toute suite centrale est équivalente à une suite
de scalaires mais tel que XçS (Py.). Il en résulte que les deux invariants S
et S' de [17] ne coïncident pas en général avec l'invariant S que nous
avons défini ci-dessus.

Les principaux résultats de ce texte ont été annoncés dans [7], [8], [9], [10]
et [11]. Araki, St^rmer et Takesaki ont obtenu récemment d'autres appli-
cations des invariants S et T (travaux à paraître).

Nous remercions J. Dixmier pour son aide au cours de l'élaboration
de ce travail.

Nous utilisons la terminologie courante de la théorie des algèbres d'opé-
rateurs, avec les précisions suivantes : les topologies faible et *-forte
sont définies par référence au prédual M^ de l'algèbre de von Neumann M
comme dans [33], p. 20. Sur le groupe des automorphismes de M les
topologies de la convergence simple forte et de la convergence simple faible
coïncident. Une partition de l'unité dans M est une famille (ea)aeA de
projecteurs non nuls deux à deux orthogonaux de somme 1. Une repré-
sentation normale fidèle îi d'une algèbre de von Neumann M est dite
standard s'il existe une involution isométrique J qui commute avec les
projections du centre de ri (M) et vérifie J TT (M) J = TI (M)'. Une algèbre
de von Neumann dans ^£ est dite standard quand la représentation identité
est standard. Nous écrirons automorphisme au lieu de ^-automorphisme;
de plus nous dirons qu'un automorphisme o- de M est intérieur s'il existe
un unitaire u de M tel que o- {x) = uxu^ pour xçM. Enfin, si (aa)aeA est
une famille d'éléments d'un espace topologique, indexée par un ensemble
filtrant A, nous écrirons « Oa -> a quand a — oo » au lieu de « a
selon A ».

a

(1) La réponse à cette question a été annoncée dans [9]. Par la suite, H. Araki en a
obtenu une démonstration plus simple, à paraître, nous n'avons donc pas jugé nécessaire
de publier la nôtre.
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3 . 6
3 . 6
3 . 6
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Analytique (élément), 1.1.
Apériodique (transformation), 5.4.
Centralisateur (d'un poids), 1.1.
Complet (groupe d'aut.), 1.5.
Conservative (transformation), 5.4.
De type produit infini (transformation), 5.5.
Diffuse (algèbre de von Neumann abé-

lienne), 5.1.
Espérance conditionnelle normale fidèle, 1.4

(pour la définition, voir [6], p. 85).
Extérieurement équivalentes (représenta-

tions), 2.2.
Facteurs d'Araki-Woods, 1.3.
Facteurs hyperfinis, 1.3 (cf. [33]).
Facteurs de Powers, 1.3.
Facteurs de Pukanszky, 3.6.
Facteurs de type IHy, 4 (intro.).
Fidèle (poids), 1.1.
Groupe fondamental (d'un facteur de

type II J, 4.4.
Modulaire (automorphisme), 1.1.
Modulaire (homomorphisme), 1.2.
Modulaire (opérateur), 1.1.

Modulaire (représentation), 3.2.
Normal (facteur), 1.6.
Normal (poids), 1.1.
Normalisateur (groupe), 1.4.
Orthogonal (d'un sous-groupe), 2.3.
Partition de l'unité, 1.5.
Poids, 1.1.
Presque librement (groupe agissant sur un

espace mesurable), 1.4.
Presque périodique (état normal fidèle), 3.7.
Produit tensoriel de poids, 1.1.
Produit tensoriel infini [de couples (M, 9)], 1.3.
Ratio set, 3.3.
Réduit (poids), 3.2.
Réduite (représentation), 2.1.
Représentation (d'un groupe sur une algèbre

de von Neumann), 2.1.
Semi-fini (poids), 1.1.
Spectre (d'une représentation), 2.1.
Standard (algèbre de von Neumann), 3.5.
Standard (représentation), 3.5.
Strictement semi-fini (poids), 3.1.
Trace généralisée, 4.3.
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I. — Invariant T

Le résultat principal obtenu ici est le théorème 1.2.1 qui montre que
modulo les automorphismes intérieurs de l'algèbre de von Neumann
M, l'automorphisme modulaire ^] d'indice t, est indépendant du poids
normal fidèle semi-fini 9 sur M.

Nous étudions ensuite l'homomorphisme correspondant o de R dans
le groupe Out M quotient du groupe des automorphismes de M par le
sous-groupe normal des automorphismes intérieurs.

Dans 1.1 nous rappelons les éléments de la théorie des poids sur les
algèbres de von Neumann et nous prouvons un lemme technique carac-
térisant le groupe d'automorphismes ^ à partir de y.

Dans 1.2 nous démontrons d'abord le résultat annoncé plus haut.
Puis, à partir d'un poids normal fidèle semi-fini arbitraire y sur M, nous
définissons une bijection ^ -> (D^p : Dy) entre poids normaux fidèles
semi-finis sur M et applications fortement continues de R dans le groupe
unitaire de M telles que u^+^ = u^ o-^ (uj pour ti et t^ dans R.

Quand ^ est c^-invariant pour tout ^€R, l'unique opérateur positif h
affilié à M, tel que h11 == (D^ : Dy)^ pour tout t€R, est la dérivée de
Radon-Nikodym [30] de ^ par rapport à y.

Dans 1.3 nous étudions le noyau T (M) de l'homomorphisme o défini
plus haut. Nous montrons que T (Mi (g) Ma) = T (Mi )nT (Ma) et nous
calculons T (M) pour les facteurs d'Araki-Woods. Nous donnons de plus
un exemple de famille continue de facteurs non hyperfinis deux à deux
non isomorphes.

Dans 1.4 nous relions, pour les facteurs construits à partir d'un groupe
ergodique de transformations bimesurables, l'invariant T à un invariant p
introduit par Krieger [23].

Dans 1.5 nous étendons à des produits croisés plus généraux les résul-
tats de 1.4. En particulier, utilisant 1.2.1, nous montrons l'unicité de
l'espérance conditionnelle normale fidèle d'une algèbre de von Neumann M
sur une sous-algèbre N qui contient son commutant relatif. En application
nous montrons que pour tout sous-groupe G de R il existe un facteur
de genre dénombrable M tel que T (M) == G.

Enfin dans 1.6 nous démontrons que tout facteur normal dans un
espace de Hilbert séparable est de type I.

1.1. PRÉLIMINAIRES. — Dans la suite, M désigne une algèbre de
von Neumann. Un poids y sur M est une application de M+ dans [0, oo]
telle que ç [x + y} == 9 {x) + 9 {y) pour x et y dans M+ et y (A x) = X y (x)
pour X > 0 et ^eM_ (cf. [5], p. 50).
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140 A. CONNES

Le sous-espace vectoriel complexe c?Tlç de M,

cmcp = { Xi — Xî + ixs — ix^ ^eM+, cp (xj) < oo j

est égal à 91; ̂  où 31̂  == { ^eM, y (^* ^) < oo } ([5], p. 50).

DÉFINITION 1.1.1. — On dit quun poids 9 sur M est :
(a) Normal, s'il existe une famille (oûa) de formes linéaires positives

normales sur M telles que, pour tout xçM+, y (x) = Sup c0a {x).
(b) Fidèle, si pour tout xçM+, x ̂  0 entraîne y (x) 7^ 0.
(c) Semi-fini, si 3\t^ [ou de manière équivalente 9t^) est faiblement

dense dans M.

Sur toute algèbre de von Neumann il existe un poids normal fidèle
semi-fini. Soient ïl une algèbre hilbertienne à gauche achevée ([36],
déf. 5.1), £ (M) l'algèbre de von Neumann engendrée par les opéra-
teurs i^ (^) pour ^eîl [pour ^ et ï] dans Ht, par définition, on a
^ll (^) (Y!) = ^l]- L'application de ^ (Il)+ dans [0, + oo], qui à x
associe + °° sl x n'est pas de la forme

^u (0*^1(0 et I I Ç [|^ si ^=7^(0*7^(0

est un poids semi-fini normal fidèle sur £ (11), canoniquement associé
à U ([37], p. 308).

Soit y un poids semi-fini normal fidèle sur M, nous noterons ïjy l'injection
canonique de l'espace préhilbertien 91^ muni du produit scalaire associé
à la forme sesquilinéaire y (y* x), î/€3ty, xçyc^, dans l'espace de Hilbert
complété 9€^ Pour tout x € M, on a x 3tç C 3ty et l'application ï)y (î/) -^ T]ç {xy)
de yjy (3Iy) dans y]y (^ç) se prolonge en un opérateur borné Tiy (n;) de 9€^.
L'application TCç est un isomorphisme de M sur une sous-algèbre de
von Neumann riy (M) de l'algèbre des opérateurs bornés sur 3i^

L'espace vectoriel ï]cp (3tçn^t^) muni du produit ï)y (x) ̂  {y) = Tjç {xy),
de l'involution Tjy (x) -^ ïjy (rc*) et du produit scalaire de 9€^ est une algèbre
hilbertienne à gauche achevée 'lt telle que £ ('11) = îiç (M) et que le poids
canoniquement associé à Hl sur £ (H), transporté sur M par l'iso-
morphisme T^, soit égal à 9 ([37], p. 308). La fermeture Sy de l'appli-
cation antilinéaire ï]ç {x) -> ïjy (rc*) admet une décomposition polaire
Sç == Jç A^2 == A^172 Jy dans laquelle Jcp désigne une involution isomé-
trique (Jy est antilinéaire et J? = 1) et A^p un opérateur positif autoadjoint
non singulier, appelé opérateur modulaire de y.

On a Jcp Tiy (M) Jç == (^ (M))'. Pour tout tçR, on a

^ 7T, (M) A^7 = TTy (M).
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CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 141

Le groupe fortement continu à un paramètre d'automorphismes de M
déterminé par l'égalité ^ (of (x)) = A^ IL? (x) A^7 pour tout xçM et
tout <eR est appelé groupe d'automorphismes modulaires associé à y.

La sous-algèbre de von Neumann Mç de M, My = [xçM., of (x) = x
pour tout ^ € R } est appelée centralisateur du poids normal fidèle semi-
fini 9. Soient ïli et ^2 des algèbres hilbertiennes à gauche achevées,
îli (^) Hll2 leur produit tensoriel algébrique. Il existe une algèbre hilber-
tienne à gauche achevée îli 0 Us équivalente à 111 0 îta ([36], p. 58).

Soient Mi et Ma des algèbres de von Neumann, 9^5 j = 1, 2, des poids
normaux fidèles semi-finis sur My, j = 1, 2, M/ les algèbres hilbertiennes
à gauche achevées associées et 11 = Mi 0 1t2. L'application TC^ (g) TI^ est
un isomorphisme de Mi (^) M 2 sur £ (M) et le poids ^ canoniquement
associé à M sur Mi (^) Ma par l'intermédiaire de cet isomorphisme vérifie
les conditions :

1.1.2 (a) : Xj^yn^^ pour j == 1, 2 entraîne Xi (^x^ç^it^ et

^ (:Kl (g) :C.2) == Cpi (a-i) Cp2 (^2).

1.1.2 (&) : On a ^^^(gX2 pour tout tçR.
Soit ^i un poids normal fidèle semi-fini sur Mi 0 Ms vérifiant les

conditions 1.1.2. Le poids ^i est ^ invariant pour tout (êR et il existe
une sous-algèbre involutive faiblement dense de «TTl^, invariante par ^
pour tçï{ sur laquelle ^ et ^i coïncident. Le lemme 5.9 de [30] montre
que ^i est égal à ^.

DÉFINITION 1.1.3. — Soient Mi et Ms cîê5 algèbres de von Neumann,
Oy, '̂ == 1, 2 6Îe5 poids normaux fidèles semi-finis sur M/. Uunique poids
normal fidèle semi-fini sur Mi 0 Ma vérifiant les conditions (a) et (b)
de 1.1.2 est appelé produit tensoriel de <pi par 93 et noté 91 (^) 92.

Soit 9 un poids semi-fini normal fidèle sur M. Le groupe d'automorphismes
modulaires t -> of est caractérisé par les conditions K. M. S. ([5], déf. 4.1,
p. 67).

Nous utiliserons également ces conditions sous la forme suivante :

LEMME 1.1.4. — Soient 9 un poids normal fidèle semi-fini sur V algèbre
de von Neumann M, z -> x (z) une application de C dans M.

Pour qu'il existe un élément analytique x de of tel que x (z) = o"? Çx)
([30], 3e paragraphe) pour tout z€C, il faut et il suffit que :

(a) Pour tout ^i > 0, il existe un ^2 > 0 tel que

| Im z \ ̂  Y! et aç. 3VLÎ => cp (x (z) ax (z)*) ̂  ys 9 (a)
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et
cp ((x (z)* ax (z))) ̂  ̂  9 (a).

(&) Pour tout açDTi^ les fonctions z -> 9 (x (z) a) et z -> y (a^ (z)) sont
définies pour tout zGC, et entières, avec f {x [z -}- i) a) == <f {ax (z)) pour
tout zçC.

Démonstration. — Soit Cl === { &eM, & analytique pour of avec
cr^ (&) € y^-Q 0 3Ï^ÇV z € G }. Alors et est une sous-algèbre involutive faiblement
dense dans M, pour tout b € <9L, ïjy (b) est dans le domaine de tous les A^ z € G,
et ï)^ (CX) est une algèbre hilbertienne modulaire équivalente à Ïl (c/*. [30],
2e paragraphe).

Montrons la nécessité des conditions (a) et (6) de 1.1.4. Soit x un élément
de M, analytique pour o-^ tel que x (z) = o-9 (^x) pour tout z€C.

Le lemme 3.5 de [30] montre que la condition (fc) est vérifiée.
Pour tout b € <^ les fonctions

z — A^ 7:3 (a:*) Yîç (6*) et z — TT, (x (z)*) A^ Yîç (6*)

sont analytiques {cf. [30], prop. 3.3), et sont égales pour tout z€ îR. Elles
sont donc égales et on a

A^/2 TTç (^*) Y^ (6*) - TTç (0; (1/2))* A^ •̂  (6*).

On a alors

II rî, (^) II = II J, Ay-2 rî, (̂  6*) II = II A,/2 TT, (x^) ̂  (6*) II
^ II TT, (rc (i/2)*) 1 . Il A1/2 ̂  (6*) | ] = [ | a- (i/2) II. Il ̂  (b) II.

On a montré que pour zçC et pour &e5l^ on a

||^(^(z))| ^||rc(z+(i72))||.||^W[|

donc que js ̂  x (z) vérifie la condition (a).

Supposons vérifiées les conditions (a) et (&) de 1.1.4. Pour tout a€31^
on a

\\^(ax(z))\\^^\\-n(a)[\,
ri (ax (z)*) | ̂  y!/2 I l y? (a) [ | dès que [ Im z \ ̂  yi.(1.1.5)

En particulier, pour tout z € G on a

^ a; (2) c <9iç, ^ .K (z)* c yc^
et

.r (2) ̂ ll, c or^-, ^Uç a; (z) c Jltç.
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Soient a et & dans Cl, F la fonction de deux variables complexes

F (z,, z,) == 9 {x (z,) < (6* a)).

On a ^ (fc* a) = ̂  (&*) ̂  (a) € 00 C <51lç. La fonction z, -^ F (zi, z,)
est une fonction entière de Zi, par hypothèse, telle que

F (zi + î, ^2) = ? (ŒÎ, (6* a) x (zQ).

Pour tous jSi et z^ on a

F (z,, z.) = < TÎ « (a)), •n (^ (6*)* a: (z,)*) >,

donc la fonction Za —^ F (zi, ^2) est une fonction entière, car il existe un
opérateur borné A de ̂  tel que pour tout î/e3ly on ait

YÎ (yx (z,)*) == A YÎ (y).

Le théorème 2.2.8 de [19] montre donc que F est une fonction analy-
tique des deux variables complexes Zi et z^.

Soit Zi € C ; le lemme 3.4 de [30] montre qu'il existe une fonction entière f
telle que

f(t) == (p (^ (x (zQ) 6* a}, f(t + i) = cp (6* a Œ? (.r (zQ)) pour tout feR.

On a donc
f(t) = cp (x (z,) ̂  (6* a)) = F (^, - 0,

f(t + 0 = cp (^ (6* a) ^ (zQ) = F (z, + i, - 0.

Ce qui montre que F (zi, ^2) == F (zi + i, ^2 + i) pour ^i et z^ dans G.
Pour zec, soit G (z) == F (js, z) ; c'est une fonction entière telle que

G (z + i) = G (z) pour zçc. Soient yi = 1 et 72 comme dans (a); on a
pour z€C, ïmz ^ 1 :

| G(z) | = [ F(z, z) == [ < A^ TÎ (a), rî (ŒÎ (6*)* x(z^) > [

^ ̂ /2 [| ̂  ̂  (a) II II •n (.! (6*)*) II = ̂  II Aî? y, (a) ||. || AF172 •n (6*) ||.

La fonction G est donc bornée sur la bande des z € C tels que
0 ̂  Im z ̂  1 $ comme G (z + i) = G (z) pour tout z € C elle est donc bornée
sur G et constante.

On a donc pour ^€R, ? (cr^ (x (t)) fc* a) = ç (rz; (0) fc* a). La densité
de T] (0) dans ^p montre donc que x (t) == of (x (0)) pour tout ^6R.

Il reste à montrer que l'application z —^ x (z) est analytique. Soient a
et b dans 0, z€C, ̂  (z) - < T., (x (0)) A^ Y) (a), A^ ïj (b) >, et /2 (^) tel que
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/a {z) = < T) (a* ^ (^)*), Jy A^172 Y] (fc) >. Ce sont des fonctions entières de z
et pour js == (€R on a

/•, (0 = < A^ 7rç (x (0)) Ar' ^ (a), 'n (b) >

= < TT, (^ (x (0))) ïî (a), TÎ (&)>=< r, (rr (0 û), y. (b) >
= < J, A1/2 TÎ (a* ^ (/)*), r, (b) > = « y? (a* .r (/)*), Jç A^ ^ (6) »-.

Donc /i == /s et en particulier pour z == i/2 :

< TT, (o; (0)) A,/2 TÎ (a), A^2 YÎ (6) > = < J, A,1 /2 rî (6), 7i (a* rc (i/2)*) >,

c'est-à-dire

< Tic (x (0)) Jç YÎ (a*), A,r1/2 YÎ (6) > = < Jç ^ (a* ^ (f/2)*), A^/2 YÎ (6) >.

On a donc montré que Jy Tic (a; (0)) Jç est l'élément de Tic (M)' qui, à r\ (a)
pour a€Cl, associe ïj (a^ (i/2)*). En remplaçant l'application z -^ ^ (z)
par z —^ ^ (z 4- ^o) où Z o € C on a montré que Jç ^ç (a^ (^o)) Jç est l'élément
de TCç (M)' qui, à ï] (a), a€^tcp, associe ï) (aa; (^o + ( 1 / ! ^ ) ) ^ ) ' Il résulte donc
des inégalités (1.1.5) que || r^ (x (z)) || est borné sur tout compact de G.
L'hypothèse (6) montre que l'application z -> x (z) de G dans M est
analytique.

1.2. L'HOMOMORPHISME S DE R DANS Out M POUR LES ALGÈBRES DE

VON NEUMANN.

THÉORÈME 1 .2 .1 . — Soient M une algèbre de von Neumann, o et ^ deux
poids normaux fidèles semi-finis sur M.

Il existe une application fortement continue t —^ Ui de R dans le groupe
unitaire de M telle que o-y Çx) == Ui of (x) u* pour tout ^€R et tout xçM.

Démonstration. — Soit (e^) , \ /= i ,2 un système d'unités matricielles dans un
facteur de type L, noté F^. Le théorème 1 résulte du lemme plus précis :

LEMME 1.2.2. — Soit P = M0 Fs. L'application 9 de P+ rfan^ [0, oo]
telle que

6 ( ̂ ^7 0 ^7) = ? (^11) + ^ (^•22) pour ^Xij 0 e,/ ̂  0

est un poids semi-fini normal fidèle sur P.

(a) Pour tout xçM on a

cr° (x (g) en) = Œ? (rr) (g) Cn, cr? (a; 0 e,,) = ̂  (x) 0 e^.
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(b) Pour tout (€R il existe un unitaire unique Ui de M tel que

^ (1 (g) 621) == u,(g) 621.

(c) Pour ^out (GR on a ^ (x) == Ui of (x) u[ pour xçM. Pour t^ ^€R
on a

U^-^ = lZ/;0^(l^).

Démonstration. — Comme ^Xij 0 ̂  ̂  0 entraîne Xn ̂  0 et ^22 ̂  0,

ô a un sens. Comme y et ^ sont des poids fidèles et Xn = 0, x^ == 0 entraîne

^^/ 0 ^y = 0 si ^^y 0 eij ̂  0, 6 est un poids fidèle.

Soit (c0a) [resp. (co^)] une famille de formes linéaires positives normales

sur M avec y = sup (Oa, ^ = sup OD^; on a pour tout V,^ 0 e^ ̂  0 :

0 (y^-/ (g) ^7) = SUp (ûûa (.Tii) + "^ (^22)),
V'™^ / a.p

donc 6 est un poids normal sur P.

Pour x =^,^ij 0 eij on a

6 (rc* rr) = 9 (rr*, x^ + ^21 ^21) + ^ (^22 ^22 + ^2 ^O

donc dès que n;^e3tç, pour j = 1 et ^/€3Ï^, pour 7 == 2, on a

Y Xi/ (g) e^e^o.

Donc 0 est semi-fini.

Soit x ==^Xij (g) eijçyc^ on a ^7 (g) e/,/e3lo pour i = 1, 2, 7 = 1, 2,

A- = 1, 2 car (^7 0 <%/)* (.r^- 0 ^/.y) = (^*/ ^^) (g) ^y. Ainsi :

(1 (g) en) 3;* X == (Xn 0 en)* (x,, (g) en) + (^21 (g) Cn)* (^21 (g) en)

+ (^11 ® ^11) * (^J2 (g) 612) + (^21 (g) €11)* (.1-22 (g) 612)

est dans 3Uo = <9̂ o* ^o.
Soit fij = 1 0 eij on a donc /'n 31loC."iïlo et JIZo/'^C^Ilo. De plus

pour XÇ^IQ on vérifie que

6 (/•n a;* rr) = cp (:r*i a;n + ̂  ̂ i) = 6 (rc* xf,^

Le théorème 3.6 de [30] montre donc que cr° (f^)=f^ pour tout ^€R.
Démontrons le (a) du lemme. Pour a;€M on a

(7° (̂  (g) en) /n = (76 ((̂  0 On) (1 (g) Cn)) = /-n ̂  (a; 0 Cn) == Œ0 (̂  0 en).
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Ainsi il existe un unique élément "p (x) de M tel que

(T? (x (g) en) = y, (a;) (g) ^n.

Alors Y( est un groupe, fortement continu, à un paramètre, d'auto-
morphismes de M. Par exemple l'égalité

o-0 (xy (g) eu) = Œ6 (a: (g) eu) cr? (y 0 eu)

pour tout couple (x, y) d'éléments de M montre la multiplicativité des Y(.
Pour tout xGM+ on a

? (ï< ^)) = Q (^ (^ ® ̂ )) = 0 (^ (g) en) = ? (x).

Pour tout couple (a, b) d'éléments de ^t^H^t^, on a

? (ï/ (a) ^ - Q (̂  (û (g) en) 6 (g) ̂ ),
9 (^ (a)) = 0 ((6 0 eu) Œ? (a 0 e^))

et comme a (^) en et b (^) en sont dans ^ÏeH^Î, il existe une fonction F
continue bornée dans la bande des jz€C, 0 ̂  Im z ^_ 1, holomorphe
dans la bande ouverte, telle que

F (0 = ? (ï< (û) b) et F (^ + 0 == ? (6 ï. (a)) pour f e R,

la proposition 4.8 de [5] montre que y< = of pour tout t€R.
L'assertion (fc) du lemme résulte des égalités 0'° (/'si) /22 == 0 et

Ai ^0 (/"O = 0, o-? (/•,0 ̂  (AO* == /•.. ^ (/.)* ̂  (/-.) = /-n pour /eR.

Pour ^€M on a f^i {x (^) en) fiï = x (^) e^^ donc pour ^ÇR,

(Ut 0 e,0 (7° (.r (g) eu) (u* (g) 612) == cr? (.r (g) e.̂ ),

ce qui démontre la première égalité de (c).
On a enfin, pour ti et t^ dans R :

"/!+/. (g) ̂ i = o-^ (1 0 Csi) == o-^ (u/, 0 eai)

= <4 (1 0 e2i) ^9 (u^ 0 en) = (u^ 0 Ça,) (cr^ (u^) 0 en).

Notation. — L'application fortement continue u de R dans le groupe
unitaire de M, déterminée par le lemme 1.2.2 (fc) sera notée (D^p : D<p).
Cette notation est justifiée par le lemme suivant :

LEMME 1.2.3. — Soient M une algèbre de von Neumann, y, Ci, y 2, 9a
6?65 poids semi-finis normaux fidèles sur M; on a :
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(a) (Dy, : Dy.) = (Dy, : Dy,)-1, (Dca : Dy,) = (Dy:3 : D^) (Dy. : Do,) au
sens du produit ponctuel des applications de R dans le groupe unitaire
de M.

(&) Si 92 ^ of1 invariant pour tout (€R, (Dca : Dyi) e^ l'application
t -> h11 où h est l'unique opérateur positif autoadjoint affilié à l'algèbre de
von Neumann M^ tel que y 2 = yi (A.) au 5ens de [30] (4.2).

(c) Soient u un unitaire de M, 9,, le poids tel que ^a [x) = y (uxu^) pour
rc€M+. On a alors af (u) = u (Dy,/ : Dy)^ pour ^01^ (€R.

Démonstration. — Montrons (a). La première assertion résulte de l'éga-
lité e*^ = ^12 dans 1.2.2. Pour la deuxième, notons F.^ le facteur de type la
et eij un système d'unités matricielles dans F.^. Soit ^ le poids construit
sur M (^) F.3 en posant

^ (x) = cpi (^n) + ̂  (x,,) + ?3 (a-.:'.).
On a

^ (1 0 ̂ /) == (D?. : Dcp;), (g) e,7

et l'égalité ^31 == ^32 ^21 permet de conclure.
Montrons (6). Sur P = M (g) F2, le poids f^ défini par

^ (^^7 ® ^7) = ?1 (- l̂) + ?-2 (̂ -2)

est of' invariant où

?4 (^^7 ® ^•7) = ?1 (^ll) + ?1 (^2).

On a ^ = ?4 (A- . ) où A- = 1 0 en + ^ 0 ^22 est positif autoadjoint et
o^ invariant. On a donc

^ (1 (g) 621) = A^ cr?- (1 (g) e.^) Â:-̂  = (^ (g) e,,) (1 0 e^i) (1 0 eu) = A^ (g) ^i.

Montrons (c). Soient P == M 0 F2, Tr la trace usuelle sur F2, 9 le poids
sur P tel que

9 ( ̂  ̂ 7 ® ̂ /) = ? (^11) + ?^ (^22) pour ^Xij 0 ^y e P+.

On a

6 (^) = (cp 0 Tr) (im;*) pour tout xçP+, où y = 1 0 eu + u 0 622.

On a donc, pour tout ^€R,

^ (1 0 ̂ ) = y* [(^ 0 1) (U (1 0 621) y*)] y = (U* ̂  (U)) 0 6,,.
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THÉORÈME 1.2.4. — Soient y un poids semi-fini normal fidèle sur M et u :
t -> Uf une application fortement continue de R dans le groupe unitaire de M
telle que u^^ == u^ o-]P (u^) pour ti et t^ dans R. Il existe un poids semi-fini
normal fidèle ^ sur M et un seul, tel que (D^ : Dy) = u.

Démonstration. — II existe un poids normal fidèle semi-fini oo, sur le
facteur F, == £ (L2 (R)), tel que ^ (x) == U,^ U* où U, est l'opérateur
de translation de t dans L2 (R), pour tout (€R et tout xç¥^ (dém. de
prop. 5.11 de [30]).

Posons oo == y 0 co. C'est un poids normal fidèle semi-fini sur P == M (g) F^
et on a cr? = a] (g) a-" pour t € R.

LEMME 1.2.5. — Soit t-> Ut une application fortement continue de R
dans le groupe unitaire de M telle que u^^ = u^ 0'̂  (u^) pour ti, ^€R.

Il existe un unitaire u de M 0 F^ ^ que pour tout tçB. :

Ut (g) 1 - v of (y*).

Démonstration. — L'application qui à ^ (g) /*, pour $€^ç et /*eL2 (R),
associe l'élément t -^ f {t) ^, de L2 (R, ^p), se prolonge en un isomorphisme 1
de ^ (g) L2 (R) sur L2 (R, ^ç).

Soit W l'opérateur unitaire de L2 (R, ^€y) qui à ^€L 2 (R, c^p) associe
la fonction ( -> Tiy (u^) ^. Pour î/€ (Tiep (M))' on a

1 (y (g) 1) I-1 W = WI (y (g) 1) I-1.

On a donc I~1 WIeîtç (M) (g) F^ et il existe un unitaire u de M (g) F^
tel que (n, (g) 1) ^ = I-1 WI.

Comme A^° TI^ (^) A^^0 = riç ((T^ (a;)) pour tout r^eM et tout (o€R,
l'égalité à démontrer est

(A^° (g) U,,) (7:, (g) 1) (l;) (A^0 (g) U-,,) = (TT, (Uî) (g) 1) (TT, (g) 1) (U).

Il suffit donc de vérifier que pour /*eL2 (R) et ^€^p les images de
^ (g) /' par les opérateurs WI (A^70 (g) U_J et 1 (A^710 T^ (u*J 0 U_J
I-1 '\yi coïncident.

La valeur en t de l'image de ^ (g) /*par le premier est TL? (u<) A ^'70 /* (t + ^o) ^,
et la valeur en t de l'image de ^ (g) /* par le second est

A,^^(^)7r , (u^^/ ' ( f+^)Ç.

L'égalité à démontrer résulte donc de

^ 7T, (U,) A^70 = 7T, (IZ,*) TT, (U^J
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pour ^€R, ^ o € R qui se déduit de ̂  (ui) = u^ u^^ égalité valable pour t
et to dans R par hypothèse.

LEMME 1.2.6. — Soient t -> Ut et v comme dans le lemme 1.2.5.

(a) Le poids <Ï> défini sur M (g) F^ par 0 (x) = co (v^xu), x^O est semi-
fini normal fidèle avec ̂  {x 0 y} = (u, ̂  (x) u*) (g) a" (y) pour tout xçM,
tout î /€ F^ et tout ^€R.

(&) Pour a o € F ^ , a o > 0 , co (ao) < oo le poids ^ défini sur M par
^ Çx) = $ (x (g) ao), rc > 0 e5( semi-fini normal fidèle.

Démonstration. — Montrons (a). Par construction ^ est semi-fini normal
fidèle avec a-f ( . ) = u af (y*, y) y*. Comme v o^ (y*) == u/ 0 1 on a

^? (^ 0 y) = ("< ^? (^ "?) ® ̂  (y) pour a- e M, y e F,.

Montrons (fc) . Soit /'eL1 (R) telle que f soit à support compact et soit

b = j f (t) Utdt. Montrons que si xçM+, y {x) <oo, on a ^ (bxb*) < oo
Observons que

^ (bxb*) = ^ ((6 (g) 1) (x (g) ûo) (b* (g) 1)) = co (^ (6 0 1) (rr 0 ûo) (6* ® 1) y).

Comme x(^)ao € <51to) il suffit en utilisant la proposition 3.3 (ii) de [30]
de montrer que y* (b (g) 1) est un élément analytique pour of. On a

y* (b ® 1) = y* f/^) (u, 0 1) ̂  == y* f /•(Q y^" (y*)^ == f f(t) ̂  (u*) dt
^B "R ^R

d'où la conclusion.
Par construction ^ est normal fidèle. De plus pour jfeL1 (R), telle que J

soit à support compact, et b == f f (t) Ui dt, on a 9Ï-,, &* C 3U. Comme 1

est faiblement adhérent à l'ensemble des b de la forme ci-dessus on en déduit
que 9t^ est faiblement dense dans M donc que ^ est semi-fini sur M.

LEMME 1.2.7. — Soient M et N des algèbres de von Neumann, <t> un
poids semi-fini normal fidèle sur M 0 N tel que ^ (M 0 1) = M 0 1
pour tout ^€R, ao € N+ tel que le poids ^ sur M, défini par ^ (x) == <& (x (g) Oo)
pour xçM+, soit semi-fini normal fidèle.

On a alors ^ (x) 0 1 = crf (x 0 1) pour tout xçM et tout <€R.

Démonstration. — L'ensemble JVio des xçM tels que ^01 soit
analytique pour of\ est faiblement dense dans M car pour tout /'€L1 (R)
et tout î/eM on a

ff(t)^(U®^dtçM(S)l.
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Pour xç3Tio l'application z -> x {z) de G dans M telle que
x (z) (g) 1 == ̂  {x 0 1) pour z€C, vérifie les conditions (a) et (&) de 1.1.4
relativement à ^. On a en effet, pour a ̂  0 tel que ^ (a) < oo, les conditions
a 0 ao ̂  0, 3> (a 0 ao) < oo et les égalités

^ (.r (z) ax (z)*) = €» (^ (z) ̂  (z)* 0 ûo) == ^ (^î (.r 0 1) (a 0 a,) (^ (x 0 1))*),
^ (a: (z)* ax (z)) = 0» ((^î (rc 0 1))* (a (g) ûo) ^î (.r 0 1)),

^ (rc (z) a) = ̂  ((x (z) a) 0 ao) = <ï» (Œ? (.r 0 1) (a 0 ûo)),
^ (arc (z)) = <Ï> ((a 0 ao) ^î (rr 0 1)),

^ (a) == <I> (a 0 ûo).

On a donc x (z) = ̂ î (x (0)) = o-j" (rr), pour zçC. Pour tout (€R l'éga-
lité 07^ (n;) 0 1 = cr^ (^ 0 1) valable pour xçJYio reste vraie pour xçM.

Fin de la démonstration de 1.2.4. — Les trois lemmes précédents montrent
qu'il existe un poids normal fidèle semi-fini ^ sur M tel que

^ (X) = Uf Œf (X) U*

pour tout f € R et tout xçM. Soit Vi = (D^p : Dç»^ pour (€R. On a

Ut 7] (x) uî = Ut of (a;) u* pour tout a; € M,

donc y* u^ est dans le centre de M et égal à ai = i^y*. L'égalité, pour t et ('
dans R, Ut of (u^) u*+^ === y^ o"^ (y^) y*+^ et le fait que le centre est laissé
invariant par les of, montrent que a^i^ = Ot a^ pour t et (' dansR.

Il existe donc un opérateur positif h affilié au centre de M tel que ai = /i^;
on a

(D^ (A.) : D^)t == dt donc (D^ (A.) : Dcp) == ai Ui == u^.

Soit £ l'homomorphisme canonique du groupe Aut M des automorphismes
de M sur le groupe Out M, quotient de Aut M par le sous-groupe normal
des automorphismes intérieurs.

THÉORÈME 1.2.8. — Soient M une algèbre de von Neumann, <p un poids
normal fidèle semi-fini sur M.

(a) L^homomorphisme § : t ->• S^ = £ (a'9) de R dans Out M ne dépend
pas de y.

(&) Pour tout (€R on a S^e Centre (Out M).
(c) Supposons que M soit un facteur à prédual séparable. Pour qu^un

groupe fortement continu à un paramètre d9 automorphismes, t -> a^, de M
soit le groupe £automorphismes modulaires Sun poids normal fidèle semi-
fini sur M il faut et il suffit que £ (a^) == S^ pour tout (€R.
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DÉFINITION 1.2.9. — Soit M une algèbre de von Neumann, on appelle
homomorphisme modulaire associé à M Vhomomorphisme S de R dans Out M
défini par 1.2.8 (a).

Démonstration de 1.2.8. — L'assertion (a) est un corollaire immédiat
du théorème 1.2.1. L'assertion (fc) résulte de :

LEMME 1.2.10. — Soient 6 € Aut M, et ^ = y o Q où M et y sont comme
dans 1.2.8. On a ^ = 9-1 o ̂  o 9.

Il résulte facilement de l'unicité du groupe [d'automorphismes modu-
laires [cf. [18], lemme 1).

Démontrons (c). Soit 9 un état normal fidèle sur M, et pour < € R soit F(
l'ensemble des unitaires u de M tels que a^ (x) = u a] (x) u* pour tout
xçM. Par hypothèse F[ est non vide pour tout ^€R. Il existe donc une
application t -> Ut borélienne de R dans le groupe unitaire de M muni
de la topologie forte telle que i^eF^ pour tout (€R ([2l], p. 47).

Pour ( et t' dans R et xçM on a

Ut of (lli,) (7?^ (X) ̂  (llî) UÎ = Œt+t' (X) = Ut^-v ^v (X) U? .̂

On a donc
Ut cr? (Ut) uî+t, e Centre M.

Il existe donc une application borélienne y de R2 dans le tore unidimen-
sionnel Ti, telle que u, cr? (u,,) u*^ = y ((, (') IM pour t et (' dans R.

Pour r, s et t dans R, on a

(̂  (U, cr? (Uf) U^i) = U, cr'f (Uf) U*^,

donc

(Ur ̂  (U,) U^,) (U^, (7^, (U,) «*+,+,) = (U, ̂  (Ut) U?+,) (U^ ̂  (U,+/) U;^,+/).

On a donc y (^, ^) y (r + ,?, ^)-1 y (r, 5 + () y (r, 5)-l == 1 pour r, s et t
dans R et ([20], p. 197) il existe une application borélienne f de R dans Ti
telle que

ï(^)=/^ +t,)(f(t,)f(t,)} ^

Soit Vt = f{t) Ut pour (€R. On a v^t' = Vt ̂  (^) pour ( et (' dans R,
l'application t -> Vt est borélienne, et la démonstration du lemme 1.2.5
s'appliquant sans changement, on voit que l'application ( -> Vi est forte-
ment continue Le théorème 1.2.4 assure alors l'existence d'un poids
normal fidèle semi-fini ^ sur M tel que o-^ = a^ pour tout (€R.
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1.3. INVARIANT T POUR LES ALGÈBRES DE VON NEUMANN.

DÉFINITION 1.3.1. — Soit M une algèbre de von Neumann. On pose

T ( M ) = i T o € R , ^ = l } .

Par construction T (M) est un sous-groupe additif de R et un invariant
algébrique de M.

THÉORÈME 1.3.2. — Soit M une algèbre de von Neumann et soit To€R.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) T o € T ( M ) .
(fc) Pour tout poids y, normal fidèle semi-fini sur M Vautomorphisme ̂

est intérieur.
(c) Pour tout poids y normal fidèle semi-fini sur M il existe un unitaire u

du centre de Mç tel que cr^ Çx) = uxu^ pour tout xçM.

(d) Pour tout poids y normal fidèle semi-fini sur M il existe un poids
normal fidèle semi-fini ^ de la forme ^ == y(^.) où h est positif autoadjoint
affilié au centre de Mç, tel que o-^ = 1.

(e) II existe un poids y normal fidèle semi-fini sur M tel que o^ soit un
automorphisme intérieur.

Démonstration. — Les implications (d) ==> {e) ==> (a) =^ (&) sont immédiates.
(fe) => [c) : Soit u€M tel que o^ (x) = uxu^ pour tout x^M. On a

y (uî/u*) = y (y) pour tout î /€M+, car y est o^-invariant. On a donc

sn^ u = 9t^ £ft^ u* = ffi^ d'où u 3\t^ == Jllç et 3n^ u = 3U^

et pour x € «TH^, x == yu* avec y € ^ÎÏ-ç il vient

9 (urr) = q? (uyu*) = 9 (y) = cp (.ru).

Le théorème 3.6 de [30] montre donc que cr9 (u) = u pour tout t€R.
Comme ^ == 1, pour tout ^€Mç, on a ua;u* = x, donc u€ Centre Mç.

(c) ==> (dî) : Soit u € Centre Mç tel que (7^ (. ) = u. u*, et soit h un opérateur
positif autoadjoint affilié au centre de Mcp tel que h~lTO = u. Le poids
normal fidèle semi-fini ^ == y (A.) vérifie

o-^ (.r) = A^0 o-̂  (x) h~i'!(> = a; pour tout xçM, donc o-^ = 1.

REMARQUE 1.3.3. — Si l'algèbre de von Neumann M et de genre dénom-
brable, soit y une forme linéaire positive normale fidèle sur M et soit To € T(M).
Uélément h de Mç tel que A"'10 xh1^ == ̂  {x) pour xGM peut être choisi
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positif borné et inversible; dans ce cas ^ == y (À. ) est une forme linéaire
positive normale fidèle sur M avec ̂  == 1, donc :

T (M) = {To€R, il existe un état normal fidèle 9 sur M tel que o-^ == 1 }.

THÉORÈME 1.3.4. — Soient M, Mi, Ma des algèbres de von Neumann :
(a) Si M est semi-finie on a T (M) = R.
(fc) 5i M a un prédual séparable et si T (M) = R, M est semi-finie.
(c) On a T (Mi (g) Ma) = T (Mi) nT (Ma).

Démonstration. — (a) est immédiat car crj == 1, pour tout ^ € R et toute
trace normale fidèle T semi-finie sur M.

(fc) résulte du théorème 0.1 de [21] qui assure alors l'existence, pour
un poids normal fidèle semi-fini arbitraire 9 sur M, d'un groupe à un
paramètre fortement continu d'opérateurs unitaires Ut de M tels que

of (x) = UtXuî pour f eR et xçM.

On applique alors le théorème 14.1 de [36].
(c) Soient Ci et 92 des poids normaux fidèles semi-finis sur Mi, et Ma

respectivement. Le théorème 1.3.2 montre que T (Mi 0 Ma) est l'ensemble
des To€R tels que cr^10^2 soit un automorphisme intérieur de Mi (g) Ma.
L'égalité cTp1 (g) o-^2 = a^1072 et le corollaire 1.14 de [22] montrent que
ToGT (Mi (g) Ma) si et seulement si chacun des automorphismes o"^ et o-^
est intérieur, d'où la conclusion.

REMARQUE 1.3.5 :
(a) Soient Mi et Ma des algèbres de von Neumann, on a

T(M, x M,) = T(M,)nT (M.Q.

(b) Soient M une algèbre de von Neumann, e un projecteur de M de support
central égal à 1, alors T (Me) = T (M).

(c) Soit M une algèbre de von Neumann opérant dans Vespace de Hilbert 9€\
on a T (M') = T (M) où M' désigne le commutant de M.

COROLLAIRE 1.3.6. — Soit M une algèbre de von Neumann, non semi-
finie, et à prédual séparable; alors le centre du groupe Out M est non trivial.

Résulte de 1.3.4 (&) et 1.2.8 (&).
Nous utiliserons les notations de [35] pour les produits tensoriels infinis.

THÉORÈME 1.3.7 :
(a) Soient To 7^ 0, et M = 0 (Mv, <pv) un produit tensoriel infini de

facteurs selon les états normaux fidèles Çv. On a ToGT (M) si et seulement
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si To€ HT (Mv) et 51, Uv désignant un unitaire de Mv tel que o-^ (rc) = Uy a;u*

pour <ou( a;eMv, on a Y| 1 — yv (uv) [ <oo.
v==l

(&) Soient To 7^ 0, M = (g) (Mv, <pv) un produit tensoriel infini de facteurs

Mv 5e?oM ^5 é^a^ normaux fidèles yv. On a To€T (M) si et seulement s^il
existe une suite ^pv £ états normaux fidèles sur Mv telle que cr^ = 1 pour tout v

et que P = (g) (Mv, ^pv) ^oi^ isomorphe à M.

LEMME 1.3.8, — Pour chaque entier n, soient Mn un facteur opérant
dans un espace de Hilbert ̂ , ̂ n un automorphisme de Mn, ̂ € ^€^, [| ̂  [| = 1,
et Vn un unitaire de 3€n tel que Vn E/i = ̂ ? et Vn x U^ == ^n {x) pour tout
XÇMn.

(a) I I existe un automorphisme unique a" de (^) (Mn ^n) tel que pour tous

a;i€Mi, . . . ,^eM^, on ait

0- (X^ (g). . . (g) Xn (g) 1 (g). . . ) = O-i (.Ti) (g). . . 0 0-n (Xn) (g) 1 0 . . . .

ao

(6) Pour çue o' 501^ un automorphisme intérieur de (̂ ) (M^, ^) iî /au(
i

et il suffit qu^il existe une suite [un), Un unitaire de Mn tel que ^n {x) = Un x u^

pour tout xçMn, avec ^.(1 — | <^ Un ̂ , î,n ') |) < oo.
i

Démonstration. — Soient 9€ = (g) (<^, E^), M = (g) (M^, ^); U = (g) U^i i i
a un sens car par hypothèse Vn. ̂ n = ̂ . Pourrc/€Myet O y e ^ y , y e { 1, ..., M }
on a

U(:ri(g). . .(g)^(g)l 0 . . . ) (ai0. . . (g)a^0^i(g) . . . )
= Ui Xi ai (g). . . 0 U/z ̂  dn 0 ̂ +i 0...
:= (<7i (^i) 0. . .(g) ̂  (.r^) (g) 1 0. . .) U (ai (g).. .(g) ̂  0 ̂ i 0. ..).

On a donc UMU* == M et l'automorphisme o-, où ^ (x) == V x U* pour
tout x^M, vérifie la condition (a).

La condition de (&) est suffisante car en prenant Un tel que <^ Un ^/z, ̂ )>^ 0,
00

u = (^) Un a un sens {cf. [4]) et l'égalité o" (rc) === u^u* pour tout xçM

se vérifie comme ci-dessus pour U.
Inversement, supposons qu'il existe un unitaire u € M tel que Œ (x) = uxu*

pour tout xçM. Soit M"" = (g) (MA, ^/r) ; on a M = ((g) M^ (g) M^1 pour tout/ / ^+ i \ i /

( m \
entier m et cr = (g) a-,, ) 0 o^, où S^ est l'automorphisme de M"1 obtenu

en appliquant le (a) du lemme 1.3.8 à la suite des Mm+k, ^m+A, U^+A.
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Comme o- est intérieur, chacun des ^n est intérieur ([22], 1.14) et cL est
intérieur.

Soient u/,-, unitaire de MA, tel que cr/, (x) == ui, xu[ pour tout x € M/,
et Um, unitaire de M^ tel que â/n (x) = UmXV*^ pour tout ^eM^.

Comme M est un facteur il existe pour tout m un nombre complexe de
module 1, \m tel que u = Ui (g). . .(g) u^ (g) X^ ̂ .

Soient ^m = 0 ^m+A, et ^/, € M/, pour 1 ̂  k ̂  m. On a

< u ̂ °, (a-i (g).. .(g) ̂  (g) 1 ®...) £° > = < Ui Ci, .ri Ci >.. .< u^ ̂ , ̂ ^> ̂ < v^\ ̂  >.

Il existe un entier p et des a/c^M/,, pour 1 ̂  A* ̂  p, tels que pour
a = ai (g). . .(g) a^ 0 1 0. . ., on ait < u ^°, a ^ ° > ^ 0 $ soient m > p ,
Xh = OA pour 1 ̂  /c ̂  p et x/,• = 1 pour p < k ̂  m\ l'égalité ci-dessus
montre que

| \ ^/?+1 C:,/?+lï -;/?+! /• • •\ ^•/n (-,m9 ^m / \ —^ ^»

où C = | < u ^°, a y > . | < Ui ^i, ai ^ > |-1. . . [ < Up ̂ , a? ïp > -1 est un
nombre positif non nul indépendant de m.

On a prouvé la convergence du produit des | <( Un ^n, ̂ n )> pour n > p, donc
00

de la série ^ (1 — < ̂  ̂ , Ïn > |).
i

Démonstration de 1.3.7 (a). — On suppose que M^ opère dans un espace
de Hilbert 3€^, que ^v€^v est un vecteur totalisateur et séparateur
pour Mv tel que < ^ ^, ^v > == 9v (rc) pour tout a;€Mv.

Soient ^ = (g) ^. On a ^€ ̂  = (g) (^€,, ^), et y (a;) = < x ̂  ^ > pour tout

rre(g) (M,, ^). On identifie M à (g) (M,, ^) ([35], p. 811) et on a ToêT (M) si

et seulement si o"^ est un automorphisme intérieur.
Pour v = 1, 2, . . . , soient A^ l'opérateur modulaire de (3€^ Mv, ^)

et U.=A;/°.
La suite Mn, 3€n, o-^, ^, U^ vérifie les hypothèses du lemme 1.3.8.

Pour tout m soit ^m l'état normal fidèle sur M"1 = 0 (M/,, ^) associé
m-f-l

00

au vecteur 0 ^A. L'isomorphisme canonique de Mi 0 Ma (g). . .(g) M,n (g) M'71
W-+-1

sur M transforme y en l'état ?i 0 92 0. . .(g) Cm 0 y7"; on a donc pour
tout m et tous rcy, a;y€My, l^j^ m, l'égalité

<(^0rc.2(g)...0^(g)l 0...) =^(^) (g). . . 0^(^)0 1 (g). . . ,

ce qui montre que l'unique automorphisme cr associé par 1.3.8 (a) à la
suite M^, 3€n, o-;;, ^, U^ est égal à cr^. La conclusion résulte de 1.3.8(fc)
avec <( Uy ^v, Sv )> == y^ (uv) pour tout entier v.
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Démonstration de 1.3.7 (&). — Soient 9€^ et ^ comme dans la démons-
tration de 1.3.7 (a) et JC = (g) (9€^ ^).

Soit f une application borélienne de { z € G, z [ = 1 } dans l'intervalle
[p, p~1] où p = exp (— 2 ^/To) telle que f [z)'^0 == 2; pour tout z et que
dans un voisinage de 1, on ait f {z) = exp (a Log z) où a = — 1/(2 i To)
et où Log z est la détermination usuelle du logarithme. Il existe y > 0
tel que

\f(z)-\ - a ( z - l ) | ^ y R e ( l - z )
et

(/•(z)^ - 1 - 2 a (z - 1) | ̂ y Re (1 - z)

pour tout z, | z | = 1. Supposons To€T (M). Soit (uv) une suite d'unitaires,
UvGMy, telle que Uv €M^, ç^ (uv) ̂  0, cr^ Çx) = Uv rcu* pour tout n;€Mv, et

00

^ (1 - 9. (u,)) < 00.
v=l

Soit ïj, = /'(u,) ^; on a || ï], ||2 == < f2 (u,) ^, ^ > = y, (/l2 (uv)) pour
tout v€N. Pour tout v€N, l'opérateur f2 (uv) — 1 — 2 a (uy — 1) est
normal et son module est inférieur à y/2 [(1 — Uv) + (1 — ^)*J. On a
donc

1 ?v (f2 ("v) ~ 1 - 2 a (^ - 1)) ^ y/2 [cp, (1 - u,) + ?v (1 - Uv)l = ï (1 - ?v ("v))

et
| 1 - cp, (/-2 (u,)) | ̂  (y + 2 | a |) (1 - cp (u,)) donc ^| 1 - [| yî, ||2 | < oo.

Le même raisonnement appliqué à f au lieu de f2 montre que

^ [ 1 — cpv (/" (Uv)) | < oo donc que ^ | 1 — < yîv, ^ > | < oo.

Pour v = 1, 2, . . . , soit y^, avec y'v (x) = <^x ï]v, T]v ^ pour tout ^€Mv.
On a y'v (^) = yv (f2 (uv) a;) pour tout ^eMv, car U y € M ç ^ pour tout v,
donc / ' (u^eMy^. Comme /*(uv) est positif inversible, y^ est une forme
linéaire positive normale fidèle sur My telle que

^ (x) == /•(Uv)2^» o-î; (x) f^)-21^ == x pour tout rreM,.

Soit ^v l'unique état normal fidèle sur My proportionnel à ^v; la convergence

des séries ^ (1 — [ ] ̂  ||2) et Y[ 1 — <( T^, ^ y | montre que les produits

tensoriels infinis 0 (My, 9^) et 0 (Mv, ^v) sont unitairement équivalents

([2], 2.13) d'où la nécessité de la condition 1.3.7 (&). La suffisance résulte
facilement de 1.3.7 (a).
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COROLLAIRE 1.3.9. — Soit To€R, M = (g) (ML,, ûv) un facteur d'Araki-i
Woods. Pour tout v € N , { ̂ j ̂ , ,,^ rf^igne Sp (û,, M,). OTZ a To€T (M) si

- / ^ \
et seulement si Y ( 1 — ^A^10 ) <oo.

v=i\ j=\ ]

Démonstration. — Soit h^ l'unique opérateur positif de Mv tel que
<( x tl,, û^ )> == Trace (/iv rc) pour tout ^eM,. Le théorème 1.3.7 s'applique
avec Uv ==/^To car c ;̂ (.3;) = A;10 xh^1^ pour tout xçM^y où Çv désigne
l'état normal fidèle ç»v = Trace (/^.) [1.2.3 (&)]. On a Çv (uv) = Trace
(/^+ITO) et comme Sp (û^, Mv) est l'ensemble des valeurs propres de Ay

/îv

avec les multiplicités correspondantes, on a <pv (^v) ===^^^^TO•
i

COROLLAIRE 1.3.10. — Soit Xe]0,l[.
(a) Soient M^ fc facteur de type Is, ̂  teî çue Sp (i2v, Mv) == { p, ç } apêc

p r ^ X ç e t p + î ^ l ? R).==0 (Mv, ilv). On ai
T (R).) = { n To, n e Z } où exp (- 2 Tr/To) = À.

(&) Soient Ga ^ groupe libre à deux générateurs, U (Ga) l9 algèbre de von
Neumann associée à la représentation régulière de Gs {cf. [33], p. 182).
On a T (U (G^) 0 R).) = { n To, n € Z } ou exp (~ 2 n/To) == X.

En particulier les U (Gs) 0 R). forment une famille continue de facteurs
non hyperfinis, deux à deux non isomorphes.

Démonstration :
. / 2 \ 00

(a) La série 2( 1 - S^' ) = 2(1 - \Pi+i'+ ̂  \) est conver-
i \ i / i

gente si et seulement si [ pp17 + qq17 | == 1 donc si et seulement si p^ == ç'1
i. e. A^ == 1.

(&) U (Gs) est un facteur fini, donc [1.3.4 (a)], on a T (U (Ga)) = R.
On a donc [1.3.4(c)], T (U (G^) (g) R>.) = T (Rx) = { n To, n ê Z } où
To == 2 Ti/Log A. Les U (Gs) 0 Rx sont des facteurs non hyperfinis
([33], prop. 4.4.25, p. 212).

1.4. CALCUL DE L'INVARIANT T POUR LES PRODUITS CROISÉS D'ALGÈBRES

DE VON NEUMANN SEMI-FINIES PAR DES GROUPES D'AUTOMORPHISMES.

DÉFINITION 1.4.1. — Soient M une algèbre de von Neumann, E une
espérance conditionnelle normale fidèle de M sur une sous-algèbre de von
Neumann N de M. On appelle groupe normalisateur de E le groupe TO (E)
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des unitaires u de M tels que E (uxu*) = u E [x) u* pour tout rrSM. Pour
ueM (E) et rceN on pose iu, (x) == u^u*.

THÉORÈME 1.4.2. — Soient To€R, M une algèbre de von Neumann,
E une espérance conditionnelle normale fidèle de M sur une sous-algèbre de
von Neumann semi-finie N de M telle que C = N'nMcN, Ça le groupe
unitaire de C, ̂  un sous-groupe de II (E) tel que M soit V algèbre de von Neumann
engendrée par N et ^. Pour toute Trace T normale fidèle semi-finie sur N4',
et tout y€^, 5oit p^,T l'unique opérateur positif affilié à C tel que
T [uxu^) == T (pv,T rc) pour tout ^€N4.. Le5 conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) T o € T ( M ) .
(&) Pour toute trace normale fidèle semi-finie T 5ur N, il existe un uçCu

tel que pour tout u€^ on ait u^uuu^ = p^.
(c) II existe une trace normale fidèle semi-finie T sur N telle que p^ == 1

pour tout u€^.

LEMME 1.4.3. — Soient M une algèbre de von Neumann^ E une espérance
conditionnelle normale fidèle de M sur une sous-algèbre de von Neumann N,
ç un poids semi-fini normal fidèle sur N. Le poids ^ noté y o E, te? çue
^ (^) == y (E (rc)) pour tout rK€M+, est semi-fini, normal et fidèle sur M.
On a pour tout t € R et tout x € M ?es égalités

E (^ (rr)) = ̂  E (^) == ^ E (x).

Démonstration. — D'après ([37], remarque, p. 309) le poids ^ est semi-
fini normal fidèle et E est l'espérance conditionnelle canonique du triplet
(M, N, ^). En particulier N est ^ invariante, la restriction de ^ à N est
semi-finie, la restriction de o^ à N est égale à of pour tout t€R. Pour
tout t€R, o"^ o E o ̂  est l'espérance conditionnelle canonique du triplet M,
cr^ (N), ^ o cr^, donc on a E o ̂  = ̂  o E.

LEMME 1.4.4. — Soient M et E comme dans 1.4.3., 91 et y^ des poids
normaux fidèles semi-finis sur N == E (M). On a alors

(D ((p, o E) : D (cp, o E)) = (D(p, : D(pQ.

Démonstration. — L'application E (^) 1 de M 0 Fs sur N (^) Fs est une
espérance conditionnelle normale fidèle d'après ([39], th. 5.1). Soit 6
le poids normal fidèle semi-fini sur N Çf) Fa tel que

6 ( ̂ Xij (g) eij\ == cpi (.Tu) + (?.2 (x^) pour ^^7 (g) ^y € (N 0 F^.
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Le poids 9 == 6 o (E (g) 1) sur M (g) Fa vérifie

9 (2^- ®ei^)= ° (2 E (xi^ ®ei) = (^ °E) (trl1) + ̂ 2 0 E) (lr22)
pour

^^0^e(M(g)F2)4-.

Comme l ^ ^ i E N ^ F a on a

Œ°( l (g )^ )=Œ°( l (g )^ ) (1.4.3).
On a donc

(D (92 o E) : D (cpi o E)) = (Dcp2 : Dcpi).

LEMME 1.4.5 :
(a) Soient E une espérance conditionnelle normale fidèle de l'algèbre de

von Neumann M sur N C M, u un unitaire de M ̂  que E (u;ru*) == u E (x) u*
pour tout xçM, y un poids semi-fini normal fidèle sur N, y^ le poids défini
sur N par y^ (rr) === y {uxu*) pour tout rc€N+.

En posant ^ == y o E, on a ̂  (u) = u (Dy^ : Dy)^ pour tout tçî{.
(b) Soient M, E, N, C, C^ ^ T comme dans 1.4.2, ^ = T o E ^ pour ^ou^

peM (E), 50^ p^ l'unique opérateur positif affilié à C tel que T^ = T ( P ^ - ) -
Pour ^ou^ (ÇR on a 0-^ (y) == y p^ pour tout uçU (E).

Résulte facilement de 1.2.3 et 1.4.4.

Démonstration du théorème 1.4.2 :

(a) entraîne (b) : Soient ToêT (M), T une trace normale fidèle semi-finie
sur N et ^ = T o E le poids normal fidèle semi-fini correspondant sur M.
Par hypothèse il existe un unitaire uçM tel que

o-^ (x) = vxv* pour tout x e M.

On a en particulier vxv* = x pour tout xç.^ car cr; = 1 pour tout
(€R. On a donc y ç N ' n M c N , donc y € C . Pour tout u€^ on a
^ (u) = u p;/0 donc

u* yuy* = p;7°.

(&) entraîne (c) : Soient ïi une trace normale fidèle semi-finie sur N et
uçCa tel que u* uuu* = (DT^ : Dri)^ pour tout u€^ .

Soit A un élément positif borné inversible de C tel que h^0 = y*.
Le lemme 1.2.3 (&) montre que la trace T == Ti ( A . ) vérifie

(Dr : Dïi)^ = A^o == y*.
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On a donc, pour tout u€^,

(DT^ : Dïi ^T = u* (Dr : DT-OT, u == u* y* u.
On a

(DT, : DT)^ = (Dr, : Dïi,,)T, (Dïi,, : Dr^To (Dïi : Dr)^ = (u* u* u) (u* PUP*) i; = 1,

et (c) en résulte facilement.
(c) entraîne (a) : Soient T une trace normale fidèle semi-finie sur N telle

que (DT,, : Dr)^ = 1 pour tout u€^, et ^ == T o E le poids semi-fini
normal fidèle correspondant sur M. Pour tout uç<^ on a cr^ (u) = u
(lemme 1.4.5), et pour tout xç N on a o"^ (x) == x. Par hypothèse l'algèbre
de von Neumann M est engendrée par ̂  et N on a donc o-^ -= 1 et To € T (M).

PROPOSITION 1.4.6. — Soient 31 une algèbre de von Neumann, ^ un
groupe discret qui opère par automorphismes sur 51, et M === W* (^, 31)
le produit croisé de 51 par ^.

(a) Soit 1 l'application de 3{ dans M qui à a€:5l associe Vélément de M
décrit par la matrice (I Ça))i,u == 8^ t~1 .a pour t et u dans ^. Alors ï est un
isomorphisme de 3^ sur une sous-algèbre de von Neumann 1 (-31) = N ^e M.

(6) L'application TL de M dans 1 (31) gui a ^ associe 1 ((^)<?,e) ^( imo
espérance conditionnelle normale fidèle de M sur N.

(c) 5oi^ U l'application qui à sG<^ associe U.yGM, où (Vs)t,u = S^".
Afor^ U e^ UM isomorphisme de ^ 5ur UM sous-groupe du groupe normali-
sateur de E.

(rf) Pour 5€^ ^ xç3. on a U, 1 (^) U* = ï (s.x).
(e) M est l'algèbre de von Neumann engendrée par N et l'image de ^

par U.

Démonstration. — Les assertions (a), (fc), (d) et (e) résultent facilement
n

de [4l], 8e partie. L'ensemble des éléments x de M de la forme ̂ 1 (^) U^
î=l

pour n fini, ^G^ (1^^^^) et ^€-31 est une sous-algèbre involutive
faiblement dense de M. Pour un tel x€:M. on a E {x) == ï{xe). Donc,
pour tout xçM et tout sç§, on a E (VsX U*) = U, E (^) U*, d'où (c).

DÉFINITION 1.4.7. — 1° Soient p- une mesure positive ^-finie sur un
espace mesurable û, ̂  u?z sous-groupe du groupe des bijections bimesurables s,
de Si sur û, telles que la mesure s. [^ soit équivalente à p-.

(a) On dit que ^ agit presque librement ([33], p. 175) dans û si pour
tout sous-ensemble mesurable non négligeable A de il et tout s ̂  1, sç^>
il existe un sous-ensemble mesurableîî C A, non négligeable ettelquesîî OB===0.
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(&) On définit V action de ^ dans L00 (û, p-) par V égalité s.f=fos~i

pour sç§ et /'eL00 (û, ^) ^ on note W* (^, û) = W* (^, L00 (û, (J.)).

2° Soient N im^ algèbre de von Neumann et Ô€Aut N. Le produit croisé
de N par Z, où l'action de Z ^ur N est définie par n.x == ^ (x) pour ^€N,
est noté W* (9, N) ^ appelé produit croisé de N par 6.

COROLLAIRE 1.4.8 DU THÉORÈME 1.4.2. — Soient To > 0,

p=exp(-27r/To),

et <^ un groupe agissant presque librement dans îl, p< comme dans 1.4.7.
On a To € T (W* (^, û)) 51 et seulement si il existe une mesure v sur t2 positive
et équivalente à [̂  telle que pour tout sç<^ et tout œ€Û on ait

ds-^ v/dv (co) e { p", n e Z }.

Démonstration. — Toute trace semi-finie normale fidèle T sur
N == 1 (L00 (û, p.)) est de la forme ïy où v est une mesure positive équi-
valente à [̂  et où

T, (I (f)) == ff(c^) dv (c*)) pour tout feL0 0 (Î2, ̂ .

Pour tout ^€N+ et tout 5€^, on a ïy (U,a;U^) = T,-i^ (^) car pour
^eL^û, ^,

Cs.f(u) dv (co) = ^/•(s-1 co) ̂  (co) = Çf(w) ds-1 v (c^).

On a donc pour 5€^, T = ̂ , p, comme dans 1.4.5 (fc) relativement à
U, p^ I^^-1^)-70).

Il suffit alors d'appliquer le théorème 1.4.2, car la condition (a) de la
définition 1.4.7 montre que N est abélienne maximale dans M donc vérifie
N'nMcN.

1.5. TOUT SOUS-GROUPE DE R EST UN T (M) POUR UN FACTEUR M DE

GENRE DÉNOMBRABLE.

PROPOSITION 1.5 .1 . — Soient N une algèbre de von Neumann ̂ cr^Aut N.
U ensemble des projecteurs e € N tels que o" (e) = e et que V automorphisme
x -> Œ (x) de l'algèbre réduite Ne soit un automorphisme intérieur admet
un plus grand élément^ noté p (o-). Ce p (p) appartient au centre de N.

La démonstration résulte facilement du lemme suivant et du lemme 1.9
de [22].
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LEMME 1.5.2. — Soient N une algèbre de von Neumann, o"€Aut N,
e un projecteur non nul de N tel que cr (e) = e, e le support central de e dans N,
et u G N tel que uu* = u* u = e et o' (x) == urcu* pour (ou^ rr€Ne. 77 existe
alors un y ç N unique, tel que vu* == y* y = e, cr (rc) = ya;y* pour tou^ ^GN-^
^ ue = eu = u.

Démonstration. — Le support central de o" (e) dans N est cr (e) donc cr (e) == e
et on peut supposer que e == 1. L'unicité de y est immédiate. Pour montrer
l'existence de u on peut supposer que N agit dans un espace de Hilbert 3€
et qu'un unitaire X de 3€ vérifie

XNX* = N, XN' X* == N', <7 (x) = X x X* pour tout xç N.

On a X e X* = cr (e) = e donc u* X€^? (^€e)' De plus, par hypothèse
la restriction de u* X à e ^€ commute avec tout élément de Ne restreint
à e ^e. L'induction de N^ sur e 9€ étant un isomorphisme, il existe un unitaire
W€N' tel que e W = u* X. Soit u = XW*. On a, pour î/eN',

y* yu == WX* y XW*eN' et eu* yu = e WX* y XW* e == u* yu = ci/.

On a donc u* yu = y pour tout î/GN'. De plus

cr (x) = X .r X* = XW* x WX* = uxu*

pour tout ^eN. On vérifie que eu = ue = u.

REMARQUES 1.5.3 :
(a) Soient N une algèbre de von Neumann^ et a"€AutN. Alors la

restriction o-i de a à Ni == N^a) (35( UM automorphisme intérieur et la res-
triction ^^ de ^ à N2 == Ni_p(^) vérifie la condition suivante ([22], th. 1.11
et déf. 1.3) :

Pour tout a € N 2 tel que ab = o^ (fc) a pour ^ou^ ^ € N 2 on a a = 0.
(b) Soient N, o", e, e, u et y comme dans 1.5.2 et a € N^ ̂  çue ae = ea = u

et (j (x) a = ax pour tout ^€N7. Alors u* a est dans le centre de N^ donc
a = y.

(c) Soient N un facteur, A un ensemble filtrant, e un projecteur non nul
de N. Soient (a", u) [re^p. (^a, Ua) pour a€Â] un couple vérifiant les condi-
tions de 1.5.2, et u (resp. u^) V unitaire correspondant de N. Supposons
que pour tout xç, N on ait o"a (x) -> o" (x) faiblement, et que Ua -> u faiblement
montrons qu alors u^ -> u faiblement.

En utilisant 1.5.3 (&) et la compacité faible de la boule unité de N, il
suffit de montrer que si Vy. -> a € N faiblement, on a a (x) a = ax pour tout
a;€N. Écrivant x comme combinaison linéaire de quatre opérateurs unitaires
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de N on voit que cr^ (x)* -^ cr (^)* fortement donc que ^a (^) ^a -^ cr (^)a
faiblement. On a donc <j [x) a == limite faible v^x = ax.

{d) Soient S un sous-groupe de Aut N et cr^Aut N tel que la borne supé-
rieure des p (5~1 cr) pour ^€S, soit égale à 1. Soit (^a, Ua, 5a)aeA u^ famille
de triplets, où : (1) e^ est un projecteur non nul du centre de N pour açA,
et e^ e^ = 0 pour a ̂  ?; (2) Ua€N a^?c uî Ua == Ua u^ = ^a; (3) 5a€S
a^ec 5a1 o- (^a) = ^a ^ ^a1 ^ (n;) == Ua xu^ pour tout ^eN^. U ensemble
des familles du type ci-dessus est non ^ide, inductif pour l^inclusion, et tout
élément maximal (ea)aeA ^st P^ hypothèse une partition de l'unité dans le
centre de N.

Les cr (^a) sont alors une partition de l'unité dans le centre de N et pour

tout rceN on a x =^eyXe^ cr [x) =^^a (ua xu^), ce qui détermine

entièrement l' automorphisme a' à partir des (^a, Ua, 5a). Il est facile de vérifier
que ^ensemble des o- de la forme ci-dessus est un sous-groupe de Aut N.

DÉFINITION 1.5.4. — Soient N une algèbre de von Neumann, S un sous-
groupe de Aut N. On appelle groupe complet d} automorphismes associé à S

le groupe [§~\ des creAut N tels que \/p (s~1 cr) = 1.
^e^

THÉORÈME 1.5.5. — Soient M une algèbre de von Neumann, E une
espérance conditionnelle normale fidèle de M sur une sous-algèbre de von
Neumann N telle que IVnMcN.

(a) Toute autre espérance conditionnelle normale fidèle de M sur N est
égale à E. (Pour le cas N abélienne voir [39], 6.1.)

(&) Pour qu'un unitaire u de M vérifie u N u* = N il faut et il suffit
que E (uxu*) = u E (rc) u* pour tout xçM.

(c) So^ ^ un sous-groupe de M (E) tel que M 501^ l'algèbre de von Neumann
engendrée par N et ^. Pour ^ou^ u € W (E) on a ia^[i (^)] et tout (jç[i (^)j
e^ un ia pour un u€Îl (E).

Démonstration de (a) ^ (&) :

(a) Soient E^ une espérance conditionnelle normale fidèle de M sur N,
y un poids normal fidèle semi-fini sur N, ^ = 9 ° E et ^/ = y o E7 les poids
normaux fidèles semi-finis correspondants sur M et C ^ N ' i ï M . Pour
a;eN on a ^ ' {x) = ̂  {x) == ^ (x) (1.4.3) donc (D^ : D^), y = y
(D^ : D^), pour tout î /eN et ^€R. Soit ^ = (D^/ : D^; on a u<€C
et pour tout xçM+ :

^ (̂  (̂ )) = ? (E7 (̂  (̂ )) et ^' (x) = u, ̂  (x) uî
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donc
^ (̂  (x)) == cp (E- (uî ^' (x) u,)) = cp (u* E- {^' (x)) il,) = cp (E' ̂ ' (x))

car Ut commute avec E7 (o^' (.3;)).
On a montré que ^/ (o^ (a;)) = ^/ (o-^ (a;)) = [̂/ (rc) pour tout ^eM+,

donc ([30], th. 5.12) il existe un unique opérateur h positif affilié à M^
tel que ^/ = ̂  ( A . ) et (D^/ : D^)( == /^. On a /i^€ Centre N pour tout
^ € R donc /i est affilié au centre de N. De plus ^/ {x) = ̂  {x) pour tout
a;€N+, donc l'unicité dans le théorème 5.12 de [30] montre que h = 1.
On a donc ^/ = ^. c'est-à-dire cp o E = y o E' pour tout poids normal
fidèle semi-fini sur N. L'égalité E = E7 en résulte.

(6) Soient u un unitaire de M tel que u N u* = N, et E' l'application
linéaire positive normale de M sur N telle que E' (x) = u* E {uxu*) u,
on a pour x et y dans M :

E' (x E' (y)) == u* E (u (rru* E (uyu*) u) u*) u = u* E (UCT* E (uyu*) u)
== u* E (uxu*) uu* E (uyu*) u = E' (.c) E' (y).

Ainsi E7 est une espérance conditionnelle normale fidèle de M sur N
et E' = E grâce au (a).

LEMME 1.5.6. — Soient E une espérance conditionnelle d^une algèbre
de von Neumann M sur NcM telle que N 'nMcN, u un unitaire de M tel
que E (uxu*) == u E (x) u* pour tout xç.M.

(a) Les six éléments u E (u*), E (u) u*, E (u) E (u*), E (u*) u, E (u*) E (u)
et u* E (u) 5on( égaux à un même projecteur e du centre de N.

(fc) On a e == p (iu) [où i^eAut N, ^ (rc) = uxu* pour tout rr€N].

Démonstration. — On a u E (u*) u* = E (uu* u*) = E (u*) donc
u E (u*) == E (u*) u et de même E (u) u* == u* E (u). Pour rc€N on
a u^u*€N donc E {uxu* u) == urcu* E (u). On a

E (u) x = E (u.r) == urcu* E (u)

ce qui montre que u* E (u) eN'nMC N. Soit C = N / n M . Comme
u* E (u)eN on a u* E (u) == E (u*) E (u); remplaçant u par u* on a
u E (u*) == E (u) E (u*); de plus l'égalité E (u) u* == u* E (u) montre
que E (u) E (u*) = E (u*) E (u). Les six éléments de M de (a) sont donc
égaux à un même élément, e de C. De plus :

e* = E (u*) u == e et e2 = u* E (u) u E (u*) == E (u* uu) E (u*) = E (u) E (u*) == e.

On a donc démontré (a). De plus on a ueu* = uu* E (u) u* = e, donc e
est laissé fixe par iu. E (u) est un élément unitaire de l'algèbre réduite Ne
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car E (u) E (u*) = E (u*) E (u) = e. Pour tout ^€N, on a

^ (x) = uxu* = uexeu* = uu* E (u) x E (u)* uu* = E (u) x E (u*).

On a montré que p (iu) ̂  e. Soient ei = p (iu) — e et u un unitaire de
l'algèbre réduite N^ tel que ia(x) == uxu* pour tout ^€N^.

On a u* yeM,

y* uu* v = y* y == ^i, u* yy* u = f,^ (ei) == 61 et u* y:ry* u = x pour tout rc e Nei,

donc u* y est un élément de M qui commute avec tout élément de N
car Ci € Centre N. On a montré que u* ^ G i V o M c N . Il existe donc un
unitaire c du centre de N^ tel que u = uc et on a

E (u) E (y*) == E (u) ce* E (u*) = E (u) e, E (u*) = e, e = 0.

Comme ^GN^ on a yy* = E (^) E (y*), et on a montré que e^ = vu* = 0.

Démonstration de 1.5.5 (c). — Soit C ^ l V ï ï M .
Soit ueîl (E). On a E {uxu*) == u E (x) u* pour tout xçM.
Le lemme 1.5.6 montre donc que pour tout u € ̂  on a p (iv*u) = Support

E {u* u). On va montrer que pour tout projecteur non nul e de C, il existe
un ^€^ tel que e E (^* u) ̂  0. On aura alors prouvé que la borne supé-
rieure des p Çs~1 iu) pour s ci (^) est égale à 1. Il existe, par hypothèse,

n

un élément x de M de la forme V Vi ça où n est un entier, ^€^ pour
i

i = 1, . . ., n et où a;€ N pour i = 1, . . ., n, tel que e E (^* u) 7^ 0.
En effet l'ensemble des éléments de M de la forme ci-dessus est, par
hypothèse sur ^, une sous-algèbre involutive faiblement dense de M,
et E est une application faiblement continue. Il existe donc un ^€^
et un a € N tels que e E ((ya)* u) 7^ 0 i. e. que ea* E (y* u) 7^ 0. Comme
e€ Centre N on a e E (y* u) 7^ 0.

On a montré que pour u€Îl (E) on a ^€[^(^)] . Inversement, soient
o"e[i (^)] et (^a, ^a? ^a) une famille de triplets telle que : (1) (e^) soit une
partition de l'unité dans le centre de N; (2) Ua€ N avec Ua u^. == u^ Uy, = e^\

(3) So,çi (^) avec 5a1 o' (<3a) = ^a et (7 (rc) ==V,ça (ua^uî) pour tout
rceN.

Soit (^a) une famille d'éléments de ^ telle que i (^a) = ^a pour tout a.
Alors la famille (^a î^a) d'opérateurs de M est faiblement sommable car
formée d'isométries partielles dont les supports et les images forment

des partitions de l'unité. De plus u=^v^Uy, est un élément unitaire

de M. On a uxu^ = o" (x) pour tout n;€N donc u€Îl (E) et ia = cr.
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COROLLAIRE 1.5.7. — Soient E une espérance conditionnelle normale
fidèle d^une algèbre de von Neumann M sur une sous-algèbre de
von Neumann N, de M, ^ un sous-groupe de M (E) tel que M soit l^algèbre
de von Neumann engendrée par N et ^, et supposons que N ' i ïMcN.

(a) Soient To €R et y un poids normal fidèle semi-fini sur N. Si To € T (M)
on a <€[i(^)].

(fc) 5oi( y un poids normal fidèle semi-fini sur N. 5i y est i [^-invariant
et si ^ est abélien^ la condition o^€i (^) entraîne To€T (M).

Démonstration :

(a) On a o"^ (^) == urru* pour tout xGM, où ^/ désigne le poids normal
fidèle semi-fini <p o E sur M et u un unitaire de M dont l'existence est assurée
par le théorème 1.3.2.

Pour rceN on a donc ^ (x) = uxu*. Ainsi u€ll (E) et o"^ = ia\ le
théorème 1 . 5 . 5 (c) démontre donc 1 . 5 . 7 (a).

(fc) Par hypothèse, on a pour tout ^€^ l'égalité y^ == y où
^ Çx) = 9 (i;CT*) pour tout ^€N+. Le lemme 1.4.5 montre donc que
o-^ (y) = v pour tout (€R, où ^ == y o E.

Par hypothèse il existe u€^ tel que urcu* == o-^ (n;) pour tout r r€N.
Montrons que o"^ (ry) == uxu* pour tout rc€M; la conclusion résulte alors
de 1.3.2.

Pour xç~N on a cr'̂  (a;) == o-^ (a;) === uxu*. Pour y€^ on a ^ (u) = u
et uuu* = u car ^ est supposé commutatif.

L'égalité cherchée est donc vraie sur la sous-algèbre de M engendrée
par N et ^ donc vraie sur M.

COROLLAIRE 1.5.8 :

(a) Pour tout sous-groupe G de R il existe un facteur M de genre dénom-
brable (ayant la cardinalité c du continu) tel que T (M) = G.

(fc) 5i G est dénombrable, il existe un facteur M opérant dans un espace
de Hilbert séparable et tel que T (M) = G.

(c) I I existe un facteur de type III, de genre dénombrable, tel que
T (M) = R.

Démonstration de 1.5.8 :

(a) 1.3.4 (c) et 1.3.10 montrent qu'il existe un facteur P, opérant dans
un espace séparable tel que T (P) = { 0 }. Soient y un état normal fidèle
sur P, et pour tout xçP et tout t€G, posons t.x = of (a;). L'algèbre de
von Neumann M = W* (G, P) est un facteur ([4l], p. 212); de plus avec
les notations de la proposition 1.4.6, le commutant de N = I (P) dans M
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est réduit aux scalaires ([4l], p. 212). Soit E l'unique espérance condition-
nelle normale fidèle de M sur N dont l'existence est assurée par 1.4.6 et
soit^i = U(G) l'image de G par l'application U de 1.4.6 (&). Alors E, M, N
et ^i remplissent les hypothèses de 1.5.7; de plus i (^i) transporté par 1
sur P est le groupe des of pour ^eG. Si T o G T (M), o-^ est dans le groupe
complet associé aux 07]? pour tçG. Comme P est un facteur, il existe un
(€G tel que 0'?,-^ soit un automorphisme intérieur. On a donc To € G.

Inversement, supposons To€G. Comme G est abélien et 9 est 0'f-invariant
pour tout tçG, le corollaire 1.5.7 (&) montre que To€T (M). On a donc
T (M) == G et il reste à montrer que M est de genre dénombrable, de
cardinalité c.

L'espace de Hilbert ^€ où M opère est une somme S€t où les ^€< sont
de même dimension hilbertienne que ^£^ et où t décrit G. Il en résulte
que 9€ a une dimension hilbertienne ^- c, donc la cardinalité c. Comme M
est isomorphe à une sous-algèbre de £ (<%') ayant un vecteur séparateur,
on a Card M = c.

(&) Résulte de la construction (a).
(c) Résulte de la construction (a) pour G = R et de [33], p. 100.

1.6. NON-NORMALITÉ DES FACTEURS DE TYPE III. — Soient M un facteur
N une sous-algèbre de von Neumann de M; l'ensemble N M = N / ^ M
est une sous-algèbre de von Neumann de M appelée commutant relatif
de N. Par définition (cf. [13], chap. III, § 7, ex. 13) M est normal si et seule-
ment si pour toute sous-algèbre de von Neumann N on a (N^M = N.

Rappelons {cf. [13], chap. I, § 3, cor. 1) que tout facteur de type I est
normal.

THÉORÈME 1.6.1. — Tout facteur normal dans un espace de Hilbert
sep arable est de type I.

LEMME 1.6.2 :
(a) Soient M un facteur, 9 un état normal fidèle sur M, ^ç === ï]ç (1), u

un unitaire de Mç, et (€R. Pour que a-J (^) = uxu* pour tout xçM il faut
et il suffit que A^ == ^ (u) Jç Tic (u) Jç.

(6) Soit M un facteur de type III opérant dans un espace de Hilbert séparable.
Alors : 1° T (M) est un sous-ensemble analytique de R$ 2° il existe Ô^Aut M
tel que p (O") = 0 pour tout n ^zz 0.

Démonstration :

(a) Supposons que of Çx) = uxu* pour tout x^M. On a alors

A^ TTç (X) Ç<p = TTc? (U) TTç (x) Jç A^2 7T<p (il) ̂  pOUr tout XçM.
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Comme u€Mç on a

Ag TTç (U) Çç == TTç (U) Çç pOUr tout t, donc Ag == TTç (U) Jç TTç (il) Jç.

Inversement si A^ = TL? (u) Jy ̂  (u) Jç, on a, pour tout ^ € M :

7r? ((T? (̂ )) S? == ̂  7^ (̂ ) ̂  == TTy (") TT? (̂ ) TTç ("*) ̂  = TTç (™U*) Çç,

d'où 1 .6 .2 (a).
(&) Soit y un état normal fidèle sur M. L'ensemble des unitaires de Mç

muni de la topologie forte est un espace polonais; les applications
u -> r^ (u) Jç î^y (u) Jcp et t -> A^ sont fortement continues. L'assertion 1°
résulte donc du théorème 1.3.2 (c). Comme M et de type III, T (M) qui
est un sous-groupe de R distinct de R [1.3.4 (&)] est de mesure nulle
pour la mesure de Lebesgue. Soit T o G R tel que n T o ^ T (M) pour tout
n ^É 0. Soit 6 = Œ^; alors pour tout n ̂ z 0 on a p (672) = 0.

LEMME 1.6.3. — Soient 9€ un espace de Hilbert, N un facteur dans 3€,
6 € Aut N tel que p (6'1) = 0 pour tout n ̂  0, X un unitaire de X tel que
Xrc X* == 9 (x) pour tout ^eN. Soient X la représentation régulière de Z
dans V (Z), JC -===- ^€ (g) V (Z), M l'algèbre de von Neumann dans JC engendrée
par N0 1 et Y = X ( g ) X ( l ) . On a alors Mr^N^l ) 7 = G.

Démonstration. — Soit (^n)nçz la base canonique de l2 (Z). Pour n€Z,
soit Kn Pisométrie ^ -> ^ 0 On de ?€ dans JC. Pour n, m€Z et xçM on
a X^-^K^K.eN.

Pour n, mçz et ^€(N01) ' , on a K^K^elV. Soient m, ^€Z,
o;€Mn(N(g) l)7, a=Xn~mK^xKn. Supposons k=m— n ̂  0. On a
X^aeN' donc X^ ab == b X^ a pour tout f ceN et afc = 6-^ (&) a pour
tout &eN. Comme a € N et A* 7^ 0 la remarque 1.5.3 (a) et l'hypothèse
p (0^) = 0 montrent que a == 0. On a donc K^ .r Kn == 0 pour m y^ n.
Pour tout yi€Z on a K,* x Kn€ Nn N/ == G. Pour ni et n^çz on a
K^ ^ K^ = K,*^ K/,^ car rc€M. Il en résulte que x est un multiple
scalaire, de 1 .̂

LEMME 1.6.4. — Soient ff€ un espace de Hilbert, N un facteur standard
dans 9€, 6e Aut N tel que p (ô^) = 0 pour tout n ̂  0. Alors N7 (g) F^
e5t non normal.

Démonstration. — Soit X un unitaire de 3€ tel que 6 (x) = X x X*
pour tout x € N. Soient X, JC, Y et M comme dans 1.6.3. Le facteur (N (g) l)7

est isomorphe à N' 0 F^. L'inclusion N (g) IcM est stricte car Y^N 0 1.
L'inclusion M'C^N^l/ est donc stricte. Soit P = W. Le commutant
relatif de P dans (N (g) 1)' est P'U (N (g) l/ = M H (N (g) 1)' donc est
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réduit aux scalaires. Ainsi P est distinct de son bicommutant relatif dans
(Ntg)!)7 .

Démonstration de 1.6.1. — D'après [16] il suffit de montrer que tout
facteur de type III opérant dans un espace de Hilbert séparable est non
normal. Soient donc ^€ un espace de Hilbert séparable et Q un facteur
de type III dans 9€, N = Q7 son commutant. D'après 1.6.2 (&) (2°) il
existe 6e Aut N tel que p (6^ == 0 pour tout k ̂  0, De plus N est standard
dans Si et Q est isomorphe à N' 0 F^ donc Q n'est pas normal.

II. — Groupes (Tautomorphismes

Le résultat (1.5.8) de la 1̂  partie montre que la topologie de R n'inter-
vient pas dans les propriétés de T (M). Soient G un groupe abélien locale-
ment compact, F son dual et M un facteur. Nous associons (2.2.1) à tout
homomorphisme continu U(2.1.1) de G dans Aut M un sous-groupe
fermé F (U) de F. Si G est discret, F (U) est (2.3.1) l'orthogonal du sous-
groupe T (U) des toÇG tels que U^ soit un automorphisme intérieur
associé à un unitaire, Urinvariant pour tout (€G, de M.

Dans 2.1 nous rappelons (cf. [3]) la notion de spectre Sp U d'une
représentation U de G dans M.

Dans 2.2 nous définissons F (U) comme intersection des spectres des
représentations réduites de U par les projecteurs U-invariants. Nous
définissons une relation d'équivalence U ~ V entre représentations de G
dans M, qui est un raffinement topologique et cohomologique [yoir 1.2.8 (c)
et 2.3.16 (a)] de la relation £ o U = £ o V d'égalité modulo les automor-
phismes intérieurs. Nous montrons [2.2.4 (c)] que F (U) = F (V) si U ̂  V.

Dans 2.3 nous obtenons, quand Sp U/F (U) est compact, une interpré-
tation (annoncée plus haut dans le cas G discret) de l'orthogonal de F (U).

En corollaire, nous montrons que pour tout (jeAut M de spectre distinct
de l'ensemble des z€ G, z | = 1, il existe un entier n tel que ^n soit un auto-
morphisme intérieur de M.

Enfin dans 2.4 nous montrons que si F (U) est discret, on a Sp U = F (U)
si et seulement si la sous-algèbre de von Neumann Mv de M formée des
éléments U-invariants de M est un facteur.

2.1. PRÉLIMINAIRES. — Soient G un groupe abélien localement compact,
dt une mesure de Haar sur G, F le groupe dual de G, (^, 7) l'image de ( € G
par yeF.
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On note G et F additivement, donc 0 l'élément neutre de G et F. Pour
feu (G) et yer,

Pour /•€L1 (G),

f^)- ff(f)(^dt.
'-'G

z( f )={Ter , f (y )=o{ .

Soient M une algèbre de von Neumann, M^ le prédual de M, Aut M le
groupe des automorphismes de M.

DÉFINITION 2.1.1 [3]. — On appelle représentation de G dans M un
homomorphisme U de G dans Aut M tel que pour tout xçM et tout ç^M*
la fonction t -> y (LJ( {x)) soit continue.

Soit U une représentation de G dans M. Pour toute mesure finie [̂

sur G, l'intégrale f LL (x) d[^ (t) définit une forme linéaire continue
^G

sur M* donc un élément de M noté U ([^) x. Alors U (^) est un élément
de l'algèbre de Banach B (M) des applications linéaires faiblement continues
de M dans M et on a

I I u (^) i l ̂  i l ^ i l , u (^ * ̂ ) = u o.,) u 0.0

pour [^, [̂  et ^2 mesures bornées sur G.
Pour /'eL1 (G), d[^ = f dt on note U (f) = U ([^). Alors U est un homo-

morphisme de l'algèbre de Banach L1 (G) dans l'algèbre de Banach B (M).

DÉFINITION 2.1.2. — Soit U une représentation de G dans M.

(a) On appelle spectre de U l'ensemble Sp U = /^ Z (/*).
/€LI(G) ,U(/ )=O

(&) Pour xçM. on pose Spu {x) = f ^ Z (/*).
eLi(G),U(/).ï==0

(c) Pour UTZ /erme E de T on pose M (U, E) = {xçM., Spu (x)CîL }.

Cette définition est exactement celle de [3] (déf. 2.1). D'après ([3], § 2)
pour x -^ 0 il existe /*€ L1 (G) telle que U (/*) x ̂  0. On a donc Spu x^ 0.
On a xçM (U, { 0 }) si et seulement si Vi {x) = x pour tout (G G. Ce sous-
espace particulier sera noté M11. C'est une sous-algèbre de von Neumann
de M. Pour tout projecteur non nul eçM^ l'algèbre réduite Me est globale-
ment invariante par les U< pour tçG. On note Ve la représentation de G
dans Me obtenue en posant U^ (x) == Vi (x) pour tçG et xçMe.

[Nous dirons que Ve est la représentation réduite de U par eGM11.]
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LEMME 2.1.3. — Soient U une représentation de G dans M, e, e^ e^ des
projecteurs non nuls de M11, E un fermé de F, /*eL1 (G).

(a) On a xGM (U, E) si et seulement si pour tout voisinage compact V
de 0 dans T et tout g€L1 (G) tel que E + ^CZ (g) on a U (g) x = 0.

(&) M (U, E) est un sous-espace sectoriel faiblement fermé de M.
(c) Spu (^*) === — Spu (x).
(d) 5o^ X un sous-ensemble faiblement total de M. On a

spu-^^jspu^y.
\ xç\ /

((?) M e ( U % E ) = M ( U , E ) n M , .
(/•) U< (M (U, E)) = M (U, E) pour te G.
(g) Spu (U (/*) x) C Spu (^) H Support /* pour a;eM.
(h) y € Sp U 51 e( seulement si pour tout voisinage compact V de y on

a M ( U , ^ ) ^ { 0 } .
(i) Pour ^i ̂  ^2 on a Sp U^CSp U^2.
(j) Le sous-espace de M^ engendré par les 9 o U (f), y€M*, /"eL^G)

e5( normiquement dense dans M^s.
(A1) Soient p-i ^ [^2 ^5 mesures finies sur G, et xç M. 5i on a p-i (y) == p-2 (7)

dans un voisinage de Spu x, on a U (p-i) x = U (^.2) ^.
(l) Soient rreM, a€MU , &6M11, [̂  une mesure finie sur G. On a

U ( ^ ) (a^&) == a [ U ( ^ ) (.r)] fc.

Démonstration :

(a) Voir [3], remarque, § 2.
(fc) Résulte de (a).
(c) Pour feL1 (G), on a (f)^ (y) === ( f (— 7))" pour tout yer et

U(/')a;* = (U^)^)* pour .reM.
(d) L'inclusion Spu(^ )CSpU pour tout xçM est immédiate.
Soient y€r et V un voisinage compact de 0 tels que

(ï +^ +^)nSpu.r =0

pour tout a;€ X. Soit /*€ L/ (G) telle que f (y) 7^ 0, mais Support fC^{ + ^')-
Le (a) montre que U (/*) .r == 0 pour tout xç: X. On a donc U (/*)== 0 bien
que /"(y) ^0, d'où y^SpU.

(e) Pour tout .r€ M, et fe L1 (G) on a V (/*) ̂  == U (f) x où V = U, donc
Spv x == Spu x.
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(f) Soient xçM, fçU (G). Définissons f,çL1 (G) par f, (^) = f ̂  - t}
pour ( et (' dans G. On a U (^) ^ = U (f) [U, (a;)] et Z (/^) = Z (/') pour
tout tçG et tout xçM.

(g) On a Spu (U (f) x) C Spu x pour ^eM, /'€L1 (G). Si ^Support f
il existe gçL1 (G) avec g (y) ̂  0 et g* /• = 0 d'où U (g) (U (/•) x) = 0.
On a donc Spu (U (/*) x)C. Support f pour tout xGM.

(h) Pour r^O on a Spu^0. Soit yer; si M (U, ^) ̂  { 0 { pour

tout voisinage compact V de y on a T e ^ U S p u r c , rc€M [ = Sp U.

Soit V un voisinage compact de y tel que M (U, V) = { 0 }. Pour tout
/'EL1 (G) tel que Support fCV et tout a;eM on a Spu (U (f) ^)C^ donc
U (f) x = 0. Il existe un tel f avec /^(f) 7^ 0 et on a y^Sp U.

(i) Résulte de (e) et M^CM^ pour ^1^62.
(j) Pour tout ^7^0, ^ € M il existe ^eL^G) et yeM* tels que

9 (U (/*) rç) 7^ 0 car Spu x -^ 0. Le théorème de Hahn-Banach montre
alors la densité cherchée.

(A*) Soit p- une mesure finie sur G telle que p- s'annule sur un voisinage
de Spu x. Pour /•€ L1 (G) on a U (/•) U ([^) a; == U ([^ * f) x = 0 car p- * /•
est un élément de L1 (G) tel que ([^ * f)" (y) == 0 sur un voisinage
de Spu x. On a U (p.) x = 0.

(;) On a
U (^) (c^) = fu, (axb) d^ (t) == f a U, (^ b d^ (t) = a [U (^) (x)] b.

^G ^G

LEMME 2.1.4. — Soit U une représentation de G dans M. Tout xçM
est fortement adhérent à l'ensemble des U Çk) x pour /c€L1 (G), [| k ||i ̂  1,y\.
et k à support compact.

Démonstration. — Pour tout compact KcF et tout £ > 0 soit A- (K, £)
un élément de L1 (G) de norme inférieure à 1 tel que k (K, £) (y) = 1 — £
pour y € K et k (K, £) à support compact ([32], th. 2.6.8). Comme l'idéal
des /'€L1 (G), tels que f soit à support compact, est normiquement dense
dans L1 (G), on a pour tout /'€L1 (G) :

k (K, s) * f-> f (en norme) quand (K, s) -> (F, 0).

Le lemme 2 . 1 . 3 (j) montre donc que pour y € M* on a y o U (k (K, £)) -> y
(en norme) quand (K, £) -> (F, 0).

On a alors x = limite faible U {k (K, £)) x, et la convexité de l'ensemble
des U (k) x, [ I k ||i ̂  1, k à support compact, permet de conclure.

LEMME 2.1.5. — Soient Ei et Es 6^5 fermés de F, Es ?a fermeture
de E, + Es. OM a M (U, E,) .M (U, Es)cM (U, Ea).
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Démonstration. — Soient ^ e M ( U , E i ) , ^SlV^U.Es), montrons
que XiX^çM{V, Ea). Le lemme 2.1.4, la bicontinuité du produit, sur
les parties bornées de M, pour la topologie forte, et les lemmes 2.1.3 (g)
et 2.1.3 (b) montrent que l'on peut supposer que Spu {xi) et Spu (^2)
sont compacts donc que Ei et Es sont compacts. Il suffit de montrer que
pour tout voisinage compact V de 0 dans F et tout feL1 (G), telle que
Ei + E, + V + VcZ (/•), on a U (/•) x, x, = 0 et d'utiliser 2.1.3 (a).
Soient V un voisinage compact de 0 dans F, /'yGL1 (G) pour j = 1, 2,
avec fj (y) = 1 pour y dans un voisinage de Spu {xj), fj à support compact
contenu dans Ey + V. On a ̂  = U (/}) ̂  pour 7 = 1, 2 [2.1.3 (/c)]. Pour
^€G, X e B ( M ) soit < Ï > , ( X ) € B ( M ) tel que ^ (X) {x) = U, X U71 (rr).
I/application ( — <t>( est une représentation au sens de [3] (déf. 1.3) de G
dans B (M). Soit $ la représentation correspondante de L1 (G) dans B (M)
et pour xçM soit L^eB (M) l'opérateur de multiplication par x à gauche :
on a La, (y) == xy pour tout î/eM.

On a ^ (L,) (y) = U, {x (U71 y)) = (U^) y = L^,) (y) pour .r et y
dans M et (eG. On a donc 0, (L^) = LU^) pour tout ^eM et tout tçG.

Comme Xi = U (/i) a;i, on a

L,, = fL^(.,) /•i (0 dl = €» (/•,) L,,.
^G

Soit y € M ^ ; on a

? (U (/•) a:, x,) = cp (U (/•) L,, (.r,)) = cp (U (/•) (€» (/•0 L^) (U (/.) ^Q).

Comme /*, /i et /'2 sont dans L1 (G), on voit que

? (U (/•) ̂  rc.) =^7(0 A (^i) A (^) g (t, t,, t.) dt dt, dt,,

où pour (, ti et ^2 dans G on a

g (t, t,, t,) = 9 (U< (0^ (L^) U^ (rrO)) = cp ((U^^ L,, U^_,J (.r,)).

Il existe donc une fonction h de G X G dans G, continue et bornée telle
que g ((, (i, t^) = h(t + ti, ^ — t^) pour t, t, et ^ dans G.

On peut, en utilisant le théorème de Fubini, écrire :

9 (U (f) x, x^) = j k (u, w) h (u, w) dv dw,

où

k (u, w) = Cf(u) f, (u - u) f, (u - u + w) du;
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on a en effet pour u == f, v == t 4- tij w == t^ — ti les égalités

v — u = ti, u — u -\- w = tz et dudu dw = dt dti dt^

La fonction /i /2,-w produit ponctuel des fonctions /i et /a,-^

[A, -i. (0 == /2 (^ + w) pour tout fe G]

est le produit de deux fonctions de L2 (G) (car fj est par hypothèse continue
à support compact) donc elle est dans L/ (G).

Sa transformée de Fourier vérifie (/*i f-2,-wY (ï) = (/i */2,-w) (7). Donc,
indépendamment de w, on a (/*i f'2,-wY (ï) == 0 pour tout y dans le complé-
mentaire de Support fi + Support /s donc dans le complémentaire de
Ei + Es + ^ + ^- Comme la transformée de Fourier de f s'annule sur
E^ 4- Es + V + V on a donc A- (y, w) == 0 presque partout en u pour tout w
donc y (U (/*) Xi x^) = 0, ce que nous voulions prouver.

LEMME 2.1.6. — Soit (^a)aeA un recouvrement ouvert de F.

Il existe un ensemble filtrant B, et une famille (ga,p)aeA,[3eB ^éléments
de L1 (G), tels que :

(a) Pour tout ^€B V ensemble des a€:A ^5 çue ga, p 7^ 0 e5( /mi.

(fc) Pour açA, ^eB OTZ a Support ga,pC^a.

(c) Pour (ou( n;€M on a ^U (ga,p) ^ -^ ^ faiblement quand ^ ->co.
a

Démonstration. — L'ensemble des g€L1 (g) qui sont sommes finies de
ga,€L1 (G) tels que Support ga.C^a, est un idéal normiquement dense
dans L1 (G). L'assertion (c) résulte donc du lemme 2.1.3 (j).

2.2. EQUIVALENCE EXTÉRIEURE ET INVARIANT r.

DÉFINITION 2.2.1. — Soient M un facteur, U une représentation de G
dans M. On pose F (U) =nSp Ve quand e décrit l'ensemble des projecteurs
non nuls de M^

PROPOSITION 2.2.2. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.

(a) Soient e un projecteur non nul de M11, é son support central relativement
àH\ E un fermé de F. Si M ( U , E ) n M ^ { 0 } on a M (U, E) nM. ̂  { 0 }.

(6) On a F (U) == HSp (Ve) quand e décrit l'ensemble des projecteurs
non nuls du centre de M^

(c) Si Mv est un facteur on a Sp U = F (U).
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Démonstration :

(a) On a par définition ë = \/ ueu* pour u unitaire de M11. Soit x ̂  0,
xGM (U, E)nM^. Il existe deux unitaires u et v de M11 tels que
ueu* xuev^ ̂  0. Soit y == eu* a; .̂ On a y -^ 0, î/eM^, et yeM (U, E)
(lemme 2.1.5).

(b) L'assertion (a) montre que Sp Ve = Sp Ve avec les notations de (a)
[en utilisant le lemme 2.1.3 {e) et (h)] d'où (&).

(c) Immédiat.

DÉFINITION 2.2.3. — Soient M un facteur, \] et \ des représentations
de G dans M. On écrit U ̂  V (et on rfit yue U ^ V ^on^ extérieurement équi-
valentes) quand il existe une application fortement continue t -> Ut de G dans
le groupe unitaire de M telle que

u/^t, = u^ U/, (u^) pour /i et t^ dans G,
V< (a*) = Ut \Jf (x) u* pour tout xçM et tout feG.

Il est immédiat que ~ est une relation d'équivalence, plus fine que
la relation £ (LJ() •==. & (V<) pour tout tçG. Il est faux en général que
£ (TJ() = £ (V<) pour tout tç G entraîne U ̂  V. [£ désigne l'homomorphisme
de Aut M sur Out M considéré en 1.2.8.]

THÉORÈME 2.2.4. — Soient U et V des représentations de G dans le fac-
teur M.

(a) F (U) est un sous-groupe fermé de ï\
{b) On a F (U) + Sp U = Sp U.
(c) U ~ V entraîne F (U) = F (V).

LEMME 2.2.5. — Soient U une représentation de G dans M, ei et e^ des
projecteurs non nuls de M^ équivalents relativement à M. On a alors :

r (u^i) = r (u^).

Démonstration. — Par hypothèse il existe une isométrie partielle u € M
telle que u* u == d et uu* == ^2. Soient yiêF (U61), V un voisinage
compact de 71, ^ un projecteur non nul de M^nMe,. Il suffit de montrer
l'existence d'un élément non nul de M (U, ^)nM^. On aura ainsi montré
que F (U^CF (U62) d'où l'égalité cherchée en échangeant ei et <°2.

Il existe un voisinage W de 0 dans F, un voisinage V de yi tels que
V + W C ̂  puis un recouvrement ouvert ('Va)aeA de F tel que Va ~ ^a C W
pour tout aeA. Il existe donc g^L1 (G) tel que U (g) e^ u ̂  0 et Support
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gC^a pour un certain açA. (On applique le lemme 2.1. G en constatant
que ^ u ̂ - 0.) Posons x == U (g) (^ u). On a Support x^e^, Support
^* ^^2- On a? en utilisant le lemme 2.1.3 (g), Spu x -\-V — Spu^C^.
Par hypothèse il existe î /€M (U, ^^nMei, y 7^ 0 où ^ est le projecteur
non nul de M^Me, défini par l'égalité

= \/ Support U^ (x).
<ÏG

II existe ti € G tel que U^ (x) y ̂  0 car l'image de î/ est contenue dans
l'image de e\ et n'est pas réduite à 0.

Il existe ensuite t^çG tel que U^ (x) (U^ (rc) î/)* y^ 0 car l'image de
(U^ (*r) î/)* est contenue dans celle de y* donc dans l'image de e\. Comme
support x* ^- e'^ on a alors

U., (x) y U,, ^*) e M^ n M (U, (Spu x + V - Spu x))

en utilisant les lemmes 2.1.3(c) et 2.1.5. On a donc montré que
M ^ n M ( U , ^ ) ^ { 0 } .

LEMME 2.2.6. — Soient U ̂  V d^ représentations de G dans M, (^/)î ,y==i, 2
un système d^unités matricielles pour le facteur Fa rf^ ^/p^ Is. ^^ existe une
représentation ^N de G sur M (^) Fs ^Me çu^ pour tçG et xçM on ait

W, (x (g) en) = U, (̂  0 en, W< (a- ® e^) = V< (.r) (g) e^.

Démonstration. — Pour (€G, soit u^eM tel que V/ (x) = Uf Vt (^) u*
pour tout rcGM. Posons y^ = 1 0 <3n + ^ 0 ^22. L'application linéaire W^
définie par l'égalité

W, (^^7 (g) ̂  = U< (a;n) 0 en + U, (^.2) u* (g) ^2

+ Ut \Jt (^21) ® €21 + "< U< (^22) u* (g) ^22

vérifie pour tout x^U (g) F^, l'égalité W, (rc) = y, (U^ (g) 1) (.r) y*. Donc W,
est un automorphisme de M 0 F2.

L'application t -> W< est une représentation de G sur M dès que l'on a
v^ (U^ (g) 1) v^ == Uf^t, pour tout couple (ti, (2) d'éléments de G, i. e.
dès que u^ U^ (u^ == u^^ pour tout couple (^i, (2) d'éléments de G.
La définition 2.2.3 permet donc de conclure.

Démonstration du théorème 2.2.4 :

(&) F (U) contient l'élément 0 de F [on a Spu (1) = { 0 { ] . Il suffit donc
de montrer que pour yi € Sp U et y 2 € F ( U ) on a yi + Ï 2 € S p U , i. e.
que pour tout voisinage V de fi + Ï2 on a M (U, V) ̂  { 0 { . Pour j = 1, 2.
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âoit Vj un voisinage de y;, avec V^ + VaCV. Soit ^ € M ( U , Vi) tel
que Xi 7^ 0 et e = \y Support LJ( {xi). Alors e est un projecteur non

t^G

nul de M11 donc il existe ^2 7^ 0, ^eM (U, ^nIVL.
Il existe ( i €G tel que U^ (.z-i) ^2 7^ 0. On a donc [lemmes 2.1.3 (/*)

et 2.1.5] M(U, ^ ) ^ { 0 } .
(a) Utilisant (fc) on a, pour tout projecteur non nul e de M11, l'égalité

F (U6) + Sp Ve = Sp Ve. Donc F (U) étant contenu dans F (U6) on a
F (U) + Sp Ve == Sp Ve. Cette égalité valable pour tout e et la définition
de F (U) montrent que F (U) + F (U) = F (U). Comme F (U) est un sous-
ensemble fermé symétrique de F on a montré (a).

(c) Soient U et V des représentations de G dans M avec U ^> V. Le
lemme 2.2.6 permet de construire une représentation W de G dans M 0 Fs
et deux projecteurs équivalents 1 0 en et 1 0 ^22 de M 0 F2, invariants
par Wî et tels que, par isomorphisme, on ait

r (w1®^) = r (U), r (w1^) = r (Y).

Le lemme 2.2.5 montre donc que F (U) == F (V).

2.3. INTERPRÉTATION DE L'ORTHOGONAL DE F (U).

THÉORÈME 2.3.1. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
Si Sp U/F (U) est compact, l'orthogonal de ,F (U) est l'ensemble des tçG
tels qu'il existe un unitaire u du centre de M11 vérifiant l'égalité

U< (x) •== uxu* pour tout xçM.

L'idée de la démonstration est d'utiliser un des critères classiques
([33], th. 4.1.19) qui assure qu'un automorphisme de M est intérieur
quand son spectre dans B (M) n'est formé que de ;s€C tels que Re (z) > 0.

LEMME 2.3.2. — Soient U une représentation de G dans le facteur M, V
un voisinage compact de 0 dans F, ei et e^ des projecteurs non nuls de Mv.
I I existe deux projecteurs non nuls fi et f^ de M11, fi ^^i, /2 ^- e^ tels que
Spu / lcv+ Spiy2, Spu / 2c^+Spu71 .

Démonstration. — II existe un x ^=- 0, x€:M tel que ei x = x, xe^ = x.
Le lemme 2.1.6 montre qu'il existe g€L1 (G) avec Support g-Support g CV
et U (g) x ̂  0.

Soit y = U (g) {x) ; on a

Ci y == e, U (g) (x) == V (g) (e, x) == U (g) x = y ;
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de même ye, = y, et Spu (y) - Spu (î/) C^ [2.1.3 (g)]. Soient f, = \/
< € G

Support U^ (y*), /a == \/ Support TJ( (î/). On a fjGM.1^ par construction,<yG
/'y ̂  0, et /y ̂  ej pour 7 = 1, 2.

Montrons que /i et /a vérifient les conclusions du lemme. Montrons
que YieSpU7 1 entraîne y i e^+Sp lV 2 i. e. que pour tout voisinage
compact Vi de ^i on a (Vi — ^<))^Sp U72 7^ 0 (puisque par hypothèse
on a V compact donc V + Sp U72 fermé). Soit x, ̂  0, ^i eM (U, ^i) nM^.
Il existe (i € G tel que U^ (î/*) x* ^z 0 puis t sEG tel que

^ == U<, (y*) ̂  U,, (y) ^- 0.

On a f^x, == x, car /. U^ (y*) = (U^ (y) /*.)* = U^ (y*). De même,
x^f^==x^ Comme ^ € M ( U , (— ^ + Vi)) (lemme 2.1.5) on a

M (U, (V, — ^)) n My, 7^ { 0 } donc (V, — V) n Sp U^ ̂  0.

La deuxième inclusion du lemme 2.3.2 se démontre de la même manière.

LEMME 2.3.3. — Soient U une représentation de G dans le facteur M, e
un projecteur non nul de Mv, On a F (Ve) = T (U).

Démonstration. — On a clairement I^L^Cl^U^). On a

r ( U ) = n ( S p W + ^ )

pour f projecteur non nul de M1^ et V voisinage compact de 0. Le
lemme 2.3.2. montre que chaque Sp U^ + ^ contient un Sp Ve1 où
^i ̂  <°, d'où le résultat.

LEMME 2.3.4. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
La famille F (U) des sous-ensembles de F de la forme V + Sp U6, pour V
voisinage compact de 0 dans F et e projecteur non nul de Mu est une base de
filtre d'intersection F (U).

Démonstration. — Montrons que c'est une base de filtre. Soient
^ -j- Sp Ve1 et ^2 + Sp Ve2 deux éléments de F (U) et V un voisinage
compact de 0 dans F tel que VCVi et V+VCV^ Le lemme 2.3.2
appliqué au triplet V, ei, 63 montre l'existence de /i et /s, projecteurs
non nuls de Mu tels que /i ^^i, /a ^= e^ :

V + Sp Wc^i + Sp ?1 [car /'i ̂  Ci et ^c^i, cf. 2.1.3 (i)],

^ + Sp Vf.cV + V + Sp U^c^.2 + Sp ̂ .

II suffit donc de constater que V + Sp U^ est un élément de F (U).
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Remarque. — Le lemme 2.2.6 et l'argument ci-dessus montrent que
si U et V sont des représentations de G sur M, avec U ~ V, il existe pour
tout F i € F ( U ) un F ^ G F (V) tel que F^CFi .

Les lemmes 2.3.5 à 2.3.9 ont pour but de calculer le spectre de U^
dans l'algèbre de Banach B (M), à partir de Sp U et tçG. L'hypothèse
« M facteur » n'intervient pas.

LEMME 2.3.5. — Soient £ > 0, M une algèbre de von Neumann, U une
représentation de G dans M, K un compact de G et yo € F. Il existe un voisinage
compact V de yo tel que \ U< (x) — ((, ^o) x || ̂  £ [ ] x \\ pour tout xç M (U, V)
et ( €K.

Démonstration. — Soient Vi un voisinage compact de fo, et fçL1 (G)
tels que f^) = 1 pour tout f^'Vi. Pour ( o € K soit F (to) l'élément de
U (G) tel que F {to) (t) = f (t — to) — (to, To) f (t) pour t^G. On a

F(<or(T)=(^)f(T)-(^^)Aï) Pour yer.

Il existe ([32], th. 2.6.3) pour^eK un kçU (G) tel que || F ( (o)*/c | | < £
y\

et k (y) = 1 sur un voisinage de fo. La continuité de l'application to -> F (to)
du compact K dans L1 (G) montre l'existence d'un voisinage V^ de Yo
tel que pour tout (o€ K, il existe un /c€L1 (G) avec k (y) == 1 pour YE^
et [ I F (^o) * /c I I < £.

Soient V un voisinage compact de yo contenu dans l'intérieur de ̂  H ̂ 2,
^€M (U, V) et ^oêK. On a

U/o(-î*) - (ïoTTo)^ =U(^)rr , A(ï) == (^oT^) - (^oTTo) pour yer.

Il existe /ceL^G) avec k (y) == 1 pour ye^ et [| F (^o) * k || < £.
L'égalité (F {to) * /c)" (7) = [1 (y) ayant lieu sur un ouvert contenant
Spu x on a

I I U^ (x) - (foTïo) .r I I = I I U (F (/o) * k) x || ̂  || F (fo) * k ||. || .r || ̂  5 1 | rc ||.

LEMME 2.3.6. — Soient M une algèbre de von Neumann, U une représen-
tation de G dans M. Soit yeF. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) yeSpU.
(fc) 77 existe une famille (^a), indexée par un ensemble filtrant A, d'élé-

ments de norme 1 de M, ^Me grue

I I U^a) — (/, y) .Ta I I -^0 pour a -^oo,

uniformément sur tout compact de G.
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(c) Pour toute mesure finie [̂  sur G on a \ p- (y) ^ || U ([^-) [ |B(M).
(d) Pour tout fçL1 (G) on a f^) ^ \\ U (/•) H B ( M ) .

Démonstration. — Le lemme 2.3.5 montre que (a) entraîne (6).
Montrons que (&) entraîne (c). Soient [̂ . une mesure finie sur G et (a^a)

comme dans (&). On a pour tout compact K de G :

I I U (̂ ) (^a) - A (ï) â I I = I I f (U< (^a) - (^î) X.) ̂  (Q
I I ^ G

^ S^p I I U< (.Ta) - (^) ̂  I I . I l ^ I I + 2 | ̂  | (K-).

On a donc montré que pour tout £ > 0 il existe un élément x^ de M
de norme un, tel que || U (p-) Xo, \\ ̂  p. (y) | — £.

L'implication (c) entraîne (rf) est immédiate et l'implication (d)
entraîne (a), résulte de la définition : Sp U = j yeF, /'(y) !• == 0 pour
tout /•eL1 (G) tel que U ( / • ) = { 0 }.

PROPOSITION 2.3.7. — Soient M une algèbre de von Neumann, U une
représentation de G dans M, Y Falgèbre de Banach engendrée par U (L1 (G))
dans B (M). Pour yeSp U ^oit ̂  fc caractère de Y ̂  çue ̂  (U (/*)) = /'(y)
pour tout /'€:L1 (G), ^application 'y -> ̂  e5( un homéomorphisme de Sp U
5ur fc spectre de Valgèbre de Banach Y.

Le lemme 2.3.6 montre que si y € Sp U, 7^ est un homomorphisme de
U (L1 (G)) dans G qui se prolonge à l'adhérence Y de U (L1 (G) dans
B (M). L'application y -> ̂  est injective car )(^ = %^ entraîne
^(yi) == f^^) pour tout /'eL1 (G). Elle est continue car U (L1 (G)) est
dense dans Y.

Soit h un caractère (non nul) de Y; il existe alors yeF tel que
^ (U {f)) = fW pour /'€L1 (G) [car ho U est un caractère (non nul) de
U (G)] et comme h (U (/•)) | ̂  || U (/l) || pour tout /'eL1 (G), y vérifie (d)
du lemme 2.3.6 . i. e. yeSp U.

LEMME 2.3.8. — Soient M une algèbre de von Neumann, U une représen-
tation de G dans M. Pour tout s € G le spectre de Vs dans V algèbre de Banach
B (M) est V adhérence de l'ensemble des Çs, y), yeSp U.

Démonstration. — Soit yêSp U. Il existe une famille (^a)aeA d'éléments
de M telle que |] Xy, [| = 1, | Vs (^a) — (^, y) Xy. |[ -> 0 quand a -^ oo. Donc
U, — (^, y) n'a pas d'inverse dans B (M).

Soit X un nombre complexe que À ^ } (5, y), yeSp U {-. Soit œ un ouvert
du cercle unité Ti = { z , [ z | = 1 } contenant { Çs, y), "y€ Sp U } et tel que
A^co.
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Soit /*une fonction de classe C90 sur Ti qui coïncide avec (z — X)~1 sur co.
4- oo

On a f (z) ==^an Z'1 pour zçTi avec ^ , | a ^ [ <oo.

Soit X=^anVns. On a XeB (M) et X = U ( ^ a , , - ) où pour

tçG, ^ désigne la mesure unité portée par { t } . On a

X (U, - À) = (U, - À) X = U (^),

où [L= (£,- ^£o)*f^a,£,.) donc ^(ï) = ((^)—^/'((^n'))- par

hypothèse sur f on a donc p- (y) == 1 pour ye ' j yeF, Çs, y)eco i qui est
un ouvert contenant Sp U. Pour tout xçM on a U ([^) x = a;
[lemme 2 . 1 . 3 (/c)], donc U ([^) = 1.

LEMME 2.3.9. — Soit cr un automorphisme d'une algèbre de von
Neumann M. Si le spectre de o- dans B (M) est égal à [ 1 { on a o" = 1.

Le lemnie 2.3.8 montre que la représentation n -> ^n de Z dans M est
triviale.

LEMME 2.3.10 :

(a) Soient M un facteur, u un unitaire de M, iu V automorphisme x -> uxu*
de M. Alors le spectre de ia dans B (M) est l'ensemble des Ai À^1 pour X^
^G Sp u.

(&) Soient M UTZ facteur^ U une représentation de G dans M, ^o € G, u
un unitaire de M11 ̂  çue U^ (cr) == uxu^ pour tout x€:M. Alors [to, y) === 1
pour tout Y^r (U).

Démonstration :

(a) Le spectre de L// dans B (M) est contenu dans Sp u, le spectre de
R^* [R^* {x) = xu* pour tout a;€M], dans B (M), est contenu dans (Sp u)~1.
Comme L^ et R^ commutent, on a

SPB(M) (iu)c{ Ai V; ^i, ^2eSp u }.

Soient £ > 0, Xi (resp. î^eSpu, e ieM (resp e^çM) un projecteur 7^ 0
tel que || ud — Xi e^ \\ ̂  £ (resp. || ^2 u — ^2 ^2 || ̂  £), v eM une isométrie
partielle telle yy*^^, y î i î p ^ e 2 , y 7^ 0. On a

II iu (v) — Ai V y II == [ | uy — Ai ^1 ̂  I! ̂  II (ue, — Ai Ci) y [| + || u (^ u — ̂  ̂ ) [| ̂  2 £.

On a donc
SPB(M) (iu) = { ^i ^i1; ^i> ^2eSp u j.
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(&) Soit £ > 0. Il existe un projecteur spectral e ̂  0 de u et un X | X == i
tels que [| ue — X e || < £. Il existe donc un projecteur e ̂  0, eçMU tel que
Sp U^ [dans B (M,)] c { z, z — 1 ^ £ }. En utilisant le lemme 2.3.8 on a
alors | (/o, ï) — 1 f= £ pour tout Y € Sp U'. D'où (t^ y) = 1 pour tout 7 € F (U).

Démonstration du théorème 2.3.1. — Le lemme 2.3.10 montre que tout
tçG tel qu'il existe un unitaire u du centre de M11 vérifiant U^ (x) = uxu*
pour tout xG M, appartient à l'orthogonal de F (U). Soit t dans l'orthogonal
de r (U) . Pour £€]0,1[ posons ^ = { y e r , Re ((, y) > 1 — £ } ; ona
VE + T == ^£ pour tout yeF (U) donc en notant h l'application canonique
de F sur F/F (U) on a A-1 h (Vs) = ^s.

Les A (Fi), F i € F ( U ) (2.3.4) forment une base de filtre d'ensembles
compacts [par hypothèse h (Sp U) est compact] tels que h~1 h (Fi) = Fi
[théorème 2 .2 .4 (&)] et d'intersection { 0 } . Pour £ > 0 donné il existe
donc un FiêF (U) tel que h (Fi)Ch {V,) i. e. que FiC^s. Il existe donc
un projecteur f^ 0 de M11 tel que Sp U^C^s. On a alors

SpUndansB(My)]
= {(^r)' TeSpU^ }~"ci z€C, | z | = 1, Rez^ l — £ ! (lemme 2.3.8).

Le théorème 4.1.19 de [33] et le lemme 1.5.2 montrent qu'il existe
un unitaire u de M tel que U< {x) == uxu* pour tout rceM. Montrons
que uçMV (il est alors clair que u€ Centre de M^).

Pour tout projecteur non nul f de 1VF on a u/u* = f donc uf= fu.
De plus comme M/ est un facteur on a [2.3.10 (a)] :

Spectre V{ [dans B (M/)] == { À ^ X^, Xy€ Spectre uf dans M/^.
L'égalité F (Ve) = F (U) pour toute représentation Ve réduite de U

(lemme 2.3.3) montre donc que pour tout projecteur non nul e de M11

et tout £ > 0 il existe un projecteur non nul f de M1", f^- e tel que

mf | [^ -À/ ' | |<£.
[ À | ——— 1

Soit alors £ > 0 et (/a) une famille maximale de projecteurs deux à deux
orthogonaux de M11, avec pour tout a, /*a 7^ 0 et inf [ ] u/a — X /a || '= s.

i ̂  \=l

La maximalité assure que ^,/q = 1 ; avec des Xa ( Xa = 1) convenables

on a u — V X a / a ^£. On a donc uçMV.

COROLLAIRE 2.3.11. — Soient G un groupe abélien discret, U une représen-
tation de G dans un facteur M. L'ensemble des noyaux des représentations
extérieurement équivalentes à U admet un plus grand élément qui est l'ortho-
gonal de F (U).
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Démonstration. — Nous notons T (U) l'orthogonal de F (U). Soient V
une représentation de G dans M avec V ~ U, et tçG avec Y( == 1. Le
lemme 2.3.10 montre que ( est dans l'orthogonal de F (V) = F (U) donc
dans T (U). Montrons l'existence de V ~ U avec V^ = 1 pour tout tçT (U).

Soit H le groupe des unitaires u du centre de M11 tels qu'il existe un
t == t (u)€T (U) avec uxu^ == Ut {x) pour tout xçM.. Grâce au théo-
rème 2.3.1, u -> t (u) est un homomorphisme de H sur T (U)/Noyau de U,
de noyau le groupe Ti des nombres complexes de module 1.

Or T (U) est discret. D'après [15] il existe donc une application t -> Ui
de T (U) dans le groupe unitaire du centre de Mv avec u^+^ = u^ u^
pour ti et ^2 dans T (U) et LJ( (x) = Ui xu* pour xçM, ( € T ( U ) . Le
corollaire 2.3.11 résulte alors du lemme suivant que nous démontrons
dans un cadre plus général pour la suite.

LEMME 2.3.12. — Soient 51 une algèbre de ^on Neumann, G un
groupe abélien localement compact, Gi un sous-groupe fermé de G, u un
homomorphisme fortement continu de Gi dans le groupe unitaire de 51. Il
existe un prolongement v de u en un homomorphisme fortement continu de G
dans le groupe unitaire de 3t.

Démonstration. — On peut supposer que 51 est engendrée par l'image
de u et que 51 est de genre dénombrable. En représentant 51 dans un espace
de Hilbert dans laquelle elle a un vecteur totalisateur et séparateur on
se ramène au cas 51 = L00 (I\, p- i ) ; où [^-i est une mesure positive finie
sur le dual Fi de Gi, et pour ^eGi, Us est la fonction 7 -> (^, y), yeFi.
En décomposant 5l en produit d'algèbres de von Neumann, on peut de
plus supposer p-i à support compact. Soit alors K un compact de F (dual
de G) tel que son image p (K) par l'homomorphisme canonique p de F
sur FI soit le support de [^i.

Soit p- un point extrémal dans le convexe faiblement compact des
mesures positives sur K telles que p (pt.) = [JL^. D'après [28] l'application 1
qui à yeL" ([J-i) associe / 'opeL 0 0 ([^.) est bijective. Pour tçG soit Wi la
fonction y -> (t, y), et Ut = I"1 (M^). Alors l'application ( -> v^ vérifie
les conditions du lemme.

COROLLAIRE 2.3.13. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
Si F/F (U) est compact il existe une représentation V de G dans M telle que
v ̂  u et Sp v = r (Y) [= r (u)].

Démonstration. — Comme l'orthogonal T (U) de F (U) est un groupe
discret la démonstration du corollaire 2.3.11 montre qu'il existe une
représentation V ~ U telle que Y( = 1 pour tout ( dans l'orthogonal de
r (U) = r (Y).
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On utilise alors le lemme suivant :

LEMME 2.3.14. — Soit V une représentation de G dans le facteur M.
Pour que Sp V = T (V) il faut et il suffit que Y( == 1 pour tout t dans

Vorthogonal de F (V).
Résulte immédiatement des lemmes 2.3.8, 2.3.9 et de l'inclusion

r (V)cSpV.
COROLLAIRE 2.3.15. — Soit cr un automorphisme d'un facteur M.

(a) Si le spectre de a" dans l'algèbre de Banach B (M) nest multiplicative'
ment invariant par aucun nombre complexe différent de 1, cr est un auto-
morphisme intérieur de M.

(&) Si le spectre de o- est différent de l'ensemble des nombres complexes de
module 1, il existe un entier n 7^ 0 tel que cr" soit un automorphisme intérieur
de M.

Démonstration. — Soit U la représentation du groupe additif Z dans M,
qui à zzGZ associe Pautomorphisme ^n de M. Soit Ti = { z ç c , [ z = 1 }
le groupe multiplicatif des nombres complexes de module l avec (n, y) = ^n

pour n€Z et yeTi. On a (lemme 2.3.8) Sp U = { 7 , -y € Spectre cr dans
B (M) }. Dans les hypothèses de (a) on a (en utilisant 2 .2 .4), F (U) = { 1 };
en utilisant le théorème 2.3.1 (et la compacité de Ti), o- est intérieur.
Dans les hypothèses de (b) on a F (U) ̂  Ti donc l'orthogonal T (U) de
F (U) contient un n ̂  0, l'automorphisme LL = ^n est alors intérieur
(théorème 2.3.1).

REMARQUES 2.3.16 :
(a) Soit X un espace de Hilbert, M = £ (^C) ; rappelons que tout auto-

morphisme de M est intérieur. Il existe une représentation du groupe additif
ZxZ dans M telle que LL 7^ 1 pour t ^z 0 et que M11 == G. On a alors
Sp U = F (U) = dual de (ZxZ) ce qui prouve que U nest pas extérieurement
équivalente à la représentation V ou Y( = 1 pour tout tç: Z X Z. On a cependant
£ ( U , ) = £ ( Y , ) pour tout ( € Z x Z {cf. 2.2.3).

(6) Le corollaire 2.3.13 se généralise vraisemblablement au cas où
Sp U/r (U) est compact.

PROPOSITION 2.3.17. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
(a) Pour tout projecteur non nul e de M11 il existe une représentation V

de G sur M telle que V ~ U et Sp V C Sp Ve.

(&) On a F (U) = (^ Sp V.
V - U
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Démonstration de (a) :

1° Cas où e est équivalent à 1 relativement à M. — Soit uç. M avec uu* = e,
u* u = 1. Pour ^ € M et ^eG, soit V< (.r) = u* U, (uxu^) u. On a
u * U < ( u ) e M , u* U^ (u) unitaire pour tout tçG, avec

u* U^ (u) U^ (u* U^ (iQ) = u* U^ (e) U^ (u) == u* U,^ (u)

pour ti et ^2 dans G. Donc V est une représentation de G dans M et V ̂  U.
En outre V est isomorphe à la représentation réduite Ve de U par e grâce
à l'isomorphisme x -> uxu^ de M sur Me. On a donc Sp V = Sp IP.

2° Cas où e nest pas équivalent à 1 relativement à M et où l'algèbre de
von Neumann M^ na pas de projecteur minimal. — Supposons d'abord M
fini, et soit T la trace sur M telle que T (1) = 1. Par hypothèse il existe
pour tout projecteur f non nul de Mv et tout £ > 0 un sous projecteur /i
de f tel que f, ̂  0, T (/,) < £ et f, elVT.

Soit nGN tel que Ifn ̂  T (e) et soit (/a) une famille maximale de projec-

teurs de M11, non nuls, tels que /a ̂  e, que ^T (/a) ̂  1/n et que /a, /a, == 0

pour a^ ̂  as. Soit e^ =^j/a; on a T (ôi) == 1/n, en utilisant la maximalité
de la famille.

Il existe donc, dans ce cas, un projecteur ei ̂  0, ei ̂  e, ^iCM11 et
une famille (<°p) de projecteurs de M deux à deux orthogonaux, équivalents

à êi relativement à M et tels que Y<°p = 1, e i ç [ e ^ } .

Cette conclusion reste valable quand M n'est pas un facteur fini car
par hypothèse e n'est pas équivalent à 1 relativement à M donc 1 — e
est (quand M n'est pas fini) somme de projecteurs orthogonaux équivalents
à e.

Soit alors F un facteur de type I, f un projecteur minimal de F, et 1 un
isomorphisme de M sur M^ 0 F tel que 1 (x) = x (^) f pour tout ^eM^.

Pour tçG soit V^ = I~1 (U^(^)l) I. Alors V est une représentation
de G dans M. Pour f^U (G) on a V (/•) = I-1 (Ve1 (f) (g) 1) I. On a donc
Sp V = Sp Ve1 et comme e^ ̂  e on a Sp V C Sp U6.

Pour xçM61 on a 1 (x) = x (g) f donc V, {x) = U? (^). On a donc
Ve1 = U61. La conclusion V ~ U résulte du lemme suivant :

LEMME 2.3.18. — Soient U et V des représentations de G dans M et e
un projecteur non nul de M^ H 1VP. Si Ve ~ Ve on a U ~ V.

Démonstration. — Par hypothèse il existe une application t -> Ut de G
dans Me telle que u, u* = u* u, = e pour (€G, u^ U^ (^) === u,^
pour (i et ^2 dans G et u, xu* = V, U71 (x) pour tout ^eMe et tçG. Le
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lemme 1.5.2 détermine une application t-^ Vf de G dans M telle que
y* v, = v, y* = 1 pour (€G et que v, xu* == V, U,"1 {x) pour tout xçM
ettçG. L'unicité dans 1.5.2 montre que v^ U^ (u^) = u^+^ pour ti et t^
dans G. La remarque 1.5.3 (c) montre que t -> Vt est fortement continue.
On a donc V ~ U.

3° Cas où V algèbre de von Neumann M11 a un projecteur minimal.

LEMME 2 .3.19. — Soit U une représentation de G dans M telle que l'algèbre
de von Neumann M11 contienne un projecteur minimal. Il existe alors une
représentation V ~ U telle que Sp V = F (U).

Démonstration. — Soit e un projecteur minimal de Mv. On a
^ ( U e ) = ^ S p U / pour f projecteur non nul de M11 H Me donc
Sp Ve = F (Ve) = r (U) (lemme 2.3.3). Donc pour tout s dans l'orthogonal
T ( U ) de F(U) on a U: = 1 (2.3.14).

Le lemme 1.5.2 montre donc que pour sçT (U) il existe un unique
unitaire Us de M tel que eus == e et U, Çx) = u, xu* pour tout xçM.
On a u.eM" car, pour <eG, TJ( (u^ vérifie les mêmes conditions que Us.
On vérifie que l'application s -> Us est multiplicative et fortement continue
(1.5.3), donc (lemme 2.3.12), il existe un homomorphisme ( -> Vt de G
dans le groupe unitaire de M11 tel que Vt == Ut pour tçT (U).

Pour (€G soit V^ {x) == u* H (x) v^ pour tout xçM. Alors V est une
représentation de G, on a V~ U, et Y( = 1 pour t dans l'orthogonal de
F(U) donc (lemme 2.3.14) on a Sp V == F (U).

Démonstration de (b) de 2.3.17. — Pour V ~ U o n a F (U) = F (V)CSpV;
on a donc F (U) C H Sp V pour V ̂  U. L'inclusion inverse résulte du (a)
de la proposition 2.3.17.

2.4. DISCUSSION DE L'ÉGALITÉ Sp U = F (U) QUAND F (U) EST DISCRET.

THÉORÈME 2.4.1. — Soient M un facteur, U une représentation de G
dans M telle que F (U) soit discret. On a Sp U == F (U) si et seulement si
l'algèbre de von Neumann Mv est un facteur.

LEMME 2.4.2. — Soit U une représentation de G dans l^algèbre de von
Neumann M telle que Sp U soit discret.

(a) Soit xç M, x 7^ 0. Il existe /*€ L4 (G) telle que Spu (U (/*) x) soit réduit
à un point de Sp U.

(6) Soit y G M tel que Spu (y) soit réduit à un point. Le support de y dans M
est un élément de M^.
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Démonstration :

(a) Soit Yo un point de Spu x et /*€ L1 (G) telle que /^o) ̂  0 et /^(y) = 0
pour tout yeSp U, 7 7^ ïo. On a U (/*) rr 7^ 0 par définition de Spu (^),
donc Spu (U (/*) rc) 7^ 0 et le lemme 2.1.3 (g) montre que Spu (U (/") x) C f f o }

(&) Soit î /eM (U, { Yo }). Le lemme 2 . 1 . 3 (c) et le lemme 2 . 1 . 5 montrent
que i / * î / € M ( U , { 0 }) = M11 d'où 2 . 4 . 2 (6).

Démonstration de 2.4.1. — Si Mv est un facteur, on a Sp U = F (U) (2.2.2).
Supposons que Sp U = F (U). Soient ei et e^ des projecteurs non nuls de M11.
Comme M est un facteur, il existe un xçM. tel que ei xe^ 7^ 0, donc un
jfeL1 (G) tel que y == U (/*) (<°i ^2) vérifie y 7^ 0, Spu (y) = { To } pour
un Y o € r ( 2 . 4 . 2 ) . On a Support yçMV [2.4.2 (fe)]. D'autre part
ei y = y, î/^2 = y donc Support y ̂  ^2, Support î/* ̂  61. Soit ^3 = Support
y. On a 63 GM", 637^0 ; comme Y o € r ( U ) , il existe

.r^O, ^eM(U, { - Y o j ) n M ^ .

On a y^i 7^ 0, yx^çMV (2.1.5), et ei yxi e^ == yxi 7^ 0. Ainsi, pour
tout couple (<°i, ^2) de projecteurs non nuls de M^ il existe un x^ 7^ 0,
^2 € M11 tel que ^i x^ e^ 7^ 0. Donc Mv est un facteur.

PROPOSITION 2.4.3. — Soient M un facteur, U une représentation de G
dans M. 5" il! existe un projecteur minimal dans le centre de M^, il existe
V ~ U telle que Sp V = F (U) = F (V).

Soit f un projecteur minimal du centre de M11. On a (2.2.2) ,
F (UQ = Sp W donc Sp U^ = F (U). On applique alors 2.3.17 (a).

III. — Invariant S

Nous appliquons les résultats de la 2e partie au cas G = R et U^ = of
où ^ est la représentation modulaire associée au poids normal fidèle y
sur le facteur M. Il est commode, ici, d'identifier le groupe dual de R
au groupe multiplicatif R*. Le théorème 1.2.1 montre que la classe d'équi-
valence extérieure de o"9 est indépendante du choix de y, donc que F (o-^),
qui est un sous-groupe fermé de R*, est un invariant algébrique de M.

Dans 3.1 nous définissons l'invariant S (M), intersection des spectres
des opérateurs modulaires associés aux poids normaux fidèles semi-finis
sur M. Puis nous montrons que O^S (M) est équivalent à « M semi-fini »
et que dans ce cas S (M) = = { ! } .

Dans 3.2 nous montrons, avec les notations ci-dessus, que

S(M)nR:=r(Œ?).
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Dans 3.3 nous calculons S (M) pour les facteurs construits à partir de
groupes ergodiques de transformations bimesurables, le reliant ainsi au
« ratio set » de Krieger et montrant que pour tout sous-groupe fermé G
de R^ il existe un M tel que S (M) = G u { 0 }.

Dans 3.4 nous montrons que si S (M) ̂  { 0 , 1 { , T (M) et l'orthogonal
de S(M) .

Dans 3.5 nous relions l'invariant S à la propriété L) de Powers.
Dans 3.6 nous relions les invariants S et T aux invariants r^ et p d'Araki

et Woods dans le cas des produits tensoriels infinis de facteurs de type I.
En corollaire nous redémontrons les principaux résultats de la classi-
fication d'Araki et Woods [2]. Nous prouvons ensuite que les égalités
démontrées dans le cas des facteurs d'Araki-Woods ne sont pas vraies
en général. Utilisant l'invariant T nous montrons que la classification
des facteurs de type III non hyperfinis n'est pas standard [voir 3.6.4).

Dans 3.7 nous montrons, grâce à l'introduction de la notion d'état
presque périodique sur une algèbre de von Neumann, l'équivalence pour
tout facteur M tel que S (M) 7^ [0, oo[ et tout X e]0, 1/2[ entre la propriété L\
de Powers et la propriété X/l — XçS (M). Il en résulte que pour tout
A€]0, 1/2[ les propriétés L/ de Powers et L), d'Araki sont non équivalentes.

3.1. PRÉLIMINAIRES.

DÉFINITION 3.1.1. — Soit M un facteur. On pose S (M)= HSp A^ quand y
décrit V ensemble des poids normaux fidèles semi-finis sur M (Aç désigne
V opérateur modulaire de y).

Par construction, S (M) est un sous-ensemble fermé de R+, et définit
un invariant algébrique de M.

LEMME 3.1.2. — Soit M un facteur^ les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) O^S(M) .
(b) S (M) = { 1 } . ^
(c) M est semi-fini.
Les implications (c) ==> (fc) => (a) sont immédiates. Montrons que (a) => (c).

Soit y un poids normal fidèle semi-fini sur M tel que O^Sp A^,.
L'égalité Jç A^ Jy = A^ montre qu'il existe A ̂  1 tel que Sp AçC [A-1, X].

Pour ( € R e t o ; € M o n a
TTç (CT? (X)) = e11^ TTç (X) e-^14.

où Hep = LogAç est borné. Le théorème 4.1.15 de [33] et le théorème 7.4
de [30] montrent donc que M est semi-fini.
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LEMME 3.1.3. — Pour que M soit fini il faut et il suffit qu'il existe une
forme linéaire normale positive fidèle y sur M telle que O^Sp4p.

Si M est un facteur fini il existe une forme linéaire normale positive et
fidèle T sur M telle que O^SpA^. Inversement soit y une forme linéaire
positive normale fidèle sur M telle que O^Sp Aç, i. e. telle que Aç soit un
opérateur borné.

Soit (x^) une famille d'éléments de M indexée par un ensemble filtrant A
telle que [|a;a|| -= 1 pour tout açA et que x^-> x fortement quand a ->oo.
On a ̂  (xo,) -> ï]^ (x) dans 9€^ quand a -^oo, donc comme AY2 est borné
on a

^ (xî) = Jç A^2 Y^ (:ra) -> Jcp A v2 Yîç (a;) == r,ç (a;*) quand a -> oo.

Le vecteur Tjy (1) = ̂  de ^ est totalisateur et séparateur pour T^ (M)
et on a

[ I TTç (;ï'î) I I ̂  1 et TTç (rcî) Ç -> TTç (rr*) Ç quand a-^ oo.

On a donc montré que x^ tend fortement vers x* quand a-^oo.
Le lemme 14 (p. 303 de [13]) montre que M est fini.

Pour terminer ces préliminaires rappelons que, d'après [5] (th. 3.4),
les propriétés suivantes sont équivalentes pour un poids normal fidèle
semi-fini y sur une algèbre de von Neumann M :

3.1.4 (a) : Pour tout x > 0, o^eM, il existe une forme linéaire ^ positive
normale et ^-invariante pour tout <€R, telle que ^ (x) > 0.

3.1.4 (&) : La restriction de y à My est une trace normale fidèle semi-
finie sur M^.

3.1.4 (c) : II existe une espérance conditionnelle normale fidèle E^
de M sur M^ telle que y o Eç = y.

3.1.4 (d) : II existe une famille (^)^i de formes linéaires positives
normales dont les supports sont deux à deux orthogonaux telle que

y {x)=^^1 (x) p0"*-11* ^o^ xçM^.
3.1.4 (e) : II existe une espérance conditionnelle normale fidèle et

^-invariante pour tout tçR de M sur Mç.

DÉFINITION 3.1.5. — Soit M une algèbre de wn Neumann. On appelle
poids normal fidèle strictement semi-fini sur M tout poids normal fidèle
semi-fini y vérifiant les conditions équivalentes 3.1.4.
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3.2. ÉGALITÉ S (M)nR:= r (Œy) .

THÉORÈME 3.2.1. — Soit M un facteur et pour tout poids normal fidèle
semi-fini y sur M soit o^ la représentation t -> ^] de R dans M. Si on identifie
le groupe R* au dual de R, en posant (t, X) = X^ pour tout tçi{ et X€R*,
on a

S(M)nR* =r((r?).

Démonstration. — Le théorème 1.2.1 montre que pour tout couple de
poids normaux fidèles semi-finis <pi et 92 on a o" ' ̂  o-®2 au sens de la défi-
nition 2.2.3. Le théorème 1.2.4 montre que pour toute représentation U
de R dans M, appartenant à la classe d'équivalence ci-dessus, il existe
un poids normal fidèle semi-fini y sur M tel que U === o"9. Le théorème 3.2.1
résulte donc de la proposition 2.3.17 et du lemme suivant :

LEMME 3.2.2. — Soit 9 un poids normal fidèle semi-fini sur M. Avec
l ) identification ci-dessus de R^ au dual de 'R on a

Spcr = SpA^nR*.

Soit xçyc^ et soit [J. une mesure finie sur R. Pour X € R ^ on a

A(À-o=r^^(o.
^R

La fonction ^ est continue bornée définie sur ]0,oo[. Comme Aç est positif
autoadjoint non singulier, l'expression [1 (A31) a un sens et définit un opéra-

teur borné dans 9€^ Soit xç9t^. Montrons que y = ^ of [x) dy. (t)^9Ï^
^R

et que

(1) p.<^i)'n(x)=•n( r^(rc)^(0\
\JR /

On peut supposer que [̂  est positive de masse 1. La semi-continuité
inférieure faible du poids y montre que l'ensemble

{yeM, | | ï / | | ^ | | ^ | | , cp(y*y)^cp( rc* r r ) j

est fermé pour la topologie *-forte. Comme cet ensemble est convexe,

il est faiblement fermé et comme y = (jj {x) dy. {t) lui est faiblement

adhérent, on a montré que y (y^ y) < oo, donc î/€3tç>. Donc T) (y) a un sens.
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De plus pour tout z€5lç on a

<^ Q/)» ̂ )> - ? 0-* y) = f? (2* ̂ )) ̂ (0
^R

= f< A^ ïî (rc), y? (z) > ̂  (Q = < [ 1 (Al1) rî (x\ r? (2) >.
^R

D'où (1).
Notons a- la représentation de L1 (R) associée à cr^. Soit /'€L1 (R).

On a ( J ( f ) =Q^(J (f)x=0 pour tout x^^i^ <=> f (A^) Y]^ (x) pour tout
xçyi^f nulle sur SpA^nR:= SpA^nR*.

COROLLAIRE 3.2.3. — Soient M UM facteur, y im poid^ normal fidèle
semi-fini sur M.

(a) S (M)nR* est un sous-groupe multiplicatif fermé de R*.
(fc) Sp Ay est invariant par multiplication par tout élément non nul

de S (M).
Résulte facilement de 2.2.4, 3.2.1 et 3.2.2.
Soient M un facteur, ç un poids normal fidèle semi-fini sur M, e un

projecteur non nul de Mç = {xçM, of [x) = x pour tout tçB.}. La propo-
sition 3.3(2°) de [30] montre que pour xçM^ et y {x) < oo, on a
exe € MÇ, 9 (exe) < oo.

L'application ^ de M^, dans [0, oo] définie par l'égalité ^ (x) == y (a;)
pour xçM^ est donc un poids semi-fini normal fidèle sur Me.

DÉFINITION 3.2.4. — Le poids ^ est appelé poids réduit de y par e et
noté Ce.

COROLLAIRE 3.2.5. — Soit M un facteur.
(a) Pour tout poids normal fidèle semi-fini y sur M on a

S(M)nR:=nSp(AçJnR*,

où e décrit V ensemble des projecteurs non nuls de My.

(fe) Même conclusion que dans (a) quand e décrit l'ensemble des projecteurs
non nuls du centre de Mç.

(c) On a S (M) = H Sp Aç quand y décrit l'ensemble des poids normaux
fidèles strictement semi-finis sur M.

(d) Si M est de genre dénombrable, on a S (M) = H Sp Ay quand y décrit
l'ensemble des états normaux fidèles sur M, à moins que M ne soit un facteur
proprement infini semi-fini; dans ce dernier cas, le premier membre vaut { 1 }
et le second { 0 , 1 }.
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Démonstration. — (a) et {b) résultent de (3.2.1), (3.2.2), (2 .2 .2) , et du
lemme suivant :

LEMME 3.2.6. — Soient y un poids normal fidèle semi-fini sur M, e un
projecteur non nul de M;p, ^ le poids réduit de y par e. La représentation ̂
de R dans Me est la représentation réduite de o"® par e.

Comme tout élément de c^t^ est dans 3Ïç, il est immédiat que les condi-
tions K. M. S. [cf. [5], déf. 4.1) sont remplies par la représentation réduite
de o^ par e relativement au poids ^ sur Me.

(c) Le cas M semi-fini est immédiat. Soient M un facteur purement
infini, ç un poids normal fidèle strictement semi-fini sur M ([5], cor. 3.5).
Pour montrer que M vérifie (c) il suffit de montrer que pour tout projec-
teur non nul e de Mç il existe un poids normal fidèle ^ strictement semi-fini
sur M tel que Sp A^ == Sp A^ et d'appliquer (a).

Il existe un facteur F de type 1 et un isomorphisme de M sur Me (^) F.
Sur Me 0 F le poids fe (S) (Trace) est strictement semi-fini normal fidèle
car ope est un poids strictement semi-fini normal fidèle sur Me (^oir [6],
prop. 6.2). Soit '^ le poids correspondant sur M; on a

Sp A,^ = Sp (A^. (g) 1) = Sp A^,

(d) Si M est de genre dénombrable et purement infini, soit 9 une forme
linéaire positive normale fidèle sur M et soit e un projecteur non nul
de Mç. Il existe un isomorphisme 1 de M sur Me. Comme <fe est une forme
linéaire positive normale fidèle sur Me, il existe sur M une forme linéaire
positive normale fidèle ^ = (<pe) ° 1 telle que Sp A^ == Sp Aç . Il suffit alors
d'appliquer (a).

Si M est fini, l'égalité cherchée est immédiate et les deux membres sont
égaux à { 1 }.

Si M est semi-fini proprement infini de genre dénombrable, on a
S (M) = { 1 } (3.1.2). Montrons que pour tout X > 0, X 7^ 1 il existe une
forme linéaire positive normale 9 sur M telle que X ^S Sp Ay ; le lemme 3.1.3
montrera alors la dernière conclusion de 3.2.5.

La remarque 1.3.3 et le théorème 1.3.4 montrent que pour tout To
il existe une forme linéaire positive normale fidèle y sur M telle
que c7^ = 1, i. e. que A^0 = 1. Si V10 ̂  1 on a X^Sp Ay, d'où la conclusion.

COROLLAIRE 3.2.7. — Soient M un facteur et y un poids normal fidèle
semi-fini sur M.

(a) Si Mç est un facteur on a S (M) •===• Sp A^.
(b) Si S (M) == { 0 , 1 } le centre de Mç ne contient aucun projecteur

minimal.
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(a) résulte de 3.2.5 (fc) .
(b) résulte de 2.4.3.

COROLLAIRE 3.2.8 :
(a) Soient M un facteur, N un facteur semi-fini. On a S (M (̂ ) N) = S (M).
(&) Soient M un facteur, e un projecteur non nul de M. On a S (M) = S (Me).
(c) Soient 91 un espace de Hilbert, M un facteur dans 9€, On a

S (M) = S (M').
(a) Soient y un poids normal fidèle semi-fini sur M, T une trace normale

fidèle semi-finie sur N, ^ == y 0 T. On a o^ == of 0 1 pour tout ^€R.
On a ]\4 = My (g) N {cf. [39], p. 14, exemple 2), donc

Centre M^ == Centre Mcp (g) 1.

On applique alors 3.2.5 (fc) et le théorème 2 .6 .6 de [33].
(V) résulte de 3.2.1, 3.2.6 et 2.3.3 et du fait que M est semi-fini

si et seulement si Me est semi-fini.
(c) Soient Mi et Ma des facteurs, j un antiisomorphisme de Mi sur Ma,

^2 un poids normal fidèle semi-fini sur Ma, yi = 9 2 ° j le poids normal
fidèle semi-fini correspondant sur Mi. Pour tout (€R on a

^=J-^^J (1.2.10).

On a donc F {^) == T (^2) et S (M,) = S (M^) ( 3 .1 .2 et 3 . 2 . 1 ) . L'asser-
tion (c) résulte alors de (a), (&) .

3.3. CALCUL DE L ' INVARIANT S POUR LE PRODUIT CROISÉ D'UNE ALGÈBRE

DE VON NEUMANN SEMI-FINIE PAR UN GROUPE D'AUTOMORPHISMES.

THÉORÈME 3.3.1. — Soient A > 0, E une espérance conditionnelle
normale fidèle du facteur M sur une sous-algèbre de von Neumann semi-
finie NC M telle que N^McN, ^ un sous-groupe de M (E) tel que M soit
Valgèbre de von Neumann engendrée par N et ^. Soient T une trace normale
fidèle semi-finie sur N et pour uG<^, ?„ Vopérateur positif affilié au centre
de N tel que T (urru*) == T (p« x) pour tout .r€N+. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) À € S ( M ) .
(b) Pour tout £ > 0, et tout projecteur non nul e du centre de N, il existe

un projecteur non nul d ̂  e du centre de N, et un uç. ̂  tels que u du* ^_ e
et que le spectre de p^ d dans N^ soit contenu dans l'intervalle ]A — £, X + &[.
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LEMME 3.3.2. — Soient F un fermé de R*, y^ sa fonction caractéristique,
M , N , E , ^ , T , Û , , comme dans 3.3.1, y = T o E, o- == cr^ comme ci-dessus,
et e un projecteur non nul du centre de N. On a alors

\/ Support x = ̂  e (u* eu) ̂  (p^).
^€M(7,F)nM^ uç.^.

Démonstration. — Soit d = V^ç^ e (u* eu) /p ( P « 1 ) - O11 a ^€ Centre N.
Pour u€^ et /'eL1 (R) on a

^ (f) (^ %F (p.1) <0 = e [a (f) (u)] ̂  (p,1) e

car e et %.F(P^) sont des éléments de 1VP. D'après (1.4.5),

a (f) u =ff(t) ̂  (u) dt =ffW " ̂  dt - u f(p,1).

Cela montre que cr (/*) (eu^ (p« 1 ) e) === 0 pour tout /'eL1 (R) tel que f
s'annule sur un voisinage de F, car alors f (p^) ^p (p^) = 0- O11 a donc
eu ^F (p^1) e€M((7 ,F)nMe, et on a montré que d est inférieur à \/

; r € M ( 0 , F ) n M < ,

Support rc, car support eu %p (p^1) e = e (u* eu) y? (P/,1). Soit ^eM ((T, F) H Me
et montrons que xà = x\ on aura alors prouvé 3.3.2.

Soit /'çL1 (R) telle que f s'annule sur un voisinage de F. On a pour (G R
et y € M :

E(^0 / ) )=^ (EO/ ) )==E(y ) (1.4.3)
donc pour u € ̂  :

E (^* Œ (f) x) =ffW E (^* ̂  (rc)) ̂  -^(O E (a:, (iz*) rc) .̂

On a
^ (u*) = (̂ , (u))* = (iz p,^)* - p;; u*,

donc comme cr (/*) ^ = 0 par hypothèse, il vient

^/•(O p^ E (u* rr) ̂  = 0 et f(p,1) E (u* x) = 0.

Pour tout y^F il existe /'€L1 (R) telle que/* (y) 7^ 0 et que/" s'annule
sur un voisinage de F. Comme E(u*a ; ) eN et p^€ Centre N on a donc
montré que le support de E (u* x) est inférieur à %^ (P^)-

On a ex == xe = x, donc

E (u* x) e = E (u* xe) = E (u* x)
et

E (u* x) (u* eu) == (u* eu) E (u* x) = E (u* ex) == E (u* x).

On a donc montré que E (u* x) d = E (u* x).
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Alors E (u* {xd — x)) = 0 pour tout u € ^ , et comme ( ^ U N ) ^ = M
on a xd — x = 0.

Démonstration de 3.3.1. — Soient 9 = T o E, cr la représentation ( -> o-^
deR dans M. On a XeS (M) si et seulement si XeF (o-). Or NcM^ (1.4.3),
donc Centre 1VP C N'H M C N et Centre M^C Centre N, donc (2 .2 .2) , on a
F (<7) ==nSp o-6 pour e projecteur non nul du centre de N.

(&) : Soit F = [A — £/2, X + £/2]. Par hypothèse

\/ Support x ̂  0

a

; ceM(a ,F)nM<;

donc (3.3.2), il existe ^€^ tel que d = eu* eu ^p (p^1) 7^ 0. Par cons-
truction d est un projecteur non nul du centre de N, et d ̂  e, u du* ^_e
et le spectre de p^1 d dans N^ est contenu dans F donc dans ]A — £, À -(- £[•

(&) ==> (a) : Soient £ > 0, e un projecteur non nul du centre de N et
F == [X — £, X + £]. Par hypothèse

\/ , (u* eu) %F (p,1) ̂  0

donc
HÇ§

M(cr ,F )nM,^ i 0

Donc X € Sp a6 pour tout projecteur non nul du centre de N.

DÉFINITION 3.3.3. — Soit ^ un groupe agissant presque librement (1.4.7)
sur un espace mesurable û muni d^une mesure positive (J-finie p., quasi-
invariante par ^. On appelle « ratio set » de ^, l'ensemble r (^) des A ̂  0
possédant la propriété suivante :

Pour tout £ > 0 ^ tout sous-ensemble mesurable non négligeable Acti,
il existe un ensemble mesurable non négligeable BcA et un sç<^ tel
que s (B)cA et que \ (ds~~1 ^/rf^) (oo) — X < £ pour tout coçB.

Cette définition est celle de Krieger [23]. Le théorème qui suit montre
que r (^) est un invariant algébrique de W* (^, û).

COROLLAIRE 3.3.4. — Soit ^ un groupe agissant ergodiquement et presque
librement sur un espace mesurable û muni Sune mesure positive (J-finie p-,
quasi-invariante par ^. On a S (W* (^, û)) = r (^).

On a O^r (^) si et seulement si il existe une mesure v ~ [^, o'-finie et
invariante par ̂  donc par un résultat classique si et seulement si W* (^, ii)
est un facteur semi-fini, i. e. O^S (W* (^, û)).

Soient 3{ l'algèbre de von Neumann L00 (US, p-), I (51) son image dans
W* (^, û) comme dans la proposition 1.4.6. Alors I (51) est abélienne maxi-
male dans W* (^, û) donc les hypothèses de 3.3.1 sont remplies. Pour
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toute mesure positive cr-finie v~ ̂  sur û, l'égalité Ty (I (^)) = f ^ (co) rfv (co)
^Q

pour tout o^L^Û,^)^ définit une trace normale fidèle semi-finie
sur 1 (51). Pour sç.<^ on a, avec les notations de 1.4.8 :

TV (U,. U71) = T,-i, et ^ == 1 ((rfs-1 vidv)11) pour f e R.

L'énoncé du théorème 3.3.1 reste valable si on effectue sur R* la
symétrie X -> X~1, c'est-à-dire si l'on remplace p« par p^. On obtient
alors immédiatement la conclusion 3.3.4.

COROLLAIRE 3.3.5. — Pour tout sous-groupe fermé G 7^ j 1 } de R^
il existe un facteur M opérant dans un espace de Hilbert séparable, tel
que S (M) = { 0, 1 } et que S (M (g) M) = { 0 }u G.

En effet d'après ([25], § 4 et [27], § 4) il existe pour tout sous-groupe
fermé G ̂  { 1 } de R* un groupe ergodique presque libre ^ tel que
7 1 ( ^ ) = { ( U } et r ( ^ X ^ ) = { 0 } U G . Le corollaire 3.3.5 se déduit
de ([34], (4), p. 41).

3.4. COMPARAISON DES INVARIANTS S ET T. — Aucun des deux inva-
riants S et T ne détermine complètement l'autre, mais :

THÉORÈME 3.4.1. — Soit M un facteur. Si S (M) ̂  { 0, 1 }, T (M) est
l'orthogonal de S (M)nR* [pour la dualité (t^ A) -> X^].

Démonstration. — Si S (M) = { 1 }, M est semi-fini donc T (M) = R.
Si S (M) ̂  { 1 } et S (M) ̂  {0 , 1 } le groupe quotient de R: par

S(M)HR* est compact. Soit y un poids semi-fini normal fidèle sur M.
Alors R*/r(c^) est compact, donc (th. 2.3.1) l'orthogonal de F (a^) est
l'ensemble T (M) des To€R tels qu'il existe un unitaire u du centre de M^
avec o-^ (x) = uxu^ pour tout rc€M.

THÉORÈME 3.4.2. — Soient M un facteur et a l'injection canonique de R*
dans son compactifié presque-périodique. Alors T (M) est l'orthogonal [pour
la dualité de R avec a (R*)] de V intersection des a ( S p A y U R * ) quand y
décrit l'ensemble des poids normaux fidèles semi-finis sur M.

LEMME 3.4.3. — Soient Gi et Ga des groupes abéliens localement compacts,
h un homomorphisme continu de Gi dans Gs, h l'homomorphisme transposé
du dual de Gs dans le dual de Gi, U et V des représentations de Gs dans le
facteur M.

(a) Si U ~ V on a U o h ̂  V o A.
(b) Sp U o h est la fermeture de h (Sp U).
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L'assertion (a) est immédiate. Montrons (&). Soit [̂  une mesure finie
sur Gi et h [̂  son image sur Ga ; on a

f f ( h ( t ) ) d ^ ( t ) = f f ( s ) d h ^ ( s )
^Gi ^Gsi

pour toute fonction continue bornée /*sur Ga. On a donc (U o h) (p-) === U {h [^)
car pour tout xçM et tout y e M ^ :

9 ((U o A) (^ ^) = F 9 (LJ^) (rr)) ̂  (0, cp (U (A ^) x) = f 9 (U. (rc)) d/i ^ (5).
17 Gi ^(;s

Supposons U o A (^) = 0. On a U (h. \^) = 0. Par suite (h (^"(y) = 0 pour
tout yeSp U, car pour f^L1 (Ga) on a U {{h ^)*/*) == 0, donc

(WMfM-o.

Comme (A [^) (y) = p. (^ (y)) on a ainsi montré que h (Sp U) C Sp (U o h).
Soit Y ^ ( A (Sp U))~~. Il existe un voisinage Vi de y et un voisinage ^2
de Sp U tels que h (^2)0^1 = 0. Pour toute mesure finie p- sur Gi telle
que Support,p-C'Vi on a (h ^)"(y) = 0 pour tout y€^2 donc U (h [^) = 0
et donc U o /i (p-) = 0. On a ainsi montré que y^Sp U o A.

Démonstration de 3.4.2. — Soit y un poids normal fidèle semi-fini sur M
et soit ^ o i la représentation du groupe additif R, muni de la topologie
discrète, dans M, obtenue en composant c^ avec l'injection canonique i
de R discret dans R.

Les théorèmes 1.3.2 et 2.3.1 montrent que T (M) est l'orthogonal
de F (cr^ o i) et en utilisant le lemme 3.2.6 on a F (^ o i) = nSp (cr^ o i)
quand e décrit l'ensemble des projecteurs non nuls de My.

On a F (o-^ o i) == F (a'^ o i) pour tout poids ^ normal fidèle semi-fini
sur M [3.4.3 (a)], d'où F (c^ o i)c HSp (cr^ o ^) quand ^ décrit l'ensemble
des poids normaux fidèles semi-finis sur M.

Pour tout projecteur non nul e de Mç il existe un poids ^ normal fidèle
semi-fini sur M tel que Sp^CSpo-^ (2.3.17 et 1.2.4). On a alors
Sp ( ^o^ )cSp ( c r - o ï ; ) [3.4.3 (fc)]. Il en résulte que F (cr^ o i) =nSp (cr^ o i)
pour ^ poids normal fidèle semi-fini sur M.

Le théorème 3.4.2 résulte alors de 3.4.3 (fc) et 3.2.2.

THÉORÈME 3.4.4. — Pour tout To€R, il existe un facteur M opérant
dans un espace de Hilbert séparable, tel que T (M) = { n To, nçz} mais
S (M) = { 0 , 1}.

Ce théorème montre que l'invariant T ne détermine pas l'invariant S.
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Démonstration. — Soit G l'orthogonal de { M T o , n € Z } dans R*, et
(corollaire 3.3.5) M tel que S (M) == { 0 , 1 }, S (M 0 M) = { 0 { u G .
Le théorème 3.4.1 montre que T (M (^) M) = { n To, n € Z }. On a

T(M) =T(M(g)M) = ( n T o , n € Z } [1.3.4(c)].

3.5. INTERPRÉTATION SPATIALE DE S (M) ET RELATION AVEC LA
PROPRIÉTÉ L\ DE POWERS.

THÉORÈME 3.5.1. — Soient 9€ un espace de Hilbert, M un facteur opérant
dans 9€, X ̂  0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) ).€S (M).
(fc) Pour tout ^ ̂  0, ^e^C et tout £ > 0, il existe xçM et 2/eM' tels

que I I x ̂  I I > 1, I I x ̂  - y ^ \\ < £ et \\ x^ ^ - X y * ^ || < £.

LEMME 3.5.2. — Soient ^ un vecteur totalisateur et séparateur pour
V algèbre de von Neumann P opérant dans V espace de Hilbert JC, y la forme
linéaire positive normale fidèle sur P telle que 9 [x) = <( x ^, ^ )> pour a;€P,
^ X ̂  0, £ > 0.

(a) Soient x € P y € P' ^5 çue

II ̂  x \ - y ui < ̂  II ^* S - ^1/2 y* S II < s ^ 1 ^ S II > 1 ;
afors distance (X172, Sp Al72) < 2 £.

(&) Si distance (X172, Sp A^2) < £, iZ existe x^P et î /€P' vérifiant les
conditions (a).

Démonstration. — Soit U Pisométrie de JC sur ^ç telle que U x ^ = Tj^p (rc).
L'opérateur S == U~1 Sç U est la fermeture de l'opérateur de domaine P ^
qui à x ' ^ ( x G P ) , associe x^ ^; son adjoint F est la fermeture de l'opé-
rateur de domaine P' ^, qui à y ^ (î/eP') associe î/* ^. On a U~1 Aç U = FS;
on pose A == FS et J = U-1 J^ U; on a S = J A172, F = J A-172, J AJ = A-1

et JPJ == P'.
Supposons vérifiées les hypothèses (a). Soient

a = = : r ^ et (3 = J y* ^ = A-v2 y ̂

ce sont deux éléments du domaine de A172 et
II ÀV2 a - AV-^ [ [ =[[^^-^||<£,

II AV2 a — À1/2 P [ | = |[ J A1/-2 a — ÀV2 J (3 II = [| rc* ^ — À1/2 y* \ |[ < £.

Donc, comme A172 (X172 + A172)-1 et À172 (X170 + A172)-1 sont des contractions,
on a

! À (^ 4- A1/2)-1 a - VI1 A1/2 (À'/2 + A1/2)-1 (3 II < £
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et
| A (À1/2 + A1/-2)-1 a - À1/2 AV2 (ÀV2 + A1/2)-1 (3 II < £.

Donc
(À -A) (À 1 / 2 +A1/2)-1 a [ [ <2£ .

Comme par hypothèse || a [ > 1, on a montré que la distance de X172

au spectre de A172 est inférieure à 2s ; la conclusion résulte de l'égalité
Sp Ay = Sp A.

(fc) Si distance (A172, Sp A172) < £, il existe un élément a de P ?, sous-
espace dense pour la norme du graphe, dans le domaine de A172, tel
que I I a I I > 1 et | ] (A172 — X172) a || < £. Soient xçP tel que a = x ^
et y = 3 x^ J. On a î/€P',

II ^*S - ̂  y* S II = II J (^* Ç - ^1/2 y* 0 II = II A1^ .r ç - ÀV2 x Ç || < 5

et
II ^/2 rr ^ - y S II = II ̂ /î x'^-Jx*^\\=\\ À^ :r Ç - AV2 :ẑ  || < s.

Enfin
l l ^ l l - IM^i .

Démonstration de 3.5.1. — Montrons que (a) entraîne ( b). Soient A € S (M),
^ ̂  0, ^€^Ê, £ > 0, e le projecteur orthogonal sur M' i;, JC = IVUnM' E,
1 l'induction de Me dans JC. Alors 1 est un isomorphisme de l'algèbre
réduite Me sur un facteur P admettant ^ comme vecteur séparateur et
totalisateur dans JC, et on a A ç=S (Me) = S (P) [corollaire 3 .2 .8 ( fc ) ] ;
donc X € Sp Ay où y (x) = <^ x ^, ^ )> pour tout ^ € P. Si A = 0, le lemme 3.5.2
montre qu'il existe xGP tel que || x ^ || > 1, [ ] rc* ^ [ [ < £.

Comme ^ ^ € M ^ n M ' ^ il existe y € M' tel que |[ x ^ — y ^ \\ << £. Soit
X = I-1 (a;). On a X ^ = ^ ^ X* ^ = a;* Ï et le couple (X, y) vérifie (fc).
Si A ^z 0 il existe ^€P et î/€P' tels que

I I x ̂  [ I > 1, I I x Ç - À-v2 y \ [ I < s, . I l ̂  ^ - À'/2 y* ^ I I < s.

Il existe XeM et YeM' tels que

X ^ = x ̂  X* ^ = rc* ,, ÀV2 Y ^ = </ ̂  ÀV2 Y* Ç = y* .̂

On a
| |X^ | |>1, | | X Ç - Y S | | < s et [ | X * S - À Y * ^ ! | < £ .

Montrons que (&) entraîne (a). Il existe un projecteur cyclique e de M
qui est ou bien fini ou bien purement infini. Il suffit donc de montrer
que pour tout état 9 normal fidèle sur Me on a X € Sp Ay et d'appli-
quer 3.2.5 (d) et 3.2.8 (fc). Soient y un état normal fidèle sur Me, ^çe 9€
tel que y {x) = ̂  x ^, ̂  pour tout n;€Me, e le projecteur orthogonal
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sur M $, 1 l'induction de Me dans JC = ee' (<?6), I' l'induction de M.',
dans JC.

1 est un isomorphisme de Me sur un facteur P admettant ^ comme
vecteur totalisateur et séparateur dans JC, I' est un isomorphisme de M^,,,
sur P'. Soit £ > 0. Il existe par hypothèse xçM et y€M' tels que

[ I T ? Il ̂  1 II T ? _ 77 ? Il ̂  F Pt II T* ? _ ^ 7 7 * ? I I < ^ Pi l •̂  c, i l ^> i» i l w ^ y ^ i l ^ " CL i l ~ ^ — A y ^ i l ^ £*
Soient o;i == erre, yi = e' ye'. On a

e Ç = e' ^ = ̂  et x,\ == ex Ç - ey Ç + ̂  ̂

donc

On a

et de même

l l ^ l l > l | y S I I - - > i - 2 £ .

î S - Vi S II = II ee' x ^ - ee' y ^ [| < s

I I ̂  S - ̂ î S I I < s.

Soient X = (1/1 - 2 £) 1 (^), Y = (X17-2/! - 2 £) I' (y,). On a

I I X Ç I I > 1, I I ÀV2 X Ç - Y Ç I I < (^/l - 2 s) £
et

I I X* Ç - À1/2 Y* ^ |[ < (1/1 - 2 s) s.

Comme £ est arbitraire, le lemme 3.5.2 montre que A € Sp Ay.

DÉFINITION 3.5.3 {cf. [31]). — Soient X, 0^X^1/2, ^ M une algèbre
de von Neumann. On dit que M a la propriété U si et seulement si pour tout
état normal y sur M et tout £ > 0, il existe une isométrie partielle u € M
telle que u2 = 0, uu* -\- u^ u == i et | Ay (ux) — (1 — X) y [xu) -=^\\ x\\
pour tout a;€M.

THÉORÈME 3.5.4. — Soient ^€]0, 1/2[ et M un facteur ayant la
propriété U. AZor^ X/(l — A)eS (M). (La réciproque sera étudiée en 3.7.)

LEMME 3.5.5. — Soient M un facteur standard dans V espace 9€^ £ > 0,
^i et ^2 dans St tels que [ | yi — ^2 || < £ où Çy (rr) = ^ n; ^y, Ey )> pour
^out ^€M. Il existe un unitaire WeM' tel que || W ?i — ^2 ||2 < 4 £.

Démonstration. — Soient^ = Ci + (?i — ?2)~ = ^2 + (Ci — ^^etr^SC
tel que ^ (^) = (^x^r^ ([5], cor. 2.16) pour tout xçM. On a 91^^,
donc il existe ([13], p. 48) un T'€M', 0 ̂  T'^ 1, tel que

^ ( r c ) = < : c T y î , T y i >
pour tout n;eM.
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Soit ï]i = T'Y]. On a

| | 7 î , - y î | | ^ = < ( l - T y y î , y î >

^ < (1 - T) (1 + T) < ïî, TÎ » = < YÎ, y, > - < TÎ,, rî, > = II ^ - ̂  [I

donc
ïîi - YÎ ||2 ̂ [| cpi — 92 II < £.

De même il existe ïja € ̂  tel que |[ Tja — ïj [ ] 2 < £ et 92 {x) = ̂  x 1)2, ï)2 )>
pour tout xçM. On a |[ ïji — r\^ || < 2 £l/2.

Pour terminer la démonstration du lemme il suffit de montrer que
si a^ et a2 sont des éléments de ^€ tels que ^x o c j , ai )> = <( ^ 03, as ^ pour
tout rcçM, il existe une suite d'unitaires U/, telle que U^eM', et
Vn^i -> ^2 quand n —^oo. On peut supposer que le projecteur 1 — E',
est de dimension relative inférieure à celle de 1 — E^, où E désigne le
projecteur orthogonal sur M ay pour j == 1, 2.

Il existe alors une isométrie ^€M' telle que v a, == as et la conclusion
résulte de ([14], lemme 2).

Démonstration de 3.5.4. — Nous identifions M à un facteur standard
dans un espace de Hilbert 9€. Soient 9€^ l'espace de Hilbert de
base (^ij)ij=i,^ F le facteur engendré par les d^ i = 1, 2 où dj £/,/ = Sj^ ^7
pour i, j, k et l dans { 1, 2 }. Le commutant F' de F est engendré par les f^
où, pour i, j, A-, l, f,j £/,/ = S^i £^. Soit ^ = À172 £n + (1 — X)17'2 £32.

Soient ^ € ^e, I I ^ |[ == 1, y € M^, tel que y (rr) = < x $, ^ > pour tout a; € M
et £ > 0, £ <; X/2. Par hypothèse il existe un u€:M vérifiant les condi-
tions 3.5.3 pour y et £. Soit e == u* u, on a

(1 - e) == uu* et | ^cp (uu*) - (1 - 7) cp (u* u) [ < s

donc | X — 9 (e) | << £ et y (e) > A/2 par hypothèse.
Pour tout xçM on a | Ày (rcu*) — (1 — X) y (u* ^) | < £ |[ x || donc en

remplaçant x par uyuu^y on a, vu que u*2 == 0,

(1 - À) 9 (ey (1 - e)) ^ s [| y |[ pour yeM.
On a

cp (ère (1 - e)) | ̂  2 £ [ [ x || et 9 ((1 - e) rre) ̂  2 £ |] a-1| pour tout .reM.

On a alors

| îp (^) — cp (erre) — cp ((1 — e) a; (1 — é)) \ ̂  4 s [| a; |] pour tout rce M,
d'où

| cp (x) - ^ (e.re) - Àçp (u.ru*) - (1 - À) cp ((1 - e) a; (1 - e)) - (1 - Y) cp (u* OT) [
^ 6 £ |[ x |[ pour tout xçM.

En effet par hypothèse | A y (uxu*) — (1 — A) y (e^e) [ ̂  £ |[ ^ |].
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Soit Tii risomorphisme du facteur Ni engendré par u et u* dans M,
sur F, obtenu en posant iii (u) == ^12, ^i (u*) = ^21, ^i {e) == en. Le commu-
tant N2 de Ni dans M est un facteur. Soient ^€2, ^.^ une représentation
standard de N2 et ï]2€^2 tel que y (rr) = < 112 (rc) ^2, TJ2 > pour tout ^€N2.

Tout xçM s'écrit de manière unique

x = exu + uxrî + "* ^21 + (1 — e) x..z où ^/ e N, i, j = 1, 2

L'application TT de M dans F 0 112 (N2) qui à x associe

7T (X) = ̂  ̂ y (g) 7T2 (^/)

est une représentation standard de M sur ^£1 (^) 9€^. Pour ^eM on a

< 7T (̂ ) (Yîi 0 Yî.,), YÎ! (g) ̂  > == ̂  (X,i) + (1 — À) Cp (^2).

Comme Xii == exe + uxu*, x^ = (1 — e) x (1 — e) + u* a;u, l'inégalité
prouvée ci-dessus montre que pour tout xçM on a

\^T: (x) (rîi 0 r].î), r j i 0 ̂  > — 9 (a;) | ̂  6 £ II rr |[.

Le lemme 3.5.5 montre qu'il existe une isométrie U de ^€ sur 3i^ 0 9€^
telle que TT (rr) = U x U* pour tout xçM et que

II U* (YÎ, (g) ïi,) - S ||2 < 25 s.

Soient ^ = ̂ /(l - X)1/2, y = U* r4 {f^ (g) 1) U. On a

612 yîi == f~1 /'i2 yîi, e^, y}i = ̂  Yîi

donc

II u Ç - ̂  II ̂  II " U* (Yîi (g) Y},) - y U* (YÎ, (g) YÎ.,) II + ( II " II + II v II ) 5 s1/2.

On a U u U* = ^12 (g) 1, U v U* == r1 /^ 0 1 donc le premier terme du
membre de droite est nul et || u ̂  — u ^ || ̂  (1 + (-1) 5 s172.

On a

II U* Ç - t2 ̂  Ç II ̂  II U* U* (Yh 0 Tî-2) - t2 y* U* (Yîi 0 Yî,) II + ( |! " II + t2 [ I U II ) 5 £V2

donc
I I u* Ç - ^2 y* ^ I I ̂  (1 + 0 5 s1/2,

de même que ci-dessus.
On a I I u E ||2 = ? (u* u) = y (e) ̂  X/2 donc |[ u ̂  || ̂  À^.
Comme/'12 0 le (F (g) 112 (N2)) ' , o n a y € M ' . Ainsi les hypothèses 3.5.1 (&)

sont vérifiées par M et f, donc ('G S (M), c'est-à-dire X/(l — X)eS (M).
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3.6. RELATIONS DES INVARIANTS S ET T AVEC LES INVARIANTS r^ ET ?

D'ARAKI et WOODS.

Pour un facteur quelconque M, les invariants r^ et p d'Araki et Woods
sont définis par les conditions :

X ̂  0, X € r^ (M) si et seulement si M (g) î{\ est isomorphe à M.
po€[0, l], p o € p (M) si et seulement si M (g) Rp est isomorphe à R^. Nous
étudions les relations entre S et r^ T et p dans l'exemple important
des facteurs d'Araki-Woods. Nous n'utilisons que deux lemmes simples
(5.5 et 7.5) de [2] tout en réobtenant les principaux résultats de [2].

THÉORÈME 3.6.1. — Soient ^€]0,1[ M un facteur. Considérons les
propriétés suivantes :

(a) Xer . (M).
(fc) M a la propriété LI/(^).
(c) X e S ( M ) .
Alors on a (a) => (b) ==> (c).
Si M est un facteur d^Araki-Woods, on a (a) ^=> ( & ) < = = > (c) <=> (d) où (d) est

la propriété Xer, (M, û) ([2], déf. 3.2).

Démonstration. — (a) => (&) {voir [1]); (&) => (c) (3.5.4).
Soit M un facteur d'Araki-Woods. On a (d) => (a) ([2], lemme 5.5).

Montrons l'implication (c) ==> (rf). Posons M = 0 (Mv, û^), où A est un
ensemble dénombrable.

Pour veA, Mv est un facteur de type 1̂  . Soit ïy la trace usuelle sur Mv
telle que Ty (1) == Uv, Av l'unique élément positif de Mv tel que

TV (Tîv x) = ̂ x ̂ , ̂  )>

pour tout ^€Mv. Nous choisissons pour chaque v une décomposition de Ay
comme combinaison linéaire de projecteurs minimaux de Mv deux à deux
orthogonaux de somme 1, et nous désignons par Ev l'ensemble des projec-
teurs ainsi obtenus, par p- la fonction qui, à chacun de ces projecteurs,
associe la valeur propre correspondante de /iv.

On a Av = Y [̂  (<°) e et Y ^ (e) = 1 car par convention ^ (e) = 1.
e€E^ e € E ^

Comme û^ est séparateur pour Mv on a p- (e) > 0 pour tout eG Ev.
Soient 1 = { V j , . . ., v/. j un sous-ensemble fini de A, 3€ (I) == (^) ^,

^ei
û (I) = (g) û^, M (I) == (g) Mv. Soit E (I) l'ensemble des projecteurs

v e i v e i
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(minimaux) de M (I) de la forme e = ei 0. . .0 e^ où e/eE^ pour
/:

j' == 1, . . ., k. On a une bijection naturelle de jj E^. sur E (I) et plus

généralement de E ( I ) x E (J) sur E ( Ï U J ) pour InJ = 0. On a

< x ^ (I), t2 (I) > = Trace (h (I) x) pour tout .r€ M (I),

avec h (I) === (^) /iv, donc
vel/î (I) = s ^ (e)e et ^ (^i ®.. .0 ̂ ) -n^ (e/)-

e € E (I) 1

Pour la démonstration nous appelons bijection partielle (I, K1, K2, ^)
la donnée d'une partie finie 1 de A, de deux parties disjointes K1 et K2

de E (I) et d'une bijection ^ de K1 sur K2.
Soit V un compact de ]0, 1[. Une bijection partielle (I, K1, K2, ^) est

dite V-maximale si [^ (^ (o))/^ (e) çV pour tout e€K 1 et s'il n'existe
aucune bijection partielle (I, K/1, K'2, ^') telle que K1 soit strictement
inclus dans K'1, que ^' (^) = ^ [e) pour e€K 1 et que p- (^' (e))/[^ (e)eV
pour tout eç. K'1.

La propriété Xçr^ (M, t2) ([2], déf. 3.2) est entraînée par l'existence
pour tout voisinage V de X, toute partie finie Io de A et tout 8 > 0 d'une
bijection partielle (I, K1, K2, ^) ^lle que I n i o = 0, que [̂  (^ (e))/p- {e}ç.V

pour ê€K 1 et que ^ [̂  (ê), soit supérieur a i — o.
ee^UK 2

Pour toute partie finie Io de A on a

M = M (A\Io) 0 M (Io)
donc

Àe=S(M(A\Io)).

Il nous suffit donc de montrer ceci : soit X € S (M) ; soit V un voisi-
nage compact de X dans ]0, 1[; soit (L, K^ K^, ^n) une suite de bijec-

tions partielles ^-maximales telle que : (1 )^^L=A; (2) LcL+i;
i

(3) (L+i, K^i, K^^, ^+1) prolonge la bijection partielle obtenue en faisant le
produit de (L, K^, K^, ^) par la bijection identique de E(L+i /L) ;

alors C,, -> i quand n -> co où Cn =^jP- (^)? eeK^uK2 , .

On a K^ X E (L+i\L) C K^ donc C,^ ̂  C^+i pour tout n. Faisons l'hy-
pothèse Cn ̂  C < 1 pour tout n, et montrons qu'elle conduit à une absur-

dité. Soient Pn =^Je? ^ ^ K ^ U K ^ , Q^ == 1 — Pn. Ce sont des projecteurs
de M (L).
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La suite ?„ = P,, 0 IM|A\,U est une suite croissante avec

< P;, 12, i2 > = < P,. i2 (!„), a (!„) > = Trace (A (!„) P,,) == C,, ̂  C.

On a donc Q' = /\ (1 - P;,) ̂  0. Soit £ > 0 tel que ^ - 2 s,
1

^1/2 + 2 £ [C^173. Comme À € S (M) il existe un x € M et un y € M' tels que
I I x Q' û I I > 1, [| V'1 x Q' û - y Q' Î2 [| < £ et [| x* Q' û - À'/2 y* Q' û [| < s
en appliquant le théorème 3.5.1.

La réunion des M (I,,) (g) l,,̂ ,,,, [resp. M' (!„) (g) IM.(A-,I,,)] est fortement
dense dans M. De plus Q' û est la limite forte des (Q,, û (!„)) 0 û (A\L,).
Donc il existe un n, un XeM (L) et un YeM' (L,) tels que

II XQ, Si (I,,) II > 1, i| Vft XQ,, a (!„) - YQ,, Q (!„) || < s
et

II X* Q, Î2 (I,,) - ̂  Y* Q,, i2 (!„) ||<E.

Soit ao > 0 tel que ces trois inégalités restent vraies quand on

remplace Qn û (!„) par tout î, de la forme Ç = [un + ̂  a (e) e) û (!„)

où a (e) = 0 pour e ^ K ^ u K ^ et 0 < a (e) < ao pour tout e€K;.uK;2,.
Le lemme 3.5.2 montre que pour un tel ^ on a distance Çk1''1, Sp A^2) < 2 £,

donc 'VnSp As; 7^ 0. On a
< x Ç, Ç > = Trace (Da;)

oùD, =^^(e)epouree(K; ,UK:) c , Da =^a (e)3 [J. (e) e pour e € K^ U K:
et D = Di + Da. Le spectre de A; ne contient que des rapports entre
valeurs propres de D.

Ces valeurs propres sont soit JA (e) pour e€ (K;,U K,2)^ soit a (e)2 ^ (e),
eeK^uK2 , . Donc comme V n S p A ; ^ 0 indépendamment du choix
des a (e), 0 < a (e) < ao, il existe e, et 63 dans (K^UK^ tels que
V- (e,)/[A (e,)€^, donc (L, K;,, K;,, ^) n'est pas ^-maximale.

THÉORÈME 3.6.2. — Soient To > 0, po == exp (— 2 Tr/To), M un facteur.
Considérons les propriétés :

(a) p,€p(M).
(b) ToeT(M).
On a alors (a) =>(&). 2)e plus si M est un facteur d'Araki-Woods

on a (a) <=> (b).

Démonstration. — Si M (g) Rp^ est isomorphe à Rp^, on a

T(Rp.)nT(M)=T(R,) [1.3.4(c)]

donc ToGT (M) car To€T (RJ (1.3.10).
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Soit M un facteur d'Araki-Woods. Soient To > 0, ToêT (M), et
(g) (M,,, û^) une réalisation de M telle que pour tout v, et tout Xi ,

X^eSp (û,, M.) on ait (Ài/^y10^! c'est-à-dire Xi/X^ p7^, n € Z ! [théo-
rème 1.3.7 (&)].

On a donc, avec les notations de [2], r (M, û)Cr, (R-J == { p;;, n€Z}~.
Donc le lemme 7 .5 de [2] montre que M (g) Rp^ est isomorphe à R^.

COROLLAIRE 3.6.3. — Soient ^€]0, 1[, M un facteur d'Araki-Woods tel
que S (M) = { X 7 1 , n€Z }~. Alors M <35( isomorphe à R),.

Par hypothèse S (M) ^ { 0 , 1 } . D'après 3.4.1, To <=T (M) où

To = - 2 Tr/log À.

Donc (3.6.2) M (g) R). est isomorphe à R).. Comme M (g) R). est isomorphe
à M (3.6.1), on a 3 .6 .3 .

COROLLAIRE 3.6.4. — L'espace borélien des classes d'isomo rphisme
algébrique des facteurs de type III non hyper finis dans un espace de Hzibert
séparable n'est pas dénombrablement séparé.

Soient G le compact { 0, 1 (N, Ô le quotient de G par la relation d'équi-
valence (a/,) ~ (&/,) si et seulement si a/, = &/, pour tout k dans le complé-
mentaire d'une partie finie de N. Il existe, d'après [40], une application
borélienne (a/,) -> M ((a/,)) de G dans l'ensemble des facteurs d'Araki-
Woods de type III telle que : 1° (a/,) ~ (&/.) => M ((a/,)) isomorphe
à M ( ( & A - ) ) ; 2o (a , )9^(^)^p (M ((a,))) ^ p (M ((&,))). Soit G. le groupe
libre à deux générateurs. L'application

(a,) -> P ((^)) == M ((^)) (g) U (G,)

de G dans l'ensemble des facteurs non hyperfinis de type III est borélienne.
De plus, elle vérifie : 1° (a/,) ~ (&/c) => P (OA-)) isomorphe à P (&/, ) ) ;
2° ( a , )9^ (^ ) = >T(P( ( a , ) ) ) ^T(P ( ( f c , ) ) ) [3.6.2 et 1.3.4 (&) et (c)].

Le raisonnement de [40] s'applique alors sans modification.

THÉORÈME 3.6.5 :
(a) Soient Xç]0, 1[ et P\ le facteur de Pukanszky construit comme

dans[33}(pA92)a^ecp = \ q. On a S (P,) == {^.nçz} mais r^^ (P).) == { 0 } .
(b) Soit Gî le groupe libre à deux générateurs. On a p (U (G2)) = 0

et T (U (G.)) = R.

Démonstration de (a). — Rappelons la construction de P/.. Soient G.2
le groupe libre à deux générateurs, û l'espace des applications de G 3
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dans { 0, 1 }. On a iî = f[ 0, avec 0. = { 0 , 1 }. Soient p > 0, q > 0,
»?€ Ga

tels que p -)- q == 1 et p = X gr.
Pour geGa soient ^ la mesure sur û^ telle que

M ï 0 i ) = p , ^ ( ( i j ) = g , ^==n '̂)?•
^=G,

Pour geGa soit ^ la transformation de û qui, à t= (Q^ç^, associe
tf == (^eo. avec ^ = t^g pour tout geGa.

Chaque <î^ préserve (^ et le groupe ̂  de transformations ainsi obtenu
est ergodique dans (û, [J-). Pour giGG,. soit 2^ la transformation de û
qui à ( = (^),eG. associe (' = (t'g),ç^ avec ^ = ty pour tout g ̂  gi et
4 = 1 — ts^ on a rfp- (2^ (t)) = h^ (t) d[f. (t) où h^ est la fonction sur û
qui vaut X-1 = qfp si ^ = 0 et À == p / q si ^ = 1. Soit ^ le groupe de
transformations de û engendré par ^i et les 2^, giêG^. Alors ^ agit
presque librement dans t2 en laissant [̂  quasi-invariante ([33], p. 192),
et il est clair que ^ est ergodique.

Montrons que r (^) = { 'À^, n€Z }-. Pour tout sç(^ et tout ^ €Û on a
(rf^1 p-/^) ( ^ ) e { À71, nez } car cela a Heu pour tout s de la forme
^6-1 (§^^2) et tout 5€^i. Montrons que A € r ( ^ ) . Soient A un sous-
ensemble mesurable non négligeable de û, et £ > 0.

Soient g iêG^ et Ai = { ^ e û , ^ = 1 i. Comme ^ est ergodique il
existe 5i et s^ dans ^i tels que

B == { tçA, si tçA, et $2 -S^5! (O^A }

soit non négligeable. Soit s == s^ S^^i. On a 5€^ Pour f € B on a stçA.
et dp- (st)ld[L (t) = \ c'est-à-dire (ds~1 ^jd^) (t) = \.

Par construction on a P, = W* (^, iî), donc S (Px) = r (^) (corol-
laire 3.3.4). On a donc montré que S (P^) = {X", nçz}~. De plus le
lemme 4.3.22 de [33] montre que pour toute suite bornée (xn) d'éléments
de P^ telle que \Xn, x\ tende vers zéro fortement pour tout rceP), il existe
une suite { \n} de scalaires tels que Xn — ^n tende vers zéro fortement.
En particulier P, ne vérifie pas la propriété L : « II existe une suite { Un}
d'unitaires de l'algèbre telle que u\x Un -> x fortement pour tout x dans
l'algèbre, et telle que Un -> 0 faiblement ». Soit À' ̂  0. Le facteur Ri
hyperfini de type IIi à la propriété L donc ([39], prop. 1.2) R / qui est
isomorphe à R,, (g) Ri à la propriété L. De même P,. (g) R,, à la pro-
priété L et ne peut être isomorphe à P), Donc r^ (P)) = { 0 }.

(b) Le produit tensoriel de U (G^) par un facteur quelconque est un
facteur non hyperfini. Comme Rp est un facteur hyperfini pour tout p,
on a p (U (G^)) = 0. k
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3 .7 . ÉTATS PRESQUE-PÉRIODIQUES ET PROPRIÉTÉ LA DE POWERS.

DÉFINITION 3.7.1. — Un état normal fidèle y sur une algèbre de
von Neumann M est dit presque-périodique si Vopérateur modulaire A^p est
diagonalisable (i. e. si Vensemble des vecteurs propres de A^ est total).

THÉORÈME 3.7.2. — Soit M un facteur tel que tout état normal soit limite
normique d'une suite d'états normaux fidèles presque-périodiques,

Soit Â€]O, 1/2[. Alors M a la propriété L) si et seulement si
À / ( I - X ) ( E S ( M ) .

La nécessité de cette condition a été démontrée en 3.5.4.

LEMME 3.7.3. — Soit 9 un état normal fidèle presque-périodique sur M.
Il existe un groupe abélien compact G, un homomorphisme ^ du dual T
de G dans R*, et une représentation U de G dans M tels que :

(a) y (U< (x)) == y (x) pour tout tçG et tout xçM,
(&) Pour tout couple (a, b) d'éléments de M, on a fi (-y) ==- ^ (y) /s (y) pour

tout yeF, où /i (t) == y (U, (a) b^) et f, (() = y (fc* U, (a)) pour tout teG,
(c) Soit ? r homomorphisme transposé de P. Alors V o ^ {t) = ̂  pour

tout tçî{ et ? (R) est dense dans G.
Soient G un groupe compact, F le groupe dual, et ^ un homomorphisme

de F dans R* tels que P (F) soit le sous-groupe de R* engendré par le spectre
ponctuel de Aç. Il existe par hypothèse une famille (Ev)^r de projecteurs

deux à deux orthogonaux de somme 1 de ̂  telle que A, =^P (y) E^.

Choisissons G, F et p tels que P soit injectif; l'image de l'homomor-

phisme ? est alors dense dans G. Pour sçG soit V, =^{5, y) E^.

Pour (€R on a

Y?,) =^(t), y) E, =^(f, P (v) E, =^(^ E, = A-7.

Pour sçG et ^€M on a donc V, Tic (^) V*e^cp (M) car l'application s -> V,
est fortement continue. Soit alors U, (x) l'unique élément de M tel que
^ (U, (x)) == V ' s ̂  {x) V*. L'application s -> U, est une représentation
de G dans M qui vérifie (c). La densité de ? (R) dans G démontre (a).

Pour montrer (&), soit ?ç le vecteur ï)ç (1) de la construction de Gelfand-
Segal de y. On a

cp (U. (a) 6*) = < ̂  (6*), ̂  (U. („)*) > = < A^2 ̂  (U< (^)), Ay2 r^ (b) >.
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De plus

^ (U. (a)) = V< 7:̂  (a) V* ̂  = V< TT^ (a) £, -̂ , y) E, ̂  (a).

On a donc, pour yeF,

/^ (y) - < A,/2 E, ̂  (a), A^ ̂  (b) > = P (y) < E, rî, (cQ, YÎ, (6) >.

Or

. (6* U, (a)) = < YÎ, (U, (a)), YÎ, (b) > =^ 0, y) < E, ̂  (a), ̂  (b) >,

donc

fï (ï) == <' Ky ^cp (a)» ^9 (b) > P01111 tout Ter.
On a donc

M^PCr)/^) Pour tout yçr.

LEMME 3.7.4. — Pour quun état normal fidèle y sur une algèbre de
von Neumann M soit presque-périodique il faut et il suffit que pour tout
couple (a, fc) d'éléments de M la fonction f: t —^ y (of (a*) b) soit presque-
périodique.

Cette condition est nécessaire car avec les notations de 3.7.3, il existe
une fonction continue g sur le groupe compact G telle que f == g ° P.

Elle est suffisante. En effet, y (of (a*) b) = <( ïjç (&), A^ T)^ (a) )>, donc pour
tout couple (^i, Ça) d'éléments de ^ç la fonction <^ ^i, A^ ^2 )> est presque-
périodique. Par construction cette fonction est la transformée de Fourier
de la mesure spectrale de Aç associée à (Ei , ^2) \ cette mesure spectrale est
donc atomique. L'opérateur autoadjoint Aç, à toutes ses mesures spec-
trales atomiques, il est donc diagonalisable.

LEMME 3.7.5. — Soient M, y, G, F, p et U comme dans 3.7.3 et YoEF.

(a) Pour tout a€M (U, { Yo } ) et tout &eM on a ç (fc* a) = P (70) y (afe*).
(fc) On a M11 == Mcp e^ ?a restriction de f à My e^t une (race normale fidèle

{finie).
(c) Soient e un projecteur non nul de My, ^ Fdat (1/y (e)) ye 5ur Me.

Alors ^ e^^ normal fidèle presque-périodique et Me, ^F, G, F, ^ et Ve vérifient
3.7.3 (a), b) et{c).

(a) Soient /'ï et /a comme dans 3 . 7 . 3 (fc) . On a U^ (a) == ((, Yo) ^ pour
tout tçG donc /'ï (^) = (t7ïo) y (^&*), A {t) = (tTio) ? (fc* a) pour tout (€G.
On a

fi (- ïo) = ? (^*) et f. (- yo) = cp (6* û)

donc [3.7.3 (&)],
9 (^*) = (3 (- yo) ? (^ ^).
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(&) L'égalité M" = M^ résulte de 3 .7.3(c) . L'égalité ? (afc) = y (fca)
pour a et fc dans M11 résulte de 3 . 7 . 5 (a).

(c) ^ est presque-périodique (3.7.4) ; la vérification de 3 . 7 . 3 (a), (fc) et (c)
est immédiate.

LEMME 3.7.6. — Soient M, ç, G, F, ^ ^ U comme dans 3.7.3, ^o €F 6^ e
un projecteur non nul de M^. On suppose que p (fo) 7^ 1 6( yu6 fo € Sp U".
7? 6^i^6 une isométrie partielle u€M (U, { yo } ) H M e ^6 çu6 u* ueM11,
ui^eIVr, u2 = 0, u ^ O .

Les lemmes 3.7.5 (c) et 2.1.3 (e) montrent que l'on peut supposer e == 1.
Soit î /eM (U, { Yo } ), y 7^ 0. [On a M (U, { To 0 7^ ! 0 } car { yo } est un

ouvert et Yo€Sp U]. Soit u l'isométrie partielle de la décomposition polaire
de y . On a IL (v} = ((, ^o) v pour tout t^G car U^ (y) = (t, ^o) y pour
tout ( € G. Il en résulte que u € M (U, { ^ o } ) et c? = y*y € M11, à' = vv^ € M11.
Soit ^ € M ^ $ on a

y.ry*€M^ et ^*eM(U, { yo ! + { 0 ! + ; - ïo } ) [2.1.3 (c) et 2.1.5].

L'application 1 qui à xçM^ associe vxv^ €M^. est donc un isomorphisme
de M^ sur M^. Soient C le centre de M11, jf le support central de d dans Mv,
f celui de rf', j l'isomorphisme de C/ sur C/. tel que pour tout cçC/ on ait
j (c) d' = 1 (crf).

Premier cas : On a j (c) == c pour tout c€C/ (en particulier /*=/").
Soit c€C/. On a y (cd) == P (fo) y (vcdu^) en utilisant 3 . 7 . 5 (a), car

y G M (U, { fo i ) et u^v = d donc

P (ïo) ? (v (cdy*)) = çp (cdy* v) === 9 (cd).

Par suite

cp (cd) == p (yo) ? (I (cd)) == P (yo) ? 0' (c) d ' ) == (3 (yo) cp (cd1) pour tout ce Cy.

On a ^ (d) = P (Yo) ^ (^') pour toute trace normale de M11 [3.7.5(6)],
donc ct^ == p (Yo) ̂ . Comme les algèbres M^ et M^ sont isomorphes, on a^ Q l t(/ '. VjUllllllC/ -ICO «JllgC-AJIC'O 1V±^ C-L ITI-(//

TUmontré que M^ est une algèbre de von Neumann finie continue car
p (Y^) ^É 1. Soient 61 un projecteur (d 7^ 0, ei ̂  6Î, êi eM0), e^ un projec-
teur (^2 7^ 0, ^2 ̂  I (^1), ê2eMU ) avec e^ + ^2 ̂  1, w un unitaire de IVF
tel que Ci et w e^ w* soient orthogonaux. Soit u = w e^ ve^ Comme
^i '=. d, uei est une isométrie partielle de support final 1 (ei). Comme
^2^1 (^i), 62 y^i est une isométrie partielle de support final 62. Comme 61
et w 62 w* sont orthogonaux, u est une isométrie partielle de carré nul.

On a u € M ( U , { Y o O car uçM (U, { fo } )? ^i, 62, wêM11. Donc u* u
et uu* sont dans M11.
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Deuxième cas : II existe un projecteur non nul c de C/ tel que j (c) soit
orthogonal à c. (Cela se produira nécessairement si on n'est pas dans le
premier cas.)

Soit u = uc. Comme c commute avec d = y* y, u est une isométrie
partielle de support final uu* = 1 {cd) = j (c) d\ Comme j (c) est ortho-
gonal à c on a donc u2 = 0. On a uçM (U, { y o } ) car uçM (U, { 70 } )
et c€ M11. On a u ̂  0 car c ̂  0 donc crf ^z 0.

Démonstration de 3.7.2. — Soient X' == X/(l — A), £ > 0 tel que
^' — 1 | > £, 9 un état normal fidèle presque-périodique sur M; G, F, [3

et U comme dans 3.7.3. Soit & l'ensemble, ordonné par inclusion,
des familles (ua)aeA d'isométries partielles de M telles que :

1° Pour tout aeA, on a Ua 7^ 0, ul = 0 et il existe Ya^r tel que
SPU (^a) = { Ta } avec ? (ïa) e[À' - £, À' + c] ;

2° Les projecteurs êy. = Ua u*y. -)- i^ Ua sont deux à deux orthogonaux
et appartiennent à M11.

Soit (ua)aeA un élément maximal de ê.

Soit e = 1 —^<?a, et supposons <° 7^ 0. On a eeM11. De plus, la repré-^a?
açA

sentation V réduite de la représentation t -> of de R sur M par
e€Mç [3 .7 .5(fc) ] est égale à Ve o p [3.7.5(c)]. On a À ' e S p V car
F (cr?) = S (M) HR*, donc (3.4.3), X' appartient à la fermeture de P (Sp U6).
Il existe donc un Yo€Sp Ve tel que p (Yo)€[A ' — £, X' + c], et (3.7.6)
il existe une isométrie partielle u -^ 0, u2 =0, u € M (U, { ^o } ) OM^ telle
que u* u + uu* appartienne à M11. Cela contredit la maximalité de la

famille (^a)a€A. Par suite on a Y^a == 1.

Soit y =^ua. Comme les u^Uy. sont deux à deux orthogonaux, ainsi

que les Ua uî, y est une isométrie partielle de support initial Vuî Ua = y* y

et de support final ^Ua u*, == yy*. On a y2 = 0 car les <?a sont deux à deux

orthogonaux et on a y* v + vv^ =^e^ = 1. Pour tout aeA et tout xçM
on a [3.7.5 (a)]

P (ïa) ? ("a X) = Cp (.rUa)

donc
| À' Cp (Ua X) — Cp (:KUa) | ̂  £ Cp (Ua rc) 1 == £ îp (Ua ̂ a) |

car (^eM11 et ^a Ua == Ua. Or

1 ? ("a Xe^) = 1 C? (Ça (Ua 0;) ^a) \^\\X\\^ (êa).
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On a donc

| À' 9 (UX) - Cp (XV) \ ̂ ^ | À' q? (Ua )̂ — ? (^a) \ ̂  £ II X ||̂  Cp (Ça)

et | A' y (ya;) — y (CT) | ̂  £ [ ] x || pour tout xçM.
Comme £ est arbitraire on a montré que pour tout état normal fidèle

presque-périodique y sur M et tout £' > 0 il existe un y G M tel que y2 == 0,
vv^ -\- y* v = 1 et que | Xy ( y x ) — (1 — A) y (a;v) ^ £' || rc |[ pour tout xç. M.

Par hypothèse l'ensemble des états presque-périodiques est dense dans
l'ensemble des états normaux sur M, donc M a la propriété L), de Powers.

COROLLAIRE 3.7.7. — Soit M un facteur tel que S (M) = {A71, n€Z}~.
Soit [^€]0, 1/2[. Pour que M vérifie la propriété L,^ rfe Powers il faut et il
suffit que [^-/(l — [^) soit une puissance entière de X.

Pour démontrer ce corollaire on peut supposer A ^z 0, car si A = 0,
3.5.4 montre que M n'a la propriété L^ pour aucun p-€]0, 1/2[. Le corol-
laire 3.7.7 résulte donc du théorème 3.7.2 et du lemme suivant :

LEMME 3.7.8. — Soient M une algèbre de von Neumann, To > 0,
ToêT (M), y un état normal fidèle sur M. Il existe une suite (y/c), k entier,
d^états normaux fidèles sur M tels que pour tout k on ait

I I ^ - cp I I ^2(l -e ^"), et ^==1.
271 \

'^To

Par hypothèse T o € T (M), donc (1.3.3), il existe un état normal fidèle ^
sur M, un opérateur borné inversible hçM^f\M^ tel que ^ ( ^ . ) = y ,
que ^ = 1, et crj (x) = h11 ̂  (x) h'11 pour tout ^ € R , et xçM,

Soit £€]0, 1 [. Soient A^ === (1 — c)^ pour n€Z et ^ le projecteur
spectral de h correspondant à l'intervalle ]^^, ^n+i]. On a enÇM.\, pour
tout n€Z,

4- 30

^ ̂  = 1, 7^ ̂  À/, en, hên — ^ ̂  ̂  s Tie/,
—— 00

donc
/ -+-00 \

]^e^/i et ^ h -^^nen ^^(h) == £.
——00 \ —— 00 /

/ / -^ \ N

Soient ^i = ^ ( ( 2^ en ) • )• ^ors ^1 a un sens carYA^ en est un opé-
\ \ — °° / / — a o

rateur positif borné inversible appartenant à M^, et^i est une forme linéaire
positive normale fidèle sur M. Soit ^s l'unique état normal fidèle sur M
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proportionnel à tpi. On a

I I ?s - C? I l ̂  I I Cp, - ̂  I I + I I ^l - ? I I == (<PS (1) - +i (1)) + (<p (1) - ̂  (1)),

car ^i ̂  y et ^i ̂  y^. On a donc

I I ?S - ? [ I ̂  2 (1 - ̂  (1)) =2^(h-^n On) ̂  2 £.

Soient /c€N, ̂ = 1 - e-2^10, y, = y^. On a A, = (1 — £,p donc
X"0 = 1 par construction. Comme cr^ = i on a donc 0-^0 == 1 et o-]̂  == 1.

COROLLAIRE 3.7.9. — Pour tout ^€]0, 1/2[ 1̂  erri^e un facteur opérant
dans un espace de Hilbert séparable, ayant la propriété LA de Powers sans
avoir la propriété L{ d'Araki.

Soient Xo = À/(l — À), P)^ le facteur de Pukanszky (3.6.5). On a

S ( M ) = j ^ , n e Z } -

donc P^ a la propriété L\ de Powers (3.7.7). D'autre part,

^ ( P J = { 0 } (3.6.5),

donc [1] P)^ ne vérifie pas la propriété L),.

IV. — Facteurs de type III/, avec 0 < À < 1

Soient Xe[0,l] et M un, facteur. On dit que M est de type IIIx si
S (M) ={ X", nez }- (pour À ̂  1) ou S (M) = [0, oo[ (pour À = 1). Tout
facteur de type III, (X€[G, 1]) est de type III car OeS (M). Pour tout
facteur de type III il existe [3.2.3 (a)] un unique Xe[0,l] tel que M
soit de type 111,. Le résultat principal de la 4e partie est la description 4.4.1
de tout facteur de type ïïï\ pour A e]0, 1[ comme produit croisé d'un facteur
de type 11^ par un automorphisme 6 transformant la trace T en XT.

Dans 4.1 nous caractérisons l'injection canonique d'une algèbre de
von Neumann dans son produit croisé par un automorphisme.

Dans 4.2 nous montrons que dans un facteur de type III), (Xç]0, 1[),
le centralisateur Mç de tout poids normal fidèle strictement semi-fini y
sur M contient une sous-algèbre de von Neumann abélienne maximale
dans M. De plus nous montrons que l'égalité Sp Aç = S (M) est équivalente
à la maximalité de Mç dans l'ensemble des sous-algèbres de von Neumann
semi-finies de M qui sont images d'espérances conditionnelles normales
fidèles.
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Dans 4.3 nous montrons l'unicité et l'existence des « traces généralisées »
ayant la propriété de maximalité ci-dessus. Dans 4.4 nous obtenons le
résultat annoncé plus haut.

Dans 4.5 nous montrons l'existence d'une suite exacte (4.5.1) permet-
tant de calculer Oui M en fonction du couple (N, 6) canoniquement associé
à M par 4.4.1.

Dans 4.6 nous montrons que tout état normal fidèle sur M == W* (ô, N)
est transformé par un automorphisme intérieur d'un état normal fidèle
de la forme y o E où E est l'espérance conditionnelle canonique de M
sur N.

4.1. PRÉLIMINAIRES. — Toutes les algèbres de von Neumann inter-
venant dans les 4e et 5e parties seront de genre dénombrable par hypo-
thèse ou par construction. Dorénavant nous écrirons « algèbre de
von Neumann » pour « algèbre de von Neumann de genre dénombrable ».

PROPOSITION 4.1.1. — Soient N une algèbre de von Neumann, 6 un
automorphisme de N tel que p (671) = 0 pour tout n y^ 0 {cf. 1.5), et agissant
ergodiquement sur le centre de N. Soient M = W* (Ô, N), et Ï comme
dans 1.4.6 (a). On a Ï (N) 'nMd (N) et M est un facteur.

Démonstration. — Pour xçï (N) 'nM, sç.ï et yçï (N), on a, avec les
notations de 1.4.6, les égalités

y E (x U;) U, = E (xy U?) U, = E (x U;) U, y U; U. = E (x U?) U, y.

Donc
y E ( a ; U ; ) = E ( r c U î ) U . y U ;

pour tout î / € l ( N ) et la remarque 1.5.3 (a) montre que E {x U^) = 0
pour tous 5^0. Il en résulte que I ( N ) ' n M c I ( N ) et que M est un
facteur.

PROPOSITION 4.1.2. — Soient N une algèbre de von Neumann, OeAut N
tel que p (ô") == 0 pour tout n ^zz 0 et que 0 agisse ergodiquement sur le centre
de N: Soit Ï un isomorphisme de N sur une sous-algèbre de von Neumann Ï (N)
d'un fadeur M, tel que :

(a) I (N) ' nMd(N) .
(&) I I existe une espérance conditionnelle normale fidèle E de M sur Ï (N).
(c) I I existe un unitaire X€ M tel que XI {x) X* = 1 ( 0 {x)) pour toutxç N

et que M soit l'algèbre de von Neumann engendrée par 1 (N) et X.
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II existe alors un isomorphisme unique J de M sur W* (0, N) tel que :
1° J o I soit l'injection canonique de N dans W* (6, N) de 1.4.6 (a).
2° J (X) soit l'unitaire de W* (9, N) associé à leZ, par l'application U

^ Z rfan5 W* (9, N) ^ 1.4.6 (c).
Démonstration. — Le théorème 1 .5 .5 (a ) , ( f c ) montre que l'espérance

conditionnelle E est unique et que X€Îl (E). Comme M est de genre
dénombrable, il existe un état normal fidèle y sur 1 (N). Soient ^ = y o E,
(^C.^ T^, ^) la construction de Gelfand-Ségal déduite de ^. Soient n un
entier > 0, x_n, . . . ? ^o? ^i, . . ., Xn des éléments de N. Soient ji et
] 2 ^ { — n, . . ., yz }. On a

< ̂  (I (^) XA) ̂ , ̂  (I (^) X/0 ̂  > = ̂  (X-A 1 (^ ̂ ) XA)
=9[E(XA-/QI(6-A(^^))].

Pour^ ̂ , on a E (X72-71) = 0 (1.5.6), donc les ^ (I (xj) X7) ̂  sont
deux à deux orthogonaux. On a alors

TT^ ̂  I (x,) XQ ̂  ) |^ ̂  cp [I (6-7 (^ x,))]../v,,, \ r === > on f6-^

Soient Ço un état normal fidèle sur N et (Mi, Ii Xi), (M2, Is, Xa) deux
triplets vérifiant les conditions (a), (fc) , (c). Soit

^ ̂  (x) = cpo (IT1 (E, (x)))

[resp. ^2 {x) = yo (I^1 (^2 (^))]- Le calcul ci-dessus montre que l'application
qui à T^ (^ Ii (xj) X^ ) $^ associe TI^ ( ̂  Ï2 (.ry) X^ ) ̂  se prolonge en une

isométrie Y de l'adhérence dans 9€^ de l'ensemble des T^ (Y Ii (^y) X^) ̂

sur l'adhérence dans 9€^ de l'ensemble des TI,^ ( Y Ï2 (ryy) X^ ) ^,^. Par

hypothèse la sous-algèbre involutive (3L/ de My formée de Y ly (^/,) X^ est

fortement dense dans My. De plus 11̂  (My) ̂ . est dense dans ^6^.. Il en
résulte que Y est une isométrie de 9€,^ sur 56^. Soient n un entier
> 0, x_n, . . ., x^ Xi . . . Xn € N et y^n. . . î/o, î/i . . . î/zz € N,

û, =^ I, (̂ ) X{, ^ =^ I. (^) X^II =^ li ^y; ^Vi, ^ =^ l2 ^y;

b, =^ Ii (y,) X{, b. =^ I. (y,) X^

a, b, -^ Ii (^ ̂  (y,)) X{^-, a^ 62 =^ l2 (.ry 9^ (^)) Xr'.
J,k /,k

On a

Ainsi

Y TT^ (ai 61) ̂  = TT.^ (a, b,) ̂  et Y TT^ (oti) TT^ (61) ̂  = TT^ (^2) Y TT^ (61) ̂ .
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Cela prouve que pour tout ai € (Sli il existe un Oa € ÛCa tel que
Y 71̂  (ai) == 71̂  (02) Y. On a montré que Y ̂  (<9Li) Y*C^ (Ma); on a
donc Y it^ (Mi) Y*CÎ^ (Ma) et on a l'égalité en inversant les rôles de Mi
et Ma.

Il existe donc un isomorphisme Jia de Mi sur Ma tel que pour tout xG Mi,
^ (Ji2 {x)) === Y 7t^ (a;) Y*. Pour tout ^€N on a

Y^(I,^))Y*=7r^(I,(.r))

donc Jia Ii {x) = la (rr). On a. Y ̂  (Xi) Y* == T^ (Xa) donc Jia (Xi) == Xa.
La conclusion de 4 .1 .2 résulte donc de 4.1.1.

REMARQUE 4.1.3. — Soit N une algèbre de von Neumann, ^ un sous-
groupe de Aut N, agissant ergodiquement sur le centre de N et tel que p (g) === 0
pour tout g€^, g 7^ 1. Alors W* (^, N) e^ un facteur et Vinjection cano-
nique 1 ^ N dan^ W* (^, N) ^r^ 1 (N)'nW* (^, N)d (N). ̂  p;u5
la conclusion de 4 .1.2 reste vraie en remplaçant (c) par (d) et 2° par 3° où :

(d) II existe un homomorphisme g -> X^ de ^ dans le groupe unitaire
de M tel que X^ 1 (x) X^ === 1 (g.x) pour g€^, rcSN ^ çue M soit l'algèbre
de von Neumann engendrée par 1 (N) et les X^, g€^.

3° Pour tout g€^, on a 3 (X^) = U^ pour U comme dans 1.4.6 (c).

COROLLAIRE 4.1.4. — Soient N une algèbre de von Neumann^ 61 € Aut N
{resp. 6a€AutN), vérifiant les conditions de 4 .1 .1 . Supposons que 6^4 61
soit un automorphisme intérieur de N. Alors les facteurs W* (6,, N) et
W* (Oa, N) 507^ isomorphes.

Démonstration. — Soient Ii (resp. la) l'injection canonique de N
dans W* (61, N) [resp. dans W* (6a, N)], Xi (resp. Xa) un unitaire
de W* (61, N) [resp. de W* (6a, N)] comme dans 4.1.2 (c). Soit uun unitaire
de N tel que 6a (x) = u 61 (x) u* pour tout a;eN. Soit X'a = Ii (u) Xi.
Alors W* (61, N) est l'algèbre de von Neumann engendrée par Ii (N)
et X'a et on a, pour tout o;eN, Ii (6a (x)) = X^ Ii {x) X^*. La conclusion
résulte donc de 4.1.2.

4.2. COMPARAISON DES ALGÈBRES Mç POUR LES POIDS NORMAUX FIDÈLES

STRICTEMENT SEMI-FINIS SUR UN FACTEUR M DE TYPE ïîï\ (X€]G, 1[).

THÉORÈME 4.2.1. — Soient ^€]0, 1[, M un facteur de type III),, 9, <pi
et Ça des poids normaux fidèles strictement semi-finis sur M.

(a) I I existe une sous-algèbre de von Neumann abélienne maximale 3^
de M telle que 5lcMç.
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(b) On a M^CM^ si et seulement si il existe un opérateur positif non
singulier h affilié au centre de M^ et tel que Ça == 9i (h.).

La démonstration utilise des lemmes qui nous reserviront.

LEMME 4.2.2. — Soient G un groupe abélien localement compacta M un
facteur, U une représentation de G dans M. Soient xçM, e le support de x,
e/ le support de ^*, u Visométrie partielle de la décomposition polaire de x.
On suppose qu'il existe des projecteurs /*, /l/ € M11, /*^ e, f ̂  e' avec

(Spu (x) - Spu (x)) ̂  [(Sp U./) ^J (Sp U/')] = { 0 j.

Alors Spu (u) = Spu (rr), ^^GM11 ^ eçM\ e çM\

Démonstration. — Soit E = Spu (^). On a

x*xçM(\J, E -E)nMy (2.1.5),
Spu (x* x)cSp Wn(E - E) = { 0 } et x* a^lVF.

On a alors Spu (rc)CSpu (^). Soit {kn)nçïi une suite d'éléments de M11 telle
que (a;* n;)172 kn tende vers e faiblement. Comme u = lim xkn, on a

u € M ( U , E) [2.1.5 et 2 . 1 . 3 (&)] et Spu (u) = Spu {x). On a

u* U € M (U, (E - E))nMy, uu*eM (U, (E - E))nM^

donc eeM11 et e eM\

LEMME 4.2.3. — Soient y un état normal fidèle sur un facteur M, tel
que 1 soit isolé dans Sp Aç ^ 31 une sous-algèbre de von Neumann abélienne
maximale de M^. Alors 51 est abélienne maximale dans M.

Soient Œ la représentation t -> of de R dans M. On a Sp Œ = Sp Aç n R*
avec les notations de 3.2.2. Soit £ > 0 tel que Spo-n^"2, (0£] = { 1 }.

Pour tout ae5l on, a ^ (a) == a pour (€R, donc le commutant relatif
51' H M = ^IM de 5l dans M est globalement invariant par les o^, ( € R.
S'il existe un xç^ tel que n^Mç montrons qu'on aboutit à une contra-
diction.

D'après 2.1.6 soit geL^R) tel que (j{g)x^M^ et Log (Support g)-
Log (Support g)C[— £, £]. Soit î/ = Œ (g) ^. On a Î/G^IM, y^Mç et

Log (Sp, (y)) - Log (Sp, (y))c [- s, s].

On ne peut avoir leSp,(î/) sans avoir Sp, (y) C [6~5, e"-} donc î /€My.
On a donc Sp, (î/)C]e%oo[ ou Sp, (î/)C]0, e~'[, et comme î/* joue le même
rôle que y on peut supposer que Sp, (y)C]e^ oo[. Soit u Fisométrie partielle
de la décomposition polaire de y . On a ue5lai, u^SMç, Sp,(u)C]e5, oo[,
uu*eMç, u* ueMy en appliquant 4 .2 .2 . Soient e = u* u, <?' == MU*.
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On a eG. M^n^MC^t, donc eu = ue == u et ue = e u =- u. On a alors e = e/

nécessairement.
Par construction Spa (u) est un compact de ^oo^ II existe donc

un /'€=L1 (R) tel que/ ' (Y - l )=0 pour tout y ̂  (0-£/2, que u = o" (f) u,
et que 0 ̂ ^(y) ̂  1 pour tout fGR*. On a

sup Y^fCr-1)^-3/4,
TèÏt*

A^2 f(A^) Yîç (u) = A^"2 Yîy (^ f^ (u) f(t) dt\ = AY2 -^ (u) [c/-. 3.2.2, formule (1)].
WR 7

D'où
II ̂  (U*) II = [ ] A,/2 ̂  (U) |] ̂  6--A [| ïî, (U) II,

ce qui contredit l'égalité y (uu*) = y (e) == y (u* u) car u est non nul.

LEMME 4.2.4. — Soit (^a) une partition de V unité dans V algèbre de
von Neumann M. Pour tout a soit ^a une sous-algèbre de von Neumann
abélienne maximale de M^. Soit 3{ la sous-algèbre de M adhérence faible de

l'ensemble des sommes finies ^,0^., où a^e^a^. Alors 3^ est une sous-algèbre
de von Neumann abélienne maximale de M.

Soit rr€Mn5t'. On a <3a x == xeo, pour tout a car ^aE^t. On a donc

x = limite faible ^ , e^ xey. quand F décrit l'ensemble des parties finies de
aeF

l'ensemble des a. Pour tout a, ey. xey. commute avec tout a€î5la donc
^a^a€5ta et X^3^.

Démonstration de 4.2.1 :
(a) Comme y est strictement semi-fini, il existe [3.1.4 (&)] une partition

de l'unité (^a) dans Mcp telle que y (^a) < oo pour tout a. Pour tout a,
y^ == y^ est une forme linéaire positive normale fidèle sur Ma = M^.
On a To€T(MJ pour To = 2 n/Log X car T o € T ( M ) (3.4.1) et M est
isomorphe à Ma car @a est équivalent à 1 dans M. La remarque 1.3.3
montre que pour tout a il existe un ÀaGMa, positif et inversible dans Ma,
appartenant à Ma,cp, = MçïïMa et tel que ^a = Va (^a - ) vérifie cr^ = 1.

Le lemme 4.2.3 montre que toute sous-algèbre de von Neumann abé-
lienne maximale de Ma,,^ est abélienne maximale dans Ma. Soit /3la
une sous-algèbre de von Neumann abélienne maximale de Ma,^ conte-
nant Aa. Pour xç3^oi on a xh^ = h^ x pour tout ^€R et Œ^ [x) = x pour
tout <^€R; on a donc xeM^^= MçïïMa.

Le lemme 4.2.4 montre donc qu'il existe une sous-algèbre de
von Neumann abélienne maximale 51 de M contenue dans Mç>.
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(&) Supposons M^CM^. D'après (a) le commutant relatif M^nM
de M^ dans M est contenu dans M^. Soit Ut = (Dys : Dyi )< pour (€R.
On a pour tout xçM^ l'égalité

x == o-j2 (x) == Ut o-?1 (x) u* = Ui xu*.

Donc UiÇM^CM^ pour tout < € R . Pour xçM+ on a

92 (̂ ) == ?2 (CT^ (̂ )) = Cp2 (U< '7?1 (;K) U*) == ̂  (CT^ (̂ )),

ce qui montre que y 2 est c^-invariant pour tout (€R. Il existe donc
([30], th. 5.12) un opérateur positif non singulier affilié à M<p^ tel
que y2 == YI (^.). Pour tout xçM^ et tout t € R on a

x = cr^ (x) = A^ cr^ (rr) h^ = h11 xh-11

ce qui montre que h est affilié au centre de M^.
Inversement si ©2 == 9i (^.) où /i est affilié au centre de M^, on a pour

"î?l5

-»^ 1 0 ^ ; —— IV ^Ulb —— JU^ U.UIJ,̂  IVlç)^ 'tout xçM^ et tout (€R l'égalité cr?2 (rc) = h11 xh-11 = x, donc M^CM^.

REMARQUE 4.2.5. — Soient Xe]0, 1[, M un facteur de type III),, y un
poids normal fidèle strictement semi-fini sur M. Les théorèmes 4.2.1 et 1 .5 .5
montrent que V espérance conditionnelle E^> de 3 .1 .4 (c) est la seule espé-
rance conditionnelle normale fidèle de M sur M^.

THÉORÈME 4.2.6. — Soient ^€]0, 1[, To == 2 r^/LogX, M un facteur de
type ïïï\, et y un poids normal fidèle strictement semi-fini sur M. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) ^ == 1.
(b) S p A , = S ( M ) .
(c) M'^ n M = c.
(rf) Mç est un facteur.
(e) Pour tout poids ^ normal fidèle semi-fini sur M tel que M^CM^,

^ est proportionnel à y.
(/*) Mcp e^^ maximale pour l^inclusion parmi les sous-algèhres de

von Neumann semi-finies de M qui sont images de M par une espérance
conditionnelle normale fidèle.

Démonstration :

(a) implique (&). Par hypothèse Sp A^° = { 1 } donc Sp A y C { A^, n€Z}~.
(&) implique (rf). Soit o-^ la représentation t -> ̂  de R dans M. On a

Sp ̂  = F (cr^) (3.2.1 et 3.2.2). De plus, F (cr^) est un sous-groupe discret
de R* donc My = M" est un facteur (2.4.1).
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(d) implique (c). On a M.nMcMç [4.2.1 (a)] donc M^nM = G.
(c) implique (<°). La démonstration de 4 . 2 . 1 ( f c ) n'utilise pas l'hypo-

thèse 92 strictement semi-fini et s'applique sans modification au cas où 92
est un poids normal fidèle semi-fini. Appliquant 4.2.1 (b) avec 91 = y
et Va = ^ on voit que ^ proportionnel à y car le centre de Mç est réduit
aux scalaires.

(e) implique (/*). Soit N une sous-algèbre de von Neumann semi-finie
de M telle que MçCN. Soient E une espérance conditionnelle normale
fidèle de M sur N, T une trace normale fidèle semi-finie sur N, ^ = T o E
le poids normal fidèle semi-fini correspondant sur M. On a NcM.^
d'après 1.4.3, donc ^ est proportionnel à y et M^ == Mcp donc N == M;p.

(/*) implique (a). On a To€T (M) donc [1.3.2(d)] il existe un opérateur
positif autoadjoint non singulier affilié au centre de My tel que

^To
pour ^ = y (À . ) on ait cr^ = 1. Comme l'application x -> 1/To / ^ (^) ̂

^0

est une espérance conditionnelle normale fidèle ^-invariante de M sur M,^,
le poids ^ est normal fidèle strictement semi-fini [3.1.4(e)].

On a MçCM,^ et M^ est semi-finie, image d'une espérance conditionnelle
normale fidèle. On a donc Mç = M^. Comme ^ vérifie (a) il vérifie égale-
ment (e). Comme M^CMç, y est proportionnel à ^ et y vérifie (a).

4.3. TRACES GÉNÉRALISÉES SUR LES FACTEURS DE TYPE III), (Xç]0, 1[).

DÉFINITION 4.3.1. — Soient ^€]0, 1[, M un facteur de type III)., y un
poids normal fidèle strictement semi-fini tel que y (1) == -|- oo. On dit que y
est une trace généralisée sur M s'il vérifie les conditions équivalentes <fe 4.2.6.

THÉORÈME 4.3.2. — Soient Xe]0,l[, M un facteur de type IIIx,
To == 2 Ti/Log X.

(a) I I existe sur M une trace généralisée.
(&) Si YI et Va sont deux traces généralisées sur M il existe a > 0 et u

unitaire de M tels que ya {x) = ay^ (uxu*) pour tout xçM+.
(c) Dans {b) le nombre a'10 = ao ̂  indépendant du choix de u tel que y 2

et Vi,,, soient proportionnelles, et pour tout a ^ que a'10 = ao 1? existe un
unitaire u de M tel que ys (x) = ay^ (uxu*) pour tout xçM+.

Démonstration :

(a) On a To€T (M). Il existe donc un état normal fidèle y sur M tel
que cr^ = 1. Soient T une trace normale fidèle semi-finie sur le facteur F^,
^ = y (^) T le poids normal fidèle strictement semi-fini correspondant
sur M 0 F^.
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Alors ^ est une trace généralisée sur M (g) F^ et M (g) F^ est isomorphe
à M qui est un facteur de type III),.

(6), (c) On a ̂  == ̂  = 1 donc (Dy^ : Dy^ = ao IM, où ao désigne un
nombre complexe de module 1. Soit a > 0 tel que a'10 = ao. Montrons qu'il
existe un unitaire uçM tel que ^2 (x) == ay^ (uxu*) pour tout a;€M+.
On aura alors montré (b) et (c) car si 92 (^) = ̂ i (uxu*) pour tout ^€M+
on a

ao == (Dcp., : DcpOTo = (Dcp, : Dcpi.^ (Dîpi^ : Dcpi)^ = ̂  (u* o-̂  (u)) = jS^o.

Soient P = M (g) F 2 (1.2.2), ^ le poids normal fidèle semi-fini sur P,
avec

+ (^ ^7 0 ^y-) == a?! (̂ 11) + ?2 (^22) pour x ==^ ^y (g) e,y ̂  0.

On a

^o (1 ® ^i) = (Dcp2 : DacpOTo = (Dcp2 : B^ (Dcp, : Dacpi)To = ̂  ^ITO = 1.

Les hypothèses ^ = (7^ = 1 et le lemme 1.2.2 montrent que cr'̂  == 1,
donc que ^ est un poids normal fidèle strictement semi-fini sur M (g) ?2,
vérifiant la condition (a) de 4.2.6. Comme M (g) ?2 est un facteur de
type III), (il est isomorphe à M) on a la condition (d) pour ^ sur P. Les
projecteurs 1 (g) ^n = ^i et 10 ^22 = ^ de P sont tels que ^ (d) = oo
par hypothèse sur les y^. Comme la restriction de ^ à P^ est une trace
normale fidèle semi-finie [3.1.4 (&)], les projecteurs ei de P^ sont donc de
dimension relative + °0 dans Pq,. Comme P^ est un facteur de genre
dénombrable, il existe une isométrie partielle uçP^ telle que v^v = e^,
vv^ = é>2. On a (1 0 en) v = 0 et v (1 (g) ^22) = 0. Il existe donc un uçM
tel que v = u* (g) ^21, uu* = u* u === 1.

Soit .r€M+. On a o;(g)e22€P+,

?2 (^) = ^ (.r 0 e^) =^(10 ^i) (.r (g) eu) (1 0 CiQ == + (v [(uxu*) 0 Cn] y*).

Comme y€P^, le théorème 3.6 de [30] montre que si ^2 {x) < oo on a

v [(uxu*) 0 e,,)] y* € 3n^, (uxu* 0 en) v* v = (imz*) 0 e^ € ̂
et

^ (v [(uxu*) 0 en] y*) = ^ [(urcu*) 0 en]

donc Ç2 (^) == ayi (uxu*) pour tout ^€M+ tel que ^2 (^) <oo.
Inversement, pour xeM+ tel que ©i (uxu*) < oo on a {uxu*) (g) ^i €^

donc
y [(TOU*) 0 en] y* € ̂  et ^ (c [(UCT*) 0 en] y*) = a(pi (TOU*).
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COROLLAIRE 4.3.3. — Soient Xe]0, 1[, M un facteur de type III),, y une
trace généralisée sur M, a la représentation t -> ̂  de R dans M, Eç V espé-
rance conditionnelle normale fidèle de M 5ur M^.

1° 77 existe un unitaire X€M ^î yue yx = ̂ ç- On a afor^ :
(a) Ey (X") = 0, pour n^ 0;
(&) X € M ( a , { X - 1 } ) ;
(c) XeM(E, ) ;
(d) M est Valgèbre de von Neumann engendrée par Mç et X.

2° Le facteur Mcp est de type 11^ , ?a restriction ^ de y à My e^ une trace
normale fidèle semi-finie et pour X comme dans (a) et tout xçMt on a

T (ï'x (̂ ) = ̂  (x).

1° Comme X'10 = 1 pour To = 2 Tc/LogX, d'après 4.3.2 (c) il existe un
unitaire X de M vérifiant yx = ^î- Oîi. a (Dyx '' Dy)^ = À^ pour tout tçR
donc [1.2.3(c)] on obtient XeM (o-, { A-1 }). Les poids y et Ay sont
normaux fidèles strictement semi-finis sur M et E^ = E^p donc X€M (Ey),
car (px ^^ ^y- Montrons que M est l'algèbre de von Neumann engendrée
par Mç> et X. Soit (^)^ez un recouvrement ouvert de R* tel que

Vn^[^,kçZ} = { V 1 }

pour tout M€Z.
On a cr^ == 1 donc Sp o"C { A^ Â'€Z } (2.3.8). Le lemme 2.1.6 montre

que la réunion des M (o-, { ?^}) pour TZGZ, est faiblement totale dans M.
Soient n€Z, xçM (cr, { A^), alors X^^eM^ (2.1.5) et x = X*" (X^)

appartient à l'algèbre de von Neumann engendrée par Mç et X.
Enfin, pour n ̂  0, on a X^eM (cr, { ̂  }), et

î, (x-) = 1 r'0^ (x-) ̂  = 1 r^r x- ̂  = o.1 /^To 1 /-»10

E, (X-) =- ^
1 ° ^0 1 ° ^0

2° D'après 3 .1 .4 ( f c ) , T est une trace normale fidèle semi-finie sur Mç.
D'après 1° (a) on a T (ix ^) = ÀT (^) pour tout ^eMt. Il en résulte que Mç
qui est un facteur proprement infini car y (1) == oo est de type 11^.

4.4. CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III), (X € ]0, 1[).

THÉORÈME 4.4.1 :
(a) Soient ^€]0, 1[, N un facteur de type 11^, T une trace normale fidèle

semi-finie sur N, 0 un automorphisme de N tel que T (6 Çx)) == AT [x) pour
tout r^€N+. Alors W* (6, N) e^ un facteur de type III),.

4e SÉRIE —— TOME 6 —— 1973 —— ?2



CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 223

(&) Pour tout facteur M de type III),, (Ae]0, 1[), il existe un couple (N, 6)
vérifiant les conditions (a) et un isomorphisme de M sur W* (6, N).

(c) Soient Àe]0,l[, (N1,61) , (N2,82) des couples vérifiant les condi-
tions (a). Pour qu'il existe un isomorphisme de W* (Oi, Ni) sur W* (62, N2)
il faut et il suffit quil existe un isomorphisme J de Ni sur N2 tel que J Oi J~1 9^
soit un automorphisme intérieur de N2.

LEMME 4.4.2. — Soient X€]O,I [ ,N,T et 6 comme dans 4.4.1 (a),
1 l'injection canonique de N dans W* (9, N), E l'espérance conditionnelle
de 1 . 4 . G (&) de W* (6, N) ^ur 1 (N), y = ̂  o I-i o E, X Fimage ^ leZ
par l'application U cîe 1 .4 .6 (c).

(a) OM a p (9") = 0 pour tout n ̂  0.
(6) W* (0, N) e^ un facteur de type III/,.
(c) y e^ une ^roce généralisée sur W* (9, N).
(d) On a [W* (6, N)], = 1 (N).

(e) L'unitaire X ̂  W* (6, N) vérifie les conditions [4.3.3, 1° (a), (&), (c)
^ (rf)] par rapport à y ^ur W* (9, N).

Démonstration :

(a) Pour tout n ̂  0, 9" est un automorphisme extérieur du facteur N.
(b) D'après (4.1.1) W* (9, N) est un facteur et 1 (N)' H W* (9, N) C 1 (N),

donc (3.3.1) montre que S (W* (9, N)) = {/^, n€Z }-, d'où la conclusion.
(c) D'après 1.4.3 on a 1 (N) CW* (9, N)^. Comme le commutant

de 1 (N) dans W* (9, N) est réduit aux scalaires, y vérifie 4 .2.6 (c), d'où (c).
(e) D'après 1.4.6(c), on a

E(Xa;X*)=XE(a;)X*

pour tout r^eW* (9, N) donc yx = ^° car T o 9 = AT. Il en résulte que X
vérifie les conditions 4.3.3. 1° En particulier E;p (X") = 0 pour tout
n y^ 0 donc pour tout élément y de la sous-algèbre involutive de W* (9, N)
engendrée par 1 (N) et X, on a Eç {y) == E (y). Il en résulte que

Eç = E et [W* (6, N)]y = 1 (N) d'où (d).

LEMME 4.4.3. — Soient ^€]0, 1[, M un facteur de type III),, Ni, ïi ^ 9i
(resp, N2, ^2 ^ 92) comme dans 4.4.1 (a), Ii, Ei, Ci, Xi (resp. 12, Ë2, 92, X2)
comme dans 4.4.2. Supposons que M = W* (9i, Ni) = W* (9a, N2). ^ ^i^(°
alors un automorphisme intérieur Ji2 de M ^ yue :

(a) J i 2 ( I i ( N i ) ) = ^ ( N 2 ) ;
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(fc) Ji2 El J^ = Es;

(c) J^ (Xi )X:€MN2) .

Démonstration. — D'après 4.4.2 (&) et (c), ç>i et 93 sont des traces géné-
ralisées sur le facteur M. D'après 4 . 3 . 2 ( f c ) on peut, en remplaçant TI
par aTi pour un a convenable, trouver un automorphisme intérieur Jia
de M tel que <pi = ©2 ° Ji2. D'après 4.4.2 (d) on a M^ = Ii (Ni),
M,, = Ï2 (N2) donc Ji2 (Ii (Ni)) = Ï2 (N2). De plus Ei = E^ (resp. E,J
est l'unique espérance conditionnelle normale fidèle de M sur M^ (resp. M^)
et on a (&). D'après 4.4.2 (e) on a yi,xi == ^îi et y^x, = ^2, donc Ji2 (Xi)
et Xs vérifient la condition 4.3.3 [1° (&)] par rapport à ^2» On a donc

J-p, (XQ XçeM (^; j 1 j) = M,, = I, (NQ.

Démonstration de 4.4.1. — L'assertion (a) résulte de 4.4.2 (&). Démon-
trons l'assertion (fc). Soit y une trace généralisée sur M [4.3.2 (a)]. Soient cr
et Eç comme dans 4.3.3 et X un unitaire de M vérifiant 4.3.3 [1° (a),
(fc), (c), (rf)]. Soit 6 l'automorphisme ix de My [4.3.3 (2°)], 1 l'injection x -> x
de Mcp dans M, T la restriction de y à My. D'après 4.3.3 (2°), Mq, est un
facteur de type 11^ et M^, T et 9 vérifient les conditions de 4.4.1 (a).
Le couple (Mç, 9) vérifie les conditions de 4.1.1. L'injection 1 vérifie les
conditions (a), (fc) et (c) de 4.1.2 d'où il résulte que M est isomorphe au
produit croisé de Mcp par 9.

La suffisance de la condition (c) de 4.4.1 résulte du corollaire 4.1.4.
Montrons la nécessité de la condition 4.4.1 (c). Par hypothèse on peut
identifier W* (9i, Ni) et W* (9^, N2) à un même facteur M de type IIIx.
Avec les notations de 4.4.3, soit J l'isomorphisme de Ni sur Na tel que
pour ^eNi on ait Jis (Ii (x)) = ï^ (J (rr)). Il existe un unitaire u € N a
tel que Jis (Xi) = la (u) Xs. Pour a;€Ni, il vient

I, (J o 6, (x)) = J,. (I, (6, (x)))
== J^ (Xi Ii (x) X*) = Ji, (XQ Ji, o I, (x) Ji, (X,)*
= 1̂  (u) X, ï, (J (x)) X? I^ (u*) = 1^ [u (62 o J (x)) u*].

On a donc prouvé que J o 9i o J-1 o 9^ est un automorphisme intérieur
de N2.

DÉFINITION 4.4.4. — Soit N un facteur de type 11^, ^{^ Vhomomorphisme
de Out N dans R* qui, a ^ E O u t N , associe Y^(7)€R* ^ yue pour toute
trace normale fidèle semi-finie T sur N ^ tout 9eAut N tel que ^ (9) = j
on ait T o 9 == Y^ (j?) T. Uimage G (N) rfe Vhomomorphisme ^^ sera appelée
groupe fondamental de N.

Soit P un facteur de type IIi, alors le groupe fondamental de P au
sens de [29] (th. VIII, chap. II) est identique au groupe fondamental
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de P 0 F^ au sens de 4.4.4. Pour toute algèbre de von Neumann M,
nous notons M sa classe d'isomorphisme algébrique.

COROLLAIRE 4 .4 .5 . — Soit Xe]0, 1[.

(a) Soit M un facteur de type ïïï\ et soit (N, 6) un couple comme
dans 4.4.1 (fc) tel que M = W* (9, N). Alors N est indépendant du choix
de 9 et ne dépend que de M. On note alors N = M".

(&) Pour qu'une classe N d'isomorphisme algébrique de facteurs de type 11^
appartienne à l'image de l'application M -> M" de (a) il faut et il suffit
que XeG(N) .

(c) I I existe une infinité continue de facteurs de type III), deux à deux
non isomorphes opérant dans un espace de Hilbert séparable.

[d) Soient N un facteur de type II,,, et C\ l'ensemble des classes de conju-
gaison dans Out N d'éléments j tels que y^ (7) = À- Soit W* l'application
qui à cçC\ associe W* (9, N), indépendamment du choix de 9çAutN tel
que c soit la classe de conjugaison de £ (9). Alors W* est une bijection de C\
sur l'ensemble des classes M d'isomorphisme algébrique de facteurs de
type II LA telles que M~ = N.

Démonstration. — L'assertion (a) résulte facilement de 4.4.1 (c) et
l'assertion (&) de 4.4.1 (a). Il existe d'après [33] (corollaire 4.3.29 et
remarque 2, p. 214) une infinité continue de facteurs N de type 11^ deux
à deux non isomorphes opérant dans un espace de Hilbert séparable,
et tels que N (^) Ri soit isomorphe à N donc que X e G ( N ) . On en
déduit (c) en utilisant (&).

Le théorème 4.4.1 (c) montre que, avec les notations de 4.4.5 (d),
la classe d'isomorphisme algébrique de W* (9, N) est indépendante du choix
de 9 tel que la classe de conjugaison de & (9) soit c. De plus, 4.4.1 (c) montre
que si Ci 7^ c^ on a W* (ci) ̂  W* (02). Le théorème 4.4.1 (fc) montre que
l'application W* est surjective, d'où (d).

4.5. CALCUL DE Out M POUR UN FACTEUR DE TYPE III), (X€]G, 1[).

THÉORÈME 4.5.1. — Soient N un facteur de type 11^, X€]G,I[ ,
To = 2 Tc/Log X, T une trace normale fidèle semi-finie sur N, 9 un auto-
morphisme de N transformant T en XT, et M == W* (9, N). Soient G le quotient
du commutant de ^ (9) dans Out N par le groupe des puissances entières
de £^ (9), S l'homomorphisme modulaire de R dans Out M. Il existe un
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homomorphisme ô' de Out M sur G tel que la suite

0 _ Z^^R-iM-0^ G -^ 1 soi^ e^de

Démonstration. — Construisons S'. Soient T une trace normale fidèle
semi-finie sur N, 1 l'isomorphisme de 1.4.6 (a) de N sur 1 (N)CM, E l'espé-
rance conditionnelle de 1.4.6 (&), y = T o I"1 o E la trace généralisée sur
le facteur M décrite en 4.4.2, X un unitaire de M tel que

1 (0 (x)) = XI (x) X*

pour tout rceN. Soit ^eOut M, et Ji avec £31 (Ji) = j. Comme y ° Ji est
une trace généralisée sur M, le théorème 4 . 3 . 2 ( & ) montre qu'il existe
JsêAut M tel que ^ (Js) = j et que y o Ja soit proportionnelle à y. On a
alors J2 (I (N)) = ï (N) donc il existe un automorphisme lia de N tel
que J2 1 {x) = Ï (ïi2 {x)) pour tout a;€N. La démonstration de la nécessité
de la condition 4.4.1 (c) montre alors que Tautomorphisme ^2 Ô^a 1 ^-1

de N est intérieur. Ainsi c^ (71:2) appartient au commutant de c^ (9)
dans Out N. Soit Ja dans Aut M avec y o Js proportionnelle à y et e^ ( J ^ ) = j.
Comme Jg1 J ^ est un automorphisme intérieur de M qui laisse 1 (N) globa-
lement invariante, et comme le groupe ^ des X", n€Z, vérifie les condi-
tions de 1.5.5 (c), on voit que îÇ1 7^2 appartient au groupe complet associé
aux 6^ n€Z. Comme N est un facteur il existe nçZ tel que

^(^SN^) =£N(6)'.

On a montré que la classe dans G de ^ (7:2) est indépendante du choix
du représentant J2ÊAut M de j çOut M, tel que y o J2 et y soient propor-
tionnelles. L'élément de G ainsi associé à j est noté S' (j).

Il est clair que S' est un homomorphisme de Out M dans G; il nous
reste à calculer le noyau et l'image de o'.

On a S' o S {t) = 1 car of (I (x)) == ï {x) pour tout a;eN.
Soit j'eOut M tel que à' (j) = 1. Il existe un représentant Ji de j tel

que y ° Ji et y soient proportionnelles et que l'automorphisme TT^ corres-
pondant de N vérifie £ (îii) € { £ (ô)", nçz}. Il existe donc un repré-
sentant J2 de j tel que y o J2 et y soient proportionnelles et que l'auto-
morphisme 7i2 correspondant de N soit l'identité. On a J2 (I {x)) = ï [x)
pour tout ^ € N donc J2 (X) 1 {x) J ^ (X)* = XI {x) X* pour tout r^eN.
Ainsi X* J ^ (X) est dans le commutant de 1 (N), donc est un unitaire
de la forme A'70 IM pour un certain ^o€R. Les égalités Ja (I (x)) = l {x)
pour tout a;€N et J2 (X) = X^0 X montrent que J2 est égal à o-^ donc que j
est l'image 8 (^o).
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Montrons que pour tout automorphisme TI de N tel que £ (ic) commute
avec £ (0) il existe un automorphisme J de M tel que JI (x) = ï [vi Çx))
pour tout rceN. On aura alors montré la surjectivité de à'.

Par hypothèse on a £ (0 o 71) == £ (TI o 6). Soit u un unitaire de N te]
que îi o Ô (x) == u (6 o n) (^) u* pour tout rc € N. On a en posant Ii (x) == ï TT (a;)
pour tout a^€N, l'égalité

1 (u) XI, (x) X* 1 (u*) = 1 (u) 1 [(6 o TT) (^] 1 (u*) = 1 (TT o 6 (a;)) = I, (6 ^)).

Le couple (Ii, M) vérifie donc les hypothèses de 4.1.2 pour N et 0,
de même que le couple (I, M). La proposition 4.1.2 montre qu'il existe
un isomorphisme J de M sur M tel que

J (I (x)) = Ii (x) = 1 (TT (x)) pour tout xç. N.

4.6. ETATS NORMAUX FIDÈLES SUR UN FACTEUR M DE TYPE III)AÏ
(Xe]0,l[).

THÉORÈME 4.6.1. — Soient N un facteur de type 1 1 ^ , 9 un automorphisme
de N ne préservant pas de trace normale fidèle semi-finie sur N, M = W* (6, N)
le produit croisé de N par 0, E ^espérance conditionnelle normale fidèle
de M sur N. Tout état normal fidèle ^ sur M est unitairement équivalent
dans M à un état de la forme y o E où y est un état normal fidèle sur N.

Démonstration. — Soient T une trace normale fidèle semi-finie sur N,
A > 0, X ̂  1 tel que T (6 {x)) = XT (r^) pour tout a;eN^ et To = 2 Ti/Log ^.
Alors M est un facteur de type ïïï\ ou III^-i, et on a ToGT (M). Donc
il existe un opérateur h positif inversible du centre de M^ tel que

(T^ (x) = h-1^ xh1^ pour tout xç. M.

Soient (<3i, ^2, . . ., en, . . . ) une partition de l'unité dans M,^, avec en 7^ 0 pour
tout n; son existence résulte de 4.2.1 (a). La forme linéaire ^i == ^ (À. )
est positive normale fidèle sur M et sur M-p. Il existe donc un opérateur

positif autoadjoint non singulier affilié à ]VL, de la forme k ^^.X^^ en
où les p (n) sont des entiers rationnels, et tel que

^ (hk) =^PW ^ (c.) == + oo.

Soit ^2 le poids normal fidèle semi-fini ^2 == ^ {hk.) sur M. Il a un
sens car hk est un opérateur positif autoadjoint non singulier affilié à Mq,.
De plus on a

(hk)1^ ==h^ k1^ =h^
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car h € Centre M-p et donc :

o-^2 (a;) = A^ h-1^ xh1^ h-1^ == x pour tout rceM.

Comme ^2 (1) = oo, ^2, qui est strictement semi-fini car a^ = 1, est
une trace généralisée.

Pour tout (€R on a ̂  ( . ) = {hkf ̂  ( . ) (hk}-11 avec (/i/c)^eM^, donc ^
est cr^-invariant pour tout (€R.

On a montré l'existence d'une trace généralisée ^2 sur M et d'un opéra-
teur positif autoadjoint non singulier h^ affilié à M,^ tel que ^ == ^2 (^2.) .
Le théorème 4.3.2 (&) et le lemme 4.4.2 (c) montrent qu'il existe un
unitaire u € M tel que ^2,^ et T o E soient proportionnels.

On a ^ = ̂ 2 (^2.) , donc ^ == ^2,^[(u* /i2 u).]. Il suffit donc de montrer
que tout état normal fidèle 93 sur M de la forme (r o E) ( A a . ) où hs est un
opérateur positif affilié à M^E == N vérifie 93 (E (x)) = 93 (x) pour tout xç. M
ce qui est immédiat.

V. — Facteurs de type IIIo

Le principal résultat est 5.3.1 : tout facteur de type IIIo est de la
forme W* (6, N) où N est une algèbre de von Neumann de type 11^ à centre
sans atome, et 6 un automorphisme de N ergodique sur le centre et dimi-
nuant strictement une trace normale fidèle semi-finie sur N.

Nous montrons d'abord (dans 5.1) la réciproque du fait ci-dessus :
pour N et 0 comme ci-dessus, W* (6, N) est un facteur de type IIIo.

Dans 5.2 nous montrons l'analogue de 4.2.1 pour les facteurs de
type IIIo.

Dans 5.3 nous montrons, pour M donné, l'existence de N et 6 tels
que M = W* (6, N). Ce résultat permet de décrire l'ensemble des facteurs
de type ïïï\ (À ̂  1) comme l'ensemble des produits croisés d'algèbres
de von Neumann de type ïï^ par des automorphismes diminuant stric-
tement une trace normale fidèle semi-finie.

Dans 5.3.6 nous montrons que tout facteur M de type IIIo est en un
sens très strict la limite inductive d'une suite d'algèbres de von Neumann
semi-finies.

Dans 5.4 nous donnons un critère d'isomorphisme des facteurs W* (6, N)
obtenus comme produits croisés à partir d'un couple (N, 6) comme
ci-dessus, généralisant ainsi 4.4.1 (c).

Enfin, dans 5.5 nous montrons l'existence d'un facteur hyperfini
([33], déf. 4.4.5) agissant dans un espace séparable et qui n'est pas un
facteur d'Araki-Woods (i. e. il n'est isomorphe à aucun produit tensoriel
infini de facteurs de type I).
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5.1. PRÉLIMINAIRES. — Nous dirons qu'une algèbre de von Neumann
abéhenne est diffuse si elle ne contient pas de projecteur minimal.

PROPOSITION 5.1.1. — Soit N une algèbre de von Neumann de type 11^
à centre diffus. Soit 6 un automorphisme de N ergodique sur le centre de N.
Soient T une trace normale fidèle semi-finie sur N et Ào < 1 tels que
T (9 (x)) ̂  Xo T (x) pour tout ^eN+. Alors W* (6, N) est un facteur de
type IIIo et p (0^) = 0 pour tout n -^ 0.

Démonstration. — Montrons d'abord que p (6^) = 0 pour tout n ̂  0.
Soient n ̂  0 et e un projecteur non nul du centre de N tel que 6" {e) = e
et que ô^/Ne soit un automorphisme intérieur de Ne. On peut supposer
n > 0. On a r (6^ {x)) ̂  À^ T (x) pour tout ^€ N+ et T (a;) = T (6^ (^))
pour tout ^eN^. Comme la restriction de T à Ne est une trace normale
fidèle semi-finie, on aboutit à une contradiction.

Soient 1 rhomomorphisme canonique de N dans W* (9, N) = M. On a
^N/nMc^N) et M est un facteur d'après (4.1.1).

On peut donc appliquer le théorème 3.3.1 pour calculer S (M).
Soit pi l'unique opérateur positif affilié au centre C de N tel que

T o 6 = = T ( p i . ) . Par hypothèse on a 0 < p i ^ ^ o < l . De même, pour
n > 0 on a T (0- {x)) == T (p, x), avec 0 < p, ̂  À;; et pour n < 0 on a
T (6^ {x)) = ̂  (^x) et p.^X; > 1. Soit Xe]0, 1[. Montrons que X^S (M).
Soient no tel que X^° < À < 1 et £ > 0 tel que ]X — £, X + £[ ne contienne
ni X^° ni 1. Comme le centre C de N est diffus et O-1 ergodique sur C on peut
trouver un projecteur non nul e de C tel que 6-1 (e), 9-2 (e), . . ., 6-"° (e)
soient tous orthogonaux à e.

Supposons qu'il existe alors un projecteur non nul d du centre de N,
d^e et un nçz tels que 6^ (d) ̂  e et que le spectre de p,1 sur N^ soit
contenu dans ]X ~ £, X + s[. Comme ]X - £, À + £[cp^°, 1[ on a néces-
sairement n < 0. Comme p,1 ̂  A,' si n < 0 on a ^° < X;', et - n€[l, Mo]
ce qui contredit l'hypothèse ô-^ (e) e = 0 pour tout ke[i, no].

Il reste à montrer que M n'est pas semi-fini c'est-à-dire ([4l], prop. 8.16, 3°)]
qu'il n'existe sur N aucune trace normale fidèle Ti semi-finie et 6 invariante.
Supposons l'existence de Ti et soit h positif non singulier affilié au centre
de N tel que T = Ti (A.) . On a alors 9-1 (h) ̂  Ào h avec Xo < 1. Soit n
un entier tel que le projecteur spectral de h associé à l'intervalle [À^', X^]
soit non nul. Il existe deux projecteurs e^ et e^ non nuls du centre de N
majorés par ce projecteur spectral, et de produit nul (car C est diffus).
Pour k > 0, 9^ {ej) est contenu dans le projecteur spectral relatif à À et
]0, X^1]. Donc \y ()P (ej) est ô-invariant non trivial contredisant ainsi

pçz
l'ergodicité de 6 sur C.
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5.2. CENTRALISATEURS DES POIDS NORMAUX FIDÈLES STRICTEMENT

SEMI-FINIS, ET SOUS-ALGÈBRES ABÉLIENNES MAXIMALES.

THÉORÈME 5.2.1. — Soit M un facteur de type IIIo.
(a) Pour tout poids normal fidèle strictement semi-fini ç sur M, il existe

une sous-algèbre de wn Neumann abélienne maximale 31 de M telle que 3^ C M^.
(fc) Soient <pi ^ y 2 ^<°ua; poick normaux fidèles strictement semi-finis sur M.

On a M^CMç, 51 et seulement si il existe h positif non singulier, affilié
à centre M^, tel que 92 = Ci (h.).

LEMME 5.2.2. — Identifions le dual de R à R [am? (t, y) == ^T, TGR,
<€R]. Soient £o > 0, N une algèbre de von Neumann^ a une représentation
de R dans N telle que S p a C [ — £ o , £o]. ^ existe alors H6N0',
— £o/2 ̂  H ̂  £o/2, ^ que o^i {x) = e1^ x e-1^ pour tout (€R.

Démonstration. — Pour tout fermé E de R posons k (E) = \ /
a:€N(a,E)

Support ^*. Selon [3] (th. 3.1) il existe BeN \B == (ï+ ( r fP (() avec
1 L

les notations de [3] (th. 3.1) tel que :

(1) y . t ( x ) = e1^ xe~1^ pour tout (€R et tout ^6N;
(2) Pour <€R le projecteur spectral de B correspondant à l'intervalle

[(, oo [ soit égal à /\k {[s, oo[).
,?<<

On a k (E) = a< (/c (E)) pour tout (€R [2.1.3 (/•)], donc a, (B) = B
pour tout ^€R. On a /\/c ([5, oo[) = 1 car le N (a, { 0 }), donc B^O.

S<0

Pour tout ( > £o on a A/c {[s, oo[) = 0 car N (a, [s, oo[) = { 0 } pour
s<^t

tout 5 > £o, donc B ̂  £o. D'où le lemme en posant H == B — £o/2.

LEMME 5.2.3. — Identifions R au dual de R comme en 5.2.2. Soient M
un facteur, £o > 0, U une représentation de R dans M telle que

S p U n { [ - 2 s o , -£o ]u [£o ,2so ]} =0.
Il existe un H € M11, — £o/2 ̂  H ̂  £o/2 tel que la représentation V de R
Am5 M définie par Y( (a;) === <r"" LJ( {x) e1^ pour (€R ^ ^€M, r̂̂ e
SpVn] -£o, £o[= { 0 } .

Démonstration. — Soit N = M (U, ([— £o, £o])). Pour x et y dans N on a
Spu (xy) c (Sp U n [- 2 so, 2 Sol)

(2.1.5) donc Spu (^/)C[— £o, £o] et ^yeN. Donc N est une sous-algèbre
de von Neumann de M [2.1.3 (5) et (c)].
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Pour ^€R on a U, (N) = N [2 .1.3 (/')]. Posons a, {x) = U, {x) pour t€R
et rceN. Alors a est une représentation de R dans N. Pour rc€N on a
Spa (x) = Spu (^)C[— £o, £()], donc S p a C [ — £ o , £o]. Soit (lemme 5.2.2)
HeN tel que — £o/2 ̂  H ̂  £o/2, a^ (H) == H pour tout (€R et
a, (^) = e^7H^-^7H pour t€R et ^eN. On a U, (H) = H pour tout tçi{
donc HeM^ et V défini par, V, (x) = e-^1 U, (x) e1^ ((€R, ^€M) est
une représentation de R dans M. Pour rc€ N on a V^ (^) == e~^tïl a^ (a;) e^" = x
pour tout ^€R, donc S p v ( ^ ) Ç { 0 { .

Le lemme 2 .1 .6 et l'hypothèse Sp Un( [— 2 £o, — £o]U[£o, 2 £o]) = 0
montrent que la réunion de N et de M (U, (]— 2 £o, 2 £o[6')) est faiblement
totale dans M.

Pour montrer que S p V n ] — £ o , £o[ = { 0 } il suffit donc de montrer
que Spv(^)n]— £o, £o[ == 0 pour tout xç. M (U, (] —2 £o, 2 £o[')) [2.1.3 (d)].

Soit W la représentation de R dans M (^) Fa construite à partir de U
et V et de Ut == e~ltïi, comme dans 2.2. G. On a pour rc€M; les égalités

Spu (x) = Spw (x (g) en), Spv (x) == Spw (x (g) 622)
et

x (g) 622 = (1 (g) ^1) (a; (g) di) (1 (g) ^i)*.

Or W( (1 0 e2i) == Ut 0 e2i = e"'711 0 (°2i. Donc pour toute fonction
fç. L1 (R) on a

W (f) (1 (g) e^ = f f/-(0 e-^" dt\ (g) 621 = f(H) (g) 621.
WiR /

Par suite Spw (1 0 ^21) = Sp HC[— £o/2, £o/2]. Le lemme 2 .1 .5 montre
donc que si Spu (^)C] — 2 £o, 2 £()['' on a

Spv (x)c] - 2 so, 2 sol' + [- £o/2, £o/2] + [- £o/2, £o/2],
d'où

Spv(^)n]— £o, £ o [ =0.
LEMME 5.2.4. — Soient M un facteur de type IIIo, y UM poids normal

fidèle strictement semi-fini sur M, ^o un projecteur non nul de Mç. Il existe
alors un projecteur non nul e ̂  eo de Mç, un h ̂  0, A€ MyH Me, /i inversible
dans Me, ^ un état normal fidèle ^ sur Me tels que

(a) Le point 1 soit isolé dans Sp A^.
(6) AeM^ ^ (fe=^ (À.).
Démonstration. — Comme y est strictement semi-fini on peut supposer

que y (eo) < oo. Soient o" la représentation de R dans M telle que o^ == o'̂
exp. l'application y -> ^ de R dans R*. On a F (cr60) == F (cr) == { 1 }
(3.2.1 et 2.3.3). D'après 2.3.4, il existe donc un projecteur e y^ 0,
eêM^nM^ tel que

Sp ̂  ̂  exp ([-2 £o, - £ol {J [£o, 2 soi) = 0.
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Le lemme 5 .2 .3 montre qu'il existe un HeM^nM^, — £o/â ̂  H ̂  £o/2,
tel que, si l'on pose V, {x) = e~1^ ̂  {x) e1^ pour tout (€R et tout xeMe,
on ait Sp Vnexp ( ] — £ o , £o[) = { 1 ] .

Par construction <pe est une forme linéaire positive normale fidèle sur Me.
Soit ^=^(e-1î.). Alors HeM^nM, = M,.,, (3.2.6), et ^ = V, car
(7^ == of (3.2.6), pour tout ^€R.

On a donc Sp A^Hexp (]— £o, £o[) == { 1 } (3.2.2). Comme H est borné,
^ est une forme linéaire positive normale fidèle sur Me.

Soit h = e". On a heM^Me, h inversible dans Me, A^O, a^ {h) = h
(par construction de V^ == o^) pour tout ^ G R ; enfin ^ (A. ) = y<,.

Démonstration de 5.2.1 :

(a) Soit y un poids normal fidèle strictement semi-fini sur M. Les
lemmes 5.2.4 et 4.2.3 montrent que pour tout projecteur <°o 7^ 0 de Mcp,
il existe un projecteur e ̂  0, e^^o, 6€Mç> et une sous-algèbre de von
Neumann abélienne maximale ^ de Me telle que ^eCM^f^Me = M^.
(Avec les notations de 5.2.4, toute sous-algèbre de von Neumann abélienne
maximale de Me,^ contenant h est contenue dans M^ et est abélienne
maximale dans Me.) Le lemme 4.2.4 montre donc l'existence d'une sous-
algèbre de von Neumann abélienne maximale 51 de M avec 3l C Mç.

(b) Se démontre exactement comme 4.2.1 (&).

5.3. TOUT FACTEUR DE TYPE IIIo EST LE PRODUIT CROISÉ D'UNE ALGÈBRE

DE VON NEUMANN SEMI-FINIE PAR UN AUTOMORPHISME.

THÉORÈME 5.3.1. — Soit M un facteur de type IIIo. Il existe alors :
(1) Une algèbre de von Neumann N de type 11^ et à centre diffus;
(2) Un automorphisme 6 de N, ergodique sur le centre de N, et diminuant

strictement l'une des traces normales fidèles semi-finies T sur N [i. e. il existe
Xo < 1 tel que T (9 {x)) ̂  Xo T (x) pour tout ^€N4-] de telle sorte que
M = W* (6, N).

LEMME 5.3.2. — Soit M un facteur de type IIIo. Il existe un poids y
normal fidèle strictement semi-fini sur M vérifiant les conditions :

(a) 1 est isolé dans Sp Aç.
(6) My est une algèbre de von Neumann proprement infinie.

Démonstration. — Soit ^ un état normal fidèle sur M tel que 1 soit isolé
dans SpA^. Dans un facteur de type III de genre dénombrable, tout
projecteur non nul est équivalent à 1. L'existence de ^ résulte donc de:
5.2.4. Soient Tr la trace usuelle sur F^ et y = ^ (g) Tr sur M 0 F .
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Alors y est strictement semi-fini normal fidèle ([G], prop. 6.2). On a
Sp \ == Sp A^ et M.̂  (g) F, = (M (g) FJy en appliquant [39] (ex. 2) à
(jf = o-^ (g) 1. Comme M 0 F^ est isomorphe à M on a 5.3.2.

LEMME 5.3.3. — Soient G un groupe abélien localement compact, M un
facteur, U une représentation de G dans M telle que l''algèbre de von Neumannt^
soit proprement infinie. Soient rcGM, e le support de x, e le support de x*.
On suppose que x vérifie V hypothèse du lemme 4.2.2. Il existe alors une
isométrie partielle v ç M et un k tels que :

(1) Sp^)CSpu(oQ;
(2) /ceM";
(3) x= y/c;
(4) u* v est le plus petit projecteur du centre C de Mv majorant e\
(5) yy* est le plus petit projecteur du centre C de M11 majorant e;
(6) vWv^cW et v^WvcW.

Démonstration. — Soient E == Spu {x) et u Pisométrie partielle
de la décomposition polaire de x. On a u € M (U, E), u* u = eeM11 et
uu* === e eMV (4.2.2). Soient c le support central de e dans M11, c celui
de e\ II existe deux projecteurs ëo et ei (resp. e^ et e\) du centre de M^
(resp. de M^,) tels que M^ soit proprement infinie, que M^ soit finie
et que <°o + ^i = e (resp. M^ proprement infinie, M^ finie et ^ + e\ = e).
Il existe deux projecteurs de C, Co et Ci (resp. c^ et c'^) tels que Co + Ci = c,
Co Ci == 0, Co e = (°o, Ci e == 61 ^ Co + ^i = ^'5 ^o ^i = O? ô e' = ^o? ^i e/ === ^1 •

Pour î/CM^ on a UÎ/U*€M^, et Spu (uî/u*) C (E — E) nSp V e ' = { 0 }
(2.1.5). ^

Donc l'application y -> uyu* est un isomorphisme de M^ sur M^/, l'iso-
morphisme inverse étant l'application y -> u* yu. L'unicité de la décompo-
sition e = e'Q + e\ avec M^ proprement infinie et M^ finie montre que

ueo "* = ^o, uei u* = Ci, u* e'o u = eo, u* e\ u = Ci.

Par hypothèse ey est un projecteur fini de Mv, de support central Ci.
Comme M11 est proprement infinie de genre dénombrable il existe une

suite infinie (^2, . . . ,^ , . . . ) de projecteurs deux à deux orthogonaux
de M11, de somme Ci — ei et équivalents à e^ relativement à M11. Soit
donc (Wi, Wa, . . . , W n , . . . ) une suite d'isométries partielles de M11

telle que Wi = ei, w*- Wj = ei pour tout y, u^ u^ = ey pour tout j et

^e/ = Ci. Soit, de même, ( w ^ , . . . ) une suite d'isométries partielles
i

de M11 telle que w\ = é^ w'^ w'^ = e\ pour tout j, w. w ' * = e. pour
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tout j où éj e'/, == 0 pour j ̂  /c, et V^y = c\. On a

w'j u wj Wj u* w'f == ipy uei u* w'f~ == ipy e'i IP *̂ = e'j

donc pour tout j, w y u w^ est une isométrie partielle, notée u/.

On a u /€ :M(U, E) (wj et Wy sont dans M11),

Uy u^ == .̂ et uj Uj = w; u* ip *̂ y/y uwj = Cy.

Donc la série ^^uj est faiblement sommable, sa somme ?i est une isométrie

partielle, P i € M (U, E), avec y* Pi =^ej = Ci et Pi v\ = c\.

Comme eo est proprement infini de support central Co, il existe une
isométrie partielle weM11 telle que ww^ = Co et w* w = eo. Soit de
même w'eM11, w ' w ' ^ = c'^ w'* w' == eo. Soit Uo == w ' uw*. On a

PO PO = W e'Q w'* = c'o, PÎ Po === iPCo w* = Co

et P o € M (U, E). On a

Po + Pi e M (U, E), (Po + Pi)* (Po + Pi) = Co + Ci, (Po + Pi) (PO + Pi)* = Co + c\

donc P = Po + y! ^t u]n^ isométrie partielle vérifiant les conditions 1°,
4° et 5° du lemme.

Soit k = P* x. On a /c€ M (U, E — E) et kçMc donc comme

SpU^E -E) = SpU^E -E) = { O j [2.2.2 (à)]

il vient /ceM" d'où 2° et 3°. Soit î/eM^ on a PÎ/P*€M (U, E — E)nMc-
et comme Sp ITn (E - E) = { 0 } [2.2.2 (a)] il vient p^eM0. De
même P* M11 PC M11.

LEMME 5.3.4.—Identifions le dual de B. à B. [(t, y) =eit'(pourtçT{,^ç.T{\.
Soient M un facteur, U une représentation de R dans M non extérieurement
équivalente à la représentation triviale, telle que M11 soit une algèbre de von
Neumann proprement infinie et que 0 soit isolé dans Sp U. Alors il existe
un unitaire X de M tel que X M11 X* = M11, que M soit l'algèbre de von Neu-
mann engendrée par Mu et X et que Spu (X)C]0, oo[.

Démonstration. — Soient £o > 0 tel que Sp U n [ — £o, £o] = { 0 } et
C = Centre M^ Soit ^ l'ensemble des isométries partielles PGM, telles
que :

(a) p* pec, pp*ec;
(&) pM^cM11, P* M^CM^
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Soient ^i et v^ dans ^, a-vec ^ = v\ v^ e^ = v^ y 2, e\ = v^ y*, ̂  === y 2 ^.
L'application y -> Ui y v\ est un isomorphisme de M^ sur M^, donc
^i (^i e'J y* == ^i e[ v* appartient au centre de M^ donc au centre C
de M^ et est un projecteur .On a montré que v = v^ v^ est une isométrie
partielle de support final appartenant à C. De même, son support initial,
qui est le support final de v^ y*, est dans C. On a donc Ui v^ç^Ç.

Il est clair que si Ui et v 2 sont dans ^ avec ei orthogonal à <°2 et e\ ortho-
gonal à e'^ on a, pour v = v^ -)- v^ :

u* u == (Ui + vy (pi + u^) == v* Vi + uî u.î = Ci + 62

qui est un projecteur de C,
y* xv = y* xVi + vÏ ^2 + v* e\ xe'^ v^ + v^ e'.^ xe\ Ui

= u* xv y + uî ̂ i pour rceM11,

donc on a Ui + ̂ e^.
Pour i^i et y 2 dans ^1, on écrit Vi -< y 2 si le support initial ei et ^i est

contenu dans le support initial e^ de v^ et si Pi = y 2 ^i. Si ^i -< y 2 on a
y* -< v^ et y^i -<< vv^ v ^ v ^ v ^ v pour tout ye^,

La construction de X s'appuie sur les propriétés (a), (?), (y), (S) des
ensembles ci-dessous :

êo = { Vç.^, Spu (P) C] £o, + 00 [, Spu (U) - Spu (P)C [- £o/2, £o/21 },

êi = { vçêo tel que pour tout couple (^i, 1^2), ^/cêo, Pi ^2 -^ y entraîne Vi v^ = 0 }.

PROPRIÉTÉ (a). — Pour <ou( uç&o, v y^ Q il existe ^i, . . . , UpÇ&i tels
p p

que \\VJ^Q, ffuj ^ v.
i i

Raisonnons par récurrence sur n tel que Spu(^)C] 0, n £o[. Pour
n = 1 l'ensemble obtenu est vide. Supposons avoir démontré la pro-
priétépour tout v tel que Spu(y)C]0, n £o[ et démontrons-la pour
tout v tel que Spu(y)C]0, (n + 1) ^o[. Si vç&i c'est immédiat. Sinon,
soient Wi et 1^2, Wy€êo, Wi 1^2 7^ 0 et Wi W2 ^ v. Soient e = w* Wi et
Ws = ew^. On a Wi W2 = Wi ^^2 = Wi w^ iv^eêo (car e€MU) et Support
final de Ws ̂  Support initial de Wi . On a 1^3 === w^ u;i u;2 == w* /^
où /* désigne le Support final de Wi w^ -^ u. Comme fçMV on a
Spu (^3)CSpu (u) — Spu (wi). On a Spu(wi )C]£o , oo[ car Wi€<êo
donc Spu(w3)C]0, n £o[ et l'hypothèse de récurrence montre qu'il existe

p p
Vi, ..., Up^&i avec Tl^y 7^ 0 et Tl^y ̂  ^3-

i i^ ^
Le support final f de Tf^y est inférieur à e. On a Wi TTyy -< Wi ^3 -< y

i i
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P p

et W i J j y y ^ O . Ainsi, ^/"{"[yy est de la forme f u où /^eC donc
i i

/ p- \w^ff=frfv ^ } [y / r et Spu (wi/")C]0, n £ o [ par le même raisonnement
\ i /

que ci-dessus car p ̂  1 et y/€êo.
L'hypothèse de récurrence montre qu'il existe y^_i, . . ., Vp^ç.&^

tels que
p ' p '

JJ v^j ̂  0 et F[ ̂ +; ̂  w, f.
i i

y°'

Comme le support initial de F[y^+y est contenu dans le support final
i

P / p ' \ / p \
de f[uj on a ( IJ^W ) ( 11̂  ) T^ 0- D'autre part

1 \ i / \ i /
/ p' \ / p \ p\ n^ ) ( n ̂  ) ̂  ̂ n^ -< w, w3 ̂  u.\ i / \ i / iPROPRIETE (P) :

1° Soit ue^ tel que Spu (u)C(] £o, oo[) ^ Spu (u) - Spu (u)C[- £o, £o].
Il existe alors wçêo, w ̂  0, ^ yue w ^ u.

2° Si u, et ^eêi, alors u^u^çM^ et v, u^çM".
1° Soit (lemme 2.1.6), g€L1 (R) tel que

Support (/-Support g c [- £o/2, £o/2] et (U (g) u)* u ̂  0.

Soient (lemme 5.3.3), u € ̂  et /c € IVT tels que vk == U (g) u et
Spu (y) C Spu (U (g) u). On a y* u 7^ 0 car /c* y* u == (U (g) u)*1 u 7^ 0.

Comme Spu {u) C Spu (u) n Support g on a u € êo. On a
Spu (^ u)CSpu (u) - Spu (u)C[- £o, £o]

donc y* ME M11. Soit w == vu* u. Alors Spu (w) CSpu (^) et we^ car
yç^ et u€^ . On a donc w€êo et w ^ u. En outre w ̂  0 car
y* w = y* u^ 0.

2° Montrons d'abord que y* ^2 € M11. On a

Spu (^î ^.2) - Spu (y* u,)c Spu (yO - Spu (y0 + Spu (^1) - Spu (Ui)c[- £o, soi.

Ainsi y* P, € M (U, { 0 }) ou y* u, C M (U,]£o, oo[) ou ^ ^ e M (U, ] £o, oo[).
Il suffit de montrer que si y* ^2 7^ 0 et u* u^çM (U,] £o, oo[) on aboutit
à une contradiction. Soit alors u = v\ u^ On a u€^, Spu(u)C]£o, oo[
et Spu {u). — Spu (u)Ç[— £o, £o], donc (1°), soit w ̂  0, w€êo, tel que
w ^ u. On a v,w ^ v, u = v, y* v^ ^ ^ et le support final de w est majoré
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par le support final de u donc par le support initial de v^ d'où v^ w ^- 0.
On a donc contredit l'hypothèse u^ç&i.

Montrons que Pi v\^W\ On suppose de même que u = v^ v^ ̂  0 et
que u € M ( U , ] £ o , oo[). Soit w ̂  0, wç.&, tel que w ^ u. On a
^^2 ^ uy2 ^ ^i et le support final de w* est majoré par le support
initial de u donc par le support initial de y^, d'où u* w* ̂  0 et 1^2 7^ O.
On a ainsi contredit l'hypothèse yi€êi .

PROPRIÉTÉ (y). — L'algèbre de von Neumann K engendrée par 1VT et êi
e^ <°gafc d M.

Le lemme 2.1.6 montre que l'ensemble des xçM tels que

Spu (x) - Spu (x)c[- 5o/2, £o/2]

est faiblement total dans M. Pour montrer qu'un tel x appatient à K
on peut supposer que SpuC]£o, oo[. Le lemme 5.3.3 montre qu'il existe
y€êo et À-elVT tels que x = uk, il suffit donc de montrer que êoCK.
Soient y€êo, e = y* y. L'ensemble des projecteurs Ci ̂  e de C tels que
ue^ € K est inductif car si {en) est une suite croissante de tels projecteurs
avec e^ = \y e^ on a ve^ = limite faible ven. Pour d maximal montrons
que ei = e. Sinon, la propriété (a) appliquée à u {e — ei) montre l'existence
d'un projecteur e^ 7^ 0, ^eC tel que e^^e — ei et que ve^çê^ pour un
entier p. Comme êi C K cela contredit la maximalité de ^i.

PROPRIÉTÉ (S). — Soit (uj) une famille maximale d'éléments non nuls
de &, tels que pour j -^ k on ait Vj u*, = 0 et u*. v / , = 0. Alors ̂ Uj est un
unitaire.

Soient ej == u*. Uj, e^. = Vj v^ Pour j =^ k on a ej e/, = e^ e^ = 0.

Soient e =^ej, e =^e^ Supposons 1 — e ̂  0. Si la représentation
U1"6 est triviale, U est extérieurement équivalente à une représentation
triviale (2.3.17), ce qui est absurde. Donc U^ est non triviale, et il
existe x^çM^e tel que Spu (^i) ̂  { 0 }. Le lemme 2.1.6 montre donc
qu'il existe un x =^ 0, xçMi^e, tel que

Spu (x) - Spu (x) c [ - £o/2, 5o/2] et Spu (x) c ] £o, oo[.

Ainsi (5.3.3) il existe un u ̂  0, u € êo tel que y* u ̂  1 — e et vu* ̂  1 — e.
La propriété (a) montre alors qu'il existe un w ^- 0, w € &i tel que
w^ w ̂  1 — e. On a Vj w* = 0 pour tout 7. Comme w* Uj est un élément
de Mv de support initial ̂  ej et de support final ̂  1 — e ̂  1 — ej-on a
w* y/ == 0 pour tout 7. On a donc contredit la maximalité de la famille,
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d'où e = 1. Supposons 1 — e ^ 0. Le raisonnement ci-dessus montre
l'existence d'un w 7^ 0, w€êi tel que ww^ ^- 1 — e'.

On a ̂  w = 0 pour tout 7. Comme wu*. est un élément de M^ de support
initial ^ éj et de support final ^- 1 — e' ̂  1 — e'y on a wu*- == 0 pour
tout j ce qui contredit la maximalité de la famille. On a montré que
e = e = 1 donc que ^Uj est un unitaire.

Terminons la démonstration de 5.3.4. — Soit (uj) une famille maximale

comme dans (S). Posons X =^; on a X* X = XX* = 1 et XMV X* = M11

(car X€3). Pour tout vç.&, on a X* u =^^ vç.W (P) donc yeXM^

La propriété (y) montre donc que M est l'algèbre de von Neumann
engendrée par X et M11. Enfin on a Spu(^)C[£o, oo[ pour tout 7,
donc Spu(X)C[£o , oo[.

Démonstration de 5.3.1. — Soient y un poids normal fidèle strictement
semi-fini sur M vérifiant 5.3.2 (a), (&), o" la représentation t -> of de R
dans M, N = M^ = M^ le centralisateur de 9 et E = Eç l'espérance
conditionnelle normale fidèle de M sur My.

Comme M n'est pas semi-fini la représentation cr est non extérieure-
ment équivalente à la, représentation triviale. L'algèbre de von Neumann M'7

est proprement infinie et 1 est isolé dans Sp(j[5.3.2. (a), (&)] donc cr
vérifie les conditions 5.3.4.

Soit (5.3.4) X un unitaire de M tel que Spo (X)C]1, oo[, XNX* = N
et que N et X engendrent l'algèbre de von Neumann M. Soit T la trace
normale fidèle semi-finie y/N sur N [3.1.4 (&)]. On a ç == T o E ([5], th. 3.4).
Soit p l'unique opérateur positif affilié au centre C de N tel que
T (Xa X*) = T (p a) pour tout a€N+. On a [1.4.5 (&)], ^ (X) = X p17,
donc, pour/•€ L1 (R) : cr (/•) X = X^(p-1). En conséquence Sp<,(X) = Sp(p-1),
donc Sp p C [0, Xo] pour un ^o < 1. Par suite T (X a X*) ̂  Xo T (a) pour
tout a€N+. Soit O e A u t N tel que 6 (a) = X a X* pour tout a€N. Le
centre de N est diffus (2.4.3), on a p (6^) = 0 pour tout n ̂  0 (5.1.1)
et 9 agit ergodiquement sur C car M est un facteur engendré par N et X.
On a N ' n M c N [5.2.1 (a)] donc M est isomorphe à W* (6, N) (4.1.2).
Il reste à montrer que N est de type 11^. Par construction N est propre-
ment infinie. Ainsi comme 9 agit ergodiquement sur C il suffit de montrer
que l'hypothèse N de type 1^ conduit à une contradiction. Soit donc e
un projecteur abélien de support central 1 dans N. Soit 6 ' eAutN tel
que EN (9') = ^N (9) et que 9' [e) = e. Comme 9' vérifie des conditions
analogues à 9 on peut supposer 9 (e) == e. La restriction de T à Ne est une
trace normale fidèle semi-finie sur cette algèbre de von Neumann abélienne,
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et la restriction de 9 à N^ est un automorphisme ergodique. Une transfor-
mation bimesurable ergodique d'un espace mesurable t2, y. diffus est néces-
sairement conservative ([24], § 4, p. 88), ce qui contredit l'inégalité
T (9 (x)) ̂  Xo T (x) pour tout x € N,, x ̂  0.

Remarques 5.3.5 :

(a) Utilisant 4.4.1, 5.1.1 et 5.3.1 on obtient ceci : pour qu'un facteur
M de type III soit le produit croisé W* (9, N) d'une algèbre de von Neumann
de type 11^ par un automorphisme 9 diminuant strictement une trace
normale fidèle semi-finie, il faut et il suffit que S (M) 7^ [0, oo[ — (i. e.
que M ne soit pas de type III i) . Si N est un facteur, M = W* (9, N) n'est
pas de type IIIo. Si le centre de N est diffus, M = W* (9, N) est un facteur
de type IIIo.

(&) Pour tout poids fidèle strictement semi-fini y sur un facteur M de
type IIIo, vérifiant 5.3.2 (a), (&), l'algèbre de von Neumann M^ est égale
à son bicommutant relatif dans M. (Utiliser 5.3.1 et [4l], cor. 8.10).
[Rappelons que pour ^€]0, 1[, tout facteur M de type I I I / , et tout trace
généralisée 9 sur M, 9 vérifie les conditions 5.3.2 (a) et (&) mais le bicommu-
tant relatif de Mç, dans M est égal à M.]

COROLLAIRE 5.3.6. — Soit ^ le groupe dénombrable discret somme
directe Sune infinité dénombrable de groupes à deux éléments. Soit M un
facteur de type IIIo dans un espace séparable. Il existe une algèbre de von
Neumann P de type 11^ , une représentation S de ^ dans P, et une suite crois-
sante [ e/, } de projecteurs non nuls du centre de P tels que :

1° Pour tout k les S(^,.,^,o,o,...) (^)? pour £y = 0, 1, j = 1, 2, . . ., /c,
forment une partition de V unité dans le centre de P.

2° M est isomorphe au produit croisé W* (^, P).

Démonstration. — Soient (5.3.1), N une algèbre de von Neumann
de type 11^, 9 un automorphisme de N vérifiant les conditions 5.1.1,
tels que M soit isomorphe au produit croisé de N par 9. On identifie M
à ce produit croisé, on note I l'injection de N dans M, E comme dans 1.4.6,
X un unitaire de M tel que XI (x) X* = I (9 [x)) pour tout x dans N,
h l'homorphisme du groupe M (E) dans le groupe des automorphismes
du centre C de N, tel que h {u) x == ï~1 (u I [x) u*) pour ueW (E) et xçC.

LEMME 5.3.7. — Soient N, I, M, X, h comme ci-dessus. Alors :
(a) Noyau h = Ï (N).
(&) II existe un homomorphisme l du groupe complet associé à h (X)

dans TO (E), tel que h (l {s)) = s pour tout sç[h (X)].
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(o) résulte de [41] (cor. 8.10).
-4- ao

(6) L'ensemble des éléments de M (E) de la forme ^,X71 1 (en) [où (en)

désigne une famille de projecteurs deux à deux orthogonaux de somme 1
du centre de N, ainsi que (971 (en))] est un sous-groupe de TO (E). La restric-
tion de h à ce sous-groupe est injective et son image est égale à [h (X)],
ce qui démontre (fc).

Passons à la démonstration de 5.3.6. Soient ([23], dém. 3.1) (eA.)/,=i,2,...,
une suite décroissante de projecteurs du centre C de N, (^)/c=i,2,... une
suite d'éléments de [h (X)] tels que s], == 1, que e^ == ê/c+i + s/^i (^+1)
pour tout /c, que les s^ commutent deux à deux et que h (X) appartienne
au groupe complet associé aux s/,.

Pour g = (£1, . . . , £ / . - , 0, . . ., 0, . . .) dans ,̂ soient ^ =J^4S
i

Y^ == l (s g ) et S^ l'unique automorphisme de N tel que 1 (Sg- (x)) == Y^r 1 (x) Y*
pour tout a;€N. Par construction S est une représentation de ^ dans N
et la remarque 4.1.3 permet de conclure.

REMARQUE 5.3.8. — La démonstration de ([23], lemme 3.1) permet
de montrer Inexistence d^états normaux fidèles presque-périodiques sur tout
facteur de type IIIo en utilisant 5.3.6.

5.4. CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE IIIo. — Soient N une algèbre
de von Neumann de type 11^ à centre diffus, 6 un automorphisme de N,
ergodique sur le centre de N, e un projecteur non nul du centre de N.

La restriction 6 de 6 au centre de N est conservative (cf. [24], § 4, p. 88),
donc il existe une suite unique (ei, ^2, . . ., en, . . .) de projecteurs deux
à deux orthogonaux du centre de N, de somme e, tels que e 9-7' (en) = 0

00

pour j = 1, 2, . . ., n — 1 et 0" (e,.) ̂  e. On a ^6" (en) = e.
1

Définition 5.4.1. — Soient N, 6, e et (en) comme ci-dessus. On appelle
automorphisme induit par 6 dans e V automorphisme 9e de Ne défini par

Og (x) ^^^^(xen) pour tout rreNe.
i

Par construction l'automorphisme de N qui est le produit de 9e sur Ne
par l'identité sur Ni-e appartient au groupe complet d'automorphismes
associée à 9.
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THÉORÈME 5.4.2. — Pour j = 1, 2, soient Ny une algèbre de von Neumann
de type 11^ à centre diffus, Qj un automorphisme de N/ ergodique sur le centre
et diminuant strictement une trace normale fidèle semi-finie sur N/,
My = W* (6,, N,).

Pour que les facteurs Mi et Ma soient isomorphes il faut et il suffit qu'il
existe des projecteurs non nuls êj du centre de Ny pour j' = 1, 2 et un isomor-
phisme J de N1^ sur N3,^ tels que l9 automorphisme 3 6i^ J~1 62^ de N2,^
soit un automorphisme intérieur.

LEMME 5.4.3. — Soient Ào, N, 6 et T comme dans 5.1.1, M = W* (0, N)
(c'est un facteur de type IIIo), 1 l'injection canonique de N dans M [1.4.6 (a)],
E l'espérance conditionnelle normale fidèle de M sur ï (N) [1.4.6 (6)], X l'uni-
taire de M associé au générateur 1 rfu groupe Z par 1.4.6 (c), y fc poids normal
fidèle semi-fini y === T o I-1 o E sur M [1.4.3], a îa représentation t —>- of
rfe R 5ur M, R* ^ duaî de R pour ((, y) == ^u avec t €R et Y€R*.

1° y vérifie les conditions du lemme 5.3.2 sur le facteur M.
2° On a x — E {x)^M (cr, ]X,, À,1^) pour (ou( ^€M, et M^ == 1 (N).
3° On a Spo(X)C]l, oo[.
4° Soit Y un unitaire de M ^ çue Y1VP Y* == M^, çue M soit l'algèbre

de von Neumann engendrée par M'7 et Y et que Sp<r(Y)C]l , oo[. Alors
X*YeM C T .

Démonstration. — Par construction le poids y est strictement semi-fini.
Pour n€Z, soit p^ l'unique opérateur affilié au centre de N tel que

T (O" {x)) = T (p^ rc) pour tout n;eN+.
Pour AeL^R) et n€Z on a [1.4.5 (6)], a (A) X71 = X" À (p,1) donc

Sp^ (X71) = Sp (p,1). On a donc montré 3°. On a Sp^ (X") C (]X,, X^
pour tout n ̂  0 en utilisant les inégalités 0 < p^ ̂  X^ pour n > 0 et
K-=?n pour n < 0 (cf. 5 .1 .1) .

Pour n 7^ 0 on a E (X") = 0 par construction de E. On a donc montré
que pour tout n on a X" — E (X')eM (a, ]X,, X^). Comme 1 (N)C]VP

-+-À:

(c/*. 1.4.3) on a x — E (a?) eM (o-, ]X^, X^1^) pour tout x de la forme Yay X7

—À:

avec a y € l ( N ) , donc pour tout xçM. On a de plus JVPC^N) comme
conséquence facile de Sp<r {x — E {x)) = 0 pour tout xçM^ et de 2.1.2.
L'assertion 1° résulte de 2° et de 2.1.3 (d) : on a Sp crn(]X^ X^[) = { 1 }
donc 1 est isolé dans Sp Ay et de plus M<p = M^ = ï (N) est proprement
infinie.

Démontrons 4°. Soit Y comme dans 4°; par hypothèse le groupe des X")
yi€Z (et le groupe des Y", n€Z) vérifie les conditions du théorème 1.5.5.
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Soient [1.5.5 (c)] {un)nçz une suite d'isomètries partielles de 1 (N) ayant
les propriétés suivantes : (1) u^ u^ = u*, u^ = ̂  est une suite de projecteurs

deux à deux orthogonaux de somme 1 du centre de 1 (N) ; (2) X = ̂  Y" Un\
nçZ

(3) les é,, = Y" e^ Y~" sont deux à deux orthogonaux de somme 1. On a
X en = Y" Un donc pour n ̂  0 l'hypothèse Spo(Y)C]l, oo[ montre que
Spa (X en) = 0, donc en == 0, c'est-à-dire Un = 0.

On a donc X =^Y"^.
n=i

00

De même on peut écrire Y == Y X^w^ où w p w^ = w^ w ^ == fp et où (f^) est
p=i

une famille de projecteurs deux à deux orthogonaux du centre de I(N).
Supposons qu'il existe un p ^z 1 tel que Wp y^ 0 et montrons que l'on

aboutit à une contradiction. On aura alors démontré 4°.
Soit n ̂  1. Montrons que E (X* Y" fp) = 0. Si n = 1 cela résulte de

l'égalité Y fp = X7' Wp avec p > 1. Si n > 1, Y""1 est la somme d'une

série fortement convergente ^.X^a/t où les a/,€l (N) sont des isométries
i

partielles comme ci-dessus, et X* Y"^, = (X* Y"-1) Y fp = (X* Y"-1) XPW?
30

est somme d'une série ^.X7 bj avec 6y€ 1 (N). On a donc E (X* Y71 fp) = 0.
p

Pour n > 0 on a donc E (X* Y" Un fp) =0 car u,€ 1 (N), d'où
E (X* X fp) = 0 et ^ = 0 donc Wp = 0.

LEMME 5.4.4. — Soient Xo, N, &, T, M, I, E, X, 9 et cr comme dans le
lemme 5.4.3. e un projecteur non nul du centre de N, 6e Vautomorphisme
induit (5.4.1). Alors Xo, Ne, 6e et ^/N^ vérifient les conditions de 5 .1 .1 .
Soient Mo, Io, Eo, Xo, Ço ^ ^o les éléments correspondants (par 5.4.3).
Il existe un isomorphisme Jo de Mo 5ur Mi(e) ̂  que :

(a) Jo Io (^) == 1 (^) pour tout ^€Ne.
(&) Jo Eo (x) = E (Jo (^)) pour tout xçMo.

(c) Jo (Xo) ^^.X'1 1 (e^) où les en sont ceux de 5 .4 .1 .
i

(d) ç (Jo (x)} = 90 {x) pour tout xç.W~^
(e) Jo {^o,t {x)) = ̂ i (Jo (x)) pour tout xç.Mo et tout t€R.

Démonstration. — Par construction 6g est un automorphisme de Ne
et sa restriction au centre de Ne est (6)e donc est ergodique. De plus pour
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AeN; on a 6, (x) =^6" (a;^) donc T (6, (a;)) =^T ° 6" (xe^) f= ^o T (rc).
1

Soit /*= 1 (e). Pour tout ^eNe on a 1 (x]çMf. Soit Ii l'application de
Ne dans M/ qui à x associe 1 (x). On a L (Ne) = ï (N) nM^ par construction.
Ensuite L (Ne) 'nMyC Ii (Ne) car pour ^ € l i ( N e ) ' n M / on a [x, y] = 0
pour tout î/€ 1 (N) : en effet yfç. 1 (N) H M/ et [y (1 — f), x] = 0. La restric-
tion Ei de E à M/ est une espérance conditionnelle normale fidèle de M/
sur I ( N ) n M y car E (/•) == f.

00

Soit Xi^^X"!^). C'est par construction un unitaire de Mf tel
ï

que X, I, {x) X^ = I, (0e (a;)) pour tout ^eNe.
Soit Mi l'algèbre de von Neumann engendrée par ïi (Ne) == ï ( N ) n M y

et Xi dans M/. Pour montrer que Mi = M/ il suffit de montrer que pour
tout n > 0 on a /'X'/'eMi. On a fX" f == X" 1 (6-^ (e) e), dont il suffit
de montrer que pour tout projecteur^ du centre de N tel que d^e,^ (d)^e
on a X" 1 [d) €=Mi. On peut supposer qu'il existe A-i, . . ., kp, entiers positifs
tels que

d ̂  e^ ^ (d) ̂  e^ ^ ̂  (d) ̂  e^ ..., 0^^-^-^ (d) ̂  e^

et
A-i + ̂  +... + kp == n.

On a
X, 1 (d) = X^i 1 (d),

X? 1 (d) == Xi 1 (6^ (d)) X^ = X^ 1 (6^-1 (d)) X^i == 1 (6^ (rf)) X^^-s
X? 1 (d) = 1 (9^ (d)) X^ = X^ 1 (d).

D'où Mi = M/.
Ainsi Ne, 6e, Ii, M/, Ei et Xi vérifient les conditions de 4.1.2. Donc,

il existe un isomorphisme Jo de Mo sur M/ vérifiant les conditions (a), (&)
et (c) de 5.4.4.

Soient x^M.^ î/eN^, tels que Eo {x) = Io (y).
On a yo {x) = T (y) par définition de yo, et y (Jo (x)) == T o I-1 (E (Jo {x)).

On a E Jo {x) = Jo (Io (y)), I-1 Jo (Io (y)) = y et donc y (Jo (.r)) = T (y).
On a démontré (rf). Donc le poids normal fidèle sur Mo transformé par Jo
de y/ est égal à yo ; {e) résulte de 3 .2 .6 .

LEMME 5.4.5. — Identifions le dual de R à R {(t, y) = ̂ <ï, ( et 7€R).
Soient M un facteur^ U une représentation de R dans M ^Me çue V algèbre
de von Neumann M11 soit proprement infinie^ ai, 02 des projecteurs non nuls
du centre de M11, tels que 0 soit isolé dans Sp U"1 et Sp U"2, ̂  £ > 0. J7 existe
une isométrie partielle uçM telle que y* v = fci 501^ un projecteur non nul
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du centre de M11, &i :==0i, çue vv^ = &a 50U un projecteur non nul du centre
de M11, 62^=02, ^ çue (Spu (y) — Spu (^))C[— s, £].

Démonstration. — On peut supposer que Sp Lh'r^— £, £] = { 0 } pour
j = 1, 2. Soient ^€M tel que a^ x ai ̂  0 (M est un facteur), g€L1 (R)
tel que (Support g-Support g)C[— £, s] et que U (g) (02 xa^) 7^ 0 (2.1.6),
!/ ̂  u {g) (02 ^ai) = 02 (U (g) (^)) ai [2.1.3 (;)]. On a 02 y == y = y ai,
Spu (î/) — Spu (î /)C[— £, s] donc î/ vérifie l'hypothèse de 4.2.2. Soient e le
support de y, e' celui de î/*, &i le support central de e dans M11, &2 le support
central de e' dans M". On a fci^ai , b^^a^y &/7^ 0.

D'après (5.3.3) il existe une isométrie partielle y € M, de support initial &i,
de support final 62 telle que Spu (u) C Spu (î/) donc (Spu (^) — Spu (^)) C [—£, £].

LEMME 5.4.6. — Soient M un facteur de type IIIo, Ci et 92 deua? poicfe
normaux fidèles strictement semi-finis sur M vérifiant les conditions de 5.3.2,
et £ > 0. Il existe un projecteur non nul e\ au centre de Mç,, un projecteur
non nul e^ du centre de M^, une isométrie partielle uçM, de support initial ei,
de support final e^ telle que Inapplication x —^ uxu* soit un isomorphisme j
de M^ sur M^ transportant M^nM^ en M^nM^ et tel que

Log (Sp., 0- (x))) c Log (Sp^ (x)) + [- s, s],
Log (Spa, (X)) C Log (Spa, (j (X)) + [ — £ , £ ] pOUF tout X € M^,

où Oy désigne la représentation de R dans Mg. réduite de ^] par ey€Mç..

Démonstration. — On peut supposer que log (Spcr /^)n[— £, s] === { 0 }.
Soient P == M 0 ?2, ^ avec ^ (x) == Ci (oîn) + ?2 (^22) pour

^ =^^y ® ^7€P+

comme dans 1.2.2 (a). Soient I/c (/c === 1, 2) risomorphisme de M sur
l'algèbre réduite de P par 1 0 e^k tel que I/c (^) == ^ (g) e/c/c pour tout
r^eM, U la représentation t -> ̂  de R dans P. On a [1.2.2. (a)],
I/c (^ (rc)) === Ut ïk {x) pour tout xçM.

Par hypothèse les projecteurs 1 0 6/c/c de Pu sont proprement infinis
car ïk est un isomorphisme de Mç^ sur P?®^- Donc P11 est proprement
infinie. Soit a/f le support central de 1 (^) e/c/c dans P11. On a Sp U^ = Sp o'̂
(2.2.2), donc 0 est isolé dans Log Sp U^ et (5.4.5) il existe des projec-
teurs &i, &2, un UiGP tels que :

lo bk^ak (k= 1,2);
2° Log (Spu ^i) — Log (Spu Ui) C [— £, c] ;
30 ^ u, = bi€ Centre P11, ^i y: = fe^e Centre P11;
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Soit Ck = h/, (1 ® e^} pour k = 1, 2; c'est un projecteur car &A est dans
le centre de P11. Le support central de c/c dans Pv est égal à b/, OA == &/c, et Ck
appartient au centre de l'algèbre réduite de Pv par i (^) e/c/c.

Soit ^ tel que I/c (e/c) == c/,. Alors e/f est un projecteur non nul du centre
de M^ donc c/^ est proprement infini relativement à P11 et il existe une
isométrie partielle WhÇPV de support initial Ck et de support final b/^.
Soit u = w^ Ui Wi. Le support initial de u est égal à Ci, son support final
est C2. On a (Log Spu {u) — Log Spu (u)) C [— £, £] car lVjÇPV pour j == 1, 2.
On a Ci ̂  1 (^) ^n et Ça ̂  1 (^) ^22 donc il existe une isométrie partielle
uçM de support initial ^i, de support final ^2, telle que u == y 0 ^21.
Il suffit pour terminer la démonstration, de montrer que pour tout
xçMe, on a

Log (Sp^ (im/*))cLog (Sp^ (x)) + [- 5, si.

On a

Spo, (^) = Spu (Ii (x)) = Spu (.K (g) en), Spa, Om^*) = Spu (vxu* (g) 622)

et

ïm^* (g) ^22 = u (̂  (g) en) u*,

donc comme (Log Spu (u) — Log Spu (^))C [— £, £], la conclusion résulte
de 2.1.5.

Démonstration de 5.4.2. — Montrons la suffisance de la condition 5.4.2.
Soient Ni et 61 comme dans 5.4.2, ei un projecteur non nul du centre
de Ni. Le lemme 5.4.4 montre que W* (9i,^, N1,^) est isomorphe à un
facteur réduit de W* (61, Ni).

Comme W* (61, Ni) est de type III, il est isomorphe à W* (61,^, N1,^).
De même W* (62, N2) est isomorphe à W* (6.,,^, N^J et la conclusion
résulte de 4.1.4.

Montrons la nécessité de la condition 5.4.2. Il existe sur Ni (resp. N2)
une trace TI (resp. ^2) et un Xi < 1 (resp. ^2) tels que (Ni, 61, ïi, Ai) vérifie
les conditions 5.1.1.

Soient Xi, Ni, 61, Ti, M1, I1, E1, Xi, Ci et Œi construits comme
dans 5.4.3 à partir de (Ni, 61, Ti, Ai) , de même ^2, N2, ... construits
à partir de (N2, 62, Ï2, ^2), £ > 0 tel que | Log Xy > £ pour j = 1, 2.

Soit M == M1 = M2 (on peut se permettre cette identification par hypo-
thèse). Alors M est un facteur de type IIIo, Ci, <p2 sont des poids normaux
fidèles strictement semi-finis sur M vérifiant les conditions 5.3.2
[cf. 5.4.3 (1°)]. Donc, (5.4.6), il existe un projecteur /i non nul du centre
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de M^, un projecteur /a du centre de M^, un isomorphisme j de M^ sur M^,
tels que j (M^ H MyJ = M;, H M^ et que pour tout x € M/^ on ait

Log (Sp., (j (rr)))cLog (Sp., (x)) + [- s, s].

Diaprés 5.4.3 (2°), on a M^. = P (N), donc il existe ej, projecteur
non nul du centre de N, tel que P (êj) = /*/ pour j = 1, 2.

On a I1 (N^) == M^ H M^, I2 (N^) = M^ H My,, donc il existe un isomorphisme
J de N^ sur N^ tel que I2 (J {x)) = j (I1 (x)} pour tout ^€N,\. Il existe
(5.4.4) un unitaire Y de M^ vérifiant les conditions suivantes :

(a) V (6^ (x)) = YP {x) Y* pour tout xçK^
(P) My, est l'algèbre de von Neumann engendrée par I1 (N^) et Y.
(T) Sp,(Y)c?s1, a)[.
Ainsi j (Y) est un unitaire de My,, tel que Spo, (7 (Y)) C]l, oo[ car

Log Sp^ Yc[—Log Xi , oo[ et donc logSp^7'(Y) est contenu dans ]0, oo[
grâce au choix de £.

De plus

j (Y) M;;j (Y*) =j (Y) (M^ n M^j (Y*) =j (Y (M^ n M,,) Y*) =j (M^ n M,J (par a) = M;;.

Le lemme 5.4.3 (4°) montre qu'il existe un unitaire a de M^2 tel que
X == aj (Y) vérifie la condition :

(a') P (6,^ {x)) = XI2 {x) X* pour tout ^€N^.

Tout x dans l'algèbre de von Neumann N^ vérifie I2 (rc) = j (I4 (J~1 (^))),
donc avec (a'),

I2 (^ (x)) =j (V (J- (6,,,, (x)))) = aj (YP (J- (x)) Y*) a* = 07 (P (6,^ (J-^ (.r)))) a*,

en utilisant (a). Cela montre que 61^ J~1 ^^ J est un automorphisme
intérieur de N1^.

5.5. EXISTENCE DE FACTEURS HYPERFINIS QUI NE SONT PAS DES FACTEURS

D'ARAKI-WOODS. — Rappelons qu'on dit qu'un facteur M est hyperfini
quand il existe une suite croissante (M^ç^ de facteurs finis de type 1

contenus dans M telle que ( [ l M/. ) = M.
\ ^GN /

THÉORÈME 5.5.1. — I I existe un facteur K de type IIIo, opérant dans
un espace de Hilbert séparable, hyperfini, et qui n^est isomorphe à aucun
produit tensoriel infini de facteurs de type I.

DÉFINITION 5.5.2. — Soient M un facteur de type IIIo, 9 un poids normal
fidèle strictement semi-fini sur M vérifiant 5.3.2 (a) et (&), s > 0, S > 0,
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Œ la représentation t -> 07 de R dans M. On pose ks,?, (y) = \/support x,
pour ^eM(cr , V^), où Vs o e^ iîa réunion des intervalles [e^6^, e~es~s] et
[e^\ ̂ ].

LEMME 5.5.3. — Soient Xo < 1, û un espace mesurable, ^ une mesure
positive (J-finie diffuse sur î2, T une bijection bimesurable ergodique de û
sur û, laissant [ï. quasi-invariante, telle que (dT^ \^d^) (^^^o, 1[ pour
tout nez et tout coeû, et que r ( { T^, n€Z }) == { 0, 1 }.

Soient P ^ produit croisé de L00 (û, [x) par { T", n€Z}, 1 V isomorphisme
canonique de L00 (û, p.) ,çur une sous-algèbre de von Neumann abélienne
maximale 3^ de P, ^^ la trace normale fidèle semi-finie associée à p- sur 3^
comme dans (1.4.8), Eo V espérance conditionnelle normale fidèle de P sur ,31.
De plus soient F^ un facteur de type 1^, Tr la trace usuelle sur F^.

(a) P est un facteur de type IIIo, isomorphe à M = P ( ^ ) F ^ e t sur M le
poids normal fidèle strictement semi-fini y == (ïp. o Eo) (^) Tr vérifie 5.3.2
(a) et (b).

(b) Pour tout projecteur e ^zz 0 du centre de Mç il existe un sous-ensemble
mesurable A. de il tel que e = (!()(, (A)) (g) 1) où ̂  (A) est la fonction carac-
téristique de A.

(c) Pour e et A comme dans (fc) et s > 0, S > 0 on a

fc,ô (9,) = 1 (% (K^T (A, s, ô))) (g) 1,

où K^T (A, 5, S) ̂  Z'ensemble des co€A ^5 çi^iZ existe n€Z a^ec T71 (co) €A
et {dT-^ld^ ((o))€V.,ô.

Par hypothèse T est ergodique, conservatif et apériodique car [̂
est diffuse. Le groupe des T", n€Z, est presque libre, P est un facteur,
S (P) = r ({T71, n€Z { ) == { 0, 1 }, donc P est de type IIIo.

Soit N = 3{ (g) F^. Alors N est une sous-algèbre de von Neumann
semi-finie de P (^) F^ et N ' n M c N car 31 est abélienne maximale dans P.

En outre E = Eo (^) 1 est une espérance conditionnelle normale fidèle
de M sur N, et le groupe ^ des unitaires de M de la forme Un = Un (^) 1,
où Vn est l'unitaire de P associé à n€Z par la proposition 1.4.6 (c),
vérifie les hypothèses 1.5.5 (c). La trace T = Tp. 0 Tr, sur N = 31 (^) F^,
est normale fidèle semi-finie et pour n€Z on a T (u^xu^) == T (?„ x)
pour tout a;€N+, où Çn désigne l'unique opérateur positif affilié au centre
de N tel que pour tout tçB. on ait

p^=I((dT-^/d^)(g)l.

Par hypothèse pour tout n€Z et tout ooeû on a (dT^ [^fd^) (<^)^]^o, 1[.
Comme cela est valable pour tout co et tout n, on a ÇdT^1 ^/d[^) (co) ̂ ]1, Xo^.
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Le lemme 3.3.2 appliqué avec e = 1 montre que Sp o-n]A^ \~^[ = [ i }.
Comme Mç est proprement infini par construction [cf. 5.3.2) on a montré
que 9 vérifie 5.3.2 (a) et (&).

Le centre de Mcp est contenu dans le centre de N, comme dans 3.3.1.
Le centre de N est égal à 3{ 0 1. Alors (fc) en résulte imméditement.

Démontrons (c). On a e == I (^ (A)) (^) 1. Pour tout n € Z et Un comme
ci-dessus, on a Un (I ()C (A)) (g) 1) u: = I (^ (T1 (A))) (g) 1 donc

e^ e^ = I (% (B,)) (g) 1, B, = {^ c^çA, T- (co)eA }.

Comme le fermé F = V,,o de R* est invariant par l'application y -> y"1,
on a

XF (p.1) = %F (pn) = I (x (C.)) (g) 1, où C. == {c.e^, (rfT- ̂ ) (o))eV.,ô}.

On a K^ T (A, 5, S) = ^^ (B^ H Cn) pour n € Z donc le lemme 3 .3 .2 montre
que

^§(? . )=I(x(K^T(A,5,ô)) ) (g) l .

LEMME 5.5.4. — Soient M UM facteur d^Araki-Woods de type IIIo,
^ un poids normal fidèle strictement semi-fini sur M vérifiant 5.3.2 (a) et (&).
JZ existe un § > 0 ̂  çue /c^o (^) ne (enrfe pas vers zéro fortement quand s
tend vers + oo.

Soit (ûy, ^j)j=i. , 2 , . . . une suite infinie de couples (ensemble fini, mesure
positive de masse 1), tels que la mesure v == IIv, sur û = îl ûy soit diffuse;
soit T une bijection bimesurable, ergodique, laissant v quasi invariante,
de Os sur û telle que T soit de type « produit infini » ([26], p. 145) et que M
soit isomorphe à W* ( { T", nçz}) [Cf [34], lemme 4).

On a S (M) = { 0 , 1 } donc r ( { T71, n € Z } ) = { 0 , ! } (3.3.4) et ([23],
lemme 2.2), il existe un )^o < 1, une mesure finie p- équivalente à v, tels
que pour tout n€Z et tout ooe^i on ait (rfT^ ^/d[^) (^)^]^o5 1[.

Comme T est de type produit infini et comme il n'existe sur û aucune
mesure positive 0'-finie équivalente à v et T invariante, T a la propriété A
de ([26], p. 146).

Avec les notations de [26] (p. 145-146) on a pour s > 0, S > 0 et BCÛ,
B mesurable, l'égalité

A^B,T(^) == { Log ((fp pi/d pi) (co), pour neZ tel que T-^(<ji))€B } pour tout cxjeB.

On a donc égalité entre l'ensemble K^T (B, s, 8) considéré dans ([26],
p. 146) et l'ensemie K^r (B, s, à) considéré ici en 5.5.3 (c).

Les lemmes 2.2 puis 2.1 de [26] montrent qu'il existe un §o > 0 tel
que pour tout sous-ensemble mesurable non négligeable A de û on ait
p- (K^t (A, s, §o)) ne tend pas vers zéro quand s->-\-co.
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Le lemme 5.5.3 montre donc qu'il existe sur M un poids normal fidèle 9
strictement semi-fini vérifiant les conditions 5.3.2 (a) et (&) et tel que
^,ôo (?<-) ne tende pas vers zéro fortement quand 5-^+00, pour tout
projecteur non nul e du centre de M^. Soit £ > 0.

Le lemme 5.4.6 montre qu'il existe un projecteur non nul ei du centre
de M^ un projecteur non nul e^ du centre de M^ et un isomorphisme j
de M^ sur M^ tel que pour tout xGMe,, on ait

Log (Sp,, (j (rc)))cLog (Sp,, (x)) + [- s, e]

où o-i désigne la représentation modulaire associée à y^ et 072 la représen-
tation modulaire associée à ^.

Soient §1 > §o et So > 0 tels que pour tout s ̂  So on ait

Log (V,̂ ) D Log (V^) +[-£,4

Soit 5^^o. Pour tout rceM (c71, V^§J, on a j (x) €M (0-2, V,^) donc \/
Support j (rc) pour .rGM (o"i, V^) est inférieur à k^^ (^J qui par cons-
truction est inférieur à /c^ (^).

On a donc j' (^,s, (9eJ) ^= ^•,§i (^p) pour tout 5^50 et comme ^ est
un isomorphisme on a montré que /c^ (^p) ne tend pas vers zéro fortement
quand s -> + °0.

LEMME 5.5.5. — Soit oc > 1. Il existe un espace mesurable il, une mesure
positive finie p- sur tî, et une transformation T bimesurable ergodique de tî,
laissant [̂  quasi invariante tels que :

(a) On ait r ({ T", MGZ} ) = { 0, 1 } ^ (rfT1 p-/rfp-) (^)e{a^, p € Z } pour
tout nez et tout ojeû.

(&) Ozz ait [̂  (K^T (^5 ^? ^)) "̂  0 quand s -> 4- °C> pour tout S > 0.

Soit a > 1, le théorème 3.2. de [26] montre qu'il existe une
transformation U, bimesurable et ergodique d'un espace mesuré (X, v),
tels que : 1° dV v/rfv (co) soit une puissance entière de a pour tout n€Z
et tout (o€=X; 2° il n'existe sur X aucune mesure cr-finie équivalente à v et
U-invariante ; 3° il existe une partie mesurable Û C X avec v (û) ̂  0 et
v (û) < oo, v (Kv,u (^5 s, S)) -> 0 quand s -> + oo, pour tout S > 0.
Comme U n'est pas de type produit infini on a r ( { U", n € Z }) == { 0, i },
donc l'automorphisme T induit par U dans ti vérifie (a).

Soit p- la restriction de v à û. On a Kp, T (^? s, S) = Ky u (^? ^? ^) pour
5 > 0 et S > 0, donc on a (fc) .

Démonstration de 5.5.1. — Soient ti, p- et T comme dans 5.5.5,

K = W * ( j T^neZ} , ^).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



250 A. CONNES

Le facteur K de type IIIo est un facteur hyperfmi (cf. [25], prop. 2.2).
Comme L2 (û, ^) est un espace de Hilbert séparable par construction,
K opère dans un espace de Hilbert séparable. Le lemme 5.5.3 montre
qu'il existe sur K un poids normal fidèle y strictement semi-fini, vérifiant
les conditions 5.3.2 (a) et (6) et tel que pour tout S > 0 on ait ks,?, (y) -> 0
fortement quand s -> +°0. Le lemme 5.5.4 montre donc que K n'est
pas isomorphe à un produit tensoriel infini de facteur de type I.

VI. — Problèmes

1° Caractériser les sous-groupes de R de la forme T (M) pour M facteur
à prédual séparable. [D'après 1.5 tout sous-groupe dénombrable est de
cette forme.]

2° Pour une représentation U du groupe abélien localement compact G
dans le facteur M, la condition F (U) = F est-elle nécessaire et suffisante
pour que le produit croisé de M par U soit un facteur ? [Le cas « G discret »
se déduit de 2.3.1.]

3° Pour ^€]0, 1/2[, la propriété L\ de Powers est-elle équivalente à
la condition X/(l - A)eS (M) ? [Si S (M) ̂  [0, oo[ cela résulte de 3.7.2.]

4° Existe-il un facteur M de genre dénombrable, ne possédant aucun
état normal fidèle presque-périodique ? [M serait nécessairement de
type III,.]

5° Les facteurs de Powers R/, sont-ils les seuls facteurs hyperfinis de
type III/., pour ^€]0, 1[ ? [Ce sont les seuls facteurs d'Araki-Woods de
type III), d'après 3.6.3.]

6° Le facteur R^ d'Araki et Woods [2] est-il le seul facteur hyperfmi
de type IIIi ?

7° Parmi les facteurs hyperfinis qui ne sont pas d'Araki-Woods (dont
nous connaissons l'existence par 5.5.1), existe-t-il un facteur de type III
qui n'est isomorphe au produit tensoriel d'aucun couple de facteurs de
type III ?

8° Le centre de Out N est-il trivial pour tout facteur de type II ?
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