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UNE CLASSIFICATION
DES FACTEURS DE TYPE III

Piar Avain CONNES

Le probleme principal de la théorie des algébres de von Neumann
est celui de la classification & isomorphisme prés des algeébres de
von Neumann opérant dans un espace hilbertien séparable. Un théoréme
de von Neumann permet de se limiter au cas des facteurs (1. e. des algébres
de von Neumann dont le centre est réduit aux scalaires). La théorie de
la dimension relative des projecteurs (de Murray et von Neumann) répartit
les facteurs en types I, II et III. A tout facteur M de type I est associé
un entier n€[1,00] et M est isomorphe & F, = £ (#,) ou ¥, est un espace
hilbertien de dimension n. Mc Duff a montré (en 1968) ’existence d’une
infinité continue de facteurs de type Il deux & deux non isomorphes.
R.T. Powers a montré (en 1967) Dexistence d’une infinité continue
(Ri)sep, i de facteurs de type III deux & deux non isomorphes. De plus,
dans [40], E. J. Woods a prouvé l'impossibilité de construire « effecti-
vement » une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphismes de
facteurs de type III et ’ensemble des nombres réels.

Cependant, dans [2], H. Araki et E. J. Woods ont défini, par référence
aux facteurs R. de Powers, deux invariants algébriques r_ et ¢, et ont donné
une classification des facteurs produits tensoriels infinis de facteurs de
type I; cette classification a été généralisée par W. Krieger (cf. [23] & [27])
aux facteurs construits & partir de transformations ergodiques.

Rappelons qu’un facteur est de type £ III si et seulement s’il posséde
une trace normale fidele semi-finie. La donnée d’un couple (algébre de
von Neumann, trace normale fidéle semi-finie) est équivalente & la donnée
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d’une algébre hilbertienne achevée. Plus généralement ¥. Combes,
G. Pedersen et M. Takesaki ont montré I’équivalence entre la donnée d’un
couple (algébre de von Neumann, poids normal fidéle semi-fini) et celle
d’une algébre hilbertienne a gauche achevée (notion due & M. Tomita [36]).
Sur toute algébre de von Neumann M il existe des poids normaux fidéles
semi-finis. L’écart entre un tel poids ¢ sur M et une trace donne nais-
sance 4 un groupe a un parametre g; d’automorphismes de M, associé
a4 Dopérateur modulaire A, de P’algébre hilbertienne a gauche du
couple (M, o).

Le point de départ de notre travail a été la confrontation de la théorie
de Tomita et Takesaki [36] avec la classification d’Araki et Woods [2].
Cela nous a amené a définir deux invariants S et T : S (M) est 'intersection
des Sp A, pour ¢ poids normal fidéle semi-fini sur M, et T (M) est I’ensemble
des périodes possibles des groupes d’automorphismes modulaires de M.
Les invariants r_ et p se calculent en fonction de S et T dans le cas des
facteurs d’Araki et Woods. Cependant, les formules définissant S et T
dans le cas général étaient d’un emploi difficile : en effet, le plus souvent,
une algebre de von Neumann est donnée avec un poids particulier facile
4 analyser, mais il est trés rarement possible de passer en revue I’ensemble
de tous les poids sur M. Il était donc nécessaire de déterminer les propriétés
d’un couple (M, ¢) qui ne dépendent que de M et non de ’éclairage parti-
culier provenant de ¢. C’est 1a qu’intervient I'idée essentielle de ce texte :
pour comparer deux poids @, et ¢, sur M on considére un troisiéme
poids ¢, défini sur M @ F. par I’égalité

9 <2x[/ X eii) = ¢ (T11) + 92 (T20).

Il en résulte facilement que ’automorphisme s, est, a t fixé, indépendant
de ¢ modulo les automorphismes intérieurs de M. On en déduit alors
Iexistence d’un homomorphisme canonique ¢ de R dans le groupe Out M
des classes d’automorphismes. Cet homomorphisme est trivial si et seule-
ment si M est semi-finie. De plus, T (M) est le noyau de ¢ et S (M)NR*
est le spectre (au sens de 2.2) de ¢. En corollaire T (M) et S (M)NR? sont
des groupes, propriété qui était loin d’étre immédiate a partir de leurs
anciennes définitions. Enfin, bien que les invariants S et T soient indé-
pendants, T (M) est 'orthogonal de S (M)NR} quand S (M)>{0,1}.
Ce fait, traduit sur r_ et p, a pour corollaire le principal résultat de la
classification d’Araki et Woods (c¢f. 3.6).

Pour les facteurs M construits a partir de groupes ergodiques de trans-
formations ¢, les invariants S (M) et T (M) se calculent simplement en
fonction des invariants r (G) et ¢ (§) de W. Krieger (voir 1.4 et 3.3).
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Ce calcul prouve que les relations entre S, T et r_, ¢ valables pour les
facteurs d’Araki-Woods ne sont pas valables en général.

La nature de S (M) NR?, sous-groupe fermé de R}, permet de subdiviser
le type III en types IIL, 2€[0, 1]. Le résultat principal sur la structure
des facteurs de type III est la possibilité de synthétiser tout facteur M
de type IIL,, A£1, par produit croisé a partir d’une algébre de
von Neumann semi-finie N et d’un automorphisme 0 de N. Les critéres
obtenus pour l'unicité du couple (N, 6) associé & M raménent le probléme
de classification des facteurs de type III,, A £ 1, & un probléme de classi-
fication d’automorphismes d’une algébre de von Neumann de type II.
Pour 2 €10, 1] on peut choisir pour N un facteur, et la classification des
facteurs de type II retentit ainsi sur celle des facteurs de type III.
Le cas # = 0 correspond & I'impossibilité de choisir pour N un facteur,
mais permet par exemple, d’obtenir M comme limite inductive, en un sens
trés strict (c¢f. 5.3), d’une suite d’algébres de von Neumann semi-finies.
Les résultats obtenus dans le cas I1I,, A £ 1, ne restent en général pas vrais
dans le cas IIl,. Par exemple, M. Takesaki et R. Herman ont montré
dans [18] I'existence d’un facteur de type III et d’un état normal fidéle
dont le centralisateur est réduit aux scalaires. A P'opposé le centrali-
sateur de tout état normal fidéle sur un facteur de type IIL, %41,
contient une sous-algébre de von Neumann abélienne maximale du facteur.
Ce qui précéde montre ainsi ’existence de trois degrés principaux
(ITI,, ITL, pour »€]0, 1], et III,) dans le caractére « purement infini»
des facteurs de type IIL

En application, nous avons pu résoudre certains problémes de la théorie
des algébres d’opérateurs. Les conclusions sont les suivantes :

10 Il existe un facteur hyperfini, qui opére dans un espace séparable,
et qui n’est pas un produit tensoriel infini de facteurs de type I (cf. [33],
Pb. 4.4.10).

20 Pour ~€]0,1/2[, la propriété L; de Powers n’est pas équivalente
a la propriété L; d’Araki (question posée dans [1]).

30 Tout facteur normal opérant dans un espace séparable est de type I
(Pb. 10 de On rings of Operators de Murray et von Neumann).

40 La classification des facteurs non hyperfinis opérant dans un espace
séparable n’est pas standard (question posée dans [40]).

50 Pour tout facteur d’Araki-Woods M, I’ensemble des T,>>0 tels
que exp (— 2 ©/T,)€p (M) est la partie positive d’un sous-groupe de R
(question posée dans [2], p. 124).
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6° Le groupe d’automorphismes modulaires ¢ dépend continument
(pour la topologie simple-forte) de ’état normal fidele ¢ (*).

70 L’automorphisme modulaire d’indice ¢ est unique modulo les auto-
morphismes intérieurs (6° et 7° répondent & une question de M. Takesaki

dans [38]).

Un des résultats de cet article (voir [12]) a été obtenu en collaboration
avec A. Van Daele. Dans [17], V. Ya. Golodets a étudié les propriétés
spectrales des opérateurs modulaires a ’aide de suites centrales. Nous
montrons ci-dessous que pour tout A€]0, 1 il existe un facteur de
type III, P;, sur lequel toute suite centrale est équivalente & une suite
de scalaires mais tel que A€S (P,). Il en résulte que les deux invariants S
et S’ de [17] ne coincident pas en général avec 'invariant S que nous
avons défini ci-dessus.

Les principaux résultats de ce texte ont été annoncés dans [7], [8], [9], [10]
et [11]. Araki, Stormer et Takesaki ont obtenu récemment d’autres appli-
cations des invariants S et T (travaux a paraitre).

Nous remercions J. Dixmier pour son aide au cours de I’élaboration
de ce travail.

Nous utilisons la terminologie courante de la théorie des algébres d’opé-
rateurs, avec les précisions suivantes : les topologies faible et %-forte
sont définies par référence au prédual M, de ’algébre de von Neumann M
comme dans [33], p. 20. Sur le groupe des automorphismes de M les
topologies de la convergence simple forte et de la convergence simple faible
coincident. Une partition de 'unité dans M est une famille (e,)sc, de
projecteurs non nuls deux a deux orthogonaux de somme 1. Une repré-
sentation normale fidéle = d’une algébre de von Neumann M est dite
standard s’il existe une involution isométrique J qui commute avec les
projections du centre de © (M) et vérifie J n (M) J = = (M)". Une algébre
de von Neumann dans JC est dite standard quand la représentation identité
est standard. Nous écrirons automorphisme au lieu de k-automorphisme;
de plus nous dirons qu’un automorphisme 5 de M est intérieur s’il existe
un unitaire u de M tel que ¢ (z) = uzu* pour €M. Enfin, si (a,)sc, est
une famille d’éléments d’un espace topologique, indexée par un ensemble
filtrant A, nous écrirons « a, - a quand % o0 » au lieu de «a, > a
selon A ».

(*) La réponse a cette question a été annoncée dans [9]. Par la suite, H. Araki en a
obtenu une démonstration plus simple, & paraitre, nous n’avons donc pas jugé nécessaire
de publier la nétre.
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Index des notations
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Index terminologique

Analytique (élément), 1.1.

Apériodique (transformation), 5.4.

Centralisateur (d’un poids), 1.1.

Complet (groupe d’aut.), 1.5.

Conservative (transformation), 5.4.

De type produit infini (transformation), 5.5.

Diffuse (algébre de von Neumann abé-
lienne), 5.1.

Espérance conditionnelle normale fidéle, 1.4
(pour la définition, voir [6], p. 85).

Extérieurement équivalentes (représenta-
tions), 2.2.

Facteurs d’Araki-Woods, 1.3.

Facteurs hyperfinis, 1.3 (cf. [33]).

Facteurs de Powers, 1.3.

Facteurs de Pukanszky, 3.6.

Facteurs de type III,, 4 (intro.).

Fidéle (poids), 1.1.

Groupe fondamental
type 1I,), 4.4.

Modulaire (automorphisme), 1.1.

Modulaire (homomorphisme), 1.2.

Modulaire (opérateur), 1.1.

(d’un facteur de
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Modulaire (représentation), 3.2.

Normal (facteur), 1.6.

Normal (poids), 1.1.

Normalisateur (groupe), 1.4.

Orthogonal (d’un sous-groupe), 2.3.

Partition de l'unité, 1.5.

Poids, 1.1.

Presque librement (groupe agissant sur un
espace mesurable), 1.4.

Presque périodique (état normal fidéle), 3.7.

Produit tensoriel de poids, 1.1.

Produit tensorielinfini[de couples (M, ¢)],1.3.

Ratio set, 3.3.

Réduit (poids), 3.2.

Réduite (représentation), 2.1.

Représentation (d’un groupe sur une algébre
de von Neumann), 2.1.

Semi-fini (poids), 1.1.

Spectre (d’une représentation), 2.1.

Standard (algébre de von Neumann), 3.5.

Standard (représentation), 3.5.

Strictement semi-fini (poids), 3.1.

Trace généralisée, 4.3.
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I. — Invariant T

Le résultat principal obtenu ici est le théoréme 1.2.1 qui montre que
modulo les automorphismes intérieurs de 1’algébre de von Neumann
M, Tautomorphisme modulaire &7 d’indice ¢, est indépendant du poids
normal fidéle semi-fini ¢ sur M.

Nous étudions ensuite I’homomorphisme correspondant ¢ de R dans
le groupe Out M quotient du groupe des automorphismes de M par le
sous-groupe normal des automorphismes intérieurs.

Dans 1.1 nous rappelons les éléments de la théorie des poids sur les
algébres de von Neumann et nous prouvons un lemme technique carac-
térisant le groupe d’automorphismes o} a partir de 9.

Dans 1.2 nous démontrons d’abord le résultat annoncé plus haut.
Puis, & partir d’'un poids normal fidéle semi-fini arbitraire ¢ sur M, nous
définissons une bijection ¢ —> (DY : D¢) entre poids normaux fidéles
semi-finis sur M et applications fortement continues de R dans le groupe
unitaire de M telles que w, ., = u, 5} (u,) pour ¢, et ¢, dans R.

Quand ¢ est oi-invariant pour tout tE€R, 'unique opérateur positif h
affilié & M, tel que A" = (DY :Dg9), pour tout tER, est la dérivée de
Radon-Nikodym [30] de ¢ par rapport a ¢.

Dans 1.3 nous étudions le noyau T (M) de ’homomorphisme ¢ défini
plus haut. Nous montrons que T (M; @ M,) =T (M,)NnT (M.) et nous
calculons T (M) pour les facteurs d’Araki-Woods. Nous donnons de plus
un exemple de famille continue de facteurs non hyperfinis deux a deux
non isomorphes.

Dans 1.4 nous relions, pour les facteurs construits & partir d’un groupe
ergodique de transformations bimesurables, 'invariant T & un invariant
introduit par Krieger [23].

Dans 1.5 nous étendons & des produits croisés plus généraux les résul-
tats de 1.4. En particulier, utilisant 1.2.1, nous montrons I'unicité de
I’espérance conditionnelle normale fidéle d’une algébre de von Neumann M
sur une sous-algébre N qui contient son commutant relatif. En application
nous montrons que pour tout sous-groupe G de R il existe un facteur
de genre dénombrable M tel que T (M) = G.

Enfin dans 1.6 nous démontrons que tout facteur normal dans un
espace de Hilbert séparable est de type I.

1.1. PrévLimiNaireEs. — Dans la suite, M désigne une algébre de
von Neumann. Un poids ¢ sur M est une application de M, dans [0, 0]
telle que ¢ (z + y) = 9 (x) + ¢ (y) pour z et y dans M, et ¢ (A 2) = A ¢ ()
pour A >0 et z€M. (cf. [5], p. 50).
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140 A. CONNES

Le sous-espace vectoriel complexe I, de M,

Ny = (), — 2 4 ixy —iw, x;€M,, ¢ () < oo }

est égal a 97 I, ou I, = [xz€M, 9 (z* &) < oo | ([5], p. HO).

Derintrion 1.1.1. — On dut qu’un poids ¢ sur M est :
(a) Normal, s’il existe une famille (v,) de formes linéaires positives
normales sur M telles que, pour tout x€M., ¢ () = Sup w, (z).

(b) Fidéle, st pour tout x€M., x = 0 entraine ¢ (x) % 0.
(c) Semi-fini, st I, (ou de maniére équivalente I;) est faiblement
dense dans M.

Sur toute algébre de von Neumann il existe un poids normal fidele
semi-fini. Soient 1l une algébre hilbertienne a4 gauche achevée ([36],
déf. 5.1), £ (U) lalgétbre de von Neumann engendrée par les opéra-
teurs my (5) pour €M [pour £ et v dans U, par définition, on a
Ty (§) (n) = &v]. L’application de £ (M), dans [0, 0], qui a =
associe + 00 si z n’est pas de la forme

Tu@* @ et B[P sl 2=y @*my @)

est un poids semi-fini normal fidéle sur £ (W), canoniquement associé
a AU ([37], p. 308).

Soit ¢ un poids semi-fini normal fidéle sur M, nous noterons 7, I'injection
canonique de ’espace préhilbertien 9(, muni du produit scalaire associé
a la forme sesquilinéaire ¢ (y* x), y € I,;, x € I, dans I'espace de Hilbert
complété .. Pour tout x €M, on a 2 I, C I, et 'application v, (y) — 7, (xy)
de 7, (9L,) dans 7, (9C,) se prolonge en un opérateur borné w, (r) de ..
L’application 7, est un isomorphisme de M sur une sous-algébre de
von Neumann 7, (M) de ’algébre des opérateurs bornés sur .

L’espace vectoriel 7, (9L, NIL;) muni du produit v, (x) v, (y) = 7, (vy),
de I'involution v, (z) - 7, (#*) et du produit scalaire de ¥, est une algébre
hilbertienne & gauche achevée U telle que £ (U) = =, (M) et que le poids
canoniquement associé a U sur £ (U), transporté sur M par [Iiso-
morphisme 7, soit égal a ¢ ([37], p. 308). La fermeture S, de I'appli-
cation antilinéaire 7, (x) - 7, (¢*) admet une décomposition polaire
S, = J, A" = A" J, dans laquelle J, désigne une involution isomé-
trique (J, est antilinéaire et J> = 1) et A, un opérateur positif autoadjoint
non singulier, appelé opérateur modulaire de ¢.

On a J, 7, (M) J, = (7, (M))". Pour tout t€R, on a

A my (M) A" = g (M).
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CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 141

Le groupe fortement continu & un parameétre d’automorphismes de M
déterminé par Dégalité =, (of (z)) = AZ 7, (z) A;" pour tout z€M et
tout t€R est appelé groupe d’automorphismes modulaires associé a o.

La sous-algébre de von Neumann M, de M, M, = {z€M, o} (z) = =
pour tout t€R | est appelée centralisateur du poids normal fidéle semi-
fini ¢. Soient U, et U, des algebres hilbertiennes a gauche achevées,
U, @ U, leur produit tensoriel algébrique. Il existe une algebre hilber-
tienne a gauche achevée U, @ W, équivalente a U, ® U, ([36], p. 58).

Soient M, et M. des algébres de von Neumann, ¢;, j = 1, 2, des poids
normaux fidéles semi-finis sur M;, j = 1, 2, U, les algebres hilbertiennes
a gauche achevées associées et U = U, @ U,. L’application =, & =, est
un isomorphisme de M, @ M, sur £ (U) et le poids ¢ canoniquement
associé & U sur M, @ M. par l'intermédiaire de cet isomorphisme vérifie
les conditions :

1.1.2 (a) : 2;,€M,, pour j = 1,2 entraine x, Q 2, €My et
¢ @ Q@ 2) = 91 (T1) 92 (22)-
1.1.2 (b) : On a ¢! = ¢"* @ a;* pour tout tER.

Soit ¢, un poids normal fidéle semi-fini sur M, @Q M. vérifiant les
conditions 1.1.2. Le poids ¢, est 5/ invariant pour tout t€R et il existe
une sous-algébre involutive faiblement dense de My, invariante par o
pour t€R sur laquelle ¢ et ¢, coincident. Le lemme 5.9 de [30] montre
que ¢, est égal a {.

Dérinttion 1.1.3. — Sotent M, et M. des algébres de von Neumann,
0, ] = 1,2 des poids normaux fidéles semi-finis sur M;. L’unique poids
normal fidéle semi-fint sur My Q M. vérifiant les conditions (a) et (b)
de 1.1.2 est appelé produit tensoriel de 9, par 9. et noté 9, Q ..

Soit ¢ un poids semi-fini normal fidéle sur M. Le groupe d’automorphismes
modulaires ¢t — ¢} est caractérisé par les conditions K. M. S. ([5], déf. 4.1,

p. 67).
Nous utiliserons également ces conditions sous la forme suivante :
Lemme 1.1.4. — Soient ¢ un poids normal fidéle semi-fint sur Ualgébre
de von Neumann M, z — x (z) une application de C dans M.

Pour qu’il existe un élément analytique x de of tel que z (z) =% (2)
([30], 3¢ paragraphe) pour tout z€G, il faut et il suffit que :
(a) Pour tout v, > 0, il existe un v, > 0 tel que

Imz|=y et  a€ME = ¢(@()az@*) =y 9@
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et
¢ (@ @* ax () <12 9 ()

(b) Pour tout a €I les fonctions z — 9 (x (z) a) et z - 9 (ax (z)) sont
définies pour tout z€G, et entiéres, avec ¢ (x (z + i) a) = ¢ (ax (z)) pour
tout z€C.

Démonstration. — Soit A = { b€M, b analytique pour &} avec
o (b) €I, NI}V z€C|. Alors L est une sous-algébre involutive faiblement
dense dans M, pour tout b € A, 1, (b) est dans le domaine de tousles A7, z€ G,
et 1, () est une algébre hilbertienne modulaire équivalente a U (cf. [30],
2¢ paragraphe).

Montrons la nécessité des conditions (a) et (b) de 1.1.4. Soit « un élément
de M, analytique pour &7, tel que z (z) = 5% () pour tout z€C.

Le lemme 3.5 de [30] montre que la condition (b) est vérifiée.

Pour tout b€ @ les fonctions

2> AP mo (@*) ny (b*) etz my (X (2)*) AL mg (bF)

sont analytiques (cf. [30], prop. 3.3), et sont égales pour tout z€R. Elles
sont donc égales et on a

ALt o (@*) mg (%) = mq (x (i[2))* A ny (B¥).
On a alors

[y (b2) || = [ Jo AY* gy (@* %) [| =[] AL 75 (@*) 5 (0%) ||
=l me (@ (@2)%) [[.[ AV mp (%) [[ = [ ({/2) [|-[| 75 B) -

On a montré que pour z€C et pour bE€I, on a
15 (bx (2) | Z | @ (2 + (/2)) [|- || 75 (B) ||
donc que z - x (z) vérifie la condition (a).

Supposons vérifiées les conditions (a) et (b) de 1.1.4. Pour tout a €9,
on a

(1.1.5) { 0 (ax () | < ¥ || n (@) ||

[0 (@@ @¥) | =y [[n(@]  désque [Imz|=y.

En particulier, pour tout z€C on a

N, x(Z)CIy, I, x(2)*CIL,
et
x (z) Mycon., My x (2) C My
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Soient a et b dans @, F la fonction de deux variables complexes
F (2, 2.) = 9 (z (z,) 9%, (0* ).

On a o (b* a) = o7 (b*) 0%, (a) € AA CIMN,. La fonction z, - F (z4, z.)
est une fonction entiére de z,, par hypothése, telle que

F(z, 4+ i, 22) = ¢ (%, (b* @) x (2.)).
Pour tous z, et z, on a
F (z;, 2.) = {7 (5%, (@), 7 (o%, (0¥)* x (2))*) ),

donc la fonction z, - F (z,, 2,) est une fonction entiére, car il existe un
opérateur borné A de JC, tel que pour tout y€IL, on ait

0 (yz (2)*) = A @)

Le théoréme 2.2.8 de [19] montre donc que F est une fonction analy-
tique des deux variables complexes z, et z..

Soit z, €C; le lemme 3.4 de [30] montre qu’il existe une fonction entiére f
telle que

ft) = ¢ (o] (x (z)) b* a), f+ 1) =0 (b*asf (x(z))) pourtout {eR.

On a donec
f®) =9 @) (b*a) =F(z, — ),
fE+) =9 @ G*a)x(z)) =F(z + 1, — 0.

Ce qui montre que F (z,2.) = F (2, + 1, 2, + 1) pour z, et z. dans G.
Pour z€@, soit G (z) = F (z, z); c’est une fonction entiére telle que
G (z 4+ 1) = G (z) pour z€C. Soient Y, = 1 et Y. comme dans (a); on a
pour z€C, |Imz|=1 :
1G@) | =IF@ 2| =[{A¢n (@) (e ((*)*2@)*) )|
=787 a @0 (2 @) | = 1 A7 n @ |11 450 (0 .

La fonction G est donc bornée sur la bande des z€C tels que
0= Imz<1;comme G (z + i) = G (z) pour tout z€ C elle est donc bornée
sur G et constante.

On a donc pour {€R, ¢ (6% (z () b* a) = ¢ (z (0) b* a). La densité
de 1 (A) dans ¥, montre donc que z (t) = o, (z (0)) pour tout tER.

Il reste & montrer que 'application z - x (z) est analytique. Solent a
et b dans A, z€QG, fi (z) = { 7, (z (0)) A" 7 (@), A= 7 () >, et f> (3) tel que
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fa(z) =< (a* @ (2)*), J, A1 (b) >. Ce sont des fonctions entiéres de z
et pour z ={(€R on a

fi () =< A3 mg (x(0) 7" 7 (1), m (D) )
= (g (a7 @O)) 0 (@, n (b)) =< @O @), n (b))
= Jg A (a* x (%), n () » = ({n (@ x (%), Te A0 (B) D)

Donc fi = f» et en particulier pour z = /2 :
{me @ (0) A n (@), A5 (B) ) = (T3 A5 "0 (b), m (a* = (i[2)¥) ),
c’est-a-dire
{7y (@(0) Tom (@¥), A7 0 (b) > = (g (@* x (i[2)%), A7 (D) ).

On a donc montré que J; 7, (z (0)) J, est ’élément de ©, (M)’ qui, & 1 (a)
pour a €A, associe 7 (ax (¢/2)*). En remplacant Papplication z — x (z)
par z — & (z 4 2,) ol z, €C on a montré que J, 7, (x (z)) J, est I’élément
de m, (M) qui, a 7 (a), a €I, associe 1 (ax (z0 + (1/2))*). 1l résulte donc
des 1négalités (1.1.5) que || 7, (z (z)) || est borné sur tout compact de C.
L’hypothése (b) montre que l’application z — z (z) de G dans M est
analytique.

1.2. L’uomomorruisME ¢ DE R pans Out M POUR LES ALGEBRES DE
voN NEUMANN.

Tutorime 1.2.1. — Soient M une algébre de von Neumann, 9 et ¢ deux
poids normaux fidéles semi-finis sur M.

Il existe une application fortement continue t — u, de R dans le groupe
unitaire de M telle que o} (¥) = u, ¥ (x) u’ pour tout tER et tout x€M.

Démonstration. — Soit (e;;);, j=1,» un systéme d’unités matricielles dans un
facteur de type I., noté F.. Le théoréeme 1 résulte du lemme plus précis :

Lemume 1.2.2. — Soit P =M Q F.. L’application 0 de P, dans [0, 0]
telle que

0 (25&‘/ X ei/‘> =9 (xu) + kP (x-_»_)) pour inj ® e .0

est un poids semi-fint normal fidéle sur P.

(a) Pour tout x€M on a

o] (E®en) =0 (@)Q e, a) (@ e2) =g () ® e
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(b) Pour tout tER il existe un unitaire unique u, de M tel que
0'? (1 X 321) =Uu; Q) €.

(c) Pour tout tER on a & (x) = u, 57 (¥) u} pour x€M. Pour t,,t,E€R
on a
Uyvr, = U 05 (W)

Démonstration. — Comme in.,- & e;; > 0 entraine z,;; >0 et z,, > 0,
0 a un sens. Comme ¢ et ¢ sont des poids fidéles et z,;, = 0, ;. = 0 entraine
Eacij X e;; = 0 si in‘,- X e;; > 0, 0 est un poids fidele.

Soit (©,) [resp. (wg)] une famille de formes linéaires positives normales

sur M avec ¢ = sup w,, ¢ = sup cu'g; on a pour tout in.,- R e;>0:
0 <2 xi; @ ei/'> = sup (woc (xu) + w,é (xzz)),
. B3

donc 0 est un poids normal sur P.

Pour z =2x,~j® eij on a
0 (x*x) = o (xF, i + x¥, T2) + § (X%, T2 + T, X10)
donc dés que z;; €9, pour j =1 et z;; €Iy, pour j = 2, on a

Ex,»; R e;; € Iy,
Donc § est semi-fini.
Soit x :inj® e, €Iy, on a x; Qe ; €I pour 1 = 1,2, j =1, 2,
k=1,2 car (z; Q er)* (xi; @ er)) = (2}, i) @ e;;. Ainsi :

(1 ® en) ¥ r = (x“ ® 8“)* (x“ ® e“) 4 (xm ® e“)* (x“ ® e“)
+ (xu ® ell)* (xm X ewn) + (le ® en)* (xn ® 312)
est dans Ny = I I,

Soit fij=1Qe; on a donc fi, MyCIMy et My f,, €My De plus
pour z€9IL; on vérifie que

0(fiia*x) =9 @}, T + 23, To1) = 0 (2* 2f11).

Le théoréeme 3.6 de [30] montre donc que o, (fi,) = fi, pour tout tER.
Démontrons le (a) du lemme. Pour €M on a

B @Re)fi =0 ((ERe)AQe) =fud x®en) =of @ ew).
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Ainsi il existe un unique élément v, (z) de M tel que
‘7? (x ® eu) =Yt (.’l:) X ey

Alors Y, est un groupe, fortement continu, & un paramétre, d’auto-
morphismes de M. Par exemple 1’égalité

o (Y ® en) = (xQ en) 7} Y Ren)

pour tout couple (z, y) d’éléments de M montre la multiplicativité des 7.
Pour tout x€M. on a

@) =0@E @R e) =0E@® en) =9 @)
Pour tout couple (a, b) d’éléments de 9L NI, on a

o (v(a)d) =0 (@a®en) b en),
9 (by (@) =0((b® en) ! (a® en))

et comme a @ e, et b X e, sont dans I NI, 1l existe une fonction F
continue bornée dans la bande des z€CG, 0 = Imz-1, holomorphe
dans la bande ouverte, telle que

F)=o(u@b) e F(l+i)=0(b7(@) pour (R,

la proposition 4.8 de [5] montre que Y, = a7 pour tout {E€R.
L’assertion (b) du lemme résulte des égalités g (fa1) fas = 0 et

fual (f.) =0, o) (f2)al (hb)* =fo, o) (f)*o! () =fi  pour leR.
Pour z€M on a fiu (z @ eis) fi: =2 Q €:x done pour t€ER,
@ e)a) @@ en) (W @ en) =0/ (@ Q e),
ce qui démontre la premiére égalité de (c).
On a enfin, pour ¢, et ¢, dans R :

ul,-;—l2 ® €y = a?,-i—l, (1 ® 621) = U?I (uls ® 821)
=l (1Qe) ot (U, @en) = W, ® e) (of, (w,) Qe

Notation. — L’application fortement continue u de R dans le groupe
unitaire de M, déterminée par le lemme 1.2.2 (b) sera notée (DY : Dog).
Cette notation est justifiée par le lemme suivant :

Lemme 1.2.3. — Sotent M une algébre de von Neumann, 9, 9.1, 9, ?s
des poids semi-finis normaux fidéles sur M; on a :
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(@) (Dg1: Dg2) = (D9, : Dgy)™", (D¢s : Dgy) = (D9s : Dgs) (D9s : D9y) au
sens du produit ponctuel des applications de R dans le groupe unitaire

de M.

(b) Si 9, est oi* inpariant pour tout t€R, (Do, : Do,) est Papplication
t > h" ou h est Uunique opérateur positif autoadjoint affilié a Ualgébre de
pon Neumann M., tel que ¢, = ¢, (h.) au sens de [30] (4.2).

(¢) Soient u un unitaire de M, 9, le poids tel que ¢, (x) = ¢ (uxu*) pour
z€M.. On a alors 57 (u) = u (D9, : Dg), pour tout tER.

Démonstration. — Montrons (a). La premiére assertion résulte de 1’éga-
lité e, = e, dans 1.2.2. Pour la deuxiéme, notons F, le facteur de type I,
et e; un systéme d’unités matricielles dans F,. Soit ¢ le poids construit
sur MQ F, en posant

@) =9 (@) + 92 (®2) + 95 (@)
On a
G'LY-J (1 ® e[j) = (DCPi : D(pj)/ X e

et I’égalité e;; = es» €2, permet de conclure.

Montrons (b). Sur P =M @ F.,, le poids ¢ défini par

V(X @er) = o @) + % @)
est ¢ Invariant ou

P4 <qu‘ & ei,-> = ¢y (1) + 91 (Ta2).

On a V=29, (k.) ou k=1QR e + hQ e:» est positif autoadjoint et

s invariant. On a donc
d(1@e)=ka (1@e)k" =0 Qe)(1@e) (1R en) =hQ e

Montrons (c). Soient P = M @ F,, Tr la trace usuelle sur F,, 0 le poids
sur P tel que

0 <>: Ty Q el.,-> = ¢ (T1)) + Qu (Ts2) pour Xx,»,- R e, ;eP,.
On a
0 (x) = (9 ® Tr) (vxv*) pour tout zeP,, ot v=1QRe,+uQ e
On a done, pour tout {€ER,

dA®en)=0*[EF Q1) @A en) v¥)] v = (u* o7 (W) @ e
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TutoriME 1.2.4. — Soient 9 un poids semi-fini normal fidéle sur M et u :
t — u, une application fortement continue de R dans le groupe unitaire de M
telle que u, ., = u, o} (w,) pour t, et t, dans R. Il existe un poids semi-fini
normal fidéle ¥ sur M et un seul, tel que (DY : Do) = u.

Démonstration. — Il existe un poids normal fidéle semi-fini w, sur le
facteur F_ = 2 (L* (R)), tel que o) () = U,z U] ou U, est 'opérateur
de translation de t dans L’ (R), pour tout tER et tout z€F_ (dém. de
prop. 5.11 de [30]).

Posons w = ¢ @ w. C’est un poids normal fideéle semi-finisurP =M Q F_
et on a o =7 Qg pour tER.

Lemme 1.2.5. — Soit t - u, une application fortement continue de R
dans le groupe unitaire de M telle que u,, ., = u, 37 (u,) pour t,, t: ER.

11 existe un unitaire v de M Q F_ tel que pour tout tER :
u @1 =vaop (v*).

Démonstration. — L’application qui a £ f, pour £E€ ¥, et fEL? (R),
associe ’élément ¢ — f (¢) &, de L* (R, 4C;), se prolonge en unisomorphisme I
de #, Q@ L* (R) sur L* (R, ;).

Soit W D’opérateur unitaire de L* (R, #;) qui a £€L? (R, dC;) associe
la fonction t - 7, (u) £. Pour y&(n, (M)) on a

IGRNI"W=WIF®1) I

On a donc I"* WIen, (M) @ F_ et il existe un unitaire v de M@ F_
tel que (n,®@1)v=1"WL

Comme A} 7, (x) A, = =, (5] (x)) pour tout x€M et tout ¢, E€R,
I’égalité a démontrer est

A @ UL (7 ® 1) (0) (A5 ™ @ U—i) = (75 (uh) @ 1) (w5 @ 1) (0).

Il suffit donc de vérifier que pour f€L’ (R) et t€ ¥, les images de
EQ/f par les opérateurs WI(A;*@ U_,) et I(A;" 7 (u;) ®U_,)
I™* WI coincident.

La valeur en ¢t de I'image de £ @ f par le premier est 7, (u,) A7 f(t + to) &,
et la valeur en ¢t de 'tmage de £ @ f par le second est

A" my (uf) my (W) f(E+ 1) E
L’égalité a démontrer résulte donc de
AP 7y () Ag ™ = 7y (uf) Ty (Urs )
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pour tER, t, ER qui se déduit de 77 (uw,) = u; u,,,, égalité valable pour ¢
et ¢, dans R par hypotheése.
Lemme 1.2.6. — Soient t — u, et v comme dans le lemme 1.2.5.

(a) Le poids ® défini sur M Q F_ par ® (z) = w (v*av), x > 0 est semi-
fini normal fidéle avec 5T (x @ y) = (u, 5% (x) u}) Q ¢ (y) pour tout x €M,
tout yeF_ et tout tER.

(b) Pour a,€F_ ay>0, w(a) <o le poids & défint sur M par
V(z) = (x @ a,), x>0 est semi-fini normal fidéle.

Démonstration. — Montrons (a). Par construction ® est semi-fini normal
fidele avec o (.) = v &P (v*.v) v*. Comme 0% (0*) = u, @1 on a
o @®Y =Wl @u)®op(y) pour zeM, yeF,.
Montrons (b). Soit f€L* (R) telle que f soit a support compact et soit
b :ff(t) u, dt. Montrons que si x€M,, ¢ () <0, on a ¢ (bab*) <0
Observons que
Y rb*) =0 (RN E®a) (* Q1) =0 (*(0Q 1) (xQ a) (* ® 1) ).

Comme z @ a, € N il suflit en utilisant la proposition 3.3 (i1) de [30]
de montrer que v* (b @ 1) est un élément analytique pour ¢7. On a

@D = [[O@Vd=v* [ [Qvof @M= [ [OT M
R R R

d’ou la conclusion.

Par construction ¢ est normal fidéle. De plus pour f€L! (R), telle que
soit & support compact, et b :ff(t) u dt, on a I, b*CIty. Comme 1

est faiblement adhérent a I’ensemble des b de la forme ci-dessus on en déduit
que I, est faiblement dense dans M donc que ¢ est semi-fini sur M.

Lemme 1.2.7. — Sotent M et N des algébres de von Neumann, ® un
poids semi-fini normal fidéle sur M@ N tel que s MQ1)=MR 1
pour tout t ER, a, € N, tel que le poids  sur M, défini par ¢ (z) = @ (z @ a,)
pour z€M,, soit semi-fini normal fidéle.

On a alors o} () @1 =0 (x ® 1) pour tout x€M et tout tER.

Démonstration. — L’ensemble M, des z€M tels que 2 Q@1 soit
analytique pour o, est faiblement dense dans M car pour tout f€L! (R)
et tout y€M on a

ff(t)o;b GR1deMR1.
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Pour z€JN, lapplication z—>x(z) de C dans M telle que
z(z) @1 =0 (x @ 1) pour zE€G, vérifie les conditions (a) et (b) de 1.1.4
relativement & ¢. On a en effet, pour a > 0 tel que ¢ (a) << 00, les conditions
a@ay>0, ®(a@a,) <oo et les égalités

V@@ =0C@waE@*Q@a)=0E? @R @R a)@? =Q N,
Y@E@*ar@) =2 (@ CRD*@®a)? @R 1),
V@@ =2(@E@EE@)Qa)=2E? @R 1) @ a)),
Y(ar @) =0 (@® a)s? @Q 1),
b (@ =@ a).

On a donc z (z) = a7 (z (0)) = &7 (x), pour z€C. Pour tout tER I’éga-
lité o} (2) @1 = o (x @ 1) valable pour x €N, reste vraie pour z€M.

Fin de la démonstration de 1.2 .4. — Les trois lemmes précédents montrent
qu’il existe un poids normal fidéle semi-fini ¢ sur M tel que

o} (z) = u, o7 (2) u}
pour tout {€ER et tout z€M. Soit v, = (DY : D¢), pour t€R. On a
v, a¥ (2) v} = u, 6 (ryu} pour tout xeM,

donc v} u, est dans le centre de M et égal a a, = u,v;. L’égalité, pour ¢ et ¢’
dans R, u,of (u,) u;., = v,y (v,) v;,, et le fait que le centre est laissé
invariant par les ¢f, montrent que a,,, = a,a, pour t et t’ dansR.

Il existe donc un opérateur positif £ affilié au centre de M tel que a, = h”;

on a
DY (h.) : DY), = a, donc (DY (h.) : D9) =a, v, = u,.

Soit < ’homomorphisme canonique du groupe Aut M des automorphismes
de M sur le groupe Out M, quotient de Aut M par le sous-groupe normal
des automorphismes intérieurs.

TatoriMe 1.2.8. — Soient M une algébre de yon Neumann, ¢ un poids
normal fidéle semi-fini sur M.

(a) L’homomorphisme ¢ : t — 8, = ¢ (¢¥) de R dans Out M ne dépend
pas de 9.

(b) Pour tout t€R on a S,€Centre (Out M).

(c) Supposons que M soit un facteur & prédual séparable. Pour qu’un
groupe fortement continu & un paramétre d automorphismes, t — o, de M

soit le groupe d’automorphismes modulaires d’un poids normal fidéle semi-
fint sur M il faut et il suffit que & («,) = ¢, pour tout tER.
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Derintrion 1.2.9. — Soit M une algébre de von Neumann, on appelle
homomorphisme modulaire associé @ M I’homomorphisme ¢ de R dans Out M

défini par 1.2.8 (a).

Démonstration de 1.2.8. — L’assertion (a) est un corollaire immédiat
du théoreme 1.2.1. L’assertion (b) résulte de :

Lemme 1.2.10. — Soient 0€Aut M, et ¢ = @00 ouu M et ¢ sont comme
dans 1.2.8. On a ¥ = 07 5% 0 0,

Il résulte facilement de l'unicité du groupe !d’automorphismes modu-
laires (cf. [18], lemme 1).

Démontrons (¢). Soit ¢ un état normal fidéle sur M, et pour tER soit F,
I’ensemble des unitaires u de M tels que «, (x) = u o} () u* pour tout
x€M. Par hypothése F, est non vide pour tout t€R. Il existe donc une
application ¢ — u, borélienne de R dans le groupe unitaire de M muni
de la topologie forte telle que u,€F, pour tout t€R ([21], p. 47).

Pour t et t' dans R et z€M on a
u, of (uy) ofr o () of (UE) uF = oy () = Wy p 070 r (X) UL,

On a donc

u; U? (ut’) uy, . € Centre M.

Il existe donc une application borélienne Y de R* dans le tore unidimen-
sionnel T, telle que u, a7 (u,) u;., = Y (¢, t') 1, pour ¢ et ¢’ dans R.
Pour r, s et ¢t dans R, on a

of (us o (u) utes) = u, of () wie,

donc
(ur 7? (us) uf+ s) (ur+s ar’{‘/+s (ut) uﬁ+.\'+ l) = (us U? (ut) u.?-é— I) (ul‘ O';{f (u«\'—k!) uﬁ-ﬁ—.v—i—l)'

On adonc y(s, t) Y(r+s, t)" Y(r,s+t)y(r,s)™ =1 pourr, sett
dans R et ([20], p. 197) 1l existe une application borélienne f de R dans T,
telle que

Y b)) =f +6) () fH) .

Soit v, = f (¢) u, pour t€R. On a v,,, = v, 57 (v,) pour ¢ et ¢ dans R,
lapplication ¢ - v, est borélienne, et la démonstration du lemme 1.2.5
s’appliquant sans changement, on voit que I’application ¢ - v, est forte-
ment continue Le théoréme 1.2.4 assure alors l'existence d’un poids
normal fidéle semi-fini ¢ sur M tel que ¢} = =, pour tout tER.
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1.3. INvARIANT T POUR LES ALGEBRES DE VON INNEUMANN.

Dérinition 1.3.1. — Soit M une algébre de von Neumann. On pose

TM) = {T,eR, o, =1}.

Par construction T (M) est un sous-groupe additif de R et un invariant

algébrique de M.

Tutorime 1.3.2. — Soit M une algébre de von Neumann et soit T, ER.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) T, €T (M).
(b) Pour tout poids ¢, normal fidéle semi-fini sur M 'automorphisme a3,
est intérieur.

(¢) Pour tout poids ¢ normal fidéle semi-fini sur M il existe un unitaire u
du centre de M, tel que of (x) = uzxu* pour tout x€M.

(d) Pour tout poids ¢ normal fidéle semi-fint sur M il existe un poids
normal fidéle semi-fini ¢ de la forme Y = ¢ (h.) ot h est positif autoadjoint
affilié au centre de M, tel que of = 1.

(e) Il existe un poids ¢ normal fidéle semi-fini sur M tel que o3, soit un
automorphisme intérieur.

Démonstration. — Les implications (d) = (e) = (a) = (b) sont immédiates.
(b) = (¢) : Soit u€M tel que o} (x) = uzu* pour tout z€M. On a
¢ (uyu*) = ¢ (y) pour tout y&€M,, car ¢ est of-invariant. On a donc

Iy u = Iy, Iy u* = I, d’ont udl, =, et  OMyu =20,
et pour €M, x = yu* avec y €N, 1l vient
¢ (uz) = 9 (Wyu*) = ¢ (y) = ¢ (2.

Le théoréme 3.6 de [30] montre donc que 67 (u) = u pour tout tER.
Comme ¢§ = 1, pour tout x€M, on a uzu* = z, donc u€Centre M.

(c) = (d) : Soit u € Centre M, tel que of, (.) = u.u*, et soit h un opérateur
positif autoadjoint affilié au centre de M, tel que A '™ = u. Le poids
normal fidéle semi-fini ¢ = ¢ (h.) vérifie

ot (@) = ™o}, @) h-™ =z pour tout zeM, donc of = 1.

Remarque 1.3.3. — St lalgébre de von Neumann M et de genre dénom-
brable, soit ¢ une forme linéaire positive normale fidéle sur M et soit T, € T(M).
L’élément h de M, tel que h™ '™ zh'™ = o} (z) pour x€M peut étre choisi

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — N° 2



CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 153

positif borné et inversible; dans ce cas ¢ = ¢ (h.) est une forme linéaire
. . 1
positive normale fidéle sur M avec of = 1, donc :

TM) = | T,€R, il existe un état normal fidéle o sur M tel que of, = 1.

TutortMe 1.3.4. — Soient M, M,, M, des algébres de von Neumann :
(a) Si M est semi-finie on a T (M) =R.

(b) St M a un prédual séparable et si T (M) = R, M est semi-finie.

() On a TM; QM) =T (M,)NT (M,).

Démonstration. — (a) est immédiat car o; = 1, pour tout tER et toute
trace normale fidéle T semi-finie sur M.

(b) résulte du théoréme 0.1 de [21] qui assure alors l’existence, pour
un poids normal fidéle semi-finmi arbitraire ¢ sur M, d’un groupe & un
paramétre fortement continu d’opérateurs unitaires u, de M tels que

of (xr) = u, 2u} pour teR et zeM.

On applique alors le théoréme 14.1 de [36].

(c) Soient 9, et ¢, des poids normaux fidéles semi-finis sur M,, et M,
respectivement. Le théoréme 1.3.2 montre que T (M, @ M.) est I’ensemble
des T, ER tels que 53:®% soit un automorphisme intérieur de M, @ M.
L’égalité ofi Q af: = 0§:®% et le corollaire 1.14 de [22] montrent que
T,eT (M, @ M.) si et seulement si chacun des automorphismes o§: et o
est intérieur, d’ou la conclusion.

ReMaroQue 1.3.5
(a) Soient M, et M, des algébres de von Neumann, on a
TM, x M,) = T(M)nT (M).
(b) Sotent M une algébre de yon Neumann, e un projecteur de M de support
central égal a 1, alors T (M.) =T (M).
(¢) Soit M une algébre de von Neumann opérant dans Uespace de Hilbert 5¢;

on aT (M) =T (M) o M" désigne le commutant de M.

Cororraire 1.3.6. — Soit M une algébre de von Neumann, non semi-
finte, et a prédual séparable; alors le centre du groupe Out M est non trivial.

Résulte de 1.3.4 (b) et 1.2.8 (b).

Nous utiliserons les notations de [35] pour les produits tensoriels infinis.
Tutoreme 1.3.7 :
(@) Soient T,5£0, et M = & (M, ®) un produit tensoriel infini de

facteurs selon les états normauz fidéles o,. On a T,€T (M) st et seulement
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st Tye NT (M,) et si, u, désignant un unitaire de M, tel que a3 () = u, zu}

pour tout €M, on a 2|1 — 9, (u)| <oo.

(b) Soient T, =0, M = ® (M,, @,) un produit tensoriel infini de facteurs

M, selon les états normaux fidéles ¢,. On a T, €T (M) si et seulement s’il
existe une suite ¢, d’états normauz fidéles sur M, telle que oi* = 1 pour tout v

et que P = Q) (M,, $.) soit isomorphe a M.

Lemme 1.3.8. — Pour chaque entier n, sotent M, un facteur opérant
dans un espace de Hilbert K, 5, un automorphisme de M, £, € 3C,,, || &, || = 1,
et U, un unitaire de &, tel que U, £, = £,, et U,z U, = g, () pour tout
z€M,.

(a) Il existe un automorphisme unique ¢ de Q (M, &) tel que pour tous

o

z, €My, ..., 2z, €M,, on ait
Q... R1IR...)=0T)R..Rem@)R1IR....

(b) Pour que o soit un automorphisme intérieur de ® (M, E.) Ul faut

et 1l suffit qu’il existe une suite (u,), u, unitaire de M, tel que o, () = u, = u,,

pour tout x €M, avec 2(1 — [ tnkny En > ) < o00.

Démonstration. — Soient ¥ = & (8., ), M =@ M,, £); U= & U,

a un sens car par hypotheése U, &, = £,. Pourz;€M;et 2, €H;,j€{1, ..., n|
on a
U@ ®.. . Qu®1®..)0®. . .Qt®iu®...)
=U,2,0®..U, 2,2, Rt - - .
=@ @)®.. e (@)®1Q... ) Ut QR..Qan®Ent1 X...)

On a donc UMU* = M et 'automorphisme 5, ou 5 () = U 2z U* pour
tout x €M, vérifie la condition (a).
La condition de (b) est suffisante car en prenant u, tel que {u, ., £, > > 0,

u = ® u, a un sens (cf. [4]) et 'égalité o (r) = uau* pour tout z€M

se vérifie comme ci-dessus pour U.
Inversement, supposons qu’il existe un unitaire u € M tel que o (z) = uzu*

pour tout z€M. Soit M" = ® (My, &); ona M = <é M,,> & M™ pour tout

entier m et ¢ = <® G,,> & %m, OU S, est I'automorphisme de M” obtenu
1

en appliquant le (@) du lemme 1.3.8 a la suite des M, 4, Emiky Upmise
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Comme ¢ est intérieur, chacun des o, est intérieur ([22], 1.14) et o, est
intérieur.

Soient uy, unitaire de M;, tel que o4 (x) = uiau; pour tout z€M,
et v,, unitaire de M™ tel que &, () = v, 2v?, pour tout z €M™

Comme M est un facteur il existe pour tout m un nombre complexe de

module 1, %,, tel que u=1u; Q... Q un @ An V.
Soient £ = & Lns, et 2, €M, pour 1 =k =m. On a

Cub, (@ ®. - ®Tn @1 ®...)E> =Wk, T it Do o Un s T b D A Vi T EM D,

Il existe un entier p et des ar€M;, pour 1 =~k = p, tels que pour
a=aQ..Q0a,®®1Q..., on ait {ukt’ ak% > #0; soilent m > p,
Zx =ar pour 1 Zk—p et zx =1 pour p < k= m; Pégalité ci-dessus

montre que
| < up-H £p+1, Zp+1 >- . ~< up E!n’ Em > l é c9

ot C=[Cul’ al >l [{wl, ali>|[™ .. [{upkp ap&p>|™" est un
nombre positif non nul indépendant de m.
On a prouvé la convergence du produit des | { un &, £» > | pour n > p, donc

de la série > (1 — | un &, En ) ).

Démonstration de 1.3.7 (a). — On suppose que M, opére dans un espace
de Hilbert #,, que %,€3¢, est un vecteur totalisateur et séparateur
pour M, tel que {z &, & > = 9, (x) pour tout x€M.,.

Soient £ = ®%. Ona L€ = Q (3, &), et ¢ (z) = {2 £ £ ) pour tout
€K (M, £,). On identifie M a Q) (M., £,) ([35], p. 811) et ona T, €T (M) si

et seulement si g7, est un automorphisme intérieur.

Pour v=1, 2, ..., soient A, 'opérateur modulaire de (J¢,, M,, &)
et U, = A",

La suite M,, #¢,, o%’, £, U, vérifie les hypothéses du lemme 1.3.8.

©

Pour tout m soit ¢ ’état normal fidéle sur M" = @ (M, &) associé

m—+1

au vecteur ® . L’isomorphisme canonique de M; @ M. Q... Q M,, ® M™

m—+1

sur M transforme ¢ en l'état 9, @ 2. Q... Q ¢ Q ¢”; on a donc pour
tout m et tous z;, z;€EM;, 1 Zj = m, I'égalité

FERLR®.. . T, R1I®...) =00 @)R.. Qo @) R1R...,

ce qui montre que 'unique automorphisme ¢ associé par 1.3.8 (a) a la
suite M, JC,, 077, &2, U, est égal a o7. La conclusion résulte de 1.3.8 (b)
avec {u, &, & > = ¢, (w,) pour tout entier v.
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Démonstration de 1.3.7 (b). — Soient ¥, et &, comme dans la démons-
tration de 1.3.7 (a) et & = @ (&, &).

Soit f une application borélienne de {z€C, |z| = 1] dans lintervalle
[¢, ¢7'] ou p = exp (— 2 =/T,) telle que f(z)~*'" = z pour tout z et que
dans un voisinage de 1, on ait f(z) = exp (2 Logz) ou « = — 1/(2 ¢ T,)
et ou Log z est la détermination usuelle du logarithme. Il existe Yy > 0
tel que

If@) —1—a2@E—1|=yRe(l —2)
et
(@) —1—-2a(z—-1)|=yRe(l —2)

pour tout z, | z| = 1. Supposons T, €T (M). Soit (u,) une suite d’unitaires,
u, €M,, telle que u, €M, , ¢, (u,) > 0, of’ (z) = u, zu) pour tout z€M,, et

2 (1 — o (uy) <<o0.

v=1

Soit 1, = f(w)&; on a |[n [P =<{f*(w)&, &> =9 (f* (w)) pour
tout vEN. Pour tout vEN, lopérateur f* (u,) —1 —2a(u, — 1) est
normal et son module est inférieur a v/2 [(1 —w,) + (1 — u,)*]. On a
donc

lov (f2 () —1 —2a (@ — D)) [ Zv2[¢s (1 —w) + 0.1 —w)] =71 — 9, (u)
et
[1—e (@) <Ly +2a)(1—9¢@)) donc le — I[P ] < oo

Le méme raisonnement appliqué a f au lieu de f* montre que
DIl —o (f@)| <o  doncque N|1—mk>|<oo.

Pour v=1, 2, ..., soit 9,, avec ¢, () = {x ", 7, > pour tout z€M,.
On a ¢, (z) = 9, (f* (w) ) pour tout x€M,, car u,€M,, pour tout v,
donc f(u,)€M,,. Comme [ (u,) est positif inversible, ¢, est une forme
linéaire positive normale fidéle sur M, telle que

0¥ (r) = f (W)™ o’ (x) f (w,)~*'™ = 2 pour tout reM,.
Soit ¢, I'unique état normal fidéle sur M, proportionnel a ¢,;la convergence
des séries Z (1 — ) et 2] 1 — <", & > | montre que les produits

tensoriels infinis X (M,, 9,) et R (M,, ¢») sont unitairement équivalents
1 1

([2], 2.13) d’ou la nécessité de la condition 1.3.7 (b). La suffisance résulte
facilement de 1.3.7 (a).
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Cororraire 1.3.9. — Soit T,€R, M = 62) (M., Q,) un facteur d’Araki-
Woods. Pour tout VEN, | L, ; |, .. n désigne Sp (A, M,). On a T, €T (M) st

et seulement st 2<1 — > << 00.

RO
v=1 j=1
Démonstration. — Soit h, P'unique opérateur positif de M, tel que
{xQ,, Q,> = Trace (h, z) pour tout t&M,. Le théoréme 1.3.7 s’applique
avec u, = hi™ car gy (z) = Ri" zh;'™ pour tout z€M,, ou ¢, désigne
I’état normal fidéle ¢, = Trace (h,.) [1.2.3 (b)]. On a ¢, (u,) = Trace
(hy*'™) et comme Sp (2,, M,) est I’ensemble des valeurs propres de h,

1+ iT,
V.7

avec les multiplicités correspondantes, on a 9, (u,) =27\
1

Cororraire 1.3.10. — Soit 2 €]0, 1.
(a) Sotent M, le facteur de type 1., Q, tel que Sp (Q,, M,) = { p, q | avec

®©

p=rqept+qg=1 R =Q M, Q). On a

1

TR)={nT, neZ} ot exp (— 27|T,) = A

(b) Soient G, le groupe libre & deux générateurs, U (G.) Ualgébre de von
Neumann associée a la représentation réguliére de G. (cf. [33], p. 182).
OnaT(U(G)QR)={nT, n€Z| ot exp (— 2 nT,) = 7.

En particulier les U (G.) @ Ry forment une famille continue de facteurs
non hyperfinis, deuxr a deux non isomorphes.

Démonstration :
(a) La série Z<1 — ‘ ZM;” '> = 2(1 — |p'"™"""+ ¢'"'7|) est conver-
1 1 1
gente si et seulement si | pp'" + ¢qq'" | = 1 donc si et seulement si p'* = ¢'*
lLe. A'T=1.

(b) U (G.) est un facteur fini, donc [1.3.4 (a)], on a T (U (G,)) = R.
On a donc [1.3.4(c)], T(U(G:)Q@QR)=T(R)={nT,, n€Z}| ou
T, =2n/Log . Les U (G:;) @ R, sont des facteurs non hyperfinis
([33], prop. 4.4.25, p. 212).

1.4. CAaLcuL DE L'INVARIANT T POUR LES PRODUITS CROISES D’ALGEBRES
DE VON NEUMANN SEMI-FINIES PAR DES GROUPES D AUTOMORPHISMES.

DEriNiTION 1.4.1. — Sotent M une algébre de von Neumann, E une
espérance conditionnelle normale fidéle de M sur une sous-algébre de von
Neumann N de M. On appelle groupe normalisateur de E le groupe W (E)
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des unitaires u de M tels que E (uzu*) = u E (z) u* pour tout z€M. Pour
uell (E) et x€N on pose i, (z) = uzu*.

TutoriMe 1.4.2. — Sotent Tc€R, M une algébre de von Neumann,
E une espérance conditionnelle normale fidéle de M sur une sous-algébre de
von Neumann semi-finie N de M telle que C = N'NnMCN, C, le groupe
unitaire de C, ¢ un sous-groupe de W (E) tel que M soit 'algébre de von Neumann
engendrée par N et G. Pour toute Trace = normale fidéle semi-finie sur N*,
et tout vE€G, soit p,. lunique opérateur positif affilié a C tel que
T (vav*) = 7 (pu: x) pour tout x€N.. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(@) T, €T (M).
(b) Pour toute trace normale fidéle semi-finie = sur N, il existe un v €C,

tel que pour tout u€ G on ait u*vuv* = o2,
(¢) Il existe une trace normale fidéle semi-finie < sur N telle que ¢\ =

pour tout u€q.

Lemme 1.4.3. — Soient M une algébre de von Neumann, E une espérance
conditionnelle normale fidéle de M sur une sous-algébre de yon Neumann N,
© un poids semi-fint normal fidéle sur N. Le poids ¢ noté 9o E, tel que
b (z) = ¢ (E (z)) pour tout x€M., est semi-fini, normal et fidéle sur M.
On a pour tout tE€R et tout x€M les égalités

E (s} (x)) = o} E (2) = o7 E (2).

Démonstration. — D’aprés ([37], remarque, p. 309) le poids ¢ est semi-
fini normal fidéle et E est I'espérance conditionnelle canonique du triplet
(M, N, ¢). En particulier N est ¢/ invariante, la restriction de ¢ a N est
semi-finie, la restriction de 57 a4 N est égale a 5¢ pour tout t€R. Pour
tout tER, 5% o E o 67 est Pespérance conditionnelle canonique du triplet M,
a* (N), ¢ o5, donc on a Eoc? = 0o} E.

Lemme 1.4.4. — Soient M et E comme dans 1.4.3., 9, et ¢, des poids
normaux fidéles semi-finis sur N = E (M). On a alors

(D (9:2E) : D (910 E)) = (Dg: : Dy)).

Démonstration. — L’application E @ 1 de M Q F, sur N F. est une
espérance conditionnelle normale fidéle d’aprés ([39], th. 5.1). Soit 6
le poids normal fidéle semi-fini sur N @ F. tel que

O<in/ ®e,~,> = ¢, (T11) + @2 (T2) pour Exij R e;e(NQ Fy)..
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Le poids 8 = 6o (E® 1) sur M@ F, vérifie

(X @es) = 0(TE@) @ ey) = (1o B) @) + (422 B) (@)
pour

Dz, ®@e,eM® Fy)..
Comme 1@ e, €NQF. on a

dlRe)=0c(1Qe) (1.4.3).
On a donc
(D (922 E) : D (910 E)) = (D9 : Dgy).

Lemme 1.4.5 :

(a) Sotent E une espérance conditionnelle normale fidéle de Ualgébre de
pon Neumann M sur NCM, u un unitaire de M tel que E (uzu*) = u E (z) u*
pour tout t€M, ¢ un poids semi-fini normal fidéle sur N, ¢, le poids défini
sur N par 9, (x) = ¢ (uzu*) pour tout x€N,.

En posant § = ¢ o E, on a 5} (u) = u (D¢, : D$), pour tout t ER.

(b) Sotent M, E, N, C, C, et = comme dans 1.4.2, & = <+ E et pour tout
vell (E), soit ¢, Uunique opérateur positif affilié a C tel que T, = 7 (p,.).
Pour tout tER on a &} (v) = v ¢! pour tout vE€N (E).

Vo

Résulte facilement de 1.2.3 et 1.4.4.

Démonstration du théoréme 1.4.2 :

(a) entraine (b) : Soient T, €T (M), = une trace normale fidéle semi-finie
sur N et ¢ = 70 E le poids normal fidéle semi-fini correspondant sur M.
Par hypothése il existe un unitaire v€M tel que

U%., (x) = vxv* pour tout xe M.

On a en particulier vav* = x pour tout €N car 5, = 1 pour tout
t€R. On a donc veN'NMCN, donc v€C. Pour tout u€¢ on a
of (u) = u '™ donc

u* puv* = pil,

(b) entraine (c) : Soient 7, une trace normale fidéle semi-finie sur N et
veC, tel que u* vuv* = (D7, : D7)y, pour tout u€g.
Soit h un élément positif borné inversible de C tel que A'™ = v*.

Le lemme 1.2.3 (b) montre que la trace T = =, (h.) vérifie
(D7 : D7y)g, = hiTe = v*,
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On a donc, pour tout u€g,

(D7, : Dty w)r, = u* (D7 : Dty u = u*v* u.

On a
(D7, : D7)y, = (D7, : Dty )1, (D740 @ D)), (D1, @ Do)y, = (u* v* u) (u* vuv*) v =1,

et (c) en résulte facilement.

(c) entraine (a) : Soient © une trace normale fidéle semi-finie sur N telle
que (D7,:D1)y, =1 pour tout u€g, et ¢ =7-E le poids semi-fini
normal fidéle correspondant sur M. Pour tout u€¢ on a of (u) =u
(lemme 1.4.5), et pour tout z€ N on a 5}, () = x. Par hypothése I’algébre
de von Neumann M est engendrée par ¢ et N on a donc oy, = 1 et T, €T (M).

Prorosition 1.4.6. — Soient A une algébre de von Neumann, G un
groupe discret qui opére par automorphismes sur A, et M = W* (G, Q)
le produit croisé de A par G.

(a) Soit 1 Papplication de A dans M qui & a €A associe U'élément de M
décrit par la matrice (1 (a)), .= 8/ t™'.a pour t et u dans G. Alors I est un
isomorphisme de A sur une sous-algébre de von Neumann 1 (A) =N de M.

(b) L’application E de M dans I () qui & = associe I ((z).,.) est une
espérance conditionnelle normale fidéle de M sur N.

(c) Soit U lapplication qui & s€G assocte U,€M, ou (U), .= ¢".
Alors U est un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe normali-
sateur de E.

(d) Pour s€G et x€A on a U, 1 (2) U =1 (s.2).

(e) M est U'algébre de von Neumann engendrée par N et 'image de G
par U.

Démonstration. — Les assertions (a), (b), (d) et (e) résultent facilement

de [41], 8¢ partie. L’ensemble des éléments z de M de la forme ZI (z,,) U,

pour n fini, s;€G (1 =i n) et z,€A est une sous-algébre_involutive
faiblement dense de M. Pour un tel €M on a E (z) = I (z.). Done,
pour tout x€M et tout s€§, on a E (U,z U}) = U, E () U}, d’ou (c).

DériniTion 1.4.7. — 19 Soient . une mesure positive G-finte sur un
espace mesurable Q, G un sous-groupe du groupe des bijections bimesurables s,
de Q sur Q, telles que la mesure s. . soit équivalente @ ..

(a) On dit que G agit presque librement ([33], p. 175) dans Q si pour
tout sous-ensemble mesurable non négligeable A de Q et tout s %1, s€g
il existe un sous-ensemble mesurable B C A, nonnégligeable et tel que sBNB=0.
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(b) On définit Uaction de G dans L” (Q, p) par Uégalité s.f=fos"
pour s€G et f€L™ (Q, 1) et on note W* (G, Q) = W* (G, L” (Q, p)).

20 Soient N une algébre de von Neumann et 6 € Aut N. Le produit croisé

de N par Z, ot Uaction de Z sur N est définie par n.x = 0" (x) pour z€N,
est noté W* (0, N) et appelé produit croisé de N par 6.

CororLraire 1.4.8 pu THEOorREME 1.4.2. — Sotent T, > 0,

o = exp(—27/Ty),

et G un groupe agissant presque librement dans Q, . comme dans 1.4.7.
OnaT,eT (W* (G, Q)) siet seulement st il existe une mesure v sur Q positive
et équivalente a . telle que pour tout s€G et tout w €Q on ait

ds—' vjdv (w)ef{p", neZ}.

Démonstration. — Toute trace semi-finie normale fidéle © sur
N=1I(L"(Q, 1)) est de la forme 7, ou v est une mesure positive équi-
valente a (. et ou

o () = f f@)dv (@) pour tout feL= (2, y)..

Pour tout z€N, et tout s€§, on a 7, (U;z U}) = 7,_., (x) car pour
feLl™ (Q, p).,

f s.f(@) dv () = f s o) dv (0) = f f @) ds v ().

On a donc pour s€§, T = 1,, ¢, comme dans 1.4.5 (b) relativement a
U, ' = L ((ds vjd)'™).

Il suffit alors d’appliquer le théoréme 1.4.2, car la condition (a) de la
définition 1.4.7 montre que N est abélienne maximale dans M donc vérifie

N'nMcN.

1.5. Tout sous-croure DE R EsT UN T (M) Ppour uN FacTEUR M DE
GENRE DENOMBRABLE.

Prorosition 1.5.1. — Soient N une algébre de von Neumann et c € Aut N.
L’ensemble des projecteurs e €N tels que o (¢) = e et que 'automorphisme
x — o (x) de Palgébre réduite N. soit un automorphisme intérieur admet
un plus grand élément, noté p (). Ce p (o) appartient au centre de N.

La démonstration résulte facilement du lemme suivant et du lemme 1.9

de [22].
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Lemme 1.5.2. — Soient N une algébre de von Neumann, c € Aut N,
e un projecteur non nul de N tel que o (¢) = e, e le support central de e dans N,
et u€N tel que uu* = u* u = e et o () = uau* pour tout x €N.. Il existe
alors un v € N unique, tel que vv* = v*v = e, o (x) = vav* pour tout € N;
el ve = ev = u.

Démonstration. — Le support central de o (¢) dans N est g (¢) donca (e) =e
et on peut supposer que e = 1. L’unicité de v est immédiate. Pour montrer
Pexistence de v on peut supposer que N agit dans un espace de Hilbert #¢
et qu'un unitaire X de J€ vérifie

XNX* = N, XN’ X* = N/, o (r) = Xz X* pour tout xeN.

On a XeX* =0 (e) = e donc u* X€£ (J.). De plus, par hypothese
la restriction de u* X a e ¢ commute avec tout élément de N, restreint
ae ¥#. L’induction de N’ sur e J¢ étant un isomorphisme, il existe un unitaire

WeN tel que e W = u* X. Soit v = XW*. On a, pour yeN/,

v¥yp = WX* y XW*e N’ et ev* yp = e WX* y XW* e = u* yu = ey.

On a donc v* yp = y pour tout y&€N'. De plus

o (z) = Xz X* = XW* x WX* = pro*
pour tout z€N. On vérifie que ev = ve = u.

RemarouEes 1.5.3 :

(a) Soient N une algébre de von Neumann, et o€ Aut N. Alors la
restriction o, de ¢ @ N, = N, est un automorphisme intérieur et la res-
triction o, de 5 & Ny = N,_p5 ¢érifie la condition suivante ([22], th. 1.11

et déf. 1.3) :
Pour tout a € N, tel que ab = 5, (b) a pour tout b€N, on a a = 0.

(b) Sotent N, o, e, e, uetv commedans1.5.2 et a€Nj; tel que ae = ea = u
et ¢ (x) a = ax pour tout x € N;. Alors v* a est dans le centre de N; donc
a=v.

(c) Sotent N un facteur, A un ensemble filtrant, e un projecteur non nul
de N. Soient (o, u) [resp. (34, u,) pour a € A] un couple vérifiant les condi-
tions de 1.5.2, et v (resp. v,) lunitaire correspondant de N. Supposons
que pour tout x€ N on ait 7, (x) - ¢ (z) faiblement, et que u, — u faiblement
montrons qu’alors v, — v faiblement.

En utilisant 1.5.3 (b) et la compacité faible de la boule unité de N, il
suffit de montrer que si v, -~ a €N faiblement, on a o (x) a = ax pour tout
x€N. Ecrivant x comme combinaison linéaire de quatre opérateurs unitaires
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de N on voit que g, (x)* - o (x)* fortement donc que o, (z)v, —ad(x)a
faiblement. On a donc o (z) a = limite faible v,z = ax.

(d) Sotent S un sous-groupe de Aut N et € Aut N tel que la borne supé-
rieure des p (s @) pour s€S, soit égale & 1. Soit (e, Usy Sa)aes une famille
de triplets, ot : (1) e, est un projecteur non nul du centre de N pour a €A,
et e, eg =0 pour a £ B; (2) u.,€N avec uy us = Us Uy = €55 (3) s, €S
avec s, G (e,) = e, et sy 0 (x) = ugau; pour tout x€N,. L’ensemble
des familles du type ci-dessus est non ¢ide, inductif pour Uinclusion, et tout
élément maximal (e,)sc, est par hypothése une partition de U'unité dans le
centre de N.

Les 3 (e,) sont alors une partition de U'unité dans le centre de N et pour
tout xr€N on a x#Zeax s, G () szsa (us zuz), ce qui détermine

enliérement U'automorphisme ¢ a partir des (., uq, $,). Il est facile de vérifier
que Uensemble des o de la forme ci-dessus est un sous-groupe de Aut N.

Derinttion 1.5.4. — Soient N une algébre de von Neumann, S un sous-
groupe de Aut N. On appelle groupe complet d’automorphismes associé a 'S
le groupe [S] des s € Aut N tels que \/p (stao) = 1.

SES

Tutortme 1.5.5. — Sotent M une algébre de von Neumann, E une
espérance conditionnelle normale fidéle de M sur une sous-algébre de von
Neumann N telle que N'NMCN.

(a) Toute autre espérance conditionnelle normale fidéle de M sur N est
égale a E. (Pour le cas N abélienne voir [39], 6.1.)

(b) Pour qu’un unitaire u de M vérifie u N u* = N il faut et il suffit
que E (uzu*) = u E (z) u* pour tout z€M.
(¢) Soit G un sous-groupe de W (E) tel que M soit U'algébre de von Neumann

engendrée par N et G. Pour tout u€MW (E) on a 1, €[1 (§)] et tout s €[i (§)]
est un i, pour un u€ll (E).

Démonstration de (a) et (b) :

(a) Soient E’ une espérance conditionnelle normale fidéle de M sur N,
¢ un poids normal fidéle semi-fini sur N, ¢ = ¢ o E et {/ = ¢ o E/ les poids
normaux fidéles semi-finis correspondants sur M et C = N'NnM. Pour
€N on a oY (z)=0f (2) =05/ (x) (1.4.3) donc (DY :D{),y=1y
(DY’ : DY), pour tout y€N et t€R. Soit u, = (DY’ : DY),; on a u,€C
et pour tout z€M, :

V(@ @) =9 E @7 @) et o (@) =uoq}(@ur
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donc
V' (o} @) = ¢ (B (uf o (@) u)) = 9 (u} E' (o} @) u) = ¢ (E' o} (2))

car u, commute avec E’ (¢} (z)).

On a montré que ¢’ (s} (z)) = ¢ (¢} (x)) = ¢/ (x) pour tout €M,
done ([30], th. 5.12) il existe un unique opérateur h positif affilié a M,
tel que ¢/ = ¢ (h.) et (DY’ : DY), = h*. On a h““€Centre N pour tout
t€R donc h est affilié au centre de N. De plus ¢’ (z) = ¢ (z) pour tout
z€N,, donc l'unicité dans le théoréme 5.12 de [30] montre que h = 1.
On a donc {' = {. c’est-a-dire 9o E = ¢ o E’ pour tout poids normal
fidele semi-fini sur N. L’égalité E = E’ en résulte.

(b) Soient u un unitaire de M tel que u N u* = N, et E’ 'application
linéaire positive normale de M sur N telle que E’ (z) = u* E (uzu*) u;
on a pour z et y dans M :

E’' (z E' (y)) = u* E (u (zu* E (uyu*) u) u*) u = u* E (uzu* E (uyu*) u)
= u* E (uzu*) uu* E (uyu*) u = E’ (x) E’ ().

Ainsi E’ est une espérance conditionnelle normale fidéle de M sur N
et E' = E grice au (a).

Lemme 1.5.6. — Soient E une espérance conditionnelle d’une algébre
de von Neumann M sur NCM telle que N NMCN, u un unitaire de M tel
que E (uzu*) = u E (z) u* pour tout x€M.

(a) Les siz éléments u E (u*), E (u) u*, E (u) E (u*), E (u*) u, E (u*) E (u)
et u* E (u) sont égaux & un méme projecteur e du centre de N.

(b) On a e = p (i.) [0t 1.€ Aut N, 1, () = uau* pour tout x &€ N].

Démonstration. — On a uE (u*)u* = E (uu* u*) = E (u*) donc
uE (u*) =E (u*)u et de méme E (u)u* = u* E (u). Pour z€N on
a uzu* €N donc E (uau* u) = uau* E (u). On a

E (u) z = E (ux) = uzu* E (u)
ce qui montre que u* E (u)€N'NMCN. Soit C=NNM. Comme
u*E (u)€N on a u* E (u) = E (u*) E (u); remplagant u par u* on a
uE (u*) = E (u) E (u*); de plus Dégalité E (u)u* = u* E (u) montre
que E (u) E (u*) = E (u*) E (u). Les six éléments de M de (a) sont donc
égaux 4 un méme élément, e de C. De plus :

e*=E@W*)u=e et e=w*E@uE@W*)=E@*uu)E @Ww*)=E@W)E @u*) =e.

On a donc démontré (a). De plus on a ueu* = uu* E (u) u* = ¢, donc e
est laissé fixe par i,. E (u) est un élément unitaire de 1’algébre réduite N.
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car E (u) E (u*) = E (u*) E (u) = e. Pour tout z€N, on a
i, () = uxu* = uexeu* = uu* E (u) x E (u)* uu* = E (u) x E (u*).

On a montré que p (t.) > e. Soient e, = p (1,) — e et v un unitaire de
lalgébre réduite N, tel que i, (z) = vazv* pour tout z€N,,.
On a u*veM,

v¥uu*v =v*v =e, u*ov*ru=ia(e) =6 et u*pxv*u =2 pourtoutreN,,

donc u* v est un élément de M qui commute avec tout élément de N
car e, € Centre N. On a montré que u* v€EN'NMCN. Il existe donc un
unitaire ¢ du centre de N, tel que v = uc et on a

EMEQ@*)=E@c*E@W*) =E@e E@w*)=ee=0.

Comme v€N,, on avv* = E (v) E (v*), et on a montré que e, = vv* = 0.

Démonstration de 1.5.5 (¢). — Soit C= N'nM.

Soit u€l (E). On a E (uzu*) = u E (z) u* pour tout z€M.

Le lemme 1.5.6 montre donc que pour tout V€& on a p (i,x,) = Support
E (v* u). On va montrer que pour tout projecteur non nul e de C, il existe
un V€G tel que e E (v* u) £ 0. On aura alors prouvé que la borne supé-
rieure des p (s™' i,) pour s€1 (§) est égale a 1. Il existe, par hypotheése,

(2

un élément z de M de la forme Zvi a; ou n est un entier, »,€G pour
1
i=1,...,n et ou a;€N pour i =1,...,n, tel que eE (z* u) = 0.
En effet 'ensemble des éléments de M de la forme ci-dessus est, par
hypothése sur ¢, une sous-algébre involutive faiblement dense de M,
et E est une application faiblement continue. Il existe donc un v€§g
et un a€N tels que e E ((va)* u) £ 0 1. e. que ea* E (v* u) 0. Comme
e€Centre N on a e E (v* u) 0.
On a montré que pour u€MN (E) on a i1,€[i (§)]. Inversement, soient
c€[i (§)] et (ea, Uq, Su) une famille de triplets telle que : (1) (e.) soit une

partition de 'unité dans le centre de N; (2) u. € N avec u, uz = uj uy = e,;

(3) s.€1(§) avec s, 0(e.) =e, et o () =E Sa (ug xuy) pour tout
z€N.

Soit (v,) une famille d’éléments de § telle que ¢ (v,) = s, pour tout «.
Alors la famille (v, u,) d’opérateurs de M est faiblement sommable car
formée d’isométries partielles dont les supports et les images forment

e o, X 1 o .
des partitions de l'unité. De plus u =z v, Uy est un élément unitaire

de M. On a uzu* = g (z) pour tout z€N donc u€l (E) et i, = o.
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Cororratre 1.5.7. — Soient E une espérance conditionnelle normale
fidéle d’une algébre de von Neumann M sur une sous-algébre de
von Neumann N, de M, G un sous-groupe de W (E) tel que M soit l’algébre
de von Neumann engendrée par N et G, et supposons que N'NMCN.

(a) Soient T,ER et ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur N. St T, €T (M)
on a o1 €[ (G)].

(b) Soit ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur N. St ¢ est i (§)-invariant
et st G est abélien, la condition o} €1 (G) entraine T, €T (M).

Démonstration :

(a) On a of, () = uzu* pour tout €M, ou ¢’ désigne le poids normal
fidéle semi-fini ¢ o E sur M et u un unitaire de M dont I’existence est assurée
par le théoréeme 1.3.2.

Pour z€N on a donc o§ (z) = uau*. Ainsi u€MW (E) et of = i,; le
théoréme 1.5.5 (¢) démontre donc 1.5.7 (a).

(b) Par hypothése, on a pour tout v€¢g Iégalité ¢, =¢ ou
o, () = ¢ (vav*) pour tout x&€N,. Le lemme 1.4.5 montre donc que
g/ (v) = v pour tout t€ER, ou ¢ = 9. E.

Par hypothése 1l existe u€§ tel que uzu* = of (z) pour tout x€N.
Montrons que of (z) = uau* pour tout x€M; la conclusion résulte alors
de 1.3.2.

Pour 2€N on a o}, (z) = o} () = uau*. Pour v€G on a of (v) = v
et uvu* = v car § est supposé commutatif.

L’égalité cherchée est donc vraie sur la sous-algebre de M engendrée
par N et § donc vraie sur M.

CororrLaire 1.5.8 :
(a) Pour tout sous-groupe G de R il existe un facteur M de genre dénom-
brable (ayant la cardinalité ¢ du continu) tel que T (M) = G.

(b) St G est dénombrable, il existe un facteur M opérant dans un espace
de Hilbert séparable et tel que T (M) = G.

(¢) Il existe un facteur de type IlI, de genre dénombrable, tel que
T (M) =R.

Démonstration de 1.5.8 :

(@) 1.3.4 (c) et 1.3.10 montrent qu’il existe un facteur P, opérant dans
un espace séparable tel que T (P) = {0}. Soient ¢ un état normal fidéle
sur P, et pour tout z€P et tout t€G, posons t.x = o} (z). L’algebre de
von Neumann M = W* (G, P) est un facteur ([41], p. 212); de plus avec
les notations de la proposition 1.4.6, le commutant de N = I (P) dans M
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est réduit aux scalaires ([41], p. 212). Soit E I'unique espérance condition-
nelle normale fidele de M sur N dont Pexistence est assurée par 1.4.6 et
soit G, = U (G) 'image de G par I'application U de 1.4.6 (b). Alors E, M, N
et ¢, remplissent les hypothéses de 1.5.7; de plus i (§,) transporté par I
sur P est le groupe des of pour t€G. S1 T, €T (M), o}, est dans le groupe
complet associé aux o; pour t€G. Comme P est un facteur, il existe un
teG tel que of_, soit un automorphisme intérieur. On a donc T,€G.

Inversement, supposons T, € G. Comme G est abélien et ¢ est 7i-invariant
pour tout t€G, le corollaire 1.5.7 (b) montre que T, €T (M). On a donc
T (M) = G et il reste a montrer que M est de genre dénombrable, de
cardinalité c.

L’espace de Hilbert ¢ ou M opére est une somme #¢, ou les ¥, sont
de méme dimension hilbertienne que JC. et ou ¢t décrit G. Il en résulte
que K a une dimension hilbertienne =~ ¢, donc la cardinalité ¢. Comme M
est 1somorphe & une sous-algébre de £ () ayant un vecteur séparateur,
on a Card M =c.

(b) Résulte de la construction (a).
(¢) Résulte de la construction (a) pour G = R et de [33], p. 100.

1.6. NON-NORMALITE DES FACTEURS DE TYPE III. — Soient M un facteur
N une sous-algébre de von Neumann de M; l’ensemble Ny = N'NnM
est une sous-algébre de von Neumann de M appelée commutant relatif
de N. Par définition (cf. [13], chap. III, § 7, ex. 13) M est normal si et seule-
ment si pour toute sous-algébre de von Neumann N on a (Ny)y = N.

Rappelons (cf. [13], chap. I, § 3, cor. 1) que tout facteur de type I est
normal.

Tutortme 1.6.1. — Tout facteur normal dans un espace de Hilbert
séparable est de type 1.

Lemme 1.6.2 :

(a) Sotent M un facteur, $ un état normal fidéle sur M, &, =, (1), u
un unitaire de Mg, et t€R. Pour que o, (x) = uau* pour tout x€M il faut
et il suffit que A = 7, (u) Jo 7, (u) J..

(b) Soit M un facteur de type 111 opérant dans un espace de Hilbert séparable.
Alors : 19 T (M) est un sous-ensemble analytique de R; 20 il existe 6 € Aut M
tel que p (0") = 0 pour tout n = 0.

Démonstration :
(a) Supposons que 67 (x) = uzu* pour tout z€M. On a alors

AZ Ty () b = T (U) o (2) Jo A/ g () &, pour tout zxeM.
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Comme u€M; on a
Al my (u) £y =y () &y pour tout ¢, donc AY = my (u) Jp 7, (u) Js.
Inversement si A7 = 7, (u) J, 7, (u) J;, on a, pour tout z€M :
Ty (07 (1)) g = AF Ty (¥) By = o (U) Ty (¥) Ty (U*) Ly = o (uau*) L,
d’ou 1.6.2 (a).

(b) Soit ¢ un état normal fidéle sur M. L’ensemble des unitaires de M,
muni de la topologie forte est un espace polonais; les applications
u — 7, (u) Jo m; (u) J, et ¢ > A7 sont fortement continues. L’assertion 1°
résulte donc du théoréme 1.3.2 (¢). Comme M et de type III, T (M) qui
est un sous-groupe de R distinct de R [1.3.4 (b)] est de mesure nulle

pour la mesure de Lebesgue. Soit T,€R tel que n T,&T (M) pour tout
n £ 0. Soit § = o3 ; alors pour tout n><0 on a p (6") = 0.

Lemme 1.6.3. — Soient # un espace de Hilbert, N un facteur dans ¥,
€ Aut N tel que p (0") = 0 pour tout n £ 0, X un unitaire de IC tel que
Xz X* =0 (z) pour tout x€N. Sotent A la représentation réguliére de Z
dans I* (2), 5 = H Q I* (L), M Ualgébre de von Neumann dans K engendrée
par NQ1let Y=XQA(1). On a alors MN(N R 1) = C.

Démonstration. — Soit (,),ez la base canonique de I* (Z). Pour n€Zz,
soit K, I'isométrie £ - £ @ ¢, de # dans K. Pour n, m€Z et z€M on
a X7 Kz K,eN.

Pour n, me€z et z€(N® 1), on a K} z K,€N'. Soient m, n€Zz,
z€MN(N® 1), a=X""K} K, Supposons k=m —nz=0. On a
X*a€N' donc X*ab = b X" a pour tout b€N et ab = 67" (b) a pour
tout b€N. Comme a€N et k < 0 la remarque 1.5.3 (a) et ’hypothése
p () = 0 montrent que a =0. On a donc K}, z K, =0 pour m = n.
Pour tout n€Z on a Kz K,eNNN = cC. Pour n, et n,€2Z on a
KrnzK, =K, zK, car z€M. Il en résulte que z est un multiple

scalaire, de 1,.

Lemme 1.6.4. — Soient 3¢ un espace de Hilbert, N un facteur standard
dans #, 0€Aut N tel que p (0") = 0 pour tout n#0. Alors NN Q F_

est non normal.

Démonstration. — Soit X un unitaire de J¢ tel que 0 (z) = Xz X*
pour tout z € N. Soient A, K, Y et M comme dans 1.6.3. Le facteur (N @ 1)’
est isomorphe & N’ @ F_. L’inclusion N @ 1CM est stricte car YEN & 1.
L’inclusion M'C(N @ 1) est donc stricte. Soit P = M’. Le commutant
relatif de P dans (N® 1) est PN(N® 1) =MnN(NQ® 1) donc est
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réduit aux scalaires. Ainsi P est distinct de son bicommutant relatif dans

(N® 1)

Démonstration de 1.6.1. — D’apres [16] il suffit de montrer que tout
facteur de type III opérant dans un espace de Hilbert séparable est non
normal. Soient donc ¢ un espace de Hilbert séparable et Q un facteur
de type III dans #, N = Q' son commutant. D’aprés 1.6.2 (b) (2°) il
existe 6 € Aut N tel que p (6*) = 0 pour tout k £ 0, De plus N est standard
dans & et Q est isomorphe & N’ @ F_ donc Q n’est pas normal.

II. — Groupes d’automorphismes

Le résultat (1.5.8) de la 1™ partie montre que la topologie de R n’inter-
vient pas dans les propriétés de T (M). Soient G un groupe abélien locale-
ment compact, I' son dual et M un facteur. Nous associons (2.2.1) & tout
homomorphisme continu U (2.1.1) de G dans AutM un sous-groupe
fermé I' (U) de I'. Si G est discret, I' (U) est (2.3.1) 'orthogonal du sous-
groupe T (U) des {, €G tels que U, soit un automorphisme intérieur
associé 4 un unitaire, U,invariant pour tout t€G, de M.

Dans 2.1 nous rappelons (¢f. [3]) la notion de spectre SpU d’une
représentation U de G dans M.

Dans 2.2 nous définissons I' (U) comme intersection des spectres des
représentations réduites de U par les projecteurs U-invariants. Nous
définissons une relation d’équivalence U ~ V entre représentations de G
dans M, qui est un raffinement topologique et cohomologique [¢otr 1.2.8 (c)
et 2.3.16 (a)] de la relation ¢ o U =co V d’égalité modulo les automor-
phismes intérieurs. Nous montrons [2.2.4 (¢)] que ' (U) =T (V) si U~ V.

Dans 2.3 nous obtenons, quand Sp U/T' (U) est compact, une interpré-
tation (annoncée plus haut dans le cas G discret) de ’orthogonal de I' (U).

En corollaire, nous montrons que pour tout ¢ € Aut M de spectre distinct
de ’ensemble des z€ @, | z | = 1, il existe un entier n tel que 3" soit un auto-
morphisme intérieur de M.

Enfin dans 2.4 nous montrons que siI' (U) est discret, on a Sp U = TI' (U)
si et seulement si la sous-algébre de von Neumann M' de M formée des
éléments U-invariants de M est un facteur.

2.1. PréLimiNaIRES. — Solent G un groupe abélien localement compact,
dt une mesure de Haar sur G, I' le groupe dual de G, (¢, v) I'image de t€G
par YE€I.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



170 A. CONNES

On note G et I' additivement, donc 0 I’élément neutre de G et I'. Pour
feL! (G) et yerl,

for=[ro@ma

Pour feL' (G),
Z(f) ={yel f) =0}

Soient M une algébre de von Neumann, M, le prédual de M, Aut M le
groupe des automorphismes de M.

Deérinition 2.1.1 [3]. — On appelle représentation de G dans M un
homomorphisme U de G dans Aut M tel que pour tout t€M et tout o €M,
la fonction t — ¢ (U, (z)) soit continue.

Soit U une représentation de G dans M. Pour toute mesure finie p
sur G, l'intégrale f U, (z) du (t) définit une forme linéaire continue
G

sur M, donc un élément de M noté U () 2. Alors U (p) est un élément
de ’algébre de Banach B (M) des applications linéaires faiblement continues
de M dans M et on a

NUMI=] el Uk ) = U () U ()

pour [, U et U, mesures bornées sur G.

Pour feL' (G), dy»- = fdt on note U (f) = U (). Alors U est un homo-
morphisme de 1’algébre de Banach L' (G) dans ’algébre de Banach B (M).

Derinition 2.1.2. — Soit U une représentation de G dans M.

(a) On appelle spectre de U Uensemble Sp U = m Z (f).

SELLG),U(fH=0

(b) Pour x€M on pose Spy (x) = n Z (f).

ELLG),U(fHlz=0

(¢) Pour un fermé E de I' on pose M (U, E) = {z€M, Sp, (z)CE |.

Cette définition est exactement celle de [3] (déf. 2.1). D’apres ([3], § 2)
pour x == 0 1l existe f€ L' (G) telle que U (f) £ 0. On a donc Spyz = 9.
On azeM (U, {0}) si et seulement si U, (z) = z pour tout t€G. Ce sous-
espace particulier sera noté M". C’est une sous-algébre de von Neumann
de M. Pour tout projecteur non nul e € M’ I’algébre réduite M, est globale-
ment invariante par les U, pour t€G. On note U° la représentation de G
dans M. obtenue en posant U; (z) = U, (z) pour t€G et z€M..

[Nous dirons que U’ est la représentation réduite de U par e€ M".]
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Lemme 2.1.3. — Soient U une représentation de G dans M, e, e, e, des
projecteurs non nuls de M', E un fermé de T, feL" (G).

(a) On a z€M (U, E) su et seulement si pour tout voisinage compact ¥V
de 0 dans T' et tout geL' (G) tel que E + VCZ(g) ona U (g z=0.

(b) M (U, E) est un sous-espace vectoriel faiblement fermé de M.

(¢) Spy (2*) = — Spy (2).

(d) Sott X un sous-ensemble faiblement total de M. On a

SpU = < \J Spu (x)>—.
reX

e) M. (U, E) =M (U, E)nM..
f) UM (U,E)) =M (U, E) pour teG.
g) Spu (U (f) ) € Spy () N Support f pour zeM.
h) YESp U si et seulement si pour tout voisinage compact ¥V de Y on
a M (U, ¥)#{0}.
(t) Pour ey = e, on a Sp U"cCSp U~
(j) Le sous-espace de My engendré par les ¢ U (f), p€M,, feL! (G)

est normiquement dense dans M.

(k) Sotent ., et i1, des mesures finies sur G, et x€M. Siona iy (Y) = a (Y)
dans un voisinage de Spyz, on a U (1) x = U (p.) x

(l) Sotent z€M, a€eM’, beM"’, v une mesure finie sur G. On a
U (1) (azd) = a[U () ()] b.

Démonstration :

(a) Voir [3], remarque, § 2.

(b) Résulte de (a).

(c) Pour feL‘( , on a (f)(Y)={(—7) pour tout yel et
U(f)a* = (U (f) z)* pour z€M.

(d) L’1nclusmn Spy () €Sp U pour tout €M est immédiate.

Soient Y€I' et ¥ wun voisinage compact de 0 tels que

G+V+U)NSprr =0

pour tout z € X. Soit f€ L! (G) telle que f (Y) £ 0, mais Support fCy + ¥.
Le (a) montre que U (f) 2 = 0 pour tout 2&€ X. On a donc U (f) =0 bien
que f(y)5<0, dou Y&SpU

(e) Pour tout z€M. et f€L'(G) on a V(f)z=U (f)z ou V=T, donc
Spy x = Spy 2.
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(f) Soient z€M, feL' (G). Définissons f,€L' (G) par f, (t') =f (¢ — 1)
pour t et t' dans G. On a U (f) = U (f) [U, (z)] et Z (f) = Z () pour
tout t€G et tout x€M.

(g) On a Spy (U (f) x)CSpyx pour z€M, feL' (G). Si Y& Support f
il existe g€L' (G) avec g (Y)£ 0 et gk f=10 d’ou U (g) (U(f)z) = 0.
On a donc Spy (U (f) ) € Support f pour tout z€M.

(h) Pour 540 on a Spyz = @. Soit Yy&€Tl'; si M (U, V) 5 {0} pour
tout voisinage compact V de y on a YE%USpU x, €M 2———— Sp U.

Soit ¥ un voisinage compact de y tel que M (U, V) = {0} Pour tout
f€L! (G) tel que Support fC% et tout z€M on a Sp, (U (f) 2) ¥ donc
U (f)x = 0. 1l existe un tel f avec f(Y) 0 et on a YgSp U.

(t) Résulte de (e) et M, CM,, pour e, = e..

(j) Pour tout %0, x€M 1l existe fE€L' (G) et €M, tels que
e (U(f)z) 20 car Spyz# 9. Le théoreme de Hahn-Banach montre
alors la densité cherchée.

(k) Soit p. une mesure finie sur G telle que {. s’annule sur un voisinage
de Spyz. Pour feL! (G) on a U(f) U(p)z=U (o kf)xz=0 car p. xf
est un élément de L' (G) tel que (k% f) (y) =0 sur un voisinage
de Spyz. On a U (p) z = 0.

(l) On a
U () (@) = [ Ui axh) e (0 = [ aUi@ bdp () = a[U () @) .

Lemme 2.1.4. — Soit U une représentation de G dans M. Tout x€M
est fortement adhérent a U'ensemble des U (k) z pour k€L (G), || k|l £1,

A

et k a support compact.

Démonstration. — Pour tout compact KCT et tout ¢ > 0 soit k (K, <)
un élément de L' (G) de norme inférieure a 1 tel que & (K, ¢) (y) =1 — ¢
pour YEK et k (K, ¢) a support compact ([32], th. 2.6.8). Comme I’idéal
des feL! (G), tels que f soit & support compact, est normiquement dense
dans L' (G), on a pour tout f€L' (G) :

k(K,¢) % f—~[f (en norme) quand (K, &) — (T, 0).

Le lemme 2.1.3 (j) montre donc que pour €My ona¢o U (k (K,¢)) > ¢
(en norme) quand (K, ¢) — (I', 0).

On a alors = limite faible U (k (K, ¢)) 2, et la convexité de ’ensemble
des U (k) z, | k|, <1, k & support compact, permet de conclure.

Lemme 2.1.5. — Sotent E, et E, des fermés de I, E; la fermeture
de E, + E,. On a M (U, E,).M (U, E;)cM (U, E,).
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Démonstration. — Soient z,€M (U, E,), z.€M (U, E,), montrons
que z, 2, €M (U, E;). Le lemme 2.1.4, la bicontinuité du produit, sur
les parties bornées de M, pour la topologie forte, et les lemmes 2.1.3 (g)
et 2.1.3 (b) montrent que l'on peut supposer que Spy (z:) et Spy (z.)
sont compacts donc que E, et E, sont compacts. Il suffit de montrer que
pour tout voisinage compact ? de 0 dans I' et tout f€L (G), telle que
Et+E4+V4+VCZ(f), on a U(f)z, 2. =0 et d’utiliser 2.1.3 (a).
Soient ¥ un voisinage compact de 0 dans I', f;€L' (G) pour j =1, 2,
avec f; (Y) = 1 pour y dans un voisinage de Spy (z)), f; a support compact
contenu dans E; + ®. On a 2, = U (f;) 2; pour j =1, 2 [2.1.3 (k)]. Pour
teG, Xe€B (M) soit @ (X)€B (M) tel que @, (X) (z) = U, XU;" ().
L’application ¢t — @, est une représentation au sens de [3] (déf. 1.3) de G
dans B (M). Soit ® la représentation correspondante de L* (G) dans B (M)
et pour x € M soit L, €B (M) l'opérateur de multiplication par x & gauche :
on a L, (y) = zy pour tout yeM.

On a ®(L.)(y) = U. (e (U7 y)
dans M et t€G. On a donc @, (L,)

Comme 2, = U (fi) ;, on a

(Ur2) y = Ly, (y) pour a et y
Ly, pour tout z€M et tout t€G.

L, = f Lo,y f: () dl = @ (f.) Lo,

Soit o €M,; on a
¢ (U )z x:) = 9 (U (f) Lo, (x2)) = 9 (U (N (® (f1) Lz,) (U (f2) x.)).

Comme f, fi et f, sont dans L' (G), on voit que

¢ (U (f) 21 22) =ﬂ'f(t) fu) f. (&) g @& 4, 1) dt dt, dbs,

ou pour ¢, ¢, et t, dans G on a
gL, b) =9 (U (P, (L) Uy, (22))) = ¢ (Usr, L, Uy i) (22)).

Il existe donc une fonction A de G X G dans G, continue et bornée telle
que g (¢, ti, ts) = h (¢t + &, t. — t,) pour t, ¢, et t, dans G.

On peut, en utilisant le théoréme de Fubini, écrire :

o (U (f) & @) = jf k (v, w) h (v, w) dv dw,
ou

ko) = [ @0 —-0)fi0—u+w)ds;
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on a en effet pour u =t, v =t 4 t, w =1, — t, les égalités

v—u==1, v—u-tw=1 et du dv dw = dt di, di,.

La fonction f, f.,_, produit ponctuel des fonctions f, et fi _,
[fo,—w () = f. ¢t + w) pour tout teG]

est le produit de deux fonctions de L? (G) (car f; est par hypothése continue
a support compact) donc elle est dans L' (G).

Sa transformée de Fourier vérifie (fi fo._0)" (Y) = (fi % f2._u) (Y). Done,
indépendamment de w, on a (fi f>, )" (Y) = 0 pour tout Y dans le complé-

mentaire de Support f; 4 Support f; donc dans le complémentaire de
E, + E, + ¥ 4+ . Comme la transformée de Fourier de f s’annule sur
E, + E, + ¥ 4+ Vonadonck (v,w) = 0 presque partout en » pour tout w
donc ¢ (U (f) z, x:) = 0, ce que nous voulions prouver.

Lemme 2.1.6. — Soit (Vy)ser un recouvrement ouvert de I'.

Il existe un ensemble filtrant B, et une famille (8s 8)acs sens 4 éléments

de L' (G), tels que :
(@) Pour tout B€B lensemble des a € A tels que g, g % 0 est fini.
(b) Pour «€A, B€B on a Support g, 3CV,.

(¢) Pour tout r€M on a EU (8+,8) ¢ > x faiblement quand 3 — co.

-3

Démonstration. — L’ensemble des g€L' (g) qui sont sommes finies de
g, €L' (G) tels que Support g, C%,, est un idéal normiquement dense
dans L' (G). L’assertion (c¢) résulte donc du lemme 2.1.3 ().

2.2. EQUIVALENCE EXTERIEURE ET INVARIANT I.

DeriniTion 2.2.1. — Sotent M un facteur, U une représentation de G
dans M. On pose I (U) =N Sp U*® quand e décrit Uensemble des projecteurs
non nuls de M".

Prorosition 2.2.2. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.

(a) Soient e un projecteur non nul de M', e son support central relativement
a M’ E un fermé de . SiM (U, EYnMz £ {0} onaM (U, EynM. 5 {0 }.

(b) On a T'(U) =nSp (U°) quand e décrit 'ensemble des projecteurs
non nuls du centre de M".

(c) St MY est un facteur on a Sp U = I" (U).
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Démonstration :

(a) On a par définition e = \/ ueu* pour u unitaire de M". Soit z £ 0,
z€M (U, E)nM;. Il existe deux unitaires u et v de MY tels que
ueu* avev* = 0. Soit y = eu* ave. On a y#0, ye€M,, et yeM (U, E)
(lemme 2.1.5).

(b) L’assertion (a) montre que Sp U° = Sp U® avec les notations de (a)
[en utilisant le lemme 2.1.3 (e) et (h)] d’ou (b).

(¢) Immédiat.

DeriniTioN 2.2.3. — Soient M un facteur, U et V des représentations
de G dans M. On écrit U ~ V (et on dit que U et V sont extérieurement équi-
valentes) quand il existe une application fortement continue t — u, de G dans
le groupe unitaire de M telle que

W, = u, U, (u,) pourl, ett, dans G,
V., (@) =u, U, (x) u} pour tout xeM et tout teG.

Il est immédiat que ~ est une relation d’équivalence, plus fine que
la relation ¢ (U,) = ¢ (V,) pour tout t€G. 1l est faux en général que
e (U) = ¢ (V,) pour tout ¢ € G entraine U ~ V. [e désigne ’homomorphisme
de Aut M sur Out M considéré en 1.2.8.]

Tutorime 2.2.4. — Sotent U et V des représentations de G dans le fac-
teur M.

(@) I' (U) est un sous-groupe fermé de I'.
(b) On o T'(U) 4+ Sp U =Sp U.
() U~V entraine T (U) =T (V).

Lemme 2.2.5. — Soient U une représentation de G dans M, e, et e, des
projecteurs non nuls de M" équivalents relativement a M. On a alors :

T (Us) =T (Ue).

Démonstration. — Par hypothése il existe une isométrie partielle u€M
telle que u* u =e, et uu* =e,. Soient yv,€Il (U"), ¥ un voisinage
compact de Y,, €, un projecteur non nul de M'NM,,. Il suffit de montrer
I’existence d’un élément non nul de M (U, )N M,;. On aura ainsi montré
que I' (U")cTI' (U*) d’ou I’égalité cherchée en échangeant e, et e..

Il existe un voisinage %’ de 0 dans I', un voisinage ¥’ de v, tels que
V' 4 WV, puis un recouvrement ouvert (V). ¢, de I' tel que ¥V, — ¥V, CW
pour tout « € A. 1] existe donc g€L' (G) tel que U (g) €, u % 0 et Support
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gC ¥V, pour un certain «€A. (On applique le lemme 2.1.6 en constatant
que e, u%0.) Posons z = U (g) (¢, u). On a Support z =e,, Support
z* Z e,. On a, en utilisant le lemme 2.1.3 (g), Spyz + ¥’ — SpyzC?.
Par hypotheése il existe y€M (U, ¥')NM,;, y 7% 0 ol e, est le projecteur
non nul de M'NM,, défini par I’égalité

€, = Support U, ().

Z\E/G pport U, (z)

Il existe t, €G tel que U, (z) y 3% 0 car I'image de y est contenue dans
I'image de e, et n’est pas réduite a 0.

Il existe ensuite t.€G tel que U, (z) (U, (z) y)* 7% 0 car I'image de
(U, (z) y)* est contenue dans celle de y* donc dans I'image de ¢,. Comme
support z* = ¢, on a alors

U, @y U, @*)eM,,nM (U, (Spyx + ¥’ — Spy 2))

en utilisant les lemmes 2.1.3 (¢) et 2.1.5. On a donc montré que
M.AM (U, ¥) {0},

Lemme 2.2.6. — Sotent U ~v V des représentations de G dans M, (e;);, -1, »
un systéme d’unités matricielles pour le facteur F, de type 1.. Il existe une
représentation W de G sur M @ F, telle que pour t€G et x€M on ait

W (xz®eu) =U,(x) Qe W, (x Q e) = V: (@) Q es.

Démonstration. — Pour t€G, soit u,€M tel que V,(z) = u, U, (z) u;
pour tout z€M. Posons v, =1 @ e,y + u: @ e... L’application linéaire W,
définie par I’égalité

W, <2xi,- X eij> =U, (@) Qe + U, (x2) uf @ ez
+ u, U, (x'll) R e + u, U, (1'22) ur @ e

vérifie pour tout z€M @ F., 'égalité W, (z) = v, (U, Q 1) (z) v;. Donc W,
est un automorphisme de M @ F..

L’application t - W, est une représentation de G sur M dés que ’on a
v, (U, ®1)v, =v,,, pour tout couple (i, t.) d’éléments de G, 1i.e.
des que w, U, (u,) = u,., pour tout couple (ti, t.) d’éléments de G.
La définition 2.2.3 permet donc de conclure.

Démonstration du théoréme 2.2 .4 :

(b) T (U) contient I’élément 0 de I' [on a Spy (1) = {0}]. 1l suffit donc
de montrer que pour y,ESp U et y.€I'(U) on a v, +7.€5p U, i.e.
que pour tout voisinage V de Y, + Y. ona M (U, ¥) == {0 }. Pour j =1, 2.
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Soit ¥; un voisinage de y;, aveec ¥, + V,CV. Soit x, €M (U, ¥,) tel
que z, # 0 et e = \/ Support U, (z,). Alors e est un projecteur non

teG

nul de M" donc il existe z. %0, z.€M (U, ¥,)nM..

Il existe ¢, €G tel que U, (z:) 2,52 0. On a donc [lemmes 2.1.3 (f)
et 2.1.5] M (U, ¥)#{0}].

(a) Utilisant (b) on a, pour tout projecteur non nul e de MY, I’égalité
I' (U?) 4 Sp U° = Sp U°. Donec I' (U) étant contenu dans I' (U) on a
I' (U) 4 Sp U® = Sp U°. Cette égalité valable pour tout e et la définition
de I' (U) montrent que I' (U) 4 I' (U) = I' (U). Comme I' (U) est un sous-
ensemble fermé symétrique de I' on a montré (a).

(c) Soient U et V des représentations de G dans M avec U~ V. Le
lemme 2.2.6 permet de construire une représentation W de G dans M Q F.
et deux projecteurs équivalents 1 @ ey et 1 & e.. de M Q F., invariants
par W, et tels que, par isomorphisme, on ait

[ (W®a) =T (U), T (W'®=)=T(V).

Le lemme 2.2.5 montre donc que I' (U) =T (V).

.3. INTERPRETATION DE L’ORTHOGONAL DE .
2.3. 1 5 ’ ru

Tutortme 2.3.1. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
St Sp U/T' (U) est compact, Vorthogonal de I' (U) est Uensemble des t€G
tels qu’il existe un unitaire u du centre de M' vérifiant I'égalité

U, (x) = uxu* pour loul xeM.

L’idée de la démonstration est d’utiliser un des critéres classiques
([33], th. 4.1.19) qui assure qu’un automorphisme de M est intérieur
quand son spectre dans B (M) n’est formé que de z€C tels que Re (z) > 0.

Lemme 2.3.2. — Sotent U une représentation de G dans le facteur M, ¥
un voisinage compact de 0 dans T, e, et e, des projecteurs non nuls de M".
Il existe deux projecteurs non nuls fi et f» de MY, fi < e, fo = e, tels que
Sp Ufc® + Sp U4 Sp Uc®¥ + Sp U~

Démonstration. — 11 existe un z 5% 0, €M tel que e, z = 2, ze, = 2.
Le lemme 2.1.6 montre qu’il existe g€ L* (G) avec Support g-Support gC ¥

et U(g) z=0.
Soit y = U (g) (x); on a
ey=eaU(9@=U(@@E2)=U@r=y;
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de méme ye. =y, et Spy (y) — Spu (¥)CV [2.1.3 (g)]. Soient f, = \J
teG

Support U, (y*), f» = \/ Support U, (y). On a f;€M" par construction,
(€6
fi#0, et f<e; pour j =1, 2.

Montrons que f, et f. vérifient les conclusions du lemme. Montrons
que Y,€Sp U" entraine y,€% 4 Sp U” i.e. que pour tout voisinage
compact ¥, de v, on a (¥, — V)NSp U* £ O (puisque par hypothése
on a ¥ compact donc ¥ + Sp U” fermsé). Soit z, < 0, z, €M (U, ¥,) N M,.
Il existe t,€G tel que U, (y*)z7#0 puis t.€G tel que

z, = U, y*) 2. U, (y) 5~ 0.

On a fixs =2, car [, U, (y*) = (U, (y) f)* = U, (y*). De méme,
T f.z = 2,. Comme z.€M (U, (—— V4 ‘171)) (lemme 215) on a

MU, (¥, —¥)nM, {0} donc (¥, — ¥)nSp U/: £ @.

La deuxiéme inclusion du lemme 2.3.2 se démontre de la méme maniére.

Lemme 2.3.3. — Soient U une représentation de G dans le facteur M, e
un projecteur non nul de M". On a T’ (U°) =T (U).
Démonstration. — On a clairement I' (U)cI' (U¢). On a

I (U) =n(Sp U/ + )

pour f projecteur non nul de M" et ¥ voisinage compact de 0. Le
lemme 2.3.2. montre que chaque Sp U’ + @ contient un Sp U* ou
e, — e, d’ou le résultat.

Lemme 2.3.4. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
La famille F (U) des sous-ensembles de I' de la forme ¥ -+ Sp U*, pour ¥
voisinage compact de 0 dans I' et e projecteur non nul de M" est une base de
filire d’intersection T (U).

Démonstration. — Montrons que c’est une base de filtre. Soient
Vy + Sp U et V. 4 Sp U” deux éléments de F (U) et ¥ un voisinage
compact de 0 dans I' tel que VCV, et V 4 VCV,. Le lemme 2.3.2
appliqué au triplet ¥, e,, e, montre I'existence de f, et f,, projecteurs
non nuls de MY tels que fi = e, fo < e :

¥ 4+ Sp U/icv, 4+ Sp U« [car fi Z e, et V¥V, cf. 2.1.3 ()],
Y+ SpU/ic¥ + ¥ + Sp U, + Sp Ve

Il suffit donc de constater que ¥ + Sp U’* est un élément de F (U).
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Remarque. — Le lemme 2.2.6 et 'argument ci-dessus montrent que
s1 U et V sont des représentations de G sur M, avec U~ V, 1l existe pour
tout F, €F (U) un F.€F (V) tel que F.CF,.

Les lemmes 2.3.5 a 2.3.9 ont pour but de calculer le spectre de U,
dans D’algébre de Banach B (M), a partir de Sp U et t€G. L’hypothése
« M facteur » n’intervient pas.

Lemme 2.3.5. — Sotent ¢ > 0, M une algébre de von Neumann, U une
représentation de G dans M, K un compact de G et Y, €I'. Il existe un voisinage

compact ¥ de v, tel que | U, (x) — (¢, Yo) z || = ¢ || @ || pour tout z€M (U, ¥)
et te€K.

Démonstration. — Soient ¥, un voisinage compact de y,, et f€L! (G)
tels que f(y) =1 pour tout YEX,. Pour i, €K soit F (¢) ’élément de
L (G) tel que F (&) (t) = f(t — to) — (%o, Yo) f (£) pour t€G. On a

F) @ =(toy)f@) — (&, %) f¢)  pour yel.

Il existe ([32], th. 2.6.3) pour t, EK un k€L’ (G) tel que | F (t,) x k|| <c¢
et k (Y) = 1 sur un voisinage de Y,. La continuité de 'application t, - F (t,)
du compact K dans L' (G) montre I’existence d’un voisinage ¥, de 7,
tel que pour tout t, € K, 1l existe un k€L’ (G) avec l?(*{) =1 pour YEYV,
et | F(t)*x k| <e

Soient ¥ un voisinage compact de Y, contenu dans I'intérieur de ¥, NV,
z€M (U, V) et t,€K. On a

U,@—(wez=Uwaz, @) =(y)— () pour yel.

Il existe k€L'(G) avec k(y) =1 pour Y€V, et | F (t) % k| <.
L’égalité (F (t,) x k)" (Y) = . (Y) ayant lieu sur un ouvert contenant

Spy  on. a
10, @ = (L 7o) 2l = [ UFE W) k || <[ F ) x k|f.[z]| << .
Lemme 2.3.6. — Soient M une algébre de von Neumann, U une représen-

tation de G dans M. Soit YETI'. Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(a) YeSp U.
(b) Il existe une famille (x,), indexée par un ensemble filirant A, d’élé-
ments de norme 1 de M, telle que

| U @) — (6 7) || >0 pour a —> oo,
uniformément sur tout compact de G.
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(¢) Pour toute mesure finie . sur G on a |0 (V)| < || U (&) [lsw
(d) Pour tout f€L* (G) on a [f(¥) [ <] U (f) -
Démonstration. — Le lemme 2.3.5 montre que (a) entraine (b).

Montrons que (b) entraine (c). Soient p une mesure finie sur G et (z,)
comme dans (b). On a pour tout compact K de G :

10 () @) — £ @) 2 || = H f (U @) — (57) 2a) dp <t)“
< sup || Ur @a) — (&) 2o [l [} + 242 | (K.

On a donc montré que pour tout ¢ > 0 il existe un élément z, de M
de norme un, tel que || U (1) 2o ||| B (Y) | — &

L’implication (c) entraine (d) est immédiate et I'implication (d)
entraine (a), résulte de la définition : Sp U =|veTl, f(y)| =0 pour
tout feL* (G) tel que U (f) ={0}.

Prorosition 2.3.7. — Soient M une algébre de von Neumann, U une
représentation de G dans M, Y Palgébre de Banach engendrée par U (L' (G))
dans B (M). Pour Y€ Sp U soit 1y le caractére de Y tel que 7. (U (f)) = f (¥)
pour tout f€L' (G). L’application ¥ — y, est un homéomorphisme de Sp U
sur le spectre de Ualgébre de Banach Y.

Le lemme 2.3.6 montre que s1 YE€Sp U, %, est un homomorphisme de
U (L* (G)) dans @ qui se prolonge a l’adhérence Y de U (L* (G) dans
B (M). L’application Yy — y, est injective car y, =y, entraine
f () = f(y:) pour tout f€L' (G). Elle est continue car U (L' (G)) est
dense dans Y.

Soit h un caractére (non nul) de Y; il existe alors yE€I' tel que

A

R(U () =f(y) pour feL' (G) [car ho U est un caractére (non nul) de
L' (G)] et comme |k (U (f)) | < || U (f) || pour tout f€L* (G), y vérifie (d)
du lemme 2.3.6. 1.e. YESp U.

Lemme 2.3.8. — Soient M une algébre de von Neumann, U une représen-
tation de G dans M. Pour tout s € G le spectre de U, dans 'algébre de Banach

B (M) est l’adhérence de Uensemble des (s,7), y€Sp U.

Démonstration. — Soit Y€ Sp U. 1l existe une famille (2,)sc, d’éléments
de M telle que ||z, || =1, H U, (z) — (s, 7) 24 H — 0 quand « — 00. Donc
U, — (s, v) n’a pas d’inverse dans B (M).

Soit A un nombre complexe que A€ (s, 1), ye__Sp U |”. Soit ® un ouvert

du cercle unité T, = {z, | z| = 1 | contenant | (s, 7), Y€Sp U | et tel que

rgw.
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1

Soit f une fonction de classe C* sur T, qui coincide avec (z — A)™* sur w,

+ o

On a f(z) Zanz pour z€T, avec Y |a,| < oo.

Soit X =Ya,U,. On a X€B(M) et X =U <2an ) ol pour
t€G, ¢, désigne la mesure unité portée par {¢}. On a

X (U, —2) = (U, — )X = U (),

ot = (e — ek (Banen) done f(v) = ((5,7) = 0 F((57). Par

hypothése sur f on a donc . (y) =1 pour y€|v€T, (s, Y)€w | qui est
un ouvert contenant Sp U. Pour tout z€M on a U(wz==
[lemme 2.1.3 (k)], donc U () = 1.

Lemme 2.3.9. — Souit ¢ un automorphisme d’une algébre de von
Neumann M. Si le spectre de 5 dans B (M) est égal a {1} on ac = 1.

Le lemme 2.3.8 montre que la représentation n — ¢" de Z dans M est
triviale.

Lemme 2.3.10

(a) Soient M un facteur, u un unitaire de M, i, 'automorphisme x — uzu*
de M. Alors le specire de i, dans B (M) est U'ensemble des ., ;' pour i,
h € Sp u.

(b) Soient M un facteur, U une représentation de G dans M, t,€G, u
un unitaire de M" tel que U, () = uau* pour tout xt€M. Alors (t,, v) = 1
pour tout YET (U).

Démonstration :

(a) Le spectre de L, dans B (M) est contenu dans Sp u, le spectre de
R+ [Ru () = zu* pour tout 2 € M}, dans B (M), est contenu dans (Sp u)™".
Comme L, et R,. commutent, on a

Spuon () C{ 2 A3"5 2, le€Sp u .

Soient ¢ > 0, A, (resp. 2.)ESp u, e, €M (resp es €M) un projecteur = 0
tel que || ue, — Ayey || <Zc (vesp. || e2u — Ay es || = ¢), vEM une isométrie
partielle telle vo* ——e,, v*v=—e,, v % 0. On a

i@ — M2 v || =|u — 2 vu || | (ue, — e v+ |[v(eeu —lie)| =<2

On a donc
SpB(M) (iu) = { )\1 ;\;!; 7\1, lgGSp u ;.
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(b) Soit ¢ > 0. Il existe un projecteur spectral e % 0 de u et un A | A | =1
tels que || ue — A e || < e. Il existe donc un projecteur e = 0, e€ M" tel que
Sp U; [dans B (M.)]C{z, |z —1|<¢}. En utilisant le lemme 2.3.8 on a
alors | (t,, Y) — 1|=_¢ pour tout y € Sp U*. D’ou (¢, y) =1 pour tout YET (U).

Démonstration du théoréme 2.3.1. — Le lemme 2.3.10 montre que tout
t€G tel qu’il existe un unitaire u du centre de M" vérifiant U, (z) = uzu*
pour tout z € M, appartient a I’orthogonal de I' (U). Soit ¢ dans I’orthogonal
de I' (U). Pour =€]0,1] posons V.= {y€l, Re(t,y)>1—c}; ona
V. + v = V. pour tout YEI (U) donc en notant h ’application canonique
de I' sur T'/T'(U) on a A" h (V) = V..

Les h (F,), F,€F (U) (2.3.4) forment une base de filtre d’ensembles
compacts [par hypothése h (Sp U) est compact] tels que A~ h (F,) = F,
[théoréme 2.2.4 (b)] et d’intersection {0}. Pour ¢ > 0 donné il existe
donc un F,€F (U) tel que h (F,)Ch (V) 1. e. que F, C¥.. 1l existe donc
un projecteur f < 0 de M" tel que Sp U/ C¥.. On a alors

Sp U/ [dans B (M,)]
={(t,y),veSpU/ | c{zeC,|z| =1, Rez>1—¢| (lemme 2.3.8).

Le théoreme 4.1.19 de [33] et le lemme 1.5.2 montrent qu’il existe
un unitaire v de M tel que U, (z) = uzu* pour tout z€M. Montrons
que u€M’ (il est alors clair que u€& Centre de M").

Pour tout projecteur non nul f de M' on a ufu* = f donc uf = fu.
De plus comme M, est un facteur on a [2.3.10 (a)] :

Spectre U/ [dans B (M/)] = { A, A;', A;€Spectre uf dans M, |.

L’égalité I' (U°) =T (U) pour toute représentation U° réduite de U
(lemme 2.3.3) montre donc que pour tout projecteur non nul e de M’
et tout ¢ > 0 il existe un projecteur non nul f de M", f = e tel que

nf Jluf = f( <.

Soit alors ¢ > 0 et (f,) une famille maximale de projecteurs deux a deux

orthogonaux de MY, avec pour tout «, f,< 0 et %nf | ufa — A fo| < e
Ihi=1

La maximalité assure que Zf“ = 1; avec des A, (| A, | = 1) convenables

on a H w —Z)\afa

~ ¢ On a donc ueM".

Cororraire 2.3.11. — Soient G un groupe abélien discret, U une représen-
tation de G dans un facteur M. L’ensemble des noyaux des représentations
extérieurement équivalentes & U admet un plus grand élément quu est I'ortho-

gonal de T' (U).
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Démonstration. — Nous notons T (U) D'orthogonal de I' (U). Soient V
une représentation de G dans M avec V~ U, et t€G avec V, =1. Le
lemme 2.3.10 montre que t est dans 'orthogonal de I' (V) =T (U) donc
dans T (U). Montrons I’existence de V.~ U avec V, = 1 pour tout t€T (U).

Soit H le groupe des unitaires u du centre de M' tels qu’il existe un
t=1t(u)€T (U) avec uau* = U, (z) pour tout x€M. Grace au théo-
réme 2.3.1, u - t (u) est un homomorphisme de H sur T (U)/Noyau de U,
de noyau le groupe T, des nombres complexes de module 1.

Or T (U) est discret. D’apreés [15] 1l existe donc une application ¢ — u,
de T (U) dans le groupe unitaire du centre de MY avec u,., = u, u,
pour ¢, et ¢ dans T (U) et U, (z) = w,zu; pour z€M, t€T (U). Le
corollaire 2.3.11 résulte alors du lemme suivant que nous démontrons
dans un cadre plus général pour la suite.

Lemme 2.3.12. — Sotent A une algébre de von Neumann, G un
groupe abélien localement compact, G, un sous-groupe fermé de G, u un
homomorphisme fortement continu de G, dans le groupe unitaire de X. Il
existe un prolongement v de u en un homomorphisme fortement continu de G
dans le groupe unitaire de X.

Démonstration. — On peut supposer que A est engendrée par I'image
de u et que A est de genre dénombrable. En représentant A dans un espace
de Hilbert dans laquelle elle a un vecteur totalisateur et séparateur on
se raméne au cas A = L* (I}, 1,); ou 1 est une mesure positive finie
sur le dual I', de Gy, et pour s€Gy, u, est la fonction v — (s, v), YET,.
En décomposant A en produit d’algébres de von Neumann, on peut de
plus supposer U, a support compact. Soit alors K un compact de I' (dual
de G) tel que son image p (K) par I’homomorphisme canonique p de I'
sur I'y soit le support de .

Soit  un point extrémal dans le convexe faiblement compact des
mesures positives sur K telles que p () = ;. D’apres [28] lapplication I
qui & f€L” (p.) associe fo p€L” (1) est bijective. Pour t€G soit w, la
fonction y — (¢, v), et v, = 17" (w,). Alors Dl'application t— v, vérifie
les conditions du lemme.

Cororratre 2.3.13. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.
St T')T (U) est compact il existe une représentation V de G dans M telle que
V~Ue SpV=I(V)[=T(U)].

Démonstration. — Comme l'orthogonal T (U) de I' (U) est un groupe
discret la démonstration du corollaire 2.3.11 montre qu’il existe une

représentation V~~ U telle que V, =1 pour tout ¢ dans ’orthogonal de
I (U) =T (V).
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On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 2.3.14. — Soit 'V une représentation de G dans le facteur M.

Pour que Sp V=T (V) i faut et il suffit que V, =1 pour tout t dans
Dorthogonal de T (V).

Résulte immédiatement des lemmes 2.3.8, 2.3.9 et de I’inclusion

I'(V)cSp V.

Cororraire 2.3.15. — Soit ¢ un automorphisme d’un facteur M.

(a) St le spectre de o dans Ualgébre de Banach B (M) r’est multiplicative-
ment invariant par aucun nombre complexe différent de 1, 5 est un auto-
morphisme intérieur de M.

(b) St le spectre de o est différent de U'ensemble des nombres complexes de
module 1, il existe un entier n 7= 0 tel que 3" soit un automorphisme intérieur

de M.

Démonstration. — Soit U la représentation du groupe additif Z dans M,
qui & n€Z associe 'automorphisme ¢" de M. Soit T, = {z€C, |z| =1}
le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 avec (n, v) = "
pour n€Z et YET,. On a (lemme 2.3.8) Sp U = |y, Y &€ Spectre ¢ dans
B (M) |. Dans les hypothéses de (a) on a (en utilisant 2.2.4), I' (U) = {1 };
en utilisant le théoréme 2.3.1 (et la compacité de T,), o est intérieur.
Dans les hypotheéses de (b) on a I' (U) 2 Ty donc I'orthogonal T (U) de
I' (U) contient un n £ 0, 'automorphisme U, = ¢" est alors intérieur
(théoréeme 2.3.1).

Remaroues 2.3.16

(a) Soit H un espace de Hilbert, M = £ (K); rappelons que tout auto-
morphisme de M est intérieur. Il existe une représentation du groupe additif
Z.x 171 dans M telle que U, 1 pour t#0 et que M' = C. On a alors
Sp U =T (U) = dual de (ZXZ) ce qut prouve que U n’est pas extérieurement
équivalente a la représentation V ou V, = 1 pour tout t€Z X L. On a cependant

¢ (U) =< (V) pour tout t€ZXZ (cf. 2.2.3).

(b) Le corollaire 2.3.13 se généralise v¢raisemblablement au cas ou
Sp U/T' (U) est compact.

Prorosition 2.3.17. — Soit U une représentation de G dans le facteur M.

(a) Pour tout projecteur non nul e de M" il existe une représentation V

de G sur M telle que V~ U et Sp VcSp U
() On a T (U)=("\Sp V.
V~U
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Démonstration de (a) :

19 Cas ot e est équivalent a 1 relativement & M. — Soit u€ M avec uu* = e,
u*u=1. Pour z€M et t€G, soit V,(z) =u* U, (uzu*)u. On a
u* U, (u) €M, u* U, (u) unitaire pour tout {€G, avec

u* Ull (u) Ull (u* Uta (u)) = u* Uli (e) Ult+’e (u) = u* le+lg (u)

pour ¢, et ¢, dans G. Donc V est une représentation de G dans M et V ~ U.
En outre V est isomorphe a la représentation réduite U° de U par e grice
a Iisomorphisme x — uzu* de M sur M.. On a done Sp V = Sp U-.

20 Cas ot e n’est pas équivalent a 1 relativement a M et ot lalgébre de
von Neumann M' r’a pas de projecteur minimal. — Supposons d’abord M
fini, et soit 7 la trace sur M telle que 7 (1) = 1. Par hypothése il existe
pour tout projecteur f non nul de MY et tout ¢ > 0 un sous projecteur f;
de f tel que fi 20, =(fi) <e et fieM".

Soit nE€N tel que 1/n = = (e) et soit (f,) une famille maximale de projec-

teurs de MY, non nuls, tels que f, = e, que Zﬂc (fx) =1/net quef, f.,=0

pour «, > a,. Soit e, =Zf“5 on a 7 (e;) = 1/n, en utilisant la maximalité

de la famille.
11 existe donc, dans ce cas, un projecteur e, 20, e, = e, e, €M’ et
une famille (eg) de projecteurs de M deux a deux orthogonaux, équivalents

a e, relativement & M et tels que 263 =1, e.€{eg|.

Cette conclusion reste valable quand M n’est pas un facteur fini car
par hypothése e n’est pas équivalent a 1 relativement & M donc 1 — e
est (quand M n’est pas fini) somme de projecteurs orthogonaux équivalents
ae.

Soit alors F un facteur de type I, f un projecteur minimal de F, et I un
isomorphisme de M sur M, @ F tel que I (z) =2 f pour tout z€M,,.

Pour t€G soit V,=1" (U ®1) 1. Alors V est une représentation
de G dans M. Pour f€eL' (G)ona V(f)=1"(U*(f)® 1) I. On a donc
Sp V= Sp U* et comme ¢, = ¢ on a Sp VCSp U-.

Pour z€M* on a I(z) =2 @ f donc V,(z) = U (z). On a donc
Ve = U®. La conclusion V~ U résulte du lemme suivant :

Lemme 2.3.18. — Soient U et V des représentations de G dans M et e
un projecteur non nul de M'NM". St U~ V° on a U~ V.

Démonstration. — Par hypothése 1l existe une application ¢t > u, de G
dans M. telle que w,u =uu =e pour t€G, u,U, (v, =u,.,
pour t, et t, dans G et w,zu; = V, U;" () pour tout z€M., et t€G. Le
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lemme 1.5.2 détermine une application ¢t - v, de G dans M telle que
v;v,=v,v; =1 pour t€G et que v, av; = V,U;' () pour tout z€M
et t€G. L’unicité dans 1.5.2 montre que v, U, (v,) = v,-, pour ¢ et i,
dans G. La remarque 1.5.3 (¢) montre que ¢ - v, est fortement continue.

On a donc V~ U.

30 Cas ou Ualgébre de von Neumann M' a un projecteur minimal.

Lemme 2.3.19. — Soit U une représentation de G dans M telle que I'algébre
de von Neumann M' contienne un projecteur minimal. Il existe alors une
représentation V ~ U telle que Sp V=T (U).

Démonstration. — Soit e un projecteur minimal de MY On a
I'(U) =nSp U/ pour [ projecteur non nul de M'NAM. donc
Sp Us =T (U°) =T (U) (lemme 2.3.3). Donc pour tout s dans ’orthogonal
T (U) de T'(U) on a U; =1 (2.3.14).

Le lemme 1.5.2 montre donc que pour s€T (U) il existe un unique
unitaire u, de M tel que eu, =e et U, (z) = u, zu}; pour tout z€M.
On a u,€M’ car, pour t€G, U, (u,) vérifie les mémes conditions que u,.
On vérifie que 'application s — u, est multiplicative et fortement continue
(1.5.3), donc (lemme 2.3.12), il existe un homomorphisme ¢t - v, de G
dans le groupe unitaire de M tel que v, = u, pour t€T (U).

Pour t€G soit V, (z) =v; U, (z) v, pour tout t€M. Alors V est une
représentation de G, on a V~ U, et V,=1 pour ¢ dans 'orthogonal de
I' (U) donc (lemme 2.3.14) on a Sp V=T (U).

Démonstration de (b) de2.3.17. — Pour V~~ Uonal (U) =T (V)CSp V;
on a donc I' (U)c NnSp V pour V~ U. L’inclusion inverse résulte du (a)
de la proposition 2.3.17.

2.4. Discussion pE L'EGALITE Sp U =T' (U) ouanp I' (U) EsT pISCRET.

TutoriME 2.4.1. — Sotent M un facteur, U une représentation de G
dans M telle que T' (U) soit discret. On a Sp U =T (U) si et seulement st
Palgébre de von Neumann M est un facteur.

Lemme 2.4.2. — Soit U une reprécentation de G dans Ualgébre de von

Neumann M telle que Sp U soit discret.

(a) Sott x€M, x 5% 0. Il existe f€L" (G) telle que Spy (U (f) z) soit réduit
d un point de Sp U.

(b) Soit yeM tel que Spy (y) soit réduit & un point. Le support de y dans M
est un élément de M.
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Démonstration :

(a) Soit Y, un point de Spy z et f€L' (G) telle que f (o) £ 0 et f(y) = 0
pour tout YESp U, v v,. On a U (f) z 2 0 par définition de Spy (z),
donc Spy (U (f) z) % @ etlelemme 2.1 .3 (g) montre que Spy (U (f) z) C{ Yo

(b) Soit yeM (U, { v, |). Le lemme 2.1.3 (c) et le lemme 2.1.5 montrent
que y*y€M (U, {0}) = M’ d’ou 2.4.2 (b).

Démonstration de 2.4.1. — Si M est un facteur, on a Sp U =TI' (U) (2.2.2).
Supposons que Sp U = I' (U). Soient ¢, et e, des projecteurs non nuls de M".
Comme M est un facteur, il existe un z€M tel que e, ze. % 0, donc un
feL' (G) tel que y= U(f) (ex we.) vérifie y =0, Spy(y) = {Y,| pour
un Y,€l'(2.4.2). On a Support yeM'’ [2.4.2 (b)]. D’autre part
ey =y, ye. = y donc Support y =~ e,, Support y* = e,. Soit e; = Support
y. On a e;€M", e, £ 0; comme Y, €' (U), 1l existe

z, 40, x,eM@U,{—7v HnM,,.

On a yz, %40, yz, €M’ (2.1.5), et e, yx, es = yx, # 0. Ainsi, pour
tout couple (e;, e;) de projecteurs non nuls de M il existe un z, % 0,
x, €M tel que e, o, e, 7% 0. Donc M' est un facteur.

Prorosition 2.4.3. — Soient M un facteur, U une représentation de G
dans M. S’il existe un projecteur minimal dans le centre de MY, il existe
V~ U telle que Sp V=T (U) =T (V).

Soit f un projecteur minimal du centre de M'. On a (2.2.2),
I' (U/) = Sp U/ done Sp U/ =T (U). On applique alors 2.3.17 (a).

II1I. — Invariant S

Nous appliquons les résultats de la 22 partie au cas G =R et U, = o}
ou o% est la représentation modulaire associée au poids normal fidéle ¢
sur le facteur M. Il est commode, ici, d’identifier le groupe dual de R
au groupe multiplicatif RY. Le théoréme 1.2.1 montre que la classe d’équi-
valence extérieure de 5? est indépendante du choix de ¢, donc que I' (%),
qui est un sous-groupe fermé de R}, est un invariant algébrique de M.

Dans 3.1 nous définissons I'invariant S (M), intersection des spectres
des opérateurs modulaires associés aux poids normaux fideles semi-finis
sur M. Puis nous montrons que OgS (M) est équivalent a « M semi-fini »
et que dans ce cas S (M) = {11].

Dans 3.2 nous montrons, avec les notations ci-dessus, que
S (M)AR* =T (o7).
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Dans 3.3 nous calculons S (M) pour les facteurs construits & partir de
groupes ergodiques de transformations bimesurables, le reliant ainsi au
« ratio set » de Krieger et montrant que pour tout sous-groupe fermé G
de R’ il existe un M tel que S (M) = GuU{0}|.

Dans 3.4 nous montrons que si S (M) £ {0, 1}, T (M) et 'orthogonal
de S (M).

Dans 3.5 nous relions 'invariant S a la propriété L. de Powers.

Dans 3.6 nous relions les invariants S et T aux invariants r_ et p d’Araki
et Woods dans le cas des produits tensoriels infinis de facteurs de type I.
En corollaire nous redémontrons les principaux résultats de la classi-
fication d’Araki et Woods [2]. Nous prouvons ensuite que les égalités
démontrées dans le cas des facteurs d’Araki-Woods ne sont pas vraies
en général. Utilisant I'invariant T nous montrons que la classification
des facteurs de type III non hyperfinis n’est pas standard (voir 3.6.4).

Dans 3.7 nous montrons, grice a l'introduction de la notion d’état
presque périodique sur une algébre de von Neumann, I’équivalence pour
tout facteur M tel que S (M) £ [0, oo et tout A €]0, 1/2[ entre la propriété Ly
de Powers et la propriété A/1 — A€S (M). Il en résulte que pour tout
+€]0, 1/2[ les propriétés L, de Powers et L; d’Araki sont non équivalentes.

3.1. PRELIMINAIRES.

Deérinition 3.1.1. — Soit M un facteur. On pose S (M)= NSp A, quand ¢
décrit Uensemble des poids normaux fidéles semi-finis sur M (A, désigne
Popérateur modulaire de @).

Par construction, S (M) est un sous-ensemble fermé de R,, et définit
un invariant algébrique de M.

Lemme 3.1.2. — Soit M un facteur; les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) 0&S (M).

(b) S (M) = {1].

(c) M est semi-fine.

Les implications (¢) = (b) = (a) sont immédiates. Montrons que (a) = (c).
Soit ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur M tel que O Sp A,.

L’égalité J, A, J, = A" montre qu’il existe A > 1 tel que Sp A,C[A™, A].
Pour t€R et z€M on a

To (af (x)) = ¢!V o (x) e—itlly,

ou Hy, = Log A, est borné. Le théoréme 4.1.15 de [33] et le théoréme 7.4
de [30] montrent donc que M est semi-fini.
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Lemme 3.1.3. — Pour que M soit fini il faut et il suffit qu’il existe une
forme linéaire normale positive fidéle @ sur M telle que 0€ Sp A..

51 M est un facteur fini il existe une forme linéaire normale positive et
fidele = sur M telle que 0&Sp A.. Inversement soit ¢ une forme linéaire
positive normale fidele sur M telle que 0 Sp A,, i. e. telle que A, soit un
opérateur borné.

Soit (x,) une famille d’éléments de M indexée par un ensemble filtrant A
telle que [|z.| =~ 1 pour tout € A et que z, > z fortement quand « —o0.
On a v, (x4) — My () dans J, quand o — 00, donc comme A" est borné
on a

1ig (X%) = Jo A’ 119 (Ta) > Jo AV 1g (¥) =75 (#*)  quand  a« — co.

Le vecteur 7, (1) = £ de JC, est totalisateur et séparateur pour =, (M)
et on a

[[ 7o (xd) || £ 1 et To (XF) £ > Ty (%) £ quand o — oo.

On a donc montré que z; tend fortement vers 2* quand o — 0.
Le lemme 14 (p. 303 de [13]) montre que M est fini.

Pour terminer ces préliminaires rappelons que, d’aprés [b] (th. 3.4),
les propriétés suivantes sont équivalentes pour un poids normal fidele
semi-fini ¢ sur une algébre de von Neumann M :

i

3.1.4 (a) : Pour tout x > 0, z €M, il existe une forme linéaire ¢ positive
normale et of-invariante pour tout ¢{€R, telle que ¢ (z) > 0.

3.1.4 (b) : La restriction de ¢ & M, est une trace normale fidéle semi-
finie sur M..

3.1.4 (¢) : Il existe une espérance conditionnelle normale fidéle E,
de M sur M, telle que ¢ E, = ¢.

3.1.4 (d) : 1l existe une famille (};),e; de formes linéaires positives
normales dont les supports sont deux a deux orthogonaux telle que

o () =2 ¢; (z) pour tout z€M..
3.1.4 (e) : 11 existe une espérance conditionnelle normale fidéle et

g, -invariante pour tout t€R de M sur M..

DeriniTionN 3.1.5. — Soit M une algébre de von Neumann. On appelle
potds normal fidéle strictement semi-fint sur M tout poids normal fidéle
semi-fint ¢ vérifiant les conditions équivalentes 3.1.4.
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3.2. Eearrre S (M)NR* =T (5,).

TutoriME 3.2.1. — Soit M un facteur et pour tout poids normal fidéle
semi-fint @ sur M soit 5% la représentation t — o7 de R dans M. St on identifie
le groupe R* au dual de R, en posant (t, 1) = A" pour tout tER et L ERY,
on a

S (M)NR* = T (59).

Démonstration. — Le théoréme 1.2.1 montre que pour tout couple de
poids normaux fidéles semi-finis ¢, et ¢, on a g * ~v ¥ au sens de la défi-
nition 2.2.3. Le théoréme 1.2.4 montre que pour toute représentation U
de R dans M, appartenant a la classe d’équivalence ci-dessus, 1l existe
un poids normal fidéle semi-fini ¢ sur M tel que U = 3% Le théoréme 3.2.1
résulte donc de la proposition 2.3.17 et du lemme suivant :

Lemme 3.2.2. — Soit ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur M. Avec
Uidentification ci-dessus de R, au dual de R on a

Spe” = Sp A, nR*
Soit €9, et soit .+ une mesure finie sur R. Pour 2€R; on a

a0 = [2du .
R

La fonction {. est continue bornée définie sur ]J0,0[. Comme A, est positif
autoadjoint non singulier, ’expression {. (A7') a un sens et définit un opéra-
teur borné dans ;. Soit x €IL.. Montrons que y =fncf (z) du (t) €91,

et que

) A7 @) = < fR 5 (@) dps <t>>.

On peut supposer que [ est positive de masse 1. La semi-continuité
inférieure faible du poids ¢ montre que I’ensemble

tyeM, jyll<lz[, o @*y) <9 @ 2)]

est fermé pour la topologie k-forte. Comme cet ensemble est convexe,
1l est faiblement fermé et comme y =fcf (x) dp-(t) lui est faiblement
adhérent, on a montré que ¢ (y* y) < 00, donc y € IL,. Donc 7| (y) a un sens.
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De plus pour tout z€ 9, on a

{n@)yn @) =9 (E*y) =f<P (2% o7 (x)) dp- ()
R

=fR<A':n<:c>, 7 (@) >dp ) =< p A7) 7@, 1 @) >

D’ou (1).

Notons & la représentation de L' (R) associée a o%. Soit f€L' (R).
On a 5(f) =0=0 (f)x = 0 pour tout €I, < f (A;") 1, (x) pour tout
€91, < f nulle sur Sp 4;' NR* = Sp A,NR*.

Cororraire 3.2.3. — Soient M un facteur, ¢ un potds normal fidéle
semi-fini sur M.

(@) S (M)NR? est un sous-groupe multiplicatif fermé de R?.

(b) Sp A, est invariant par multiplication par tout élément non nul
de S (M).

Résulte facilement de 2.2.4, 3.2.1 et 3.2.2.

Soient M un facteur, ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur M, e un
projecteur non nul de M, = { €M, 5} () = z pour tout t€R}. La propo-
sition 3.3 (2°) de [30] montre que pour z€M™* et 9 (z) <oo, on a
exe €M, 9 (exe) << 0.

L’application ¢ de M, dans [0, 0] définie par 1’égalité ¢ (z) = ¢ (@)
pour  €M; est donc un poids semi-fini normal fidéle sur M..

DeériniTioN 3.2.4. — Le poids  est appelé poids réduit de ¢ par e et
noté 9.

CororraIre 3.2.5. — Soit M un facteur.
(a) Pour tout poids normal fidéle semi-fini ¢ sur M on a

S (M)nR* =nSp (A,)NR,

ot e décrit Uensemble des projecteurs non nuls de M,.

(b) Méme conclusion que dans (a) quand e décrit ’ensemble des projecteurs
non nuls du centre de M..

(¢) On a S (M) =NnSp A, quand ¢ décrit Uensemble des poids normaux
fidéles strictement semi-finis sur M.

(d) Si M est de genre dénombrable, on a S (M) =NSp A, quand ¢ décrit
Pensemble des états normauz fidéles sur M, & moins que M ne soit un facteur

proprement infint semi-fini; dans ce dernier cas, le premier membre vaut { 1}
et le second {0,1}.
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Démonstration. — (a) et (b) résultent de (3.2.1), (3.2.2), (2.2.2), et du

lemme suivant :

Lemme 3.2.6. — Sotent ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur M, e un
projecteur non nul de Mg, U le poids réduit de © par e. La représentation ¥
de R dans M. est la représentation réduite de 5° par e.

Comme tout élément de Iy est dans I, il est immédiat que les condi-
tions K. M. S. (cf. [5], déf. 4.1) sont remplies par la représentation réduite
de % par e relativement au poids ¢ sur M..

() Le cas M semi-fini est immédiat. Soient M un facteur purement
infini; ¢ un poids normal fidéle strictement semi-fini sur M ([5], cor. 3.5).
Pour montrer que M vérifie (c) il suffit de montrer que pour tout projec-
teur non nul e de M, il existe un poids normal fidéle ¢ strictement semi-fini
sur M tel que Sp A, = Sp A, et d’appliquer (a).

Il existe un facteur F de type I et un isomorphisme de M sur M. @ F.
Sur M. ® F le poids ¢. & (Trace) est strictement semi-fini normal fideéle
car ¢, est un poids strictement semi-fini normal fidéle sur M. (voir [6],

prop. 6.2). Soit ¢ le poids correspondant sur M; on a
SpAy =Sp(d,, ®1) =SpA,,.

(d) Si M est de genre dénombrable et purement infini, soit ¢ une forme
linéaire positive normale fidéle sur M et soit e un projecteur non nul
de M,. Il existe un isomorphisme I de M sur M.. Comme 9. est une forme
linéaire positive normale fidéle sur M., il existe sur M une forme linéaire
positive normale fidele ¢ = (9.) o I telle que Sp Ay = Sp A, . Il suffit alors
d’appliquer (a).

S1 M est fini, I’égalité cherchée est immédiate et les deux membres sont
égaux a {11.

S1 M est semi-fini proprement infini de genre dénombrable, on a
S(M)=1{1}(3.1.2). Montrons que pour tout A > 0, 2 3= 1 il existe une
forme linéaire positive normale ¢ sur M telle que 2 € Sp A;; le lemme 3.1.3
montrera alors la derniére conclusion de 3.2.5.

La remarque 1.3.3 et le théoréme 1.3.4 montrent que pour tout T,
il existe une forme linéaire positive normale fidéle ¢ sur M telle
que o} = 1,1. e. que A" = 1. Si A'" £ 1 on a A& Sp A,, d’ou la conclusion.

CororraIre 3.2.7. — Soient M un facteur et ¢ un poids normal fidéle
semi-fint sur M.

(a) St M, est un fecteur ona S (M) = Sp A,.

(b) St S(M) =1{0,1{ le centre de M, ne contient aucun projecteur
minimal.
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(a) résulte de 3.2.5 (b).
(b) résulte de 2.4.3.

CororLrarre 3.2.8 :

(a) Sotent M un facteur, N un facteur semi-fini. Ona S (M @ N) = S (M).

(b) Sotent M un facteur, e un projecteur non nul de M. Ona 'S (M) = S (M,).

(c) Sotent 3¢ un espace de Hilbert, M un facteur dans . On a
S (M) =5 M.

(a) Soient ¢ un poids normal fideéle semi-fini sur M, 7 une trace normale
fidéle semi-finie sur N, ¢ =9 ® 1. On a ¢/ =¥ ® 1 pour tout {ER.
On a My = M, ® N (cf. [39], p. 14, exemple 2), donc

Centre My = Centre M, ® 1.

On applique alors 3.2.5 (b) et le théoréme 2.6.6 de [33].

(b) résulte de 3.2.1, 3.2.6 et 2.3.3 et du fait que M est semi-fini
si et seulement si M, est semi-fini.

(c) Soient M, et M, des facteurs, j un antiisomorphisme de M, sur M,,
9, un poids normal fidéle semi-fini sur M., ¢, = ¢, le poids normal
fidéle semi-fini correspondant sur M,. Pour tout t€ER on a

o5 =jto a‘fZOj (1.2.10).

On a donc I' (6®) =T (a%) et S (M,) =S (M.) (3.1.2 et 3.2.1). L’asser-
tion (c) résulte alors de (a), (b).

3.3. CALCUL DE L’INVARIANT S POUR LE PRODUIT CROISE D’ UNE ALGEBRE
DE vON NEUMANN SEMI-FINIE PAR UN GROUPE D AUTOMORPHISMES.

Tatoreme 3.3.1. — Soient » >0, E une espérance conditionnelle
normale fidéle du facteur M sur une sous-algébre de von Neumann semi-
finie NCM telle que N NMCN, G un sous-groupe de W (E) tel que M soit
Palgébre de von Neumann engendrée par N et G. Sotent © une trace normale
fidéle semi-finie sur N et pour u€G, p. Uopérateur positif affilié au centre
de N tel que < (uzu*) = 7 (p. x) pour tout x€N.. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(@) hES (M).
(b) Pour tout € > 0, et tout projecteur non nul e du centre de N, il existe

un projecteur non nul d = e du centre de N, et un u€§ tels que u du* = e
et que le spectre de 0,' d dans N, soit contenu dans Uintervalle Jh — &, A + €[.
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Lemume 3.3.2. — Soient F un fermé de R}, 7, sa fonction caractéristique,
M,N, E, G, 1, 0. comme dans 3.3.1, ¢ =1 E, ¢ = ¢% comme ci-dessus,
et e un projecteur non nul du centre de N. On a alors

Support = e (u* eu) yr (02")-
CEMTF)NN, u\e/g

Démonstration. — Soit d = V,eq e(u* eu)yp (¢,'). On a d&Centre N.
Pour u€g et feL' (R) on a

a (f) (eu zx (o) €) = e[o (f) (W] xx (p') €
car e et 7y (p,') sont des éléments de M?. D’aprés (1.4.5),

s(u=[TOF@dt = [1Ouskdt =uf).

Cela montre que o (f) (eu 7x (¢') €) = 0 pour tout fe€L'(R) tel que f
s’annule sur un voisinage de F, car alors f (¢7') %¢ (p2') = 0. On a donc

eu Yr (p.') e€M(s, F)NM,, et on a montré que d est inférieur a

rE€M(0,F)N M,
Support z, car support eu 7 (¢.') e = e (u* eu) ¥y (,'). Soit z€M (s, F)n M.
et montrons que zd = x; on aura alors prouvé 3.3.2.

Soit fe L' (R) telle que f s’annule sur un voisinage de F. On a pour t€ R
et yeM :
E@@) =adE@W)=E@ @1.4.3)
donc pour u€G :
E (u* o (f) 2) =ff(t) E (u* o} (2)) dt =ff(t) E (o2, (u*) x) dt.
On a

of, (u*) = (02, (W)* = (upy")* = pi; u*,

donc comme o (f) x = 0 par hypothése, il vient
[rodE@Dd=0 et FE)E@ D=0

Pour tout Y& F il existe f€L! (R) telle que f () < 0 et que f s’annule
sur un voisinage de F. Comme E (u* z)€N et p,&€Centre N on a donc
montré que le support de E (u* z) est inférieur a yp (p,,').

On a ex = xe = z, donc

E (u* z) e = E (u* ze) = E (u* )
et
E (u* x) (u* eu) = (u* eu) E (u* x) = E (u* ex) = E (u* ).

On a donc montré que E (u* ) d = E (u* z).
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Alors E (u* (zd — z)) = 0 pour tout u€¢, et comme (GUN)" =M
onaaxd—ax=0.

Démonstration de 3.3.1. — Soient ¢ = 70 E, g la représentation t — of
de R dans M. On a A €S (M) si et seulement si A€l (3). Or NC M’ (1.4.3),
donc Centre M CN'NMCN et Centre M°C Centre N, donc (2.2.2), on a
I' () =N Sp s° pour e projecteur non nul du centre de N.

(@) = (b) : Soit F = [A — ¢/2, & + ¢/2]. Par hypothéese
\/ Support x # 0

r€M(c, F)N\ M,

donc (3.3.2), 1l existe u€G tel que d = eu* euy, (p,') % 0. Par cons-
truction d est un projecteur non nul du centre de N, et d =~ e, udu* e
et le spectre de p,' d dans N, est contenu dans F donc dans JA — ¢, A + ¢[.

(b) = (a) : Soient ¢ > 0, e un projecteur non nul du centre de N et
F =[A — ¢, A 4 ¢]. Par hypothése

\/ e (@* ew) 5 (g) 0
ueg
donc

M (o, F)nM. £ { 0 .
Donc A €Sp ¢ pour tout projecteur non nul du centre de N.

Derinition 3.3.3. — Soit § un groupe agissant presque librement (1.4.7)
sur un espace mesurable Q muni d’une mesure positive o-finie ., quasi-
invariante par G. On appelle « ratio set » de G, Uensemble r (G) des + >0
possédant la propriété suivante :

Pour tout € > 0 et tout sous-ensemble mesurable non négligeable A C{),
il existe un ensemble mesurable non négligeable BCA et un s€q tel
que s (B)CA et que | (ds™* p./dy) (w) — k| < ¢ pour tout w€B.

Cette définition est celle de Krieger [23]. Le théoréme qui suit montre
que r (§) est un invariant algébrique de W* (G, Q).

CororrAIre 3.3.4. — Soit § un groupe agissant ergodiquement et presque
librement sur un espace mesurable  muni d’'une mesure positive o-finie &,
quasi-invariante par G. On a S (W* (G, Q)) =r (§).

On a Ogr (§) st et seulement si il existe une mesure v ~ |, o-finie et
invariante par § donc par un résultat classique si et seulement s1 W* (G, Q)
est un facteur semi-fini, 1. e. 0&S (W* (G, Q)).

Soient A l'algébre de von Neumann L~ (Q, u), I () son image dans
W* (G, Q) comme dans la proposition 1.4.6. Alors I () est abélienne maxi-
male dans W* (G, Q) donc les hypothéses de 3.3.1 sont remplies. Pour

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



196 A. CONNES

toute mesure positive o-finie v~y sur Q, I’égalité 7, (I (2)) =f z (w) dv (w)
Q

pour tout z€L” (Q, p)", définit une trace normale fidéle semi-finie
sur I (). Pour s€§ on a, avec les notations de 1.4.8 :

7y (Us. U7Y) = 70y et plt = T ((ds™! v/dv)") pour teR.

L’énoncé du théoréme 3.3.1 reste valable si on effectue sur R’ la
symétrie A — A7') c’est-a-dire si 'on remplace p, par p,'. On obtient
alors immédiatement la conclusion 3.3.4.

Cororratre 3.3.5. — Pour tout sous-groupe fermé G = {1} de R}
il existe un facteur M opérant dans un espace de Hilbert séparable, tel
que S(M) = {0,1} et que SIMQM) = {0|UG.

En effet d’apreés ([25], § 4 et [27], § 4) 1l existe pour tout sous-groupe
fermé G <{1| de R} un groupe ergodique presque libre & tel que
r(G§)=1{0,1} et r(GxG)={0{UG. Le corollaire 3.3.5 se déduit
de ([34], (4), p- 41).

3.4. CoMPARAISON DES INVARIANTS S ET T. — Aucun des deux inva-
riants S et T ne détermine complétement 1’autre, mais :

Tutorime 3.4.1. — Soit M un facteur. St S (M) = {0,1}, T (M) est
Porthogonal de S (M) NRY [pour la dualité (¢, 1) — A"].

Démonstration. — Si S (M) = {1}, M est semi-fini donc T (M) = R.

Si S(M)=#{1} et S(M)=#{0,1} le groupe quotient de R* par
S (M)NR} est compact. Soit ¢ un poids semi-fini normal fidéle sur M.
Alors R}/I" (a%) est compact, donc (th. 2.3.1) I'orthogonal de I' (a%) est

Pensemble T (M) des T, €R tels qu’il existe un unitaire v du centre de M,
avec oy, () = uzu* pour tout x € M.

TutoriME 3.4.2. — Sotent M un facteur et « U'injection canonique de R’
dans son compactifié presque-périodique. Alors T (M) est I'orthogonal | pour
la dualité de R avec « (RY)| de Dintersection des o« (Sp A,NRY) quand o
décrit Uensemble des poids normaux fidéles semi-finis sur M.

LemME 3.4.3. — Sotent G, et G, des groupes abéliens localement compacts,
h un homomorphisme continu de G, dans G, h ’homomorphisme transposé

du dual de G. dans le dual de G,, U et V des représentations de G. dans le
facteur M.

(@) St U~V onaUoh~yVoh,
(b) Sp Ue h est la fermeture de h (Sp U).
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L’assertion (a) est immédiate. Montrons (b). Soit 1+ une mesure finie
sur G, et h |~ son 1image sur G.; on a

fremao=[ oo

pour toute fonction continue bornée fsur G,. On a done (Ueh) (1) = U (h )
car pour tout t€M et tout g€M, :

¢ (Uoh) () ) = fG ¢ (Uuy @) dpe (), o Ukp)a)= f ¢ (Us (x)) dh p (5).

Supposons Ue h () = 0. On a U (h 1) = 0. Par suite (h +)°(y) = 0 pour
tout YE€Sp U, car pour f€L’ (G,) on a U ((h )% f) = 0, donc

(hpy O F () =0

Comme (f w)(y) = i (7& () on a ainsi montré que h (Sp U)cSp (U« h).
Soit v (k (Sp U))~. 1l existe un voisinage ¥, de Y et un voisinage ¥,
de Sp U tels que & (V,)N%, = &. Pour toute mesure finie 1+ sur G, telle
que Support .C?; on a (h )"(Y) = 0 pour tout YEYV, donc U (h ) =0
et donc Uoh () = 0. On a ainsi montré que Y§Sp U o h.

Démonstration de 3.4.2. — Soit ¢ un poids normal fidéle semi-fini sur M
et soit a% o la représentation du groupe additif R, muni de la topologie
discréte, dans M, obtenue en composant % avec 'injection canonique t
de R discret dans R.

Les théoremes 1.3.2 et 2.3.1 montrent que T (M) est ’orthogonal
de I' (3?0 1) et en utilisant le lemme 3.2.6 on a I' (¥ 1) =NSp (% 1)
quand e décrit I’ensemble des projecteurs non nuls de M,.

On a I'(6%0i) =TI (s%< i) pour tout poids ¢ normal fidéle semi-fini
sur M [3.4.3 (a)], d’ou I' (c%7)C NSp (5% 1) quand ¢ décrit I’ensemble
des poids normaux fidéles semi-finis sur M.

Pour tout projecteur non nul e de M, il existe un poids ¢ normal fidele
semi-fini sur M tel que Spe¥CSpo™ (2.3.17 et 1.2.4). On a alors
Sp (a¥ 1) CSp (57 01) [3.4.3 (b)]. 1l en résulte que I' (5% 1) =NSp (3% 1)
pour ¢ poids normal fidéle semi-fini sur M.

Le théoréme 3.4.2 résulte alors de 3.4.3 (b) et 3.2.2.

TutorimeE 3.4.4. — Pour tout T,ER, il existe un facteur M opérant
dans un espace de Hilbert séparable, tel que T (M) = {nT,, n€Z| mais
SM)=1{0,1].

Ce théoréme montre que l'invariant T ne détermine pas I'invariant S.
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Démonstration. — Soit G Dlorthogonal de {n T, n€Z| dans R? et

(corollaire 3.3.5) M tel que S(M)={0,1f, S(MQM)={0{UG.
Le théoréme 3.4.1 montre que TM @ M) = {n T, n€Z|. On a

TM=TM®M) ={nT,neZ} [1.3.4 ()]

3.5. INTERPRETATION SPATIALE DE S (M) ET RELATION AVEC LA
PROPRIETE L, DE Powers.

TutoriME 3.5.1. — Soient I un espace de Hilbert, M un facteur opérant
dans 3¢, ). >> 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L€S (M).

(b) Pour tout £5£0,5€8 et tout ¢ >0, il existe t€M et yeM' tels
que |zE]|>1, 2L —yll<eet|a*i—ry*ff<e

Lemme 3.5.2. — Sotent & un vecteur totalisateur et séparateur pour
Ualgébre de von Neumann P opérant dans Uespace de Hilbert JC, ¢ la forme
linéaire positive normale fidéle sur P telle que ¢ () = {x &, £> pour z€P,
et .>>0,:>0.

(a) Soient z€P y&P’ tels que
[APrzl—gell<e [l2*E—27y*Ef<e o [xE]|>1;

alors distance (A", Sp A) < 2 e.

(b) Si distance (M, Sp AY) < ¢, il existe z€P et y€P’' vérifiant les
conditions (a).

Démonstration. — Soit U I'isométrie de K sur J¢, telle que U 2 £ = 7, ().
L’opérateur S = U™ S, U est la fermeture de ’opérateur de domaine P £
qui & z & (z€P), associe 2* £; son adjoint F est la fermeture de 1'opé-
rateur de domaine P’ £, qui a4 y £ (y €P’) associe y* £. Ona U A, U = FS;
onpose A=FSetJ=U"J,U;onaS=JA" F=JA " JAJ=A"
et JPJ =P

Supposons vérifiées les hypothéses (a). Soient

a=1x et B=Jy*t=A"12y¢;
ce sont deux éléments du domaine de A" et

[Wea — ARG = Wl —yi] <
[A% o — WG| = JAV G —WAT B = ot —Wiyri] <.

Done, comme A (A 4 AY*)=* et X' (A 4 A'*)~* sont des contractions,
on a
H ;\ ()\1/2 _|_ Ai/z)—1 o — )\1/2 A1/2 ()\1/2 _|_ A1/2)—1 B “ < c
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et
“ A ()\1/2 _l_ Ai/z)—1 o — )\1/2 A2 ()\1/2 + Al/z)—1 @ “ <.

Donc
6= ) o+ Ay ] < 26

Comme par hypothése ||« || > 1, on a montré que la distance de A"
au spectre de A" est inférieure & 2¢; la conclusion résulte de I’égalité
Sp A, = Sp A

(b) Si distance (A'*, Sp A”*) < ¢, il existe un élément « de P £, sous-
espace dense pour la norme du graphe, dans le domaine de A" tel
que [[«||>1 et [[(A” —2")a| <e Soient z€P tel que a=axkf
et y=Jaz*J. On a yeP’,

¥ = A2 grE||=[[J@*L -2 y*) || =[[AVzE — Mo <e
et
| #ras —yEl = | — Tk = Rer — AraE] <
Enfin
el ={al>1

Démonstration de 3.5.1. — Montrons que (a) entraine (b). Soient A €S (M),
E#£0,5€8, ¢ >0, e le projecteur orthogonal sur M, K = MEnM'E,
I Pinduction de M. dans J. Alors I est un isomorphisme de l’algébre
réduite M, sur un facteur P admettant £ comme vecteur séparateur et
totalisateur dans K, et on a A€S (M.) = S (P) [corollaire 3.2.8 (b)];
donc A€Sp A,ou9 (z) =<z & £ ) pourtoutz€P.SiA = 0, lelemme 3.5.2
montre qu’il existe €P tel que ||z 5 || > 1, [[z*E| <=

Comme zE€MENM £ il existe y€M’ tel que |[2f — yE | < e Soit
X=1I"(x). On a Xt=12a X*%=a*% et le couple (X, y) vérifie (b).
Si A 540 1l existe z€P et y€P’ tels que

lzell>1, flee—2"yc(<e [a*E—27pri|<e

Il existe X€M et YEM' tels que

Xi=gxf X*i=a*: WYEi=yE  ANEYRE =y*L
On a

IXEN>1,  [[XE—-YE<e et [X*E—AY*E[<e

Montrons que (b) entraine (a). Il existe un projecteur cyclique e de M
qui est ou bien fini ou bien purement infini. Il suffit donc de montrer
que pour tout état ¢ normal fidéle sur M. on a A€Sp A, et d’appli-
quer 3.2.5 (d) et 3.2.8 (b). Soient ¢ un état normal fidéle sur M., E€e IC
tel que ¢ () =<{x& ) pour tout €M, ¢ le projecteur orthogonal
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sur M, I l'induction de M. dans & = ee’ (9€), I’ Iinduction de M,
dans K.

I est un isomorphisme de M. sur un facteur P admettant £ comme
vecteur totalisateur et séparateur dans &K, I’ est un isomorphisme de M,,,
sur P’. Soit ¢ > 0. Il existe par hypothése €M et y€M’ tels que

[zel[>1, [lee—gEll<e et [a*i—ap*i|<e
Solent x, = exe, y, = €’ ye’. On a

et =¢€t=%t et xfi=exti—eytteyt
donce
el >(lyEfl —e>1—2e.
On a
28 — gt =] ezt —e'ygt| <c¢
et de méme
et —2yrif <e

Sotent X = (1/1 — 2¢) I (1), Y = (A1 — 2¢) T’ (). On a

I XEl>1, [WMPXE—YE|<(”1 —2¢)¢
et
[ X*¥E =AY L < (/1 —2¢)e.

Comme ¢ est arbitraire, le lemme 3.5.2 montre que A € Sp A,.

DiriNitioN 3.5.3 (of. [31]). — Sotent &, 0 == A = 1/2, et M une algébre
de von Neumann. On dit que M a la propriété L, st et seulement si pour tout
état normal ¢ sur M et tout ¢ > 0, il existe une isométrie partielle u€M
telle que w* =0, uu* +u*u=1 e |r¢ (uz) — (1 —A) @ (zu) | <Zc| x|
pour tout z € M.

Tutorime 3.5.4. — Soient 1 €]0,1/2[ e¢ M un facteur ayant la
propriété L. Alors k[(1 — 1) €S (M). (La réciproque sera étudiée en 3.7.)

Lemme 3.5.5. — Soient M un facteur standard dans Uespace ¥, < > 0,
£, et £y dans JC tels que |91 — @.||<e o 9 (@) =<x&;, &> pour
tout t€M. Il existe un unitaire WEM’ tel que | W& — £, |* < 4.

Démonstration. — Solent § = ¢, + (¢4 — 9a)” = ¢ + (¢4 — @u) et EHK
tel que ¢ () =<z, 1> ([5], cor. 2.16) pour tout z€M. On a 9, = ¢,
donc 1l existe ([13], p. 48) un T'€M’, 0 ZT' L1, tel que

¢ (@) =<xT 0, T'n)
pour tout z€M.
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Soit vy = T'v;. On a
[ =P =@ —=T)nn)
Z{A=TYA+T)nn>>=<{nnd>—{n,n>=|¢—a
donc
lm—nP<L] o — | <o

De méme il existe . €K tel que |7, — 1 |* < e et 9, () =< TN, M2 >
pour tout z€M. On a |0, — M || < 2"

Pour terminer la démonstration du lemme il suffit de montrer que
st o, et «, sont des éléments de € tels que {x y, %, ) = { & %, %, ) pour
tout €M, il existe une suite d’unitaires U, telle que U,eM’, et
U, 2, > @, quand n —o00. On peut supposer que le projecteur 1 — E
est de dimension relative inférieure a celle de 1 — E,, ou E’ désigne le
projecteur orthogonal sur M «; pour j = 1, 2.

Il existe alors une isométrie v€M’ telle que v 2, = o, et la conclusion
résulte de ([14], lemme 2).

Démonstration de 3.5.4. — Nous identifions M a un facteur standard
dans un espace de Hilbert J€. Soient JC, l'espace de Hilbert de
base (€;);;—.. F le facteur engendré par les e;;, i = 1,2 ol e;; & = 0 4 €
pour i, j, k et I dans { 1, 2 |. Le commutant F’ de F est engendré par les f;
ou, pour 1, j, k, I, f; en = G &j. Soit 1= A" ey + (1 — 1) ey

Soient £€dC, || E|| = 1, pEM, tel que ¢ (z) = {z &, £ pour tout z€M
et ¢ > 0, ¢ < /2. Par hypothése il existe un w€M vérifiant les condi-
tions 3.5.3 pour ¢ et . Soit e = u* u, on a

i

(1 —e) = uu* et [do (uu*) — (1 — Do (u*ru)| <

donc | 2 — 9 (e) | < ¢ et ¢ (¢) > %/2 par hypothése.
Pour tout x€M on a |29 (zu*) — (1 — X)) ¢ (u*x)| < e| x| donc en
remplagant x par uyuu*, on a, vu que u** = 0,

[ =Dyl —e)|<Lc|yl] pouryeM.
On a

lo(ex (1 —e)| L2 x| et 9((1 —e)xe)~2:| x| pourtout xeM.

On a alors

lo(x) —o(exe) —o (1 —e)x (1 —e))| L4c| x| pourtout xeM,
d’ou

| o (@) — 2 (exe) — do (uau*) — (1 =N o (1 -zl —€) — (1 — 1) g (u*au)|
~6¢:| x| pourtout zeM.

En effet par hypothése | % ¢ (uau*) — (1 — ) ¢ (exe) | Zc | z|.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



202 A. CONNES

Soit =, I'isomorphisme du facteur N, engendré par u et u* dans M,
sur I, obtenu en posant 7y (u) = eya, T, (u*) = €21, ©; (¢) = €44. Le commu-
tant N, de N, dans M est un facteur. Soient JC,, =, une représentation
standard de N, et 1, € ¥, tel que ¢ () = { 7. (2) N, 12 > pour tout z € N,.

Tout x€M s’écrit de maniére unique

T = ex, + UTp + u* Ty + (1 —e) Ty ol xt/GN;) i,j= 1,2

L’application = de M dans F Q) 7. (N,) qui & x associe
T (@) = Y, e ® ™ ()

est une représentation standard de M sur J¢, K #,. Pour x€M on a
(@ Mm@mn), m @n> =219 (@) + (1 — 1) 9 ().

Comme z,, = exe + uau*, v. = (1 — e) x (1 — e) + u* zu, 'inégalité
prouvée ci-dessus montre que pour tout z&M on a

<T@, n@m)—9@|<=6c|z].

Le lemme 3.5.5 montre qu’il existe une isométrie U de I sur ¢, Q) H,
telle que © () = U 2 U* pour tout x€M et que

[U*( ®@m) —E|P <25e.
Soient t = A"*[(1 — )", v = U*t7* (fia ® 1) U. On a
e =" fom,  efy = 1ffy
donc
fuf —vE|=[[uU* (@) — v U @mn) (| + (lull +[v])5er

OnalUuU*=¢,@1, UvU* =t"f,. ® 1 donc le premier terme du
membre de droite est nul et [[ué —v || <= (14 t7') 5"

On a
fu*e —ev*e | Z || u* U (i Q@mo) — L0 U* (i @mo) | + ([lull +8&[v])d5e”
donc

[u*e —ev*e | =1 +1)5e7

de méme que ci-dessus.

On a [WEIP =9 (u* u) = 9 () = A2 donc || uf || = W2,

Comme fi» @ 1€(F @ 7. (N.))’,onave&€M’. Ainsiles hypothéses 3.5.1 (b)
sont vérifiées par M et ¢*, donc €S (M), c’est-a-dire A/(1 — 2)€S (M).

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — N° 2



CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE III 203

3.6. RELATIONS DES INVARIANTS S ET T AVEC LES INVARIANTS r_ ET 0
p’Arax1 et Woobs.

Pour un facteur quelconque M, les invariants r_ et ¢ d’Araki et Woods
sont définis par les conditions :

A0, 2€r_ (M) si et seulement si M @ R, est isomorphe a M.
e €[0, 1], o €p (M) si et seulement s1i M @ R, est isomorphe a R.. Nous
étudions les relations entre S et r_, T et ¢ dans ’exemple important
des facteurs d’Araki-Woods. Nous n’utilisons que deux lemmes simples
(5.5 et 7.5) de [2] tout en réobtenant les principaux résultats de [2].

Tutortme 3.6.1. — Sotent 21€]0,1[ M un facteur. Considérons les
propriétés suivantes :

(a) LET, (M).

(b) M a la propriété L, .

(c) L€S(M).

Alors on a (a) = (b) = (c).

Si M est un facteur d’ Araki-Woods, on a (a) = (b) < (¢) < (d) ot (d) est
la propriété her, (M, Q) ([2], déf. 3.2).

Montrons 'implication (¢) = (d). Posons M = (M,, Q,), o A est un

ensemble dénombrable.
Pour v€ A, M, est un facteur de type I, . Soit <, la trace usuelle sur M,
telle que 7, (1) = n,, h, 'unique élément positif de M, tel que

Tv(hvx)=<x9v, gv>

pour tout z €M,. Nous choisissons pour chaque v une décomposition de h,
comme combinaison linéaire de projecteurs minimaux de M, deux & deux
orthogonaux de somme 1, et nous désignons par E, I’ensemble des projec-
teurs ainsi obtenus, par p. la fonction qui, & chacun de ces projecteurs,
assocle la valeur propre correspondante de h,.

On a h, = Z v (e) e et 2 it (e) =1 car par convention =, (¢) = 1.

¢€E, e€E,
Comme £, est séparateur pour M, on a p. (¢) > 0 pour tout e€E,.
Soient I = {v,, ..., v;| un sous-ensemble fini de A, # (I)= Q X,
vel
Q () = ®1 Q,M(I) = ®1 M,. Soit E (I) ’ensemble des projecteurs
ve ve

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



204 A. CONNES

(minimaux) de M (I) de la forme e=e @...Q e, ou e;€E, pour
k

j=1,..., k. On a une bijection naturelle de l] E,, sur E (I) et plus

généralement de E (I)XE (J) sur E (IUJ) pour InJ = @. On a
{x (1), & @) > = Trace (h (I)x) pour tout teM (I),

avec h (I) = & h,, donc

vel

.
R =Y p@e et pEe®...@a=]]¢e.

e€E(I)

Pour la démonstration nous appelons bijection partielle (I, K*, K2, ¢)
la donnée d’une partie finie I de A, de deux parties disjointes K' et K*
de E (I) et d’une bijection ¢ de K* sur K*.

Soit ¥ un compact de ]0, 1[. Une bijection partielle (I, K', K2, {) est
dite V-maximale si p (¢ (e))/p- (e) €V pour tout e€K' et s’il n’existe
aucune bijection partielle (I, K'*, K'? ') telle que K' soit strictement
inclus dans K’!, que ¢’ (e) = ¥ (¢) pour e€ K" et que u ({' ())/p- (e) €V
pour tout e€ K.

La propriété A€r, (M, Q) ([2], déf. 3.2) est entrainée par ’existence
pour tout voisinage ¥ de A, toute partie finie I, de A et tout ¢ > 0 d’une
bijection partielle (I, K, K2, {) telle que INn1, = @, que p. (¥ (e))/1- (e) €V
pour e€ K' et que 2 v (e), soit supérieur a 1 — ¢.

e € KIUK?
Pour toute partie finie I, de A on a
M =M (ANL)® M (L)

donc
reS (M (AN L))

Il nous suffit donc de montrer ceci : soit A€S (M); soit ¥ un voisi-
1

nage compact de A dans ]0, 1[; soit (I,, K,, K}, {,) une suite de bijec-
tions partielles V-maximales telle que : (1) U L, =A; (2) L,Cl;
(3) (Lwt, K.\, K2, $ii) prolonge la bijection part;elle obtenue en faisant le
produit de (I,, K,, K, {,) par la bijection identique de E (I...1/I.);
alors C, - 1 quand n - o0 ou G, =2p (e), e€ K, UK.

On a K,xE (I...\1I,) cK,,, donc C, = C,., pour tout n. Faisons 1’hy-

pothése C, = C < 1 pour tout n, et montrons qu’elle conduit & une absur-

dité. Soient P, :23, e€K,UK}, Q,=1— P,. Ce sont des projecteurs
de M (L,).
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La suite P, = P, ® 1,.., est une suite croissante avec

(P, Q,Q>=(P,Q (), 2(L))> = Trace (h (I,) P,) = C, = C.

On a donc Q = /\(1 —P,)#£0. Soit ¢>0 tel que JA"”—2¢,
A 2 e[V Comme €S (M) il existe un z€M et un y€M’ tels que
[zQ Q>1, [272Q Q—yQ O <ceta* QQ—2"y*Q Q[ <
en appliquant le théoréme 3.5.1.

La réunion des M (L) @ 1ynay, [resp. M’ (L) @ 1y su,] est fortement
dense dans M. De plus Q' Q est la limite forte des (Q, Q (1)) @ Q (AN IL,).
Donc 1l existe un n, un X€M (I,) et un YEM’ (I,) tels que

IXQQ@) [ >1, (|3 XQ,Q(L) - YQ L L)[ <
IX*Qu& (L) — 22 Y* Q, 2 (L) || <e.

et

Soit 2, > 0 tel que ces trois inégalités restent vraies quand on
remplace Q, Q (I,) par tout £ de la forme £ = <Qn—|—2a (e) e)Q(I,,)

ou « (¢) = 0 pour e K, UK et 0 < « (¢) < %, pour tout e€ K, UK.
Le lemme 3.5.2 montre que pour un tel £ on a distance (A", Sp AY*) < 2¢,
done VNSp A: # 0. On a

{xk, k> = Trace (Dx)

ou D, :EP‘ (e) e pour e€ (K, UK})", D, =2a (e)* 1 (e) e pour e€ K, UK.

et D =D, 4+ D.. Le spectre de A: ne contient que des rapports entre
valeurs propres de D.

Ces valeurs propres sont soit { (¢) pour e€ (K, UK})", soit « (e)* v (e),
e€K,UK;. Donc comme ¥NSpA:>* O indépendamment du choix
des «(e), 0 < a(e) <, il existe e, et e, dans (K,UK})* tels que
- (e1)/ 1 (e2) €Q, done (I, K, K2, {,) n’est pas ¥-maximale.

TrtoriME 3.6.2. — Sotent T, > 0, g = exp (— 2 1/T,), M un facteur.
Considérons les propriétés :

(@) po€p (M).

(b) T,eT (M).

On a alors (a)=> (b). De plus si M est un facteur d’ Araki-Woods
on a (a) < (b).

Démonstration. — S1 M @ R, est isomorphe a4 R, on a

TRIATO) =T R,) [1.3.40)

donc T, €T (M) car T, €T (R,) (1.3.10).
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Soit M un facteur d’Araki-Woods. Soient T, >0, T,€T (M), et

0

® (M., Q,) une réalisation de M telle que pour tout v, et tout %,

2 €Sp (Q,, M) on ait (A,/2.)""=1 c’est-a-dire /2. €{ ¢}, n€Z} [théo-
reme 1.3.7 (b)].

On a donc, avec les notations de [2], 7 (M, Q)Cr_(R.)= {0, n€Z}".
Donc le lemme 7.5 de [2] montre que M @ R, est isomorphe a R,,.

Cororraire 3.6.3. — Sotent A €]0, 1[, M un facteur d’Araki-Woods tel
que S (M) = { A", n€Z|~. Alors M est isomorphe & R;.
Par hypotheése S (M) £ {0, 1}|. D’aprés 3.4.1, T, €T (M) ou

Ty = — 2 m/log &

Donc (3.6.2) M ® R; est isomorphe & R;,. Comme M X R; est isomorphe
aM(3.6.1), on a3.6.3.

CororrLatrE 3.6.4. — L’espace borélien des classes d’isomorphisme
algébrique des facteurs de type 111 non hyperfinis dans un espace de Hilbert
séparable n’est pas dénombrablement séparé.

Soient G le compact {0, 11Y, G le quotient de G par la relation d’équi-
valence (a:) ~ (bs) si et seulement si a;, = b, pour tout k dans le complé-
mentaire d’une partie finie de N. Il existe, d’aprés [40], une application
borélienne (a;) - M ((ax)) de G dans l’ensemble des facteurs d’Araki-
Woods de type III telle que : 1° (ax) ~ (b)) = M ((ax)) isomorphe
A M ((b); 20 (ar) 00 (bi) = (M ((a0))) 5= 5 (M ((b))). Soit G le groupe

libre a deux générateurs. L’application
(@) > P (@) = M ((a1)) @ U (G)

de G dans I’ensemble des facteurs non hyperfinis de type III est borélienne.
De plus, elle vérifie : 1° (a;) ~ (bs) = P (ax)) isomorphe a P (by));
20 (ar) X (b)) = T (P ((ar))) = T (P ((bi))) [3.6.2 et 1.3.4 (b) et (c)].

Le raisonnement de [40] s’applique alors sans modification.

TutortmMeE 3.6.5 :

(a) Soient 1+ €]0,1] et P, le facteur de Pukanszky -construit comme
dans[33] (p. 192) avecp = % . OnaS (P,) = [ 2", n€Z | mais r, (P;) = {01.

(b) Soit G, le groupe libre & deux générateurs. On a ¢ (U (G.)) = O
et T (U (G.)) =R.

Démonstration de (a). — Rappelons la construction de P;. Soient G.
le groupe libre a deux générateurs, ( I’espace des applications de G,
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dans {0,1}. On a Q= [l Q. avec Q,={0,1}. Soient p > 0,49 >0,
SE G,

tels que p +g=1¢et p=iygq.
Pour g€G. soient P, la mesure sur £, telle que

B (10 =p, (1D =¢ p=]]r
$E€ Gy
Pour g€G., soit ®, la transformation de Q qui, & ¢t = ({),eq, associe
t' = (t,)ceq, avee t, = t,, pour tout g€ G..

Chaque ®, préserve | et le groupe &, de transformations ainsi obtenu
est ergodique dans (Q, ). Pour g, €G. soit X, la transformation de Q
qui & t= (t;),eq associe t' = (t,),eq, avec t, =1, pour tout g=£ g, et
t,=1—1t,. On a dp (X, (1)) = h, () dx (t) ou h, est la fonction sur Q
qui vaut A" =gfp si ¢, =0 et A = p/g si t, = 1. Soit § le groupe de
transformations de Q engendré par ¢, et les X, g, €G,. Alors § agit
presque librement dans Q en laissant | quasi-invariante ([33], p. 192),
et 1l est clair que § est ergodique.

Montrons que r (§) = { A", n€2Z |~. Pour tout s€¢ et tout t€Q on a
(ds™ w/dp) (t)€{ A", n€Z| car cela a lieu pour tout s de la forme
X (g €G.) et tout s€¢,. Montrons que A€r (). Soient A un sous-
ensemble mesurable non négligeable de Q, et ¢ > 0.

Soient g, €G, et A, = {t€Q,t, = 1}. Comme ¢, est ergodique il
existe s, et s. dans §, tels que

={leA,s;teA ets, 2, s (HeA}

soit non négligeable. Soit s = s, X, s;,. On a s€¢ Pour t€B on a st€A
et dy. (st)/dp. (t) = & c’est-a-dire (ds™" p./dp.) (t) = %.

Par construction on a P, = W* (G, Q), donc S (P,) =r(G) (corol-
laire 3.3.4). On a donc montré que S (P,) ={A", n€Z|~. De plus le
~ lemme 4.3.22 de [33] montre que pour toute suite bornée (z,) d’éléments
de P, telle que [z, 2] tende vers zéro fortement pour tout z €P;, 1l existe
une suite {2, | de scalaires tels que z, — XA, tende vers zéro fortement.
En particulier P; ne vérifie pas la propriété L : « Il existe une suite { u, |
d’unitaires de 1’algébre telle que u) « u, - z fortement pour tout z dans
I’algébre, et telle que u, - 0 faiblement ». Soit A" £ 0. Le facteur R,
hyperfini de type II, & la propriété L donc ([39], prop. 1.2) R, qui est
isomorphe a R;, @ R, a la propriété L. De méme P, Q R;,. a la pro-
priété L et ne peut étre isomorphe a P;,. Donc r_ (P;) = {0}.

(b) Le produit tensoriel de U (G.) par un facteur quelconque est un
facteur non hyperfini. Comme R, est un facteur hyperfini pour tout ¢

on a o (U (G,)) = 9. i
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3.7. ETATS PRESQUE-PERIODIQUES ET PROPRIETE L; DE PowErs.

Derintrion 3.7.1. — Un état normal fidéle ¢ sur une algébre de
von Neumann M est dit presque-périodique si Uopérateur modulaire A, est
diagonalisable (1. e. st 'ensemble des vecteurs propres de A, est total).

TutoriME 3.7.2. — Soit M un facteur tel que tout état normal soit limite
normique d’une suite d’états normaux fidéles presque-périodiques.

Soit +€]0,1/2[. Alors M a la propriété L, si et seulement st
AL —2)eS (M).

La nécessité de cette condition a été démontrée en 3.5.4.

Lemme 3.7.3. — Soit ¢ un état normal fidéle presque-périodique sur M.
Il existe un groupe abélien compact G, un homomorphisme 3 du dual T
de G dans R, et une représentation U de G dans M tels que :

(@) 9 (U, (z)) = 9 (z) pour tout t€G et tout x€M.

(b) Pour tout couple (a, b) d’éléments de M, on afl =08 Y) pour
tout YETL, ou fi (t) = ¢ (U, (a) b*) et - (t) = ¢ (b* U, (a)) pour tout teG.
(c) Soit B I’homomorphisme transposé de B Alors U« B (1) = o7 pour

tout t€R et B (R) est dense dans G.

Soient G un groupe compact, I' le groupe dual, et 3 un homomorphisme
de I' dans R tels que 3 (I') soit le sous-groupe de R* engendré par le spectre
ponctuel de A.. Il existe par hypothése une famille (E,).c- de projecteurs

deux & deux orthogonaux de somme 1 de JC; telle que A, =2B (v) E

Choisissons G, T' et B tels que (3 soit injectif; 1'image de 1’homomor-
phisme [ est alors dense dans G. Pour s€G soit Vx=2(s, v) E,.
Pour t€R on a

Vin =X, B® ) Ey =X B () E, =28 ()" Ey = A"

Pour s€G et z&€M on a donc V, 7, (z) Vi €, (M) car I’application s - V,
est fortement continue. Soit alors U, () 'unique élément de M tel que
m, (Us (x)) = V, 7y (x) V;. L’application s — U, est une représentation
de G dans M qui vérifie (c). La densité de 3 (R) dans G démontre (a).

Pour montrer (b), soit %, le vecteur 7, (1) de la construction de Gelfand-
Segal de 9. On a

¢ (Ue (@) b%) = {np (%), g (Ue (@)%) > = (AL g (Us (@), A 1ig (D) ).
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De plus
1 (Ut (@) = Vi g (@) Vi o = Vi mg (@) Ep = Y (1, 7) Ev 1 (@)
On a donc, pour Y€T,

fi (1) = CAY Ey ng (), AV g (b) > = B (1)  Ey 1 (a), 1o (D) .

Or
¢ (b* U, (@) = g (Us (@), 15 (b) > =2(L ) CEq ng (@), e (b) D,
donc
f: @) = CEy g (), mp () > pour tout yeT.
On a donc

fie) =B @F () pour tout yel.

Lemme 3.7.4. — Pour qu’'un état normal fidéle ¢ sur une algébre de
von Neumann M soit presque-périodique il faut et il suffit que pour tout
couple (a, b) d’éléments de M la fonction f:t — ¢ (57 (a*) b) soit presque-
périodique.

Cette condition est nécessaire car avec les notations de 3.7.3, il existe
une fonction continue g sur le groupe compact G telle que f= go B.

Elle est suffisante. En effet, ¢ (o7 (a*) b) = {7, (b), A; 1. (a) >, donc pour
tout couple (£, &) d’éléments de #¢, la fonction < &,, A7 L, > est presque-
périodique. Par construction cette fonction est la transformée de Fourier
de la mesure spectrale de A, associée a (i, £2); cette mesure spectrale est
donc atomique. L’opérateur autoadjoint A, & toutes ses mesures spec-
trales atomiques, 1l est donc diagonalisable.

Lemme 3.7.5. — Sotent M, ¢, G, I, B et U comme dans 3.7.3 et v, €.
(a) Pour tout a€M (U, {y,}) et tout bEM on a o (b* a) = B (1) ¢ (ab*).

(b) On a M = M, et la restriction de ¢ a M, est une trace normale fidéle
(finze).

(c) Sotent e un projecteur non nul de Mg, ¢ Détat (1/9 (e)) ¢ sur M..
Alors § est normal fidéle presque-périodique et M., ¥, G, I, 3 et U, vérifient
3.7.3 (a), b) et (c).

(a) Soient f, et f, comme dans 3.7.3 (b). On a U, (a) = (¢, 7o) @ pour
tout t€G donc £, () = (¢, Yo) 9 (ab*), f2 (t) = (¢, Yo) ¢ (b* a) pour tout tEG.
On a

fil=1)=9@* et fi(=1) =0¢0*a)
donc [3.7.3 (b)],
¢ (ab¥) = B (= 70) 9 (b* @)
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(b) L’égalité M" = M, résulte de 3.7.3 (c). L’égalité o (ab) = ¢ (ba)
pour a et b dans MY résulte de 3.7.5 (a).

(¢) ¥ est presque-périodique (3.7.4);1a vérification de 3.7.3 (a), (b) et (c)
est immédiate.

Lemme 3.7.6. — Soient M, ¢, G, I', § et U comme dans 3.7.3, y,€l et e
un projecteur non nul de M". On suppose que 3 (Y,) # 1 et que y,€Sp U-°.
Il existe une isométrie partielle u€M (U, { v, | )NM. telle que u* ueM",
uu* €M, u* = 0, u < 0.

Les lemmes 3.7.5 (c) et 2.1.3 (e) montrent que ’on peut supposer e = 1.

Soit yeM (U, {Yo ),y 0. [Ona M (U, {y,/)~ {0} car { Yo | est un
ouvert et v, € Sp U]. Soit v I'isométrie partielle de la décomposition polaire
de y. On a U, (v) = (¢, o) » pour tout t€G car U, (y) = (¢, Yo) y pour
tout t€G. Il en résulte que v€M (U, { Y, } ) et d = v*veM", d' = vv* eM".
Soit z€MJ; on a

vxv* € My et vav*eM (U, {vo} +{0} +1 —7o}) [2.1.3 (c) et 2.1.5].

L’application I qui & €M) associe vazv* €M} est donc un isomorphisme
de MY sur MY. Soient C le centre de M", f le support central de d dans M",
f’ celui de d’, j I'isomorphisme de C, sur C, tel que pour tout c€C, on ait
j(e)d =1 (cd).

Premier cas : On a j (¢) = ¢ pour tout c€C, (en particulier f = f’).
Soit c€Cy. On a ¢ (cd) = B (Yo) @ (vedv*) en utilisant 3.7.5 (a), car
veM (U, {v,|) et v*v = d donc

B (10) ¢ (v (cdv*)) = ¢ (cdv* v) = ¢ (cd).
Par suite

9 (cd) =B (vo) ¢ (I(cd)) =B (7o) 9 J (© d) =5 (7o) ¢ (cd’) pour tout ceCy.

On a 7(d) = [ (Y,) = (d') pour toute trace normale de M" [3.7.5 (b)],
donc d% = f (y,) d’%. Comme les algébres M et M}, sont isomorphes, on a
montré que MY est une algébre de von Neumann finie continue car
B (Y0) % 1. Solent e, un projecteur (e, 3% 0, e, = d, e, €M"), e, un projec-
teur (e; 520, e; =1 (e)), e.€M") avec ei + eI = 1, w un unitaire de M"
tel que ey et we,w* soient orthogonaux. Soit u = w e,ve,. Comme
e, =< d, ve, est une isométrie partielle de support final I (e;). Comme
e = 1 (e.), e: ve, est une isométrie partielle de support final e,. Comme e,
et w e, w* sont orthogonaux, u est une isométrie partielle de carré nul.

On a u€M (U, {v,|) car v€M (U, {v,}), e, €2, w€M". Donc u*u
et uu* sont dans M".
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Deuziéme cas : Il existe un projecteur non nul ¢ de C;, tel que j (c) soit
orthogonal & c. (Cela se produira nécessairement si on n’est pas dans le
premier cas.)

Soit u = ve. Comme ¢ commute avec d = v* v, u est une isométrie
partielle de support final uu* = I (¢d) = j (¢) d’. Comme j (c) est ortho-
gonal & ¢ on a donc u>=20. On a u€M (U, {v,}) car v€M (U, {7, })
et ceM". On a u £ 0 car ¢ ## 0 donc cd 5 0.

Démonstration de 3.7.2. — Solent A" = A[(1 — 1), e >0 tel que
| A" — 1| > ¢, ¢ un état normal fidéle presque-périodique sur M; G, I',
et U comme dans 3.7.3. Soit & l’ensemble, ordonné par inclusion,
des familles (u.)aes d’isométries partielles de M telles que :

10 Pour tout €A, on a u,#0, uy =0 et il existe v,€I' tel que
Spu (us) = { Yo | avec [ (Yo) €[4 — ¢, A" - <]

20 Les projecteurs e, = uq Uy + us U, sont deux a deux orthogonaux
et appartiennent a M".

Soit (Us)aes un élément maximal de &.

Soit e =1 — Eea, et supposons e % 0. On a e€M". De plus, la repré-
aEA
sentation V réduite de la représentation ¢ — o7 de R sur M par

e€M, [3.7.5(b)] est égale a UcoB [3.7.5(c)]. On a V€SpV car
I' (3%) = S (M) NR}, donc (3.4.3), A" appartient a la fermeture de 3 (Sp U¢).
Il existe donc un Y, €Sp U’ tel que B (vo)€[A — ¢, ' 4 ¢], et (3.7.6)
il existe une isométrie partielle u 520, u* = 0, u€M (U, { v, | )N M. telle
que u* u + uu* appartienne & M". Cela contredit la maximalité de la

famille (#.)sea. Par suite on a 23“ = 1.

Soit v =Z us. Comme les ug u, sont deux a deux orthogonaux, ainsi
que les u, uy, v est une isométrie partielle de support initial zuz Uy = V¥ D
et de support final Eua ur = vv*. On a v* = 0 car les e, sont deux a deux

orthogonaux et on a v* v + vo* zZea = 1. Pour tout « € A et tout z€M
on a [3.7.5 (a)]
B (re) ¢ (o ¥) = ¢ (Tus)
donc
[V ¢ (Ua) — ¢ @Us) | =2 | ¢ (Ua)| =¢]|9 (U Tea) |

car e, €M et e, uy = uy Or

|9 (Ua ea) | = | ¢ (€a (Ua ) &) | = || T || ¢ (€a)-
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On a donc
[2 ¢ (vx) — ¢ (xv) !éEW@ (Ua ) — 9 (TUa) | Z ¢ | -’”HE@ (9]

et |\ ¢ (vx) — ¢ ()| <Le| x| pour tout z€M.

Comme ¢ est arbitraire on a montré que pour tout état normal fidéle
presque-périodique ¢ sur M et tout ¢’ > 0 1l existe un v €M tel que »* = 0,
vo* + v* v = 1 et que | A9 (vx) — (1 — A) 9 (2) | <L ¢’ || z || pour tout x € M.

Par hypothése I’ensemble des états presque-périodiques est dense dans
I’ensemble des états normaux sur M, donc M a la propriété L; de Powers.

Cororraire 3.7.7. — Soit M un facteur tel que S(M)={\", n€Z|".
Soit 1.€]0, 1/2[. Pour que M vérifie la propriété L, de Powers il faut et il
suffit que /(1 — 1) soit une puissance entiére de M.

Pour démontrer ce corollaire on peut supposer A =<0, car si A =0,

3.5.4 montre que M n’a la propriété L, pour aucun p€]0, 1/2[. Le corol-
laire 3.7.7 résulte donc du théoréme 3.7.2 et du lemme suivant :

Lemme 3.7.8. — Sotent M une algébre de von Neumann, T, > 0,
T,€T (M), ¢ un état normal fidéle sur M. Il existe une suite (9x), k entier,
d’états normaux fidéles sur M tels que pour tout k on ait

/ 27
l ?k*@llé-‘z(l —e—’f_T»>, et oph =1

Par hypothése T, €T (M), done (1.3.3), il existe un état normal fidele ¢
sur M, un opérateur borné inversible h€ M,NM, tel que ¢ (h.) = 9,
que of = 1, et o7 (x) = h* 6} () k™ pour tout tER, et xE€M.

Soit ¢€]0, 1[. Soient 4, = (1 — &)™ pour n€Z et e, le projecteur
spectral de h correspondant a lintervalle ]A,, 4,.4]. On a e, €M, pour
tout n€Z,

N
Zeu = 1, hen N )\n €ny hen - )\n €n é 2 hen

—®

donc

Fhen<h et ¢<h Y e,,>ésnp (h) = .

+ o +
Soient ¢, = ¢ <<2An en>.>. Alors ¢, a un sens carE?m e, est un opé-

rateur positif borné inversible appartenant & My, et {, est une forme linéaire
positive normale fidéle sur M. Soit ¢. 'unique état normal fidéle sur M
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proportionnel a §,. On a
[oe —@ll=ll9e =il + 114 — ol = (@ (1) — $2 (1) + (¢ (1) — ¢ (1)),
car ¥y < 9 et ¢, =< ¢.. On a donc

I =2l <20 = @) =24 (h—Fhe.) <2

Soient k€N, ¢, =1— ¢ """ o, =09,. On a 4,=(1—¢g)™ donc
; . \ \
AT —= 1 par construction. Comme ¢};, = 1 on a donc o}j, = 1 et ofi =

Cororraire 3.7.9. — Pour tout A€]0, 1/2[ il existe un facteur opérant
dans un espace de Hilbert séparable, ayant la propriété L, de Powers sans
avoir la propriété L, d’ Araki.

Soient A, = A/(1 — %), P;, le facteur de Pukanszky (3.6.5). On a

SM) = {2, neZ |~
donc P, a la propriété L, de Powers (3.7.7). D’autre part,
ruo (P}\o) = { 0 } (3’6‘5)’

donc [1] P;, ne vérifie pas la propriété L;.

IV. — Facteurs de type III, avec 0 < A < 1

Soient A €[0,1] et M un facteur. On dit que M est de type IIL, si
S(M)={A", n€Z | (pour A2£1) ou S(M)=[0,00[ (pour A =1). Tout
facteur de type III, (A€[0, 1]) est de type III car 0€S (M). Pour tout
facteur de type III il existe [3.2.3 (a)] un unique A€[0, 1] tel que M
soit de type IIL,. Le résultat principal de la 4¢ partie est la description 4.4.1
de tout facteur de type I1I, pour 2 €]0, 1] comme produit croisé d’un facteur
de type II_ par un automorphisme 6 transformant la trace < en At.

Dans 4.1 nous caractérisons l'injection canonique d’une algébre de
von Neumann dans son produit croisé par un automorphisme.

Dans 4.2 nous montrons que dans un facteur de type IIL, (A €]0, 1]),
le centralisateur M, de tout poids normal fidéle strictement semi-fini ¢
sur M contient une sous-algébre de von Neumann abélienne maximale
dans M. De plus nous montrons que I’égalité Sp A, = S (M) est équivalente
a la maximalité de My dans I’ensemble des sous-algebres de von Neumann
semi-finies de M qui sont images d’espérances conditionnelles normales

fidéles.
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Dans 4.3 nous montrons 1'unicité et ’existence des « traces généralisées »
ayant la propriété de maximalité ci-dessus. Dans 4.4 nous obtenons le
résultat annoncé plus haut.

Dans 4.5 nous montrons I’existence d’une suite exacte (4.5.1) permet-
tant de calculer Out M en fonction du couple (N, 0) canoniquement associé
a M par 4.4.1.

Dans 4.6 nous montrons que tout état normal fidéle sur M = W* (0, N)
est transformé par un automorphisme intérieur d’un état normal fidele
de la forme 9o E ou E est 'espérance conditionnelle canonique de M
sur N.

4.1. Préviminaires. — Toutes les algébres de von Neumann inter-
venant dans les 4€ et 5€ parties seront de genre dénombrable par hypo-
thése ou par construction. Dorénavant mnous écrirons «algebre de
von Neumann » pour « algébre de von Neumann de genre dénombrable ».

Prorosition 4.1.1. — Soient N une algébre de von Neumann, § un
automorphisme de N tel que p (0") = 0 pour tout n = 0 (c¢f. 1.5), et agissant
ergodiquement sur le centre de N. Soient M = W* (0, N), et 1 comme

dans 1.4.6 (a). On a I (N)’AMCI(N) et M est un facteur.

Démonstration. — Pour z€1 (N)'NM, s€Z et y€ I (N), on a, avec les
notations de 1.4.6, les égalités

yE@UHU;=E@yU)U,=E@U}) U,y Ut U, =E (x U*) U, y.

Donc
YyE@U) =E@U;) U,y Uy

pour tout y€I (N) et la remarque 1.5.3 (a) montre que E (z U}) =0
“pour tous s3%0. Il en résulte que I (N)’NMcCI(N) et que M est un
facteur.

Prorosition 4.1.2. — Soient N une algébre de von Neumann, 6 € Aut N
tel que p (0") = 0 pour tout n 5= 0 et que 0 agisse ergodiquement sur le centre
de N: Soit I un isomorphisme de N sur une sous-algébre de yon Neumann I (N)
d’un facteur M, tel que :

(@) I(N)’nMcI(N).

(b) Il existe une espérance conditionnelle normale fidéle E de M sur 1 (N).

(c) Ilexiste un unitaire X € M tel que X1 () X* = 1 (0 (z)) pour tout r€ N
et que M soit Ualgébre de von Neumann engendrée par 1 (N) et X.
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Il existe alors un isomorphisme unique J de M sur W* (0, N) tel que :

10 Jo I soit Uinjection canonique de N dans W* (0, N) de 1.4.6 (a).

20 J (X)) soit Uunitaire de W* (8, N) associé a 1 €Z, par Uapplication U
de 7. dans W* (0, N) de 1.4.6 (c).

Démonstration. — Le théoréme 1.5.5 (a), (b) montre que I’espérance
conditionnelle E est unique et que X€W (E). Comme M est de genre
dénombrable, il existe un état normal fidéle ¢ sur I (N). Soient ¢ = ¢ o E,
(#y, Ty, Ey) la construction de Gelfand-Ségal déduite de ¢. Soient n un
entier > 0,2, ..., %o, &1, ..., 2, des éléments de N. Soient j, et
j:€{—n,...,n}. On a

Crmy (1 (@) XY, my (L) X By > = 4 (X 1 (af, 3,) XF)
= o [E (X+—) T (0 (a7, ).

Pour j, 3£ j», on a E (X*7) = 0 (1.5.6), donc les my (I (x;) X) £y sont
deux a deux orthogonaux. On a alors
” Ty <Z [(z)) X/) gy > H =N o [1(0 @} z)].
Soient @, un état normal fideéle sur N et (M,, I, X,), (M., I, X,) deux
triplets vérifiant les conditions (a), (b), (c). Soit
Y b (@) = 90 (I (Ey (7))
[resp. 42 (z) = 9, (I7' (E: (2))]. Le calcul ci-dessus montre que I’application
qui a Ty, <2 L (z)) Xj> £y, associe Ty, <Z L (z;) X§> £y, se prolonge en une
isométrie Y de 'adhérence dans #,, de I’ensemble des my, <2 L (z;) X{) Ey

sur I’adhérence dans €, de l’ensemble des m,, <Z L (z;) X;) £y, Par
hypothése la sous-algebre involutive &; de M; formée de Z I; (z) X} est

fortement dense dans M;. De plus =, (M;) £, est dense dans J¢,. Il en
résulte que Y est une isométrie de I, sur I€,. Soient n un entier
>0,Z 0 ooy oy Ty - €N €L Ypeo. Yo, Y1 ... Y2 €N,

a=Y1L@E)X, a=»L&)X,

=X L@E)X/, b=3L3)X.
On a
a by =2 L@ 0 @) X @ b= L 0/ () Xi

Jk Jiok
Ainsi

Y TL“% (a1 bi) a‘{h = 77'-']/2 (a2 bﬂ) 24‘2 et Y nk‘/t (al) TE'% (b1) E\‘h = ch’: (a2) Y 774/. (bi) &%-
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Cela prouve que pour tout a,€AQ, il existe un a,EA, tel que
Y my, (@1) = 7y, (@) Y. On a montré que Y my, (A,) Y*Cry, (Ma); on a
donc Y my, (My) Y*Cmy, (M.) et on a I’égalité en inversant les roles de M,
et M,.

Il existe donc un isomorphisme J,» de M, sur M, tel que pour tout z€ M,,
my, (J12 (2)) = Y 7y, (z) Y*. Pour tout z€N on a

Y my, (L (@) Y* = 7y, (L (7))

donc J» I () = I, (). Ona Y my, (Xy) Y* = my, (X,) donc Ji» (Xi) = X
La conclusion de 4.1.2 résulte donc de 4.1.1.

ReMARrQUE 4.1.3. — Soit N une algébre de von Neumann, § un sous-
groupe de Aut N, agissant ergodiquement sur le centre de N et tel que p (g) = 0
pour tout g€G, g # 1. Alors W* (G, N) est un facteur et I'injection cano-
nique I de N dans W* (G, N) vérifie I (N’ n'W* (G, N)CI(N). De plus

la conclusion de 4.1.2 reste vraie en remplagant (c) par (d) et 20 par 3° ot :

(d) Il existe un homomorphisme g— X, de G dans le groupe unitaire
de M tel que X, I () X; = 1(g.z) pour g€G, x€N et que M soit I'algébre
de von Neumann engendrée par 1 (N) et les X,, g€G.

3° Pour tout g€ G, on a J (X;) = U, pour U comme dans 1.4.6 (c).

CoROLLAIRE 4.1.4. — Soient N une algébre de von Neumann, 0, € Aut N
(resp. 0, € Aut N), vérifiant les conditions de 4.1.1. Supposons que 63" 6,
soit un automorphisme intérieur de N. Alors les facteurs W* (0,, N) et
W# (8,, N) sont isomorphes.

Démonstration. — Soient I, (resp. I,) l'injection canonique de N
dans W* (0,, N) [resp. dans W* (6,, N)], X, (resp. X.) un unitaire
de W* (6,, N) [resp. de W* (6,, N)] comme dans 4.1.2 (¢). Soit w un unitaire
de N tel que 0, (z) = uf, () u* pour tout z€N. Soit X, = I, (u) X,.
Alors W* (0,, N) est 'algébre de von Neumann engendrée par I, (N)
et X, et on a, pour tout z€N, I, (0, (z)) = X I, (z) X}*. La conclusion
résulte donc de 4.1.2.

4.2. COMPARAISON DES ALGEBRES My POUR LES POIDS NORMAUX FIDELES
STRICTEMENT SEMI-FINIS sUR UN FACTEUR M pE Tyee III, (A €]0, 1]).

TatorkmE 4.2.1. — Soient A€]0, 1[, M un facteur de type 11, o, o,
et ¢, des poids normaux fidéles strictement semi-finis sur M.

(a) Il existe une sous-algébre de von Neumann abélienne maximale A

de M telle que ACM;,.
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(b) On a M. CM., st et seulement si il existe un opérateur positif non
singulier h affilié au centre de M., et tel que ¢ = @, (h.).
La démonstration utilise des lemmes qui nous reserviront.

LemME 4.2.2. — Soient G un groupe abélien localement compact, M un
facteur, U une représentation de G dans M. Soient x€M, e le support de z,
¢’ le support de x*, u U'isométrie partielle de la décomposition polaire de .
On suppose qu’il existe des projecteurs f, f' €M, f>>e, f' > ¢’ avec

(Spv @) — Spu @) (Y ISp U, | SpUM =10}
Alors Spy (u) = Spy (2), z*x €M’ et e€ MY, ¢’ € M".

Démonstration. — Soit E = Spy (z). On a

2*2zeM (U, E —E)nM, (2.1.5),
Spy @*2)cSp U/Nn(E —E)={0} et x* xe M.

On a alors Spy () CSpy (u). Soit (k.),ex une suite d’éléments de M telle

que (z* z)”*k, tende vers e faiblement. Comme u = lim zk,, on a
n>w

u€M (U, E) [2.1.5et2.1.3 (b)] et Spy (u) = Spy (). On a
w*ueM (U, (E — E))nM,, un*eM (U, (E — E))nM,
donc eeM" et ¢’ €M".

Lemme 4.2.3. — Sotent ¢ un état normal fidéle sur un facteur M, tel
que 1 soit tsolé dans Sp A, et A une sous-algébre de von Neumann abélienne
mazximale de M. Alors A est abélienne maximale dans M.

Soient g la représentation ¢t - o7 de R dans M. On a Spo = SpA,NR}
avec les notations de 3.2.2. Soit ¢ > 0 tel que Spon[e=, ¢ = {1}

Pour tout a€A on a o, (a) = a pour tER, donc le commutant relatif
A'NM = A, de A dans M est globalement invariant par les o, tER.
S’1l existe un €A, tel que 2 M, montrons qu’on aboutit a4 une contra-
diction.

D’aprés 2.1.6 soit geL' (R) tel que o(g)xgM, et Log (Support g)-
Log (Support g)C[— ¢, ¢]. Soit y =0 (g) . On a y€Ay, y&M; et

Log (Sps (%)) — Log (Sps ) c[— & ¢].

On ne peut avoir 1E€Sp, (y) sans avoir Sp, (y)C[e ™, €] donc y € M,.
On a donc Sp, (y) Clef, o[ ou Sp, (y) €10, e[, et comme y* joue le méme
rdle que y on peut supposer que Sp, (y) CJe*, 00[. Soit u I'isométrie partielle
de la décomposition polaire de y. On a u€XA,, ugM,, Sp, (u)C]e, o,
uu* €M, u* u€M, en appliquant 4.2.2. Solent e = u* u, e = uu*.
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OnaeeM,NA CA,donceu = ue = uetue’ = ¢ u=u.Onaalors e =¢
nécessairement. 7

Par construction Sp, (u) est un compact de Jef, oo[. Il existe donc
un feL' (R) tel quef(y™") =0 pour tout Y>> e que u =23 (f)u,
et que 0 éf(y) <1 pour tout YER]. On a

sup ' (1) Z et
YTERL
AV F (A5 mp (u) = AV 0 <fa[ @f@ dt> =AY 0, (u) [cf. 3.2.2, formule (1)].

D’ou
| o (u*) | = || AY* np (@) [| L e || g (@) ||,

ce qui contredit I’égalité ¢ (uu*) = ¢ (¢) = ¢ (u* u) car u est non nul.

Lemme 4.2.4. — Soit (e.) une partition de Uunité dans Ualgébre de
gpon Neumann M. Pour tout a soit A, une sous-algébre de von Neumann
abélienne mazximale de M,,. Soit A la sous-algébre de M adhérence faible de

Pensemble des sommes fintes Z Qyjy OU aaieﬂai. Alors A est une sous-algébre
de von Neumann abélienne maximale de M.
Soit z€MNA’. On a e,z = ze, pour tout « car ¢,€A. On a donc

2 = limite faible 2 e, ve, quand F décrit ’ensemble des parties finies de
aEeF

I’ensemble des «. Pour tout «, e,xe, commute avec tout a€ A, donc

e, re, €A, et €A,

Démonstration de 4.2.1 :

(a) Comme ¢ est strictement semi-fini, il existe [3.1.4 (b)] une partition
de T'unité (e,) dans M, telle que ¢ (e,) << oo pour tout «. Pour tout «,
¢, = 9, est une forme linéaire positive normale fidéle sur M, = M,,.
On a T,eT (M,,) pour T, =2 7/Log A car T,€T (M) (3.4.1) et M est
1somorphe & M, car e, est équivalent a4 1 dans M. La remarque 1.3.3
montre que pour tout « il existe un h, € M,, positif et inversible dans M,,
appartenant 3 M., = M,NM, et tel que , = o, (h,.) vérifie of* =

Le lemme 4.2.3 montre que toute sous-algébre de von Neumann abé-
lienne maximale de M, est abélienne maximale dans M.. Soit A,
une sous-algébre de von Neumann abélienne maximale de M, ., conte-
nant k,. Pour z€ A, on a xhl = kY z pour tout tER et o¥* (z) = x pour
tout t€R; on a donc x€M, ., = M,NM..

Le lemme 4.2.4 montre donc qu’il existe une scus-algébre de
von Neumann abélienne maximale & de M contenue dans M,.
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(b) Supposons M. CM.. D’aprés (a) le commutant relatif M, NnM
de M., dans M est contenu dans M,. Soit u, = (D¢, : D¢,), pour tER.
On a pour tout x€M,, I'égalité

T = oj* () = u, 0¥ (x) u} = u, ruy.
Donc u, €M, CM,, pour tout tER. Pour €M, on a
92 () = 92 (o7* (%)) = 92 (e o7 (%) uf) = 92 (o7 (¥)),

ce qui montre que ¢, est of-invariant pour tout t€R. Il existe donc
([30], th. 5.12) un opérateur positif non singulier affilié a M, tel
que ¢, = ¢, (h.). Pour tout z€M,, et tout tER on a

T = o¥: (x) = h o9 (x) h* = hi* xh~*

ce qui montre que h est affilié au centre de M,,.

Inversement si ¢» = ¢, (h.) ou h est affilié au centre de M, on a pour
tout x € M, et tout ¢t €R ’égalité of* (x) = A" zh™" = z, donc M,, CM,,.

RemarqQue 4.2.5. — Sotent L €10, 1[, M un facteur de type 111, ¢ un
poids normal fidéle strictement semi-fint sur M. Les théorémes 4.2.1 et 1.5.5
montrent que Uespérance conditionnelle E, de 3.1.4 (c) est la seule espé-
rance conditionnelle normale fidéle de M sur M.,

TutoritmE 4.2.6. — Soient A €]0, 1], T, = 2 n/Log A, M un facteur de
type 11L,, et © un poids normal fidéle strictement semi-fint sur M. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 7, = 1.
(b) Sp A, = S (M).

(c) M\.NM = c.

(d) M, est un facteur.
(

e) Pour tout poids ¢ normal fidéle semi-fini sur M tel que M,C My,
U est proportionnel a 9.

(f) Mg est mazimale pour Uinclusion parmi les sous-algébres de
pon Neumann semi-finies de M qui sont tmages de M par une espérance
conditionnelle normale fidéle.

Démonstration :
(a) implique (b). Par hypotheése Sp AT = {1} donc Sp A, C{ A", n€Z|".
(b) implique (d). Soit ¢® la représentation ¢ — o, de R dans M. On a

Spo? =T (% (3.2.1 et 3.2.2). De plus, I' (5%) est un sous-groupe discret
de R? donc M, = M’ est un facteur (2.4.1).
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(d) implique (c). On a M;NMCM, [4.2.1 (a)] donc M.NM = C.

(c) implique (¢). La démonstration de 4.2.1 (b) n’utilise pas I’hypo-
thése 9, strictement semi-fini et s’applique sans modification au cas ou @,
est un poids normal fidéle semi-fini. Appliquant 4.2.1 (b) avec ¢, = ¢
et ¢ = ¢ on voit que ¢ proportionnel a ¢ car le centre de M, est réduit
aux scalaires.

(e) implique (f). Soit N une sous-algébre de von Neumann semi-finie
de M telle que M,CN. Soient E une espérance conditionnelle normale
fidéle de M sur N, 7 une trace normale fidéle semi-finie sur N, ¢ =70 E
le poids normal fidéle semi-fini1 correspondant sur M. On a NcCM,
d’apreés 1.4.3, donc ¢ est proportionnel & ¢ et My = M, donc N = M..

(f) implique (a). On a T, €T (M) donc [1.3.2(d)] 1l existe un opérateur
positif autoadjoint non singulier affilié au centre de M, tel que

T,
pour ¥ = o (h.) on ait o}, = 1. Comme Dl’application & - 1/T, f ¥ (x) dt

est une espérance conditionnelle normale fidéle o/-invariante de M sur My,
le poids ¢ est normal fidéle strictement semi-fini [3.1.4 (e)].

On a M;C M, et My est semi-finie, image d’une espérance conditionnelle
normale fidéle. On a donc M, = My. Comme ¢ vérifie (a) il vérifie égale-
ment (¢). Comme My, CM,, ¢ est proportionnel a ¢ et ¢ vérifie (a).

4.3. TRACES GENERALISEES SUR LES FACTEURs pE TYPE I1I, (A €]0, 1]).

DiriniTion 4.3.1. — Sotent €10, 1[, M un facteur de type 11L,, ¢ un
poids normal fidéle strictement semi-fini tel que ¢ (1) = + 00. On dit que ¢
est une trace généralisée sur M s’il vérifie les conditions équivalentes de 4.2 .6.

Tutortme 4.3.2. — Soient L€)0,1[, M un facteur de type III,
T, = 2 n/Log A.

(a) Il existe sur M une trace généralisée.

(b) St 9, et 9, sont deux traces généralisées sur M il existe « > 0 et u
unitaire de M tels que ¢, () = a9, (uxu*) pour tout x € M,.

(c) Dans (b) le nombre &' = a, est indépendant du choix de u tel que @,
et 9., soient proportionnelles, et pour tout a tel que o' = a, il existe un
unitaire u de M tel que ¢, () = a¢, (uzu*) pour tout z€M,.

Démonstration :

(@) On a T,€T (M). Il existe donc un état normal fidele ¢ sur M tel
que 0f = 1. Soient 7 une trace normale fidéle semi-finie sur le facteur F_,
¢y =9 @ le poids normal fidéle strictement semi-fini correspondant

sur MQ F_.
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Alors { est une trace généralisée sur M @ F_ et M @ F_ est isomorphe
a M qui est un facteur de type III;.

(b), (¢) On a of = oft =1 donc (D¢, : Dg,)y, = %, 1, o «, désigne un
nombre complexe de module 1. Soit « > 0 tel que 2'™ = a,. Montrons qu’il
existe un unitaire u€M tel que 9, (z) = «9, (uzu*) pour tout x€M,.
On aura alors montré (b) et (c) car s1 9, (z) = B9, (uzu*) pour tout z€ M,
on a

a = (D¢: : Dgi)r, = (D92 : Doy u)r, (Doy,w : Doi)y, = BT (u* oft (w)) = B

Soient P =M Q@ F., (1.2.2), ¢ le poids normal fidé¢le semi-fini sur P,

avec
U <2 zi; @ eij> = ag, (X)) + 92 (X22) pour « =Z zi; @ e; 0.
On a

o, (1 ® ) = (D9s : Dagy)r, = (Dgs : D)y, (Dgs @ Dagy)y, = a o™ = 1.

Les hypothéses 0§ = o> = 1 et le lemme 1.2.2 montrent que of = 1,
donc que ¢ est un poids normal fidéle strictement semi-fini sur M @ F,,
vérifiant la condition (a) de 4.2.6. Comme M Q) F, est un facteur de
type IIIL, (il est isomorphe & M) on a la condition (d) pour ¢ sur P. Les
projecteurs 1 @ ey = e; et 1 @ 2o = e, de P sont tels que ¢ (e;) =0
par hypothése sur les ¢;. Comme la restriction de ¢ & Py est une trace
normale fidéle semi-finie [3.1.4 (b)], les projecteurs e; de Py sont donc de
dimension relative 4 oo dans Py. Comme Py est un facteur de genre
dénombrable, 1l existe une isométrie partielle v €Py telle que v*v = ey,
w* =e,.0na(lQe)v=0etv (1l e:n)=0.1l existe donc un ueM
tel que v = u* Q es, uu* = u* u = 1.
Soit x€M.. On a zQ e, €P,,

@ =0CQe)=91Q ) (T en) (1@ en) =4 @[(uru*) @ en] v¥).
Comme v €Py, le théoréeme 3.6 de [30] montre que si ¢, () <o on a

v [(uzu*) @ eyy)] v* € My, (uru* @ ey,) v* v = (uru*) @ e, €My
et
b @ [(uzu*) @ en] v¥) = Y [(uau*) @ e
donc 9. () = a@, (uzu*) pour tout z €M, tel que 9, (z) < co.
Inversement, pour x € M, tel que 9, (uzu*) < oo on a (uzu*) Q e, € My

donc
v [(uzu*)  e,,] v* ey et b (v [(uzu*) @ ei ] v*) = ag, (uru*).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 29



222 A. CONNES

CororLraire 4.3.3. — Sotent A€]0, 1[, M un facteur de type 111, ¢ une
trace généralisée sur M, o la représentation t — 5, de R dans M, E, Uespé-
rance conditionnelle normale fidéle de M sur M.

10 Il existe un unitaire X€M tel que 9x = A¢. On a alors :

(a) E; (X") =0, pour n = 0;

(b) XEM (3, {1 ]);

(©) Xell (E);

(d) M est Ualgébre de von Neumann engendrée par M, et X.

20 Le facteur M, est de type 11_, la restriction = de 9 @ M, est une trace
normale fidéle semi-finie et pour X comme dans (a) et tout x€M; on a

t (ix (x) = It (2).

10 Comme A'™ =1 pour T, = 2 n/Log %, d’aprés 4.3.2 (c) il existe un
unitaire X de M vérifiant 9x = 20. On a (D¢ : Dg), = A" pour tout t€R
done [1.2.3 (c¢)] on obtient X€&M (g, { A™*|). Les poids ¢ et A9 sont
normaux fidéles strictement semi-finis sur M et E, = E;;, donc Xel (E,),
car ¢x = A9. Montrons que M est I’algébre de von Neumann engendrée
par My et X. Soit (V,),ez un recouvrement ouvert de R} tel que

Vpn{ M, keZ} = {1}
pour tout n€Z.

On a oy, = 1 donc Spoc{A k€Z}| (2.3.8). Le lemme 2.1.6 montre
que la réunion des M (g, { A"}) pour nE€Z, est faiblement totale dans M.

Soient n€z, €M (g, { A }), alors X"z€M” (2.1.5) et z = X*" (X" x)
appartient a I’algébre de von Neumann engendrée par M, et X.

Enfin, pour n 40, on a X"€M (g, { A" }), et

Ty T,
E, (X7) = %,O f o7 (Xr)dt = Ti f ()it X dt = 0,
0 0

20 D’aprés 3.1.4 (b), T est une trace normale fidéle semi-finie sur M..
D’aprés 10 (a) on a 7 (ix ) = A7 (z) pour tout z€M!. 1l en résulte que M,
qui est un facteur proprement infini car ¢ (1) = oo est de type I, .

4.4. CrassiFicaTioN DES FACTEURS DE TYpE 1IL (A €0, 1]).

TutortME 4.4.1 :

(a) Sotent 1 €]0,1[, N un facteur de type 11, = une trace normale fidéle
semi-finie sur N, 0 un automorphisme de N tel que = (0 () = A7 () pour
tout x€N.. Alors W* (6, N) est un facteur de type 11I,.
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(b) Pour tout facteur M de type 111, (A €]0, 1[), il existe un couple (N, 0)
périfiant les conditions (a) et un tsomorphisme de M sur W* (6, N). -

(c) Soient 7 €]0, 1], (Ny,0,), (N, 0,) des couples vérifiant les condi-
tions (a). Pour qu’il existe un isomorphisme de W* (0,, N,) sur W* (0,, N,)
il faut et il suffit qu’tl existe un isomorphisme J de N, sur N, tel que J 0, J~* 07"
sott un automorphisme intérieur de N..

Lemvme 4.4.2. — Sotent 2 €10,1[, N,t et 0 comme dans 4.4.1 (a),
I Pinjection canonique de N dans W* (0, N), E Pespérance conditionnelle
de 1.4.6(b) de W* (0, N) sur I(N), e =701 E, X l'image de 1€Z
par Uapplication U de 1.4.6 (c).

(@) On a p (0") = 0 pour tout n = 0.

(b) W* (0, N) est un facteur de type 11I,.

(¢) 9 est une trace généralisée sur W* (0, N).

(d) On a [W* (0, N)], = I (N).

(e) L’unitaire X de W* (0, N) périfie les conditions [4.3.3, 1° (a), (b), (c)
et (d)] par rapport & ¢ sur W* (0, N).

Démonstration :

(a) Pour tout n £ 0, 6" est un automorphisme extérieur du facteur N.
(b) D’aprés (4.1.1) W* (6, N) est un facteur et I (N)'n'W* (6, N)cI (N),
donc (3.3.1) montre que S (W* (6, N)) = { A", n€Z |-, d’ou la conclusion.
(¢c) D’aprés 1.4.3 on a I(N)cW* (6, N);. Comme le commutant
de I (N) dans W* (6, N) est réduit aux scalaires, ¢ vérifie 4.2.6 (c), d’ou (c).
(e) D’apres 1.4.6 (¢), on a
E (X z X*) = XE (z) X*

pour tout z&€ W* (0, N) donc ¢x = Ap car to 0 = At. Il en résulte que X
vérifie les conditions 4.3.3. 1° En particulier E,(X") =0 pour tout
n 7% 0 donc pour tout élément y de la sous-algébre involutive de W* (6, N)
engendrée par I (N) et X, on a E; (y) = E (y). Il en résulte que

E,=E et [W*(), N),=1(N) dou (d).
Lemme 4.4.3. — Sotent €0, 1[, M un facteur de type 111, Ny, 7, et 0,
(resp. Nu, s et 0,) comme dans 4.4.1 (a), i, Ei, 91, Xy (resp. L, E., 02, Xo)
comme dans 4.4.2. Supposons que M = W* (0, N,) = W* (0,, Ny). Il extiste

alors un automorphisme intérieur J,» de M tel que :
(@) Juiz (L (Ny) = L (Ns);
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(b) Jm E1 JI; = Eg;
(c) Jia (Xy) X7€ L (Ny).

Démonstration. — D’aprés 4.4.2 (b) et (c), 91 et 9. sont des traces géné-
ralisées sur le facteur M. D’aprés 4.3.2 (b) on peut, en remplagant <,
par at, pour un « convenable, trouver un automorphisme intérieur J,,
de M tel que ¢, = 9,0 J;n. Daprés 4.4.2(d) on a M, =1, (N,),
M, = I, (N,) donc J,» (I, (Ny)) = I, (N.). De plus E, = E., (resp. E.)
est I'unique espérance conditionnelle normale fidele de M sur M, (resp. M.,)
et on a (b). D’aprés 4.4.2 (e) on a 9, x, = A9, et ¢, x, = A, done Ji» (X4)
et X, vérifient la condition 4.3.3 [1° (b)] par rapport & ¢,. On a donc

T (X)X$eM(0%; [1]) = M,, = L, (N,).

Démonstration de 4.4.1. — L’assertion (a) résulte de 4.4.2 (b). Démon-
trons I’assertion (b). Soit ¢ une trace généralisée sur M [4.3.2 (a)]. Soient @
et E, comme dans 4.3.3 et X un unitaire de M vérifiant 4.3.3 [1° (a),
(b), (¢), (d)]. Soit O ’automorphisme tx de M, [4.3.3 (29)], I 'injection z — x
de M, dans M, < la restriction de ¢ & M,. D’aprés 4.3.3 (2°), M, est un
facteur de type II_ et M., 7 et O vérifient les conditions de 4.4.1 (a).
Le couple (Mg, 0) vérifie les conditions de 4.1.1. L’injection I vérifie les
conditions (a), (b) et (¢) de 4.1.2 d’ou 1l résulte que M est isomorphe au
produit croisé de M, par 6.

La suffisance de la condition (¢) de 4.4.1 résulte du corollaire 4.1.4.
Montrons la nécessité de la condition 4.4.1 (¢). Par hypothése on peut
identifier W* (6,, N;) et W* (6,, N») & un méme facteur M de type IIL.
Avec les notations de 4.4.3, soit J I'isomorphisme de N, sur N, tel que
pour z€N, on ait J,» (I, (z)) = I, (J (z)). Il existe un umitaire u&N,
tel que J,» (Xi) = L (u) X,. Pour €Ny, 1l vient

L (J08:(@) = Ju (I (6. (@)
=T (X L (@) X*) = T (X)) Tz o L (@) Jia (X0)*
—L@WX. L[ @) XL ) =L[u@®0J @) u*.

On a donc prouvé que Jof, o J o0 est un automorphisme intérieur

de Ng.

DeriniTioN 4.4.4. — Soit N un facteur de type 11_, vy U'homomorphisme
de Out N dans R} qut, & j€Out N, associe vy (j) ER! tel que pour toute
trace normale fidéle semi-finie © sur N et tout 6 € Aut N tel que &y (8) =
on ait o0 =1y (j)=. Litmage G (N) de ’'homomorphisme Yy sera appelée
groupe fondamental de N.

Soit P un facteur de type II,, alors le groupe fondamental de P au
sens de [29] (th. VIII, chap. II) est identique au groupe fondamental

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — N° 2



ELASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE i 225

de PRF, au sens de 4.4.4. Pour toute algébre de von Neumann M,
nous notons M sa classe d’isomorphisme algébrique.

CororraIRE 4.4.5. — Soit 1 €]0, 1].

(a) Soit M un facteur de type I1I, et soit (N, 0) un couple comme
dans 4.4.1 (b) tel que M = W* (6, N). Alors N est indépendant du choiz
de 0 et ne dépend que de M. On note alors N = M".

(b) Pour qu’une classe N d’isomorphisme algébrique de facteurs de type 11
appartienne & Uimage de Uapplication M — M™ de (a) il faut et il suffit
que L €G (N).

(c) Il existe une infinité continue de facteurs de type 111, deux a deux
non isomorphes opérant dans un espace de Hilbert séparable.

(d) Soient N un facteur de type 11_, et G, U'ensemble des classes de conju-
gaison dans Out N d’éléments j tels que Yy (j) = h. Soit W* Papplication
qui a c€C; associe W* (0, N), indépendamment du choixz de 0 € Aut N tel
que ¢ soit la classe de conjugaison de < (0). Alors W* est une bijection de C,
sur Pensemble des classes M d’isomorphisme algébrique de facteurs de
type 111, telles que M~ = N.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte facilement de 4.4.1 (c) et
Passertion (b) de 4.4.1 (a). 1l existe d’aprés [33] (corollaire 4.3.29 et
remarque 2, p. 214) une infinité continue de facteurs N de type Il deux
a4 deux non isomorphes opérant dans un espace de Hilbert séparable,
et tels que N @ R, soit isomorphe & N donc que A€G (N). On en
déduit (c) en utilisant (b).

Le théoréme 4.4.1 (¢c) montre que, avec les notations de 4.4.5 (d),
la classe d’isomorphisme algébrique de W* (0, N) est indépendante du choix
de 0 tel que la classe de conjugaison de ¢ (6) soit c. De plus, 4.4.1 (c) montre
que si ¢; 7% ¢, on a W* (¢;) 2 W* (c2). Le théoréme 4.4.1 (b) montre que
’application W* est surjective, d’ou (d).

4.5. Carcur pE Out M pour un rFacteURr DE TYPE 1IL; (A €]0, 1]).

Tutortme 4.5.1. — Soient N un facteur de type 11, 7€]0,1],
T, = 2 n/Log A, © une trace normale fidéle semi-finie sur N, 0 un auto-
morphisme de N transformant © en k7, et M = W* (8, N). Soient G le quotient
du commutant de ¢y (0) dans Out N par le groupe des puissances entiéres
de ey (0), & U’homomorphisme modulaire de R dans Out M. Il existe un
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homomorphisme ¢’ de Out M sur G tel que la suite

T, o o .
0>Z7"*REAMSG—>1 soif exacte
Démonstration. — Construisons ¢’. Soient T une trace normale fidéle

semi-finie sur N, I I'isomorphisme de 1.4.6 (a) de N sur I (N)C M, E I’espé-
rance conditionnelle de 1.4.6 (b), 9 = 7o 1" o E la trace généralisée sur
le facteur M décrite en 4.4.2, X un unitaire de M tel que

10 (x)) = XI (x) X*

pour tout € N. Soit j€Out M, et J, avec ¢y (J,) = j. Comme ¢ o J, est
une trace généralisée sur M, le théoréeme 4.3.2 (b) montre qu’il existe
J.€Aut M tel que ¢y (J.) = j et que ¢ o J. soit proportionnelle & ¢. On a
alors J, (I (N)) =1 (N) donc il existe un automorphisme m, de N tel
que J. I (#) = I (. (2)) pour tout € N. La démonstration de la nécessité
de la condition 4.4.1 (¢) montre alors que l’automorphisme =, 0z;" 67
de N est intérieur. Ainsi ¢y (7,) appartient au commutant de ey (9)
dans Out N. Soit J; dans Aut M avec 9 o J; proportionnelle a ¢ et ¢y (J;) = .
Comme J;" J, est un automorphisme intérieur de M qui laisse I (N) globa-
lement invariante, et comme le groupe § des X", n€Z, vérifie les condi-
tions de 1.5.5 (¢), on voit que ©;" ©, appartient au groupe complet associé
aux 0", n€Z. Comme N est un facteur il existe n€Z tel que

ex (m31) ex (m2) = ex (0)™

On a montré que la classe dans G de ¢y (7.) est indépendante du choix
du représentant J.€ Aut M de j€Out M, tel que ¢ » J, et ¢ soient propor-
tionnelles. L’élément de G ainsi associé a j est noté &' (j).

Il est clair que ¢’ est un homomorphisme de Out M dans G; il nous

reste a calculer le noyau et I'image de o'.

On a ¢ ¢ (t) =1 car o (I (z)) = I (z) pour tout z€N.

Soit j€Out M tel que ¢’ (j) = 1. Il existe un représentant J, de j tel
que ¢ J, et ¢ soient proportionnelles et que I’automorphisme 7, corres-
pondant de N vérifie ¢ (n,)€{c (0)", n€Z}. Il existe donc un repré-
sentant J, de j tel que 9o J, et ¢ solent proportionnelles et que 1’auto-
morphisme 7, correspondant de N soit I'identité. On a J, (I (z)) = I (=)
pour tout €N donc J, (X) I (z) J, (X)* = XI () X* pour tout z€N.
Ainsi X* J, (X) est dans le commutant de I (N), donc est un unitaire
de la forme A™1, pour un certain ¢, €R. Les égalités J, (I (z)) = I (z)
pour tout z€N et J, (X) = A" X montrent que J, est égal a o7, donc que j
est 'image ¢ (t,).
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Montrons que pour tout automorphisme = de N tel que ¢ (%) commute
avec ¢ (0) il existe un automorphisme J de M tel que JI (z) = I (n (z))
pour tout &€ N. On aura alors montré la surjectivité de ¢’

Par hypothése on a ¢ (0em) =c¢(nol). Soit u un unitaire de N tel
que ©o0 (z) = u (o =) (z) u* pour tout z€N. On a en posant I, (z) =17 (z)
pour tout z €N, I’égalité

I XL @X*ITW)=IWI[0on)@]I@w*) =I1(mo0 () =10 ().

Le couple (I, M) vérifie donc les hypothéses de 4.1.2 pour N et 0,
de méme que le couple (I, M). La proposition 4.1.2 montre qu’il existe
un isomorphisme J de M sur M tel que

JAE@) =1 (x) =1I(m(x)) pour tout xeN.

4.6. ETaTs NORMAUX FIDELES SUR UN FACTEUR M bpe tyee Il

(2 €]0, 1]).

TutortmE 4.6.1. — Sotent N un facteur de type 11_, 6 un automorphisme
de N ne préservant pas de trace normale fidéle semi-finie sur N, M = W* (6, N)
le produit croisé de N par 0, E Pespérance conditionnelle normale fidéle
de M sur N. Tout état normal fidéle ¥ sur M est unitairement équivalent
dans M a un état de la forme eoE ou ¢ est un état normal fidéle sur N,

Démonstration. — Soient T une trace normale fidéle semi-finie sur N,
A >0, % £ 1 tel que = (0 (z)) = A7 (z) pour tout z€N,, et T, = 2 nt/Log 2.
Alors M est un facteur de type IIL ou III,-, et on a T, €T (M). Donc
il existe un opérateur h positif inversible du centre de My tel que

a%’o (x) = h—i% zh'™ pour tout xeM.

Soient (e, e, . .., €n, . ..) une partition de 'unité dans My, avec e, 0 pour
tout n; son existence résulte de 4.2.1 (a). La forme linéaire ¢, = ¢ (h.)
est positive normale fidéle sur M et sur My. Il existe donc un opérateur
positif autoadjoint non singulier affilié a My, de la forme k =Z_7\”‘”’ en

ou les p (n) sont des entiers rationnels, et tel que

@) =N w04 (o) = + co.

Soit ¢, le poids normal fidéle semi-fini ¢, = ¢ (hk.) sur M. Il a un
sens car hk est un opérateur positif autoadjoint non singulier affilié a M.
De plus on a

(hk)iT“ p— hiTo kiT0 — hiTo
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car h € Centre My et donc :
a}": (x) = hiT h=T ghiT™ h—i% = ¢ pour tout xreM.

Comme ¢, (1) =00, s, qui est strictement semi-fini car off = 1, est
une trace généralisée.

Pour tout t€R on a ¢f (.) = (hk)* s} (.) (kk)™ avec (hk)*€M,, donc ¢
est o¥-invariant pour tout tER.

On a montré ’existence d’une trace généralisée ¢, sur M et d’un opéra-
teur positif autoadjoint non singulier h, affilié & My, tel que ¢ = 4, (hs.).
Le théoréeme 4.3.2 (b) et le lemme 4.4.2 (¢) montrent qu’il existe un
unitaire u€M tel que ¢, ., et 7o E soient proportionnels.

On a ¢ = ¢, (hy.), donc ¢, = 42, [(u* hy u).]. 1 suffit donc de montrer
que tout état normal fidéle ¢, sur M de la forme (7 < E) (h;.) ou h; est un
opérateur positif affilié a M., = N vérifie ¢, (E (2)) = ¢, (2) pour toutz€M
ce qui est immédiat.

V. — Facteurs de type III,

Le principal résultat est 5.3.1 : tout facteur de type III, est de la
forme W* (0, N) ot N est une algébre de von Neumann de type II_ 4 centre
sans atome, et 6 un automorphisme de N ergodique sur le centre et dimi-
nuant strictement une trace normale fidéle semi-finie sur N.

Nous montrons d’abord (dans 5.1) la réciproque du fait ci-dessus :
pour N et 0 comme ci-dessus, W* (8, N) est un facteur de type III,.

Dans 5.2 nous montrons ’analogue de 4.2.1 pour les facteurs de
type III,.

Dans 5.3 nous montrons, pour M donné, ’existence de N et 0 tels
que M = W* (6, N). Ce résultat permet de décrire I’ensemble des facteurs
de type IIL, (A 3£ 1) comme ’ensemble des produits croisés d’algébres
de von Neumann de type II  par des automorphismes diminuant stric-
tement une trace normale fidéle semi-finie.

Dans 5.3.6 nous montrons que tout facteur M de type III, est en un
sens tres strict la limite inductive d’une suite d’algébres de von Neumann
semi-finies.

Dans 5.4 nous donnons un critére d’isomorphisme des facteurs W* (6, N)
obtenus comme produits croisés a partir d’un couple (N, 0) comme
ci-dessus, généralisant ainsi 4.4.1 (c).

Enfin, dans 5.5 nous montrons l’existence d’un facteur hyperfini
([33], déf. 4.4.5) agissant dans un espace séparable et qui n’est pas un
facteur d’Araki-Woods (i. e. il n’est isomorphe & aucun produit tensoriel
infini de facteurs de type I).
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5.1. PreévmmiNaireEs. — Nous dirons qu’une algébre de von Neumann
abélienne est diffuse si elle ne contient pas de projecteur minimal.

Prorosition 5.1.1. — Soit N une algébre de von Neumann de type 11,
a centre diffus. Soit 0 un automorphisme de N ergodique sur le cenire de N.
Sotent © une trace normale fidéle semi-finie sur N et Ay <1 tels que
7 (0 (z)) L X T (x) pour tout z€N.. Alors W* (0, N) est un facteur de
type 111, et p (8") = O pour tout n 5= 0.

Démonstration. — Montrons d’abord que p (0") = 0 pour tout n = 0.
Soient n £ 0 et e un projecteur non nul du centre de N tel que 0" (¢) = e
et que 0"/N. soit un automorphisme intérieur de N.. On peut supposer
n>0. On a = (0" (z)) <A, (x) pour tout z€N, et 7 (z) = (0" (z))
pour tout z€ N]. Comme la restriction de = & N. est une trace normale
fidéle semi-finie, on aboutit 4 une contradiction.

Soient I I’homomorphisme canonique de N dans W* (6, N) = M. On a
I(NYNnMcCI(N) et M est un facteur d’aprés (4.1.1).

On peut donc appliquer le théoréme 3.3.1 pour calculer S (M).

Soit p; l'unique opérateur positif affilié au centre C de N tel que
o0 =1 (p,.). Par hypothése on a 0 < p, =%, <1. De méme, pour
n>0 on a < (0"(x) =r7(p.2), avec 0 < p, = 2A;; et pour n <0 on a
T (0" (2)) = 7 (pax) et o Af > 1. Soit A€]0, 1[. Montrons que A &S (M).
Soient n, tel que Ay <A <1 ete> 0 tel que ]A — ¢, A + [ ne contienne
ni A7 ni 1. Comme le centre C de N est diffus et 0~ ergodique sur C on peut
trouver un projecteur non nul e de C tel que 67 (e), 672 (e), ..., 07 (e)
solent tous orthogonaux a e.

Supposons qu’il existe alors un projecteur non nul d du centre de N,
d=¢e et un n€Z tels que 8" (d) = e et que le spectre de p,' sur N, soit
contenu dans JA — ¢, A + ¢[. Comme JA — &, A + ¢[CJA%, 1] on a néces-
sairement n << 0. Comme ¢,' == A" sin < 0 on a A < A", et — n€[1, n,]
ce qui contredit I’hypothése 07" (¢) e = 0 pour tout k€[1, n,].

Il reste a montrer que M n’est pas semi-fini ¢’est-a-dire ([41], prop. 8.16, 39)]
qu’il n’existe sur N aucune trace normale fidéle 7, semi-finie et 0 invariante.
Supposons I'existence de 7, et soit h positif non singulier affilié au centre
de N tel que T =7, (h.). On a alors 07 (h) << A, h avec A, << 1. Soit n
un entier tel que le projecteur spectral de h associé a I'intervalle [A2*", A!]
soit non nul. Il existe deux projecteurs e, et e; non nuls du centre de N
majorés par ce projecteur spectral, et de produit nul (car C est diffus).
Pour k> 0, 6% (e;) est contenu dans le projecteur spectral relatif a & et

10, A;*']. Donc \/ br (e;) est 6O-invariant non trivial contredisant ainsi
P&z

Pergodicité de 6 sur C.
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5.2. CENTRALISATEURS DES POIDS NORMAUX FIDELES STRICTEMENT
SEMI-FINIS, ET SOUS-ALGEBRES ABELIENNES MAXIMALES.

TutoriME 5.2.1. — Soit M un facteur de type 111,.

(a) Pour tout poids normal fidéle strictement semi-fini ¢ sur M, il existe
une sous-algébre de von Neumann abélienne maximale A de M telle que X C M,.

(b) Soient ¢, et 9, deux poids normaux fidéles strictement semi-finis sur M.
On a M., CM., st et seulement si il existe h positif non singulier, affilié
d centre M,,, tel que ¢, = ¢, (h.).

Lemme 5.2.2. — Identifions le dual de R a R [avec (t, Y) = €', YER,
teR]. Sotent ¢, > 0, N une algébre de von Neumann, « une représentation
de R dans N telle que SpaC[— e, ¢&]. Il existe alors HeN?
—&/2 Z H ZZgy/2, tel que o, (x) = "z e ™" pour tout tER.

Démonstration. — Pour tout fermé E de R posons k(E) =

x€N(%,E)

Support z*. Selon [3] (th. 3.1) il existe BEN [B =f " ap (t) avec

les notations de [3] (th. 3.1)] tel que :

(1) «, (z) = " ze™"" pour tout {ER et tout z€N;
(2) Pour t€R le projecteur spectral de B correspondant a l'intervalle

[t, o[ soit égal a /\F (s, ool

s<t

On a k(E) =, (k(E)) pour tout t€R [2.1.3 (f)], donc «,(B) =B
pour tout t€R. On a /\k ([s, o) =1 car 1€N («, {0}), donc B 0.

s<0

Pour tout ¢t > ¢, on a /\k ([s, ©o[) =0 car N («, [s, o) ={0} pour
st
tout s > ¢, donc B =_¢,. D’ou le lemme en posant H =B — ¢,/2.

Lemme 5.2.3. — Identifions R au dual de R comme en 5.2.2. Soient M
un facteur, ¢, > 0, U une représentation de R dans M telle que
SpUN{[— 2, —&]Ule 28]} = 4.
Il existe un HEMY, — ¢,/2 =~ H < ¢,/2 tel que la représentation V de R
dans M définie par V,(z) = e " U, (z) e"" pour tER et x€M, vérifie
SpVN] — e, &[={0}.

Démonstration. — Soit N = M (U, ([— <o, &])). Pour z et y dans N on a
Spy (@) < (Sp Un[— 2 &, 2 &])

(2.1.5) donc Spy (xy) C[— ¢, &) et zy€N. Donc N est une sous-algébre
de von Neumann de M [2.1.3 (b) et (¢)].
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Pour t€R on a U, (N) = N[2.1.3 (f)]. Posons %, () = U, (z) pour t€ER
et €N. Alors « est une représentation de R dans N. Pour z€N on a
Spa (®) = Spy (¥) C[— €0, €], done Sp aC[— &y, €]. Soit (lemme 5.2.2)
HeN tel que —e/2=H¢/2, o,(H =H pour tout {€ER et
o, () = " ze™"" pour tER et z€N. On a U, (H) = H pour tout t€R
donc HeM', et V défini par, V,(z) = ¢ “" U, (2) " {ER, xEM) est
une représentation de R dans M. Pourz€Nona V, (z) = e "o, (z) " ==
pour tout ¢{€R, donc Spy (z)E€{0 .

Le lemme 2.1.6 et ’hypothése Sp UN([— 2¢&,, — ]U[eo, 2&]) = O
montrent que la réunion de N et de M (U, (]— 2 ¢y, 2 g,[°)) est faiblement
totale dans M.

Pour montrer que Sp VN]— ¢, g[ = {0} il suffit donc de montrer
que Spy () N]— o, &[ = O pour tout 2€M (U, (] —2 ¢, 2 &,[9)) [2.1.3 (d)].

Soit W la représentation de R dans M Q) F. construite a partir de U
et Vet de u, = ¢ ", comme dans 2.2.6. On a pour z€M; les égalités

Spu () = Spw (@ ® €11),  Spv (x) = Spw (T ® e22)

TQen=(1Qe) (@ en) (1 e)*

Or W.1Qen)=u Qe =¢“"Qen. Donc pour toute fonction
f€L' (R) on a
W@ e)=( [0 &)@ e =) & e
R

et

Par suite Spw (1 @ e:) = Sp HC[— ¢/2, ¢4/2]. Le lemme 2.1.5 montre
donc que si Spy () C] — 2o, 2&[° on a
Spy () C] — 280, 2 60[¢ 4 [— €02, €0/2] + [— €0/2, /2],
d’out
Spy ()N ]— &, & [ = 9.

Lemme 5.2.4. — Sotent M un facteur de type 111,, 9 un poids normal
fidéle strictement semi-fini sur M, e, un projecteur non nul de M,. Il existe
alors un projecteur non nul e = e, de My, un h > 0, h€ M,N M., h inversible
dans M., et un état normal fidéle ¢ sur M. tels que

(a) Le point 1 soit isolé dans Sp Ay.

(b) heM.,y et 9. = (h.).

Démonstration. — Comme ¢ est strictement semi-fini on peut supposer
que 9 (e,) << 0. Soient ¢ la représentation de R dans M telle que o, = o7,
exp. l'application ¥ — e’ de R dans R]. On a I'(c*) =T (c) ={1}
(3.2.1 et 2.3.3). D’aprés 2.3.4, il existe donc un projecteur e = 0,
eeM°nNM,, tel que

Sp o¢ n exp ([— 2 &, — &) U [e0s 2 80]) = @.
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Le lemme 5.2.3 montre qu’il existe un HEM°NM,, — &,/2 = H = ¢,/2,
tel que, si 'on pose V, (z) = ¢ “"a; (z) ¢“" pour tout tER et tout z € M,,
on ait Sp VNexp (]— &, &) = {1}

Par construction ¢, est une forme linéaire positive normale fidéle sur M..
Soit ¢ = ¢.(¢™.). Alors HEM°NM, =M,,, (3.2.6), et ¢/ =V, car
o* =a; (3.2.6), pour tout tER.

On a donec Sp Aynexp (]— <o, &) = {1} (3.2.2). Comme H est borné,
¢ est une forme linéaire positive normale fidéle sur M..

Soit k = e". On a h€M,NM., h inversible dans M,, h> 0, ¥ (k) = h
(par construction de V, = a}) pour tout t€R; enfin ¢ (h.) = g..

Démonstration de 5.2.1 :

(a) Soit ¢ un poids normal fidéle strictement semi-fini sur M. Les
lemmes 5.2.4 et 4.2.3 montrent que pour tout projecteur e, = 0 de M,
il existe un projecteur e = 0, e =~ e,, e€M, et une sous-algébre de von
Neumann abélienne maximale A, de M. telle que A, cM,NnM. = M,,,..
(Avec les notations de 5.2.4, toute sous-algebre de von Neumann abélienne
maximale de M., contenant h est contenue dans M, . et est abélienne
maximale dans M..) Le lemme 4.2.4 montre donc I'existence d’une sous-
algébre de von Neumann abélienne maximale A de M avec A C M,.

(b) Se démontre exactement comme 4.2.1 (b).

5.3. TouT FACTEUR DE TYPE lIl, EST LE PRODUIT CROISE D'UNE ALGEBRE
DE VON NEUMANN SEMI-FINIE PAR UN AUTOMORPHISME.

Tutorime 5.3.1. — Soit M un facteur de type 111,. Il existe alors :
(1) Une algébre de von Neumann N de type 11_ et a centre diffus;

(2) Un automorphisme 9 de N, ergodique sur le centre de N, et diminuant
strictement Uune des traces normales fidéles semi-finies © sur N [i. e. il existe
ho <1 tel que < (0 (x)) < Aot (x) pour tout x€N.] de telle sorte que
M = W=* (6, N).

Lemme 5.3.2. — Soit M un facteur de type 111,. Il existe un poids ¢
normal fidéle strictement semi-fini sur M vérifiant les conditions :

(a) 1 est isolé dans Sp A,

(b) M, est une algébre de von Neumann proprement infinie.

Démonstration. — Soit ¢ un état normal fidéle sur M tel que 1 soit isolé
dans Sp Ay. Dans un facteur de type III de genre dénombrable, tout
projecteur non nul est équivalent a 1. L’existence de ¢ résulte donc de

5.2.4. Soient Tr la trace usuelle sur F, et ¢ =¢ X Tr sur MQ F_.
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Alors ¢ est strictement semi-fini normal fidéle ([6], prop. 6.2). On a
SpA;, =SpA, et My@F, =(MQF,), en appliquant [39] (ex. 2) a
oy =07 ®1. Comme M ® F_ est isomorphe & M on a 5.3.2.

Lemme 5.3.3. — Sotent G un groupe abélien localement compact, M un
facteur, U une représentation de G dans M telle que I’algébre de von Neumann M"
sott proprement infinie. Soient x €M, e le support de x, ¢’ le support de z*.
On suppose que x vérifie Uhypothése du lemme 4.2.2. Il existe alors une
isométrie partielle v€EM et un k tels que :

(1) Spy (v) € Spy (2);

Démonstration. — Soient E = Spy (x) et u lisométrie partielle
de la décomposition polaire de z. On a u€M (U, E), u* u =e€M’ et
uu* = ¢’ €M’ (4.2.2). Soient c¢ le support central de e dans M, ¢’ celui
de ¢'. Il existe deux projecteurs e, et e, (resp. €, et ¢,) du centre de MY
(resp. de MY) tels que MY soit proprement infinie, que M}, soit finie
et que e, + e, = e (resp. M}, proprement infinie, M}, finie et ¢, + ¢, = ¢').
11 existe deux projecteurs de C, ¢, et ¢, (resp. c, et ¢,) tels que ¢, + ¢ = ¢,
cocs=0,coe=c¢ey,cre=c¢e etc, ¢, =c,c,c,=0,c,¢ =¢é,c e =e,.

Pour yeM! on a uyu*€M., et Spy (uyu*)C(E — E)nSp U¥ = {0}
(2.1.5).

Donc I’application y — uyu* est un isomorphisme de MY sur M}, I'iso-
morphisme inverse étant I’application y — u* yu. L’unicité de la décompo-
sition ¢ = e, -+ ¢, avec My, proprement infinie et M}, finie montre que

ue, u* = e, ue, u* = ¢, u* e, u = e, u*e, u=e,.

Par hypothése e, est un projecteur fini de MY, de support central c;.
Comme M' est proprement infinie de genre dénombrable il existe une

suite infinie (es, ..., €, ...) de projecteurs deux & deux orthogonaux
de MY, de somme ¢, — e, et équivalents a e, relativement & M". Soit
donc (wi, wy, ..., W, ...) une suite d’isométries partielles de M
telle que w, = e, wjw; = e, pour tout j, w,w; = e; pour tout j et
Zej=c,. Soit, de méme, (w),...) une suite d’isométries partielles
1
U ’ ’ ™ ’ ’ . ’ ™ /

de M" telle que w, =¢,, w/w, =¢, pour tout j, w,w; =c¢; pour
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tout j ou e, ¢, =0 pour j=k, et Ee;zc;. On a

! * . £ 3 Ty I. * /?k= /' U l?‘g= /'
w, uwtw; u*wr =w,; ue, u*wr =w;e wr=e

donc pour tout j, w, uw’ est une isométrie partielle, notée u,;.

On a u;€M (U, E) (w,; et w, sont dans M"),

. * . pf * J— . % % ’ * .
u;uy =e; et wu; =w,u*wrw; uw; =e,;.
Donc la série Zui est faiblement sommable, sa somme v, est une isométrie

partielle, v, €M (U, E), avec v} v, =Y e; = 1 et vy v} = ¢,.
Comme e, est proprement infini de support central c¢,, il existe une

isométrie partielle w €M’ telle que ww* =c, et w*w = e,. Soit de
méme w' €M’, w' w'* =c,, w*w' = e,. Soit v, = w' uw*. On a

D,V =w' e, w* =, v¥ v, = we, w* = ¢,

et v,€M (U, E). On a
v, +v,eM (U, E), (Do + vl)* (Uo + vl) = ¢, + ¢y, (Do + vi) (UO + Ul)* = clo + 0/1

donc v = v, 4 v, est une isométrie partielle vérifiant les conditions 10,
40 et 5° du lemme.

Soit k =v* 2. On a k€M (U, E — E) et k€M, donc comme
SpUn(E —E) =SpUrn(E — E) = {0} [2.2.2 (a)]

il vient k€M’ d’ou 2° et 3°. Soit y€M", on a vyp*€M (U, E — E)n M.
et comme SpU‘N(E —E)=1{0} [2.2.2 (a)] il vient vyp*€M’. De
méme »* M" vc M".

Lemme 5.3.4. — Identifions le dualde Ra R [(t, v) = €Y pourt ER, Y ER].
Sotent M un facteur, U une représentation de R dans M non extérieurement
équivalente & la représentation triviale, telle que M' soit une algébre de von
Neumann proprement infinie et que 0 soit isolé dans Sp U. Alors il exuste
un unitaire X de M tel que X M" X* = M", que M soit 'algébre de von Neu-
mann engendrée par M’ et X et que Spy (X)C]0, oof.

Démonstration. — Soient ¢, > 0 tel que Sp UN[— ¢, ] ={0} et

C = Centre M". Soit J I’ensemble des isométries partielles v €M, telles
que :

(a) v*ve(, w*e(;
(b) oMY v*cM", v* M'vcCcM".
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Soient v, et vy, dans J, avec e, = v} vy, e, = U} vy, €, = v, U}, €, = U, V}.
L’application y — v, y V] est un isomorphisme de M, sur M., donc
vy (€4 €,) V] = v, e, vV} appartient au centre de M), donc au centre C
de M’ et est un projecteur .On a montré que v = v, v, est une isométrie
partielle de support final appartenant & C. De méme, son support initial,
qui est le support final de »] v}, est dans C. On a donc v, v, €.

I1 est clair que si v, et v, sont dans J avec e, orthogonal 4 e, et e, ortho-
gonal 4 €, on a, pour v = v, + v, :

VKo = (0 + 0)* (0 +0) =00 F Vi 0 =€ + &

qui est un projecteur de C,
v*¥ xv = v¥ v, + v} av, + vt e, xe, v, + vie, xe, v,
= v* v, + v} v, pour zeMY,

donc on a v, + v, €.
Pour v, et v, dans J, on écrit v, < v, si le support initial e, et v, est
contenu dans le support initial e, de v, et si v, = vy e,. S1 v, < v, on a

v} < v;, et v, <{ vy, U,V < U,V pour tout vEJ.

La construction de X s’appuie sur les propriétés («), (B), (Y), (3) des
ensembles ci-dessous :

& = {ved, Spy(®)C]e, + o, Spy () — Spy () C[— ¢o/2, &/2] },

&, = { ve &, tel que pour tout couple (v, v:), v;€ &, v, v, < v entraine v, v, = 0}.

PropritTE (). — Pour tout v€&,, v 7= 0 il existe vy, ..., V,€E, tels
p P
que l_]v,- #= 0, ij =< 0.
1 1

Raisonnons par récurrence sur n tel que Spy (v)C] 0, nef. Pour
n = 1 I’ensemble obtenu est vide. Supposons avoir démontré la pro-
priétépour tout » tel que Spy(»)C]0, ne] et démontrons-la pour
tout » tel que Spy (v)C]0, (n 4 1)e[. S1 vE€E, c’est immédiat. Sinon,
solent w, et w,, w; €&, w, w,* 0 et w, wy <4 v. Soient e = wi w, et
w; =ew,. On a w, w, = w, ew, = W, W,;, W; €S, (car e€M") et Support
final de w,; < Support initial de w,. On a w, =wiw,w,=w]fo
ou f désigne le Support final de w,w, <v. Comme feM' on a
Spy (w;) CSpy (v) — Spy (wy). On a  Spy (wy)Cle,, oo car w, €S,
donc Spy (w;)C]0, ney[ et hypothése de récurrence montre qu’il existe

P P
Viy ..., 0 €8, avec Ilvj;é() et I]vj—<w3.
' » ' p
Le support final f' de I[vj est inférieur 4 e. On a w, l]vj < wyw; <4V
1 1
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et w, [Jv;5£0. Ainsi, w, f' || »; est de la forme f”v ot f”€C donc
1 1

¥4
wif =f"v <]l v,~>* et Spy (w: f')C]0, ne| par le méme raisonnement

que ci-dessus car p > 1 et v;€&,.
L’hypothése de récurrence montre qu’il existe vpi4, ..., Up €S,
tels que

& P
II Vp+j 70 et l—l Vpsj = Wi f'.
1 1
p

Comme le support initial de vaﬂ- est contenu dans le support final
1

P v »
de ]] v; on a <va+j> <I] v,-> # 0. D’autre part
1 , , ,
<n v,,+j> <I]v,-> = W1IIU/- < W, W; <.

ProprifTe () :
10 Soit u€ tel que Spy (u) C(] €, ) et Spy (u) — Spy (u) C[— &, &].
I existe alors we€&,, w # 0, tel que w < u.
20 Si v, et v, €8,, alors viv.,€M" et v, i E€M".
10 Soit (lemme 2.1.6), g€ L’ (R) tel que
Support §-Support §C[— /2, &/2] et (U (9) u)* u 0.
Soient (lemme 5.3.3), v€J et k€M’ tels que vk=U(g)u et
Spy ) CSpy (U (g) u). On a v* uz~0 car k* v* u = (U (g u)* u 0.
- Comme Spy (v) CSpy (u) NSupport g on a vEE,. On a
Spy (v* u)CSpy (w) — Spy (W) C[— =, &)
donc v* u€M'. Soit w = vv* u. Alors Spy (w)CSpy (v) et WEF car
vEJ et u€Y. On a donc weE, et w < u. En outre w+£0 car
v*w = v* u 0.

20 Montrons d’abord que v} v.€M'. On a
Spy (1 v2) — Spy (vF v2) € Spy (=) — Spy (v2) + Spy (V1) — Spy @) <[— 20, &]-

Ainsi »7 v, €M (U, {0}) ou v} v.CM (U,Je,, 0[) ou v; v, €M (U, ] ¢, o0[).
Il suffit de montrer que si v} v, %0 et v} v,€M (U,] &, o0[) on aboutit
a une contradiction. Soit alors u = viv,. On a u€y, Spy (u)C]ley, O]
et Spy (u) — Spy (u) C[— <o, &0, donc (1°), soit w =0, wEE,, tel que
w =< u Onav,w < v, u=0v,0}v. < v, et le support final de w est majoré
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par le support final de u donc par le support initial de v,, d’ot v, w 3£ 0.
On a donc contredit ’hypothése v, €&,.

Montrons que v, v;€M". On suppose de méme que u = v, v; £ 0 et
que u€M (U], ©f). Soit ws#0, weé, tel que w~<u. On a
wvy =< uvy, < vy et le support final de w* est majoré par le support
initial de u donc par le support initial de v;, d’ou v w* £ 0 et wv, < 0.
On a ainsi contredit ’hypothése v, €6,.

Proprifte (Y). — L’algébre de von Neumann K engendrée par M° et &,
est égale a M.

Le lemme 2.1.6 montre que l’ensemble des z€M tels que
Spy (x) — Spy () C[— 20/2, &[2]

est faiblement total dans M. Pour montrer qu’un tel z appatient a K
on peut supposer que SpyC Jeo, 00[. Le lemme 5.3.3 montre qu’il existe
VESE, et kEM' tels que = = vk, il suffit donc de montrer que &,C K.
Soient v €&,, e = v* v. L’ensemble des projecteurs e, = e de C tels que
ve; €K est inductif car si (e,) est une suite croissante de tels projecteurs
avec e, = \/ én, on a ve_, = limite faible ve,. Pour e, maximal montrons
que e, = e. Sinon, la propriété («) appliquée a v (e — e;) montre I’existence
d’un projecteur e, = 0, e; €C tel que e; = ¢ — e, et que ve, €&’ pour un
entier p. Comme &, CK cela contredit la maximalité de e,.

Propriété (2). — Soit (v;) une famille maximale d’éléments non nuls
de &, tels que pour j 7%k on ait v; vy =0 et v v, = 0. Alors Evj est un
unitaire.

Soient e; = v} v, €, =v;v}. Pour j£k on a e;e, =¢, e, = 0.

Soient e :Zej, e :2(3’,.. Supposons 1 — e £ 0. Si la représentation
U'~ est triviale, U est extérieurement équivalente & une représentation
triviale (2.3.17), ce qui est absurde. Donc U'™ est non triviale, et il

existe z, €M, . tel que Spy (z:)5%{0}. Le lemme 2.1.6 montre donc
qu’ll existe un z % 0, t€M,_,, tel que

Spu (x) — Spy (@) C[— &0/2, &0/2] et Spu () C] o, 0.

Ainsi (5.3.3) 1l existeunv £ 0, v €&, tel que v* v =1 — eetvv* =1 —e.
La propriété () montre alors qu’il existe un w*0, w€®&, tel que
w*w=1—e On av;w* =0 pour tout j. Comme w* v; est un élément
de M" de support initial =~ ¢; et de support final =Z1 —e<1 — ¢, 0n a
w* v; = 0 pour tout j. On a donc contredit la maximalité de la famille,
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d’ou e =1. Supposons 1 — e = 0. Le raisonnement ci-dessus montre
Pexistence d'un w %0, we€&, tel que ww* 1 — ¢'.

On a v7 w = 0 pour tout j. Comme wv} est un élément de M" de support
initial = ¢, et de support final =1 — e =1 — ¢, on a wv; =0 pour
tout j ce qui contredit la maximalité de la famille. On a montré que

e =¢ =1 donc que Zl)j est un unitaire.

Terminons la démonstration de 5.3.4. — Soit (v;) une famille maximale
comme dans (3). Posons X :Zvj; ona X* X = XX* =1et XM"X* =M"
(car X€JJ). Pour tout €&, on a X*v :ZvjvEMU (B) donc veXM".

La propriété (y) montre donc que M est I'algébre de von Neumann
engendrée par X et M'. Enfin on a Sp,(v;)C[e,, oo pour tout j,
donc Spy (X) C[ey, o0f.

Démonstration de 5.3.1. — Soient ¢ un poids normal fidéle strictement
semi-fini sur M vérifiant 5.3.2 (a), (b), o la représentation t - o7 de R
dans M, N = M, = M’ le centralisateur de 9 et E = E;, Dlespérance
conditionnelle normale fidéle de M sur M..

Comme M n’est pas semi-fini la représentation & est non extérieure-
ment équivalente a la représentation triviale. L’algébre de von Neumann M°
est proprement infinie et 1 est isolé dans Spa[5.3.2. (a), (b)] donc o
vérifie les conditions 5.3.4.

Soit (5.3.4) X un unitaire de M tel que Sp, (X)C]1, o[, XNX* = N
et que N et X engendrent I’algébre de von Neumann M. Soit 7 la trace
normale fidéle semi-finie /N sur N [3.1.4 (b)]. Ona ¢ = 7+ E ([5], th. 3.4).
Soit ¢ l'unique opérateur positif affilié au centre C de N tel que
7 (X a X*) = 1 (p a) pour tout a€N,. On a [1.4.5 (b)], of (X) = X ¢,
donc, pour f€L' (R):0(f) X = X f(¢=). En conséquence Sp, (X) = Sp (p7),
done Sp pC[0, %,] pour un A, < 1. Par suite 7 (X a X*) = A, 7 (a) pour
tout a€N,. Soit 6€Aut N tel que 0 (a) = X a X* pour tout a€N. Le
centre de N est diffus (2.4.3), on a p (8") = 0 pour tout n<0 (5.1.1)
et 0 agit ergodiquement sur C car M est un facteur engendré par N et X.
On a NnMcCN [5.2.1 (a)] donc M est isomorphe & W* (6, N) (4.1.2).
Il reste & montrer que N est de type II_ . Par construction N est propre-
ment infinie. Ainsi comme 0 agit ergodiquement sur C il suffit de montrer
que ’hypothése N de type I, conduit & une contradiction. Soit donc e
un projecteur abélien de support central 1 dans N. Soit §'€Aut N tel
que ey (0) =5 (0) et que 0" (¢) =e. Comme 0 vérifie des conditions
analogues & § on peut supposer 0 (¢) = e. La restriction de T & N, est une
trace normale fidéle semi-finie sur cette algébre de von Neumann abélienne,
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et la restriction de 6 & N. est un automorphisme ergodique. Une transfor-
mation bimesurable ergodique d’un espace mesurable Q, p. diffus est néces-
sairement conservative ([24], § 4, p. 88), ce qui contredit l'inégalité
7 (0 (z)) = %o 7 (2) pour tout z€N,, x> 0.

Remarques 5.3.5 :

(@) Utilisant 4.4.1,5.1.1 et 5.3.1 on obtient ceci : pour qu'un facteur
M de type III soit le produit croisé W* (6, N) d’une algébre de von Neumann
de type Il par un automorphisme O diminuant strictement une trace
normale fidéle semi-finie, il faut et il suffit que S (M) £ [0, oo — (i. e.
que M ne soit pas de type III,). Si N est un facteur, M = W* (6, N) n’est
pas de type III,. Sile centre de N est diffus, M = W* (6, N) est un facteur
de type III,.

(b) Pour tout poids fideéle strictement semi-fini ¢ sur un facteur M de
type 111, vérifiant 5.3.2 (a), (b), ’algébre de von Neumann M, est égale
a son bicommutant relatif dans M. (Utiliser 5.3.1 et [41], cor. 8.10).
[Rappelons que pour A €]0, 1], tout facteur M de type I1[;, et tout trace
généralisée ¢ sur M, ¢ vérifie les conditions 5.3.2 (a) et (b) mais le bicommu-
tant relatif de M, dans M est égal & M.]

Cororratre 5.3.6. — Soit § le groupe dénombrable discret somme
directe d’une infinité dénombrable de groupes & deux éléments. Soit M un
facteur de type 111, dans un espace séparable. Il existe une algébre de von
Neumann P de type 11, une représentation S de ¢ dans P, et une suite crois-
sante { e, | de projecteurs non nuls du centre de P tels que :

10 Pour tout k les S.. . . .0, (er), pour ¢, =0,1,7=1,2, ...k,
forment une partition de Uunité dans le centre de P.

20 M est isomorphe au produit croisé W* (G, P).

Démonstration. — Soient (5.3.1), N une algébre de von Neumann
de type II_, 0 un automorphisme de N vérifiant les conditions 5.1.1,
tels que M soit isomorphe au produit croisé de N par 0. On identifie M
a ce produit croisé, on note [ 'injection de N dans M, E comme dans 1.4.6,
X un unitaire de M tel que XI (z) X* =1 (8 (z)) pour tout z dans N,
h Thomorphisme du groupe W (E) dans le groupe des automorphismes
du centre C de N, tel que & (u) z = I™* (u I (z) u*) pour u€Ml (E) et z€C.

Lemme 5.3.7. — Sotent N, 1, M, X, h comme ci-dessus. Alors :
(a) Noyau h = I(N).

(b) Il existe un homomorphisme | du groupe complet associé a h (X)
dans W (E), tel que h (I (s)) = s pour tout s€[h (X)].
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(a) résulte de [41] (cor. 8.10).

+ @

(b) L’ensemble des éléments de W (E) de la forme ZX" I (e,) [ou (en)

désigne une famille de projecteurs deux & deux orthogonaux de somme 1
du centre de N, ainsi que (6" (e,))] est un sous-groupe de M (E). La restric-
tion de h & ce sous-groupe est injective et son image est égale a [h (X)],
ce qui démontre (b).

Passons & la démonstration de 5.3.6. Soient ([23], dém. 3.1) (ex)i=1,2,...,
une suite décroissante de projecteurs du centre C de N, (si)i=1,2,... une
suite d’éléments de [h (X)] tels que s; =1, que er = ert + Sir (€xa)
pour tout k, que les s, commutent deux a4 deux et que h (X) appartienne
au groupe complet associé aux s;.

k
Pour g=(&4, ..., 8,0,...,0,...) dans §, soient s, =I]s§(",

Y, =1 (s;) et S, 'unique automorphisme de N tel que I (S, (2)) =Y, I(2) Y]
pour tout x € N. Par construction S est une représentation de § dans N
et la remarque 4.1.3 permet de conclure.

Remaroue 5.3.8. — La démonstration de ([23], lemme 3.1) permet
de montrer Uexistence d’états normauz fidéles presque-périodiques sur tout
facteur de type 111, en utilisant 5.3.6.

5.4. CLASSIFICATION DES FACTEURS DE TYPE [II,. — Soient N une algébre
de von Neumann de type 1I_ a centre diffus, § un automorphisme de N,
ergodique sur le centre de N, e un projecteur non nul du centre de N.

La restriction 0 de 0 au centre de N est conservative (cf. [24], § 4, p. 88),
donc 1l existe une suite unique (e, €s, ..., €, ...) de projecteurs deux

a deux orthogonaux du centre de N, de somme e, tels que e 8 (e,) = 0

pour j=1,2, ..., n—1 et 0" (e,) =<e. On a Z@”(en)=e.

Définition 5.4.1. — Soient N, 0, e et (e.) comme ci-dessus. On appelle
automorphisme induit par 9 dans e Uautomorphisme 9. de N. défini par

0. (x) =2 0" (xe,) pour tout xeN..
1

Par construction ’automorphisme de N qui est le produit de 9, sur N,
par l'identité sur N,_. appartient au groupe complet d’automorphismes
associée a 0.
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Tutorime 5.4.2. — Pourj = 1,2, soient N; une algébre de von Neumann
de type 11_ & centre diffus, 0; un automorphisme de N; ergodique sur le centre
et diminuant strictement une trace normale fidéle semi-finie sur Ny,
Mj - W* (ej, NJ)

Pour que les facteurs M, et M, soient isomorphes il faut et il suffit qu’il
existe des projecteurs non nuls e; du centre de N; pour j = 1, 2 et un isomor-
phisme J de N, sur N, tels que Uautomorphisme J 0,, J~* 0, de N,,,
soit un automorphisme intérieur.

LemMe 5.4.3. — Sotent Xy, N, 0 et © comme dans 5.1.1, M = W* (6, N)
(c’est un facteur de type 111,), I ’injection canonique de N dans M [1.4.6 (a)],
E Pespérance conditionnelle normale fidéle de M sur I (N) [1.4.6 ()], X P'uni-
taire de M associé au générateur 1 du groupe Z par 1.4.6 (c), ¢ le poids normal
fidéle semi-fini 9 =to I o E sur M [1.4.3], o la représentation t — o
de R sur M, R} le dual de R pour (¢, Y) = Y" avec tER et YER].

10 ¢ vérifie les conditions du lemme 5.3.2 sur le facteur M.

20 On a z — E () €M (g, A, 1,'[) pour tout €M, et M* = I (N).
3% On a Sp, (X)C]1, oof.

40 Soit Y un unitaire de M tel que YM® Y* = M°, que M soit l’algébre

de von Neumann engendrée par M® et Y et que Sp, (Y)C]1, oo[. Alors
X*YeM’.

Démonstration. — Par construction le poids ¢ est strictement semi-fini.

Pour n€Zz, soit g, I'unique opérateur affilié au centre de N tel que
T (0" (x)) = 7 (pn ) pour tout z€N,.

Pour h€L! (R) et n€Z on a [1.4.5 (b)], o (k) X" = X"k (¢;') donc
Sps (X™) = Sp (p,'). On a donc montré 3°. On a Sps; (X")C(]A,, A;'[)°
pour tout n %0 en utilisant les inégalités 0 < p, =~ A, pour n >0 et
Ay =< ¢, pour n <0 (cf. 5.1.1).

Pour n 5 0 on a E (X") = 0 par construction de E. On a donc montré
que pour tout n on a X" — E (X")€M (s, JA,, 27'[°). Comme I (N)CM°

+k
(cf-1.4.3) on a z — E (z) €M (o, ]2, A,'[¢) pour tout = de la forme Eaj X/
—k
avec a;€1 (N), donc pour tout z€M. On a de plus M°CI (N) comme
conséquence facile de Sp, (# — E (z)) = O pour tout 2€M° et de 2.1.2.
L’assertion 1° résulte de 2° et de 2.1.3 (d): on a Spon(]A,, A;'[) = {1}
donc 1 est isolé dans Sp A, et de plus M, = M° = I (N) est proprement
infinie.
Démontrons 4°. Soit Y comme dans 4°; par hypothése le groupe des X*,
n€Z (et le groupe des Y”, n€Z) vérifie les conditions du théoréme 1.5.5.
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Soient [1.5.5 (¢)] (u,).ez une suite d’isométries partielles de I (N) ayant
les propriétés suivantes : (1) u, u; = u u, = e, est une suite de projecteurs

deux & deux orthogonaux de somme 1 du centre de I (N); (2) X = 2 Y un;

n€z
(3) les e, = Y"e, Y " sont deux a deux orthogonaux de somme 1. On a

X e, = Y"u, donc pour n="0 I’hypothése Sp, (Y)C]1l, co[ montre que
Sps (X e,) = O, donc e, =0, c’est-a-dire u, = 0.

On a donc XzzY" Un.

n=1

De méme on peut écrire Y = Z XPw,ouw,w,=w,w,=f, et ou(f,) est
p=1
une famille de projecteurs deux a deux orthogonaux du centre de I(N).

Supposons qu’il existe un p 7= 1 tel que w, 3 0 et montrons que ’on
aboutit 4 une contradiction. On aura alors démontré 4°.

Soit n > 1. Montrons que E (X* Y"f,) = 0. 51 n =1 cela résulte de
Iégalité Y f, = X?w, avec p>1. S1 n>1, Y est la somme d’une

série fortement convergente EX" ar ou les a, €1 (N) sont des 1sométries
partielles comme ci-dessus, et X* Y"f, = (X*Y" ") Y f, = (X*Y"") X’ w,
est somme d’une série ZXf bjavec b;€1 (N). On a donc E (X* Y f,) = 0.

P
Pour n>0 on a donc E(X*Y'u,f,) =0 car u,€I(N), dou
EX*Xf,) =0 et f,=0 donc w, =0.

LemME b5.4.4. — Soient Ao, N, 0, 7, M, I, E, X, © et 5 comme dans le
lemme 5.4.3. e un projecteur non nul du centre de N, 0. automorphisme
induit (5.4.1). Alors ko, N., 0. et ©|N_ vérifient les conditions de 5.1.1.
Sotent M,, L,, Eo, Xo, 9o et o, les éléments correspondants (par 5.4.3).
Il existe un isomorphisme J, de M, sur M, tel que :

(@) Jo Iy () = I (2) pour tout xz&N..

) Jo Eo (x) = E (J, (z)) pour tout z€M,.

c) Jo (X ZX" e.) ou les e, sont ceux de 5.4.1.

d) 9 (Jo (z)) = 9o (x) pour tout x€M;.
e) Jo (30,0 (x)) = 0, (Jo () pour tout €M, et tout tER.

(b
(c)
(
(
Démonstration. — Par construction 0. est un automorphisme de N,

et sa restriction au centre de N, est (). donc est ergodique. De plus pour
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€N, on a 0, (x) =20” (ze,) donc = (0. (x)) :21 o 0" (we,) < N = (2).

Soit f= I (e). Pour tout z€N. on a I (z)€M,. Soit I, I’application de
N, dans M, qui & z associe I (z). On a I, (N.) = [(N)NnM, par construction.
Ensuite I, (N.)’nM,cI, (N.) car pour z€l, (N.)NM, on a [z,y]=0
pour tout y €I (N) : en effet yf €I (N)NM; et [y (1 — f), 2] = 0. La restric-
tion E, de E & M, est une espérance conditionnelle normale fidéle de M,

sur I (N)NM; car E (f) = f.
Soit X, =2X"I(en). (C’est par construction un unitaire de M, tel

que X, I, (z) X7 =1, (0. (x)) pour tout z€N..

Soit M, l’algébre de von Neumann engendrée par I, (N.) = I (N)nM,
et X, dans M,. Pour montrer que M, = M/ il suffit de montrer que pour
tout n >0 on a fX"f€M,. On a fX"f= X"1 (67 (e) e), dont il suffit
de montrer que pour tout projecteurd du centre de N tel que d e, 0" (d) e

on a X" I (d)€M,. On peut supposer qu’il existe ky, ..., k,, entiers positifs
tels que

d=e,  0h(@d)Ze, 0804 () Ler, ..., Okt (d) 2 e
et

ki+ ki +...+ k,=n.
On a
X, 1(d) = Xk 1(d),
X! 1(d) = X, I (0k (d)) X = X& T (0k (d)) Xb = T (054 (d)) Xherhs,
X2 1(d) = 1 (0 (d) X» = X7 1 (d).

D’ou M, = M,.

Ainsi N,, 0., I,, My, E, et X, vérifient les conditions de 4.1.2. Donc,
il existe un isomorphisme J, de M, sur M, vérifiant les conditions (a), (b)
et (c) de 5.4.4.

Soient x€M;, y€N], tels que E, () = I, (y).

On a ¢, (z) = 7 (y) par définition de 9,, et ¢ (J, (z)) = 7o I™* (E (J, (z)).
On a E Jo(z) = Jo (L (y), I Jo (L (y)) = y et donc ¢ (J, (2)) = = (y).
On a démontré (d). Donc le poids normal fideéle sur M, transformé par J,
de ¢, est égal & 9,; (e) résulte de 3.2.6.

Lemme 5.4.5. — Identifions le dual de R a R ((t, Y) = €', t et YER).
Sotent M un facteur, U une représentation de R dans M telle que 'algébre
de von Neumann M soit proprement infinie, a., a. des projecteurs non nuls
du centre de M, tels que 0 soit tsolé dans Sp U™ et Sp U*, et ¢ > 0. Il existe
une isométrie partielle vE€M telle que v* v = b, soit un projecteur non nul

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



244 A. CONNES

du centre de M', by = ai, que vv* = b, soit un projecteur non nul du centre
de MY b, =~ a,, et que (Spy (v) — Spy (v))C[— ¢, €].

Démonstration. — On peut supposer que Sp U4N[— ¢, ¢] = {0} pour
j=1, 2. Soient €M tel que asxa; 70 (M est un facteur), ge€L’ (R)
tel que (Support g-Support ) C[— ¢, ¢] et que U (g) (a2 zai) £ 0 (2.1.6),
y=Ulg) (a22a1) = as (U (g) @) ar [2.4.3 (J]. On a asy =y =ya,
Spu (y) — Spu (y) C[— &, ] donc y vérifie 'hypothése de 4.2.2. Soient e le
support de y, ¢’ celui de y*, b, le support central de e dans M", b, le support
central de ¢’ dans M". On a b, = a., b, < a,, b; 0.

D’aprés (5.3.3) il existe une isométrie partielle » €M, de support initial b,
de support final b, telle que Spy (v) € Spy (y) donc (Spy (v) — Spy (v)) C[—-¢, €].

Lemme 5.4.6. — Sotent M un facteur de type I11,, ¢, et ¢ deux poids
normauz fidéles strictement semi-finis sur M vérifiant les conditions de 5.3.2,
et ¢ > 0. Il existe un projecteur non nul e, du centre de M., un projecteur
non nul e, du centre de M., une isométrie partielle v €M, de support initial e,
de support final e, telle que Uapplication x — vav* soit un isomorphisme j
de M., sur M,, transportant M. NM,, en M. NM,, et tel que

Log (Spo, (j ())) c Log (Sps, (%)) + [— ¢, ],
Log (Sps, (x)) cLog (Sps, (j (x)) + [— &, €] pour fout xeM,,

ot o; désigne la représentation de R dans M., réduite de o*' par e¢;€M,,.

Démonstration. — On peut supposer que log (Spoy)N[— ¢, ¢] = {0 b
Soient P == M ® Fg, q) avec \IJ (:L‘) = Cpi (x“) —l— ?2 (.’Dgz) pOllI‘

T =2xl~,~ R e;eP,

comme dans 1.2.2 (a). Soient I; (k =1, 2) l'isomorphisme de M sur
I’algébre réduite de P par 1 Q@ ew tel que I () = 2 Q ex pour tout
z€M, U la représentation t - cf de R dans P. On a [1.2.2. (a)],
I (i* (z)) = U, I () pour tout xz€M.

Par hypothése les projecteurs 1 @ ew de P’ sont proprement infinis
car I; est un isomorphisme de M., sur Pig.,. Donc P' est proprement
infinie. Soit a; le support central de 1 ) e« dans P'. On a Sp U* = Sp o
(2.2.2), donc O est isolé dans Log Sp U“ et (5.4.5) il existe des projec-
teurs by, b,, un v, €P tels que :

10 by < ax (k= 1,2);
20 Log (Spyv1) — Log (Spy v1) C[— ¢, ¢];
30 v} v, = b, €Centre P', v, v; = b, € Centre P";
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Soit ¢, = b (1 @ ew) pour k =1, 2; c’est un projecteur car b, est dans
le centre de P'. Le support central de ¢, dans PY est égal a by ar = by, et ¢«
appartient au centre de I’algébre réduite de PY par 1 @ ew.

Soit e, tel que I (ex) = cx. Alors e4 est un projecteur non nul du centre
de M, donc ¢ est proprement infini relativement & P' et il existe une
isométrie partielle w,€P" de support initial ¢, et de support final by.
Soit u = w} v, w,. Le support initial de u est égal a ¢, son support final
est ¢;. On a (Log Spy (u) — Log Spy (u)) C[— ¢, €] car w;€PY pour j=1,2.
On ac=1Qe et ca—1Q es donc 1l existe une isométrie partielle
v€M de support initial e,, de support final e., telle que u = v Q e..
Il suffit pour terminer la démonstration, de montrer que pour tout
€M, on a

Log (Spo, (vxv*)) cLog (Sps, (®)) + [— &, €]
On a
Spe, (x) = Spy (11 (x)) = Spu (¢ R ), Spe, (vzv*) = Spy (V2V* Q e3,)

et

vIv* @ e = U (x Q e) u*,

donc comme (Log Spy (v) — Log Spy (u)) C[— ¢, €], la conclusion résulte
de 2.1.5.

Démonstration de 5.4.2. — Montrons la suffisance de la condition 5.4.2.
Soient N, et 0, comme dans 5.4.2, e; un projecteur non nul du centre
de N,. Le lemme 5.4.4 montre que W* (0,,, N,.) est isomorphe & un
facteur réduit de W= (6,, N,).

Comme W* (6,, N,) est de type III, il est isomorphe & W* (6, ., N, ).
De méme W* (0,, N,) est isomorphe a W* (§,,, N,.) et la conclusion
résulte de 4.1.4.

Montrons la nécessité de la condition 5.4.2. Il existe sur N, (resp. N.)
une trace T, (resp. To) et un A, << 1 (resp. A.) tels que (Ny, 0, 74, A,) vérifie
les conditions 5.1.1.

Soient A,, N,, 0,, =, M*, I', E*, X,, o, et o, construits comme
dans 5.4.3 a partir de (N,, 0,, ©,, 2,), de méme X,, Ny, ... construits
a partir de (N, 0., 75, A3), ¢ > 0 tel que | Log A;| > ¢ pour j = 1, 2.

Soit M = M* = M? (on peut se permettre cette identification par hypo-
theése). Alors M est un facteur de type III,, ¢,, . sont des poids normaux
fidéles strictement semi-finis sur M vérifiant les conditions 5.3.2
[cf- 5.4.3 (19)]. Donc, (5.4.6), il existe un projecteur f; non nul du centre
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de M.,, un projecteur f, du centre de M,, un isomorphisme j de M, sur M,
tels que j (M., NM;) = M. ,NM, et que pour tout x€M, on ait

Log (Sps, (j (2))) cLog (Sps, () + [— ¢, ¢].

D’aprés 5.4.3 (2°), on a M., = I'(N), donc il existe e;, projecteur
non nul du centre de N, tel que IV (¢;) = f; pour j =1, 2.

Onal'(N;) =M, nM,I* (N;)= M, NnM,, donc il existe unisomorphisme
J de N, sur N tel que I* (J (z)) = j (I' ()) pour tout z€N;. Il existe
(6.4.4) un unitaire Y de M, vérifiant les conditions suivantes :

(«) I (0., (z)) = YI* () Y* pour tout z€N,,.

() M, est l’algétbre de von Neumann engendrée par I' (N.) et Y.

(Y) Sps, (Y)C]21, oof.

Ainsi j (Y) est un unitaire de Mj, tel que Sp,, (j (Y))C]1, o] car
Log Sps, YC[—Log %y, o[ et donc log Sps,j (Y) est contenu dans ]0, 0o[

grice au choix de e.

De plus
JOOMEj(Y*) = (V) Mzn M) j (Y*) =j (Y Mz n M) Y*) = (M0 M;,) (par «) = M.
Le lemme 5.4.3 (4°) montre qu’il existe un unitaire a de M}* tel que
X = qaj (Y) vérifie la condition :
() I* (0,,, (z)) = XI* () X* pour tout z€N..

Tout x dans 1’algébre de von Neumann N;, vérifie I* (z) = j (I' (J7' (2))),
donc avec (&),

L (O, @) =J (' 37 (Oye, (@)))) = @j (YI' (I (1)) Y*) @* = ¢j (I' (B, T (@)))) a*,

en utilisant («). Cela montre que 6,,, J' 0,, J est un automorphisme
intérieur de N, ..

5.5. EXISTENCE DE FACTEURS HYPERFINIS QUI NE SONT PAS DES FACTEURS
p’Araki-Woops. — Rappelons qu’on dit qu'un facteur M est hyperfini
quand 1l existe une suite croissante (M,;),cy de facteurs finis de type I

contenus dans M telle que <UMk>_ = M.

kEN

Tutortme 5.5.1. — Il existe un facteur K de type 111, opérant dans
un espace de Hilbert séparable, hyperfini, et qui n’est isomorphe & aucun
produit tensoriel infint de facteurs de type 1.

DerintTion 5.5.2. — Sotent M un facteur de type 111,, ¢ un poids normal
fidéle strictement semi-fini sur M oérifiant 5.3.2 (a) et (b), s >0, ¢ > 0,
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¢ la représentation t — g, de R dans M. On pose k,; (?) = \/ support =z,

A , . o —es+8 __es—8
our €M (3, V,3), o V,; est la réunion des intervalles [e *", e "] et
M VS B )
es—38 es+38
[e", e ).
Lemme 5.5.3. — Sotent 1, < 1, Q un espace mesurable, u. une mesure

positive o-finte diffuse sur Q, T une bijection bimesurable ergodique de Q
sur Q, laissant | quasi-invariante, telle que (dT" p/dy.) (w)€&Jho, 1 pour
tout n€Z et tout wEQ, et que r (| T", n€Z|) = {0, 1}.

Soient P le produit croisé de L™ (Q, 1) par { T", n€2}, 1 I'isomorphisme
canonique de L™ (Q, 1) sur une sous-algébre de von Neumann abélienne
mazimale X de P, 7, la trace normale fidéle semi-finie associée a Y. sur A
comme dans (1.4.8), E, Pespérance conditionnelle normale fidéle de P sur X.
De plus sotent F_ un facteur de type 1, Tr la trace usuelle sur F .

(a) P est un facteur de type 111, isomorphe ¢ M =P Q F_ et sur M le
poids normal fidéle strictement semi-fini ¢ = (T, E,) @ Tr vérifie 5.3.2
(a) et (b).

(b) Pour tout projecteur e % 0 du centre de M, il existe un sous-ensemble
mesurable A de Q tel que e = (I (1 (A)) @ 1) o . (A) est la fonction carac-
téristique de A.

(c) Pour e et A comme dans (b) et s > 0,5 >0 on a
k5 (9e) = 1(¢ (Kp1 (A, 5, 9)) @ L,

ot K, 1 (A, s, 0) est 'ensemble des w € A tels qu’il existe n€Z avec T" (w) € A
et (AT p/dp.) (w)) €V, s.

Par hypothése T est ergodique, conservatif et aperiodique car
est diffuse. Le groupe des T", n€Z, est presque libre, P est un facteur,
SP)=r({T, n€z})={0, 1}, donc P est de type III,.

Soit N=A®F_. Alors N est une sous-algétbre de von Neumann
semi-finie de P Q) F_ et NNNMCN car X est abélienne maximale dans P.

En outre E = E, @ 1 est une espérance conditionnelle normale fidéle
de M sur N, et le groupe § des unitaires de M de la forme u, = U, @ 1,
ou U, est l'unitaire de P associé & n€Z par la proposition 1.4.6 (c),
vérifie les hypothéses 1.5.5 (¢). La trace Tt =1, @ Tr, sur N=AQRQF_,
est normale fidéle semi-finie et pour n€Z on a <t (u,zu,) == (¢, x)
pour tout x €N, ou g, désigne I'unique opérateur positif affilié au centre
de N tel que pour tout t€ER on ait

o = 1(@T" p/d ) @ 1.

Par hypothése pour tout n €Z et tout w €Q on a (dT ™" p/d) () & o, 1[.
Comme cela est valable pour tout o et tout n, on a (dT " /dw.) (») €&]1, A,'[.

H 0
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Le lemme 3.3.2 appliqué avec e = 1 montre que Sponji,, A,'[ = {1}
Comme M, est proprement infini par construction (¢f. 5.3.2) on a montré
que ¢ vérifie 5.3.2 (a) et (b).
Le centre de M, est contenu dans le centre de N, comme dans 3.3.1.
Le centre de N est égal & A @ 1. Alors (b) en résulte imméditement.
Démontrons (c¢). On a e = I (y (A)) ® 1. Pour tout n€2Z et u, comme
ci-dessus, on a u, (I (y (A)®1) u,=1( (T"(A)) Q1 done

ewren, =1((B)®1, B,={0wcA Tr@w)eAl.

Comme le fermé F = V, ; de R} est invariant par I’application Y - Y%,
on a

wr @) =2 () =1 CH®L  ou C={wel dTp/dy)(@)€Vss].

On a K, 1 (A,s,8) = U (B.NC,) pour n€2Z donc le lemme 3.3.2 montre

que
ko (9e) = L Kur (A5, 9) @ 1.

Lemme 5.5.4. — Sotent M un facteur d’Araki-Woods de type 111,
Y un poids normal fidéle strictement semi-fini sur M oérifiant 5.3.2 (a) et (b).
Il existe un ¢ > 0 tel que k,,; (V) ne tende pas vers zéro fortement quand s
tend vers -+ 0.

Soit (£, v;)j=1,2,... une suite infinie de couples (ensemble fini, mesure
positive de masse 1), tels que la mesure v = IIv; sur Q = 11 Q; soit diffuse;
soit T une bijection bimesurable, ergodique, laissant v quasi invariante,
de Q sur Q telle que T soit de type « produit infini » ([26], p. 145) et que M
soit isomorphe & W* ({ T", n€Z}) (Cf [34], lemme 4).

On a S(M)=1{0,1} donc r({T", n€zZ}) =1{0,1} (3.3.4) et ([23],
lemme 2.2), il existe un A, << 1, une mesure finie . équivalente a v, tels
que pour tout n€Z et tout ®€Q on ait (dT” p/dw) () &]h,, 1[.

Comme T est de type produit infini et comme il n’existe sur  aucune
mesure positive d-finie équivalente & v et T invariante, T a la propriété A
de ([26], p. 146).

Avec les notations de [26] (p. 145-146) on a pour s > 0, ¢ > 0 et BCQ,
B mesurable, 1’égalité

Aypr (w) = { Log (dT" p/d 1) (w), pour neZ tel que T (w)eB |} pour tout weB.

On a donc égalité entre 1’ensemble K, (B, s, ¢) considéré dans ([26],
p. 146) et I’ensemle K, ; (B, s, ¢) considéré ici en 5.5.3 (c).

Les lemmes 2.2 puis 2.1 de [26] montrent qu’il existe un ¢, > 0 tel
que pour tout sous-ensemble mesurable non négligeable A de Q on ait
v (K (A, s, %)) ne tend pas vers zéro quand s — -} 00.
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Le lemme 5.5.3 montre donc qu’il existe sur M un poids normal fidéle ¢
strictement semi-fini vérifiant les conditions 5.3.2 (a) et (b) et tel que
k,; (9.) ne tende pas vers zéro fortement quand s - 4 00, pour tout
projecteur non nul e du centre de M,. Soit ¢ > 0.

Le lemme 5.4.6 montre qu’il existe un projecteur non nul e, du centre
de M, un projecteur non nul e, du centre de My et un isomorphisme j
de M., sur M,, tel que pour tout z€M,,, on ait

Log (Sps, (j (2))) cLog (Sps, (2)) + [— ¢, ¢]

\

ou g, désigne la représentation modulaire associée a ¢, et 7. la représen-
tation modulaire associée a ...

Soient 8, > ¢, et s, > 0 tels que pour tout s > s, on ait
Log (V,,:)>Log (V3) + [— ¢ ]
Soit s> s,. Pour tout 2€M (5%, V,5,), on a j () €M (55, V,5) done \ /
k

Support j (z) pour x€M (a4, V,;) est inférieur a k,; ($.) qui par cons-

truction est inférieur a k,;, ().

On a donc j (ks (9.)) < k.5 (§) pour tout s>s, et comme j est
un isomorphisme on a montré que k, 3 () ne tend pas vers zéro fortement
quand s - -+ 0.

Lemme 5.5.5. — Soit a« > 1. Il existe un espace mesurable Q, une mesure
positive finie p. sur , et une transformation T bimesurable ergodique de ,
laissant . quasi ineariante tels que :

(@) On ait r ({T", n€Z}) = {0, 1| et (dT" y/dy.) (0)E{a?, pEZ} pour
tout n€Z et tout » €.

(b) On ait p. (K, (Q, s, 8)) -~ 0 quand s -~ + o0 pour tout & > 0.

Soit o« > 1, le théoréeme 3.2. de [26] montre qu’il existe une
transformation U, bimesurable et ergodique d’un espace mesuré (X, v),
tels que : 1° dU” v/dv (®) soit une puissance entiére de o pour tout n€2z
et tout w € X; 20 1l n’existe sur X aucune mesure o-finie équivalente a v et
U-invariante; 3° il existe une partie mesurable QC X avec v (Q) £ 0 et
v(Q) <o, v(K,y(Qs,8) >0 quand s> +00, pour tout &> 0.
Comme U n’est pas de type produit infini on a r ({ U", n€Z}) = {0, 1},
donc l'automorphisme T induit par U dans Q vérifie (a).

Soit . la restriction de v & Q. On a K, ; (Q, s, 8) = K, (Q, s, &) pour
s >0 et ¢>0, donc on a (b).

Démonstration de 5.5.1. — Soient Q, . et T comme dans 5.5.5,
K = W* ([ T", neZ}, Q).
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Le facteur K de type III, est un facteur hyperfini (cf. [25], prop. 2.2).
Comme L* (Q, 1) est un espace de Hilbert séparable par construction,
K opére dans un espace de Hilbert séparable. Le lemme 5.5.3 montre
qu’il existe sur K un poids normal fidéle ¢ strictement semi-fini, vérifiant
les conditions 5.3.2 (a) et (b) et tel que pour tout & > 0 on ait k, ; (¢) - 0
fortement quand s - + 0. Le lemme 5.5.4 montre donc que K n’est
pas 1somorphe & un produit tensoriel infini de facteur de type I.

VI. — Problémes

10 Caractériser les sous-groupes de R de la forme T (M) pour M facteur
a prédual séparable. [D’aprés 1.5 tout sous-groupe dénombrable est de
cette forme.]

20 Pour une représentation U du groupe abélien localement compact G
dans le facteur M, la condition I' (U) = I' est-elle nécessaire et suffisante

pour que le produit croisé de M par U soit un facteur ? [Le cas « G discret »
se déduit de 2.3.1.]

30 Pour 2 €]0, 1/2[, la propriété L, de Powers est-elle équivalente &
la condition A/(1 — A)€S (M) ? [Si S (M) £ [0, co[ cela résulte de 3.7.2.]

40 Existe-1l un facteur M de genre dénombrable, ne possédant aucun
état normal fidéle presque-périodique ? [M serait nécessairement de
type III,.]

5o Les facteurs de Powers R, sont-ils les seuls facteurs hyperfinis de
type IIL, pour 2€]0, 1] ? [Ce sont les seuls facteurs d’Araki-Woods de
type IIL, d’aprés 3.6.3.]

60 Le facteur R, d’Araki et Woods [2] est-il le seul facteur hyperfini
de type III, ?

70 Parmi les facteurs hyperfinis qui ne sont pas d’Araki-Woods (dont
nous connaissons l’existence par 5.5.1), existe-t-il un facteur de type III
qui n’est isomorphe au produit tensoriel d’aucun couple de facteurs de
type III?

8% Le centre de Out N est-il trivial pour tout facteur de type II?
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