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- UNE FAMILLE INFINIE
DE FORMES QUADRATIQUES ENTIERES;

LEURS GROUPES D’AUTOMORPHISMES

Par Micaer BROUE er Micue. ENGUEHARD

INTRODUCTION

Nous étudions ici une famille remarquable de formes quadratiques
entiéres définies positives (®,),.,. La forme ®, en 2? variables, est
définie par un réseau U(d) dans Q*, pair, contenu dans son dual, unimodu-
laire si d est impair. L’un des intéréts de ces réseaux est qu’ils ont de
« gros » groupes d’automorphismes dont la construction, ’étude et la
structure ne peuvent que rappeler la construction, I’étude et la struc-
ture du groupe de Conway [4]. Les vecteurs non nuls de longueur mini-

male de U(d) sont de carré 2™, m étant la partie entiére de g L’opé-

ration du groupe G(d) des automorphismes de U(d) sur ces vecteurs est
transitive et elle montre que, si d est supérieur ou égal a 4, G(d)/{ — 1, + 1}
est extension d’un 2-groupe abélien élémentaire d’ordre 2** par le groupe
simple de Chevalley de type D, sur le corps F.. La représentation ainsi
obtenue du groupe de Chevalley est isomorphe a sa représentation natu-
relle comme groupe orthogonal, et I’extension n’est pas scindée.

Ces résultats ont été annoncés dans [3].

Le chapitre I est consacré a quelques propriétés générales des réseaux
dans Q" en particulier aux chaines d’espaces vectoriels qu’ils définissent (§ 1)
et & Pétude de certains sous-espaces de (F.)*, dits « codes affines » (§ 2).
Au chapitre II sont construits et étudiés & partir des codes affines les
réseaux U(d).

Afin que le texte ne soit pas trop long, certaines démonstrations élé-
mentaires sont laissées au lecteur. Pour le chapitre I, on pourra se

rapporter a [2].
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18 M. BROUE ET M. ENGUEHARD

CHAPITRE 1

1. Sur LES RESEAUX DE Q"

1.1. Quelques définitions. — Soit n un entier positif.

L’espace vectoriel Q" est supposé muni de sa forme bilinéaire cano-
nique, notée (v, y) — x.y, forme pour laquelle la base canonique est
orthonormale.

DetriniTioN I.1. — Un réseau de Q" — ou plus simplement réseau —
est un sous-Z-module de Q", libre de rang n, muni du produit scalaire indust.

Dérintrion 1.2, — Soit L un réseau de Q. Le dual de L, noté L°, est
le Z-module des éléments x de Q" tels que x.y €Z quel que soit y appartenant
a L. Il s’identifie canoniquement ¢ Hom (L, Z).

DérinttioN 1.3. — Le volume d’un réseau L, noté vol (L), est la valeur
absolue du déterminant des vecteurs d’une base de L. par rapport a la base
canonique de Q".

Derintrion 1.4, — Soit r un nombre rationnel positif. Un réseau L
est dit r-modulaire st L° = r L. Un réseau 1-modulaire est dit unimodulaire.

Les propriétés suivantes sont bien connues (cf. [5]) et sont citées pour
mémoire :

Proposition 1.1. — Soient L et L’ deuz réseauz de Q". Alors :
(1) L° est un réseau, (L°)° = L et vol (L).vol (L°) = 1.

n

(2) Si L est r-modulaire, vol (L) =r2.
(3) LNL’ et L 4+ L’ sont des réseaux et on a
(LALY =Lo +L° e (L+L) =LonL".
(4) St LcL’, L'°cL® et L'/L est canoniquement isomorphe a L°[L’°.

(5) Si{eil}imin,. . est une base de L, la base duale {e'},_,, , dans Q" est
une base de L°.

Derinttion 1.5. — Soit r un nombre rationnel positif et soit L un réseau.
St L admet une base orthogonale formée de vecteurs de carré r=', L est r-modu-
laire et dit « r-modulaire trivial ».

D’apreés la définition 1.1, un automorphisme d’un réseau L de Q" est
une transformation orthogonale de Q" qui fixe globalement L.
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UNE FAMILLE DE FORMES QUADRATIQUES 19

Prorosition 1.2. — Soit L un réseau r-modulaire trivial de base ortho-
gonale {e;}, ;.. Le groupe des automorphismes de L est produit semi-direct
d’un groupe abélien élémentaire d’ordre 2", le groupe des transformations s
telles que s (e;) = 4 e; pour tout j, par un groupe isomorphe au groupe
symétrique de degré n, le groupe des transformations qui permutent
les e; (1 =j < n). |

1.2. Réduction modulo 2 et dualité. Cas des réseaux r-modulazres —
Si n est un entier, sa classe modulo 2 sera notée n.

Si L est un réseau de Q", la surjection canonique de L sur L/2L sera
notée ¢,. Nous poserons ¢, (z) = z, pour z€L.

Le groupe abélien L/2L peut é&tre identifié & F, ®, L et considéré
ecomme un espace vectoriel sur F..

Le dual L° de L s’identifiant canoniquement a Hom (L, Z), L°/2L°
s’identifie & F, @ Hom (L, Z) donc aussi & Hom (L/2L, F.), dual rela-
tivement a F, de L/2L. Le couplage ainsi défini entre L/2L et L°/2L°
est tel que si z€L et yeL’, (z,y) = z.y.

Si V est un sous-espace vectoriel de L/2L, son orthogonal dans L°/2L°
[identifié & Hom (L/2L, F,)] sera noté V&

Supposons maintenant que L soit un réseau r-modulaire : L°® = r L.
La multiplication par r, que nous noterons [, définit donc un isomor-
phisme canonique de L sur L° (isomorphisme de groupes abéliens).
Par réduction modulo 2, ., définit un isomorphisme d’espaces vectoriels

sur F,, soit (., de L/2L sur L°/2L°, tel que le diagramme suivant soit
commutatif

L—* s Lo
C?Ll i(?l,“
n v
L/2L 5 Loj2Lo

Cet isomorphisme induit, par composition avec 'isomorphisme de L°/2L°
sur Hom (L/2L; F,) établi plus haut, un produit scalaire sur L/2L, appelé
produit scalaire naturel sur L/2L.

Conyention. — Si V est un sous-espace vectoriel (sur F.) de L/2L,
Porthogonal de V pour le produit scalaire naturel dans L/2L sera noté V°.

Prorosition 1.3. — Soit L. un réseau r-modulatre.

(1) Supposons que L soit trigial. Soit Q, U'image commune dans L[2L
des bases orthogonales de L. Alors Q, est une base orthogonale de L/2L
pour le produit scalaire naturel.
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20 M. BROUE ET M. ENGUEHARD

(2) Supposons que L soit unimodulaire. Le produit scalaire naturel
sur L/2 L est égal au produit scalaire induit sur L|2L par réduction modulo 2
de la restriction a L du produit scalaire de Q".

1.3. Réseaux contenus dans un réseau 2"-modulaire trigial. — L’étude
des cas particuliers envisagés dans ce paragraphe est justifiée par le théo-
réme suivant, essentiellement dii & Kneser :

TutoriMe 1.1. — Soit U un réseau de Q" (n > 5). St Uc U, il existe
un entier m et un réseau 2™-modulaire trivial R tel que UCR et 2"RcU°.

Démonstration du théoréme 1.1. — Si UCR, ou R est 2"-modulaire
trivial, on a [proposition I.1 (4)], R°cU°, soit 2"RcU°.

Démontrons d’abord le théoréme I.1 dans le cas o U est unimodulaire.
Soit L, le réseau unimodulaire de Q" engendré par la base canonique de Q".
D’aprés la proposition 106.2 de [5], il existe une transformation ortho-
gonale ¢ de Q", une base a,, ..., a, de L, et des entiers relatifs
ro<r,=...2Zr, tels que 5 (U) admette pour base I’ensemble des 27 a;.
Alors ¢ (U)c2"L,. En outre 2L, est un réseau 27*"-modulaire trivial.
On a Uco™* (2"L,).

Supposons maintenant que UCU’. Soit L un réseau unimodulaire

de Q". Posons V= (L 4 U)NnU". On a, d’aprés la proposition I.1,
Vo= (L + Uy 4+ U = (L'AUY + U = (L + U)nU°  (car UcU);

Donc V = V? et il existe un entier m et un réseau 2™-modulaire trivial R

tel que VCR. Mais UCV, donc UCR.

Notations et hypothéses. — Nous supposerons maintenant que R est un
réseau 2™-modulaire trivial et U un réseau tel que

2» RcUcU’cR.
Pour tous entiers « et 3, posons

U.(R) =9 @*UnR)cR2R, Ui (R) = 9: 2*U’'nR)cR/2R,

RE (U) = 9¢ @*°RNU)cUj2U,  RE(U%) = ou (22RNUY)c U2 U
TrtoriME 1.2. — Sous les hypothéses et avec les notations précédentes :
(1) dans R/2R muni du produit scalaire naturel,

Ua (R)° =Uh—asn (R);
(2) U°2U° étant identifié au dual de U[2U,
R? (U)4 = R+ (UY);
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UNE FAMILLE DE FORMES QUADRATIQUES 21

Si U est unimodulaire, dans U[2U munt du produit scalaire naturel

RB (U)® = R+ (U); |
3) [U.(R) : Fu] = [R™*(U") : F.] = n — [R**(U) : F.].

Tutortme [.3. (Hypothéses du théoréme 1.2.) — Volume de U :
Soit S, la dimension de Ua(R) sur Foy, pour o =0,1, ..., m— 1. On a

vol (U) — 2% 2™

(somme de 0 & m — 1).

CoroLLAIRE 1. — Sotent V et V' deux réseauzx tels que
q

2"RcVcV' cR.

Si V,(R) = V,(R) pour tout « entre 0 et m, V="V’

CoroLrLAIRE 2. — Génération. (Notations et hypothéses du théoréme 1.)
Sott pour tout entier o entre 0 et m une famille G (o) de vecteurs de RN27*U

telle que oy (G () engendre U,(R), Soit pour tout entier k entre 0 et m, Ly

m

le sous-Z-module engendré par U 2%G (o). Alors
k

L + 27+1R = Un2tR.

Remarque. — Puisque 2"RcCU, il est toujours possible de choisir
pour ¢ (m) une base orthogonale de R, auquel cas L;D>2"R si bien
que L, = UnN2R.

2. Copes arrINEs. — Le lecteur familiarisé avec la théorie des codes
correcteurs d’erreur reconnaitra dans ce que nous appelons « codes affines »,
les codes de Reed-Muller, ou RM-codes [7].

Mais, pour l'usage que nous en faisons, une présentation purement
géométrique de ces « codes » nous a paru préférable, parce que plus simple
et moins rebutante pour les non-spécialistes de la théorie des codes
— dont nous sommes. Nous n’avons pas trouvé cette présentation dans

la littérature ([1], [6], [7], [3]).

2.1. Notations. — Soit d un nombre entier strictement positif. Nous
désignons par Q I’ensemble sous-jacent au F.-espace vectoriel F;, et
par n le cardinal de Q. On a donc n = | Q| =27 (*).

(") Si E est un ensemble, | E | désigne son cardinal.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 4



22 M. BROUE ET M. ENGUEHARD

L’ensemble des parties de Q est muni de deux lois :

(a) La « somme des complexes » pour I’addition dans l’espace vec-
toriel F est notée -4 :

si X, Yc&, X+ Y={z+y]| @xeX)et (yeY¥)}.

(b) La « somme booléenne » ou « différence symétrique » est notée - :

siX, YcQ, X1Y={z|(@eXuY)et (z¢XnY)]

Nous noterons < (Q) l'espace vectoriel de dimension n = 2? sur F,
ainsi défini, muni de la forme bilinéaire suivante :

0 si|XNnY]| est pair,
X,Y)><(X, Y > = f . . .
( )< g |1 si|XNY| est impair.

Pour cette forme bilinéaire, la base {{j||j€Q ! de < (Q) est ortho-
normale : la forme est donc non dégénérée. Si & est un sous-ensemble
de < (Q), nous désignons par &" son orthogonal :

& ={Ye2(R) | (VX€&) (X, Y>=0)1

Un code est un sous-espace vectoriel de % (), soit un sous-ensemble
non vide de < (Q) stable par l'opération différence symétrique. Nous
désignons par @ (2) le code de dimension 1 (droite) engendré par
Q:®(Q)= {0, Q| et par ¥ (Q) le code orthogonal de @ (Q); € (Q) est
I’hyperplan de < () dont les éléments sont les parties de cardinal pair de Q.

Le groupe des automorphismes de la forme bilinéaire définie plus haut
contient un sous-groupe isomorphe a % (), groupe des permutations
de Q. Une permutation de Q et la transformation linéaire qu’elle définit
ainsi dans < (Q) seront désignées par la méme lettre.

Si € est un code, le groupe d’automorphismes de C est par définition
le sous-groupe de % (Q) formé des éléments qui laissent globalement
fixe C; C et C° ont méme groupe d’automorphismes.

Soit t€Q; la translation de vecteur ¢ dans F, est une permutation
de Q et sera notée ~..

Le groupe des translations est un groupe abélien 2-élémentaire d’ordre 2¢;
il sera noté G (Q).

De méme, I'image de GL (F;) dans % (Q) sera notée GL (Q). Enfin,
le produit semi-direct & (Q) >4 GL (Q) sera noté Af (Q) (« groupe affine »).

Soit X une variété affine non-vide de Fi. L’unique espace vectoriel

—> -
parallele a X et de méme dimension sera noté X; nous dirons que X est

Vespace associé a X.

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — ~N° 1



UNE FAMILLE DE FORMES QUADRATIQUES 23

. . . . -'>
Si « est un entier compris entre 0 et d, soit %, <resp. "s?o) I'ensemble
des variétés affines (resp. sous-espaces vectoriels) de dimension « de F%.

—>

On a ¥,c¥,C 2(Q). Nous nous proposons d’étudier les codes engendrés
- , . P ,

par V, et V,, notés respectivement {?V, > et {V,>, et appelés « codes

affines ».

2.2. Variétés affines et somme booléenne dans < (Q).

. . ’ . . ->
Prorosition I.4. — Soit V une variété affine non vide de Q, et soit E

un sous-espace vectortel de Q. Alors W = U 7. (V) est Punique variété

>
733

> >
affine contenant V et dont Uespace associé soit V + E.

Cororraire 1. — Soit « un entier (0 Za < d). Ona
K>, B(Q)] = Va1 s
autrement dit { V.., > est engendré par Uensemble des X + =, (X), X€{ V),
7, €T (Q).
En particulier, { ¥,,, >C{ ¥, )>, et on peut donc écrire
{O}co () =<{VapC{ Vi pC... V)= () V) = % (V).
CororraIre 2. — Soit o un entier (0 < a=—d —1). On a
[ Vo Dy AL (2)] = {Va
autrement dit { %V, > est engendré par 'ensemble des

X+n(X), Xe V) mneAf(Q).
CororLLAIRE 3. — Soit @ un entier (0 < x = d). Alors

>
{Vap = Va ).

Prorosition 1.5, — Soient « et 3 deux entiers du segment [0, d].

(1) St XeV, et YEVs, XNY est soit vide, soit une variété affine de
dimension au moins égale a k (%, 3) =sup {0, « + 3 —d|.

(2) Soit X €%,. Pour toute variété Z de X de dimension Y>>k (2, §3)
il existe une variété Y de dimension (3 telle que XNY = Z.

Remarques :

(a) D’aprés le (1) de la proposition 1.7, s1 X€%, et YE?YVg on a

|XNY | = 0mod 2t=B),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



24 M. BROUE ET M. ENGUEHARD

(b) Soit X €?,. Si Yy est un entier inférieur & «, V,(X) désigne ’ensemble
des sous-variétés de X de dimension Y. D’autre part, nous appelons « trace »
de (V5> sur €(X) ’ensemble { YNX|Y€E{ Vs> |.

Si X €V, la trace de {Vy ) sur (X) est { Vyq,p(X) D.
Prorosition 1.6. — On a
< Vi—1 > = (D(Q)U‘vd—i-

2.3. Dimensions et propriétés combinatoires. — Nous allons déter-
miner, pour tout «, une base de { ¥, ).

LemMME. — Soit {e; ),y une base de F:.
>
Pour tout ECD, désignons par Vg le sous-espace vectoriel de base { e; };ex.

Alors {VJEE?E(D) § est une base de % (Q).

Remarque. — Ce lemme montre essentiellement que si D est un ensemble
fini, la famille { 2(E) | E€ %(D) | forme une base de € (<(D)).

En effet, si x =2e,~, on a

i€E
T
e} =) Ve
FCE
Tutortme [.4. — Soit « un entier compris entre 1 et d.

(1) <V =< Varaa s
@) dim< V> =(0)+ D+ +( L,)

Démonstration du théoréme 1.4. — Pour tout o, désignons par C, ’espace
’ g p P

engendré par %vEl(ECD) (|E [éa)};.

(a) Du corollaire 1 de la proposition I.4, il résulte que
Co € Vo .
(b) De la proposition I.5 [remarque (a)], il résulte que
{Vger—a Y€V DO puisque k@ +1—a, a) =1.

Par suite :
Car1—a C < Vit1—a > C < Vy, >° Ccég.

(c) Enfin, 1l résulte du lemme précédent que pour tout «,

dimea=<f>+<ail>+“'+<g>'

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — ~N° 1
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On en déduit que

RN S P
dim el = 20 — dim ¢, = 1 +<‘f>+...+<afl>;
d’out
dim ¢§ = dim €y i—q.
Il résulte alors de (b) que

Cari—a = < Vipi—a > = < Va >° = Gy,
d’ou

< Ve, >0 = < o\’d—H—a >,

o =(2)+(, &) +-+(3)
C. Q. F. D.

Donnons un corollaire de ce théoréme qui nous sera utile dans I’étude
des réseaux construits a partir des espaces { %V, ).

CoroLLAIRE. — Soit ACQ, et soit k un entier tel que 0 — k < d. Suppo-
sons qu’il existe un entier a, avec k < a =d, tel que pour tout X €V, >,
on ait XNAE{V, > Alors A€ V).

Démonstration du corollaire. — Pour démontrer que A €< ¥V, », nous
démontrons que A€V, .
Soit donc Y€V,,,. Comme k < a, il existe X€V, tel que YCX.

—> —
Si X’ est un espace supplémentaire de X, soit Z la variété définie par

Z = Urt (Y);

exr

Z est une variété de dimension d — a 4+ k 4 1 (prop. 1.4), et ZNX =Y.

Comme par hypothése XNAE€{Vir) = { Viwrirs ), on sait que
(XNA)NZ = ANn(XNZ) = ANY est de cardinal pair, ce qui achéve la
démonstration.

Tutortme 1.5. — Soit « un entier compris entre 0 et d.
(1) Pour tout X€{¥V,», X0, on a | X|x2%
(2) Si X&€{ ¥, >, pour que | X | = 2% il faut et il suffit que X €V, ).

Démonstration du théoréme 1.5. — Les assertions (1) et (2) étant mani-
festement vraies pour % = d, et aussi pour « = d — 1 (proposition I.6)
nous raisonnons par récurrence descendanie sur o :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



26 M. BROUE ET M. ENGUEHARD

Supposons que (1) et (2) soient vérifiées pour a + 1 (2 <Zd — 2), et
montrons qu’elles le sont pour « :

10 Soit X €V, >. Démontrons que | X |> 2%

(a) Si X€{ V41 ), d’aprés I'hypothése de récurrence on a | X | > 2%+,

(b) Supposons donc X€{V, >, X V,y ). On a :

< @oc+1 > = < Vyg—a >0-
Par conséquent, il existe une variété V&V, , telle que | VA X | = 1 mod 2.
Si V'€V, ., est une variété parallele & V, on sait que
V4+V =VuV eV g

Or X€(V,> =<{Vy_ 41" On en déduit que, pour toute variété V'

parallele a V, on a
[V AX|=1mod 2.

11 résulte de ce raisonnement que X a au moins un point dans chaque
parallele & V. Comme il y a 2% paralléles distinctes a V, deux a deux
disjointes, on voit que | X | 2%

20 Démontrons alors que V, = | X €V, > || X | =2%].

Le raisonnement de (1) nous montre que si X€<{ ¥V, > et | X | = 27

- >
il existe V€V, , tel que X ait un point et un seul dans toute variété

-
d’espace associé V. Quitte & composer par une translation, on peut tou-

N
jours supposer que XNV =1{0}. Ainsi, nous devons démontrer que X
est un espace vectoriel.

(a) Soit te€ ?, t # 0 : Montrons que XU~ (X) €V,,.

—
Puisque X a un point et un seul dans toute variété d’espace associé V,
et que chacune de ces variétés est stable par 7, 1l est clair que

XN (X) =0, donc que
X+ X) = Xun(X)|=|X]|+ |7 X)| =2

D’aprés ’hypothése de récurrence, pour démontrer que XU, (X) €V, 4,
il nous suffit de démontrer que X U7, (X) €< Vypy ». Or comme X €V, >
cela résulte du corollaire 1 de la proposition I.4.

(b) Nous pouvons alors démontrer que X est un sous-espace vectoriel.

Pour cela, puisque X contient 0, il suffit de montrer que si w et v sont
deux points distincts de X, (u -+ v) est aussi dans X.

Cela revient donc a montrer que si X contient trois points d’un plan
vectoriel, 1l contient le quatriéme.

4¢ SERIE — TOME 6 — 1973 — ~No 1



UNE FAMILLE DE FORMES QUADRATIQUES 27

Soit g un plan> Vectofiel, dont X contient au moins trois points. Comme
pour t€ i’: t#%0, X4 1, (X)= XU (X) est un espace vectoriel, on
a évidemment PcX 4 1, (X).

On constate alors que k(x+ 1, d —a+ 1) =2, et en appliquant
la proposition 1.5 (2) on voit qu’il existe VE€Vy .1 tel que

V(X 4+ (X)) = P.

Mais X est orthogonal a V, puisque X&{ ¥V, ).
Comme | VAX|>>3 par hypothése, on a donc VNX = P et ?’CX.

2.4. Groupes d’automorphismes.

Tutortme 1.6. — Le groupe d’automorphismes du code { ¥V, est :

5(Q) st a=0, 1, d;

Af (Q) pour 2 Za—d — 1.

Démonstration du théoréme 1.6 :

10 11 est évident que

(V> =2 (Q), (V> =3 (Q) et Vg > =@ (Q).

Le groupe d’automorphismes de chacun de ces trois codes est donc
bien $ (Q).

20 Soit « compris entre 2 et d — 1.

(a) 11 est clair que Af (Q) fixe globalement ?,, donc est contenu dans
Aut ({,)).

(b) Soit réciproquement g € Aut ({?, ). On peut supposer que 5 (0) =0;
nous allons alors démontrer que € GL (Q).

Pour cela, il nous suffit de démontrer que 'image d’un plan par o est
encore un plan.

Quitte & remplacer (¥, » par (V, )" = {(Vy4_a ), On peut supposer
que2a=d-+ 1. Comme ¥V, = { X€{V, > | | X| = 2%}, 5 opére sur { ¥V, >.

Par suite o opére sur 1’ensemble
(VAV' |V, VeV, | VAV | =4].
Cet ensemble est égal & ., puisque
k(z,a) =sup{0,2a —d} <1 (proposition I.5).
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Nous allons mettre en évidence dans Af (Q) des inpolutions particuliéres,
que nous utiliserons par la suite.

—

Soit HCQ un hyperplan, et soit t€ H.

Désignons par ¢ (H;¢) la permutation de Q définie comme suit :
g (H; ¢) induit I'identité sur Q 4+ H, o (H; t) opére sur H comme =..

Prorosition 1.9. — Pour tout HEV, , et tout tE€ ﬁ, g (H; t) € Af (Q).

Démonstration de la proposition 1.9. — 1l est facile de vérifier que si
n€Af (Q) et si 7 est sa composante sur GL (Q), alors
moo (H; f)on = o(n (H); % (I)).
Quitte & conjuguer o (H; ¢) par une translation non paralléle 4 H, on
peut donc supposer que H ne contient pas 0 : H 5 H. Désignons alors

—
par p la forme linéaire non nulle de noyau H.
On voit que 5 (H; ¢) n’est autre que la transvection déterminée par

la formule
s(H; ) (x) = 4+ pu (). ¢ pour .

CHAPITRE II

UNE FAMILLE INFINIE DE RESEAUX ET LEURS GROUPES D’AUTOMORPHISMES
Nous reprenons les notations du paragraphe 2.
L’entier d est mainienant supposé au moins égal a 4.
Désignons par m la partie entiére de g

Soit { v;};eq une base orthogonale de Q”, telle que, pour tout ¢ dans £,
V;.V; = 27,

Nous désignons par R le réseau 2"-modulaire trivial
R = @ Z.Ui.
Si X, posons

Vg =Z D;.

51 5cq, désignons par ¢, la transformation orthogonale de Q" définie par

s () =—u; si ief,
&g (Ui) = v; - si l¢S.
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L’application S — ¢; définit un homomorphisme injectif de groupes
entre < (Q2) muni de la loi + et GL (Q"). Pour tout code € dans €(Q),
nous désignons par E (C) le groupe des ¢ (S€C).

Enfin, par abus de notations, si n €% (Q) nous désignons encore par =
la transformation orthogonale de Q" définie par

7w (v;)) = vz pour tout ieL.

On considére ainsi $ (2) comme un sous-groupe de GL (Q"). Si X CQ,
et si n€S (Q), on a
T (l)x) = Ux(x)+

% (Q) normalise E (9(Q)), puisque
T.e5. Tt = ez5) pour tous €S (L) et Scl.
On a donc
Aut R = E (2(Q)) | $(Q) (proposition I.2).

1. Le réseavu U et soN puar. — Nous désignons par U le sous-Z-module

de Q" engendré par
g, = { 2% Ux, | (XaEQ)Wn-?oc) (Oé o m) }'
Tutorime II.1 :

(1) U est un réseau, et 2" RcUcCU"CR.
(2) U° est le sous-Z-module engendré par

G ={2%vx | (Xe€Vsi2) OLa<m)jui{2p | iel}.
(3) Pour 0 Za = m, U, (R) = { Vap_ao-
Pour 0 Za < m, Uy (R) = { Vus_sa >
Démonstration du théoréme 11.1 :

1° Désignons provisoirement par U’ le réseau engendré par I’ensemble ¢,
En utilisant essentiellement la proposition .5, on vérifie que

2n RcUcU'cUcR.
20 Démontrons la troisiéme assertion du théoréme.
D’aprés la définition de U, il est clair que

Tjo‘ (R) D< Vam—2a > pour 0 é a é m.

En considérant les codes orthogonaux, on en déduit donc [théoréme I.2(1)
et théoreme 1.4] :

Ul(:l —1— (R) C < ‘1711—0—1—2 m—+-20 >'
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Or 1l résulte de 1° que

Uh—i—a (R) ] < Vdt—2m+20 >-

On en déduit donc que

Uzon—1—~o= (R) = < cvd+1-—zm+2oc >

et par orthogonalité :
Ua (R) = ¢ Vs
3% On a
2nRcU'cR, Ui R) =< Vimr—2a »

et
2* vy, € pour X €Vy_iz00

D’aprés le corollaire 2 du théoréme 1.3, U° est engendré modulo 2"R
par | 2% vy | (XL €Wy ns) (0 =2 < m)l|, ce qui démontre la deuziéme
assertion du théoréme.

Remarque. — 11 est facile de vérifier, en calculant le carré scalaire des
générateurs, que le réseau U est pair.

Le théoréme II.1 montre que, pour d impair, le réseau U est un réseau
unimodulaire pair de Q.

2. PETITS VECTEURS ET CHANGEMENTS DE SIGNES. — 91 L est un réseau
de Q", nous appelons « petits vecteurs » de L les vecteurs non nuls de L
de carré scalaire minimal.

Désignons par G le groupe d’automorphismes de U et posons alors

E =E (2 (Q)nG.

Tatorime I1.2 :
(1) Les petits vecteurs de U ont pour carré scalaire 2™, et ce sont les vecteurs
es (2% vy,) pour 0 Za<<m,
avec
Xa€Vomsas SCXy e Sed Vipsa—s O
ainst que les 4 2" v; (1€Q).
St d est pair, les petits vecteurs de U’ ont pour carré scalaire 2™, et ce

sont les vecteurs
es (2% vxy) pour 0Za<<m,

ayec
Xy €Vy1aay ScXy el S €< Vig—1—20—2 >

(2) E=E ({V0s)).
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Démonstration du théoréme 11.2 :
10 Démontrons que EDE ({ V4, >).

Pour cela, puisque X — ¢ est un homomorphisme de groupes, il nous
suffit de démontrer que si X€%,.., les images par ¢ des générateurs
de U sont encore dans U : on en déduira en effet que & (U)cC U, done

que H€G (cf. 1.1).
S1 Xo€ V2o (0 Lo =m) et si XEVy,,
ex (20‘ Ux“) = 2% Vx, — 2o+t Ux, nx-

On sait [prop. 1.7 (1)] que XN X, est soit vide, soit une variété affine
de dimension au moins égale a

k@2m—2a,d—2)=sup{0,2m —2a0 —2}, donc 2*+'vynx,€U
d’aprés la proposition 1.4.
Ceci prouve bien que ¢, (2% vy )€U.
20 Forme des petits vecteurs : Soit x un vecteur de U(resp. de U°).
Soit « lentier (0 ==« = m) tel que z€2*R et z¢2*"R.
Posons z = 2*y.
D’apres le théoréme I1.1 (3), on peut écrire

Yy = Ux, + 2z ol Xae< Vam—sa >

(resp. y = yx, + 2 z, ot X, €{Vy 1 2. ,) et z€R, soit encore y =2yi Vi,
ieQ

ou y; est impair si 1€ X, (resp. t€X,) et pair si i€ X, (resp. 1 X,).

On voit alors que y est de carré scalaire minimal s1 X, (resp. X,) est de

cardinal minimal, et si y; =4 1 pour i1€X, (resp. i€X,), et y; =10

pour 1€ X, (resp. 1€ X,). Grace au théoréme 1.5, on peut alors conclure

que les vecteurs de

(Un22R) — (Un2*+R)  [resp. (U'n2*R) — (U°n 22+ R)]

de carré scalaire minimal sont de la forme & (2*vy), avec X, €%y 24
et SCX, [resp. & (2% vy), avec X, € Vy 12y et SCX,].

Un calcul facile montre que ces vecteurs sont tous de carré scalaire 2™
pour 0 =~ a = m (resp. de carré scalaire 2" pour 0 = a << m).

Remarquons d’autre part que
es (2% vx,) = 2% vy, — 2%+ py si ScX, [resp. &5 (2% vy;) = 2% vy, — 2%+ pg si Sc Xy].
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Par conséquent si X, €%, 24 et sl & (2%vx )€U [resp. X, €V o
et &5 (2%vy) € U], pour 0 Za <monaSE€{Vyy 24 (resp. SECVu 120 2))
d’aprés le théoréme II.1 (3).

30 Petits vecteurs : Nous pouvons démontrer & présent que tous ces
& (2% vy ), avee 0 =ZLa<m, X,€Vim 2y SCX, et SEVip sy
[resp. & (2% vx;) avec 0 Za < m, X, € Vy1_2a, SCX, et SE Vi yny 0 )]
appartiennent & U (resp. & U®), ce qui achévera la démonstration de la
premiére assertion du théoreme I1.2.

D’aprés la remarque (b) qui suit la proposition 1.5, on sait que si SCS,
et si SE€E{Vy, 050> (resp. si SCX, et si SE( V1 450 ) 1l existe
Xed ¥V, tel que XNX, =S (resp. XNX,=35). On a alors :

Ex (2“ I)xu) = &g (2“ I)xm)e U

puisque €K d’apres 1° [resp. & (2% vy) = & (2*vy) €U" puisque
ex€E d’apres 1°]. Ceci démontre la premiére assertion du théoréme.

40 Groupe E : Soit X CQ tel que ¢x€G. Nous allons démontrer que
Xe€{¥Vs s> Pour tout a (0 Za<m) et tout X,E€Vin s on a

&x (2“ Uxu) = 2% vxu — 2%+t DX{\X“G U, donc XN Xa e< a\’zm_za_g >.

Cette propriété est vérifiée en particulier pour o = 0; pour démontrer
que X€{ V4, appliquons le corollaire du théoréme 1.4 avec k = 2
et a=2m : On a bien k < a puisque m > 2.

Si k et | sont deux entiers, k = I, désignons par v (k, I) le nombre de
sous-espaces vectoriels de dimension k dans un F.-espace vectoriel de
dimension [. Alors :

CoroLLAIRE 1. — Le nombre des petits vecteurs de U est

oa=rm
2m 2 oc

a-2d+122 2 v(2m—2a,d).

Le nombre des petits vecteurs de U est, pour d pair :

aA=m—1

§ =20+t N2
A=0

C’est une conséquence du théoréme précédent et du théoréeme I.4.

(d—1—2a

>v(d—1—2ot,d).

Posons, pour 0 a2 m :
P = { ex (2 Ux ) I (X€< Vs >) (XaG \)om__nx) is
f)a { ex 20‘ Ui ) l (XE < V-2 >) (Xa €V zm—‘)a) ;
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et aussi, pour 0 Za < m :
Pa={ex (@ vx) | Re(Va2)) (Xa€Vum120) |
By = fox (22 0g)) | (Xed s >) (Kn€Pusna) |-
Alors :
COoROLLAIRE 2. — Pour 0 Zoa < m :
UnN2*R est engendré par ﬁa;
U'N2*R est engendré par i;;.
Démonstration du corollaire 2. — Soit « tel que 0 =~ o << m. Désignons
par <i)>u> <resp. <i;; >) le groupe engendré par _ﬁa <resp. ﬁ;) Il est clair

que <i;a>CU(12“R <resp. <§;>CU"{\2"R>. On sait que (corollaire 2
du théoréme 1.3) UN2*R (resp. U°N2*R) est engendré par

B=m B=m—1
U [ 280y, | Xg€Vom—sp} <resp. par U i 28 Dy, f X5 €Vy1ap V{27 D: | ieQ }>
ﬂ:a ﬁ:z
Démontrons donc, par récurrence sur (3, que pour « =03 =m
N
28 vx3€<Pa> (resp pour a = f < m, 2° vx:e<Pa> et 2" v; € <P >>
—
(a) L’assertion est vraie pour 3 = a. En effet, si Xo€ Vam—say Xo€ Vom
- —>
(resp. X\ €Vt s Xodk Vit sa), il existe (puisque o < m), Ya et Z,
—> > > > = —>
dans Vam_», tels que X, = Y.+ Z., <resp. Y, et Z, dans V., tels que
> . >
Xoc = Yoc + Za)
On a alors

2% pg, = 2% 53 + % nh (2“ vz) [resp. 2% pyr = 2% Vs, + % i (2 /. )]

>

done 2¢ vxue<f’>a> (resp. 2 vx;e< P, >>

(b) Supposons la propriété démontrée pour (3, et démontrons-la pour 3 4 1,
pour B3 = m — 1 (resp. f < m —1).

SOit XB+1 60\72"7__2(3_,_1) (Pesp- Xé+1ecvd—i—2(ﬂ+l))-

Il existe Xg€ RV sp (resp. X5€ Vi) et XEVyi. tels que
X1 = XN Xy (resp. Xs,, = XN Xjg) [proposition I.5(2)]. Par I’hypo-
thése de récurrence, on sait que 2° vxpE\Pa> (resp 28 vy €<P; >)

De plus, le groupe E opére évidemment sur <Pa> <resp. <Pa>), puisque

- >
ce groupe laisse globalement invariant ’ensemble P, <resp. P;).
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Donec

ex (28 bx,) = 26 vy, — 20+ o € B, )
et par suite :
28-+1 vxﬂ+1e<f’: >
| resp. x (26 0)) = 20y — 210, P, ), dron 28+ 0y {BL)).
Il nous reste & établir dans le cas ou d est pair que, pour 1€},
2™, € < l—;; >

D’apres la récurrence qui précéde, nous savons que
+, o . ;.
ex @7 (v; + v,-))e<Pa> pour Xed Vo> @i, je ;i £)).

+
On en déduit que 2" (v; — v.,')G<P;> pour i, JEQ, 14 j; d’ou
2 v, = 21 (v, + v;) + 20 (0 — p)) ey .
C. Q. F.D.

3. Le croure N. — Désignons par N Uintersection du groupe d’auto-
morphismes de R et du groupe d’automorphismes de U : N est le sous-
groupe du groupe E (2(Q)) > $5(Q) qui conserve globalement U.

Désignons par E le groupe E ({ Vi, )).
Tutorime II.3 :
(1) Le groupe N est égal au produit semi-direct E > Af (Q).

(2) Les orbites de N sur Uensemble des petits vecteurs de U sont les
ensembles P, (0 = a =~ m).

St d est pair, les orbites de N sur Uensemble des petits vecteurs de U° sont
les ensembles P, (0 = o < m).

Démonstration du théoréme 11.3 :
10 (a) Si n€Af (Q) et X, €Vsp_24, ON a
7 (2% vx,) = 2% vr(x,),
et il est donc évident que Af (Q)CN.

D’aprés le théoréme II.2, et puisque Af (Q) normalise E, on a

E X Af ()cN.
(b) Soient réciproquement t€ %5 (Q) et XCQ tels que ¢x.m€N. On a

ax 7 (2% x,) = ex (2% Unix,)s
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et par conséquent, pour toute variété X,€ Vi, sy 7 (Xy) € Vo 240
Comme m>2, on a 2= 2m —2-d— 1; en prenant 2 = 1, on voit
que © est dans le groupe d’automorphismes de < ?., . >, et il résulte
alors du théoréme 1.6 que n€Af (Q). Comme en particulier €N, on en
déduit ¢y = (¢x7) v ' €N, done €E et X&€{ ¥V, ,) d’aprés le théo-
reme II.2. En conclusion, nous avons bien démontré que

sx.meE (Vi >) ¥ AL (Q).

20 Comme Af (Q) est transitif sur tout ¥, (0 =~ a = d), 1l est évident
que les orbites de N sur I’ensemble des petits vecteurs de U (resp., si d
est pair, de U°) sont les ensembles P, (0 ==« -=m) (resp. P, pour
0 =Za < m); cela résulte en effet de la formule

(Sx.ﬂ') (2“ l)xo_ = &x (2“ I)ﬁ(xm))
et de la classification des petits vecteurs donnée au théoréme I1.2.

4. PreMIitRrEs proPRIETES DE G = Aut U.
4.1. Les transformations 7,. — Soit TCQ un plan vectoriel.
Désignons par 1, la symétrie orthogonale par rapport & Uespace

D Q.vym-

t€QmodT

En d’autres termes, 7; est l'involution déterminée de la maniére
suivante :

Soit 1€Q. Si 7, (T) est le plan affine parallele & T qui contient i, on a

Uy — Di.

D} =

N (Ui) =

. o, . > .

Soit © un élément de Af (Q), et soit = sa composante sur GL (). Soient X
>

un élément de ¥,_,, H un élément de ¥,_,, T, T, et T, des éléments de V..

Un calcul facile permet de vérifier les formules suivantes :

(1) =™ =
-
(2) Si V est une variété affine telle que TCV :
Nr.Ey.Nt = &y,
—>
B)SIiT=1{0,¢t ¢, t+t}etsi TNX=1{0,1t}:
Nr.8x. Ny = 0@ (X 4 Tt (X); t').sn(x,.
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. , , . — ,
B)Si T={0,¢t¢,t+¢t}etsi TNH={0,¢}:
Nr- SN = Ter- 8¢y ¢ ¢

(4) Si TAX = {0 :

Nr.&x. N1 = €0y 3 x+ T+ EX0

Soit
Nr.8x. Nt = — &x.7Nr.8&X-
(5) Si T,NT, est une droite, T,NT., = {0, u}:
N, « = N)——> Ty
T, YJT, (T,—Z—T?) u

(6) Si T.AT. =0} :
1
(nr,.m1,) (00) = 4°nim (”T,+T,)’
d’ou

1
(nr,. 1) (02) = 1% min) (Vnman):

Si S est une variété affine de dimension a, désignons par S, la variété
affine d’espace vectoriel associé g 4+ T qui contient S : S; est une variété
de dimension a, a +1 ou a4 2 selon que Tc§, (Tngl =2 ou
|Tn S ' = 1. Il est alors immédiat de vérifier les formules :

(7) Si TCS : M (vs) = vs.

(8) Si TAS est une droite : Ty (V) = V(sypis)e

(9) Si TAS= {0} : 7 (0) = ges (0s,)-

Tratoreme II.4 :

(1) Pour tout plan vectoriel T, v, est un automorphisme du réseau U.
(2) Le groupe G = Aut U est transitif sur les petits vecteurs de U.

-
Démonstration du théoréme 11.4. — Soit T = {0, ¢, t', t +t' | €X,, et
soit X, €V 2.
Si Tn —ia = {0,t}, posons Y, =1, (X.).

S1 Tn—f(a = {0}, posons X, , = (X : on a X, €Vop s 1l
résulte des formules (7), (8) et (9) :

(7') Si TC Xay 1 (2% 05) = 2% 05..
—
(8) Si TAXa=1{0,t], 1 (20y) = 2 vy..
. —>
@) Si TAXa= {01}, (2% vx) = ex, (2" .0x_).
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Des formules (7'), (8') et (9’), on déduit alors :

10 Les images par v, des générateurs de U appartiennent a U. Donc
7y (U)C U, et par suite ,€G = Aut U.

20 De la formule (9°), on déduit que pour tout « (0 < o =~ m), il existe

—
un vecteur de P, et T€ X, tels que 'image par 7, de ce vecteur soit
dans P, ,. De 1° et de la transitivité de N sur chaque P, (0 ==« = m),

A=imn

il résulte bien la transitivité de G sur UP“.

a=0

4.2. Partition stable sur Uensemble des petits vecteurs de U. Ordre de G.

Tutortme II.5. — Les transformés distincts par G de [U'ensemble
P,=1{4+2"v;|1€Q} forment une partition de l’ensemble des petits
vecteurs de U.

Démonstration du théoréme 11.5. — Il nous suffit de démontrer que si o
est un automorphisme de U tel que = (P,)NnP, = @, alors 5 (P,) = P,,
c’est-a-dire s € N. Pour cela, puisque N est transitif sur P,,, nous pouvons
supposer que 7 (Vo) = D,.

Comme o laisse fixe 2" v,, o opére sur ’ensemble des petits vecteurs
de U’ qui ont un produit scalaire avec 2" v, égal & 2 ou & — 2. Or cet

—
ensemble est manifestement ’ensemble que nous avons désigné par P
au paragraphe 2. Il résulte du corollaire 2 du théoréme 11.2 que & fixe

globalement U°N2R, engendré par l?,. Donc = fixe %U“nR, et fixe

également le réseau dual 2U + 2"R.

Si g (P,,) £ P, il existe un entier « strictement inférieur & m et un
élément z de P, tel que 5 (z) €P,. Mais puisque 5 conserve 2U + 2"R,
et z€2”R, on a o(2)€2U 4 2"R. Amsi (2U + 2"R)nP,# 0.
Selon le théoréme I1.3(2), P, est une orbite selon N opérant dans
I’ensemble des petits vecteurs de U. Par définition N laisse globalement
fixe 2U + 2™R. Donc

P,c2U + 27R.

Selon le corollaire 2 du théoréeme I1.2, P, engendre UN2*R. On a donc
Un2¢*Rc2U + 27R.
Utilisant les notations du chapitre I (§1), on peut donc écrire
o(Un2R)cCoy 2"R)  soit R*(U)cR7(U).
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Le théoréeme I.2 permet de calculer les dimensions de ces espaces :
dim R* (U) = dim U}y (R) = dim Uy_, (R%) = n — dim Ty, (R) = 1 — dim < Vs s
dim R (U) = dim U} (R) = dim T,,_, (R") = n — dim T,,_, (R) = n — dim{ ¥, >.

Si « < m, on a dim R*(U) > dim R (U), et ’hypothése s (P,) < P,
est absurde, ce qui démontre le théoréme II.5.

Nous désignerons par R la partition de I’ensemble des petits vecteurs
de U définie par les transformés distincts de P,, par le groupe G = Aut U.
Comme le stabilisateur de P, dans G est le groupe N, la « partition
stable » R est isomorphe, comme G-ensemble, & ’espace homogéne G/N.

COROLLAIRE :

(1) L’ordre du groupe G = Aut U est

G| = GL, @) . 2 () <Z o ") @m—2a, d)>.

a=0

(2) St Te:{;g, le groupe G est engendré par N et par T,.

Démonstration du corollaire :

10 On a évidemment |G| =|®R|.|N|.

D’une part, |N|=|<{Ve.>|.|Af(Q)| d’aprés le théoréme I1I.3.
Comme < V4., > est de dimension 1 4 d + <g> sur F, on trouve

IN| = o +24+(7) | GL, (F5) |.

P .
TPl
Comme | P, |=2%" il nous suffit d’appliquer la formule donnant 2
(corollaire 1 au théoréme II.2) pour trouver la formule écrite dans
P’énoncé du corollaire.

D’autre part, si 2 est le nombre de petits vecteurs de U, on a| R | =

20 11 résulte de 4.1, formule (1), que si TE?’?’Q, le groupe engendré

>
par N et 7, contient toutes les transformations 7,, pour T'€%,. De la
démonstration du théoréeme II.4, on déduit alors que ce groupe est tran-
sitif sur ’ensemble des petits vecteurs de U, donc sur R. Comme ce groupe
contient N, stabilisateur de P,, il est égal a G.

5. OpiiraTioN DE G sur ] ~ G/N. — Nous allons déterminer le noyau
de Popération de G dans G/N, et montrer que cette opération est primitive.
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Nous désignons par F le groupe E ({ V4, »), et par A le groupe () X F.
Tutorime I1.6. — Le noyau de lopération de G dans G|N est

n s.N.st = A,

SEG
Démonstration du théoréme 11.6 :

10 Le groupe A est distingué dans G.

D’apres le corollaire du théoréme 11.5 (2) il suffit de démontrer que les
conjugués par N et par une transformation v; de tout élément de A sont
encore dans A.

>
Soit donc TE€V, et =,.¢,€A.
Soit me€Af (Q), et soit % sa composante sur GL (Q). Il est clair que

T (. ). T = T> e ) eA.

()

Soit X€{ V4> On a
exe (Teeem). X1 =T g (gt )

D’aprés le corollaire 1 de la proposition 1.4, on a X + 7, (X) €{Vu_, >,
et par conséquent ey.(7..gy).cx €A.

Enfin, pour la conjugaison par 7,, distinguons deux cas :

Si TcH ou si H= J, 1, centralise 7,.¢; [4.1, formules (1) et (2)];

Si TAH — {0, ul, Moo (7o) M = T 8, [4.1, formule (3')], donc
M. (oo €)My EA.

20 Les sous-groupes distingués de N contenant A.

Soit K un sous-groupe propre distingué de N contenant A. Nous allons
démontrer que KC%(Q) X E.

On a
K.E/EcNJE ~ Af (Q).
Or les sous-groupes distingués de Af (Q) sont {1}, (Q) ou Af (Q).

Par conséquent, soit KCE, soit K.E =% (Q).E, soit K.E = N.
Comme KD A, on ne peut avoir KCE. Pour démontrer que KC%(Q).E
il nous suffit donc de démontrer que si K.E = N, alors KDE. Soit
E,=KnNE. On a

[Af (@), E]c[N, E] = [K.E, E]c[K, E]cE..
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Or (corollaire 2 de la proposition I.4) on sait que [Af(Q), E] = E.
D’ou ECE,, et par suite E = E, et KDE.

3% Démontrons que n s. N.s7' = A.

sEG

Posons, provisoirement,

N = n s.N.s1,

sSEG
D’aprés ce qui précéde, on a donc

AcNc®(Q). k.

De plus, N est ensemble des éléments de G qui opérent trivialement
modulo N, c’est-a-dire qui fixent globalement chaque transformé de P,,.

En particulier, tout élément de N transforme un petit vecteur en lui-méme,
en son opposé, ou en un vecteur orthogonal.

Pour démontrer que N = A, il nous suffit donc de montrer que pour
tout élément de & (Q).E qui n’est pas dans A, il existe un petit vecteur
qui n’est transformé par cet élément ni en lui-méme, ni en son opposé,
ni en un vecteur orthogonal. En fait, comme par définition A = & (Q).F,
il est clair qu’il nous suffit de démontrer que pour tout élément de E qui
n’est pas dans F, il existe un petit vecteur qui n’est transformé par cet
élément ni en lui-méme, ni en son opposé, ni en un vecteur orthogonal.

Soit donc s €E, X& (¥, >. Comme V4, >=<V,)>" il existe
TeV, tel que | XNT|=1mod2. Alors & (2" v,) est différent de
4+ 2"t p, et

£x (2//L—~l UT)'2”1—1 Dy = (2/71——1 vy — 2m van)‘zm—1 Dy = 2111 — 2m—1 i X('\T | # 0.

CoroLLAIRE. — La partition R est plus fine que la partition définie par
les orbites de N dans I’ensemble des petits vecteurs de U. Plus précisément :

Sott e (2% vy )€P, (0 L2 = m, X.€Vsp sy et XE(Vyy >. L'élément
de la partition R qui contient &y (2% vy ) est

s/ - - 2'
R (ex 2% 0x) = |21y @ 0r) | (Vo =Xa) et Hed v )|

Démonstration du corollaire. — 11 est facile de vérifier que le groupe A
est transitif sur ’ensemble P,,. Or A est distingué dans G : il opére donc
transitivement sur chaque transformé de P,. Par conséquent, le trans-
formé de P,, qui contient un petit vecteur est égal a ensemble des trans-
formés de ce vecteur par le groupe A; le corollaire s’en déduit immé-
diatement.
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Tutoreme I1.7. — Le groupe G opére primitivement dans R ~ GJN.

Démonstration. — Nous voulons démontrer qu’il n’y a pas de partition
de I’ensemble R, non triviale, non grossiére, et stable par G. Considérons
donc une partition de R, R = R,UR,U...UR, stable par G et non
triviale : chaque élément de la partition est au moins de cardinal 2.
Supposons que P,, appartienne a R,. Il faut démontrer que cette parti-
tion est la partition grossiére, c’est-a-dire que | =0 et R, = R.

10 Nous savons que si PE€QR, il existe « (0 ==« = m) tel que PCP,
(corollaire du théoréme 11.6). D’autre part, les orbites de N dans ’ensemble
des petits vecteurs sont les P, (0 =~ « =~ m) (théoréme 11.3). Par consé-
quent, les orbites de N dans R sont les ensembles

N, = (P | (Per)et(PcPy)] (0= a— m)

La classe R, contient P,; elle est réunion d’orbites de N dans R,
puisque N est le stabilisateur de P,. D’aprés notre hypothése, R, est
réunion d’au moins deux orbites de N : il existe « (0 =Za <<m) tel
que I, CR,.

20 Le théoreme I1.7 est donc démontré dés que I’assertion suivante
est démontrée :

Si 0 < B < m, pour que R, contiecnne Iy, il faut et il suffit que R,
contienne 9y ;.

(a) Supposons que R, contienne 9.
—
Soit T €V,.

Puisque B < m, il existe Xg€X ., 23 tel que TC)_(}. La transfor-
mation 7, fixe le vecteur 2% v, €Py, donc v, fixe I’élément de la parti-
tion R qui contient 2% vy ; d’apfés Phypothése, cet élément est R,, donc 7y
fixe R,.

Puisque 3 >0, il existe Yz&€%,, .5 tel que Tﬂ?{; = {01} On sait
qualors 7 (2°vy,) €Py_y [4.1, formule (9)]. Comme v, fixe ®R,, on en
déduit que R,NIg , = G. Donec I, CR,.

(b) Supposons que R, contienne g ;.

>
Soit T€?,. La transformation 7, fixe tout vecteur du type 28" vy, |
—
ou TcXs,. Elle fixe donc ®R,. Choisissons X3z€%u, . tel que

XenT = {0]. On sait que 7, (2°vy,)EPs .. Posons x5, = 7y (2% vy)).
On a alors v, (w3_,) = 2% vy, donc 7y (x3 1) €Py : par un raisonnement

\

analogue a celui fait en (a), on en déduit que R, contient g,
C. Q. ¥. D.
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6. SimpriciTE DU GROUPE G/A. — Pour démontrer la simplicité du
groupe G/A, nous utilisons le théoréme suivant :

Tutortme. — Soit G un groupe, et soit N un sous-groupe mazximal de G.
Supposons que :

(1) G est égal a son groupe de commutateurs.
(2) N contient un sous-groupe abélien E distingué dans N et la réunion
des conjugués de E engendre G.

Alors le quotient de G par Uintersection des conjugués de N est un groupe
simple.

(On en trouvera la démonstration, d’ailleurs fort simple dans Dieupo~NNE,
La Géométrie des groupes classiques, 2¢ édition, p. 39.)

Nous allons vérifier que les groupes N et E précédemment définis
dans G satisfont bien aux hypothéses du théoréme.

19 N est maximal dans G [En effet, G opére primitivement dans G/N
(théoréeme I1.7)] et E est distingué dans N et abélien.
20 La réunion des conjugués de E engendre G.

Désignons, provisoirement, par E le groupe engendré par la réunion
de conjugués de E dans G.

On a évidemment : E < G.
—_— —_—
a. Soit T={0,¢,t,t+¢ €, et soit XE€V, , tel que XNT={0,t}.
On sait alors que [4.1, formule (3)] :
. ex.neie,x = o (X 4 7, (X); ) € GL (Q).

On en déduit que ENGL (Q) 5 (1], et comme GL (Q) est simple,
on a EDGL (Q).

b. D’aprés le paragraphe b, démonstration du théoréme 5.2, un sous-
groupe distingué K de N vérifie toujours I'une des trois propriétés sui-
vantes : KCE, ou K.E = % (Q).E, ou K.E = N.

En appliquant ce résultat 4 K =ENN, et en utilisant les propriétés
GL (Q) cE et ECE on trouve que EDN.

Comme N est maximal non distingué, on en déduit que E = G.

On a d’ailleurs [4.1, formule (4)] :
(*-' Ex). (Y)T. Ex. 'fAT). EX = T,

ce qui nous permet de vérifier que 7, € E.
39 G est égal a son groupe des commutateurs.
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D’apres 29, il nous suffit évidemment de démontrer que E est contenu
dans le groupe dérivé [G, G].

Or on sait (corollaire 2 de la proposition 1.4) que : [E, Af (Q)] = E,
ce qui prouve évidemment que EcC[G, G].

TutoriME 11.8. — Le groupe G/A est un groupe simple, d’ordre

m

|GJA| = | GL.(Fy) 1. 212) <2 2 ("), em—2a4 d)>.

7. IpenTIFICATION DU GROUPE G/A.

Tutorime 11.9. — Le groupe GJA est isomorphe au groupe de Chevalley
de type Dy sur le corps d deux éléments.

Démonstration du théoréme 11.9. — S1 s € G (resp. KCG), nous désignons
par 5 (resp. K) son image dans G/{— Id, + Id }. 1l est clair que G/A est
isomorphe & G/A. Nous allons démontrer que G/A se représente comme
le groupe dérivé du groupe orthogonal d’une forme quadratique non
dégénérée d’indice d sur un F,-espace vectoriel de dimension 2 d.

1° Espace A : Par définition, A = & (Q) [<XF. Sit€Q et si HE( V., ),
on sait que

Tee & = Ex,m) Tee
Comme (¥, >=%,,U {0, Q| il est clair que ou bien 7, (H) = H,

ou bien 7, (H) = H-- Q, et par conséquent : &, et ¢, ont méme image
modulo |z, ¢y | = {— Id, + Id}|. On a donc

&2l

(Q)x F;

?1. En == gl[.?[ et A. ==

A est donc un groupe abélien 2-élémentaire isomorphe a F3’.

Comme A est distingué et abélien, G/A opére évidemment sur A. Nous
allons munir A d’une forme quadratique Q pour laquelle Popération de G/A
est orthogonale.

20 Forme quadratique sur A :

(@) F=E ((¥,,)) s’identifie au dual du F, - espace vectoriel
B (Q)~(F.)": a5, €F, g, 541, nous associons la forme linéaire sur G(Q), 1,

o
qui s’annule sur H; 1l est facile de voir qu’a g,.¢, ==

“niw
Pag =+ Page
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(b) L’espace A= &(Q)X F est donc muni d’une forme symplectique
canonique [ définie ainsi :
% (Q) et F sont totalement isotropes,
—
f(?f’ gu) = O Si tE H ou H == 0,
>
fGoa) =1 si teH.
11 existe alors une et une seule forme quadratique Q, pour laquelle % (Q)
et F sont totalement singuliers et de forme bilinéaire associée f.
On a
Q (%t- Eu) = f(?t s gll)*
30 G/X opére orthogonalement dans A :
Soit 7.z, €A. Nous allons vérifier que, pour tout s€G,
Q (g. ?[. g][. 5._1) = Q (?t- g]{).

—>
Comme G est engendré par N et un 7, (TGQ&), il suffit de le vérifier
pour les éléments de N et pour un v; bien choisi.

(a) Soit n€Af (Q). On a

o —1 —
TeTo & T = T“E(Z)' Ex ()

donc
Q (7_1'. ;Et. g]l. ﬁwl) = f(?;(l), Eﬁ (u)),

quantité manifestement égale d’apres la définition de f, 4 f (7, 7)) = Q (7/.&y).
(b) Soit X€V, 5. On a

~ -1 — A
Exo Tre €ffe EX = T¢e Cle SX—LT,(X)’

d’ou
Q(x.7T,. ey . 5%') = f(?z, BTE éxJ—t,(X)) = f(“—-l’ &) + f(;‘;‘ é-x_Z_'r,();))'

Comme X -+ 7, (X) est soit vide, soit un hyperplan dont la direction
vectorielle contient ¢, on a

f(‘—l't, EX—;—TL(X)) = 0, donc Q (Ex. 7. E][. §i1) = Q (?t- E").

. % . .
c. Choisissons T €%, tel que v, commute avec ¢, : Si H £ @, il suffit

—>
de choisir TCH. On sait qu’alors 7, centralise 7,.¢, et par conséquent :
QCir-Ten.nr") = Q (fz- ).
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Ainsi le groupe G/A se plonge dans le groupe orthogonal de la forme Q,
noté 0(Q). Comme G/A est simple non abélien, donc égal & son groupe
dérivé, E/K se plonge en fait dans le groupe dérivé de O(Q); ce groupe
dérivé est d’indice 2 dans O(Q) et égal au groupe O*(Q) (voir DiEUDONNE,
La Géométrie des groupes classiques, § 10). Nous allons démontrer

que G/A ~07(Q), ce qui achévera la démonstration du théoréme,
puisque O*(Q) est le groupe simple de Chevalley de type D, sur F,.

40 Identification de G/A avec O0°(Q) : Considérons l’opération du
groupe O(Q) sur ’ensemble des sous-espaces totalement singuliers maxi-
maux de A. On sait que :

(1) L’orbite de O*(Q) qui contient F est formée de I'ensemble F des
sous-espaces totalement singuliers maximaux de A dont Pintersection
avec F a une dimension de méme parité que la dimension de F. Avec les
notations de P’appendice, I'orbite de O*(Q) sur F est donc :

a=m

U Su_sz (F).

(2) Le stabilisateur de F dans O(Q), noté Oy, est produit semi-direct

d’un groupe isomorphe a GL,(F.) par un groupe distingué 2-abélien
d(d—1) ; .
élémentaire d’ordre 27 * (d’aprés I’Appendice). De plus, les orbites de

ce groupe O, dans l’ensemble des sous-espaces totalement singuliers
maximaux sont les ensembles S,(F) (0 = a = d).

Identifions maintenant G/A et O*(Q). Par abus de notation, consi-
dérons que G/AcO+(Q).

(a) Le stabilisateur de F dans G/A est le groupe N/A. En eflet, il est

clair que F est distingué dans N. Comme N est maximal, N est le norma-
lisateur de F.

(b) Or N/K=GTJ(Q) DX E/F est justement produit semi-direct d’un
groupe isomorphe a GL4(F.) par un groupe abélien 2-élémentaire
d(d—1)

d’ordre 2% . On en déduit donc que : si Of = 07(Q)NOy
N/A = 0; = Ox.

Pour démontrer que G/A = 0%(Q), il nous suffit donc de démontrer
que Pensemble des transformés de F par G/A est égal a &.

(¢) Etudions donc I'ensemble des transformés de F par le groupe de G/A.
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Puisque N est le normalisateur de F, opération de G sur ’ensemble des
conjugués de F est équivalente a 'opération de G sur l’espace homo-
géne G/N, laquelle est équivalente a 'opération de G sur R, ou encore
sur I’ensemble des transformés par G de ’ensemble P,. A chaque trans-
formé de P,, (c’est-a-dire du réseau R) par G correspond donc un trans-
formé de F (et vice versa), de la maniére suivante : si R' = s (R) est un
transformé de R par s€G, sFs' est le groupe des changements de
signes de la base {s (v;)| 1€Q] portés par les éléments de < V., >.

Pour tout « (0 =~ o =~ m), désignons par &, I’ensemble des transformés
de F qui correspondent aux transformés de P,, contenus dans P,. On sait
que les orbites de N sur R sont les ensembles { s (P,) | (s€G) et s (P,,) CP,}
pour 0 == a ="m.

Par conséquent les orbites de N/A sur ’ensemble des transformés de F
par G/A sont les ensembles ¥, (0 =~ « =~ m). Donc 'orbite de F par G/A

aA=m

est ’ensemble U F . dans lequel N/A = O a exactement (m - 1)

aA=0

orbites. Comme G/A est contenu dans O+ (Q), on a

Or d’aprés (1) et (2), O; a également (m -+ 1) orbites dans F. Par
conséquent :

Il en résulte immédiatement que G/A = 07(Q).

Remarque. — La démonstration précédente implique qu’il existe une
permutation ¢ de I’ensemble des entiers du segment [0, m] telle que

5@(1) = Sd-—m (F),

il s’agit de la permutation « - m — a.

En effet, vérifions que si s (P,)CP,, alors sFs'NF est de dimen-
sion d — 2 (m — ). Pour cela il nous suffit de calculer s F s™* dans le cas
ol s (P) = | & (2% 0x) | (HEL Vs >) et (X, = V, donnée dans Vam_s) |-
Or sF s' est lintersection avec A du sous-groupe de N qui transforme
chaque vecteur de s (P,) en lui-méme ou en son opposé. Dans ce cas,

il est facile de voir que
-
SFs = e e | (teVa) et (Vac H) .
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On en déduit donc que
— (. |=> =
FnsFs' =& VacH},

1

et comme V, est de dimension 2m — 2 2, FNsF s~ est bien de dimen-

sion d — (2m — 2 a).

TatoreME 11.10. — Les suites exactes
(S) (1} >A—>G—>G/A—> {1},
(§) {1}+X—>G—>G/K—>{l}

ne sont pas scindées.

Démonstration du théoréme 11.10. — Supposons que l'une des deux
suites (S) ou (S) soit scindée; alors la suite (S) est scindée. Puisque N
contient A, la suite

1) >A>N->N/A- (1)

est aussi scindée.
19 Nous allons en déduire 1’assertion suivante :

« 11 existe un sous-groupe L de { %, >, stable par GL (Q), et tel que
L. < Vi1 > = < Vd—s > et Lﬂ< Vi > = (9) »

[Autrement dit, { V., »/®@ (2) est facteur direct de GL (2)-module
{Vams 2] @ (Q).]

Soit = la projection canonique de N sur N/A. Selon I’hypothése, il
existe un morphisme A de N/A dans N et tel que noA = Idg;. Posons

K =1 (A.E[A).
On a
Kcrt(r(K) =7 (A.E) soit KcA.E
et
KE::KK, AnK::{l}.

Comme A.E/A est un sous-groupe distingué de N/A, K est distingué
dans % (N/A). En outre, A.E étant abélien, K est également distingué
dans A.E. Au total, K est distingué dans A.% (N/A), ¢’est-a-dire dans N.

L’action de N sur A.E par automorphismes intérieurs définit dans A.E

une structure de GL (Q)-module sur F., et A, & (Q) et K sont ainsi des
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sous-modules de A .E. Soit ¢ la projection canonique de A.E sur A.E/% (Q).
On a

o (A.E) =p(4).p (K)
et, comme % () est contenu dans A,
o (A)np (K) ={1}.

Le GL (Q)-module A.E/T (Q) est donc isomorphe a la somme directe
de o (A) et de ¢ (K). Comme A = & (Q).E (( V4, ) et E=E (V. )),
A.E/% (Q) est isomorphe comme GL (Q)-module a < V.. >/@ (Q). Dans
cet isomorphisme, A/ (Q) s’envoie sur < V., Y@ (Q). L’assertion est

donc démontrée. Par ce méme isomorphisme ¢ (K) s’envoie sur un groupe

de la forme L/® (Q), et le groupe L satisfait aux conditions de I’assertion 1.

20 Démontrons maintenant que LN%,_. n’est pas vide.

Soit X un élément de V.. Il existe H dans ¥,_, tel que X -+ H appar-
tienne a L.

Si H= 0, on a X&€(LN%¥,,). Supposons donc que H soit différent
de ¥. Comme @ (Q) est contenu dans L, on peut supposer que H appar-
tient & V4, (cf. la proposition I1.8).

Si H est paralléle a2 X et contient X, (X 4+ H) appartient & %,_,. Si H
est parallele & X et ne contient pas X, on a cette fois-ci :

(X + H+ Q) e(LnVas).

Supposons donc que H ne soit pas paralléle 4 X. Alors on a

XnH)eVq;.
Comme X - H est le complément dans XUH de XNH, X 4+ H est
réunion disjointe de quatre variétés paralleles 3 XNH et de dimension

—

d — 3. Alors, il existe nécessairement un hyperplan vectoriel H’ dans Q
contenant trois d’entre ces variétés et non la quatrieme (*). Soit 7 une
transvection d’hyperplan H'. Il est clair que I’ensemble

Y=(X+H) +o(X+H)

(*) L’ensemble des variétés linéaires de dimension d — 3 et paralléles & X nH est en
bijection avec I’ensemble des points du quotient de F¢ par X nH, espace de dimension 3.
Or, dans un tel espace, si quatre points ne sont pas coplanaires, parmi les quatre plans
affines qu’ils définissent, il y a un (et d’ailleurs un seul) plan vectoriel.
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est réunion de deux variétés linéaires disjointes et paralléles, de dimen-
sion d — 3. On a par conséquent :
Ye(LnVi)

et D’assertion 2 est ainsi démontrée.
30 L’assertion 2 nous fournit la contradiction cherchée :

Remarquons que toute orbite du groupe linéaire dans ¥, , engendre
{ V2> (*). Done si LN%, ., n’est pas vide, L. contient { V4, >, ce qui
contredit le choix de L selon I’assertion 1.

APPENDICE

STABILISATEUR D’UN ESPACE TOTALEMENT SINGULIER MAXIMAL

Désignons par p un nombre entier, par ¢ une puissance de p, et par F,
le corps a ¢ éléments. Un entier d > 1 étant donné, soit V un F,-espace
vectoriel de dimension 2 d muni d’une forme quadratique non dégénérée Q.
Nous supposons Q d’indice d. Notons

ry=QE@+y —Q@ —Q®);

Papplication (x, y) - .y est une forme bilinéaire non dégénérée sur V.
S1 W est un sous-espace de V, désignons par W° son orthogonal; rappelons
que 'espace V/W* s’identifie canoniquement au dual de I’espace vectoriel W.

Soit F un sous-espace totalement singulier maximal de V. Si a est un
entier compris entre 0 et d, nous désignons par S, (F) ’ensemble des
sous-espaces totalement singuliers maximaux de V dont l'intersection
avec F est de dimension a.

Prorosition I. — Soit F un sous-espace totalement singulier maximal
de V et soit Oy le stabilisateur de F dans le groupe orthogonal de Q. Soit I
le sous-groupe de Oy formé des isométries qui opérent trivialement sur F.

(1) Iz est un groupe abélien p-élémentaire dordre qd(d_2ﬂ qui opére
réguliérement sur U'ensemble S, (F) des sous-espaces singuliers de V supplé-
mentaires de F.

(2) Si F' est un supplémentaire totalement singulier de F, et si Og
est le stabilisateur dans le groupe orthogonal du couple (F, F’), alors Oy v
est tsomorphe a GL (F), et

Oy == OF, F |>< IF.

(*) 11 est clair que le groupe linéaire GL (Q) a deux orbites dans Vy (si0 =<« =< d —1),

>
a savoir V, et (‘l’a—— ‘170;); on peut donc utiliser le corollaire 3 de la proposition I.6.
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Démonstration de la proposition 1 :

(a) 1y opére trivialement dans F, donc opére trivialement par trans-
position dans le dual de F; il en résulte, grace a I'identification du dual
de F avec V/F, que I; opére trivialement dans V/F. Ce groupe I; est
donc abélien p-élémentaire, isomorphe a un sous-groupe du groupe additif
des matrices carrées d’ordre d a coeflicient dans F,.

(b) Choisissons un supplémentaire totalement singulier de F, noté F'.
Choisissons aussi une base { e, €, ..., e} de F. Puisque F’ est isomorphe
a V/F, il existe dans F’ une base duale, c’est-a-dire une base {¢,, ¢,, ..., e,}
telle que pour tous i et j, e;.e; = 9, ;. Il est clair qu’alors il y a corres-
pondances bijectives entre :

— d’une part, entre les sous-espaces totalement singuliers supplé-

mentaires de F et les systémes libres singuliers {2, 2., ..., Za} qui ont
méme image modulo F que {¢), e, ..., €,};
— d’autre part entre ces systémes { i, Zs, ..., Zq! et les éléments

de I; : a f€I, on associe le systéme {f(¢)), f(€.), ..., f(e,) }.

Ces remarques nous permettent de conclure que le groupe I; opére
régulierement sur S, (F).

(c) Soit Oy r le stabilisateur de F’ dans O,. On voit facilement que Og,
est isomorphe a4 GL (F). Puisque I; opére réguliérement sur S, (F), on
a OppNly= {1} D’autre part, I, est, par sa définition, distingué
dans O;. On a donc

Or = Op,» DX I

Y

(d) 11 nous reste a calculer I'ordre de I;. Un élément f de I; est
déterminé par la donnée de {f(e,), f(e)), ..., f(e,)}, ou encore par
la donnée de f, isomorphisme de F’ dans F défini par

fle) =e +f ()

Il est immédiat de vérifier que pour que le systéme { e, +f (¢,), e, + [ (€,), ...,
e, + f(e,) | soit singulier (donc détermine un élément de I;), il est néces-
saire et suffisant que f soit alternée, c’est-a-dire que ¢, . f (¢,) 4+ ¢,.f (¢}) = 0

~

et e;.f (¢;) = 0 pour tous i et j entre 0 et d. L’ordre de I est donc égal
. , ) . d(d—1)
au nombre de matrices carrées alternées, soit encore ¢ *

Prorosition 2. — Sout F un sous-espace totalement singulier maximal

de V. Pour tout entier a compris entre 0 et d, U'ensemble S, (F) est une orbite
selon I

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — n~N© 1



UNE FAMILLE DE FORMES QUADRATIQUES 51

Démonstration de la proposition 2 :

(a) Soit F’ un élément de S, (F). Choisissons une base { e, €, ..., €.},
de FNF’' que nous complétons par un systéme libre {e, ., ..., e.] de
maniére & obtenir une base de F. En utilisant le fait que, dans I’espace
(F 4+ F)/(FnF’), F'/(FNF') s’identifie au dual de F/(FNF’), on voit
facilement qu’il existe un systéme {e, ,, ..., e;} tel que {e, ..., ey

€15 ---5 €, soit une base de F + F' et (e, ..., €, €,,,, ..., €,} une
base de F’ et que, pour tous ¢ et j compris entre a + 1 et d,

e;. e’/- = 6;7}'.

(b) 11 est clair alors que si F, et F, sont deux éléments de S, (F), en
faisant pour chacun une construction semblable & celle exposée en (a),
on peut déterminer une isométrie u de F + F, sur F + F, telle que

u(F) =F,.
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