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QUELQUES VARIATIONS PARTICULIERES
D’UN PRODUIT DE METRIQUES

Par J.-P. BOURGUIGNON, A. DESCHAMPS er P. SENTENAC

——t——

1. Présentation

1.1. Cet article fait suite & Conjecture de H. Hopf sur les produits de
variétés (cf. [1]). Nous y établissons le théoréme suivant :

Sotent (Mi, gi) et (M., g.) deux variétés riemanniennes compactes. Si
(My, g1) est homogéne et dim M. > 2, il existe une variation de la métrique
g1 X g» telle qu’en tout point (m,, m.) de My XM, et pour tout plan mixte =,
la courbure sectionnelle de = est crotssante au voisinage de t = 0.

Ce résultat particularisé au cas de structures riemanniennes a courbure
sectionnelle non négative donne des indications relativement a plusieurs
problémes.

1.2. Cela prouve que le théoréme 7.5 de [1] (les variétés étant sans
1sométries infinitésimales) ne s’étend pas au cas ou il y a des isométries
infinitésimales. Pourtant relativement & la conjecture de Hopf (« sur
S5*x S?, il n’existe pas de structure riemannienne a courbure sectionnelle
positive »), nous montrons que nous sommes dans la situation du
théoréme 7.8 de [1], car les variations de métriques g (t) que nous exhibons
n’ont pas la propriété d’étre pour ¢ < 0 a courbure positive, ce qui infir-
merait la conjecture de H. Hopf.

1.3. D’autre part alors qu’un théoréme de A. Weinstein (cf. [4]) sur
les variations d’une métrique ayant un groupe d’isométries G semblait
indiquer que la taille du groupe d’isométries de la métrique initiale était
une obstruction & 'existence de variations « positives » (il le prouve au
premier ordre), nous exhibons d’autant plus de variations « positives »
(a des ordres plus élevés) que G est gros.

1.4. Le plan est le suivant : au paragraphe 2, nous effectuons les calculs
des dérivées de la courbure sectionnelle pour des variations particuliéres;
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au paragraphe 3, nous établissons un lemme sur les variétés de dimension
> 2; au paragraphe 4, nous prouvons le théoréme annoncé, dont nous
étudions au paragraphe 5 les liens avec la conjecture de H. Hopf et au
paragraphe 6 avec le théoréeme d’A. Weinstein.

2. Variations particuliéres

2.0. RarreLs. — Soient (M;, g) (i = 1, 2) deux variétés riemanniennes
compactes et (M, g,) = (MyXM., g1 X g.) la variété produit riemannien.
Si g (t) est une variation de la métrique g,, C" au voisinage de l’origine,
les dérivées a l'origine, a 'ordre p (p =1, 2, ..., r) de la connexion, du
tenseur de courbure ont été calculées (¢f. [1]) et nous rappelons ici les
formules. Si nous posons

{r
g® =90 + Zm"”’ avec hreQ:T*M,
p:l

Dt = D°+2—;—p—!cp, avec C’e O*T*M QTM,

p=1
nous avons les résultats suivants :
2.1. VmeM, VX, Y, Z€T, M,
p—i

@& D2 =300 & Y.2) - 3 (§)re &, 2.

l=1

Pour un plan mixte défini par une base g,-orthonormée { X,, X, } avee
X, €T (My) (i =1, 2), la dérivée d’ordre p a 'origine de I’expression
R, = (R (X,, Xa) Xy, Xa): s'écrit

t
@.2) L =) (X0 X) SR L ) (X, X,

X est un opérateur différentiel d’ordre 2,

2: OT*M-— O*(N\2T*M).

Pour h€0” T* Met pour un «bon prolongement»{ X, ¥ de X, YET.M

(X, Y] =0 et (D* X),, = (D°* ¥),, = 0), nous avons
2.3 ZhXYV=X.(Y.r(X ¥) - %Y.(\”f.h(}"{, X)) — %X.(X.h (¥, ¥)).
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VARIATIONS D'UN PRODUIT DE METRIQUES 3
St (h'y B* ..., A7 )€ (/\* T* M) est défini par
@.4) SP(h, R, ..., o) (X, Xo)

p—1

= <?> [(C (X, Y), €~ (X, Y)) — (€ (X, X), €~ (Y, Y))]
=1

X i 0%, © (% W) — (T (K X), € (¥, YL

k+l+m=p
k,l,m>1

2.5. DEriniTION. — Sur une variété riemannienne (V, Y), une 1-forme %
est dite de Killing si le champ £* ¥ est un champ d’isométries infinitésimales.
La dérivée symétrique de % est alors nulle.

On désigne par K (V) P'espace vectoriel des 1-formes de Killing sur V
(qui est de dimension finie, ¢f. [2], II, p. 332) et on suppose dans la suite
que K (M,)#{0{. Pour €I (M,) et n€T* M, le produit symétrique
£ o7 est une section du fibré O T* M.

2.6. DEriniTioN. — Une r-variation de Killing géométrique est une
variation de métrique g (t), C" au voisinage de Uorigine telle que pour tout
entierp (p=1,2, ...,r), R =5l ovpP ou €I (M,) et 7P est une 1-forme
cofermée sur M..

2.7. Le mot géométrique de la définition précédente se justifie ainsi :
dans le paragraphe 6 de [1], on a montré que seules les variations transverses
a V'orbite de g, sous les difféomorphismes ont une signification géométrique;
or il est facile de voir que la décomposition de Berger-Ebin d’un tenseur
du type envisagé Lon[{€XK (My), n€T* M,] s’écrit

Eon =0*(fE) +Eom,
ou 1 =df + 7 est la décomposition de Hodge-de Rham de la 1-forme .

2.8. Prorosition. — Sotent g (t) une r-vartation de Killing géométrique
et m={X,, Xy| un plan mizte de M.

Nous avons les propriétés suivantes :
d* R

(a) si pour tout entier k(1 =k <2p <2r),—7 = 0, alors
| = (%, X0, & (X X)us
(b) si de plus Tn| =0, alors C7(X,, Xa) =0 et
Lot =0,
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Nous allons démontrer quelques lemmes :
2.9. LemmMe. — Soit h=2~%071 avec E€T* M, et n€T* M,. Pour tout
plan mizte = = { X,, X, |, nous avons - -
(2 Eom) (X, Xo) = (Dx, £ (X)) (D32 1 (X5)).
Démonstration. — Soit { X,, X! « un bon prolongement » de { X,, X. |,

tel que X; soit tangent a M; (v = 1, 2) et constant par rapport a I’autre
variété. Nous obtenons, en appliquant la formule (2.3) :

E Eom) (X Xo) = Xo (Ran o ) (X1, K0)

— LK (K Gen) (R K) —

5 Xs. (Xz(i o 77) (Xla j.,{l))'

En tenant compte du fait qu’au point m (D°X,), =(D°*X,), =0,
on a la formule annoncée. m

2.10. CorOLLAIRE :
(@) Si £€I (M), alors (X (Eem)) (X, X,) =0.
(b) Pour une r-variation de Killing, h* =0 (p=1,...,r).
(a) résulte du lemme 2.9 puisque
(texX (M) = (*:=0) = (VX.,eTM,D§ t(X:) =0).

(b) est vrai par définition. m
2.11. Lemme. — Soit h==L-7 avec E€T* M,, n€T* M,,
(a) Pour meM, X, €T, M, Z€T,. M,
(@ Eom) (Xiy Xy, Z) = 2 (Dx, £(X0) 1 (Z)3
(b) Pour X;€T,.M;(i=1, 2), Z€T,. M :
(O Eom) (X, Xe, Z) = di (Xu, Z1) 0 (Xe) + £ (Xy) dn (Ko, Zs).

Démonstration. — (a) Par définition
OR(X,Y,Z) =Dxh(Y,Z) 4+ Dy h (X, Z) — D h (X, Y),
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VARIATIONS D'UN PRODUIT DE METRIQUES 5
d’ou en tenant compte de ce que & et 7 sont des 1-formes tangentes a M,
et M. respectivement
O Een) (X, Xy, Z) = Dy, Eon) (X1, Z) + Dx, Gon) (Z, Xy) — Dy Eon) (Xiy Xo).
Or
Dz (Een) =Dy Eon+EeDgm,  dott Dy(Een) (X, Xi) =0,
(b) Soit ~
(O Eom) (X, Xs, Z) = Dx, £(Z1) 0 (Xs) + & (Xy) Dx, 0 (Z)
— Dy, £ (X)) 1 (Xs) — £ (Xy) Dy, n(Xo),
d’ou (b) en faisant apparaitre la différentielle extérieure de % et 7,
d: (X, Z,) = Dx, £ (Z)) — Dy, £ (X)),
dn (X‘z, Z2) = Dx, 'f)(Zz) — DZ, n (X‘z) n
2.12. CororLaire. — St £€K (My), alors (O (Eo1)) (X4, Xy, .) = 0.
C’est évident d’aprés le lemme 2.11 puisque Dy £ (X)) =0. m

2.13. Lemme. — Soit g (t) une r-variation de Killing géométrique. Alors
pour tout entier p (1 == p <r), pour tout X, €TM,,
CI’ (X], X]) = O.
Démonstration. — Elle se fait par récurrence :

Pour p =1, (C'(X,, Xu), Z)o = 5 (0 (' o)) (Xi, Xi, Z) dapres le

corollaire 2.12. Si le résultat est supposé établi a I’ordre (p — 1), la formule
(2.1) et le corollaire 2.12 donnent le résultat a I'ordre p. =

2.14. Démonstration de la proposition 2.8. — Elle se fait par récurrence,
nous établissons le résultat & 'ordre p =1 :

ht =t ow!, avec t'eX (M), n'e T* M..

On a d’aprés la formule (2.2) :

l
dz" = (2 ) (X,, X;) =0 (corollaire 2.10);
de méme
&> R% » R
TR = G (XX 4 8 @) (X X,

Or (X A% (X4, X,) = 0 d’aprés le corollaire 2.10 et
52 (') (Ko, Xo) = 2[[| € (X1, Xo) [l — (C* (X, X, € (X, X))o
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D’aprés le lemme 2.13, C' (X,, Xi) =0, d’olt 'expression

&RL| :
aE |, = 2 G (X, X2 |5
2 R
Il est clair que ddtlﬁ _ =0 si et seulement si C'(X,, X;)=0. Si

C' (X4, X,) =0, alors d’apreés la formule (2.4) et le lemme 2.13 :

S° (B, B2) (Xiy Xo) = 6 (Ct (X1, Xa), C2 (Ko, X))o
— 3 (C* (X}, X)), C2 (X, Xu))o — 3 (C* (X, X)), Ct (Xs, X1))o
16 [k (Ct (X, Xa), €2 (X, Xa))— Rt (€' (X X)), C (Xsy X)),
soit
S (1, 1) (X1, Xs) = O.
Par suite :

d: R%

| =) (X X + 8 () (Ko, X)) = 0.

Les propriétés étant vérifiées pour p = 1, il est aisé d’effectuer le raison-
nement par récurrence en utilisant la formule (2.1), le corollaire 2.10
et le lemme 2.13. m

kR{

2.15. Si nous supposons %ﬂ—“
t

=0 pour k< 2p, alors d’aprés la

proposition 2.8 :
& RG

e = m”(y (X1, Xo) |12,

=0 ()

Or C*(X,, X,) =0 (1 LkLp —1); Pexpression de C*(X,, X,) dans
la formule (2.1) devient

¢ (X0 X) = 510 W) (K X P
De plus d’aprés le lemme 2.11 (b) :

(C’) (Xn X-z), Z)o = %(dip (Xu Ze) WP(X'z) -+ Ep (X1) dn? (Xz, Z2)),
soit

Cr (X1, Xo) = 3 (27 (X Yoonr (X0) + 2 (X0) da? (Ko )B).

C? (X4, X.) est la somme de deux vecteurs tangents respectivement a M,
et M,. On a donc

T | = ol 1@ (K )12 () + @ () | d (K ) 2]

4¢ SERIE — TOME 6 — 1973 — n° 1
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2.16. Remarque. — On voit apparaitre dans la proposition 2.8 une
dissymétrie entre les deux signes de la courbure : nos variations sont
« positives » et il n’y a pas de variations naturelles qui rendent la courbure
négative (comparer 'introduction de [1]).

3. Un lemme sur les variétés de dimension >. 2

3.1. On rappelle qu'une variété riemannienne (V, g) est dite homogéne
si pour tous z, y dans V, il existe une isométrie 9 de (V, g) telle que ¢ () =y.

La proposition suivante est classique.

3.2. ProrositioNn. — Pour (V, g) compacte, les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) (V, g) est homogéne;

(i1) il existe un nombre fini de champs de Killing sur V qui pour tout x
de V engendrent T, V.

3.3. DEFINITION :

(i) Soit z€V. (V, g) vérifie la propriété (B.)
s’il existe un nombre fini m de germes en x de 1-formes différentielles (x;)
cofermées telles que

m

() Ker (d2) @) = {0}

(Ker da; désigne le sous-espace vectoriel mazimal de T,V sur lequel du;
est nulle).

(i) (V, g) vérifie la propriété (B)
s’1l existe un nombre fint m de 1-formes différentielles (o;) cofermées sur V
telles que

VaeV, () Ker(dx) (@) ={0].

3.4. Prorosition. — Toute variété compacte (V, g) vérifie (B) dés que
dim V> 2,
Pour cela on remarque d’abord que (V, g) étant de dimension > 2 :

3.5. Lemme : Vz€V, (B,) est vrate.
Pour prouver le lemme, on montre d’abord que la propriété

(B.) : « Il existe une famille de germes en x de 1-formes différentielles (¢:),¢,
telles que

() Ker (d) @ = {0}»,
i€l
est équivalente a B,.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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On prouve ensuite que (B)) est vraie par ’absurde. m

3.6. Démonstration de la proposition 3.4. — Remarquons d’abord que
si pour un nombre fini m de germes en x de 1-formes (2;) cofermées

m

() Ker (@) (@) = {0]
i=1
il existe un voisinage U, ou toutes les 2; sont définies et telles que

m

V,eU, () Ker(dx)(y) =0}

i=1

En utilisant alors la compacité de V et le fait que tout germe de 1-forme
cofermée en z se prolonge en une 1-forme cofermée sur V, on construit
la famille finie de 1-formes souhaitée. m

3.7. La proposition 3.4 a un intérét en elle-méme, mais ne permet
pas de construire des familles finies explicites de 1-formes liées 4 la structure
riemannienne, d’ou la définition suivante :

3.8. DérintTion. — (V, g) est dite D-homogeéne s’il existe un nombre
fini k de formes de Killing sur V (£),_; telles que

VzeV, (")Kerds(@)={0}.

i=1

Cette définition correspond & une particularisation de la propriété (B)
puisque toute forme de Killing est cofermée.

3.9. ProrosiTioNn. — Les espaces symétriques de type compact sont
D-homogénes.
Soit (V, g) un espace symétrique de type compact (cf. [2], p. 252), donc

\

en particulier & courbure de Ricci définie positive.
Comme ’espace vectoriel des formes de Killing sur V est de dimension
finie, la propriété
(B’) « Il existe une famille (£:),c, de formes de Killing telle que
VaeV, ()Kerdi(@ ={0}»

iel

est équivalente 4 la D-homogénéité, qui est a priort plus forte. Supposons
alors que V ne vérifie pas (B’). Il existe doncz€Vet Y. €T, V (Y, 7 0) tels
que pour toute forme de Killing £ sur V,

di (Ya, .) = O.

4e SERIE — TOME 6 — 1973 — ~N° 1
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Soit £, € (V) telle que ¥ (#) = Y, et (£)._.... une base de K (V)

r

telle que (%4, ..., £,) forment une base de T, Vet &; () = 0 pourn < j = d.

Soit # (K (V)) = F P M la décomposition orthogonale de réductivité
de JC (V) associée a cette base (V est symétrique). p,, désigne le projecteur
d’image It de noyau &, p, celui d’image & et de noyau J.

Puisque V est symétrique,
[7, FlcF, [F,om]con, [om,on]cs.

Comme Dz# b= %pm (|2, £#]) et que pour tout i, 1 =i = d,

"1

dz (% ) =2D,4%, Dy @ =0

Par suite [Ef, N applique # (K (V)) dans &.

Comme :# appartient a J1t, nécessairement,

Par suite considérons pour X,, Y.€T.V,

~

R(2X) Y. = — 4[4, X1,Y],

~

ou X et Y sont des champs de Killing tels que X () = X, Y () = Y,

qui peuvent étre pris dans .

Donc R (% X,) Y. =0.

Par suite si ¢ désigne la courbure de Ricei :

p(h ) =Y REH D) =o.
j=1

Comme V est a courbure de Ricci définie, il y a contradiction. m

4. Le théoréme

4.1. Tutorime. — Soient (M, gi) une variété riemannienne compacte
homogéne, (M., g.) une variété riemannienne compacte de dimension supé-
rieure ou égale a 2, (M, g,) leur produit riemannien. Il existe une r-variation
de Killing géométrique de g, telle que pour tout plan mixle une des dérivées
a Uorigine de la courbure sectionnelle est non nulle et la premiére dérivée
non nulle est positive.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Démonstration. 4.2. — Nous construisons une variation de la facon
suivante : puisque (M,, g;) est homogéne nous pouvons choisir une famille
finie, génératrice de 1-formes de Killing (5/),=,,.. & De méme sur (M,, g.)
(avec dim M, > 2), il existe une famille (v*),y,a, ..., de 1-formes diffé-
rentielles cofermées telles que

/
VmeM, [)Kerd:(m)={0].

=1

Nous indexons de p =1 a r les kl produits symétriques &/o7* et nous
posons

q (t) = ¢, +2 I_i% Ef(i’) o %),
p=1

Par construction g (f) est une r-variation de Killing géométrique.

4.3. Nous prouvons que pour tout plan mixte =, il existe un entier
ke =r tel que

0 gl
‘—l-:ltap“ =0 pour p=1,2...,2k—1
=0
et
d* o
dtgk l:ll> 0‘
Rappelons la propriété démontrée au lemme 3.4 de [1] : si pour un plan
. P gl
mixte w, ¢° (1) =0 et % =0 pour p=1,..., 2k —1, alors
& ot & Ry
W [:oz —Z{t-z_l:_ =0

Supposons que toutes les dérivées a l'origine, jusqu’a l'ordre 2 r de la
courbure sectionnelle de = soient nulles.

D’aprés la proposition 2.8,
(0 (XI’ X-_') =0 (1épé’)-
D’apres 2.15,
(X)) do* M (Xyy ) =0  (1=ZpZr).

ce qui contredit les propriétés de (&/);=1,....r ou (N*)ozr,...,00
Il existe donc un entier k tel que Cr(X,, X,)=0 (p<k) et
CF (X4, X:) %0 et pour lequel
d* of;

| = Ie X)) I

est strictement positif.

4¢ SERIE — TOME 6 — 1973 — ~N° 1
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4.4. Nous remarquons que pour un plan mixte, la premiére dérivée
non nulle a 'origine est d’ordre pair et qu’elle fait intervenir la dérivée
d’ordre moitié de la métrique.

4.5. ProsLEME. — Comment caractériser toutes les variations de la
métrique g, vérifiant les conclusions du théoréme, variations que l’on
peut qualifier de positives ? L’hypothése (M,, g;) homogeéne est-elle
nécessaire 7

5. Lien avec la conjecture de Hopf

5.0. On peut voir tout de suite par les remarques qui suivent que le
théoréme 4.1 n’infirme pas directement la conjecture de H. Hopf sur
les produits de variétés.

5.1. En effet si nous prenons pour (M;, g;) S' muni d’une métrique
quelconque et pour (M., g.) une variété de dimension supérieure ou égale
a 2 a courbure sectionnelle positive, une variation de Killing géométrique
g (t) ne peut é&tre telle que g (t) pour t £ 0 soit a courbure sectionnelle
positive, car S'XM, dont le =, est infini n’admet aucune structure a
courbure sectionnelle positive, d’apres le théoréeme de Myers (¢f. [2], p. 365) :

\

« Toute variété compacte & courbure sectionnelle positive a un groupe
fondamental fini. »

5.2. Si nous considérons (S”, can), qui est un espace symétrique compact,
il est possible de trouver une famille finie (v),_, de formes de Killing
telle que

d
V mes, () Ker (dn) (m) ={0}

i=1

d’aprés la proposition 3.9 : (S”, can) est D-homogene.

Si nous prenons sur (5"X 8", canXcan) une variation de métrique de
Killing géométrique g (¢) utilisant aussi des formes de Killing sur le second
facteur, une telle variation définit sur (P" (R)XP" (R), canXcan) une
variation g (¢), puisque les formes de Killing de (5", can) passent au quotient.
Si g (¢) était & courbure sectionnelle positive pour ¢ > 0 assez petit, comme
cette propriété est locale, il en serait de méme pour g (t). Or d’apres le
théoreme de Synge (cf. [2], p. 365).

« Toute variété compacte de dimenston paire & courbure sectionnelle positive
a pour groupe fondamental Z. ou 1. »

Par suite P" (R)XP" (R), dont le %, est Z, X Z., n’admet aucune struc-
ture riemannienne a courbure sectionnelle positive : voir aussi [3].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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5.3. Examinons les choses de facon locale pour mieux comprendre

\ ’

ce qui se passe. Pour cela nous sommes amenés a étudier comment varie
la courbure sectionnelle au voisinage d’un plan mixte en fonction de ¢,
parameétre de la variation.

Prenons des notations : { X,, X.} désigne la base orthonormée d’un
plan mixte 7.

Dans G. (M) un voisinage de = est paramétré par Y;, Z;€TM; (1 = 1, 2)
ouY;, Z; sont de norme 1 et par quatre nombres réels «, 3, v, ¢ assez petits :
précisément pour ¢, <., &, ¢, assez petits,

P. :z:, = {7’ | 7" engendré par (X, +a Y, +vZ, Xo +53Y, + 0 Z),
le ] <en [Bl<efvI<e|o]<aj

est un voisinage de = dans G, (M).

Nous considérons une r-variation de métriques

r ihi
g0 =g +;t =
telle que £ A' = 0 pour tout plan mixte.

Nous nous proposons Y., Y., Z;, Z. étant fixés, d’étudier la fonction
de cinq variables 5, (%, 3,4,5) au voisinage de (0, 0, 0, 0, 0).

Pour cela rappelons que 9, (%, 3,¢,5) =

(Rl(Xi +aY, +']’ZuX2+@Y1l+BZZ)(X1+1Y2+TZ1),(X2+BY1+622»5 .
[Xi+a Yo +YZ 71X+ B+ 0% — (XK + 2 Y. +1Z), Ko + Y.+ 6 Zo));

5.4. Lemme. — Le développement de Taylor au deuxiéme ordre de
g (t, o, B, v, 0) sécrit

g[(z h2) (Xla X-z) + (Cl (Xl, Xz): (0 (Xl, Xz))o - (Ci (Xla Xl)’ G (Xz’ Xg))(’]

— 2t a (DC! (Xa, X1y Xa), Ya)o — 213 (DC' (X, Koy X0), Yoo
— 2ty (DC' (Xy, Xy, Xo), Z1)o — 210 (DC! (X4, X, Xo), Zs),
+ 2 (R° (X1, Y3) X, Vo) -+ 82 (R (X4, YY) X, Yoo

Le lemme résulte du calcul du développement de Taylor au deuxiéme
ordre de R (¢, o, B, ¥, 2), car les termes de degré 0 et 1 sont nuls dans ce
développement (qui est celui du numérateur de ‘).

Ce calcul se fait directement en utilisant la formule (2.2) et la

formule (3.12) de [1].
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On est amené aussi & utiliser le (b) du théoréme 5.3 de [1] qui est appli-
cable, puisque X h' =0 pour tout plan mixte. m

5.5. Prorosition. — Soit = = {X,, X, } un plan mixzte.
Pour wune variation de métrique g (t) = g —|—Eti :ll! telle que

(Zh') (X4, X;) =0, pour que o' soit positive au voisinage de =, il faut que
pour tout vecteur Y; orthogonal & X; (1 =1, 2),

3 (X0 Y1) 2" (1 X, Ya )

X((2 1) (X Xs) + (€ (X, X), € (X, X))o — (G (X, X)), € (X5, Xo))o)
— " ({ X5, Y1 }) (DC* (KXo, Xy Xo), Ya)§ — 0 ([ Xs, Vs ) (DCH (X, X, Yi), Y05

soit positif ou nul.

Nous avons établi dans le lemme 5.4 le développement de Taylor de
s (t, o, B, Y, ¢). Dans lespace des (¢, «, B, 7, ¢) le plan tangent a la surface
a(t a B, 7, ¢)en (0,0,0,0,0) est le plan o = 0.

La condition énoncée dans la proposition 5.5 est la positivité d’un des
mineurs symétriques en position autour de la diagonale du hessien de g;
elle est évidemment nécessaire, puisque le hessien de o détermine la position
de la surface o par rapport a son plan tangent en 0, i. e. la positivité de &
au voisinage de ¢t = 0 pour des plans voisins d’un plan mixte. =

5.6. ‘Nous allons prouver que les variations exhibées dans le théoréme 4.1
dans le cas ou ’on prend (M,, gi) = (S?, can) ne vérifient pas la condition
de la proposition 5.5 pour beaucoup de plans mixtes.

Remarquons tout de suite que puisque nous allons mettre en évidence
dés le second ordre des plans qui deviennent & courbure négative, on peut
limiter la variation & son jet d’ordre 2, la dérivée seconde n’intervenant
que par L hA® (terme qui est nul pour les r-variations de Killing géomé-

triques).

5.7. Prorosition. — Sur (M, g,) = (5%, can) X (M., g.) avec dim M, > 2
et M, & courbure sectionnelle positive, les variations de métriques dont le
2-jet en 0 est g, + th' + % h* avec =0 (1 =1, 2) sur les plans
miztes et h' =%o7n ou L€ (S*), ne€T*M,, ne sont pas a courbure
sectionnelle positive au voisinage de ¢t = 0.

On montre que la condition nécessaire énoncée dans la proposition 5.5
n’est pas satisfaite.
Pour cela on utilise la forme particuliére des champs de Killing sur

(S* can).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 3
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On trouve une zone de points de S?, ou il existe une famille de plans
mixtes paramétrée par T,, M, au voisinage desquels la courbure section-
nelle ne reste pas positive pour ¢ 0. m

5.8. Parmi les variations de la métrique g, dont la premiére dérivée
k' vérifie (X h') (X,, X,) = 0 pour tout plan mixte { X;, X, }, 1l y en a
d’autres que celles utilisées dans le théoréme 4.1 : par exemple celles
qui appartiennent a

IC (M) o €* (M,, 5 (M) @ € (Ms, ¢ (M,)) 0 5¢ (Ms).

Cela se vérifie directement sur la formule (2.3).

Pour elles nous avons la proposition.

5.9. Prorosition. — Sur (M, go) = (M4, g)X (M., g.) ou (M, gi) et
(M., g.) sont a courbure sectionnelle positive de dimension paire, les

2
vartations de la métrique g, dont le 2-jet en 0 est g, -+ th' —]—%h2 avec

Ehi=0(i=1,2) sur les plans miztes et h' =%on ou t€KXK (M,) et
n€C” (M., K (M,)), ne sont pas & courbure sectionnelle positive au vot-
sinage de t = 0.

On montre que la condition nécessaire 5.5 n’est pas vérifiée.

Pour cela on utilise la forme particuliére de h* : en particulier & partir
de l'identité de Ricci, on obtient

- (DC2 (Xh X, X?)s Yz)o = E (Xl) 7 (RO (Xz, Y‘z), Xz)

On se place alors en un maximum m, de || % ||* : d% est alors une 2-forme
extérieure dégénérée. On raisonne alors sur {m, | XM, avec 7 comme
on I’a fait pour £ : on trouve un maximum m. de [ 7]]>. L’endomor-
phisme df (resp. dn) laisse invariant I’orthogonal de £ (resp. 1¥) qui est
de dimension impaire, sa restriction y a un noyau non nul. On trouve alors
en (m,, m,) des vecteurs X,, X,, Y,, Y. tels que la quantité considérée
dans la proposition 5.5 soit négative. =

5.10. Parmi les variations considérées dans la proposition 5.9 se trouvent
des variations de Killing particuliéres : si (M., g.) est symétrique et de
dimension paire supérieure & un, (M., g.) est D-homogéne d’aprés 3; on
peut_alors prendre sur M, des formes de Killing.

Les propositions 5.7 et 5.9 soulignent la plausibilité de la conjecture
suivante :

« Il Wexiste aucune déformation analytique d’une structure riemannienne
produit qui soit a courbure sectionnelle positive dans un voisinage pointé

de t=0.»
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qui est une version « locale » au voisinage des structures produits de la
conjecture de H. Hopf généralisée sur les produits de variétés.

Dans [1], nous avons établi la conjecture dans le cas ou la métrique
initiale était sans isométrie infinitésimale.

La méthode que nous utilisons fondée sur des calculs locaux suppose
pour que nous puissions résoudre la conjecture, la solution du probléme 4.5,
Mais 1l existe peut-étre une obstruction globale qui permet de résoudre
d’un coup la conjecture de Hopf généralisée sur les produits de variétés.

6. A propos d'un résultat de Weinstein

6.0. Dans [4], A. Weinstein énonce le théoréme suivant :

TutorEME. — Si une variété compacte M n’admet aucune métrique rieman-
nienne a courbure sectionnelle positive ayant un groupe d’isométries G, alors
il nexiste pas de variation positive g (t) d’une métrique g, telle que g, ait G
comme groupe d’isométries.

Pour Weinstein, une variation g (f) de la métrique est positive si pour
tout 2-plan 7, ¢° (%) 2 0, et dans le cas ou ¢° (n) = 0, alors

deot (1)
dt lt=0

> 0.

6.1. Nous considérons le cas ou (M, g) est un produit riemannien de
variétés : (M, go) = (My, gi) X (M., g») et ou de plus les (M;, g) sont a
courbure sectionnelle positive.

Le lemme de Berger (cf. [1], 5.2) indique que sur de telles variétés il
n’existe pas de variation positive (au sens de Weinstein). On peut donc
penser & généraliser la notion de variation positive. '

6.2. DErinitioN. — Une vartation de g, est positive st pour tout 2-plan =
d courbure sectionnelle initiale nulle, il y a une dérivée ent = 0 de sa courbure
sectionnelle qui est non nulle et la premiére non nulle est positive.

6.3. On remarque que le théoréme 4.1 nous fournit d’autant plus de
variations positives (au sens de la définition 6.2) que le groupe d’isométries
de (M, g,) est gros, ce qui semble contradictoire avec une généralisation
du théoréme 6.0.

En fait nous prouvons en 6.5 que le théoréme 6.0 ne se généralise pas,
au moyen de la proposition suivante :

6.4. Prorosition. — Sotent (M4, gi), (M., g.) deux variétés homogénes a
courbure sectionnelle positive. Il n’existe pas de structure riemannienne

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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sur My XM, a courbure sectionnelle positive ayant méme groupe d’isoméiries
GiX G, que g1 Xgo.

Soit g une structure riemannienne admettant G, X G, comme groupe
d’isométries. (M, X M., g) est homogene.

La courbure sectionnelle d’'un plan mixte se calcule par crochet dans
des algébres de Lie en somme directe : elle est donc nulle; g n’est pas a
courbure sectionnelle positive. =

6.5. Si (M., g.) est de dimension au moins 2, par le théoréme 4.1 nous
savons qu’ll existe des variations de g, X g. positives (au sens de la défi-
nition 6.2) et géométriques, ce qui avec la proposition 6.4 contredit la
généralisation du théoréme 6.0.

Il n’y a rien d’étonnant a cela puisque méme sur des variétés ou il
n’existe aucune métrique a courbure sectionnelle positive [par exemple
P* (R)xP" (R)], 1l peut exister des variations d’un produit de métriques
positives et géométriques (cf. remarque 5.2).
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