J.-P. BOURGUIGNON
A.DESCHAMPS

P. SENTENAC
Conjecture de H. Hopf sur les produits de variétés

Annales scientifiques de | "E.N.S. 4¢ série, tome 5, n°?2 (1972), p. 277-302
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1972_4 5 2 277 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1972, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1972_4_5_2_277_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4e série, t. 5, 1972, p. 277 a 302.

CONJECTURE DE H. HOPF SUR LES PRODUITS DE VARIETES

Par J.-P. BOURGUIGNON,
A. DESCHAMPS er P. SENTENAC

1. Résumé et motivation

1.0. On ne sait pas si sur le produit de deux variétés riemanniennes
compactes a courbure sectionnelle positive, il existe une structure rieman-
nienne a courbure positive. H. Hopf a conjecturé que sur S5*XS* cette
propriété est fausse (cf. [3]).

Pour les variétés compactes a courbure négative, la propriété analogue

est fausse (cf. [6]).

1.1. Le seul résultat connu dans cette direction est celui de Berger ([1]) :

« Soient (M,, gi), (M., g.) deux variétés riemanniennes compactes,
(M X M., gi X g») leur produit riemannien. Soit g (t) une famille & un para-
meétre de métriques riemanniennes sur M; X M. telle que g (0) = g\ X g.

et que
VmeM, xM, VX eT,M, VX,eT,M, (X, X,)(0)=0

(7' désigne la dérivée par rapport au parameétre de la courbure section-
nelle); alors 7 (X,, X.,) (0) = 0. »

.2. Nous nous pro ’étendre ce résultat aux dérivées ultérieures
1.2. N nous osons d

pour les variétés riemanniennes produits n’ayant pas d’isométries infini-
tésimales.

1.3. Dans le paragraphe 2, nous fixons les notations et nous donnons
quelques préliminaires sur les structures riemanniennes. Dans le para-
graphe 3, nous donnons des formules pour le calcul des dérivées en t = 0
des connexions de Levi-Civita associées & une variation de métrique,
puis pour les dérivées de la courbure sectionnelle. Nous y définissons en
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particulier un opérateur différentiel noté X lié & ces dérivées. Dans le para-
graphe 4, nous faisons I'inventaire d’opérateurs différentiels sur les fibrés
tensoriels adaptés & la structure produit de la variété. Nous prouvons
quelques décompositions d’espaces de sections de certains fibrés. Dans
le paragraphe 5, nous étudions en détail I'opérateur X défini en 3. Le
paragraphe 6 est consacré a un lemme sur 'action de D (M) sur les métriques
riemanniennes. Au paragraphe 7, nous démontrons le théoréme annoncé :

« Soit (M, g,) une variété produit riemannien sans isométries infinitésimales.
Il n’existe aucune variation analytique de métrique issue de g, telle que
pour ¢ > 0 et pour tout t€]0, ¢], g (¢) soit a courbure sectionnelle positive ».

1.4. Nous remercions M. Berger de nous avoir proposé ce probléeme et
E. Mazet pour de multiples suggestions et encouragements au cours de
ce travail.

2. Notations. Préliminaires sur les structures riemanniennes

2.0. Soient (M,, g:), (M., g.), deux variétés riemanniennes compactes C”.
Nous noterons (M, g,) = (M, XM, g, X g:). Un certain nombre de résultats
obtenus par des calculs locaux sont vrais dans le cas non compact. Ce
qui se rapporte a M est désigné par un indice 0 ou n’a pas d’indice; ce qui
est relatif & M; (1 = 1, 2) est indexé par i; p;: M — M; est la projection
naturelle.

2.1. =y : TM — M désigne le fibré tangent a M, <y : T*M -~ M le
fibré cotangent, ty : O*T* M — M le fibré des formes bilinéaires symsé-
triques sur M. Soit = : E — M un fibré vectoriel sur M, E désigne I’espace
vectoriel des sections C” de ce fibré. Soit N une variété; si f est une

application €¢” de N dans M, alors f* E désigne le fibré image réciproque
de E par f.

2.2. Nous noterons 3 le cone convexe des métriques riemanniennes C”
de M qui est un ouvert de O*T* M muni de sa structure différentiable
induite par la structure d’espace de Fréchet de (O* T* M. Le groupe D (M)
des difféomorphismes €” de M (muni de la topologie C) agit sur 3 par
image réciproque. Ebin dans [4] a analysé cette action. J¥/D (M) a une
structure d’espace topologique rendant la projection = : 3 — IM/D (M)
continue. Les points de 34/D (M) sont appelés les structures riemanniennes.
Ebin met en évidence un « slice » de cette action. Infinitésimalement ce slice
donne lieu & une décomposition en somme directe topologique de O* T* M.



CONJECTURE DE H. HOPF SUR LES PRODUITS DE VARIETES 279

Prenons quelques notations : 5* désigne 'opérateur différentiel de T* M dans

O'T*M, £ >34 5 =3 £, ¢ (ob £ désigne la dérivée de Lie et # Diso-

morphisme de T* M sur TM déduit de g); ¢ désigne 1’adjoint de c*

pour le produit scalaire : h, K€O*T*M, <h, I, = f (h, 1) v,
- M

(( , )y désigne le produit scalaire local et v, I’élément de volume associés
a g). Dans [2], est prouvée la décomposition

OT* M = &* (T* M) @ &1 ({ 0 }).

2.3. Géométriquement ce qui est intéressant, ce sont les propriétés
de métriques appartenant a la méme orbite sous @ (M). Lorsqu’on étudie
une seule métrique, le probléme de rendre D (M)-équivariantes les propriétés
considérées ne se pose pas. Mais dés qu'on envisage des variations de
métriques la formulation géométrique des propriétés variationnelles
trouvées doit étre D (M)-équivariante : autrement dit elle doit s’énoncer
dans $¥/D (M), espace des structures riemanniennes. Il y a 14 une difficulté
car ’action de D (M) sur 3 (qui est linéaire) n’est pas libre : 3/D (M)
n’est pas une variété différentiable. Il est donc difficile de parler de jet
de chemins dans /D (M). Tout chemin dans /D (M) est appelé une
déformation de structure riemannienne. Nous parlons pourtant de défor-
mation de structure riemannienne vérifiant une propriété a l'ordre r :
cela signifie qu’il existe un relévement C” au voisinage de ’origine et dont
le jet d’ordre r vérifie la propriété, sauf mention contraire.

2.4. A toute métrique riemannienne g est associée sur la grassmannienne
des deux-plans de M, G. (M) une fonction : la courbure sectionnelle que
nous notons 5. Cette fonction est D (M)-équivariante pour les actions de
D (M) sur M et sur G. (M). Par suite la propriété « étre a courbure section-
nelle positive » est une propriété des structures riemanniennes.

3. Galcul de dérivées

3.1. Soit (M, g,) une variété riemannienne compacte et g (t) une variation
de la métrique g,, C" au voisinage de 0. Les parties principales du dévelop-
pement de Taylor a 'ordre r de g (¢) et de la connexion de Lévi-Civita D’
associée & g () s’écrivent de la fagon suivante :

r

- Y .
GO =g + 1R oot B I
— AP v
Dt__D0+tC1++mC +'..+l‘—~!c’

ANN. EC. NomMm., (4), V. — FAsC. 2 37
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ou :
FeO:T*M, CeOT*MQTM) (k=1,2,...,7).

Nous notons :
(5 )o [resp. (, )] le produit scalaire associé a g, [resp. g (t)],
D® [resp. D] la connexion de Levi-Civita associée & g, [resp. g (¢)],
R°® [resp. R] le tenseur de courbure de (M, g,) [resp. (M, g (?))],
c° [resp. o] la courbure sectionnelle sur (M, g,) [resp. (M, g (¢))].

3.2. LemMme : Calcul de la dérivée de la connexion. — St g (t) est une
variation de g,, pour tous vecteurs tangents X, Y, Z€T, (M), nous avons

pourk—12 r,

A]/

2(C (X, Y), Z), = DhA(X Y, Z)—2Y< >hl(C‘ L(X, Y), Z).

(=1
[On rappelle la définition de I'opérateur O (cf. [2], p. 387),
Oh(X,Y,Z) =DLh(Y,Z) +DVh(X, Z) — D} h (X, Y).]

- Démonstration. — Soient X, Y, Z des prolongements de X, Y, Z au voisi-
nage de m. DY est défini par la relation

(DLY, Z) = g[X.(T, 20+ Y.(2 X),—2.(%, 9),
+(z, [X, Y]) + (YL [Z, X)) — (X, [%, Z)).).
Pour k=1, 2; cee r nous identifions les coefficients de t* dans les

deux membres en tenant compte de la relation

k—1

11 (C (X, Y), 2, +Zz‘v<‘1—>"’<0‘ (X, Y), Z) + 1 1 (DL, 2)

- 2—k—![X.hk (X,7) - Y.0 (Z,R) — 2.1t %, Y)
T r(z,[K,¥]) + r (YL [ZR]) — 1t (X, [Y ZD)]

= 2—— [Dy h* (Y, Z) + DY it (Z, X) — Dy h* (X, Y) + 2 k¢ (DY ¥, Z)],
solt
k—1

(G5 (X, Y), 2), = ; OM XY, 2) = (’;) R (G (X, Y), Z).

=1
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En particulier pour k =1 :
© XY, 2, = 300X Y, 2. =
3.3. Soit = un élément de la grassmannienne G. (M); o' () la courbure
sectionnelle de = pour la métrique g (f) a pour expression

R (X, V) X, Y),
XXX, Y — X Y

ol (1) =

ou X et Y forment une base du plan ©. Dans la suite, 7= est représenté
par un couple de vecteurs { X, Y} formant une base orthonormée pour

M, g) [i. e. (X, X)o = (Y, Y)o = 1, (X, Y), = 0.

Les dérivées successives par rapport au paramétre ¢ de o’ (%) s’expriment
en fonction des dérivées successives de (R’ (X, Y) X, Y), et nous avons :

3.4. Lemme. — St pour un plan =
o' (r) =0 et éi;t—(n) =0 pour p=1,2, ..., (k—1),
t]l (=0
alors
deot(m)]  dR(X, V)X, ),
dtk (=0 - dtk t=0

La démonstration résulte de la formule de Leibnitz de dérivation d’un

produit et de Pégalité (X, X), (Y, Y), — (X, Y); =1. =

3.5. Définition d’un « bon prolongement » pour un couple de vecteurs
tangents. Soit {X, Y| un couple de vecteurs tangents en m, on dit que
X, Y| est un bon prolongement de { X, Y | sur un voisinage I de m si
on a

Vnel, [X,¥],=0 e (DX),=(D"Y),.=0.

De tels prolongements existent : considérons par exemple la carte
(M, exp,') définissant un difféomorphisme d’un voisinage U de m sur
un ouvert Ul de O dans T, M; alors X = (exp,)> X et Y = (exp,)r Y

répondent & la question : X et Y sont les champs constants dans T,, (M)
définis par X, Y.

3.6. Lemme : Calcul de la dérivée d’ordre p a l'origine du tenseur de
courbure. — Soit = = { X, Y} un élément de G. (M) et g () une variation
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de g, C" au voisinage de 0. Pour un bon prolongement { X, Y| de { X, Y}
nous avons pour p = 1,2, ..., r,

PREDED:| —x (¥ (X9 — sX. (K0 (1,9)]
=0
— % YwXX)l+s @, h, ..., )X, Y),

avec SP (h', 12, ..., ) €O (A T* M),

p—1

S 0t - ) (5 ) = 3 () 1€ (X, X0, 074X, 1) — (€ (X, X), &/ (Y, )|

=1

+ Y P e (XY, 6 (X, V)

mlnll!
m+n—+l=p

m>1, n>1, I

— k€ X X),C Y, )

Nous utilisons le sous-lemme suivant :

3.7. Sous-LemME. — Pour tout bon prolongement | X, Y| de { X, Y,
nous avons la formule
(3.8 ®REVX Y, =X{V.(L,%),} - X.(X.(3,9).]

Démonstration. — Par définition on a

(R ()X, V), = — (DD, V), + (D, D4 %, ), + (Dl K )

t

— (DX, D4 Y), = — %x (X.(%, ).} + (D¢ &, Dk %),
+ YRR )} = VAT (R R) )~ (DK, DY),
d’ou la formule (3.8). =
3.9. Démonstration du lemme 3.6. — Pour chaque entier 1 = p Zr,

1 d?(R(X,Y)X,Y , : ‘
B (Re( dt/’) ) _, est égal au coeflicient de ¢’ dans le développement
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du second membre de (3.8) :

t | ~ ~ ~ ~ ~ ~
@ R(X,Y) X, V). =XA¥.rw (XY} - 1X.{X.hﬁ %, %)}
dir =0 2
— %Y.{ (X, X) |+ b (DY, DLY) — b (DL X, DY)

p—1

+2 rﬁ HE X, Y), Cr (X, V)
- — (¢ (X, X), C—1 (Y, Y)) }

!
+ Y e R E X Y), ¢ (X, Y)

m—+n—+Il=p
m>1, n1, p>1

— 1 (€ (X, X), C* (Y, Y)) .

Nous retrouvons la formule énoncée en tenant compte des égalités

(DO Y)"l - (DO X)m - O. [ ]

Remarque. — Pour p =1 :

ARENE] X 3h (R )] — XX (3,9} — 3V (.0 (X, R
(=0
3.10. DeriniTION DE L’0PERATEUR X sur (M, g,). — Nous définissons

Papplication £ de O* T* M dans O® (/\* T* M) de la fagon suivante :

A tout champ & de tenseurs symétriques, deux fois covariants sur (M, g.),
on associe la variation g (¢) de la métrique g,, g (¢) = go + th. Si R’ est
le tenseur de courbure de la variété (M, g (t)), nous posons

VmeM, VX, VYeT.(M): (Eh),X Y) = %(R‘ X, VX, Y).| .
=0

Par sa définition X% est un champ de tenseurs. La forme 4-linéaire
associée est symétrique en X et en Y.

3.11. Prorosition. — X est un opérateur différentiel du deuziéme ordre :

St OXT*M-— O (A T* M).

Démonstration. — D’aprés la remarque dans (3.9) nous avons une
expression simple de X h. Pour un bon prolongement | X ¥l de | X,Y}:
1

ChHX Y =X {Y.r(X, ?)}—Qx.{f(.h(?, YV =5Y.{%.0(X X)|.
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De plus, nous allons vérifier I'identité

(.12 XAT.A(K )] - IXARAE )] - VTR (K K))
=D'D'h(X,Y,Y,X) — %DO D'h(X,X,Y,Y,)

- %D“ D'A(Y,Y,X,X) +h(X R (X, Y)Y).

En effet, avec un bon prolongement de { X, Y |, nous pouvons écrire,
en tenant compte des égalités (D° X),, = (D° ¥Y),, = 0,

D'D'A(X,Y,Y, X)=D! <D3 h(¥, X))

A (Y, X) —r(Dy Y, X)—n (Y, Dy X))}
= X. fY h(Y,X)} — h(DyD; ¥, X) — h(Y, Dy D¢ X),
%D"D"h(X, X, Y, Y)= —D (D (Y, 7))
=QX.{}"(.h(?,?)}—h(D;D;‘?,Y),
%D“D“h(Y,Y,X,X):% AY.h (X, X)} - h(D; D¢ X, X).

Nous obtenons (3.12) en tenant compte des identités.
D;Y¥=D;X e R X Y)Y=-DD;Y+D;DiV.

Soit T h I’élément de O*(/\* T* M),, défini par le second membre de
(3.12). L’égalité (3.12) est indépendante des prolongements de X et Y,
elle traduit 1’égalité en m des tenseurs Zh et T h. Il est bien clair que
lopérateur T est un opérateur différentiel du deuxiéme ordre, 11 en est
donc de méme de X. = »

Remarque. — La formule du lemme (3.6) peut s’écrire :
(3 13) dr (Rt (Xét/,Y) X; Y)l - =3 hr (X, Y) + Sr (hi, e hp;]) (X, Y).

4. Opérateurs différentiels adaptés a la structure produit de M

4.0. Nous nous plagons ici dans un cas particulier. Nous sommes sur
une variété produit M = M, X M.,.

Une structure riemannienne g, telle que dans 7' (g,) il y a une
métrique g, qui est un produit de deux métriques g, et g, est dite une
structure riemannienne produit.
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Toute métrique riemannienne g€ (g,) est une métrique produit
(par opposition & produit de métriques).

Les cartes locales que nous utilisons sur M sont des produits des cartes
de chaque variété. Les composantes relatives & M, sont notées en lettres
romaines k, [, m, ..., celles relatives a M, en lettres grecques, «, 3, v, ..

4.1. Le but de ce paragraphe est la définition d’opérateurs ¢ et ¢,
et la démonstration d’un théoréme de décomposition de O T* M. 1l s’agit
de séparer dans (M, g,) et dans les opérateurs ¢* et &’ qui lui sont attachés
ce qui vient de M,, ce qui vient de M., et ce qui vient a la fois de M, et M..

La longueur, ’apparence quelquefois compliquée de I’écriture ne doivent
pas faire perdre de vue la simplicité des objets étudiés : nous décomposons
en « blocs » les opérateurs différentiels. -

4.2. Nous avons déja défini[en (2.2)] les opérateurs
| i T*M>O'T*M,
o OT*M— T*M.

ils sont adjoints et tels que

O T* M = 3* (T* M) @ 8 ({0 ).

Nous notons
oF : ™M, — O*T*M,,

9;: OT*M;— T*M,

avec les décompositions de Berger-Ebin

O T* M = af (T* M) @ 3 (10 ).

En coordonnées, nous avons des formules du type
(31 D = 5 (V)el + (V)1 0,
(0, )y = — (Vi) hy.

4.3. DEcoMPoSITION D'ESPACES DE SECTIONS. — On rappelle la décompo-

sition de fibrés : o .
T*M =i, (pt T* M,) @ i (p3 T* Mo),

ou i; est I'injection évidente; nous notons 7; la projection évidente

TPMEp T* M. R
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Pour les espaces de sections :

T*M = i\ (pt T* M) @ iz (pt T* M),

ot nous notons i; et =; les injections et projections évidentes. Nous avons
encore les isomorphismes naturels de fibrés et d’espaces de sections :
O? pf T* M; ~ py (O* T* M),
O pr T* M; ~ p? (O T* My).

4.4 RemarQues. — a. & désigne I'image inverse par Papplication
diagonale A : M - M XM du produit tensoriel de deux fibrés de méme
base M (cf. [7], p. 52). De facon générale, tous les résultats de cet article
sont utilisés sans qu’il y soit fait explicitement référence. De méme pour [5].

b. Par la suite, lorsque cela ne nuira pas a la clarté du texte, nous
omettrons les injections de fibrés i;, et d’espaces de sections i,

4.5, Lemme. — Nous avons la décomposition d’espaces de sections :
14

O*T*M=pt (O*T*M)® (pt T*M, O pt T* My ) @ p? (O* T* M,).

Démonstration. — O*T* M est C* (M)-isomorphe au module des fonctions
sur TM@BTM <0u ™ X TM> dont la restriction a chaque fibre est une forme
bilinéaire symétrique.

h: TM @ TM > R,
h: (pTT*M, @ p: T*M,) @ (p7 T* M, @ p? T* M) - R,

R, X, Y) =h(m X, + X5, Y, + Ya)
= h(m X, Y) + h(m, X,, Ys) + h (m, Y, Xo) + h (m, X, Ys).

Définissant h; et h, par

h[ (m, X, Y) =h (m, Xi, Yi),
hp, (m, X, Y) = h (m, X|, Yz) '+‘ h (m, Y1, Xg),
et en vertu des propriétés de h, nous avons, si les fibrés TM, et TM. sont
triviaux :
he O*p! T*M,  h,ep*T*M, O ptT* M,
hl ‘l” hp, + hg == h.

Soient U,, V, des recouvrements trivialisants localement finis de TM,
et TM., 8, et ¢, des partitions de 'unité associées.
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Nous avons la décomposition

On Py h = (en Qv h)l + (0n @y h)p. + (On Dy h)2-

Elle se conserve par somme finie, et donc si

h = (0, ¢ By,

hy = (92 94 b,

puisque
h=Y 0,9,k

n,v

nous avons
h = h1 + hp. + hz,
heO*p T*M, h,ep*T*M,Op:T*M.. m

Ecriture en coordonnées :

Jd d
h/;[ =h <d—.m? 'd—x*;> = (h1)k1’

Jd 0
Bia = ha = h (55 5{) = (hy)ia

Jd 0
o = (G ;) = (o
(h)w = hu, (h)re = 0, (h)ag =0,
(hp.)kl = 09 (hu)l-oc = hkoc, (hp.):xﬁ = 09
(hz)ld = 0, (h‘_’)lca = 0, (hz)oc@ = hacﬁ-
4.6. REMARQUE ET NoTATIONS. — M; et M étant paracompactes, la

décomposition des espaces de sections — qui nous intéresse ici — équivaut
a la décomposition des fibrés

O*T*M = p* (O*T*M,) @ (p* T* M, & p* T* M,) @ p* (O* T* M,).

Nous notons ainsi (et omettons lorsqu’elles ne sont pas indispensables)
les injections et projections :

O2p¥ T*M; —>O2T*M;
i !
7
OfT*M M My
7
\iia I

2 A
p¥ T*M, O pX T*M,

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 38
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Nous les soulignons lorsqu’il s’agit des applications induites dans les
espaces de sections.

Ainsi :
T O*T*M— O pf T* M,
hl—)TLu_h = 7Tii°h = hi,
4.7. Lemme. — Nous définissons les opérateurs p;c; et p!c, :

k3%
PiGi

pr T*Mi— O* p; T* M;
i

Pi o

p} o} =myo 0% oy
pr o, =mod oly
pour lesquels nous avons
pt (O* T* My) = (pf o7) (p T* Mi) @ (pf 3~ ({0 }).
Remarque. — a. Tout cela est trés naturel, et p} 2}, p! © se construisent
a partir de ¢ et ¢, si 'on se souvient que, par exemple,

pr(O*T* M)~ C* (M, O*T*My) (i #J).

b. Nous avons bien sir I'injection O T* M; =» p; O T* M;, les formes

13

h; correspondantes étant constantes sur M;.

Ecriture. — Si £, €p'T*M, soit £ = L (Ed), Er= (Ea)s, Ea=0,

[0 1) Eder = SI% G + Vi Gl = (D = (34 B
Remarquons que
(3% Dap =  (Vaby + V3 22) =0,
(3% Dt = 5 (ko + Va k) = 5 Va i = 5 Va Gl
— Si e O* piT* My, soit h = iu (h),
[((p* ) bl = — Vi (A, [(p* 0,) hi]a = O.

Remarquons que
(" Wi = — V' hyy — V2 g

Démonstration du lemme 4.7. — Soit &, € p; T* M,.

Ei(mi, m,) est une forme linéaire sur (p; T* Mi),., n, [~ Tm Mi].
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Nous notons &; (m;) la section de T* M; définie par
& (m)) (mi) = & (my, my).
Par définition de 3%, 3 [5 (m;)]€ O T* M,

mj > 3f [£ (m)] €C” (M, O T* M) ~ pf O T* M,

et cet élément est précisément (p;cr) %,
Le diagramme suivant est commutatif pour tout & :

M; N T*M,

pFeh g,\ /a,

OFT*M;
[(pF 07) &] (m)) = oF [& (my)].
De la méme maniére,
[(pF 9) k] (mj) = 0 [h: (m))].
Des décompositions (4.2) :

O T* My = of (T* M) & 0 (| Ope )
nous tirons :

€™ (M, O T M) = € (Mj, oF (T* My)) @ € (M5 67 ({0}).
Il nous reste & montrer que
C* (M. 37 (T* M,)) = (o &) (pt T* M),
C” (Mi,‘ o (’ OT*\I )) ~ (py 9)~ ({ O//*T*M )

Ceci résulte des affirmations précédentes.

En effet dire que h,€C” (M, 27 (T* M,)), c’est dire que
hi (mj)€dF (T* M)
avec une dépendance C* en my, soit qu’il existe s;€T* M; avec
hi (m)) = o s,
soit qu’il existe s;€p; M; avec

hi (m)) = [(p? o}) si] (m)),
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c’est donc dire que

hie(p? 3%) (Pt T* My).
Et pour l'autre cas, les affirmations suivantes sont équivalentes

ki €C” (M), 3" ({ O, })s
5 [k ()] = Ore,
[(0? ) k] () = Opsy, = 0,170y, (m)),

LET i) (0 ) B

4.8. DiriNiTioN. — Nous définissons df et d/ (i 54 )

d} = mpod*oi,

é =7T|7°6*°i2,
d’1‘2 =T, 0 8’ ° i;g, d;l = Tl9 © 6, o i12.
d{ A
prT*M; = pt T*M, O p* T* M..
~
- di
Ecriture :

teptT*M, soit £ =

~.
-

LE), teT'M,
E,/f = (‘51)/\‘9 - 29‘ =0,
) . 1 .
(5 Eix = (3* Diaw = 3 (Ve + Va2 = o Va G
@i &) =0, (dif)ag=0,
@ Ry = — V% hyy  (d? B)x = 0.
Interprétation de d} (i = j). — Par exemple d; :
avec £, e p* T* M,,
nous définissons %,
Alors

ie. £€C” (M. T*M,),

(my) : My - T, M, qui est C".

d & (m)] (m)et (T, M, TS, My) ~ T3, M, ® T7, M.
Définissons f; &, par

(2 &) (mu, my) = d[£ (my)] (ms);
fie.eC” (M XM, T*M, ® T* M),
fiaeptT*M, O pt T*M, ~ pt T*M, O pt T* M,

(flz 21)1\‘1 = 0, (ff E1)oc{3 = 0,

(f? Bz = Vo G)r = 2 (d] e
D’ou Dlinterprétation de d;,

@ 2) (m) = Sd[z (m)] o
De méme :

a5 =0k,

2 v 1
di C2 = de Ez.
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i * N NN . 3 2z
4.9. Lcriture de ¢ et o' a Uaide des opérateurs précédents :
O = du o ptOTom B inoptotem @ (fnodiom + inodiom),
=lopidiemy @hopitiomn @ (Lodlomy +hod!om,)

Soit en écriture matricielle par « blocs » :

ZHCHEY -
=i i )@@ )(2),

\ 0 piot/ N2

5 odp 0 N[

. (P )

o= (U5 g )|

Ta

4.10. Lemme. — Nous définissons les opérateurs

8:= i]lopTatoTE1®i220p§6:°n’2,
8,’,= i{optagoﬂ“®i20pza/2°ﬂ'22.
Ces deux opérateurs sont adjoints Uun de Uautre.

Le symbole de ¢, n’est pas injectif. Nous avons cependant la décomposition
en somme directe

O*T*M = &% (T* M) @ 8 (10 ).

Ecriture de o3 et 3, :
‘pror 0 m
6p=(i“ l‘g lgg)( 0 O <—>’
T T TN o prar/ N E
p*d, 0 0 !
8 = (i L)< 0 0 p:a;> e p
T29
@O =0"Du, (07 Das =(0"Dagy (O B =0,
Oy by = — V' hu, (3, h)a = — VP hga.
Démonstration du lemme 4.10. — Nous savons (lemme 4.5) que

O*T*M = iy (Pt O* T* M) @ i (pr T* M, O pt T* M, ) @ i (pt O* T* M)

et d’autre part (lemme 4.7) :
pr O T* M, = (pf 9) (pr T* Mi) @ (pF 0)~" ({0prvn, |)-
Nous avons donc :
O T*M = (L, o pl 81 o 7 + Ly o pl 0% o 7)) (T2 M)
B i (41 50 (10,00

@ b2 (p1 82) ({0 ppm, }) @ iz (P T* M, O prT* M),
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Les trois derniers termes sont annulés par ¢,.

En effet :

3,0 lL-’ =0,
5,0 i = iy = pt 3
6Ip <_lg(pz* o)~! (i Op";r*ni ;)) = 2 o pi o; (pf o) ({0/;’}‘T*Mi ),) = O/;’}'T*Mi‘

Nous avons ainsi prouvé que

O T*M = o3 (T* M) + 6, ({0}).

Montrons que, M ayant pour métrique le produit de métriques gi X g,

8% et ¢, sont adjoints I'un de ’autre.

En effet, soient £€T*M et h€(O*T* M,

(335 by = | 615 Mo wvaxe
M

— * N 7
= [(Pl 51 Sls hl)O’(TmlMleﬁst&)
My <M,

+ (p3 0% &, h?)oﬂ(ﬁ‘,tm,xmzng)] Vg g
= [(pf 0% 21 (my), hy (m‘z))oﬁ T M,

M, M
+ (p3 0% &, (), ke (M1)) T:‘,‘,gm,] Vg < g4

= f < [(PT 0% &1 (My), Ay (Ms))e T, M, vsa) Vg,
Ia, \

+j‘;< M,(m 0% 2o (M), hy (m1))o2 T M, Us’») Vg,
— [ <3t L2 ) by (m)w, v, + f <3t [ ()], b () dw, v
- f Ca(ma), 3 [hy (ma)] ox, 04, + f e (my), 3, [hs ()] D, v,

- ( [ G pt o by ), v, v) v,
M, My

+f <f (22 (m)), p% 9, h, (ml))m,m, vs'z) Vg,
My M,
= [ [Gs T 8 Mi)as, s, w)

<M

- N
+ (o, pi 0, h'-’)(Ti‘f,lnle?flzm,)] Vg

= [ @ 3, B v, = < 3 B
M

¢s et &, sont donc adjoints 'un de lautre.
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En particulier, la somme ¢; (T*M) + 2, ({0]) est directe

8, 9% =1, (p} 9)) (P 01) = @ i (p1 34) (1 09) 7oy

ror

(9,956=0 < (o) (proN e =0=(:=0). =m
4.11. Tutorime. — O*T*M se décompose de la fagon suivanie :

O T* M = &* (T*M) + 0 (0 ).

La somme n’est pas directe, et
F(T*Mynoy' (101) = o* (pT & (M) @ pi & (My)).
Notations. — ;€8 (M,) est une isométrie infinitésimale sur M; (¢} &; = 0).
pi & (M;) € p/T* M, est ensemble des sections de p; T* M, qui sont sur M;
des isométries infinitésimales (et peuvent dépendre de M) :
pr R (M) = cep! T* M| (pf 97) £ =0 .
Démonstration. — Les lemmes 4.7 et 4.2 nous permettent de dire que

3* (T* M) 4 ;7' (0)c O*T* M.

Soit maintenant h€ (> T* M.

Alors, grice au lemme 4.7, nous pouvons I’écrire

h=2a}t + k, avec 0,k=0

(et ceci de maniére unique).

Alors
h=otsk— (3 — 3%

Prouvons que
9, [k — (3* — 4 5] = 0.

Or
5,k = 0.

Par ailleurs, ¢, (¢* — ¢}) s’écrit en écriture matricielle :

. 0 0\ .
A <”‘05' g *Oa'> <d% d;> <ﬁ—>,
- - P29 0 0 =

(Lp1 0y T @ LYo, Fo) (e di T + L s ) = 0.

O*T*M = ¢* (T*M) + 9, (0);



294 , J.-P. BOURGUIGNON, A. DESCHAMPS ET P. SENTENAC
d’autre part
6, 0% =1, (p1 9\) (pT oY) ™. P L. (p¥ 9,) (p% 03) s,
o* (T*Myno, ' (0) = {0*%[d,0*c =0},

§,0%E=0 = (proP)=0 (i=12)

cep; (R (M)
o= (lndimi +iadim)E=di L + di by,
= o*Led*[pt & (M) D p? & M)].

|
_?

S

Réciproquement,
tept AM)DpIA(M) = 8,0:=0. m
4.12. CororLrLaIre. — Sotent M, et M., deux variétés riemanniennes compactes
sans isométries infinitésimales, M leur produit riemannien.
Nous avons la décomposition en somme directe :

O!T*M = 4* (T*M) P ;" {01,

Démonstration. — C’est une simple conséquence du théoréme 4.11 dans
le cas ou A (M;)=1{0). =

5. Etude de l'opérateur X sur une variété produit riemannien

5.1. Soit h€ O*T* (M), on a vu (4.5) que h se décompose de la fagon
suivante :
heO'pr(T*M)  (i=1,2),

h=h,+ h, + h, ol ~
S hy€pt (T*M) O pt (T* M),

Soit = un plan mixte de M : © = { m,, m., X,, X; | ou X;€T, (M)

(t=1,2). Pour un bon prolongement de { X, X, |, on a

Eh)X, Xs) = XX by (R, X)) §
— XK b (R K | — o Xe [ Ko h (R, R
= (2 hy) (X, Xo) + C h) (X, Xo) + (2 b)) (X, Xs).

1

On se propose d’étudier : h€O*T"M|V == |X,, Xy, = mixte,
}:lh (X[, X_)) —_ 0;.

5.2. Le lemme de Berger [1] permet d’affirmer que s1 LA (X,, X,) >0
pour tout plan mixte = de M, alors Xk (X,, X,) = 0.
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En effet pour un plan mixte =, ¢° (z) = 0 donc

do! (7)

Eh(X], Xl) = dt —

d’apreés (3.4).
(En fait on peut affirmer que si Xk a un signe constant sur les plans
mixtes, il s’annule sur les plans mixtes.)
Pour h€ O*T* M nous n’avons pas de résultats. Nous allons nous limiter
N—q

au cas ou h€s,' ({0}). Nous verrons en fait au paragraphe 6 que pour

le probléeme géométrique qui nous intéresse, cette hypothése n’est pas
restrictive.

5.3. TatortmE. — Pour h€s,' ({0}), la condition L h(X,, X,) =0
pour tout plan mizte = = {X,, Xy} implique :

(Sh X,X)=0 (i=1,2),
@ | 3 hy (X, Xo) =0,
(b) h,e O T*M,; i=1,2).
La démonstration utilise deux lemmes :

Soit (m,, X;) un élément fixe de TM,, Xk définit une section (s:),.,x,
du fibré O*T*M.. [La forme quadratique g¢. associée & ($2).., x, est

(@), (Xs) = (Z R)inymy (X5 Xs).]

5.4. LEMME. — (82),,,x, Sécrit de la maniére suivante :
N 1 1
(82)pni, x) = 03 <E~z - Qdf2> — g ®2

E-_) eT* Mz, fz eC” (M-;), 0, € O'VI“T Mg
ayvec V (mg, Xg) ETM;), .
) (Xo) = X by (X, K),
f-z (mz) =h (Xu Xl),
(0)2)1112 (XQ, Xz) =X,. { }‘Zl h, (5'(2, Xz) }
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la définition

de s,. Il suffit de le vérifier dans une carte adaptée a la structure-produit.
On a

Er = (52)a d2?, avec (5)x = Vi (Ay)in @ a’) (X, — (_)%>,
f(m) =hud'a = dfs=(Vahu)a dde | )
(92)xp = @’ @V, Vi hog ’ (X2 = b= 55;>,

Ny 1 v = 1, ’
(9% Eo)ap = 5 (Vaip+Vpia) = 9 a*a' (Vo Vi (hu)ig + Vo Vi (Rp)ia)s

R 1
(O* dfg)aﬁ = 2 aA a/ (V{j V:x hkl + VLZ \-ﬁ hkl);

ANN. EC. NORM., (4), V. — FAsC. 2 39
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de plus, d’apres (3,12) :

1

Ch (X, X)) = <vk Va (a)is — o Vi Vihag —

\PRY hk1> ak a' b* b2,
d’otr
1
((52)unyx)ap = 5 a* a' (Vi Vo (hy)ig 4 Vi Vg (hy)io — Vi Vi hag

— %(V@ Ve + Vg Vo) hy). W

5.5. Lemme. — Sih€s,' ({0}) alors h.€pi ;' ({0}) et w. €87 ({0}).

Démonstration. — D’aprés le lemme 4.10 on sait qu’alors hy € pi 8, ' ({01);
choisissons une carte adaptée a la structure produit, alors la condition
he€c)' ({0}) se traduit en coordonnées par les égalités

Vihy =0 (1=1,2,...,dimM,) et Vihg=0 (3=1,2 ...,dimM,),

or (h:)ag = hag et la relation V*(h.),3 = 0 impliquent [pour (m,, X,)
fixe] :
() 02)g = V* (0)ag = @ @ VeV, ¥ hiyg = 0,

Cest-a-dire w, €37 ({0]). m

Démonstration du théapéme 5.3. — Soit h€d,' ({0}), tel que
Xh (X, X,) =0 pour tout plan mixte ©={X,, X,

La forme bilinéaire (s.),., x, est identiquement nulle :

0= 8? <£2 - %df2> - %03»2,

orw, €2, ({0}) d’apres (5.5). Le théoréme de décomposition des tenseurs
symétriques de Berger-Ebin [2] implique

m=0 et of (;gz — %dﬁ> —o,
on a )
V (m, X,)€TM,, V (m, X;)eTM,, X,.{X,.h (X, X,)}=0.

En particulier pour (m., X.) fixé, A" hy (X,, X,) = 0. La fonction
hs (X,, X4) est constante sur M, [M, est compactc et le laplacien de
hs (X., X.) est nul]. h, est donc une forme bilinéairc sur M.. Par le méme
raisonnement, nous obtenons le résultat analogue avec h,. Les h; étant des
formes bilinéaires sur M;, nous avons I h; (X,, X.) = 0 pour tout plan
mixte, done X A, (X, X.) = 0 pour tout plan mixte { X,, X,|. =
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5.6. TuktoriME. — St M n’a pas d’isoméiries infinitésimales, alors la
condition % hy (X, X.) = 0 pour tout plan mizte = de M implique h, = 0.
Démonstration. — D’aprés (5.1)
2R (X, Xo) = X, [ X by (X, X))
D’aprés (5.4), pour (mi, X.) fixé, & vérifie o} £, = 0, c’est-a-dire
)

£, €8 (M,) et hypothése & (M;) =0 (i = 1, 2) implique %, = 0.
n

Dans une carte adaptée, la condition £, = 0 se traduit par les égalités

Va=1,2,...,dimM,, VX.=a’~'£p

Vi (hy)ra at o' = 0.
Fixons « : alors Vi (k)i + Vi (hy)ie = 0, ce qui traduit le fait que la

1-forme définie sur M, par le vecteur bg? est une isométrie infinitésimale
sur M, [la 1-forme est (m,, X,) - hy, <X1, d—;)], or & (M,) =0, donc
(hy)iw = 0, soit h, = 0.

5.7. 51 # (M;) 2 0 on a peu de renseignements sur ’ensemble des &,

vérifiant Xk, (X,, X.) = 0. Un calcul simple montre que cet ensemble
contient l'espace vectoriel

(GO QT M) @ (T*M, @ & (M)). =

5.8. Cororraire. — St (M, g,) n’a pas d’tsoméirie infinitésimale, alors
la condition Lh (X, X.) =0 pour tout plan mixzte =, implique que
h=hi+h: avec h,€ O'T*M; (1=1,2).

6, Un lemme sur l'action de D (M) sur O*T*M

6.0. Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer que parmi
les relevements d’une déformation de structures riemanniennes g (t),
nous pouvons en choisir de « privilégiés ».

6.1, Prorosition. — Soit g (t) une déformation de struciure riemannienne
C" au voisinage de 0. Supposons donnée une décompasition algébrigue

(6.2) O'T*M = 8* (T* M) + F.

Il existe un relévement g (t) de g (t), C" au voisinage de O dont le jet d’ordre r

appartient a @ F.
i=1
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Nous allons démontrer quelques lemmes.

Fixons les notations : soit X un champ de vecteurs €* sur M engendrant
le groupe de difféomorphismes ¢, de M. Soit h€ O* T* M.

6.3. Lemme. — La variation t — ¢ (h) a pour jet d’ordre r & Uorigine :
i *
AR e By (=12...,1.
dat |-, =
i fois
Démonstration. — Par définition de la dérivée de Lie, nous avons

d
qe | —xh
De plus :

d
G W] =,
En raisonnant par récurrence, nous obtenons le résultat.

6.4. Lemme. — Soit un entier k>0, alors la variation t+— ¢ (h)
a pour jet dordre k a Uorigine :

dioi| . don(h)|
T l:0~0 (=12, k=1, —p—| =kiih

autrement dit la partie principale du développement de Taylor de o (h)
s'écrit i (h) = h 4+ t" £ h.

Il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation des fonctions composées
et le lemme 6.3. =

6.5 Lemme. — Soit h(t) une variation de h, (hy€Q* T* M) alors

(1) ok (h(t)) et h(t) ont méme jet d’ordre (k — 1),

(i) g (9% (B () — h () | _, = K! £ (h).

Démonstration. — Elle est immédiate. Il suffit d’écrire la partie principale
a Pordre r du développement de Taylor de & (¢) et d’utiliser la linéarité
de l’action de D (M) :

-
h() = ho+ Y 7 b,
i=1

. . S
9 (h () = @i (o) 4, 77 90 (R).
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Avec le lemme 6.4 la partie principale du développement de Taylor
a Pordre r s’écrit :

. r—1 ; ‘ t,.
o (h (0) = ho —I—Zl.i!hl + o FrIEch).
i=1

6.6. Démonstration de la proposition 6.1. — Soit g (¢) un relévement C”
au voisinage de I'origine de g (f) dont la partie principale a 'ordre r s’écrit :

g =9 +Z%hi, avec hie O*T* M.
i=1

Nous allons construire une variation g (t) de g, C" au voisinage de 0
dont le jet d’ordre r est (A'', A%, ..., k") avec A" €F et qui définit la
méme structure riemannienne que g (t) [i. e. il existe une famille de difféo-
morphismes ¢, de M tels que ¢ (g (¢)) = g (t)]. Pour cela nous construi-
sons par récurrence une suite de variations de métriques D (M)-équiva-
lentes g" (¢) avec

9O=90
telles que :
1) g () et g~'(t) ont méme jet d’ordre (k—1);

k
(i) le jet d’ordre k de g"(t) est dans P F.
Il est bien clair qu’alors g (t) répond a la question.
Supposons g“* (t) construite : selon (6.2) sa dérivée K™ a Dorigine
s’écrit B = c* £, + h'* avec h'*€F.

Notons X, = — 2—}“

morphismes engendré par X,.

¢ et 9" le groupe a un paramétre de difféo-

Nous posons
g () = 9’ (¢ O)-

D’apres le lemme 6.5, g* (t) a méme jet d’ordre k — 1 en 0 que g (2)
et la dérivée d’ordre k en 0 de g* (¢) est — 2* £, + A%, soit A’%. La proposition
est donc prouvée. m

7. Le théoréme
7.1. Nous appliquons le lemme du paragraphe 6 & la décomposi-

tion (4.11) :
O T*M = &% (T*M) + 3 ({01)
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en supposant M = M, X M. munie d’un produit de métriques g, = g X go.
Une variation de métriques C” au voisinage de 0 dont le r-jet en O est

&
dans @ 2, ({0}) est dite r-réduite.

La proposition 6.1 nous permet d’affirmer que toute déformation de
structure riemannienne g (¢), C” au voisinage de lorigine admet un
représentant qui est une variation r-réduite.

7.2. Nous voulons montrer qu’il est impossible que g, appartienne a

I’adhérence de ’ensemble Pos (M) des structures riemanniennes a courbure
strictement positive. Nous notons Pos (M) I’ensemble des métriques rieman-
niennes a courbure strictement positive, qui est un ouvert de 3.

Soit g (t) une variation de métrique riemannienne €’ au voisinage
de 0 dans Pos (M) (sauf g, bien str). Pour une telle variation il est clair
que :

« Pour tout m&M, pour tout X, de T, M,, pour tout X, de T,, M. la
premiére dérivée non nulle de o* (X,, X,) en t = 0 est positive, puisque

2

pour ¢ > 0, ¢’ (X,, X,) > 0 et pour tout t =0, ¢° (X,, X,) = 0. »

Une variation vérifiant cette propriété est dite r-positive.

7.3. Une variation de metrlques C" au voisinage de 0 est dite r-produit

si son r-jet appartient a @ (i (O T" M) P ia: (O T" M),

7.4. La propriété pour une variation d’étre positive n’a pas de signi-
fication géométrique, si on n’impose pas a la variation d’étre réduite.
Considérons en effet pour une famille & un parameétre de difféomorphismes o,
telle que 9, = Id la variation ¢; (g,). St M, et M. sont a courbure section-
nelle positive, une telle variation est r-positive puisque les plans mixtes
sont a courbure nulle pour g, et a courbure non négative pour
o7 (go) (t % 0). Le théoréme qui suit ne s’applique pas : cette variation
ne sera pas r-produit.

7.5. TutorimMe. — Soit (M, g,) une variété produit riemannien sans
isométrie infinitésimale. Toute déformation r-positive est r-produit.

Le théoréeme se démontre par récurrence.

Prenons pour hypothése de récurrence : a l'ordre j (1 ==j <r), g (t) est
une variation r-réduite r-positive dont le j-jet & lorigine appartient a

& (i1 (O T M) @ iz (O 1" M)
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7.6. A Pordre 1, I'hypothése de récurrence est vérifiée : c’est le lemme
de Berger (5.2).

Montrons maintenant que si ’hypothése de récurrence est vérifiée
a lordre j(1=j<r), elle I'est a lordre j 4 1.

Soient meM, X, €T, M,, X,€T, M.,.

D’apres le lemme 3.6 :

Sr, ..., ) (X, X,) = 2 <II)> [(C! (X4, Xs), C7 (X, X))o
. - (Cl (Xla XJ), C/)Al (XQ, X2))0]
p! .
+ X aran €& X, ¢ (X, X))

ma4n+Il=p
m>1, n>1, Ix1

— hl (Cm (X1, Xl)’ C” (X2: X2))]‘

D’aprés ’hypothése de récurrence, le j-jet de la variation est j-produit,
donc

Si @, ..y B) (Xiy Xo) = 0.
D’aprés (3.6) encore,
o 3 i+t
—d_ti'"—i (XJ, X2) —o = h (Xl’ X‘z)-

Comme la variation est r-positive et que les dérivées précédentes de la

courbure sont nulles,
3 W+ (X, X) 2 0.

D’aprés le lemme 5.2,
Z h/+1 (X1, X‘_)) == O.

Par suite, la variation étant r-réduite [en particulier h/*' €2 (0)]
nous avons d’aprés le théoréme 5.3 :

W&elw (O'TF M) (i=1,2).
De plus, comme & (M) = 0, A" = 0.

L’hypothése de récurrence est donc vérifiée a ordre j 4 1. Le théoréme
est prouvé. ®

7.7. Nous prouverons ultérieurement que la condition £ (M) =0
est essentielle pour que le théoréme 7.4 soit vrai.

7.8. TutorimeE. — Soit (M, g,) une variété produit riemannien sans
isométries infinitésimales. Il n’existe aucune variation analytique de métrique
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issue de g, telle que pour ¢ > 0 et pour tout t€)0,c], g (¢) soit a courbure
sectionnelle positive.

Par analytique nous entendons que g () est somme de la série de ses
dérivées en 0.

C’est un corollaire trivial de 7.5 en prenant un représentant r-réduit
de la variation g (¢), dont on suppose qu’elle existe. Ce représentant est
évidemment r-positif, donc r-produit d’aprés 7.5, d’ot une contradiction. m
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