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CONJECTURE DE H. HOPF SUR LES PRODUITS DE VARIÉTÉS

PAR J.-P. BOURGUIGNON,
A. DESCHAMPS ET P. SENTENAC

1. Résumé et motivation

1.0. On ne sait pas si sur le produit de deux variétés riemanniennes
compactes à courbure sectionnelle positive, il existe une structure rieman-
nienne à courbure positive. H. Hopf a conjecturé que sur S ^ X S 2 cette
propriété est fausse (cf. [3]).

Pour les variétés compactes à courbure négative, la propriété analogue
est fausse (cf. [6]).

1.1. Le seul résultat connu dans cette direction est celui de Berger ([!]) :
« Soient (MI, gi), (Ma, ga) deux variétés riemanniennes compactes,

(Mi X Ma, gi X g^) leur produit riemannien. Soit g (t) une famille à un para-
mètre de métriques riemanniennes sur Mi X Ma telle que g (0) = gi X ga
et que

V m e Mi x M,, V Xi e T,,, Mi, V X, ç T,n M^, o- (Xi, X,)' (0) ̂  0

(^ désigne la dérivée par rapport au paramètre de la courbure section-
nelle); alors Œ (Xi, X^^O) = 0. »

1.2. Nous nous proposons d'étendre ce résultat aux dérivées ultérieures
pour les variétés riemanniennes produits n'ayant pas d'isométries infini-
tésimales.

1.3. Dans le paragraphe 2, nous fixons les notations et nous donnons
quelques préliminaires sur les structures riemanniennes. Dans le para-
graphe 3, nous donnons des formules pour le calcul des dérivées en t = 0
des connexions de Levi-Civita associées à une variation de métrique,
puis pour les dérivées de la courbure sectionnelle. Nous y définissons en
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particulier un opérateur différentiel noté S lié à ces dérivées. Dans le para-
graphe 4, nous faisons l'inventaire d'opérateurs différentiels sur les fibres
tensoriels adaptés à la structure produit de la variété. Nous prouvons
quelques décompositions d'espaces de sections de certains fibres. Dans
le paragraphe 5, nous étudions en détail l'opérateur 2 défini en 3. Le
paragraphe 6 est consacré à un lemme sur l'action de 0 (M) sur les métriques
riemanniennes. Au paragraphe 7, nous démontrons le théorème annoncé :

« Soit (M, go) une variété produit riemannien sans isométries infinitésimales.
Il n'existe aucune variation analytique de métrique issue de go telle que
pour £ > 0 et pour tout tç]0, &], g ( t ) soit à courbure sectionnelle positive ».

1.4. Nous remercions M. Berger de nous avoir proposé ce problème et
E. Mazet pour de multiples suggestions et encouragements au cours de
ce travail.

2. Notations. Préliminaires sur les structures riemanniennes

2.0. Soient (Mi, gi), (M^, g_>), deux variétés riemanniennes compactes (3^.
Nous noterons (M, go) = (MiXlVL, g iXg- j ) . Un certain nombre de résultats
obtenus par des calculs locaux sont vrais dans le cas non compact. Ce
qui se rapporte à M est désigné par un indice 0 ou n'a pas d'indice; ce qui
est relatif à M, (i = 1, 2) est indexé par i; p i : M -> M, est la projection
naturelle.

2.1. TM : TM -> M désigne le fibre tangent à M, <i : T* M -> M le
fibre cotangent, TM : Q2 T* M —^ M le fibre des formes bilinéaires symé-
triques sur M. Soit T^ : E -> M un fibre vectoriel sur M, E désigne l'espace
vectoriel des sections (530 de ce fibre. Soit N une variété; si f est une
application ^ de N dans M, alors /** E désigne le fibre image réciproque
de E par f,

2.2. Nous noterons 1̂1 le cône convexe des métriques riemanniennes C^
de M qui est un ouvert de CYT^M muni de sa structure différentiable
induite par la structure d'espace de Fréchet de Q2 T* M. Le groupe JD (M)
des difféomorphismes (3^ de M (muni de la topologie <S°°) agit sur JSll par
image réciproque. Ebin dans [4] a analysé cette action. /1H/JD (M) a une
structure d'espace topologique rendant la projection r. : SA -> .ill/jD (M)
continue. Les points de ^H/JD (M) sont appelés les structures riemanniennes.
Ebin met en évidence un « slice » de cette action. Infinitésimalement ce slice
donne lieu à une décomposition en somme directe topologique de Q^T* M.
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Prenons quelques notations : à* désigne l'opérateur différentiel de T* M dans

C^T* M, $ \-> ô* ^ = ̂  i^ g (où £ désigne la dérivée de Lie et ^ l'iso-

morphisme de T* M sur TM déduit de g); S' désigne l'adjoint de o*

pour le produit scalaire : h, ^CQ2!* M, < h, h' \ .= f (A, h') y Vg
^M

(( , )y désigne le produit scalaire local et v^ l'élément de volume associés
à g). Dans [2], est prouvée la décomposition

Q2^]?^ = ô* (T*M) ® ^-1 0 0 }).

2.3. Géométriquement ce qui est intéressant, ce sont les propriétés
de métriques appartenant à la même orbite sous JO (M). Lorsqu'on étudie
une seule métrique, le problème de rendre JD (M)-équivariantes les propriétés
considérées ne se pose pas. Mais dès qu'on envisage des variations de
métriques la formulation géométrique des propriétés variationnelles
trouvées doit être 51 (M)-équivariante : autrement dit elle doit s'énoncer
dans 4M/JCT (M), espace des structures riemanniennes. Il y a là une difficulté
car l'action de JD (M) sur iVi (qui est linéaire) n'est pas libre : ^ll/JO (M)
n'est pas une variété différentiable. Il est donc difficile de parler de jet
de chemins dans -ill/JD (M). Tout chemin dans iM/JD (M) est appelé une
déformation de structure riemannienne. Nous parlons pourtant de défor-
mation de structure riemannienne vérifiant une propriété à l'ordre r :
cela signifie qu'il existe un relèvement C7 au voisinage de l'origine et dont
le jet d'ordre r vérifie la propriété, sauf mention contraire.

2.4. A toute métrique riemannienne g est associée sur la grassmannienne
des deux-plans de M, Ga (M) une fonction : la courbure sectionnelle que
nous notons T. Cette fonction est JD (M)-équivariante pour les actions de
0 (M) sur /iÏl et sur G 2 (M). Par suite la propriété « être à courbure section-
nelle positive » est une propriété des structures riemanniennes.

3. Calcul de dérivées

3.1. Soit (M, go) une variété riemannienne compacte et g (t) une variation
de la métrique go, C7 au voisinage de 0. Les parties principales du dévelop-
pement de Taylor à l'ordre r de g (() et de la connexion de Lévi-Civita D^
associée à g {t) s'écrivent de la façon suivante :

g ( t ) = g , +^' +...+^ +...+^,

D^ = D° + < C1 +... + ̂ , C^ +... + ̂ , C-,

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 37
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OÙ

^k ç 0-2 T* M, - C^ € Q2 T* (M) (g) T (M) (k == 1, 2, . . . , r).

Nous notons :

( , )o [resp. ( , )/,] le produit scalaire associé à go [resp. g (t)],
D° [resp. D^j la connexion de Levi-Civita associée à go [resp. g (î)],
R° [resp. R^] le tenseur de courbure de (M, go) [resp. (M, g {t))]y
o"0 [resp. a^] la courbure sectionnelle sur (M, go) [resp. (M, g (^))].

3.2. LEMME : Calcul de la dérivée de la connexion. — Si g {t) est une
variation de go, pour tous secteurs tangents X, Y, ZçT^(M), nous ayons
pour k == 1, 2, . . ., y,

. . . k-\

2 (V (X, Y), Z)o - D hk (X, Y, Z) - 2^ (k^ h1 (C^ (X, Y), Z).

[On rappelle la définition de l'opérateur D (cf. [2], p. 387),

D h(X, Y, Z) = DxA(Y, Z) + Dy h (X, Z) - D; A (X, Y).]

Démonstration. — Soient X, Y, Z des prolongements de X, Y, Z au voisi-
nage de m. Dx Y est défini par la relation

(DxY, Z)t - ̂ [X.(Y, Z).+Y.(Z, X)/-Z.(X, Y), •

. + (Z, [X, Y]). + (Y,.[Z, X]). - (X, [Y, Z]).].

Pour /c = 1, 2, . . ., r nous identifions les coefficients de t ' ' dans les
deux membres en tenant compte de la relation

- • • D^Y-D^X=[X,Y] ,
k - 1

^ (C* (X, Y), Z)o +^ ———^-^h' (C*-' (X, Y), Z) + ̂  A* (D^ Y, Z)
/=!

= ^[X.A* (Y, Z) + Y.A* (Z, X) - Z./^(X, Y)

+ A* (Z, [X, Y]) + ̂  (Y, [Z, X]) - h " (X, [Y, Z])]
= ̂ , [D.̂  y (Y, Z) + D,' A* (Z, X) - Dy; A* (X, Y) + 2 A* (D^ Y, Z)],

soit
k-l

(V (X, Y), Z)o = 1 D A* (X, Y, Z) -V ( k } h1 (V-t (X, Y), Z).
2 ^ v t 7
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En particulier pour k === 1 :

(C1 (X, Y), Z)o = 1 D h1 (X, Y, Z). •

3.3. Soit TI un élément de la grassmannienne G 2 (M); ^ (ri) la courbure
sectionnelle de r pour la métrique g (t) a pour expression

^ (n) - (R-(X,Y)X,Y).
w - (X, X),.(Y, Y), - (X, Y);25

où X et Y forment une base du plan n. Dans la suite, TC est représenté
par un couple de vecteurs { X , Y } formant une base orthonormée pour
(M, go) [i. e. (X, X)o = (Y, Y)o = 1, (X, Y)o - 0].

Les dérivées successives par rapport au paramètre ( de ^ (^) s'expriment
en fonction des dérivées successives de (R/ (X, Y) X, Y)( et nous avons :

3.4. LEMME. — Si pour un plan TI

ao (7 r )=0 et d/——^ =0 pour p == 1, 2, . . . , ( /c-l) ,
Ui' t=={)

alors
dk ̂  (TT) ^ ̂  (R1 (X, Y) X, Y),

(ltk ^ dtk 1=0'

La démonstration résulte de la formule de Leibnitz de dérivation d'un
produit et de l'égalité (X, X)o (Y, Y)o - (X, Y); = 1. •

3.5. Définition d'un « bon prolongement » pour un couple de vecteurs
tangents. Soit { X , Y} un couple de vecteurs tangents en m, on dit que
) X, Y f est un bon prolongement de { X, Y } sur un voisinage 11 de m si
on a

Vneïi, [X,YL=0 et (D° X),, = (D° Y),, == 0.

De tels prolongements existent : considérons par exemple la carte
('ll, exp^) définissant un difîéomorphisme d'un voisinage M de m sur
un ouvert U de 0 dans T,, ,M; alors X= (exp°J* X et Y = (exp;,)*.Y
répondent à la question : X et Y sont les champs constants dans Tm (M)
définis par X, Y.

3.6. LEMME : Calcul de la dérivée d'ordre p à l'origine du tenseur de
courbure. — Soit n = { X, Y } un élément de G^ (M) et g (t) une variation
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de go C'' au voisinage de 0. Pour un bon prolongement {X, Y \de { X, Y }
nous avons pour p = 1, 2, . . ., r,

^(^(X^)X,Y,^^^^_^^^^_^^^^^^

- IY.{Y.A/' (X, X)} + SP (AS A2, ..., h"-1) (X, Y),

avec S" {h1, h'1, ..., hP-1 ) GQ^A'^M),

/'-'
SP (AS .... A/'-*) (X, Y) = ̂  (n {(C' (X, Y), C/'-' (X, Y)). - (V (X, X), CP-' (Y, Y))o}

l=ï

+ 2 mî m ̂ h l ̂  (x'Y)'c" <x' Y))
//^ 4- ̂  + / == /y

/ / t^j , 7^^; 1, /^l

- A' (C'» (X, X), C" (Y, Y)) j.

Nous utilisons le sous-lemme suivant :

3.7. SOUS-LEMME. — Pour tout bon prolongement { X , Y j de {X, Y},
nous avons la formule

(3.8) (R^X^X.Y^X.IY^X^-^X^X^Y),})t = A.i I . 1 ï , A;(i

- |Y .{Y . (X ,X) ,}+ (DxY,DxY)<- (DxX,Dx-Y)< .

Démonstration. — Par définition on a

(R< (X, Y) X, Y), = - (D, Dy X, Y), + (D, D, X, Y), + (D[^ X, Y),

soit en tenant compte des égalités [X, Y] = 0, D^ Y = D? X :

(R< (X, Y) X, Y), = - X. (Dç X, Y)< + (D[ X, D^ Y), + Y. (D^ X, Y),

- (DxX, DÇY)< = - IX.{X. (Y , Y)J + (DÇX, DxY)<

+ Y.{X. (X , Y)<} - |Y.{Y.(X, X)<} - (DxX, DÇY),,

d'où la formule (3.8). •

3.9. Démonstration du lemme 3.6. — Pour chaque entier 1 ̂  p ^ r
1 d" (W (X, Y) X. Y), , , .„ . — f — - >

p i ————dtf———— = est eêa•l au GOfiiïicient de t1' dans le développement
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du second membre de (3.8) :

dp(Rt^)x'v\^X^.k^X^}-ï,X.{^^)}

-IY.{Y.^(X,X)Î+^(DSY,D.ÎY) -A/'(D$X,DÎY)

fl—l

+ 2 l ! (p̂  f) 1 ^ (c/ <x• Y)' c"~l (X' Y»0

- (Œ (X, X), C/'-' (Y, Y))

+ 2 mT^nT!i hl (c'" (x> Y)' c" (x' Y))^^R^-^]{hl(C"l(X,•Y),CH(X,V))
m -+- n •+-1 == p

m^i, n^i, p^l

- h1 (C'" (X, X), C» (Y, Y)) }.

Nous retrouvons la formule énoncée en tenant compte des égalités
(D° Y),,, = (D° X),,, = 0. •

Remarque. — Pour p == 1 :

^^•J^'^ ^=X.^Y.A'(X,Y)!- |x.{X.^(Y,f)}- |Y.{Y.A-(X,X)}.d(R ' (XY)X,Y) . ^X.^Y.A^X.^Î-^X.IX.A^Y,^)}-^^.^
Ml ^Q A }.

3.10. DÉFINITION DE L'OPÉRATEUR 2 SUR (M, go). — NOUS défilUSSOIlS

l'application 2 de Q2 T* M dans Q2 (A2 T* M) de la façon suivante :

A tout champ h de tenseurs symétriques, deux fois covariants sur (M, go)?
on associe la variation g (t) de la métrique go, g (t) = go + th. Si R/ est
le tenseur de courbure de la variété (M, g (t)), nous posons

V m e M, V X, V Y e T., (M) : (1 h),n (X, Y) = ̂  (R1 (X, Y) X, Y),

Par sa définition S h est un champ de tenseurs. La forme 4-linéaire
associée est symétrique en X et en Y.

3.11. PROPOSITION. — 2 est un opérateur différentiel du deuxième ordre :

î : O^T* M-^O^A'T* M).

Démonstration. — D'après la remarque dans (3.9) nous avons une
: , Y t d e { X , Y } :expression simple de 2 A. Pour un bon prolongement } X Y S d6 { X, Y } :

( iA ) (X ,Y )=X . {Y .A (X ,Y ) i - ^X . jX .A (Y ,Y ) } - ^Y . {Y .A (X ,X ) } .1 ̂  ( ̂  T /^r ^r\ ) 1
. ) •
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De plus, nous allons vérifier l'identité

(3.12) X . { Y . A ( X , Y ) } - I X . | X . A ( Y , Y ) } - | Y . { Y . A ( X , X ) }

== D» D» A (X, Y, Y, X) - 1 D" D" h (X, X, Y, Y,)
2à

- 1 D° D" h (Y, Y, X, X) + h (X, R° (X, Y) Y).

En effet, avec un bon prolongement de { X , Y }, nous pouvons écrire,
en tenant compte des égalités (D° X),,, = (D° Y),» == 0,

D0 D» h (X, Y, Y, X) == D^ (Dy h (Y, X))

= X.{ Y.A (Y, X) - A(D;Y, X) - A (Y, DyX)}

= X . { Y . A ( Y , X ) } - A ( D ^ D ç Y , X ) - A ( Y , D ; D y X ) ,

1 D» D° h (X, X, Y, Y) = 1 D^ (D^ h (Y, Y))

= | x . { X . A ( Y , Y ) i - A ( D ; D ^ Y , Y ) ,

^ D» D» A (Y, Y, X, X) == ^ Y. { Y . A (X, X)} - A (D^. Dy X, X).

Nous obtenons (3.12) en tenant compte des identités.

D ^ Y = = D y X et R"(X, Y) Y = - D^DyY + D^.D^Y.

Soit T h l'élément de O3 (A2 T* M),n défini par le second membre de
(3.12). L'égalité (3.12) est indépendante des prolongements de X et Y,
elle traduit l'égalité en m des tenseurs 2 h et T h. Il est bien clair que
l'opérateur T est un opérateur différentiel du deuxième ordre, il en est
donc de même de S. •

Remarque. — La formule du lemme (3.6) peut s'écrire :

(3.13) df> (R< ̂ ..̂  x' Y)' = ^ h" (X, Y) + S" (A1, . . . , h"-1) (X, Y).
Ut' t=Q

4. Opérateurs différentiels adaptés à la structure produit de M

4.0. Nous nous plaçons ici dans un cas particulier. Nous sommes sur
une variété produit M = Mi xMa.

Une structure riemannienne go telle que dans il'"1 (go) il y a une
rnétrique go qui est un produit de deux métriques gi et ga est dite une
structure riemannienne produit.
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Toute métrique riemannienne g€^~1 (go) est une métrique produit
(par opposition à produit de métriques).

Les cartes locales que nous utilisons sur M sont des produits des cartes
de chaque variété. Les composantes relatives à Mi sont notées en lettres
romaines /c, l, m, . . ., celles relatives à M 2 en lettres grecques, a, ^, y,

4.1. Le but de ce paragraphe est la définition d'opérateurs S* et S
et la démonstration d'un théorème de décomposition de Q2 T* M. Il s'agit
de séparer dans (M, go) et dans les opérateurs o* et o7 qui lui sont attachés
ce qui vient de Mi, ce qui vient de Ma et ce qui vient à la fois de Mi et Ma.

La longueur, l'apparence quelquefois compliquée de l'écriture ne doivent
pas faire perdre de vue la simplicité des objets étudiés : nous décomposons
en « blocs » les opérateurs différentiels.

4.2. Nous avons déjà défini [en (2.2)] les opérateurs

ô* : T^M^QT^M,
^ ; Q2T*M-^ T*_M.

ils sont adjoints et tels que

Q2 T* M == 3* (T*M) © <y-1 (( 0 }).

Nous notons
^ : T*M, -> Q2 T* M,,
ô;. : çyT*M,-> T* M,,

avec les décompositions de Berger-Ebin :

Q2 T* M, = ôf (T* M.) C ô,-1 ({ 0 }).

En coordonnées, nous avons des formules du type

W^=|((VO^^+(VOz^
(^/i),=-(v,y^.

4.3. DÉCOMPOSITION D'ESPACES DE SECTIONS. — On rappelle la décompo-
sition de fibres :

T * M = h ( p î T * M O e 4 ( p î T * M , ) ,

où ii est l'injection évidente; nous notons T^ la projection évidente

, . - T*M^p*T*M,.,., • • - . ^ \ ^ ;: . ,
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Pour les espaces de sections :

T*JM_== i , ( p T T * M i ) © i , ( p ; T * M , ) ,

où nous notons i, et T^ les injections et projections évidentes. Nous avons
encore les isomorphismes naturels de fibres et d'espaces de sections :

O2 pî T* M, - p* (Q2 T* MQ,
Q2 p* T* M, ̂  p* (Q2 T* MQ.

4.4. REMARQUES. — a. (^) désigne l'image inverse par l'application
diagonale A : M -> M X M du produit tensoriel de deux fibres de même
base M (cf. [7], p. 52). De façon générale, tous les résultats de cet article
sont utilisés sans qu'il y soit fait explicitement référence. De même pour [5].

fc. Par la suite, lorsque cela ne nuira pas à la clarté du texte, nous
omettrons les injections de fibres i/, et d'espaces de sections ii.

4.5. LEMME. — Nous avons la décomposition d'espaces de sections :

CY-T^M = p* (Q2 T* M) © (pTT*M,ÔpîT*M, ) © p; (Q2 T* MQ.

Démonstration. — (Y^M est C30 (M)-isomorphe au module des fonctions
sur TM 0 TM fou TM X TM\ dont la restriction à chaque fibre est une forme

\ M 7 J-
bilinéaire symétrique.

A : TM © TM -^ R,
7i : (p* T* Mi © pî T* MQ © (pî T* Mi © pî T* MQ -> R,

h (m, X, Y) == h (m, X, + X.,, Y, + Y,)
= h (m, X., YQ + h (m, X,, Y,) + h (m, Y^, X,) + h (m, X,, Y,).

Définissant hi et h^ par

hi (m, X, Y) = h (m, X,, Y,),
h^ (m, X, Y) = h (m, X,, Y.,) + h (m, Yi, XQ,

et en vertu des propriétés de A, nous avons, si les fibres TMi et TMa sont
triviaux :

^eO^rT^M,, /^€pTT*Miôp?T*M, ,

/ii + ̂  + h» = h.

Soient IL, Vv des recouvrements trivialisants localement finis de TMi
et TMa, Qn et y^ des partitions de l'unité associées.
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Nous avons la décomposition

9, cp, h == (9^ cp, h), + (9, cp, /^ + (9, ̂  h),.

Elle se conserve par somme finie, et donc si

A, ===^(9,^ A),,^ ==^^ ^/t^»
^, v

h^ ==^(9/,^7ï)^
7l, V

/i=^9^,,A,
puisque

nous avons
h = ht + A(J. + As,

^gQ^pr^M, , 7^€p*T*M.ÔP?T*M2. •

Écriture en coordonnées :

hkt=h{^^=(•hl)'L"

/,,,==A,,=A(^,^)=(A,),.,

. i . /^ à \ ,.,
^==h(,^^)==(7î2)^

(7îi),/ = 7i,/, (hi),a = 0, (hi)ap == 0,

(/l̂ / = 0, (/̂ ),a === ^a, (^si)ap = 0,

(h^)kl = 0, (Tl̂ a == 0, (/Î2)ap == ^ap.

4.6. REMARQUE ET NOTATIONS. — M, et M étant paracompactes, la
décomposition des espaces de sections — qui nous intéresse ici — équivaut
à la décomposition des fibres

O2 T* M = p* (O2 T* MQ C (?* T* Mi (g) p; T* M,) ® p? (O2 T* MQ.

Nous notons ainsi (et omettons lorsqu'elles ne sont pas indispensables)
les injections et projections :

. O^pT T^M, —^O^M/

M -j^^

/1a N pfr^Q^r^
ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 38
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Nous les soulignons lorsqu'il s'agit des applications induites dans les
espaces de sections.

Ainsi :
T^: Q^T^M-^O^fT^M, ,

h \-^ 7T^ h = TT:a• o h == hi,

7^ (h) == h^

4.7. LEMME. — Nous définissons les opérateurs p* o* et p* o[ :

p* T* Mj^ Q2 p* T* M,
————/^ ——————

p* ô* = 7r« o ô* o f,,

P* ^ === 7T, o ̂  o ̂

pour lesquels nous wons

pt (Q2 T* MQ = (p* ^*) (p*T*M.) ® (p* ^)-1 ({ 0 j).

Remarque. — a. Tout cela est très naturel, et p* à*, p * ^ se construisent
à partir de à* et ô^, si l'on se souvient que, par exemple,

P* (cy-T*]^) ^ C' (M;, O2^]^,) (i ̂ j).

&. Nous avons bien sûr l'injection Q2 T* M, ̂  p* Q2 T* M/, les formes
hi correspondantes étant constantes sur My.

Écriture. - Si ^€p:T*Mi soit ^ = ^ (^), ^ == (^),, $a == 0,

[(P* ^) Sil^ = i [V. &)/ + Vz fêO,] == (ô* O.z = (ôî E^.

Remarquons que

^*Oap= l (Va^+VpSa)=0,

(Ô* 0,a == | (V, Ça + Va )̂ = ^ Va ̂  == \ Va (Ci),.

- Si h, gCypîT* Mi, soit A = ^ ( A i ) ,

[(p* ^) AJ, == - V1 (7h)̂  [(p* ô/,) /!,], = 0.

Remarquons que
(^' /^ = - V 1 hki - ̂  7 .̂

Démonstration du lemme 4.7. — Soit ^e7^*T*]VL.

^(mi, m^) est une forme linéaire sur (p* T* M,)(,^^) [~ T^ M,].
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Nous notons E, (mj) la section de T* M, définie par

^ (mj) (m,) == \, (/ni, m^).

Par définition de o', o* [^ (m,)] € Q2 T* M,,

^7 t-> ^ [̂  (^y)l € C00 (M/, Q^^M,) ~ p* Q2 T* M,

et cet élément est précisément (p* Sf) ^.
Le diagramme suivant est commutatif pour tout ^ :

ë-Mj —^ T*M/
m/' ^/<rm/)

f^f) ̂ \ ^

O^^M/

[(P* ^) ^] (m/) = ^ ̂  (m;)].

De la même manière,

[(p*ô;)^](my)=ô,[/ï,(my)].

Des décompositions (4.2) :

0\^Mi == ô* (T*M.) © ô,-1 ( { O^M, }),
nous tirons :

C- (M^Q^^My) = C30 (My, ô* (T^M.) ) © C00 (M;, ô;-1 ( { 0 })).

Il nous reste à montrer que

C' (M;, ̂  (T*M,)) - (p* ô*) (p*T*M,),

C30 (M;, or1 ( g o^} )) - (p* ô;)-1 ( {o^^ j. ).

Ceci résulte des affirmations précédentes.
En effet dire que hiGC^ ÇM.J, §* (T* M,)), c'est dire que

^(m;)eô* (T*M.)

avec une dépendance CT en m/, soit qu'il existe « ^ ç T ^ M t avec

h (mj) == ô* Sij,

soit qu'il existe 5,€p* M, avec

/^ (my) = [(p* ô*) 5,] (my),
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c'est donc dire que
fc€(p*^)(p*T*M.).

Et pour l'autre cas, les affirmations suivantes sont équivalentes :

fceC^M/^OOï^)),
ô; [ki (m/)] = OT*M,,

[(P* ^) ̂ l (^/) = OT*M, == O^T*M, (^A
^(pr^^O^^). •

4.8. DÉFINITION. — Nous définissons d{ et rf/ {i 7^ j) :
d'Ï === n^o ̂  o l,, (̂  == 7r,3 o ô* o L>,

^12 === '̂ l o ô' o f^, rf^1 === 7^2 o ô' o l̂ ,

rf; . ~p* T* M, ̂  pTT* Mi 0 pî T* M.,.
. . ———— <// ————————————

Ecriture :
^€pîT*M,, soit S=ii(^ ^€Ï*M,

^ = (Si)À-, " ^a == 0,

(rfî Çi)Âa = (^* £),a = | (V, Ea + Va £,) = ^ Va (Ci),,

(rfî ^i)^ = 0, (d\ ̂  = 0,

W h^k = -^ h^, (d[2 /Oa = 0.

Interprétation de d ^ { i = ^ j ) . — Par exemple rf; :

avec^ep*T*M,, i. e. ^gC30 (M,, T* M,),

nous définissons $1 (mi) : Ms ̂  T^ Mi qui est C00.
Alors

^ [Si (^i)l (^2) e i' (T,,, M,, T;/, MQ - T;/, M,, (g) T;,, Mi.

Définissons f^ £1 par

(A2 Si) (̂ i, ̂ 2) = rf [Si (wO] (/n0;
/•^i e C' (Mi x M,, T* M, (g) T* M,),

fî ^€p?T*M, 0 pT T* M, - pî T* M, Ô P* T* M,,

(A2 ̂  = o, (A2 SOap = o,
(A2 Si)^a = Va ei). = 2 (dl £0,a.

D'où l'interprétation de rf2 ,

(d,2 ÇO (mO = 1 d [„ (m,)] ou d^ Ç, = ^ ̂  £,.
De même :

dî^=^à,^
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4.9. Écriture de o* et o' à Vaide des opérateurs précédents :

^*== in ° P* ̂  ° 7rl ® l 2 2 0 p*1 ̂  °7r2 ® ( l 12 ° ̂ 0 7rl + t 1 2 ° ̂  °7r2)'
Ô' = 11 0 R^ Ôi 0 TT^ © la 0 PÎ 02 ° 7:22 (B ( 11 0 l̂2 0 7T^2 + h 0 d21 0 7:12)»

Soit en écriture matricielle par « blocs » :

/ p î ô î 0 \ / ^
â*=(ln l» ^')( dî d.; ) ( - ) '

^2^

1̂1 N

I* O*2 °2 ,0 p îâ

./ / , .^Pî0! ^ 0 V 7^
d,2 0

0 d'^ p î ^ ,0 -(^ l!)^ o d;1 DÎôJ ^
7:22

4.10. LEMME. — Nous définissons les opérateurs

^ = IH ° PÎ ^î ° ̂  ® Î22 0 PÎ ^î 0 7:2,

ô^ = l! ° PÎ ô! ° ̂  ® l2 ° PÎ ^2 ° 7:22.

C^ rfeua; opérateurs sont adjoints Vun de Vautre.
Le symbole de o^ n^est pas injectif. Nous avons cependant la décomposition

en somme directe
O^M == ^ (T*M) © ^-1 ( f 0 j).

Écriture de 5^ e^ 0^, :
/ P î ° î ° \ /7:/ .

ô^(^ „ „)( 0 0 \(^Y
\ 0 pî ô;, 7:2

'.-(. ••)(PV• Ï ^) -. •\^/
(Ô^ Q« = (Ô* 0,./, (ô^ 0^ = (Ô* Oap, (Ô/* 0,a = 0,

(ô'̂ , A), = - V/ A/,, (à;, A), = - VP A@a.

Démonstration du lemme 4.10. — Nous savons (lemme 4.5) que

Q2 T* M = i^ (pî^T^) ® lis (p* T* M, Ô PÎ T* M.,) © h, (pî^T^)

et d'autre part (lemme 4.7) :

P* 02 T* M, = (pî o,) (p*T*M,) © (p? ô;)-' ({0^,.Q.

Nous avons donc :

O^T*^: = (1^1 o p* âî o 7^ + î  o p* ô; o TTi) (T*M)

®iii(pîo'i)-'(i0^^j)

® l^ (pî â,)-« ( .̂  0^f>,,^) 0 i« (pî T* M. Ô Pî T* M.).
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Les trois derniers termes sont annulés par S
En effet :

^ o i^ = 0,
^ o Ï^ = l. = P* ,̂

^ (j» (?r ^•)-1 ( ; O,TT*M. Q) - ̂  p* ^ (pr ^)-1 ( ; O^M. | ) - O^T^>
Nous avons ainsi prouvé que

O2 T* M = ̂  (T*M) + ^-i ( { 0 }).

Montrons que, M ayant pour métrique le produit de métriques giXgs,
S^ et 8^ sont adjoints l'un de l'autre.

En effet, soient E € T * M et /leO^M,

<^S^>=/(^£^)0-T*/M^X,.
^M

= / f(PÎ ^î 4l» ^OO^T*. 3IiXT*n M,)
« ^ ^ r . ^ M - 2

l» ^l^O^T^ AIiXT*n M^
M i X M 2 " 2 '

+ (PÎ ^î ^2, ^2)o.(T*^ M,XT*^ M,)] ̂ iX^

- f r(p*^î^(^)^i(^))o.^M,
^IiXMa 1

+ (PÎ ̂  ̂  0"l), ^2 (^l))o^T*^M.] ^iXé-»

(p* ôî Si (m.2), Ai (mOo,^ ̂ ) ̂

+ / / (PÎ ̂  ^2 (mi), Ti, (mi))o^^ M, ̂  ^
^MI V^Ma 2 /

= ( < ̂  [Si (^2)], Ai (mO>M, ̂  + f < ô'î [c. (m,)], A. (mi)>M. ̂
«^M» ^ M .

= f < ̂  (/n.), o'i [Ai (m,)l >M, ̂  + F < ̂  (mi), ô, [A. (mi)] >M, ̂
^Ma ^Mi

= = l ( j (Si (^2), p* ûi Ai (m,))^ ,̂  ̂ ) ̂
17 Ma \ «^Mi 1 /

+ 1 ( 1 fê2 (^î.), PÎ ^2 A, (mi))̂  M. ̂ ) 1̂
«^MI \ ^ M a 2 /

=== 7 [fêl» PÎ ^l ^(T^M.XT^M,)

+ (^2» PÎ ^2 A.2)(T*^M,XT*^M,)] ^iX^

= ffê. .̂ ̂ M ̂ X,^ - < ̂  ̂  ̂  >M.
^M

o^ et à/, sont donc adjoints l'un de l'autre.
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En particulier, la somme S*, (T* M) + S/71 ( { 0 } ) est directe :

^ ̂  = ̂  (Pî ^) (P* ^î) ̂  ® 4 (Pî Ô%) (pî ^) 7T,,

(0^-0) <=> (P*^)(P*^)^•=0)=>(3^=0). •

4.11. THÉORÈME. — O2"? M se décompose de la façon suivante :

O^T^M == à* (T*M) + ^-1 (! 0 j).

La somme n^est pas directe, et

ô* (T*M) n ô^-1 0 0 j) = ô* (pî il (MQ ® pî € (M,)).

Notations. — E^e^ (Mï) est une isométrie infinitésimale sur M; (û* ̂  == 0).
p* tl (M/) C p*T:{ M, est l'ensemble des sections de p* T* M, qui sont sur M-ï

des isométries infinitésimales (et peuvent dépendre de M/) :

pî 0 (M.) = j ^ e pî T* M. j (pr ô*) S = 0 { .

Démonstration. — Les lemmes 4.7 et 4.2 nous permettent de dire que

ô* (T* M) + â;71 (0) c 0^*3^.

Soit maintenant h € O2 T* M.
Alors, grâce au lemme 4.7, nous pouvons l'écrire

h == ô^ + A-, avec ô;, /c == 0

(et ceci de manière unique).
Alors

Prouvons que

Or

h = ô* \ + /c - (ô* - ô,*) Ç.

^-(ô*-^)S]=0.

0,, /c = 0.

Par ailleurs, o^ (o* — o^) s'écrit en écriture matricielle :

^•'(^^^(HOŒ)-
d'où

Donc
(r« pî ô'i îru ® 12 p? ô'i 7^2.2) (iî  di2 T^ + h2 d1, ïTi) = 0.

0^*]^ = §* (T*M) + ô^-1 (0);
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d'autre part
O'p Ô* = 11 (Pî Ô',) (F* Ôî) 7T, ® l, (pÏ 0',) (p; ôî) TTi,

ô* (T* M) n 0:7 ' (0)=;^ | ô'^=0i.

ô/ ,ô*Ç=0 =» (p*ô*)Ç,=0 ( i = l , 2 )
( £,ep?(a(M,))
( ̂  = (^ ̂  ̂  + in ̂ 7rî) ^ =d; ̂ ' + ̂  ̂

=^ ô^eô*[pîfi(Mi)®pîll(MO].
Réciproquement,

SepîiR(M,)®pîfi(M.,) =» ô/ ,â*Ç=0. •

4.12. COROLLAIRE. — Soient M, e( M.j deux variétés riemanniennes compactes
sans isométries infinitésimales, M leur produit riemannien.

Nous avons la décomposition en somme directe :

O-2 T* M = ô* (T*M) ® ô;71 { 0}.

Démonstration. — C'est une simple conséquence du théorème 4.11 dans
le cas où £\ (Mi) = { 0 {. •

5. Étude de l'opérateur ï sur une variété produit riemannien

5.1. Soit AeO'-'T^M), on a vu (4.5) que h se décompose de la façon
suivante :

(A.eO^rCPM,) ( i=l ,2),
A = Ai + Au. + A, où ——T

)A^epî(T*MQQpî(T*M.) .

Soit r. un plan mixte de M : TL == { TOI, m,., Xi, Xa } où X;€T,,,(M,)
(i == 1, 2). Pour un bon prolongement de { Xi, Xa }, on a

(I A ) (Xi, X,) = Xi. JX, .Ap, (X,, X,)}1 . (-tVî.rtp, \^i, ^.f} f

lv .{XiA,(X.,X^^ X.. {Xi A, (X., X.)} - 1 X,. {X; .Ai (X., Xi)}

= (-S A;.) (X,, X,) + (^ A,) (X., X.O + (I A,) (X,, X,).• tJ/ V^l»

( X.. X« LOn se propose d'étudier : j\hç(yT_M_ V n = { Xi, X. }, TI mixte,
2/i (X,,X.>)=0|.

5.2. Le lemme de Berger [1] permet d'affirmer que si 2 h (Xi, Xs) =^0
pour tout plan mixte ïi de M, alors 2 A (Xi, X^) == 0.
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En effet pour un plan mixte T^, cr0 (ri) = 0 donc
d^ (TT) |

1 h (X,, X,) -^ 1 1 ^VJ, ^Y^ ——— ,,

ÛÎ <=:0

d'après (3.4).
(En fait on peut affirmer que si 2 A a un signe constant sur les plans

mixtes, il s'annule sur les plans mixtes.)
Pour ^eC^T^M nous n'avons pas de résultats. Nous allons nous limiter

au cas où fe€^71 ($ 0 }). Nous verrons en fait au paragraphe 6 que pour
le problème géométrique qui nous intéresse, cette hypothèse n'est pas
restrictive.

5.3. THÉORÈME. — Pour Aeo^1 ( { 0 }), la condition S h (Xi, X'_») == 0
pour tout plan mixte n = { X i , Xî } implique :

^h, (X, ,X, )=0 ( i= l ,2) ,
w ( i / ^ (X, ,XO-0 ,
(b) h^O^T^M, ( i= l ,2 ) .

La démonstration utilise deux lemmes :
Soit (mi, Xi) un élément fixe de TMi, 2 h définit une section {s^)^^

du fibre CyT*]^. [La forme quadratique ^2 associée à (^)(^,xi) est
(g^(X.)-(2^)^^(X.,X.).]

5.4. LEMME. — (s2)(,,ii,x,) s'écrit de la manière suivante :

(S-.!)(m.,X,) = à? (Çî — od^.) — y (-h;
\ " / "

où
^eT*Mj, /', e C°° (Ma), WiS^PM,

apec V(m.,,X,)eTM,,
eo,,,,(xo==x,./is,(x,,x,),

f, (m,) = Ai (X,, X,),

(coi),,., (X.,, X,) == Xi.{ Xi./i, (X,, X,)}.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la définition
de «a. Il suffit de le vérifier dans une carte adaptée à la structure-produit.

On a
£, = ̂  dx», avec (;,)a = V< (A,,),, a* a ' } (x, = a1 —),
f, (m,) = /!<./ a* a1 => df., = (Va h,,i) a* a' (fa11 , ^ /

((,),),P = a' a^ V< V, /i,p ) ( X, = ̂  ̂ ï) '

(Ô; £,0a,9 = i (Va Cp + Vp Ça) = \ d'- (l1 (Va V/ (h^ + Vp V< (Ap.)^),

(ô* d/-.,)ap = 1 a* a' (Vp Va /î  + Va Vp A<-<);

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 2 39
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de plus, d'après (3, 12) :

(2 h) (X., XQ == fv. Va (A^/p - 1 V, V/ Aap - 1 Va Vp A,/) a^ a' ̂  6?,
\ ~ ~ /

d'où

(0?2)(^,x,))a,3 = ̂  ̂  ̂  (V^ Va (Ap.)/p + V/: VP (^)/a - V^ V/ h^

- | (VaV^+V^Va)^) . 9

5.5. LEMME. - SiheS^ ( { 0 } ) afor^ ^<=p^-1 { { 0 } ) et ̂  ç^~1 ({ 0 }),

Démonstration. — D'après le lemme 4.10 on §^it qu'alorg h^ €p^ §2 1 ( { 0 } ) ;
choisissons une carte adaptée à la structure produit, alors la condition
AeS^"1 ( { 0 } ) se traduit en coordonnées par les égalités

V^ hki =0 (Z = 1, 2, . . . , dim MQ et V0^ h^ == 0 ((3 = 1, 2, . . . , dim M,.),

or (h^)^ == h^ et la relation V3' (A^ap == 0 impliquent [pour (mj, Xi)
fixe] :

(ô, c^,)^ == V0' (cx)0ap = ̂  ̂  Vk V/ V0' A^ ̂  0.

c'est-à-dire co^eS^ ( { 0 }). •

Démonstration du théorème 5.3. — Soit h ç ^ ' p 1 ( { 0 } ) , tel que
2 h (Xi, Xa) == 0 pour tout plan mixte r. = [ Xi, Xa }.

La forme bilinéaire (s^}(,n,,x,} est identiquement nulle :

0=éî(ç,-^)-|^

or (Oaçâ^1 ( { 0 }) d'après (5.5). Le théorème de décomposition des tenseurs
symétriques de Berger-Ebin [2] implique

c^=0 et o^^-^d^^O,
\ 4 /

on a
V (m,, X,) e TMi, V (m,, XQ € TM,, X,. {X , . h, (X,, X.) { = 0.

En particulieT pour (^2, X-j) fi^é, A311 ^2 (Xa, Xa) = 0, La fonction
h^ (X^, X^) est constante sur Mi [Mi est compacte et le laplacien de
hî (XL>, X^) est nul]. A.j est donc une forme bilinéaire sur M.). Par le même
raisonnement, nous obtenons le résultat analogue avec hi. Les hi étant des
formes bilinéaires sur M^, nous ayons 21 /^ (Xi , Xa) == 0 pour tout plan
mixte, donc 2 h^ (Xi, X^) == 0 pour tout plan mixte { Xi, Xs }. •
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5.6. THÉORÈME. — Si M na pas S'isométries infinitésimale, alors la
condition S h^ (Xi, Xa) == 0 pour tout p^an mixte ^ de M implique h^, =3 0.

Démonstration. — D'après (5.1) :

1 ̂  (X,, X.) - X,.$X,.^ (X,, X,)}.

D'après (5.4), pour (m-i, Xi) fi?cé, $2 vérifie ûÏ ^j = 0, c'est-à-dire
^ed (M,) et l'hypothèse jR (M,) =0 (i = 1, 2) implique ^ = 0.

Dans une carte adaptée, la condition ^ = 0 se traduit par les égalités

V a = 1, 2, . . . , dim Ma, V Xi == ^ -^î V^ (^)/a ̂  a1 = 0.

Fixons a : alors V/, (/^)/a + V/ (/^)/,a ̂  0, ce qui traduit le fuit que la

1-forme définie sur Mi par le vecteur -^ est une isométrie infinitésimale

sur Mi [la 1-forme est (mi, Xi) -> h^ (x,, —)^ or & (Mi) == 0, donc

(^)/a = 0, soit h^ = 0.

5.7. Si & (M,) 7^ 0 on a peu de renseignements sur l'ensemble des h^
vérifiant 2 h^ (Xi, Xs) = 0. Un calcul simple montre que cet ensemble
contient l'espace vectoriel

(il (MQ (g) T*M,) © (T*M, (g) il (MO). •

5.8. COROLLAIRE. — Si (M, go) na pas d'isométriç infinitésimale, afor^
la condition 2 A (Xi, X.j) == 0 pour ^out plan mixte TT, implique que
h=.hi-^h, avec A.CO'T 'M, (i = 1, 2).

6, Un tomme sur Vwiion de 13 (M) @ur Q^^M

6.0. Dans ce paragraphe, nous nous proposons de montrer que parmi
les relèvements d'une déformation de structures riemannieniw g ((),
nous pouvons en choisir de « privilégiés ».

6.1. PROPOSITION. — Soit g (t) une déformation de structure riemannienne
C' au voisinage de 0. Supposons donnée une décomposition algébriqM

(6.2) ^T^M = ê* (T^M)+F.

Il existe un relèvement g {t) de g ((), C au voisinage de 0 dont le jet £} ordre r
r

appartient à (f) F.
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Nous allons démontrer quelques lemmes.
Fixons les notations : soit X un champ de vecteurs (330 sur M engendrant

le groupe de difféomorphismes o^ de M. Soit hçQ^T^M.

6.3. LEMME. — La variation t -> y* (h) a pour jet d'ordre r à l'origine :

' ^ W h )
dt1 = €x ;fx . . . h ( i= l , 2 , ...,r).

i fois

Démonstration. — Par définition de la dérivée de Lie, nous avons

djt^W =^h.

De plus :

(p*(/0 =c??(£x/0.Jt

En raisonnant par récurrence, nous obtenons le résultat. •

6.4. LEMME. — Soit un entier k > 0, alors la variation t \-> y^ (H)
a pour jet d'ordre k à l'origine :

d1 ̂  (h)
dt1 =0 ( i= l ,2 , . . . ,^- l) , dk^(h)

dtk ^-o ~=/cl€x/ î ,

autrement dit la partie principale du développement de Taylor de rô (h)
s'écrit y*, (h) == h + t" £^ A.

Il suffit d'appliquer le théorème de dérivation des fonctions composées
et le lemme 6.3. •

6.5 LEMME. — Soit h(t) une variation de ho (Ao€02 T* M) alors

(i) y*, (h (t)) et h (t) ont même jet d'ordre (k — 1),
..^ d'-
") ^{^{h(t))-^h{t)) =/c !^x(Ao) .

Démonstration. — Elle est immédiate. Il suffit d'écrire la partie principale
à l'ordre r du développement de Taylor de h (t) et d'utiliser la linéarité
de l'action de 51 (M) :

/•
A(0=/io+^fr,

^- (h (0) = ̂  (Ao) +^ ̂  ̂  (A').
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Avec le lemme 6.4 la partie principale du développement de Taylor
à l'ordre r s'écrit :

cp*, (h (0) = Tio +^ ̂ h1•+ ̂  (/r + r 1 £x /îo). •o*, (h (f\\ — h^ -LV r- hir -L r-

6.6. Démonstration de la proposition 6.1. — Soit g {t) un relèvement (Y
au voisinage de l'origine de g {t) dont la partie principale à l'ordre r s'écrit :

r

g(t)^g,+^^h1, avec /^O^M.

Nous allons construire une variation g {t) de go, C' au voisinage de 0
dont le jet d'ordre r est (A'1, h'\ . . ^ A 7 7 ) avec /^eF et qui définit la
même structure riemannienne que g(^) [i. e. il existe une famille de difîéo-
morphismes ^ de M tels que ^* (g (()) = g {t)]. Pour cela nous construi-
sons par récurrence une suite de variations de métriques JCT (M)-équiva-
lentes g71 (() avec

^(O-^O
telles que :

(i) gk {t) et g^ {t) ont même jet d'ordre ( / c — 1 ) ;
kk

®
i=l

(ii) le jet d'ordre k de g^ (() est dans ® F.

II est bien clair qu'alors g' (() répond à la question.
Supposons g7-' (() construite : selon (6.2) sa dérivée k1^ à l'origine

s'écrit hk = o* ̂  + h/k avec /l'^eF.
Notons X^ = — «,- , ̂  et y^ le groupe à un paramètre de difféo-

^ M\ l

morphismes engendré par XA.
Nous posons

^(0=^*(^(0).

D'après le lemme 6.5, g^ (t) a même jet d'ordre k — 1 en 0 que g^ (t)
et la dérivée d'ordre k en 0 de g^ (t) est — S* EA + ^, soit ^/l. La proposition
est donc prouvée. •

7. Le théorème

7.1. Nous appliquons le lemme du paragraphe 6 à la décomposi-
tion (4.11) :

Q2 T* M = ô* (TPM) + ô/71 (i 0 })
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en supposant M ==== M i X M 2 munie d'un produit de métriques go == giXgs.
Une variation de métriques C' au voisinage de 0 dont le r-jet en 0 est

k
dans (3) â^"1 ( { 0 } ) est dite r-réduite.

i=ï

La proposition 6.1 nous permet d'affirmer que toute déformation de
structure riemannienne g (t), C7 au voisinage de l'origine admet un
représentant qui est une variation r-réduite.

7.2. Nous voulons montrer qu'il est impossible que go appartienne à
l'adhérence de l'ensemble Pos (M) des structures riemanniennes à courbure
strictement positive. Nous notons Pos (M) l'ensemble des métriques rieman-
niennes à courbure strictement positive, qui est un ouvert de ^Ïl.

Soit g (t) une variation de métrique riemannienne C7 au voisinage
de 0 dans Pos (M) (sauf go bien sûr). Pour une telle variation il est clair
que :

« Pour tout m€M, pour tout Xi de T^Mi , pour tout X3 de Tm M_> la
première dérivée non nulle de ^ (Xi, Xa) en t == 0 est positive, puisque
pour t > 0, ^ (Xi, X^) > 0 et pour tout t = 0, cr° (Xi, Xs) = 0. »

Une variation vérifiant cette propriété est dite r-positwe.

7.3. Une variation de métriques C' au voisinage de 0 est dite r'produit

si son r-jet appartient à © (in (Q2 T* Mi) © i^ (Q2 T* M,)).

7.4. La propriété pour une variation d'être positive n'a pas de signi-
fication géométrique, si on n'impose pas à la variation d'être réduite.
Considérons en effet pour une famille à un paramètre de difîéomorphismes ç^
telle que ©o = Id la variation y* (go). Si Mi et Ma sont à courbure section-
nelle positive, une telle variation est r-positive puisque les plans mixtes
sont à courbure nulle pour go et à courbure non négative pour
?* (So) (^ 7^ 0). Le théorème qui suit ne s'applique pas : cette variation
ne sera pas r-produit.

7.5. THÉORÈME. — Soit (M, go) une variété produit riemannien sans
isométrie infinitésimale. Toute déformation r-positwe est r-produit.

Le théorème se démontre par récurrence.
Prenons pour hypothèse de récurrence : à l'ordre j (1 ̂ j < r), g (t) est

une variation r-réduite r-positive dont le j-jet à l'origine appartient à

© (^ (01T*J\^) © ̂  (QIT^M.)).
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7.6. A l'ordre 1, l'hypothèse de récurrence est vérifiée : c'est le lemme
de Berger (5.2).

Montrons maintenant que si l'hypothèse de récurrence est vérifiée
à l'ordre j (1 ̂ j < r), elle l'est à l'ordre j + 1-

Soient m€M, XiêT^Mi , X^eT^M,.
D'après le lemme 3.6 :

p-ï
SP (h\ . . . , ̂ -1) (X,, X,) =^ (^ ) [(C7 (X,, X,), C^ (X,, X,))o

- (c1 (x,, XQ, c^ (X,, xo)o]

+ 2 m&T\[hf (cm (xl> X2)ï cn (xlî X2))

jn -+- /i 4-1 == /o
m^l, 71^:1, Z^;l

^ (C- (X,, XQ, C" (X,, XQ)].

D'après l'hypothèse de récurrence, le j-jet de la variation est j-produit,
donc

s^(h\ . . . , A O ( X , , X O = O .
D'après (3.6) encore,

^(X,,XO ̂  = I h^ (X, XQ.

Comme la variation est r-positive et que les dérivées précédentes de la
courbure sont nulles,

1 h^ (Xi, XQ ̂  0.

D'après le lemme 5.2,
i ^+1 (X,, X,) = 0.

Par suite, la variation étant r-réduite [en particulier h^1 e8^1 (0)]
nous avons d'après le théorème 5.3 :

^+1 ei. (OIT^) ( 1=1 ,2 ) .

De plus, comme fv (M) = 0, 4+l = 0.
L'hypothèse de récurrence est donc vérifiée à l'ordre j + 1-- Le théorème

est prouvé. B

7.7. Nous prouverons ultérieurement que la condition jR (M) == 0
est essentielle pour que le théorème 7.4 soit vrai.

7.8. THÉORÈME. — Soit (M, go) une variété produit riemannien sans
isométries infinitésimales. Il n existe aucune variation analytique de métrique
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issue de g, telle que pour £ > 0 et pour tout tç]0, s], g (t) soit à courbure
sectionnelle positive.

Par analytique nous entendons que g (t) est somme de la série de ses
dérivées en 0.

C'est un corollaire trivial de 7.5 en prenant un représentant r-réduit
de la variation g (t), dont on suppose qu'elle existe. Ce représentant est
évidemment r-positif, donc r-produit d'après 7.5, d'où une contradiction. •
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