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SOUS-GROUPES ALGEBRIQUES
DE RANG MAXIMUM DU GROUPE DE CREMONA

Par Micuer. DEMAZURE.

A la mémoire d’ELIE CARTAN,
pour le centiéme anniversaire
de sa naissance.

En 1893, Enriques déterminait les sous-groupes algébriques connexes
maximaux du groupe de Cremona a deux variables (¢f. [4] et [5], p. 52
et suiv.); a conjugaison prés, ces groupes sont de I'un des trois types
suivants :

a. le groupe projectif a trois variables;

b. le produit de deux exemplaires du groupe projectif & deux variables;

¢. pour chaque entier n>>2, le groupe G, obtenu comme suit : on fait
le produit semi-direct du groupe GL, par 'espace de sa représentation
irréductible de dimension n + 1, et on divise le groupe obtenu par son
centre (qui est le sous-groupe de GL, formé des matrices diagonales de
puissance n'*"* 1'unité).

On peut remarquer que ces groupes sont en fait les groupes d’auto-
morphismes des modéles minimaux du plan projectif, respectivement P*,
P! ><P', et les surfaces habituellement notées F,. D’autre part, ces groupes
sont tous de rang 2, de centre nul, de partie réductive de type A, ....
Je me suis donc proposé de chercher dans quelle mesure ces différents faits
se généralisaient au cas du groupe de Cremona Cr,, & n variables, n>x 2,
sur un corps de base k quelconque.

Dans le cas de n variables, n > 2, la recherche des sous-groupes maxi-
maux de Cr,; est compliquée par deux phénomeénes :

1° Il est facile de voir que les sous-tores de dimension n de Gr, sont
maximaux et conjugués (§ 1, n® 6); en revanche, il pourrait exister des
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sous-tores maximaux de dimension << n : le fait que pour tout n les sous-
tores maximaux de Cr,; solent de dimension n est équivalent au fait
suivant :

(C) Toute extension K du corps de base k telle que le corps de fractions
rationnelles K(¢) soit une extension transcendante pure de k de degré
de transcendance = n est elle-méme une extension pure de k.

Dans le cas n =2, (C) résulte du théoréme de Liiroth; dans le cas
général, c’est un cas particulier d’une conjecture de Zariski [9].

20 Si G est un groupe semi-simple adjoint et P un sous-groupe para-
bolique de G, G opére fidélement sur la variété rationnelle G/P, donc
définit naturellement une classe de conjugaison de sous-groupes algé-
briques connexes de Cr,;,n = dim (G/P). Or, comme me I’a fait remarquer
Tits, de tels sous-groupes de Cr,. sont nécessairement maximaux (parmi
les sous-groupes connexes) : cela résulte facilement du fait que G/P est
complet et que G est la composante neutre du groupe des auto-
morphismes de G/P.

Lorsque n = 2, G est nécessairement de rang 2, en vertu des hasards
de la classification des groupes semi-simples.

Pour éviter ces deux difficultés, il convient de rechercher, non pas les
sous-groupes algébriques connexes maximaux de Cr,;, mais ceux qui sont
de rang n, donc qui contiennent un tore de dimension n; dans cet article,
nous nous intéressons aux sous-groupes algébriques de Cr,;, contenant un
tore déployé de dimension n (non nécessairement maximaux). Les résul-
sats principaux sont les suivants : ces groupes sont classifiés par des
structures analogues aux systémes de racines de la théorie des groupes
réductifs déployés (nous les avons appelés « systémes d’Enriques » — préci-
sons que la méthode d’Enriques est entiérement différente); leur partie
réductive est de type A; ceux qui sont semi-simples sont des produits
de groupes projectifs; lorsque k est de caractéristique o, 1ils provien-
nent de schémas en groupes lisses aflines sur I’anneau des entiers
(lorsque k est de caractéristique p, il est nécessaire d’agrandir légére-
ment le radical unipotent par « saturation »); ces schémas en groupes se
réalisent comme groupes d’automorphismes de certains Z-schémas a décom-
position cellulaire obtenus en « ajoutant & un tore déployé certains points
a P'infini ».

Un roéle important est joué par les schémas précédents; la maniére
« d’ajouter des points a 'infini & un tore » est décrite par un « éventail »
(§ 4, n° 2, déf. 1); une étude générale des schémas définis par des éventails
se trouve au paragraphe 4.
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Je n’ai pas pu répondre & des questions qui se posent fort naturellement
au cours de cette étude; une petite liste est donnée au paragraphe 5.

Les résultats principaux de cet article ont été annoncés au colloque
organisé a Nancy en juin 1969 pour le centiéme anniversaire de la nais-
sance d’Flie Cartan, et exposés a I'l. H. E.S. en janvier-février 1970.

Signalons quelques notations et conventions générales : si S est un
schéma, X et S’ des S-schémas, et si s€S, on note respectivement X (5'),
Xy, #(s), X, I'ensemble des points de X dans S’ (i. e. des S-morphismes
de S’ dans X), le §’-schéma déduit de X par changement de base, le corps
résiduel de s sur S et le z(s)-schéma Xg,.n. S1 5= Spec A, on écrit
aussi X(A) au lieu de X(S'). La locution « pour tout point z de X »
signifie « pour tout S-schéma S’ et tout élément x de X(S') ». Enfin,
« et p désignent respectivement le groupe additif-type et le groupe multi-
plicatif-type [«(A) et @ (A) sont donc respectivement le groupe additif
de 'anneau A et le groupe multiplicatif A* des éléments inversibles de A].

1. Sous-groupes lisses du groupe de Cremona.

1. Pseupo-morpuismes. — Rappelons dans un cas particulier la notion
de pseudo-morphisme relatif et ses principales propriétés (cf. EGA, 1V,
§ 20, no 5). ‘

Soient S un schéma et X et Y deux S-schémas lisses séparés et de type
fint. On dit qu'un ouvert U de X est S-dense (= universellement schéma-
tiquement dense) si, pour chaque s€S, 'ouvert U, de la fibre X, de X
en s est dense. Un S-pseudo-morphisme de X dans Y est une classe d’équi-
valence de couples (U, f), ou U est un ouvert S-dense de X et f un
S-morphisme de U dans Y, deux couples (U, f) et (U’, ') étant équivalents
sifetf’ coincident sur UNU’. Si ¢ est un S-pseudomorphisme de X dansY,
la réunion dom (¢) des ouverts U, pour tous les couples (U, f) représentant ¢,
est un ouvert S-dense de X, appelé Pouvert de définition de o, et il existe
un S-morphisme f : dom(g)— Y représentant ¢ (EGA, IV, 20.2.4);
si T est un S-schéma, on dit que ¢ est défini au point z€ X (T) si
x€dom(g) (T)C X(T) et on pose alors ¢(z) = f(z)€ Y(T). Les S-pseudo-
morphismes de X dans Y s’identifient donc aux S-morphismes non prolon-
geables d’ouverts S-denses de X dans Y ; en particulier, chaque S-morphisme
de X dans Y définit un S-pseudo-morphisme auquel on I'identifie. On dit
que le pseudo-morphisme ¢ de X dans Y est S-dominant si, pour tout s€S,
le morphisme dom(¢), - Y, qu’il définit est dominant.

Soient Z un troisiéme S-schéma lisse séparé et de type fini, ¢ un S-pseudo-
morphisme de X dans Y et ¢ un S-pseudo-morphisme de Y dans Z.
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Le S-pseudo-morphisme composé Yo de X dans Z est défini en particulier
dans les trois cas suivants :

a. Le S-pseudo-morphisme ¢ est un S-morphisme de Y dans Z; on a

alors dom (¢ o90)D>dom(¢) (¢f- EGA, 1V, 20.2.5).

b. Le S-pseudo-morphisme ¢ est un S-morphisme plat de X dans Y
(ef. EGA, 1V, 20.5.7); on a alors dom({o9)=1¢""'(dom(})) (EGA,
IV, 20.3.11).

c. Le S-pseudo-morphisme ¢ est S-dominant. En effet, soient (dom(g), f)
et (dom(¢), g) les représentants non prolongeables de ¢ et ¢ respecti-
vement; pour chaque s€S, I'image de f, est dense dans Y,, donc contient
un ouvert dense de Y, (EGA, IV, 1.8.5 et Oy, 9.2.2); 1l s’ensuit que
f'(dom(y),) est un ouvert dense de X,, donc f '(dom(¢)) un ouvert
S-dense de X. Le S-pseudo-morphisme ¢ ¢ est alors défini comme la classe

du couple (f~*(dom(¢})), go(f[f~" (dom(¢)))); on a f~* (dom(¢)) Cdom (- 9),

mais ces deux ouverts sont en général distincts.

Soient S un S-schéma et ¢ un S-pseudo-morphisme de X dans Y, de
représentant non prolongeable (dom(9), f); Pouvert dom(o), de X, est
S’-dense, et le couple (dom(9)y, fs) définit un S’-pseudo-morphisme oy
de Xg; on a dom(g), Cdom(gg), mais ces deux ouverts sont en général
distincts. En particulier, on définit pour tout s€S le %(s)-morphisme o'
de X, dans Y,, dont 'ouvert de définition contient dom(gp).,.

Soient T un S-schéma lisse séparé et de type fini, Z un T-schéma lisse
séparé et de type fini, et U un ouvert T-dense de Z; alors Z est un S-schéma
lisse séparé et de type fini et U est S-dense dans Z [en effet, si s€S,
(Uy), est dense dans (X,), pour tout t€T, donc U, dense dans X,].
Il s’ensuit que tout T-pseudo-morphisme ¢ de Z dans un T-schéma lisse
séparé et de type fini V définit naturellement un S-pseudo-morphisme de Z
dans V; ceci s’applique en particulier lorsque Z = X,;, V=Y, et ¢ = g,,
ou ¢ est un S-pseudo-morphisme de X dans Y. Le pseudo-morphisme
de X ><T dans Y ><(T ainsi obtenu est noté ¢ ><{T.

Enfin, si ¢ est un S-pseudo-morphisme de X dans Y et L un S-pseudo-
morphisme de X dans Z, il existe un unique S-pseudo-morphisme (9, )
de X dans Y ><Z tel que prio(9,$) =g, pr.o (3, §) = ¢.

2. PSEUDO-ISOMORPHISMES ET PSEUDO-AUTOMORPHISMES, — Solent S un
schéma, X et Y deux S-schémas lisses séparés et de type fini et 9 un
pseudo-morphisme de X dans Y. On dit que ¢ est un S-pseudo-tsomorphisme
s’1l est S-dominant et s’il existe un S-pseudo-morphisme ¢ de Y dans X
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tel que $o¢ =1dy; il est alors clair que ¢ est S-dominant, qu’il est déter-
miné par ¢, et que 'on a 9o =1dy. On pose o' =1{.

Prorosition 1. — Pour que le pseudo-morphisme ¢ soit un pseudo-
isomorphisme, il faut et il suffit que son ouvert de définition contienne un
ouvert S-dense U de X tel que ¢ induise un isomorphisme de U sur un ouvert

S-dense de Y.

La condition est évidemment suflisante. Inversement, supposons qu’il
existe un pseudo-morphisme ¢ de Y dans X tel que Vo9 =1idy, 0oy =1dy,
et soient (U, f') et (V', g’) des représentants de ¢ et { respectivement.
Posons U=f"'(V’) et V=g""'(U’"); ce sont des ouverts S-denses de X
et Y respectivement. Montrons que f’ envoie U dans V : si l'on
note f”:U— V' le morphisme induit par [, le composé g of” est I'in-
jection canonique de U dans X et on a

SV = V) = (g (U) = U

il s’ensuit que f’ induit un morphisme f de U dans V. Pour la méme raison,
g’ induit un morphisme g de V dans U, et il est clair que f et g sont réci-
proques 'un de I'autre.

Ezemple 1. — L’injection d’un ouvert S-dense U de X dans X est un
quasi-isomorphisme de U sur X.

Ezxemple 2. — Soient k un corps et X et Y deux k-schémas algébriques
lisses séparés et irréductibles, de corps des fonctions k(X) et k(Y) respec-
tivement. Les pseudo-morphismes dominants de X dans Y correspondent
bijectivement aux k-homomorphismes de k(Y) dans k(X) (EGA, 1,7.1.16);
il s’ensuit que les pseudo-isomorphismes de X dans Y correspondent bijec-
tivement aux k-isomorphismes de k(Y) sur k(X).

Exemple 3. — Si on suppose de plus que X et Y sont deux courbes
complétes, il résulte de ce qui précede et de (EGA, I, 7.1.13) que tout
pseudo-isomorphisme de X dans Y est un isomorphisme.

Soient S un schéma et X un S-schéma lisse séparé et de type fini. Les
S-pseudo-isomorphismes de X dans X sont appelés S-pseudo-automorphismes
de X; ils forment, pour la composition, un groupe noté Psaut(X/S).
Pour tout S-schéma S, et tout S-pseudo-automorphisme f de X, fi est
un S'-pseudo-automorphisme de Xy, et fi>fs est un homomorphisme de
groupes de Psaut(X/S) dans Psaut(Xs/S’). Il s’ensuit que, lorsque S
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varie dans la catégorie des S-schémas, les Psaut(X/S') s’organisent en
un S-foncteur en groupes

S+ Psaut (Xg./Y),

que 'on note Psauty(X) ou Psaut(X).

S1 Y est un autre S-schéma lisse séparé et de type fini, et si ¢ est un
S-pseudo-tsomorphisme de X dans Y, les homomorphismes fr>g¢ofoo™
définissent un isomorphisme de S-foncteur en groupes

Psauts (X) 3 Psautg (Y).

En particulier, soient & un corps et K une extension séparable de type
fini de k; soit E 'ensemble des couples (X, u), ou X est un k-schéma
algébrique lisse et séparé et uw un k-isomorphisme de K sur k(X);
st a = (X, u) et v =(Y,¢) sont deux éléments de E, soit ¢, , le pseudo-
1isomorphisme de X sur Y associé au k-isomorphisme wo ¢ ™" de k(Y) sur k(X)
(exemple 2) et h,,, : Psaut,(X) — Psaut,(Y) I"isomorphisme correspondant.
Les hq,,, a, b€ E forment un systéme transitif d’isomorphismes et on
note Psaut(K/k) le S-foncteur en groupes obtenu par identification
des Psaut,(X) a I'aide de ces isomorphismes. Par exemple, Psaut(K/k) (k)
est le groupe opposé au groupe des k-automorphismes de K, mais on
prendra garde qu’en général, il est faux que Psaut(K/k)(SpecA) soit
anti-isomorphe au groupe des A-automorphismes de K&:A [cela est
pourtant vrai lorsque A est I’anneau des nombres duaux sur k, ce qui
entraine que la k-algébre de Lie de Psaut(K/k) est anti-isomorphe a l’al-
geébre des k-dérivations de K.

Lorsque K est Pextension transcendante pure k(z,, ..., x,), on pose
Psaut(K/k) = Cr,;, et ce k-foncteur en groupes est appelé le groupe de
Cremona & n variables; c’est « le » foncteur des pseudo-automorphismes
d’une k-variété rationnelle de dimension n.

Soient k& un corps et X une courbe algébrique sur k lisse et compléte.
Contrairement & ce qu’on pourrait croire, on n’a pas en général
Psaut(X) = Aut(X) [par exemple, pour X =P, 'algébre de Lie de Aut(X)
est un k-espace vectoriel de dimension 3, tandis que celle de Psaut(X) est
de dimension infinie]; on a cependant Psaut(X)(K) = Aut(X)(K) pour
toute extension K de k. Plus généralement :

Prorosition 2. — Sotent k un corps, S un k-schéma localement noethé-
rien et réduit, et X une courbe algébrique sur k, propre et lisse. Pour tout
point de Psaut(X)(5), c’est-a-dire tout morphisme S —Psaut(X), il existe
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un ouvert dense U de S et un diagramme commutatif

S —— Psaut (X)
A

U-——> Aut (X).

Quitte a remplacer S par un ouvert dense, on peut supposer que S est
normal. Soient ¢ un S-pseudo-automorphisme de X ><;S et ¢ le pseudo-
automorphisme inverse. Il est clair que ¢ est de la forme (¢’, pr.), ou o’
est un pseudo-morphisme de X ><;S dans X; I’ouvert de définition V de ¢
est donc égal & l'ouvert de définition de ¢’. Ce dernier contient tous les
points de codimension =~ 1 de X ;S (EGA, I, 7.3.6), en particulier tous
les points se projetant sur les points maximaux de S. Comme X est propre
sur S, V contient donc un ouvert de la forme X ><,U, ou U est un ouvert
dense de S. Quitte a remplacer S par U, on peut donc supposer que ¢
est partout défini; de méme, on peut supposer que ¢ est partout défini;
comme @ol =doo=1dy, g ¢ est alors un automorphisme.

En général, Psaut(X) n’est pas représentable. On a cependant le
résultat suivant :

Prorosition 3. — Sotent S un schéma et X un S-schéma lisse séparé et
de type fini. Supposons que Uune des deux conditions suivantes soit satis-
fatte :

a. S est artinien;

b. les fibres de X sont géométriquement intégres.
Alors la section unité de Psautg(X) est une tmmersion fermée.

En d’autres termes, notons e : S — Psaut(X) la section unité de Psaut(X);
il s’agit de démontrer que, pour tout S-schéma T et tout carré cartésien

£ —> Psaut (X)

T,

e

S,

le morphisme ¢ est une immersion fermée de S-schémas. D’aprés la défi-
nition du S-foncteur Psaut(X), il est encore équivalent de dire que pour
tout S-schéma T et tout T-pseudo-automorphisme ¢ de X ><T, il existe
un sous-schéma fermé T, de T tel que : pour tout T-schéma S', 95 est le
pseudo-automorphisme identique si et seulement si le morphisme cano-
nique de 5’ dans T se factorise par T,. Or, quitte & changer de notations,
on peut supposer que T =15; soit (U, f) un représentant de ¢, ou U est
Ann. Ec. Norm., (4), II1. — Fasc. 4. 67
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un ouvert 5-dense de X et f un S-morphisme de U dans X. Considérons
le morphisme U - X ><;X de composantes f et I'injection canonique,
et soit U, 'image réciproque par ce morphisme de la diagonale de X ><¢X.
(C’est un sous-schéma fermé de U, et 1l est clair que g est 'identité si et
seulement si U,><(8" = U >8’, c’est-a-dire s1 5’ — S se factorise par le
sous-foncteur S, =[l U,. Il suflit alors de remarquer que S, est bien
u/s

un sous-schéma fermé de S [cela résulte de SGA 3, VIII, 6.4 dans le cas (a),
SGA 3, XI, 6.8 dans le cas (b)].

3. Pseupo-orEraTioNs. — Dans la suite de ce paragraphe, on désigne
par k un corps, par k, une cloture séparable de k, par 1 le groupe de Galous
de k, sur k, par k une cléture algébrique de k,, par X un k-schéma algébrique
lisse et séparé, par G un k-groupe algébrique lisse et par my: G>< G — G le
morphisme de multiplication.

Dérinition 1. — Une pseudo-opération de G sur X est un pseudo-
morphisme de G ><; X dans X satisfaisant aux deux conditions suivanles :

(PO 1) Le pseudo-morphisme ¢ =(pr,, o) de G><;X dans G><,;X est
dominant;

(PO 2) Les pseudo-morphismes ¢o (G ><q) et ¢o(my><1dy) de G ><,G <, X

dans X coincident.
Notons que ¥ est le composé de G >< ¢ et du morphisme

G < X =G ;G <X

déduit du morphisme diagonal de G; il en résulte que (PO1) implique
que G><¢ est dominant, ce qui donne un sens au premier composé qul
intervient dans (PO 2).

Soient VC G ><; X I'ouvert de définition de ¢ et f: V- X le morphisme
défini par ¢; si S est un k-schéma et si g€ G(S), x€ X(S), on dit que
le produit g.x est défint s1 (g, x)€ V(S), et on pose alors g.z = f(g, ).
L’ouvert de définition de ¢o(G>< @) contient (1di><f)"(V); louvert de
définition de @ o (m;>< 1dy) est (m>< idy)~* (V) puisque m,><1dy est plat (n° 1).
On peut donc remplacer (PO 2) par

(PO2') St S est un k-schéma, st g, h€G(S) et x€X(S), et st h.x
et g.(h.x) sont définis, alors gh.x est défint et gh.x = g.(h.x).

A chaque homomorphisme de groupes G -—>Psaut(X), c’est-a-dire
a chaque G-pseudo-automorphisme ¢ : G >, X -+ G ><;X tel que le mor-
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phisme de foncteurs G — Psaut(X) associé soit un homomorphisme de
groupes, associons le pseudo-morphisme ¢ = pr,c¢ de G><,X dans X.

Prorosition 4. — L’application ¢+ ¢ est une correspondance bijective
enlre les homomorphismes G — Psaut(X) et les pseudo-opérations de G sur X.

On voit facilement le pseudo-morphisme ¢ associé a un homomorphisme
de groupes G — Psaut(X) est une pseudo-opération de G sur X. Inver-
sement, soit ¢ une pseudo-opération de G sur X; reprenons les notations
précédentes.

Pour tout g€G, la fibre pr;'(g)CG <,;X s’identifie naturellement
au x(g)-schéma X Qx(g), donc VNpr;'(g) s’'identifie & un ouvert V,
de X ®ix%(g), et ¥ induit un «(g)-morphisme f,: Vo X Q% (g).

Lemme 1. — L’ouvert V, est dense dans X Q% (g) et le morphisme f, est
dominant.

Quitte a remplacer k par %(g), on peut supposer g rationnel sur k. Soit u
Pautomorphisme h+>gh ' du schéma G et considérons le pseudo-
morphisme composé ¢o(u><1ids)ed de G><,X dans X. Il est dominant,
et il existe un ouvert dense W-de G ><;X, tel que, si S est un k-schéma

et si (h, ) € W(8)C G(S) >< X(8S), on ait

(9o (uxidy) o) (h, @) =gh™". (h.2);
il résulte alors de (PO 2) que z€ V,(S) et que

(9o (uxidy) oy) (b, 2) =g.2=fs(2).

Il s’ensuit que V, est dense dans X et que f,(V,) contient I'image de W
par @o(u><idy) o, donc est dense dans X.

D’aprés le lemme 1, le pseudo-morphisme ¢ est un G-pseudo-morphisme
G-dominant; si s; est ’automorphisme de symétrie de G, le méme raison-
nement montre que $'= (ssopri, ¢) est un G-pseudo-morphisme G-domi-
nant de G ><,X dans G ><;X; d’aprés (PO 2), on a $od' =" = id;.x;
il s’ensuit que ¢ est un G-pseudo-automorphisme de G ><;X, donc est
un point de Psaut(X) (G), associé & un morphisme de k-foncteurs
u: G — Psaut(X). Il reste & démontrer :

Lemme 2. — Le morphisme u est un homomorphisme de groupes.

On peut, par exemple, raisonner ainsi : considérons le morphisme de
k-foncteurs d : G ><;,G — Psaut(X) tel que d(g, h) =u(g)u(h)u(gh)', et
le sous-foncteur d'(e) de G ><,G. Il s’agit de prouver que d™'(e) = G < G.
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Or, d’aprés la proposition 3 (n° 2), d~*(e) est un sous-schéma fermé de G;
d’autre part, si K est une extension de k, et si g, h€ G(K), ona fsofi=/[en
d’aprés (PO 2'), donc (g, h)€d " (e) (K), et enfin d*(e) = G ><,G.

Remarques 1. — 11 résulte en particulier de la proposition 4 que, si H
est un sous-groupe algébrique lisse de G, l'intersection VN (H><;X) est
dense dans H><,X et ¢ induit une pseudo-opération de H sur X.

2. S1 X’ est un k-schéma lisse séparé et de type fini, et si w est un
pseudo-isomorphisme de X sur X’, chaque pseudo-opération ¢ de G sur X
définit une pseudo-opération o'= ucpo(G><u)* de G sur X', et les homo-
morphismes G — Psaut (X) et G — Psaut(X’) associés se déduisent 1'un
de l'autre par l'intermédiaire de I'isomorphisme Psaut(X) - Psaut(X’)
déduit de u. Ceci s’applique en particulier lorsqu’on prend pour X’ un
ouvert dense de X; on dit alors que la pseudo-opération ¢’ est tnduite

par ¢.

3. Toute opération de G sur X est une pseudo-opération, et ’homo-
morphisme G -> Psaut(X) associé se factorise par Aut(X). La réciproque
est vraie dans un cas important :

Proposition 5. — Si X est une courbe compléte, toute pseudo-opération
de G sur X est une opération.

D’apreés la proposition 2 (n° 2), il existe, pour tout homomorphisme u
de G dans Psaut(X), un ouvert dense U de G et un diagramme commu-
tatif

G —> Psaut (X)

7

U—> Aut (X).

Si on désigne par p le morphisme (g, k) — gh de U><,U dans G, et par ¢
le morphisme (g, h) = f(g) f(h) de UX ;U dans Aut (X), on a un diagramme
commutatif

u

G
A

P

> Psaut (X)
A

d

U =<, U—L5 Aut(X).

Si R est le carré fibré de p, et si on note py, p»: R — U<, U les deux
projections, on a donc jegep,= jegop,, done gop, = gop.. Comme p est
fidélement plat et quasi compact, il existe un morphisme ¢ : G — Aut (X)
tel que ¢ = vop, donec uep = joqg=jopop, donc enfin u =jo¢, et u se
factorise par j.
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4. PsEUDO-OPERATIONS FIDELES ET REGULIERES. — Soit ¢ une pseudo-
opération de G sur X; d’aprés la proposition 3 (n° 2), le noyau N(¢) de
I’homomorphisme G — Psaut(X) associé est un sous-schéma en groupes
fermé invariant de G, que ’on appelle le noyau de o.

DeriniTioN 2. — On dit que la pseudo-opération ¢ est fidéle st N(o) = e.

Soit ¢ une pseudo-opération de G sur X, notons V ’ouvert de définition
de 9, w = (9, pra) le morphisme (g, z) —~ (g.2,2) de V dans GX;X
et FCG><,X l'image réciproque par w de la diagonale de XX ,X. C’est
un sous-schéma fermé de G><,;X, que l'on appelle le schéma des stabi-
lisateurs de ¢ : s1 S est un k-schéma, le point (g, z) de G(5)><X(S) appar-
tient & F (S) si et seulement si g.z est défini et égal a x. En particulier,
F contient le sous-schéma e¢><V, de G><;X (cf. lemme 1 du n° 3), de sorte
que la projection canonique F — X est dominante.

DerinitioN 3. — On dit que la pseudo-opération ¢ est réguliére si la
projection canonique F — X est fidélement plate.

Prorosition 6. — Pour toute pseudo-opération de G sur X, il existe un
ouvert dense U de X tel que la pseudo-opération induite de G sur U soit
réguliére.

En effet, d’aprés le théoréeme de platitude générique ([3], I, § 3, 3.7),
il existe un ouvert dense U de X tel que la projection canonique
FNn(G><,U) - U soit fidélement plate, et il est clair que le sous-schéma
des stabilisateurs de la pseudo-opération induite est bien Fn (G ><,U).

Prorosition 7. — Soit © une pseudo-opération réguliére de G sur X,
et soit FC G >< X le schéma des stabilisateurs de o.

a. F est un sous-X-schéma en groupes du X-schéma en groupes G ><;X.

b. Le noyau de ¢ est le plus grand sous-schéma en groupes H de G tel
que H ><, X CF; plus précisément, on a N(9) Qik;= m F..

x €X (kg

Il résulte immédiatement de (PO 2") que F est stable par multipli-
cation, c’est-a-dire que le morphisme

mgx<

(GxX) xx(GxX) G xGxX §G><X

envoie F><(F dans F. L’assertion (a) résulte donc du lemme suivant :

Lemme 3. — Sotent S un schéma, H un S-schéma en groupes, K un
sous-S-schéma de H, fidélement plat et de présentation finie sur S et stable
par multiplication. Alors K est un sous-S-groupe de H.
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Considérons le S-morphisme (z,y) — (z, zy) de K <K dans K></K.
Il est induit par un automorphisme de H < H; c’est donc un mono-
morphisme, donc un automorphisme (EGA, IV, 17.9.6); cela entraine
que, dés que T est un S-schéma tel que K (T) £ @, K(T) est un sous-groupe
de H (T); il en est donc en particulier ainsi lorsque T = K. Il s’ensuit
que la section unité de H se factorise par K (puisqu’il en est ainsi apres
le changement de base fidélement plat et quasi-compact K — S). On a
donc K (T) £ O pour tout T, et K est bien un sous-groupe de H.

Démontrons maintenant (b). Considérons le sous-k,-groupe L = n F.

rEX (k)
de G ; il est clair que LD N(9)Quk,; d’autre part, comme L est stable
sous II, 1l s’éerit L Qrk,, ou L est un sous-groupe de G; on a N(¢)CL
et il s’agit de prouver que LCN(¢). Pour ce faire, on peut remplacer k
par k,, donc supposer k = k,. Le sous-schéma F de G <, X majore toutes
les fibres de L ><;X en les points rationnels de X, qui forment un sous-
ensemble dense de X; on a donc FOL <,X. Pour tout k-schéma S,
tout ge€L(S), tout x€X(S), on a donc (g, z)€F(S), donc g.x = x;
1l s’ensuit que L(S)CN(9) (S), ce qui achéve la démonstration.

Gardons les notations de la proposition 7. 51 S est un k-schéma, s1 g€ G(5),
heN(o)(8), x€ X(S), et si g.x est défini, il résulte de (PO 2') que gh.x
est défini et que gh.x = g.z; 'ouvert VC G ><,X de définition de ¢ est
donc stable par multiplication a droite par N (¢)><,;X, et le morphisme
V — X invariant par cette opération; il existe donc un ouvert dense V' de
G’ >, X, ot G'= G/N(¢) et un morphisme ' : V' — X tels que V et f pro-
viennent de V' et f* par image réciproque; en d’autres termes, la pseudo-
opération ¢ provient d’une pseudo-opération de G’ sur X, laquelle est
évidemment fidéle. Utilisant la proposition 6, on en déduit :

Prorosition 8. — Pour toute pseudo-opération ¢ de G sur X, il existe
une pseudo-opération fidéle o' de G/N(¢) sur X et une seule telle que o soit
le composé de o' et de la projection canonique G><; X — G/N(9)>;X.

En d’autres termes, ’homomorphisme G — Psaut(X) se factorise de

maniére unique en la projection G — G/N(¢) et un monomorphisme
G/N(¢) — Psaut (X).

5. PSEUDO-OPERATIONS PSEUDO-TRANSITIVES.

DerintTION 4. — On dit que la pseudo-opération ¢ de G sur X est pseudo-
transitive si le pseudo-morphisme w = (¢, pr.) de G><,X dans X><;X est
dominant.
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Rappelons qu’un espace homogéne sous G est un couple (Y, f) ot Y est
un k-schéma et f: G><,Y — Y une opération satisfaisant aux deux condi-
tions équivalentes suivantes :

(1) le morphisme (f, pr.) de G><;X dans X><,;X est fidélement plat;
(11) 1l existe un sous-groupe H de Gy, et un Gz-isomorphisme de Yz

sur Gz/H.

Alors Y est un k-schéma algébrique lisse et séparé, et f est une pseudo-
opération pseudo-transitive de G sur Y. .

Inversement, si une opération de G sur le k-schéma X est pseudo-
transitive, il existe un ouvert dense Y de X, et un seul, stable et homogéne
sous G. On peut en effet, supposer k = k,; I'image de w contenant un
ouvert dense de X><,X, il existe un point z de X(k) et un ouvert dense U
de X tel que U><{x} soit contenu dans 'image de w; alors I'orbite Y
de z est dense dans X, donc ouverte, et répond a la question.

Lemme 4. — Sotent Y, et Y, deux espaces homogénes sous G et u un
pseudo-tsomorphisme de Y, dans Y., compatible avec Uaction de G. Alors u est
un tsomorphisme de Y, sur Y,.

On peut en effet supposer k = k; soit alors y, € Y,(k) tel que u soit
défini en y, et u™* défini en y, = u(y,); st H, (resp. H.) est le stabilisateur
de y. (resp. y.), Y, s’identifie & G/H,, Y. & G/H., et on a u (gz,) = g,
dés que u(gz,) est défini. On en conclut aussitdét que H,= H,, d’ou le
résultat.

Prorosition 9. — Soit ¢ une pseudo-opération pseudo-transitive de G
sur X. Il existe un espace homogéne Y de G et un pseudo-tsomorphisme
de X dans Y, compatible avec les pseudo-opérations de G.

Notons d’abord qu’en vertu du lemme 4 et la théorie de la descente
galoisienne, on peut supposer k = k,; notons V' Pouvert dense de G><;X
tel que, pour tout k-schéma S et tout couple (g, ) € G(S)><X(S), on ait
(g,2)€V'(S) si et seulement si g.z et g'.(g.z) sont définis. Le
morphisme w: V' — X><;, X étant dominant par hypothése, son image
contient un ouvert dense W de X ><; X. On peut trouver un point z € X (k)
tel que les ouverts V, et W, définis par

Viox @] =(Gx{az})nV,

Wox @)= (Xx{z})nW,

soient denses dans G et X respectivement. Le morphisme j: g+ g.x
de V, dans X est alors dominant; d’aprés (PO 2'), V., est stable par multi-
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plication a droite par F, et le morphisme précédent se factorise par un
- morphisme dominant ¢: V,/F, - X, ou le quotient V /F. est T'ouvert
de G/F, dont I'image réciproque dans G est V.. Il est clair que ¢ est un
monomorphisme : si g, h€V,(8S), ou S est un k-schéma, et si g.o = h.a,

on a d’aprés (PO 2'),

r=g ' (g.2) =g " (h.x) =g "h.x, donc g'heF.(S).
Comme les composantes connexes de V,/F, sont irréductibles, il existe
(3, I, § 3, 4.5 et 4.6) un ouvert dense T de V. /F. tel que la restriction
de ¢ a T soit une immersion, nécessairement ouverte (puisque dominante,
de source et de but lisses). 11 s’ensuit que ¢ définit un pseudo-isomorphisme u
de G/F, dans X, qui transforme la pseudo-opération ¢ en l'opération

naturelle de G sur G/F,.

6. PSEUDO-OPERATIONS D’UN TORE.

Prorosition 10. — Sotent T un k-groupe algébrique lisse et diagonalisable
(resp. multiplicatif), X un k-schéma lisse séparé et trréductible (vesp. géomé-
triquement irréductible), © une pseudo-opération réguliére et fidéle de T
sur X et F le schéma des stabilisateurs de ¢ (n°® 4). La projection canonique
de F sur X est un isomorphisme.

D’aprés la proposition 7 et la définition 2 (n° 4), il suffit de démontrer :

Lemme 5. — St Y est un k-schéma intégre (vesp. géoméiriquement intégre)
et T un k-groupe diagonalisable (vesp. multiplicatif), tout sous-Y-schéma
en groupes fermé et plat F de T ><,Y est de la forme H><,Y, ou H est un
sous-groupe fermé de T.

Cela résulte de SGA 3, IX, 5.4; donnons-en cependant une démons-
tration directe. Il est clair qu’il suffit de faire la démonstration lersque X
est affine, donc Y = Spec A, ot A est une k-algébre intégre (resp. telle
que A @k, soit intégre).

Supposons d’abord T diagonalisable, donc T = Spec k[M], ou M est un
groupe commutatif. Alors T ><,Y s’identifie & Spec A [M] et le sous-groupe F
“donné a Spec B, ou B est une A-bigébre quotient de A [M], plate sur A.
Soit N le sous-groupe de M formé des éléments dont I'image dans B est
nulle. Prouvons que B = A [M/N], ce qui achévera la démonstration dans
le cas ou T est diagonalisable. Quitte a remplacer T par Spec k[M/N],
on peut supposer N = o; Papplication canonique M — B est alors injective.
51 K est le corps des fractions de A, I'application canonique B —~ B ®,K
est injective puisque B est A-plat. Les éléments de M définissent donc
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des caractéres distincts de F @, K, donc sont linéairement indépendants
sur K ([3], II, § 1, 2.9); P’application canonique A [M] — B est injective,
‘donc bijective, ce qu’il fallait démontrer.

51 maintenant T est multiplicatif et A @k, intégre, ce qui précede
s’applique a T @k, et A @ik, et montre qu’il existe un sous-groupe
fermé H de T ®uk, tel que H®, (A Qik) = F @, (A Qxk,). Comme le
corps des fractions de A est linéairement disjoint de k,, il s’ensuit que H
est « défini sur k », 1. e. de la forme H @ik, ou H est un sous-groupe
fermé de T. Alors F ik, = (H QrA) @ik, donc F = H @A, ce qui

achéve la démonstration.

Cororratre 1. — Soient X un k-schéma lisse séparé et géométriquement
irréductible, T un k-tore et © une pseudo-opération fidéle de T sur X. On a
dimT = dim X, et ¢ est pseudo-transitive st et seulement st dim T = dim X.

D’aprés la proposition 6 (n° 4), on peut supposer ¢ réguliére. Soit W
Pouvert de G><;X tel que; pour tout k-schéma S et tout couple
(g, ) € G (S) < X(S), on ait (g, ) € W(S) si et seulement s1 g.z et g*.(g.z)
sont définis. D’apreés la proposition 1 (n® 2), W est dense dans G><,X.
Le morphisme w: W — X><;X tel que w(g, z) = (g.z, ) est un mono-
morphisme; en effet, si S est un k-schéma et si (g, z), (h, y) € W(S) sont tels
que w (g, x) = w (h,y), on a g.x = h.y et x =y, donc

x=gt'.(g.x) =g .(hx)=g"h.x et r=y;

d’aprés la proposition, cela implique g = h et x = y, donc (g, ) = (h, y).
On a donc
dimG + dimX = dim WL dim X + dim X,

avec égalité si et seulement si w est dominant (puisque G><;X et X><; X
sont irréductibles), c’est-a-dire si ¢ est transitive.

CororLLAIRE 2. — Sotent X un k-schéma lisse séparé et géométriquement
irréductible et T un k-tore déployé, tel que dim X = dimT. Soit ¢ une pseudo-
opération fidéle de T sur X. Il existe un pseudo-isomorphisme de X dans T,
transformant @ en Vopération de T sur lui-méme par translations.

D’aprés le corollaire 1, ¢ est pseudo-transitive. D’aprés la propo-
sition 9 (n° 5), on peut supposer que ¢ est une opération de T sur un espace
homogéne X. D’aprés la proposition 10, cet espace homogéne est prin-
cipal, donc trivial d’aprés le « théoréme 90 ».

Ann. Ee. Norm., (4), III. — Fasc. 4. 68
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CororLrLAIrRE 3. — Soit X un k-schéma algébrique lisse séparé et géomé-
iriquement irréductible de dimension n. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) Psaut(X) posséde un sous-foncteur en groupes qui est un tore déployé
de dimension n;
(i1) Psaut (X) est isomorphe a Crp;

(i) X est rationnel.

(1)=>(11) : cela résulte du corollaire 2, puisqu’un tore déployé est
rationnel.

(1) = (11) : c’est clair.

(1) = (1) : comme Cr,; contient Aut(P;) = PGL,, il posséde un sous-
tore déployé de dimension n.

CoroLLAIRE 4. — Les sous-tores déployés de dimension n de Cr,. sont
conjugués.

Soit T, un tore déployé de dimension rn; identifions Cr,; a Psaut (T,)
et soit T, le sous-tore de Psaut (T,) obtenu en faisant opérer T, sur
lui-méme par translations. Si T est un sous-tore déployé de dimension n
de Psaut (T,), 1l existe, d’apres le corollaire 2, un pseudo-automorphisme u
de T, transformant T en T,, donc tel que int(u) T = T,.

Rappelons que si T est un k-tore déployé de dimension n, le k-foncteur
en groupes Aut (T) des automorphismes de T est un k-schéma en groupes
constant, isomorphe & GL(n, Z),.

Cororraire b. — Soit T un sous-tore déployé de dimension n de Cr,.
Notons C (resp. N) son centralisateur (resp. normalisateur) dans Cr,y.

a. On a C = T; en particulier, T est un sous-foncteur en groupes commu-
tatif maximal de Cr,.

b. N est un k-schéma en groupes localement algébrique lisse.

c. Le morphisme canonique N[T — Aut(T) est un isomorphisme.

Identifions d’aprés le corollaire 2, Cr,. & Psaut(T), T opérant par trans-
lations sur lui-méme. Soient S un k-schéma et u€C(S); u est donc un
S-pseudo-automorphisme de T ><,;S, commutant aux homothéties. Défi-
nissons un S-pseudo-morphisme ¢ de T ><;.S dans lui-méme par ¢ (t) = t* u(¢);
alors on a ¢ (1) = ¢(t), de sorte que ¢ est un S-morphisme constant ¢ — t,;
il s’ensuit que u (1) = t,t, donc u = t, € T(S). Ceci démontre (a). Consi-
dérons le foncteur quotient N/T; le morphisme canonique ¢ : N/T — Aut (T)
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est un monomorphisme en vertu de (a); pour démontrer (b) et (¢), il suffit
de prouver que ¢ est un isomorphisme. Soit donc S un k-schéma et u un
S-automorphisme de T><S; considérons u comme un élément de Psaut (T)(S).
On a aussitét u€ N(S) et ¢(u) = u, ce qui démontre I’assertion cherchée.

ProrostTion 11 (¢ passage au quotient par une pseudo-opération d’un
tore »). — Soient T un tore déployé, X un k-schéma algébrique lisse séparé
et irréductible et o une pseudo-opération fidéle de T sur X. Il existe un
k-schéma lisse séparé et irréductible Y et un pseudo-isomorphisme w de T ><, 'Y
sur X, transformant ¢ en Uopération naturelle de T sur T ><,Y (par trans-
lations sur le facteur T).

On peut supposer X affine, soit X = Spec(A) et ¢ réguliére; posons
K = k(X) = Fract(A) et n = dimT; identifions T a g}, donc k(T)
“ak(t, ..., t). Le pseudo-morphisme ¢ est associé & un k-homomorphisme

A: KK, ..., t);
le pseudo-morphisme w: (g, z)— (g.2,x) de G><X dans X><X est un
monomorphisme (prop. 10), ce qui implique que K et A(K) engendrent

le corps K(t, ..., t,). D’autre part, ’axiome (PO 2') entraine la propriété
suivante : ' :

si a€K, et si
Eaat“

:Ebat“

ZAaaT“ 2 g (LT)*
EAbaT“ B Z by (£7)%

dans le corps K (t,7) = K (t1, ..., by 71y - o2y %)

(1) Aa

o Naatt, ¥ batrek[r),

on a

(2)

On peut supposer que le second membre de (1) est une fraction irré-
ductible, et que 'un des b, est égal a 1; le second membre de (2) est alors
aussi irréductible, de sorte que (2) implique l'existence d’un polyndéme

f€k[t, 7], tel que ZAaa'c“:fE a.t*7* et de méme pour les b,. En consi-

dérant les degrés en = des deux membres, on voit que f€k[t], donc que
Aa, = fa,t* et Ab, = fb,t* pour chaque «; comme l'un des b, vaut 1,
on a f= 1, d’ou enfin

(3) ’ Aay— ayt?*, Aby = by t*.
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Soit alors M le sous-groupe de Z" formé des a €2" tels qu’il existe c€ K
avec ¢= 0 et Ac = ct*; ce qui précéde montre que AK est contenu
dans Fract K[M]; comme K et AK engendrent K (¢), on a M = Z". Pour
chaque 1 =1, ..., n, il existe donc ;€ K avec 0,5 o et Af;= 0¢;; soit
d’autre part K, le sous-corps de K formé des c€K tels que AceK;
on a Ac = ¢ pour ¢€ K, [formules (1) et (3)]. Les formules (3) impliquent
alors A(a,/0%) = a,/0%, donc a, = 1,0% avec A, € K,, et de méme b, = 1,07,
avec 1, € K,;. On a donc
% g \! @
Aa:EM s 3240

Epa()“t“ 2;&“6“

, v€K,, soit a€K,(0,, ..., 0,).

300

donc a = v

2 1,0

En résumé, on a K = K,(0,; ..., 0,) avec AL = i pour L€ K, A; = 0;¢;;
il en résulte que les 0; sont algébriquement indépendants sur K,

s1 27\&“ = o, avec A,€K,, on a o = A<27\a9°‘> =27\a6°‘t“, donc

1,0* = o pour chaque «, donc 2, = o. Notons enfin que K, est séparable
sur k, comme sous-extension de Kj il suffit alors de prendre pour Y un
k-schéma lisse séparé et irréductible tel que k(Y) ~ K, et pour u le pseudo-
1somorphisme associé a I'ilsomorphisme

(Y X T) 2k (Y) (b1, ooy 1) Ko (s, - .., 0,) =K.

Remarques 1. — La démonstration précédente est directement inspirée

de Kochevoi [7].

2. 11 est clair que Y est déterminé & pseudo-isomorphisme prés
[puisque k(Y) = K,].

Cororratre 1. — Soient d et n deux entiers tels que o = d -~ n. Les
condilions suivantes sont équivalentes :

(1) tout sous-tore déployé de dimension d de Cr,. est contenu dans un
sous-tore déployé de dimension n;

(11) pour toute extension L de k telle que Uextension pure L (t, ..., ts)

soit une extension pure de k de degré de transcendance n, alors L est une
extension pure de k.

(1) = (i1) : soit L une extension de k satisfaisant a la condition de (ii)
et soit Y un k-schéma lisse séparé et irréductible tel que k(Y) = L;
le schéma Y><p@{ est rationnel de dimension n. L’opération naturelle
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de p? sur ce schéma définit un sous-tore trivial de dimension d de Cr,;;
si celui-ci est contenu dans un tore déployé de dimension n, cette opération
se prolonge en une pseudo-opération effective de p;Dp; sur Y ><p;.
De maniére équivalente (¢f. le cor. 2 a la prop. 10), il existe un pseudo-
isomorphisme de Y><p; dans p} transformant I'opération de p; dansle
premier schéma en I'opération par translation dans le second. En parti-

n—d

culier les « quotients » Y et g7 sont pseudo-isomorphes et Y est rationnel.

(ii) = (i) : soit T un sous-tore trivial de dimension d de Cr,;, ~ Psaut (X),
ou X est rationnel de dimension n; d’aprés la proposition 11, on peut
choisir X de la forme TXY, T opérant par translations dans le premier
facteur. Si (ii) est satisfait, Y est rationnel et on peut prendre Y = p; ™,
de sorte que Popération de T sur T><Y se prolonge en une opération

de T><pi‘~p}.

Remarque. — Ces conditions sont en particulier satisfaites pour d = o,
d = n (évident) et pour d = n — 1 (Liiroth); dans le cas général, une
conjecture plus forte est donnée par Zariski (cf. [9]).

CoroLLAIRE 2. — Soit n un entier >~ 0. Les conditions sutvantes sont
équivalentes :

(i) les tores déployés maximaux de Cr, sont conjugués;

(i1) toute extension L de k telle que Uextension pure L (t) soit une extension
pure de k de degré de transcendance = n est elle-méme une extension pure

de k.

Ces conditions sont satisfaites si n == 2.

2. Etude des sous-groupes de rang maximum
du groupe de Cremona.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par & un corps, et on note X><Y au
lieu de X <Y le produit des deux k-foncteurs X et Y.

1. Pseupbo-prosecTEURS. — Dans ce paragraphe, nous nous proposons
d’étudier les sous-groupes algébriques lisses de Cr,. contenant un tore
déployé de dimension n. D’apres le paragraphe 1 (n° 3), il revient au méme
d’étudier les k-groupes algébriques lisses G possédant un tore déployé T
et munis d’une pseudo-opération fidéle sur un k-schéma lisse séparé irré-
ductible X, rationnel et tel que dim X = dimT. La restriction d’une telle
pseudo-opération a T étant pseudo-transitive (§ 1, n° 6, cor. 1 a la prop. 10),
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elle est elle-méme pseudo-transitive et, d’aprés la proposition 9 (§ 1, n° 5),
on peut prendre pour X un espace homogéne de G; 'opération induite
de T sur X posséde alors une orbite ouverte U (§ 1, n° 5), qui est un espace
homogéne principal sous T (§1, n® 6, prop. 10), nécessairement trivial
(théoréme 90); en particulier U(k) = 0. Soit donc z€ U(k), et soit H
le stabilisateur de x; alors X s’identifie a G/H et le morphisme cano-
nique T — G/H est une immersion ouverte, donc :

(1) le morphisme T ><;H — G nduit par la multiplication de G est une
immersion ouverte.

D’autre part, comme ’opération naturelle de G sur G/H est une pseudo-
opération fidéle, on a '

(2) n gHyg'=e.

€6 (%)

Remarquons d’ailleurs que la condition (1) équivaut a

(1" ona Tnll=¢e el dimT + dimH =dim G,

et implique que H est lisse (et connexe si G P’est). D’autre part, en présence
de (1), la condition (2) équivaut a

(2") on a n tHyt1=e.

reT(%)

Inversement, si G est un k-groupe algébrique lisse, T un sous-tore trivial
de G et H un sous-groupe de G satisfaisant aux conditions (1) et (2),
le k-schéma X = G/H est rationnel en vertu de (1), I’homomorphisme
canonique G —» Aut(G/H) — Psaut(G/H) est un monomorphisme en vertu
de (2) et on a dimT = dim X, de sorte que G répond aux conditions exigées.

Il est avantageux pratiquement de présenter un peu différemment les
résultats précédents. Soient G, T et H comme ci-dessus; considérons
Pouvert T.H de G et le pseudo-morphisme f de G dans T défini par la projec-
tion canonique de T.H sur T. L’ouvert de définition Q de fest T.H; en effet,
considérons le morphisme g+ f(g)™'g de Q dans G; sa restriction a T.H
se factorise par le sous-schéma fermé H de G et il se factorise donc par H
lui-méme; on a done, pour tout point g de Q, g=1{1(g).f(g)'g et g est un
point de T.H. Le morphisme canomque T — G/H = X est un pseudo-
isomorphisme, qui transforme lopération naturelle de G sur X en une
pseudo-opération de G sur T, notée (g, t) — gx ¢, et définie par

(3) gk L=[f(gL).
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Plus précisément, si S est un k-schéma, si g€ G(S) et t€T(S), et si I'un
des deux membres de (3) est défini, 'autre I’est aussi et lui est égal. 1l résulte
de la que f satisfait aux trois conditions suivantes :

(P 1) St S estun k-schéma, si g, g €G (S) el si f(g') est défini, alors f(gg’)
est défint su et seulement st f (gf (g')) Uest et on a alors

JE8) =f(8f(8))-

(P 2) festdéfint en tout point de T et indutt U'identité sur T.

(P3) St S est un k-schéma, si g, g €G(S) et st f(gt)={[(g't) pour tout
pointtde T dans un S-schéma tel que f(gt) et f(g't) sotent définis, alors g = g'.

Derinition 1. — Soit G un k-groupe algébrique lisse et soit T un sous-tore
déployé de G. On appelle pseudo-projecteur de G sur T un pseudo-morphisme f
de G dans T satisfaisant auz conditions (P 1), (P 2) et (P 3) ci-dessus.

S1 [ est un pseudo-projecteur de G sur T, la formule (3) définit une pseudo-
opération fidéle de G sur T, donc un monomorphisme G — Psaut(T),
dit associé a f; par ce monomorphisme, T opére sur lui-méme par trans-
lations [condition (P 2)].

Notons qu’il résulte de (P 1) et (P 2) que, s1 S est un k-schéma et si
g€ G(S) et teT(S) sont tels que f(g) soit défini, alors f(tg) est défini
et on a

(4) Jg) =tf(8);

il en résulte que g%t est défini si et seulement si f(¢' gt) est défini et qu'on a
alors

(5 Sk t=[f(gt) =tf(t7'gt).

Inversement, d’apres ce qu’on a vu plus haut, on a :

TutorimE 1. — St G est un sous-groupe algébrique lisse de Gr,, et st T
est un sous-tore déployé de dimension n de G, il existe un k-tsomorphisme
o+ k(T)-%k(t, ..., t,) et un pseuds-projecteur [ de G tels que l’injection

canonique de G dans Cr,; se décompose en le monomorphisme G — Psaut(T)
assocté a [ et Uisomorphisme Psaut(T) ™ Cr,, défint par ¢.

Si G et T sont comme dans le théoréme 1, un pseudo-projecteur f de G
sur T tel qu’il existe un ¢ ayant les propriétés du théoreme sera dit adapté
a l'inclusion GCCr,,. '

Prorosirion 1. — Sotent G un sous-groupe algébrique lisse de Cr,,
T un sous-tore déployé maximal de G, f et ' deux pseudo-projecteurs de G
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sur T, adaptés a Uinclusion de G dans Cru. Il existe a€T (k) tel que
f (g)=f(aga™") pour tout point g assez général de G.

Soit ¢ (resp. ¢') le k-isomorphisme k(T) *Fk(t, ...,t,) associé a f
(vesp. [') et soit h le pseudo-automorphisme de T défini par le k-auto-
morphisme ¢""'ep de k(T). Si m est l'automorphisme de Psaut(T)
défini par h, on a j = mej, s1 j (resp. j) est le monomorphisme
G — Psaut (T) associé a f (resp. f’). En particulier, 2 commute aux trans-
lations de T, ce qui entraine que A est un morphisme de la forme ¢+ at,
ott a€T(k); la relation ;= moj donne alors la formule annoncée.

2. EXEMPLES DE PSEUDO-PROJECTEURS ET PREMIERES PROPRIETES.
— a. Prenons pour G le groupe affine p.a; d’ordre 1; celui-ci opére sur la
droite affine X, de fagon que le groupe des homothéties ait une orbite
ouverte; si on prend pour H le stabilisateur du point 1, le pseudo-projecteur
associé [ est tel que f(i, A) =p. 4 A si 1 est un point de p; et A un point
de a; tels que u -+ % soit inversible.

b. Prenons pour G le groupe GL.; opérant sur le plan, pour T le tore
diagonal, pour H le stabilisateur du point (1, 1). Alors, le pseudo-projecteur f

est défini par
a b\ _ [(a+0b 0
f c d) 0 c+d)’

¢. Soient G un k-groupe algébrique lisse, T un tore déployé de G et f un
pseudo-projecteur de G sur T.

Soit G' un sous-groupe algébrique lisse de G contenant T. Alors la
« restriction » f’ de f 4 G’ est un pseudo-projecteur de G’ sur T; s1 H est le
noyau de f, le noyau de " est H'=HNG’. Ceci s’applique notamment si
on prend pour G’ le centralisateur dans G d’un sous-groupe fermé de T
([3], IV, §1, 2.5). Prenons en particulier pour G’ le centralisateur de T;
alors la condition (2”) relative & G’ dans lequel T est central implique H =,
donc G'=T. Le tore T de G est donc son propre ceniralisateur (cela résulte
aussi du cor. 5 a la prop. 10, § 1, n° 10); cela implique en particulier que T
est maximal, que le centre de G est multiplicatif, et par conséquent
que G est affine.

_d. Soit Z un sous-groupe fermé de T, central dans G; posons G = G/Z,
T = T/Z. Si g est un point de G et z un point de Z, on a

S(g3) =[f(38) =5f(8) =/f(8) 5,

de sorte que f définit par passage aux quotients un pseudo-morphisme f
‘de G dans T. Alors f est un pseudo-projecteur de G sur T. Les conditions (P 1)
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et (P 2) sont évidentes; pour démontrer (P 3), ou, ce qui revient au méme,

la relation (2') relative a G, il s’agit de prouver que m t(ZH);¢ ' = 7Z;.
tet(k)
On peut supposer k algébriquement clos; notons alors K=H n< m tZHt”)
teT (k)
et démontrons que K =e, ce qui impliquera ’assertion annoncée. On a
des morphismes z: T ><K — Z, h: T < K — H tels que

tht—'==s(t, k) L (¢, k)

pour tout k-schéma S et tout point (¢, k) de T(S) ><K(S). Comme Z est
central dans G, 1l est clair que k> z(t, k) est un homomorphisme pour
tout t; d’autre part, on a z(1, k) = 1. Il suffit alors de prouver :

Lemme 1. — Sotent K un k-groupe affine, T un tore, Z un k-groupe multi-
plicatif, et z : T >< K — Z un morphisme multiplicatif par rapport a la seconde
varvable et tel que z(1, )=1. Alors z=1.

On peut supposer k algébriquement clos, puis remplacer T et Z par le
groupe multiplicatif-type p,= Speck[X, X ']. 51 A est la bigébre de K,
z est donné par un élément x de A[X, X'] tel que A,z =2 @z (avec les

abus de notations évidents). St =Za,~ X', avec a; € A, ceci s’écrit
Ay (@) X":Eai@) ap XJ+k,

ce qui 1mplique aussitdt que z = a,, ¢’est-a-dire que z(t, k) est indépendant
de t, donc que z=1.

e. Soient toujours G, T et f comme ci-dessus, et supposons G connexe
et dimG — dimT =1; alors G est résoluble, mais n’est pas commutatif,
vu (c), donc est le produit semi-direct de T par un sous-groupe G"isomorphe
a «; sur lequel T opére par l'intermédiaire d’un caractére o: T — .

Prorosition 2. — Il existe un tsomorphisme x : a,—> G“ et un homomor-
phisme de groupes ¢ : p— T, uniquement déterminés, tels que, pour tout
k-schéma S et tout n€ar(S), f(z())) soit défini st et seulement si 1 A est
inversible, et qu’on ait alors

(1) J(@)) =p(1+4).
De plus, on a ’ |
(2) (k) k6= [f(x(h) ) =tp(1-+ hx (1))

Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 4. 69
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pour A€a,(S) et teT(S) tels que 1+ ha(t)™ soit inversible, et

(3) O(op:id‘,'k.

Considérons en effet le noyau H de f. Comme H est de dimension't et
non invariant dans G, il est distinct de G“; ¢’est donc un tore et 1l existe
a€G"(k) avec aHa ' CT [un tel a existe en effet aprés extension du corps
de base & k; mais on a Norm,(H) N G“= Cent,(H)NG" et ce dernier est
lisse et connexe et = G*, puisque dans le cas contraire G* centraliserait H
et ce dernier serait contenu dans T; il s’ensuit que Norm;(H)NnG“=ce,
de sorte que a € G“(k)]. On a a>£1 et il existe un isomorphisme z : a; % G*
tel que a=x(—1); soit alors p : py—~ T un monomorphisme tel que
o(ps) =aHa'. 11 existe un pseudo-morphisme z de a, dans p; tel que

(M) =f(x(r))z(1)p(s(4)) "2 (—1)
pour tout point assez général A de «,. Mais cela s’écrit aussi
() =/ (2(1) p(s(2)" @ (2p3(2) —1),

soit f(z(A)) = ¢o(2(R)) et A = apz(A) — 1. Si n est entier tel que ap(1) = p*
pour tout point |+ de py, on a donc z(A)"=1-4 A, ce qui implique n =1
ou n=—1. Quitte & changer p en ¢', on peut supposer n=1, donc
z(A) =1+ A. Cela implique 'existence de z et p satisfaisant a (1), ainsi
que la formule (3); il est clair inversement que (1) détermine z et p. Enfin,
si A est un point de @, et ¢ un point de T, assez généraux, on a

(M) k t=f(x(h)t) =tf (' @(R) t) = tf (@ (ha(£)~)) = tp(1 + A (£)~).

Remarques. — 1. Inversement, s1 T est un tore déployé, o : T — g,
et o : pr— T des homomorphismes tels que «op =1dy,, le groupe G = T; e,
produit semi-direct de T par «, sur lequel il opére grice a «, posséde un
pseudo-projecteur f sur T, donné par f(t, ») =tp(1 4 A).

2. On comparera le résultat obtenu avec 'exemple donné dans (a)

[noter que P+ A = (1 + A/w)].

3. SysTEME D’ENRIQUES DEFINI PAR UN PSEUDO-PROJECTEUR. — Soient G
un k-groupe algébrique lisse, T un tore trivial de G, et fun pseudo-projecteur
de G sur T (n° 1, déf. 1). Notons M le groupe Hom(T, p,) des caractéres
de T, M* = Hom(p, T) le groupe abélien dual et { , > I’accouplement
canonique entre M* et M. Soit g = Lie(G) I’algébre de Lie de G et, pour
chaque m€M, notons g" le sous-espace propre de la représentation
adjointe de T dans g correspondant au caractére m de T. Rappelons que
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les racines de G relativement & T sont les x€M tels que x5£0 et §*5~ o;
on note R I’ensemble des racines de G relativement & T, de sorte qu’on a
une décomposition en somme directe

(1) $=139"D Z g%
aEeR
Tutortme 2. — a. Le groupe G est affine, T est son propre centralisateur
dans G et, st G est connexe, Cent(G) = m KeracCT.
aeR

b. Pour chaque € R, le k-espace vectoriel §* est de dimension 1, il existe
un sous-groupe fermé U, de G, normalisé par'T, un isomorphisme z, : &=~ U,
el un élément o, de M*, uniquement déterminés, tels que, si S est un k-schéma,
si te€T(S) et . €a\(S), on ait

(2) Lo (K) 7' = 2o (2 (1) 1),

(3) S(x(N)) =palt—+2), i1+ ) est inversible.
De plus,

(4) Lie (Uy) = ¢%,

(5) Cpay 2> =1.

c. St a€R et si —a&R, alors Cent,(Kerz) =T.U,.

d. St o€R et st kan€R, avec k€ Q, k~1, on a k= —1. Dans ce cas,
Cent(Kera) est un groupe réductif connexe, de rang semi-simple 1, dont T . U,
et T.U_, sont les deux groupes de Borel contenant T.

e. Le groupe G posséde un plus grand sous-groupe invariant lisse connexe
et unipotent U, et un plus grand sous-groupe réductif connexe L contenant T.
La composante neutre G* de G est produit semi-direct de L par U. St

Ri=Rn(—R)et Rk=R—R, ona

(6) (O(ERA) S (UaCL), (O(GP\,‘) = (U:xCU)»
(7) Lie (L) =g+ Y, #%
: *E€R,
(8) U :nU“’ pour tout ordre total sur R,.
xER,

Démonstration. — Les deux premiéres assertions de (a) ont été démontrées
au n° 2 (¢), la troisiéme en résulte. Soit x€ M, « £ 0; notons T, le sous-tore
maximal du noyau Kera de a, et Z, le centralisateur de T, dans G; on peut
appliquer les parties (¢) et (d) du n° 2 : le k-groupe algébrique lisse Z,/T.
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posséde un pseudo-projecteur sur son tore déployé T/T,. Mais T/T, est
de dimension 1, de sorte que Z,/T, posséde une pseudo-opération effective
sur p, donc aussi sur P;. Appliquant la proposition 5 (§ 1, n° 3) et le fait
que Aut(P,)~PGL, ([3], III, §3, 4.1), on en conclut que Z.,/T. est
1somorphe & un sous-groupe algébrique lisse de PGL,; contenant le tore
maximal canonique de ce dernier. Il y a donc quatre cas possibles :

1°© Z,=T;
20 T est d’indice 2 dans Z,;
30 7, est connexe, dimZ,— dimT =1;

4° Z, est réductif connexe de rang semi-simple 1.

D’autre part, Lie(Z,) est la somme des ¢° et des g° pour tous les mul-
tiples rationnels {3 de o qui sont racines, de sorte que les racines de Z, rela-
tivement a T sont les éléments de RN Q.

Prenons maintenant pour « un élément de R; alors les cas 1° et 20 sont
exclus; dans le cas 3° posons H = Z,; dans le cas 4°, soit H le sous-groupe
de Borel de Z, contenant T et dont « est la seule racine. Appliquant & H
la proposition 2 du n° 2, (e), on obtient (b). Comme {p,, x>=1, on a
T, = Kera, d’ou (¢) et (d). Enfin, (¢) est un phénomeéne général pour les
groupes dont les racines sont de multiplicité 1 et dont les tores maximaux
sont leurs propres centralisateurs.

Cororraire 1. — Les tores déployés maximauzx de G sont conjugués.

Cela résulte de ce que U est déployé (« k-résoluble »); voir par
exemple [10], 11.6.

Pour chaque « € R, et chaque point 1 de g, posons

(9) (i) = (1) pa () i (— 1) = 20 (1 — ) pa (1) = pa () @a ( = f")-

Cororraire 2. — Soit H le noyau de f. Le k-groupe lisse connexze HN G’
est engendré par les tores de dimension 1, images des h,, x € R.

On a aussitot f(h.(p)) =1, donc A, (@) C H. D’autre part, vu la partie (e)
du théoréme, il existe un ordre total sur R, soit «, <. ..<Ca, tel qu'un ouvert
dense Q de G® se décompose en produit T.U,,...U,, (cf.[1], exp. 13, n° 4).
Soit

hh=txq, (M) ... xq, (M)
un point assez général de HNQ. Posons A, = A;. (% fx,, (1,))7"
"=t.fx, k), et K'=1t'z, (X))...2, (X, ). On a, par un calcul immédiat

/,,:/u./zx,(l;)»)’ SOy =,
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et il n’y a plus qu’a recommencer le raisonnement pour h’.... Il s’ensuit
que les points assez généraux de HNG® sont des produits de points
des h.(p), ce qui entraine le résultat.

Cororratre 3. — Si G est connexe, le pseudo-projecteur [ est déterminé
par les ¢, et les x,.

En effet, ceux-ci déterminent H, donc f.

Tutorime 3. — Soit 2€R tel que —a€R. Il existe un homomorphisme
de groupes @, : GLyx— G, uniquement déterminé, tel que
A
(10) cp1<:) 1>:xa(7\), q)a<;\ ?):x_a(l),
B0\ 1 o\
(1) .%<O I)—Pa(u), %(O H)—P—a(#%

. . b s s
Alors, pour tout point (Z d> assez général de GLy;, on a

(12) f(%(i Z))Zpa(wrb) palct+d),

a
c

(13) tu( ) K et (0 bfa(0) palen(t) + ).
Démonstration. — D’aprés le théoréme 2, le groupe Z,= Cent;(Kera)
est réductif de rang semi-simple 1; il existe done (SGA 3, XX, 5.8) un

scalaire z€ k™ et un homomorphisme u : SLy,— G, tels que

u(([) i\>:xa(l), u,<;\ (1)>:x_°‘(5)‘);

posons a* (p) = u<5 1;)p.>' Pour a, b, ¢, d assez généraux, avec ad — bc =1,

on a

(& )=(0 S0l D6 )
donc

o )= (@) 2 aae) (b)),
et

a b N _ " =
f<u< d>> =a*(a) f(z_q(3ac) o (b/a)) — a* (a) f(2—a(zac) pa(1+ bfa))

C
=" (@) pa(1+b/a) f(z_a(sac(1+b/a))),
donc

(14) r(n(f 0))=7 @es( ) palrwze(asoy).

44
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D’autre part, on a <:) r> (I O>=<I+"S :>» donc pour r et s assez

1 S I S
énéraux, et d’aprés (14) :
)
1+7r—+rs

(15) f(zo (r) z_a(zs)) = a* (1 + 1s) pa< p—

> o (1+55(1-+7—+7rs8));
mais cecl vaut aussi

S (aa (r) p—a(1458)) == 0o (1 =4 38) f (o (r(1 4 38))) = 0_»(1 + 38) 0a(1 4 7+ 378).
Comparant a (15), on en tire

I1+r—+rs

(16) a*(1—|—rs)pa< P

>p_a(1+ 5 (1 7~ rs)) = 0o (1 -+ 38) pu (1 4 1+ 578) ;

appliquant « aux deux membres, compte tenu de
oty ay =2, {pa, p=1, {p-a, 2 p=—T1,
on en tire sans difficulté z=1; retournant alors a (16), on obtient
@ (14 78) == 0o (1 78) pa(1+78) 7",
soit, en notation additive
(17) A=

Considérons alors le morphisme ¢ : p,— G tel que ¢(1) = ga () o_a().

On a
V(—I):Pa(—')P—a(—I):Pa(—I)P—a("l)"':a*(—l):l‘(‘o‘ C)

Comme GL,; s’obtient par amalgamation de SL.; et de p [en 1denti-

fiant <—01 _OI> a la section —1 de pk] on en déduit qu’il existe un

homomorphisme ¢, : GLy;— G tel que u = ¢,| SLy et que ¢(1) = o, <§ :)

On a alors

(5 ) =((5 (8 )=o) o) e ps =g ()

comme > 11* est un épimorphisme de p; dans lui-méme, cela implique

o . 1 o
7a(% 7) = alw), ot de mme g} 7)) = a(u)
L’homomorphisme construit satisfait donc bien aux propriétés (10)
et (11) exigées; il est d’autre part clair que ces propriétés le déterminent,
d’ott I'unicité annoncée. Comme la formule (12) se déduit de (13) en
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faisant ¢t =1 dans cette derniére, il reste & démontrer (13). Or, si 6 = ad-bc,

on a
=0 D6 90 D6 )
/
donc '
0 (0 ) =0a(@ -0 aale/2) wa(b]a),
v ()= 0a (@ 0 (0) t2s (e (0)3) albfam (),
et enfin

oo (2 o) = (ox([ ) 0) = el pos(0) £ (oalo(0)/0) pata-+ bax(0)
= pa (@) p—a(0) tpu(1-+b/aa(t)) p—a(r+ ca(l)/d + bec/ad),

ce qui, aprés simplification, n’est autre que (13).
C. Q. F. D.

Cororratre 1. — L’élément non trivial s, du groupe de Weyl de
Centy(Kera) opére sur T par

(18) ' Sa (2) = tpa(a(8)) " p—a(a(2)),
et sur M et M* par

(19) S“(m):m—<Pa_P—aam>a7
(20) sa(m*):m*—'<m*7 a>(Poc_P—oc)-

En effet, la coracine associée & a est a*= p,— p_, [formule (17)], et

on applique SGA 3, XX, 3.1 (i1).

On note w, I’élément de Normg(T) (k) défini par

(21) wa—_-cpa<0 I)a

I O

et on a aussitot les relations

(22) W lwg' = 4 (1),
(23) Wo K =54 (1),
(24) wi—1.

Cororraire 2. — Si BE€R, alors s.(8)€R, et on a

(25) Pty = 52 (p8),
(26) nt (wy,) 0 TR Ty, B)-
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La premiére assertion est claire puisque int(w,) est un automorphisme
de G induisant s, sur T. Pour ¢ et A assez généraux, calculons I’expres-
sion woxg(A) wy'¥t. On a successivement

waxg (1) wy' ke t=wazg(h) J $2(t) = Wa %k (52 () pg (14 23 (52(2))7"))
=52 (p3(1--2/7(2))) = to (1+ 1/ (1),

ou v=s.(8) et p=s.(pg). D’autre part, il existe z€k* tel que
watg(A) wy'= x,(z), donc :

wag () wa' Kt =2y (32) J t =10y (1+5h/Y(2)).

Comparant les deux relations obtenues, on obtient les formules (25) et (26).

Cororratre 3. — Le groupe Normu(T) est produit semi-direct d’un
groupe constant W* par T. Le groupe Normg(T)/T est constant, égal a W,
ou W est engendré par les s,, €R,. St w€W et BER, on a w(B) €R
et puwipy = w(0p)-

Soit W* le sous-groupe de Normg(T) (k) engendré par les w,, «€R,.
I1 est clair que w % t est défini pour tout w € W* et tout t€T (S), et qu’on a
wxt=e. Il Sensuit que W*NT = e. D’autre part, le groupe de Weyl W
de G° relativement a T est le méme que celui de L, donc est constant et
engendré par les s,, a€R,. Comme W* - W est surjectif, cela implique
les deux premiéres assertions. La derniére résulte du corollaire 2.

Remarque. — 11 s’ensuit que n %t est défini dés que n€ Normg(T) (S)
et t€T(S), et que Vopération de Normg(T) sur T ainsi définie induit
sur TC€Normy(T) les translations et sur W*~W Topération naturelle
de W sur T.

Pour chaque racine (3, notons Xg 1’élément Lie(xg) (1) de g; c’est un
élément de base de g°. L’algebre de Lie g° de T s’identifie canoniquement
a M*®zk; st «€R,, notons H, I’élément «*® 1 de ¢°. On a alors

(27) si a€eR;, (X, Xoo] = Hg,
(28) si a€R; et feR, (Adwg) Xg=X,, @)
DerFiniTION 2. — Sotent G un k-groupe algébrique lisse, T un sous-tore

déployé de G, f un pseudo-projecteur de G sur T. On appelle systéme d’ Enriques
assocté a (G, T, f) le triplet (M, R, ¢) ot M est le groupe des caractéres de T,
R cM Pensemble des racines de G relativement a T et ¢ Uapplication o> p,

de R dans M* définie par f.
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Notons que (M, R,, > a*) est la donnée radicielle associée au groupe
réductif connexe déployé (L, T) (¢f. [2], 3.1).

4, RELATIONS ENTRE DEUX RACINES. — Nous gardons les notations du
numéro précédent.

Prorosition 3. — Sotent o, B€R. Pour que U, et Ug commutent, il faut
et il suffit que l'une des deux conditions suivantes sotent satisfaites :

a. 0u= P ;
b. {opy o> =<pxB>=o0.
Soient a€ U, (k), b€ Ug(k), t€T (k). Pour t assez général, on a
flabt)y =tf(t " at.t='bt), f(bat)y =tf (' bt.t=" at).
D’apres la condition (P 3) du n° 1, on en conclut que U, et Ug commutent

si et seulement si on a f(zy) = f (yz) pour z€U,(k) et yeUg(k) assez
généraux. Or si on pose n = {pg, & > et m = {p,, B>, on a

S(@a ) 25 (1)) = f(2a(D) p3 (1 + 1) = pg (1 + () pa (14 A (14 1)),

et de méme

S(2g (1) 20 (3) = pa(1-+ 1) pg (1 (1 4+ A)™™).
Sip,= pg,0onan=m=1, et ces deux expressions sont égales; sin =m = o,
elles le sont aussi. Inversement, si f(x,(A) zg(1)) = f(@(p) 22(1)), on a
pa(A) = pg(B), avee

A— 1—1—7L(I—|—{J-)_”, B— I+}J.(I-—l—;\)_m'

I+ A 1+ [
Appliquant « et $ aux deux membres de I’égalité ¢,(A) = p3(B), on trouve
A=B»,  B=An
donc A™= A, B"=B. 851 m=n=1, on a A =B, donc p,= pp et
on est dans le cas (a). St m = n=—1, alors AB =1, ce qui est visiblement
impossible. 51 mn 1, alors on a identiquement A = B = 1 (puisque A
et B doivent étre des racines de I'unité valant 1 pour A = y.= o), ce qui
implique m = n = o, et on est dans le cas (b).
Remarque. — Si «;€R, avec p,,=p, 1=1, ..., 7, 0n a
S(@a, (M) e, (M) =0 (1 4+ M+ .o+ &) 5
st , €R, avec { p,, ®%; > = 0 pour 1], i=1, ..., 7, 0n a

S(@a, (M) oo, () = pa, (T + Ay) o 0o, (14 ).
Ann. Ee. Norm., (4), III, — Fasc. 4. 70
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CoroLrLATRE. — Soient a, B€R.

a. Si paz pg, 0n a < o B0,
b. St <{pa BO<<o0etpg 2> <<o,alors a4 B=o.

Soient en effet o, BE€R, avec p,~ps, o+ B>£0. Alors o et 3 sont
linéairement indépendantes sur Q, et il existe a, bEN tels que ax+ b ER
et que m(aa+ bf) + na et m(ax+ b3) 4+ n ne soient jamais racines
pour m, n€N, m, n > o. Alors U,..,,s commute a U, et Ug. Comme 0,5~ pg,
on peut, quitte & permuter « etd, SUPPOSET qUe Puuri87 Pa.

D’apreés la proposition, deux cas sont alors possibles :

1’ Paa+bﬁ:Pﬁ¢Pa7 < Pac+5B, a>:<P“’ ad + bﬁ>:0,
2’ {Pasrapy @D =< Paorsgs B> = {pay a2+ 605> =<pp, aa+b3)=o.

Dans le cas 19, on a (g, @ > = { puari, ® >= 0 d’une part,

a+b g, B>={pa, ax +bp>=o,

donc b0 et { g, 3> =—al/b o0 d’autre part. Dans le cas 2°, on a

I:< Paoﬂ+bﬁ» ao —+ b5>:a<9ﬂa+bﬁ7 a>+b<9aa+b‘87 @>:O7

ce qui est impossible. Cela prouve le corollaire.

D’aprés la proposition 3 et son corollaire, si « et 3 sont deux racines,
alors ou bien « + = o, ou bien U, et Ug commutent, ou bien, quitte
a permuter « et 3, on a { gg, * > = 0, { g4, 3> < 0. Dans ce dernier cas,
la relation de commutation entre U, et Ug est donnée par la proposition
sulvante :

Prorosrtion 4. — Sotent o, 3 €R avec { pg, & > = 0. Posons
n=—pa, BO>o0.

a. Si ax+ bBER avec a, bEN, b>o0, on a b=1, 0o=a=n et
Pacrtp = .

b. St 1€N est tel que (’:) 1,5 0, alors B +ia€R.

c. Pour tout k-schéma S et tous L, ). € ax(S), on a

1) 7 (2) () e W)= =] [ arposa (= 00 (5 ) 1),

\

o le produit au second membre est étendu aux 1 €N tels que <'Z> 15 0.
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Siae+ b3€R aveca, bEN, on a b = { pg, ax+ bB >; d’aprés la propo-
sition 3 et son corollaire, on a donc nécessairement b = o0 ou b =1 et
Paarsp= £g; dans ce dernier cas, on a Puu.s87< s, donce

0> 0y, ax +bB> =a—n,

ce qui démontre (a). Montrons maintenant qu’il existe une formule de
commutation

(2) g (3) 28 (1) ‘Tl()‘.)":n:rg+;1(ci7\iy.),

ou le produit est étendu aux i €N tels que 3 +i2€R.
Il existe un ordre total sur R tel qu’un ouvert dense Q de G° se décompose

en produit THUT. On a donc, pour (A, 1) assez prés de (o, o), une formule
veR

2o (1) ag () 2a (M =700 ) | [ 24000 23

faisant opérer int (¢), ou ¢ est un point arbitraire de T, on obtient

T(a(t) A, B ) =7 (%, 1),
Qy(a(8) A, B(E) ) =7 (8) oy (A, ).

La premiére relation implique =1, puisque « et 3 sont linéairement
indépendants; de méme la seconde implique ¢,= o si Y§Qu- Qf.
Siy=aa-+t bB’ aveca, b€Q,ona b = ( s, Y VEZ, a =< bat nog, v DEZ;
il s’ensuit que ¢, (A, p) = ¢y A“p’, ¢, €k, donc que a >0, b> o puisque ¢,

est définie au voisinage de (o, 0). D’aprés (a), on a b =1, donec v = § + i,
1> 0, d’ou la relation (2). ~

Appliquant f au second membre de (2), on trouve, compte tenu de (a)

et de la remarque, pg(I + P‘E ci7\">; appliquant f au premier, on obtient
S (@ (X) 28 (1) 2o (— 1)) = f (2 (D) 28 () pa(1 — 1))

(i )\)f<xa<l 11> (. (1 — W)

= pa(1—4) pg (14 p(1—A)Y) pa<1—f— IT)\)\>:pp<I—I—-IJ.2 (_I)i(?> )\ntl_)’

d’ou les assertions (b) et (c).
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Cororratre 1. — Sous les conditions de la proposition, on a
—1 — s n i
3) ICENOEIMEEENOY | Ears (7)),
[ n
a (daa00) Xp= 3, (— 04} ) ¥t
(5) (Ad g (1) Xo = Xo -+ npXoyg,

(o nX..p signifie o lorsque ni,= o).

Cororratre 2. — Si «, BE€R avec a + £ o, alors
(6) [Xa, Xg] = (< pa, B> —<pps @) Xasp,

ol on conyient que cela signifie [ X, Xg] = o lorsque ({ pay B> — {ep, D)1= 0.

Lorsque p,= gg, on a [X,, Xg] = o (prop. 3) et la relation est vraie.
Lorsque ¢, pg, on peut, quitte & permuter « et 3, supposer < pg, @ > = o.
On dérive alors la formule (4).

Cororraire 3. — Si «,B3€R avec <{p, B>=—n=o0, alors
B+ nz€eRU {o}.

Si n = o, ’assertion est claire. Si @ 4+ 3 =o, alors n =1 et B+ na= o.
Sin>oetsia+ 340, on est dans les conditions de la proposition 4
et on applique (b).

5. LE THEOREME D’ISOMORPHISME.

TratoriME 4. — Sotent G (resp. G') un k-groupe algébrique lisse conneze,
T (resp. T') un sous-tore déployé de G(resp. G'), f(resp. f') un pseudo-
projecteur de G sur T (resp. de G’ sur T”), S = (M, R, p) [resp. S'=(M’, R/, ¢)]
le systéeme d’Enriques assocté (déf. 2). Soit h un isomorphisme de S sur S’
[h est donc un isomorphisme de groupes h : M — M/, induisant une bijec-
tion de R sur R/, et tel que, s1 on note h*: M* - M’* I’isomorphisme contra-
grédient, on ait h* (p(«)) = ¢’ (h(x)) pour tout « €R]. Il existe un k-homo-
morphisme unique u : G > G’ tel que :

1° u(T)C T et winduit ’homomorphisme de T dans T’ associé a h ;

20 pour tout ®€R, on a uox,= z),,(00 T, et x,, sont les isomor-
phismes «;,— U, et a;— U}, définis par f et 7).

De plus, u est un isomorphisme qui transforme T en T’ fen f’.
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Démonstration. — Notons U (resp. U’) le radical unipotent de G(resp. G')
et L(resp. L’) le plus grand sous-groupe réductif connexe de G(resp. G’)
contenant T (resp. T'), de sorte que G(resp. G’) est le produit semi-direct
de L(resp. L) par U(resp. U’), d’apres le théoréme 2, (¢) du n® 2. Posons
R.=Rn(—R), Ri=R'Nn(—R’) et pour «2€R, o« €R|, posons
a* = po— P_uy &' * = po— p_a. Alors (L, T) est un groupe réductif déployé
de ‘donnée radicielle (M, R,, > a*), et de méme pour (L', T’) et h est
un isomorphisme de (M, R;, a+>a*) sur (M’, R, &’ o’*). Soit R, un
systéeme de racines simples de R,; d’aprés le théoréme d’isomorphisme des
groupes réductifs ([2], 3.6.5), il existe un (unique) isomorphisme u,: L - L’
induisant sur T P’homomorphisme u, : T — T’ dual de h et tel que
ULo Ty = Ty pour 2€R,. Monirons que u,°x,= x4 pour tout x€R,.
Comme z, et z_, sont « appariés » (th. 3 du n°2), de méme que .
et 2,4, on peut supposer que « est positive relativement a R, ; soit m son
ordre. Si m =1, alors 2 €R, et ’assertion est claire; raisonnons par récur-
rence sur m. Si m >1, il existe €R, et YER tels que « = 4 v; comme
v est d’ordre m — 1, il s’ensuit que « s’écrit 3 + v, 'assertion étant vraie
pour 3 et y. Comme B et Y ne commutent pas, on a, quitte a permuter {3

et v, (e, Y > <o (n°4), donc nécessairement < pg, v > =—1 (puisque
ey — Y > =—<pp Y =1, d’apres le corollaire a la proposition 3, n° 4).

D’apres la proposition 4, du n° 4, on a

cag(M) @y () 2g(— ) = @a(— ),
et de méme

Zh@) (M) Zhiy (1) Zhp) (— 1) = @y (— M),

donc uy, ° T,= T, vu ’hypothése faite sur {3 et Y.

Considérons maintenant les groupes U et U’, et munissons R,= R—R;
et R,= R’— R, d’ordres totaux se correspondant par ; on a des décompo-
sitions en produit semi-direct

Uu=]]u. u=]]u.

a€R, a'eR),

Utilisant la proposition 4 du n° 4, on voit sans difficultés qu’il existe un
k-isomorphisme (unique) u;: U — U’ tel que uyox.= ), pour 2€R..
Comme T et les U,, « €R,, engendrent L, il résulte aussi de loc. cit. que les
k-isomorphismes u; : L — L’ et uy : U-—>U’ sont compatibles avec les
opérations par automorphismes intérieurs de L sur U et de L/ sur U’;
il s’ensuit qu’il existe un k-isomorphisme u : G - G’ induisant u, sur L
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et uy sur U. Celui-ci transforme f en [’ d’aprés le corollaire 3 au théo-
reme 2, n° 2. Enfin, Passertion d’unicité du théoréme résulte de ce que T
et les U,, a€R, engendrent G.

C.Q.F.D.

Remarque 1. — En modifiant légérement la démonstration précédente,
on peut éviter le recours a la partie difficile du théoréme d’isomorphisme
des groupes réductifs.

Remarque 2. — Une démonstration analogue a celle du théoréme 4
permet d’obtenir la généralisation suivante : sotent G, G/, T, T/, f, f/,
M, M, R, R/, ¢, ¢’ comme dans le théoréme 4. Soit ¢ : M’ - M un homo-
morphisme tel que U* (py,) = ¢ pour &’ €R’ (on note ¢* : M* >~M'* le
transposé de ).

11 existe alors un k-homomorphisme unique u : G -~ G’ tel que :
1° u(T)CT’ et u induit sur T ’homomorphisme associé a h;
20 Y o Xy, = &, pour &' dans R’.

De plus, Ker u est le dual de Coker ¢ et u est un épimorphisme si et
seulement si ¢ est injectif.

Cororrarre 1. — Sout G(resp. G’) un sous-groupe algébrique lisse connexe
de Gr, possédant un tore déployé T (vesp. T’) de dimension n. Soit (n° 1, th. 1)
f(resp. f') un pseudo-projecteur de G (rvesp. G') sur T (resp. T’) adapté
a Uincluston de G (resp. G’) dans Cr, et soit S(resp. S') le systéme d’ Enriques
assocté. Les conditions suiyvantes sont équivalentes :

(1) il existe a € Cr,(k) tel que int(a) G = G,

(m) il existe a€Cr.,(k) tel que int(a) G=G', mt(a) T=T, et
f (aga™") = af (g) a* pour tout point g de G tel que f (g) soit défini;

(111) S et S sont tsomorphes.

(11) = (1) : c’est trivial.

(1) = (11) : cela résulte de la proposition 1 du n°1 et du corollaire 1
au théoréeme 2 du n° 3.

(it) = (11) : c’est clair.

() = (i1) : st S et S’ sont isomorphes, il existe d’aprés le théoreme 4
un isomorphisme u : G - G’ transformant T en T’ et f en f’. Il suffit
alors de prendre pour a I’élément de Cr,.(k) associé a 'automorphisme
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o de k(ti, ..., t,) rendant commutatif le diagramme

k(T) S5k (ty, ..., t)
'H fpl
o v

k(T —k(ty, ..., &),

ou ¢ est associé a f et ¢ a f'(cf. n°1) et ou ¥ provient de l'isomor-
phisme uy : T — T’ induit par u.

En particulier, on voit que la classe d’isomorphisme de S ne dépend
que de la classe de conjugaison du sous-groupe G, et qu’il revient au méme
de classer les S ou de classer, 2 conjugaison pres, les sous-groupes algé-
briques lisses connexes de Cr,; contenant un tore déployé de dimension n.
Le corollaire suivant permet de classer les groupes non connexes :

CororrLaire 2. — Soit G un sous-groupe algébrique lisse connexe de Gr,,
possédant un sous-tore déployé T de dimension n.

a. Le normalisateur N de G dans CGr,. est un groupe lisse, dont la compo-
sante neutre est G.

b. St N(T) est le normalisateur de T dans Cry, ona N = G.(NNAN(T)).

c. Sotent f un pseudo-projecteur de G sur T adapté a Uinclusion de G
dans GCr,, S=(M, R, p) le systéme d Enriques associé, Aut(S) le sous-
groupe de Aut(T) formé des automorphismes de S, WCAut(T) le groupe
de Weyl de G relativement a T. Alors (NNN (T))/T s’tdentifie naturellement
a Aut(S), et N/G a (Aut(S)/W).

Soient d’abord S un k-schéma et uw un point de Cr,(S) tel que
int (u)-Gs= Gg; posons T’ = int(u) Ts, et considérons le S-schéma V
transporteur de T’ dans Tg [pour tout S-schéma S,, V(S,) est I’ensemble
des g€G(S,) tels que int(g) Ts,= Ts]. Comme Centi(T)=T, on voit
facilement que V est un torseur (a gauche) sous Ts; comme T est un
tore déployé, il en résulte que V possede localement une section. Il existe
donc un recouvrement ouvert U; de S et pour chaque : un g,€G(U))
tels que int(g) Ty,= Ty, donc que int(giu) Ty,= Ty, et enfin que
giu€(N(T)nN) (U,); cela démontre (b) comme égalité de faisceaux pour
la topologie de Zariski. Il s’ensuit que le faisceau-quotient N/G s’identifie
a N(T)nN/N(T)nG; or N(T)/T est le k-schéma constant Aut(T),
( §1, n® 6, cor. 5 a la prop. 10), tandis que (N(T)NG)/T est le k-schéma
constant Wy (n° 3, cor. 3 au th. 3). Pour achever la démonstration du corol-
laire, il suffit de prouver que N (k)NN(T) (k)/T (k) s’identifie par Iappli-
cation naturelle a Aut(S), ce qui résulte aussitét du théoreme 4 et de la
proposition 1 du n° 1.
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Dans les conditions du corollaire 2, on voit donc que les sous-groupes
localement algébriques lisses H de Cr,; tels que H°= G correspondent
bijectivement aux sous-groupes K de Aut(S) contenant W : au k-groupe H
on fait correspondre le quotient K = Wy(k)/W, ou W,=(HnN(T))/T
est le groupe de Weyl de H relativement a T.

3. Systémes d’Enriques.

1. DEFINITIONS.

DérinitioN 1. — Soient M un groupe abélien libre de type fini, M* son
dual. On appelle systéme d’Enriques dans M un couple (R, p), ot R est une
partie de M et o : a+> o, une application de R dans M* satisfaisant auz
azxiomes suivants :

(SE1) R est fini.
(SE 2) Pour tout a€R, on a { g4, « ) =1.
(SE 3) Sia, B€R et si p,~ 5, on a { o,y B> = 0.

On dit que le systéme d’ Enriques (R, ¢) est saturable s’il satisfait a la condition
suipante :

(S) St (%:)iezuz est une famille d’éléments de R telle que { p (%), %) <o
pour tout i, alors 2%: o.

Notons en particulier que (S) implique la condition (S') ci-dessous :

(8") Si a, B€R avec {ps, 3> <o et {pp 2> <o, alors o+ = o.

St le systeme d’Enriques (R, ¢) satisfait a (S') (par exemple s’il est satu-
rable) et si 2, 3€ R, quatre cas sont possibles : :

IO f‘a (3,
20 {ppy, o) =< poy 3 = 0;
3% a + B = o;

4° quitte & permuter z et 3, on a { p,, 3> <o et {pg, 2> = o.

En particulier, supposons que 2 4 B€R; alors on est nécessairement
dans le cas 4° et on a p,.3= pg; en effet, on a

1:<Pa+3’ o -+ 5>:<Pm+8, ‘1>+<Pa+37 5>:

quitte & permuter = et (3, on peut donc supposer { ParBs (ﬁ\/ > o; alors
Pusp= gy d’apres (SKE 3), donc g, 2 = pusp, & =1—"pss, 3 >=0;
on a done g5 g5 = fasgy done < a4+ B2 0, donc < pm B0 < o,
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DeriNitioN 2. — On dit que le systéme d’Enriques (R, ¢) est saturé s’il est
saturable [1. e. s’tl satisfait a (S)] et s’il satisfait a Uaziome (Sat) ci-dessous :

(Sat) St «, BeER, avec {pg, x> =0 et {ps B> < o0, alors « + BER.

Comme on I’a vu ci-dessus, on a avec les notations de (Sat), p..g= pg,
donc { gusg, > = o, tandis que (i, a4 3> =pa, B +1. Il s’ensuit
que le systéeme d’Enriques saturé (R, ¢) jouit de la propriété suivante,
plus forte en apparence que (Sat) :

(Sat’) St o, B€R, avec {pg, x> =0 et {po, p>=—n,0on a3+ ix€R
el Pgria= pg pour o =i = n.

En particulier, tout systéme d’Enriques saturé satisfait a

(S") Si a, BER, avec {pg, x> =10, 0on a § — {p, B ra€ER.

Prorosition 1. — Si un systéme d’Enriques satisfait aux azxiomes (S')
et (S"), il est saturable; s’il satisfait & (S') et (Sat), il est saturé.

La seconde assertion résulte aussitdt de la premiére et de ce qu’on a vu
ci-dessus. La premiére résulte de I’assertion plus précise suivante :

Lemme 1. — Soient (R, o) un systéme d’ Enriques satisfaisant aux
axiomes (8') et (S"), et (%).egmz une famille d’élémenis de R telle que
p(%ira), % » << 0 pour tout t. Alors :

(1) on a {p(ai4), 2 > =—1 pour chaque i;

1) on @ — %€ our chaque t;
Rp haque t;
(1) on a E o;= 0.

Posons { g(i;4), % » = — m;. Montrons d’abord qu’on peut se ramener
au cas ou tous les p(a;) sont distincts; supposons en effet, par exemple,
que Pon ait p(x) =p(x). Alors {p(), % >=—m, <o et
{o(o), %) =— m,<<o, de sorte quon est ramené a démontrer sépa-
rément le lemme pour les deux familles (a;, ..., %) et (x, ..., a,).

Montrons ensuite qu’il existe des a;€N, non tous nuls, tels que
zaiaiz 0. Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi, et construisons

par récurrence une suite infini d’éléments-distincts de R, ce qui sera absurde.
On a d’abord <{p(%), %> =—m, <o, donc %, .+ m, ,2,€R,
puisque &, o, 0; posant o, , = %, ;- m, %, on a

< 4 (a:l_i), an—2> :< p (an—l), 11z~2> =—m, ,<O0
Ann. Ec. Norm., (4), 1I1I. — Fasc. 4. 71
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et

!
Apy A 0 == Uy o+ Appy =+ My an# 03

on a alors o, .+ m, .o,  €R..

n—1

On obtient ainsi :

a. que &,= s+ mo%;+...4+ ms... my %, €R;

b. que, si on pose 3 = m,% + m,m%+...4+ m,m,... my_1%, on a
a,+ B€R, puis «,+ NB€R pour tout N >0, d’ou la contradiction
cherchée.

. . ., . N v e
Il existe donc une relation linéaire Zaiaizo avec des a; positifs

non tous nuls. Soit j €Z/nZ; appliquant o(x;) & cette relation, et compte-
tenu des relations < p(a), o> =1, <p(x), @ >=—mj, et
{o(ay), wy =0 pour k~j, on obtient a;>~m; ,a; ,. Comme cela
est vrai pour tout j, on en conclut que les a; sont égaux, soit (1) et que les m;
sont égaux a 1, soit (iii). De plus, cela implique qu’il n’existe pas de rela-

tions Za,aiz o, du type précédent, telle que a,= o. Reprenant alors la

démonstration ci-dessus, on voit que I’assertion (a) reste valable, donc que
o, = 0y+...+ %,=— a, est un élément de R, d’ou aussitdt (11).

\

CoroLrLaIRE. — Le systéme d’Enriques assocté a un pseudo-projecteur
(§2, n° 3, déf. 2) est saturé lorsque le corps k est de caractéristique o.

Cela résulte aussitot du paragraphe 2 (n® 4, cor. de la prop. 3 et
de la prop. 4). '

Pour tenir compte des phénomeénes liés aux caractéristiques < o, nous
posons la définition suivante :

DerinitioNn 3. — Soit p un nombre premier. On dit que le systéme
d’Enriques (R, p) est p-saturé s’il est saturable et s’il satisfait & Uaxiome
sutvant :

(p-Sat) Si a, BER, avec { pg, & > = 0 et  py, (ﬁ>-———n, alors 8 4 ia€R
pouroézénet< >non divisible par p.

Prorosition 2. — Un systéme d’ Enriques satisfaisant a (S') et (p-Sat)
est p-saturé.

En effet, comme (p-Sat) implique (S”), cela résulte de la proposition 1.

\

Cororramre. — Le systéme d’Enriques associé & un pseudo-projecteur
(§2, n° 3, déf. 2) est p-saturé lorsque le corps k est de caractéristique p # o.
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La démonstration est la méme que celle du corollaire a la proposition 1.

Nous avons donc associé aux groupes munis de pseudo-projecteurs
des systémes d’Enriques saturés (resp. p-saturés) qui les déterminent
a conjugaison prés dans le groupe de Cremona (§2, n°5). Inversement,
nous allons prouver dans la suite (§4, n® 7) qu’on obtient ainsi tous les
systémes d’Enriques saturés (rvesp. p-saturés). '

2. SATURATION D'UN sYsTEME D’ENrIQuUEs. — Si (R, o) est un systéme
d’Enriques et si R'CR, alors (R’, p|R’) est également un systéme
d’Enriques, qui est saturable si (R, ) I'est. En particulier, pour qu’on
puisse compléter un systéme d’Enriques en un systéme d’Enriques saturé,
il est nécessaire que le systéme donné soit saturable. Inversement, cette
condition est suffisante; plus précisément, nous allons démontrer le théoréme
suivant :

Tutorime 1. — Soit (R, ¢) un systéme d’ Enriques saturable dans le groupe
abélien libre M. Il existe un systéme d’Enriques saturé (R, _p_> tel que
RcRcN.R (on note N.R I’ensemble des combinaisons linéaires a coefli-
cients entiers positifs des éléments de R) et que ¢ | R = p. De plus, celui-ci
est unique, on a @(E) = o(R), et pour qu'un élément YEN.R appartienne
a R, il faut et il suffit qu’il existe un h€M* tel que { h, Yy > =1 et que, pour
tout r € R, chacune des relations {h, a >>1 et { p,y Y >>1 implique o= A.

La démonstration utilise plusieurs lemmes.

Lemme 2. — Soit (R, ¢) un systéme d’ Enriques saturable. Il existe un
entier N tel que, pour tout systéme (R, ¢’) tel que RCR'CN.Ret o’ |R = p,
et satisfaisant auzx axiomes (SE 2), (SE 3), on ait Card(R’) = N.

Notons tout de suite qu’il résulte du lemme qu’un tel R’ est fini, donc
est un systéme d’Enriques.

Soient C = Card(R) et M = sup(—<¢;, $)>).;en- Montrons que
N=C!2(M+2)...((C—1)M + 2) convient. Soit donc (R’, ¢’) un sys-

téme satisfaisant aux conditions de I’énoncé, et soit YER'. Il existe des
entiers positifs a(a), a€R, tels que Y :Za(a) a; choisissons une telle
écriture de facon que Za(a) soit minimal. En vertu de (Sat), on ne peut

trouver parmi les «€R tels que a(a) soit % o, aucun cycle (%;);eq/nz tel
que < o(%i1), xiy<<o. On peut donc écrire Y= ai% +...+ Anin,
ou les a; sont >~ o0, les o; distincts, et ou < p(a;), ;> >0 pour t <j.
Posant 4;;={p(%), % ), on a hy=1, Aj;>>0 pour i << j, et A > — M.
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Comme on a pour chaque j,

1> p (), Y>:Z)‘ii A,
t

c’est-a-dire an=1, an.=1+Man, ..., a1+ Ma.+...4+ Ma,, le
nombre des familles (a;) possibles, la famille («;) étant donnée, est majoré
par 2(M + 2)...((m —1) M 4 2), d’ou le résultat annoncé.

Lemme 3. — Soit (R, p) un systéme d’Enriques saturable. Soient a, 3€R
tels que { pg, & > = 0,{ pa, B > < 0 et « + B&R. Posons R"= Ru{a+ 3},
et prolongeons ¢ en une application ¢’ : R"—~ M* en posant ¢’ (« 4 ) = ps.
Alors (R/, ¢') est un systéme d’ Enriques saturable.

Les conditions (SE 1) et (SE 2) sont évidentes. Vérifions (SE 3). Comme
(SE 3) est satisfait pour R, il s’agit de vérifier que si YER, avec p,7 g,
on a {py,a+ B>=Z0, cest-a-dire {p,, 2> +<py, B>=0. Comme
ev5%< pg, cecl ne peut é&tre en défaut que si {py, > > o0, c’est-a-dire
si py= po; mais alors (py, a > =1 et {py, 3> <o, done {py, x4+ 3 >=0.
Vérifions (S); comme (S) est satisfait pour R, il s’agit de montrer que si
%y, ..., %, €R et si

<P(a2))a+ﬁ><07 <P(‘1s)’ a‘l><07 ce0y <PB7 all><0t

on a (¢« + )+ a:+...4 a,= o. D’aprés le raisonnement du lemme 1,
on peut supposer que pg et les g(;) sont deux & deux distincts. La relation
cherchée est vraie lorsque < p(a,), @ > <<o, puisqu’ill suffit alors
d’appliquer (S) au cycle (3, «, @, ..., ,). Il suffit donc de prouver qu’il
est impossible que { p(2,), @ > > 0. Si cela était, on aurait { p(a,), f > < o,
done § + a,+ ...+ a,= o [appliquer (S) au cycle (B, «,. ..., ,)]. Appli-
quant p(a,) a DPégalité précédente, on obtient <{ p(a,), 3> >—1, donc
Cploa), @) =Cp(as), a+ ) —Cp(as), f> < o. Cela implique paz= p(xa).
Mais I’égalité
0 =Pu B+ttt )= pa, B 4Py ) - APy %),

ou (g4 B> <o et {pa @ » <o, implique l'existence d’un i > 2 tel
_que < pa, % » > 0, done po= p(%;). Alors § + a;4. ..+ a,= o d’apreés (S),
donc ay+...4 ;i ,=o0. Appliquant p(x;) a cette relation, on
obtient o << o, d’ou la contradiction cherchée.

Lemme 4. — Sotent (R, ¢) un systéme d’Entiques saturé, A une partie
de R telle que RCN.A et soient YEN.A et AEM* tels que (A, v)> =1
et que pour o€A, chacune des relations {h,a>>1 et {5 7> N1
implique po= A. Alors YER et h = p, €p(A).
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Ecrivons v =Zoci, avec ;€ A. Comme (M y>=1, il existe un i tel
que (%, a>>o0 donc k= p(x)€p(A). On peut donc écrire Y= D,

avec o(a;) €p(A), Pun des p(«;) soit g(x;) étant égal & A; choisissons une
telle écriture de longueur minimale. Soit N le nombre des I pour lesquels
e(o) =; on a N> 1, montrons que N =1. 5i N > 1, ’égalité

1= p (e, £>=X,<p (), %>

implique qu’il existe j tel que < p(«;), ;> << 0, ce qui entraine, soit que
a;+ a;= o (auquel cas D'écriture proposée n’était pas minimale), soit
que o;+ o;€R avec o(%:+4 %)) = p(¢;) €9(A) (auquel cas, regroupant o
et o;, on contredit le caractére minimal de I’écriture choisie).

On peut donc écrirey = o, + o, +. . .+ o, avec p(a,) = A, {p(a,), %> =0
pour : =1, ..., n et p(x;)€p(A) pour tout i. Supposons rn minimal,
et montrons que n = o0, ce qui achévera la démonstration. Si n £ o,
Pinégalité {p(a), Y>= o0 1implique Dexistence dun t%1 tel que
Colar), @> <o si i=o, alors dy= oot a, €R et p(d,) = p(as) = A
et I’écriture v = o, + a.+ ...+ @, contredit le caractére minimal de n;
si i£0, on a o= a,+ ©,€R et p(a) = p(x;)€p(A), d’oit une contra-
diction analogue.

Démontrons maintenant le théoréme. Soit (R, ¢) un systéme d’Enriques
saturable. Considérons I’ensemble des systémes d’Enriques satu-
rables (R, p’) prolongeant le systéme donné et tel que R’ N.R. D’aprés

le lemme 2, cet ensemble posséde des éléments maximaux; soit (R, 3) un
tel élément maximal.
D’aprés le lemme 3, (R, §) est saturé. D’autre part, le lemme 4 montre

unicité d’un systéme saturé (R, 3) prolongeant (R, p), ainsi que la carac-
térisation annoncée.

3. ExeEmMPLES DE sysTEMEs pD’ENRIQUES.

Ezxemple 1 : Quotient central. — Soit (R, ) un systéme d’Enriques
dans M. 51 N est un sous-groupe de M contenant R, considérons I'appli-
cation composée ¢’ : R %> M* - N*. Alors (R, ¢') est un systéme d’Enriques
dans N, qui est saturable (resp. saturé, resp. p-saturé) si et seulement
st (R, ¢) Dest.

Si1 (R, p) est le systéme d’Enriques associé 4 un pseudo-projecteur f
d’un groupe affine lisse connexe G sur un tore trivial T, et si N correspond
a un quotient T'=T/Z de T, ou Z est central dans G puisque contenu
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dans les noyaux des racines, alors (R, ¢’) est le systéme d’Enriques associé

au triplet (G/Z, T/Z, f) [§2, n° 2, (d)].

Exemple 2 : Le groupe linéaire général. — Considérons le k-groupe GL,
(n > 2), son tore maximal diagonal D, et 'opération naturelle de GL,;
sur l'espace affine Aj. L’orbite du point a =(1, ..., 1) sous D,; est un

espace homogéne principal sous D,;; on obtient donc un pseudo-projec-
teur f de GL,; sur D, par f(g) = g(a) c’est-a-dire f({a;;)) = diag <<2 aij>>.
Notons ¢;: pr — T, ¢ = 1, ..., n, les homomorphismes tels que

diag (1)) == p1 () - - - pn (fta);

alors le groupe des caractéres M de D, admet comme base la base duale (v)
définie par ©; (diag((p))) = . Les racines de GL,; relativement & Dy
sont les w;— w; avec v % j. Le systéme d’Enriques (R, 9) associé a (G, T, f)
est tel que p(w;— w;) = ¢;. En effet, pour ¢ et j fixés, soit &;;(1) la matrice
1+ 2 E;; ou E;; est 'unité matricielle d’indices ¢ et j. On a

SRR

pour tout point ¢ de D,; et tout point A de a; ; d’autre part,
S (zij(A)) =pi(1+4),

d’ou 'assertion annoncée.
4. SystiMES D’ENRIQUES REDUCTIFS.

Prorosition 3. — Soit (R, p) un systéme d’Enriques dans le groupe
abélien libre M. On suppose que R =— R et que (R, p) satisfait aux
axtomes (8') et (S”) du n® 1 (par exemple est saturé ou p-saturé pour un nombre
premier p donné).

a. Le systéeme (R, p) est saturé.

b. Pour « €R, posons o* = p,—¢_,€M*. Alors (R, x> a*) est un systéme
de racines réductif dans M. De plus, les composantes irréductibles de ce systéme
de racines sont toutes de type A.

Soient o, B€R; si (g, « > <o, on a {gg — x> > o0, donc pg=p_,
et { pg, 2 > =—1. L’axiome (S”) implique donc (Sat), d’ou (a) d’apres
la proposition 1 du n° 1.

Posons pour «€R, €M et ueM*,

CSalz) =ax— ot zHa, Salw) =w—uy a)ar,
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Dire que (R, a+>a*) est un systéme de racines réductif signifie que
pour o, BE€R, on a s.(B)ER et s,(3*)=(s.())*. Démontrons plus géné-
ralement que, si @, J€R, on a s.(3)€R et o, g= s.(ps). Distinguons
plusieurs cas :

10 o,=pg. Alors {gg, —a>=—1, donc {p 4 B>=0 et 3 —a€R
avec Pp o= p_,. Mais cela entraine {a*, B>=Cp,, B>—{p. Br=r,
done s,(B) = B — @ et s,(pg) = ps— (Pa— p_4) = p_a, d’ou I’assertion.

20 o ,= gg. Le méme raisonnement s’applique en échangeant les roles
de o et — a.

30 pu=1904 Alors {0, f>=—1, donc {pg,a>=0, a«-+4 B€R
et puip= pg. Si {p, B> n’était pas nul, on aurait {p ., > <o,
donc g o= p g= pa, ce qui est exclu; on a donc {p_, B>=o0, donc
Caty B) =—1, sa(p) = B+ @ et sa(pg) = pp— Cpp, 2 D" = pg, d'ot Tas-
sertion.

4° ¢ 4= p_g. Le raisonnement ci-dessus s’applique en échangeant les
roles de (3 et — 3. |

50 Silon est dans aucun des quatre cas précédents, on a nécessairement
Cpay Bo=Cpa B) =Cpp 2> =Cpp, 2> =0 et alors s,(B)=p et
$a(Pg) = pp-

Avant de démontrer la derniére assertion, prouvons un lemme :

Lemme 5. — Soit R, un systéme de racines simples de R, et soient o, $ € R,.
Alors, ou bien a et 3 ne sont pas liées et on a

{pas PO =, B> =< pgs 2 >=<p-3, 2 ) =0,

ou bien o et B sont lides par une liaison simple, et quitte & permuter « et {3,
on a {pp %) =< pu B =0, pu=pg.

\

Comme « et  appartiennent & un systéme de racines simples, on a
la*y B> Zo0, {B* a>=0, ce qui exclut les cas 1° et 4° ci-dessus. Le
cas 20 se rameéne & 3° en échangeant les roles de « et 3, d’ou le lemme.

Démontrons maintenant la derniére assertion de la proposition. Consi-
dérons un systéme de racines simples de R et le diagramme de Dynkin
correspondant. Si « et 3 sont deux sommets liés du diagramme, on a,
so0it o, = p_g, soit pg= p_,, les deux cas s’excluant (lemme 5). Orientons
alors la liaison de a vers 3, resp. 3 vers «. On obtient ainsi un graphe orienté;

les sous-diagrammes du type e § ecte s ¢ sont impossibles :
le premier impose en effet p,= p_g= gy, le second p_ .= pg= p_y, ce qui



552 M. DEMAZURE.

est exclu, d’aprés le lemme 5 puisque et Y ne peuvent &tre liés. En chaque
sommet du graphe « part » donc au plus une liaison et « arrive » au plus
une liaison; le graphe ne peut avoir de point triple, donc est formé de
chaines, ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Gardons les notations précédentes. Soient R!" 'une composante irré-
ductible de R et S un systéme de racines simples de R!"; soit ¢ 'opposé

de la somme des éléments de S; alors A = SU{ 3| (diagramme de Dynkin

complété) est un cycle (lorsque S n’a qu’un élément, ce diagramme est
de la forme e——e; on convient de le représenter par ¢ »). Orientons

—

chaque liaison de ce cycle comme ci-dessus : dans la situation e—<— E,
on a pg= p_,. Comme les dispositions e —>—e-—<—e et e —<—e—>—e sont
impossibles, on obtient un cycle orienté. Il existe donc une unique numéro-
tation (o, ..., o) de A telle que o, < o, <...< %,<< o, et que a,= 2.
Cette numérotation de A (ou la numérotation induite sur S) sera dite
canonique. Les racines de R!", combinaisons linéaires des éléments de S,
sont les sommes de parties ni pleines ni vides de A; une telle partie P est
totalement ordonnée, et posséde un plus petit élément «; et un plus grand
élément «; ,; inversement, si ¢ et j sont deux entiers distincts compris
entre 1 et n, il existe une unique partie P ayant les propriétés précédentes,
on la note P = {a|o;=—a << a;}; si « est la somme des éléments de P,
on a, par application répétée de 'axiome (Sat’) p,= p,,; d’ailleurs, — a est
la somme de la partie complémentaire, donc ¢0_,= p,. De plus, comme
les 04, t =1, ..., n sont distincts, ces deux derniéres relations déter-
minent uniquement 2.

Soit A= s+ ...+ 0,3 on a (g ay =0, donc {Ag %)= 0 pour
toute racine o (si o est définie par p,= 04, p—a= Pa, on a donc {p,, 2 ) =1,
—1, o selon que k vaut i, j ou autre chose). Nous dirons que la composante
irréductible de R définie par S est de type projectif (nous verrons au numéro
suivant la raison de cette terminologie) si A;= o.

Prorosition 4. — Soit (R, ¢) un systéme d’Enriques dans le groupe M,
. saturé ou p-saturé pour un nombre premier p convenable. Soit R,=Rn(— R)
la partie symétrique de R, soient R, ..., R\’ ses différentes composantes
irréductibles (prop. 3), et MM, ..., A les éléments de M* correspondant.

a. Le sous-groupe de M orthogonal aux M est somme directe des sous-
groupes engendrés par les RS et de 'orthogonal de 5(R,).

b. Sila composante R\’ est de type projectif, et si « €R, agR'", alors « est
orthogonal & p(R\") et g, orthogonal a R\".
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Soit S un systéme de racines simples de R,; numérotons canoniquement
chaque SNRY; alors la matrice des { ¢,, 3> pour #, 3€S est triangulaire,
de termes diagonaux égaux & 1 d’apres ce qu'on a vu plus haut, d’ou (a).
Avec les hypothéses et notations de (b), soit 2, <...<< «,<< 2, la numéro-
tation canonique du diagramme de Dynkin complété associé a R\’'NS;
on a 9,+...+ g,,=o0. S1 o appartient & R et n’est pas orthogonal
a o(RY"), la relation précédente impose I’existence de deux entiers i, J
avec { Pa, %) >0, {pa, &> < 0; si o, est 'élément de R’ défini par

04,= Puy P—az,= Pu;, ON a alors

(oo 2> <0, (P — 2> =Py — %) =—1<0,

donc « — a,= o, soit « = %, €R{". Enfin, si a€R, «R}", on a p,5 ¢,
d’apres ce qui précede, donc < ¢,, % > = o, pour chaque ¢, donc < p,, 2 >=0
pour chaque .

11 résulte notamment de (a) et (b) ci-dessus que, si R\ est de type
projectif, M se décompose en somme directe M'PM” avec R"CM/,
R —R"cM”, s(R")cM™*, s(R—=R")cM"*; le systetme d’Enriques
(M, R, ) est donc « somme directe » de (M’; R{", o | R\") et (M”, (R — R{"),
o| (R — R™)); de plus, cela implique que RY est un systéme d’Enriques
maximal dans M'.

Tutortme 2. — Sotent k un corps, G un k-groupe réductif connexe,
T un tore mazimal déployé de G, f un pseudo-projecteur de G sur T, (M, R, ¢)
le systéme d’Enriques correspondant. Soient S un systéme de racines simples
de G, (S.).cc la famille de ses composantes irréductibles, (A.).ec les dia-
grammes de Dynkin complétés correspondants, (% 1, ..., % o) la numéro-
tation canonique de A,, ¢ € C. Posons p..;= 9(%), et he= 9. 1. ..+ 0c, nie)-

a. Le centre 7. de G est un sous-tore de T; pour chaque c€C, l'image
de X, : p,— T est contenue dans 7.

b. Soit c€C. Il existe un homomorphisme 9. : GL,),:— G, uniquement
déterminé, possédant les propriétés suivantes :

10 C‘Pc(dlag (p'l’ RS p‘ﬂ(C)» = Pf,i(P‘i) e Pc,n(c)({JW);
20 st P={a|a, ;= a<<a. ;| est une partie connexe non pleine et
non vide de A, et «, sa somme, on a ¢.(1 + K E;j) = z, (1).

c. Les homomorphismes ¢., ¢c€C, commulent deux & deux. L’homomor-

phisme ¢ : Z ><l—_[GL,l(c)k—> G déduit de Uinjection canonique de 7. dans G
ceC
et des 9. est un épimorphisme. Le noyau de ¢ est le sous-tore de 7><p; (on

i

Ann. Ec. Norm., (4), 1IT. — Fasc. 4. , 72
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identifie le centre de GL,. d p«) graphe de I’homomorphisme de p; dans Z
déduit des A..

d. ¢ commute & f et au pseudo-projecteur canonique de Z><HGL,,(,7)/.A :
plus précisément, on a

n(c) n(c)
f<s-]]'<pa<<m/->>>::{[[ Tl p<2 />-

celC celt i=1 j=1

La partie (a) résulte de ce qui précéde la proposition 4 et de la partie (a)
de cette proposition (le sous-groupe engendré par R est facteur direct

dans M). Considérons alors le groupe G'= Z><H GL, ) son tore maximal
ceC

T’=Z><[[D,;(C)/;, et le pseudo-projecteur f’ défim par

cEC
P(TL )= S

j

(cf. exemple 2, n° 3). Le systéme d’Enriques (M’, R/, ¢’) correspondant

est défini comme suit. Notons N le groupe dual de Z, c’est-a-dire le quotient

de M par le sous-groupe engendré par R; on a M'= N><]_—_IZ”‘C’; R’ et ¢’
ceC

s’obtiennent par produit a partir des systémes d’Enriques des différents

facteurs GLy, ), (exemple 2). Soit ¢ : M — M’ ’homomorphisme tel que

pour m€M, on ait

"P(’”) == (”’7 (P(',i(’n))::edl,141’4/1(4‘))7

ou n est la classe de m dans N; on peut alors appliquer a ¢ la remarque 2
du n° 5 (§ 2) (nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les conditions
de loc. cit. sont bien satisfaites) et on obtient un homomorphisme ¢ de G’
dans G qui satisfait a la condition (d). On note alors ¢. I’homomorphisme
induit sur le facteur d’indice ¢ de G’, et la vérification des assertions (b)
et (c) est facile.

Le théoréeme précédent permet de décrire a conjugaison preés tous les
sous-groupes réductifs déployés de rang mazximum de Cry. Ils correspondent
aux systémes (C, n, Z, A), ou C est un ensemble fini, n = (n (¢)).cc une
famille d’entiers > 2, Z un k-tore déployé, et A : p; — Z un homomorphisme.
Un tel systéme étant donné, on considére 'opération naturelle de
G'= Z><]] GL,x sur X'= Z><]] (A}“9—{01}); on envoie d’autre part

ceC ceC
dans G’ par (po).ect> (A((e))s (%)), qui est un monomorphisme; par cet
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homomorphisme p; opére librement sur X’. Le quotient X de X’ par cette

opération est le fibré principal de groupe Z sur IIP';“’"1 associé par A au
ceC
fibré canonique H (AL“'—{01!);le quotient G de G’ par p} opére fidélement
ceC

dans X, c’est le groupe cherché.

A chaque famille d’entiers positifs de support fini m = (m., ..., m,, ...)
telle que 2 ms—+ 3 my+...+ rm,+...= n, associons le sous-groupe S
de Cr,, obtenu en faisant agir de maniére évidente le groupe

PGL{" — (PGLy)" x (PGLy)™ < . ..

sur la k-variété rationnelle

Py = (P})™:x (P})m <. ..

CororrLaIrRE. — Soit G un sous-groupe semi-simple connexe déployé de
rang n de Cr,.

a. Il existe une famille m uniquement déterminée, et un a€ Cr,(k) tel
que int (a) G = S,

b. G est un sous-groupe algébrique connexe maximal de Cr,.

La partie (a) résulte du théoréme en y faisant Z = 1. La partie (b)
résulte de la proposition 4, le systéme d’Enriques obtenu étant maximal.

Remarque 1. — A coté de S, on pourrait aussi considérer le groupe A"
des automorphismes de P}"; c’est le produit semi-direct par S d’un
groupe constant fini, isomorphe au produit [[5;’“. Le corollaire 2 au
théoréme 4 du paragraphe 2, n® 5 montre alors que A"™ est le normalisateur
de 8™ dans Cr,. et que c’est un sous-groupe algébrique maximal de

ce dernier.

Remarque 2. — En fait, la démonstration du théoréme 2 donne I’existence
d’un triplet (G, T, f) correspondant & un systéme d’Enriques réductif;
cela permettrait, si on le désirait, de démontrer en général I’existence d’un
groupe correspondant a un systéeme d’Enriques saturé (resp. p-saturé)
par dévissage. Nous donnerons au paragraphe suivant une construction
basée sur une autre idée, qui a l’avantage de procurer directement un

schéma en groupes sur Z.
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Remarque 3. — La proposition 4 (b) montre plus généralement que si G est
un sous-groupe de Cr,; contenant un tore déployé de dimension n, et si
le systéme d’Enriques correspondant posséde une composante irréductible
de type projectif, alors G est le produit d’un groupe projectif PGL,, par
un sous-groupe de Cr,_,, , possédant un tore déployé de dimension n — m.

4. Certains schémas a décomposition cellulaire.

1. ScHfMA DEFINI PAR UN MONOIDE. — Soit H un monoide commutatif.
Le Z-foncteur qui associe & chaque schéma S, I’ensemble des homomor-
phismes de H dans le monoide multiplicatif sous-jacent a I’anneau H° (S, Oy),
est représentable par le schéma Spec Z[H], ou Z[H] est l'algebre du
monoide H. Ce schéma est dit défini par le monoide H. Par exemple, le
schéma défini par Z est p, le schéma défini par N est a.

Nous utiliserons cette construction dans la situation suivante. On consi-
dére un groupe abélien libre de type fini M, son dual M*, et une partie K
d’une base de M*. Soit My le sous-monoide de M formé des m &M tels que
{ g, m > > o pour tout p € K; notons Vi le schéma défini par Mg. 51 Z[M]
désigne 'algébre du groupe M et e¢” I’élément de base de Z[M] associé
a Iélément m de M, Vi est le spectre du sous-anneau Z[My] de Z[M]
formé des combinaisons linéaires des e”, m € M. Par exemple, si K = @,
Vi n’est autre que le Z-tore T dual de M. De toutes fagons, I’algébre Z[M]
est munie d’une graduation naturelle de type M, qui correspond a une
opération du Z-groupe T sur le Z-schéma V (SGA 3, I, 4.7.3).

Lemme 1. — Soient M un groupe abélien libre de type fint, M* son dual,
K (resp. L) une partie d’'une base de M*, T le Z-tore dual de M.

a. Le Z-schéma Vy est affine, lisse et de présentation finie & fibres géomé-
triques intégres.

b. St LcK, le morphisme canonique V,— Vi est une tmmersion ouverte
de Z-schémas, Z-dominante (§ 1, n° 1), compatible avec les opérations de T.

c. Pour que le morphisme canonique Vin.— VgX V. soit une immersion
fermée, il faut et il suffit quon ait, entre parties de M*, la relation

N.KNN.L = N.(KnL).

(Naturellement, si ECM*, N.E désigne ’ensemble des combinaisons
linéaires a coeflicients entiers > o des éléments de E.)

Soit K, le complémentaire de K dans une base de M*, et soit BUB,
la base duale de KU K, ; le monoide My s’identifie naturellement a N® x Z*,
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donc Vi a a®" X ™, d’ou (a). Si L est contenu dans K, soit C la partie de B
associée a L; dans l'identification précédente, V, devient a° X "X ™
d’ou (). Enfin, avec les notations de (c), le morphisme proposé est une
immersion fermée si et seulement si 'application Z[My] Q@ Z(M,] - Z[Mg,.]
est surjective, c’est-a-dire si Mg+ M,= My,.; d’autre part, ’ensemble
des p€M* tels que { o, m > >~ 0 pour m€My (resp. M,, resp. My,,) est
N.K [resp. N.L, resp. N.(KnL)J; 'égalité My+ M, = My, équivaut par
polarité a N.KNN.L = N.(KnL), d’ou (¢).

Soit K comme ci-dessus, et soit L une partie finie de M*; considérons
I’homomorphisme de Z-groupes p*— T associé par dualité a ’homomor-
phisme M — Z" défini par L.

Lemme 2. — Sott R un anneau non nul. Pour qu’il existe un morphisme
az— (Vi)n prolongeant I’homomorphisme pi— Ty, il faut et il suffit que
LCcN.K. '

En effet, cela équivaut, a ce que ’homomorphisme R[M;] - R [Z"]
défini par L se factorise par R [N"], c’est-a-dire que les éléments de L
prennent des valeurs positives sur My, ce qui signifie que LCN. K.

2. EVENTAILS ET SCHEMAS ASSOCIES.

Dirinition 1. — Soit M* un groupe abélien libre de type finit. On appelle
éventail dans M* un ensemble finv X de parties de M tel que :

a. chaque élément de X est une partie d’'une base de M* ;

b. toute partie d’un élément de X appartient ¢ X;

c. st K, L€X on a NNKNN.L =N.(KnL).

Toute partie héréditaire d’un éventail est un éventail, toute intersection
K
d’éventails est un éventail.

Si X est un éventail, le support | X | de X est défini par

]E[:UK:{()EM*,{Q}GE}.

KeX

Pour tout K€ZX, on a N.KNn|XZ|= K [en effet, si peN.Kn|X|,
on a pe€N.KNN.{p|=N.(Kn{p}), donc Kn{p|#0 et cs€K].
D’aprés (b), | £|, muni de la structure défini par V’ensemble de parties X
est un schéma simplicial ([6], p. 37).

S1 KeZX, soit N, .K I’ensemble des 2 a,9, ou les a, sont des entiers > o.
pEK



558 ) M. DEMAZURE.

En présence de (a), la condition (¢) équivaut a
. st K, L€ZX, ona N_.KNN,_.L =0,

de sorte que les N, . K, K€ X, forment une partition de la partie Q de M*
réunion des N. K, K €ZX. On dit que X est complet s1 Q = M*.

Soit n le rang de M*. Considérons le R-espace vectoriel M* @R et ’espace
topologique S quotient de M*®@R — { o | par la relation d’équivalence
dont les classes sont les demi-droites ouvertes issues de I’origine (S est donc
homéomorphe i la sphére euclidienne S, ,); pour chaque K€&€ZX, soit E la
partie de S image de R].K, et notons Sy la réunion des Si. Il est clair
que Sy s’identifie naturellement a la réalisation géométrique du schéma
simplicial |Z| et que, pour K€X, Ey s’identifie alors a la partie fermée
de Sy associée au simplexe K.

Ezxemples. — 1. Prenons M*= Z", soient 0, ..., 9, les éléments de la
base canonique, et posons g, =— p;—...— p,. On prend pour |X|
Pensemble des ¢;, i = 1, ..., n - 1 et pour X I'ensemble des parties de | I |

distinctes de la partie pleine. Alors X est un éventail complet, le schéma
simplicial | X | est le bord du simplexe type de dimension n.

2. Prenons n = 2, M*= 2Z*; soit r un entier >~ o; posons o, = (1, r),
o= (—1,0), po= (0, — 1), 12' I = { Pvs P— Poy — Do j, et prenons
pour X I’ensemble des parties suivantes de | X | : la partie vide, les parties
a 1 élément, les parties | p., &= p, |, et { o, &= g, |. Alors T est un éventail
complet dans M*.

3. Nous verrons plus tard qu’on peut associer & tout systéeme d’Enriques
un éventail (¢f. n° 7).

Soient M un groupe abélien libre de type fini, M* son dual et ¥ un
éventail dans M*. A chaque K €ZX, associons le schéma Vi défini au n° 1,
et considérons les morphismes V,— Vi associés aux inclusions LCK,

L, KeZX.

DeriNitioN 2. — On appelle schéma défini par Uéventail T le schéma X
obtenu par recollement des Vy, K parcourant X, a Uaide des immersions
ouvertes Vgnr— Vi, Viar—> Vi, pour K, Le€ZX.

Prorosition 1. — Le Z-schéma X est lisse, séparé, de présentation finie,
a fibres intégres.

Cela résulte immédiatement du lemme 1 (n° 1) et des définitions.
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Remarques. — 1. Si X est un ensemble de parties de M* satisfaisant
aux conditions (a) et (b) de la définition 1, on peut définir un schéma par
la définition 2. Celui-ci est séparé si et seulement si ¥ est un éventail
(lemme 1).

2. Dans les deux exemples d’éventails donnés ci-dessus, on obtient
respectivement pour X l'espace projectif type P" et la surface appelée
habituellement F, ([8], p. 151).

Notons T le Z-tore dual de M; il opére naturellement sur X et cette
opération induit sur Vg=TCX lopération par translations de T sur
lui-méme. '

Soit Ke€ZX; posons Ay= Z[M] et considérons le sous-schéma ouvert
Vi= Spec Ax de X; notons fx:M — Z" I’homomorphisme défini par
la partie K de M*, de sorte que M= fi' (N¥); soit M; la partie de M
formée des m tels que fx(m) 7 o0; on a My= Ker fxUMg. Notons my
I'idéal de Ax engendré par Mg; i1l définit un sous-schéma fermé
Zx= Spec Ag/my de Vi, et Phomomorphisme canonique Z[Ker fx] - Ax/myg
est bijectif. Notons e; la section de Zyx associée par cet isomorphisme
a la section unité du tore dual de Ker fy, c’est-a-dire du tore-quotient T/Ty,
ou Ty est le sous-tore de T image du morphisme "> T dual de fx. Avec ces
notations, on a sans difficultés :

Prorosition 2. — a. L’ensemble X est réunton disjointe des ensembles
sous-jacents aux sous-schémas Zg, K parcourant £. Chaque ouvert V., L €ZX,
est réunion des Zg pour KCL.

b. Pour chaque K €X, U'adhérence dans X de la partie Zy est la réunion
des 7., ou KCL.

¢. Pour chaque K€ZX, le morphisme t—t(ex) de T dans X induit un
isomorphisme de T[Ty sur le sous-schéma Zy.

En d’autres termes, les orbites de T dans X sont des sous-schémas;
elles correspondent bijectivement aux éléments de I’éventail X, et la
relation « Z, est adhérent a Zg » équivaut a « KCL ».

Notons que Zg= Vg= T, et que eg= 1€T (Z).
Si L est une partie finie de M*, ’homomorphisme de groupes M — Z*

défini par L est associé & un homomorphisme de Z-groupes p'— T, que
Pon appelle I'homomorphisme défini par L.

Proposition 3. — Soit L une partie finie de M* et soit k un corps. Les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(1) il existe Ke€X tel que LCN.K;
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(ii) homomorphisme p"—T défini par L se prolonge en un mor-
phisme o' — X;

(1i1) Phomomorphisme p;— T\ défint par L se prolonge en un morphisme
de &} dans X;.

(1) = (1) : cela résulte du lemme 2 (n° 1).

(i) = (111) : c’est trivial.

(ili) = (1) : soit ¢: a;—> X; un morphisme prolongeant le morphisme
u : pi— T, défini par L; il existe K€X tel que ¢ (o, ..., 0)€ Vi(k).
Soit (a,),¢r une famille d’entiers > o0, et considérons les morphismes
o 1 ap—>a et u, : pu— py envoyant z sur (2%),c.. Le morphisme

uou : Py— Th est défin1 par I’élément 2 a,p de M*; comme
popy(0) =v(0, ...,0)€EVg(h),

pop, se factorise par (Vi).. D’aprées le lemme 2 (n°1), on a donc
}:appeN.K. Comme ceci est vrai pour toute famille (a,) telle que a, > o,
ona LCN.K.

Cororraire 1. — Soit k un corps. Le k-schéma X, et Uinclusion de Ty
dans X déterminent U’éventail X.

En effet, ils déterminent les parties N.K de M*, K€ZX, et chaque N.K
détermine la partie K dont elle provient.

Rappelons que les N,.K, Ke&ZX, forment une partition de
Q=|_JN.KcM*.

KeX

Cororraire 2. — Soit p€M*. Pour que le morphisme o:p — T se
prolonge en un morphisme o : « - X, il faut et il suffit que o €Q. De plus,
st cette condition est réalisée, on a les équivalences :

(7o) €Zs(Z)) & (o) =ex) < (peN..K),
(5(0)eVi(Z)) < (peN.K).

La premiére assertion résulte de la proposition. Les autres se déduisent
des constructions explicites données.

Lemme 3. — Supposons Uéventail £ complet. Soient ;€M* et KeX.
Il existe LeX et o'€N.K tels que KCL et o+ o'€N.L.
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Sotent o4, ..., o, les éléments de K et considérons les éléments
ho=¢p¢+ales+...+ o )EM*, a€N. Comme X est complet et fini,
il existe L€X tel que ’ensemble des a €N tels que A, €N.L soit infini.
On a alors nécessairement 0,4 ...+ ¢, €N.L, donc

oi+...+0,€N.LANN.K=N.(LnK),

ce qui implique LN K =K et achéve la démonstration.

Notons en particulier qu’il résulte de ce lemme que, lorsque X est complet,
tout élément maximal de X est une base de M.

Prorosition 4. — Soit k un corps. Les conditions sutvantes sont équi-
valentes :

(1) le Z-schéma X est propre;

(11) le k-schéma X est propre;

(ii1) Péventail X est complet.

(1) = (11) : c’est trivial.

(1) = (m) : si X, est propre, tout homomorphisme ¢: p,— T, se

prolonge en un morphisme a;,— X;; d’aprés la proposition 3, cela entraine

que I est complet.

(i11) = (1) : utilisons le critére valuatif de propreté (EGA, II, 7.3.8).
Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions F, et
soit € X(F). Soit K&X tel que z€Zg(F) (prop. 2). Reprenons les nota-
tions introduites avant la proposition 2. Le point x est donc défini par un
homomorphisme de monoides w de My dans le monoide multiplicatif F,
qui envoie My sur o, et Kerfy dans F*. Composant u|Kerf; avec la valua-
tion ¢ de F, on obtient un homomorphisme de groupes ¢ : Kerfy — Z,
que I'on peut prolonger en un homomorphisme o: M —Z. D’aprés le
lemme 3, il existe une partie L de X, contenant K et un élément o’
de N.K tel que p + p'€N.K; quitte a remplacer ¢ par ¢ + ¢’, on peut
donc supposer que ¢ € N. L. Cela implique que u : My — F envoie KerfAM,
dans A et MgxNM, sur o, donc que u(M,)CA. En d’autres termes, le
point 2 €Zi(F)CV, (F) provient d’un élément de V. (A); P'application
canonique X (A) — X(F) est donc surjective et X est propre.

3. MopuLEs INVERSIBLES sUR X. — Gardons les notations précédentes.
Soit n = (n,),¢;y; un élément de Z'*!. Pour chaque K€ZX, soit E, 5 le sous-
Z-module de Z[M] engendré par les ¢” tels que { ¢, m == — n, pour p€ K.

Alors Ey » est un Z[M,]-module libre de rang 1 et, pour LC K, le morphisme
canonique Ex 2@z Z[M, ]~ Eqn est bijectif.
Ann. Ec. Norm., (4), 11I. — Fasc. 4. 73
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DerFiniTioN 3. — On note £, le Ox-module inversible obtenu par recol-
lement des Oy -modules libres de rang un associés aux Z[Mg]-modules Eg .

Notons Pic(X) le groupe de Picard de X (EGA, IV, 21.3.2).

Prorosition 5. — L’application n— cl(£,) est un homomorphisme
de groupes v:Z*' > Pic(X) e, si 5: M > Z* est Uhomomorphisme
m > (g, m)), la suite

M % ZITI X Pie(X)

est exacte.

La premiére assertion résulte de ce que, si n, n’€Z'*!, la multiplication
de Z[M] induit des isomorphismes EK,n®Z[MK] Eg v Eg n+n. D’autre part,
le module £, est libre si et seulement si il existe m&M tel que e soit
une Z[M]-base de Egn pour tout K, c’est-a-dire tel que {p, m>=—n,
pour tout p€|X|, ce qui prouve la deuxiéme assertion.

Soit P le groupe des relations entre les éléments de |X|; on a donc une

suite exacte .
0->P > ZI=1—5 M

qui implique en particulier que P est facteur direct dans Z'*!, donc que
I’on obtient par dualité une suite exacte

M3ZE 5P 0.

La proposition 5 signifie donc que v induit un monomorphisme du groupe

libre de type fini P* dans Pic(X).

Ezemples. — 1. Soit Qy le module des différentielles de X et posons
wy=A"Qy, ou n=dimX. Alors wy s’itdentifie naturellement a £, ou
n=(—r1,...,—1)

En effet, le module des différentielles de Z[M]| s’identifie & Z[M]RzM,
la différentielle de e” étant de e" Q) m; le module des différentielles de Z[M]
s'identifie alors au sous-Z[Mg|-module de Z[M]®zM engendré par
les e"@m pour me€M,. Si on choisit une base e du Z-module A™M,
il s’ensuit que w; est défini par recollement des O, -modules F, associés

aux Z[M,]-modules Fy définis comme suit : si on choisit un isomorphisme

(Gry ooy @) > @My ...+ Qymy

de N?X 2" 7 sur My tel que m, A\ ... A\ m,= e, Fy est le sous-Z[My]-module
de Z[M] engendré par e™* ™. Comme les ¢ € K sont les formes linéaires
(@;)>a;, =1, ...,p, on voit aussitbt que Fy=Eg_,  _,, ce qui
implique le résultat annoncé.
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2. Prenons pour X I’éventail donné dans ’exemple 1 du n° 2, de sorte
que X ="P". Le module P des relations entre éléments de |X| est engendré
par Punique élément ¢, + . . .+ g1, de sorte que I’application Z'*' 5 P*~Z
est donnée par la somme des coordonnées. On a £y= O(x(n)). En effet,
comme Pic(X) est le Z-module libre engendré par la classe de O(1)
(résultat que nous retrouverons ci-dessous), on a = Oy(ax(n)) o a€Z;
mais wy= Oy (—n —1), ce qui donne a =1 d’apres 'exemple 1.

Nous nous proposons maintenant de déterminer les groupes H'(X, £y).
Remarquons d’abord que 'opération de T sur X se releve naturellement
en une opération de T sur le X-module £, donc induit une représentation
linéaire de T dans les groupes H'(X, £), représentation qui les munit
d’une graduation de type M. Plus généralement, pour tout anneau A,
le A-module H{(X® A, £, A) est muni d’'une graduation de type M,
dont nous noterons "H/ (X A, £,@ A) la composante homogéne de
degré me M.

Prorosition 6. — Soit A un anneau. Soit n€Z™ et soit me& M.
Notons X, le sous-schéma simplicial de ¥ formé des simplexes K tels que
{p, m><<—n, pour tout p€ K. Alors :

1°© St X, ={0{,ona

mHOU(X A, Lan@A)=A et "X @A, £a@ A)=o0 pour {>o.

20 S; X,~£ {01, on a ‘
nH (X ® A, £a® A) =o,
"H (X QA, LaQA) ~T10(2,,A) et "H{(X®A, £a® A)~11i~1(3,,, A) pour i>1.

Calculons en effet les A-modules H (X ® A, £2@ A) a l'aide du recou-
vrement ouvert affine (Vi@ A)kex de X @ A. Le complexe correspon-
dant est

l_l Frn® A*HEML“@ A _*[I EKnLnu,n®A». .

ou les produits sont étendus aux ensembles d’indices Ke X, (K, L)eX2, ...,
les opérateurs-cobords étant donnés par la formule habituelle. Ce complexe
est gradué de type M; sa partie homogéne de degré m est le sous-
complexe C' du complexe « trivial »

D i AT > AZXE L ARSEXE

tel que C’ soit formé des (ay, . x)€A™"" tels que ay, 5= o0 si m n’appar-
tient pas & Mg, k. Notant E' le complexe quotient C'/D’, la suite
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exacte de cohomologie donne une suite exacte
o—>H(C)—>Z—>H(E)>H{(C) >0

et des isomorphismes H!(E)~H"**(C) pour i>o. Si X,={0}, alors
C'=D’, d’ou I’assertion 1°. Si X,#{J |, on voit aussitét que H*(C') =o,
et 1l suffit, pour achever la démonstration, d’exhiber des isomorphismes
H{(E)~H(Z,, A).

Or, notons B; la partie de X' formée des suites (K,, ..., K;) telles
que m€ Mg, . nx;; 1 est clair que E. s’identifie au complexe

ABo ABis AB: s

ou le cobord de a = (ay, .. x) €A" est da = ((da)y, .. ,x,,) avec

i+1

N .
(da) kb = Yy (— 1) Ry i

i=0

D’autre part, si K€ZX, la condition « me& My » équivaut a « KN|Z, |~ G »,
ou | X, | =§p€|2||<p, my>— n‘§ Notant V la réalisation géométrique
du schéma simplicial %, 1l s’ensuit que le complexe précédent s’iden-
tifie au complexe associé 4 A et au recouvrement fermé de V formé
des réalisations géométriques des KN|ZX,|, Ke€X. Comme toute inter-
section de tels fermés est acyclique, on peut appliquer le théoréme de
Leray ([6], cor. au th. 5.2.4) et obtenir des isomorphismes H (C')~H'(V, A),
d’otut le résultat cherché.

Cororratre 1. — St H' (X, &) =o, alors H'(X® A, OxQ A) =0 pour

tout anneau A.

En effet, cela résulte de ce que H®(X, Oy) est un Z-module libre et de la
formule des coefficients universels.

Cororratre 2. — St X n'est pas complet, on a H"(X, £,) =0 pour
n = dimX et tout n.

En effet, la réalisation géométrique de X est contenu dans S (notations
du n° 2) mais est distincte de S, donc se plonge dans R"*; il en est de
méme a fortiort pour les X,

CororraIre 3. — St X est complet, on a H (X, Ok) =Z et H (X, O) =0
pour 1> o. :
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En effet, la réalisation géométrique de X est S; celle de X,,, pour m > o,
est la réunion des cellules qui se trouvent dans le demi-espace ouvert
{p, m> > o, donc est contractile.

Remarques. — On déduit aussitdét du théoréme 1 un isomorphisme
H" (X, wy) = Z lorsque X est propre.

51 S est un schéma, et si Top(S,Z) désigne le groupe des applications
localement constantes de S dans Z, ’homomorphisme y de la proposition 5
définit canoniquement un homomorphisme

1s: Top(S, Z)!'El— Pic(X x S).
D’autre part, on a un homomorphisme canonique

Pic (X x 8) - | | Pic (Vk < 8,

K

dont le composé avec le précédent est nul.

TutorkME 1. — Si S est un schéma, la suite

Ts .
Top (S, Z)!Z13 Pic (X x S) _>H Pic (Vg < S)
KeX

est exacte dans les deux cas suivants :

a. S est réduit;

b. H!(X, ©) = o.

On peut évidemment supposer S affine, donc S = SpecA, puis, par
passage a la limite (les trois foncteurs en S considérés commutent aux
limites inductives filtrantes d’anneaux), que A est noethérien. Soit £ un
module inversible sur X >< S, dont la restriction a chaque ouvert V¢><$S
est libre; 1l s’agit de prouver qu’il existe une partition de S en sous-schémas
ouverts et fermés S; tels que la restriction de £ & chaque X<S§; soit de la
forme £, O,. Choisissons un isomorphisme des restrictions de £ et Oy
a la section eg><S, et prolongeons cet isomorphisme en des isomorphismes
des restrictions de £ et Ox.s & chaque ouvert affine Vi< S de X < S.
Alors £ est défini par un 1-cocycle du recouvrement (Vi >< S) & valeurs dans
le systéme de coefficients U tel que M (Vi< S) soit le groupe multipli-
catif A[Mi]" des éléments inversibles d’augmentation 1 de I’anneau A[M],
cocycle que I’on peut modifier par un 1-cobord.

Soit done (bg,1)x ez un 1-cocycle. On a by € A[Mgn.]" et by by ubyx=1
pour K, L, HeX. Posant by = by ¢, on a donc bg .= b b, ', avec by&€ A[M]".
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Choisissons K€ZX et posons by = 2 ane™. Pour chaque homomorphisme o

de A dans un corps F, ¢(bg) = Z ©(an)e™ est un élément d’augmentation 1

de F[M], donc est I'un des ¢™, ce qui signifie que les ¢(a,) sont tous
nuls, sauf I'un qui vaut 1. Cela implique que les Spec(A),, forment un
recouvrement ouvert et fermé de Spec(A); quitte & remplacer successi-
vement Spec(A) par chacun de ces ouverts, on peut donc supposer qu’il
existe un my tel que a, —1 et les a, pour m=£my soient nilpotents.
Faisant ceci pour tous les K, on peut supposer que chaque by s’écrit
e (14 by), ou les coeflicients de b, sont nilpotents. Alors

b&L:em,_—mK(I _|_bll) (I + b;{)*1 EA[MK{\K_]“);

envoyant A dans un corps F, on en déduit que ¢« est un élément
inversible de F[Mg,.], c’est-a-dire que p(m,— mg) =0 pour p€KNL.
Il s’ensuit qu’il existe une famille (n,),¢ x, telle que ¢ (mg) = n, pour p€ K.
Quitte & tensoriser £ par le module £, O, on peut supposer que myg =
- pour tout K, de sorte que L est défini par un élément de Z'((Vi><8), 91),
ou le systéme de coefficients 9T est tel que I (Vg < S) soit le groupe multi-
plicatif 14 rA[Mg], ou r est le nilradical de A. Il nous suffit donc main-
tenant de prouver que H'((Uy><S), 9t) =o0. Cest clair si A est réduit,
puisqu’alors 9U = {1|. Dans le cas général, introduisant les It; tels que
IG(Vi< S) =1 4+ r'A[M], et remarquant que 9(;/IC;, s’identifie au
systéeme de coeflicients défini par le faisceau Oy, on voit qu’il suffit de
prouver que H'((Vi><S), O ¢) = 0. Mais les Vi >< S sont affines, de sorte
que ce groupe s’identifie & H'(X>< S, Oy ), qui est nul dans le cas (b)
en vertu du corollaire 1 & la proposition 6.

Cororraire 1. — Soit A un anneau. On suppose satisfaite U'une des deux
hypothéses suivantes :
a. A est factoriel;

b. A est local artinien et H* (X, O) = o.
Alors tout Oxg,-module inversible est de la forme £2,@ A o nez,

En effet, on a Pic(Vi@ A)=o0 si A est factoriel ou local artinien.
Cela s’applique en particulier pour A =2Z; il s’ensuit que Pic(X) est
libre de type fini et qu’on a la suite exacte

M3 ZIE1L Pic(X) >o

[ou de maniére équivalente, que 1’homomorphisme P*—>Pic(X) est

bijectif].
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Considérons maintenant le foncteur de Picard Picy de X [défini ici
comme le faisceau (fpqc) associé au préfaisceau S+ Pic(X < 8)].
Si Pic(X)z est le schéma constant défini par Pic(X), on a un homo-
morphisme canonique A : Pic(X)z — Picy.

CorovrraIre 2. — St X est propre, ’homomorphisme canonique

1 Pic(X)z— Piex

est un tsomorphisme : le foncteur Picy est un schéma constant.

Par passage aux faisceaux (fpqc) associés, le théoréme donne une suite
exacte (Z'*')z— Pic(X) —>H Pic(Uy), de sorte que A est un mono-

morphisme. 11 s’agit de prouver que A(S) est surjectif pour tout schéma S.
La démonstration s’effectue en plusieurs temps :

1° S = Spec(A), ot A est local artinien. L’assertion résulte alors du
corollaire 1 et du corollaire 3 a la proposition 6.

20 S = Spec(A), ou A est local noethérien complet. Cela résulte de 1°
puisque source et but de 2 commutent aux limites projectives du genre

A = lim(A/r(A)").
éAA__

30 S = Spec(A), ou A est local noethérien. Notons A le complété de A
alors 2(A) et (A ®,A) sont injectifs et 2(A) bijectif d’aprés 20; d’ou
le résultat puisque source et but de A sont des faisceaux (fpqe).

4° Le passage de 3° au cas général se fait par les techniques habituelles

(la source et le but de A sont des foncteurs locaux et commutent aux
limites inductives d’anneaux).

4. Critire p’amprLITUDE. — Conservons les notations précédentes.
Soit n€Z'*; posons
A={meM|{p, m >> —n, pour tout pe| X |}.

le Z-module H°(X, £y) s'identifie naturellement au sous-Z-module libre
de base (¢"),,ca de Z[M].

Lemme 4. — Pour que le Oy-module £, soit engendré par ses sections,
il faut et il sufffit que, pour tout K € X, il existe mg € A tel que { o, mg ) =— n,
pour tout p € K.

En effet, 11 s’agit de vérifier que le Z[My]-module Eg, est engendré
par A pour tout K&€ZX, ce qui donne aussitot la condition ci-dessus.
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Si £ est engendré par ses sections, il définit un Z-morphisme canonique

o: X >P(ZW),

que P'on peut construire ainsi : soit K€ZX, et soit my un élément de A
satisfaisant a la condition du lemme 4. Pour chaque m € A, I’élément m — my
de M appartient & My, donc définit un morphisme de Vi dans la droite
affine; on construit ainsi un morphisme z +> ("™ (z)), <\ de U dans le
fibré vectoriel V(Z‘A)). Comme my est 'un des m, ce morphisme se facto-
rise par le complémentaire de la section nulle, et on obtient un morphisme
ox : Vx— P(Z"Y) par composition avec la projection canonique. Le mor-
phisme ¢ associé & £, induit ¢ sur chaque Vy.

Rappelons que £ est dit trés ample s’1l est engendré par ses sections
et s1 © est une immersion. Il revient au méme de dire (EGA, 11, 4.4.4)
qu’il existe une immersion de X dans un fibré projectif telle que £, soit
I'image réciproque du faisceau canonique.

Pour énoncer le théoréme suivant, posons pour tout K,

Hg={meM|{p, m>=—n, pour peK}.

Notons que les différences de deux éléments de Hy forment un sous-
groupe Hg de M et que Hy est un espace homogéne principal sous Hg;
nous dirons qu'une partie B de Hy engendre I’espace homogéne Hy si B

est non vide et si, pour b€B, les m — b, m€B, engendrent Hj.

TrtorimE 2. — Soit n€2Z'=!. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) £24 est trés ample;
(11) pour tout K€X, AN Hy engendre 'espace homogéne Hy.

(1) => (1) : supposons £, trés ample, soit K€ZX, et soit mye€AnH
(lemme 4). Considérons 'immersion T/Tx — X (n° 2, prop. 2) et son composé.
avec ¢. (C’est une immersion, donc un monomorphisme. D’autre part,
le tore T/Ty est le dual de Hg, et le morphisme ¢ — (¢.e) considéré applique
le point ¢t de T/Tx sur le point de coordonnées homogénes (am)yea, avec
an=m(t)[mg(t) si meANH, a,,—o0 sinon. Il s’ensuit que I’homo-
morphisme T/Tx— "™ donné par les m — my est un monomorphisme,
ce qui signifie que les m — my, m&€ AN Hy, engendrent Hg, d’ou (ii).

(i1) = (1) : supposons (ii) satisfait. D’aprés le lemme 4, 5 est engendré
par ses sections. Pour prouver que ¢ est une immersion, il suffit de prouver
qu’il existe pour tout K€ZX un ouvert Vi de P(Z™) tel que o~ (Vi) = Vi
et que ¢ induise une immersion fermée de Vi dans Vi (EGA, I, 4.2.4).
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Fixons donc Ke€&ZX; d’aprés le lemme 4, il existe mzx€A tel que
(e, mg>=—n, pour p€K; quitte & remplacer la famille (n,) par la
famille (n,+4<{p, myx)>), ce qui remplace £y par un module isomorphe,
on peut supposer que n,= o pour p € K.

Pour chaque m€&A, notons h, 1’élément de base de Z[N] [algebre
affine de V(ZY)] associé & m; soit (my),c; une famille finie d’éléments
de AN Hy, engendrant Hy, et soit k le produit des k,,. Nous allons montrer
que les conditions ci-dessus sont satisfaites, en prenant pour Vi 'ouvert
défini par la fonction homogeéne h.

1° On a ¢ *(Vy) = Vi. Il suffit de démontrer que o' (V)N V.= V. x
pour tout L; or, si m, posséde la propriété du lemme 4, les points de
o' (Vx) NV, sont les points = de V, tels que €™ " (x) soit inversible pour
tout z; on a donc ¢ (Vy)NV,=V,, ou H est 'ensemble des p€L tels
que p(m;) = p(my) = — n, pour tout i, donc p(m) = — n, pour tout me&€ H,.
Il s’agit donc de prouver que si p€|X|, et si p(m) = — n, pour tout me& Hy,
on a p€K. Or cela implique que ¢ est combinaison linéaire des éléments

de K et que n,=o. Ecrivons donc pzzajpj, ou les p; sont les diffé-
j=1

rents éléments de K; en vertu de la définition des éventails, il suffit de

prouver que tous les a; sont > 0. 51 I'un d’eux, par exemple a,, était <o,

on aurait ANHy=ANH; ot K'={e¢,, ...,p}, ce qui contredirait (ii)

appliqué a K et K'.

20 Le morphisme Vi— Vi induit par o est une itmmersion fermée. Par
définition, I’anneau affine de 1’ouvert affine Vi est formé des fractions
homogénes P ((hn)nea)/Q((hm)neann,), et il s’agit done de prouver que tout
élément de My est différence d’un élément de N.A et d’un élément
de N.(ANn Hg). Fixons-nous d’abord ;€ K et posons L =K — {¢}; d’aprés
la condition (11) appliquée & K et L, on a AnNHy=2ANH,; il s’ensuit
que {p, ANH, ) est un intervalle de N contenant o et non réduit a o :
il existe donc m,€A tel que {p,m,>=o0 pour peK, p=p, et
{p, m, » =1. Choisissons donc pour chaque p€K un m,€A possédant la
propriété précédente. Soit m€Mg; on a {p,m>>>o0 pour tout p€K,

et m s’écrit 2(9, m>m,~+ m', ot m’' € Hy; mais, en vertu de (ii), m’ est

différence de deux éléments de AN Hy, ce qui achéve la démonstration.
Remarque. — 1. Soit k un corps. La démonstration de (1)=>(i1) reste

encore valable si on remplace (1) par (1) £2Q k est trés ample sur X Q k.

11 s’ensuit que (i’) est équivalent & (1) et (i1).
Ann. Ec. Norm., (4), 1II. — Fasc. 4. 74
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Rappelons (lemme 3 du n® 2) que si L est complet, chaque élément
maximal de X est une base de M*.

CororrAtRE 1. — Supposons T complet et soit n€Z'™!. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) £n est trés ample; ,
(1) £y est ample (i.e. £F™ est trés ample pour m assez grand);
(1i1) pour tout élément maximal K de X, DUunique élément my de M tel

que {p,mgxy>=—n, pour €K est tel que {p,mg>>—mn, pour
c€|Z], p K.

(1)=>(iil) : supposons £, trés ample et soit K un élément maximal
de . D’aprés le théoréme 2, il existe my dans A tel que {p, mgx>=—n,

pour c€ K et il s’agit de prouver que <{p, my » > —n, pour p€ K. Quitte
a remplacer (n,) par (n,4<{p, mg>), on peut supposer my=o0 et n,=o
pour p€ K. Soit 0§ K; comme K est une base de M*, p s’écrit Za;p; ou
les ¢; sont des éléments distincts de K et ou a;€Z; par définition des
éventails, ’'un des a;, par exemple a,, est << o. Posons alors L=K — {p,},
et considérons ANH,. Pour meAnH,, on a o= o, m>=——n,[a;
en vertu du théoréme 2 appliqué a L, cela impose n,>o, donc
0o="{_p, mg>>—n,.

(111)=> (1) : soit K dans X; démontrons que la condition (i) du théo-
réeme 2 est satisfaite pour K par récurrence descendante sur Card(K).
Si K est maximal, cela résulte directement de (ii1); supposons done qu’il
existe p€|X|, p&K tel que KUf{p}=K’'€ZX et que AnHy engendre Hy.
Comme ci-dessus, on peut supposer que n,=o pour ¢€ K’. Or, d’aprés
le lemme 3 du n° 2, il existe une partie maximale L. de X, contenant K
et telle qu’il existe p’€N.K avec p’— p€N.L; on a nécessairement peL,
donc d’aprés (i), m€ANHg et {po,m >>o0. Il s’ensuit que AnNHg
engendre Hy (puisqu’il contient A N Hy, qui engendre Hy, et m, qui n’appar-
tient pas a Hg).

(1)=>(11) : cela résulte de I’équivalence de (i) et de (111) et du fait qu’il
est manifestement équivalent de vérifier (i11) pour n ou pour un mul-
tiple kn, k> o.

Remarques. — 2. 11 n’est pas vrai qu’il existe toujours un n satisfaisant
a la condition (11) du théoréme 2, c’est-a-dire que X soit toujours quasi-
projectif (voir appendice).

3. 1l résulte de la remarque 1 que X est quasi-projectif dés qu’il existe

un corps k tel que X, soit quasi-projectif; cela est en particulier le cas
lorsqu’une des fibres de X est un espace homogeéne.
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4. On peut déduire de la condition du théoréme 2 que, lorsque X est
quasi-projectif, il posséde un module ample invariant par tout auto-
morphisme.’

5. RACINES D’UN EVENTAIL ET GROUPES A UN PARAMETRE D AUTOMOR-
puismEs. — Gardons les notations précédentes. Soit Der(T) le Z-module
des dérivations du Z-schéma T, 1i.e. des dérivations de la Z-algébre Z[M].
Pour €M et 2.€M?*, on définit une dérivation D, , de Z[M] par

Da’)\ (6’”) — < )\, m > em—x

Lemme 5. — Pour toute dérivation D de Z[M], il existe une application

unique h : M - M* a support fini, telle que D = Z Do)

aeM
En effet, 1l existe une famille (a,),cn d’applications de M dans Z telle
que D(e’")zEem”“ a,(m). Eecrivant que D est une dérivation, on voit

que chaque a, est un homomorphisme, d’ou le lemme.

Prorosition 7. — L’homomorphisme canonique Der(X) — Der(T) est
injectif. Pour que 2 Day i € Der(X), il faut et il suffit que Dy, (o) € Der(X)

aEM
pour tout « € M. Pour que D, € Der(X), il faut et il suffit que U'une des deux
conditions sutvantes sotent salisfaites : N

1° pour tout p€|X|, on a {p,a>0;

20 il existe 0, €| L] tel que :

a. on a {p,a>=1I,

b. st p€|Z| et p£ pa, alors {p,a> o0,

c. A\EZp,.

La premiére assertion est claire : les dérivations de X sont les déri-
vations Dzz Du,aiw de Z[M] qui appliquent Z[My] dans Z[My] pour
tout K€ZX. En particulier, prenons p€|X| et K={pj€X. Si meM
avec {p,m>>o0, on doit avoir Z<7\(a), m>e" *€Z[M], donc pour
chaque «€M :

(%) si meM, p€|X| avec

(A (a), m>Fo, {p,m>>o0, alors {p,m—a>>o.

Si A(a) n’est proportionnel a aucun p€|X|, il existe pour chaque p
un m tel que {(A(a),m>3%0,{p,m>=0; la condition (k) implique
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alors {p, x> <0, de sorte que « satisfait & la condition 1° de I’énoncé.
Si A(a)=mp,, ou p,€|L| et mEZ, m>~£o0, le raisonnement précédent
montre que <{p,x>~=_0 pour tout ¢€|X| distinct de g, et de — po;
d’autre part, la condition (%) implique que st m€M avec {py, m)>> o,
alors {po, m—a)>>>o0, ce qui signifie que {po, % >="1. Alors trois cas
sont possibles : ou bien {py,x>=1 et on est dans le cas 2° de I’énoncé
avec o= po; ou bien — p,€|X| et { — o, > =1, et on est dans le cas 2°
avec po=—p,; ou bien {p,a>=—0 et, si —,&€|X],{—gya>L0,
et on est dans le cas 1°. Pour achever la démonstration, il suffit maintenant
de prouver que si le couple («, A) satisfait & ’'une des conditions 1° et 20,
on a D, ,€Der(X), ce qui est immédiat.

DiriniTioNn 4. — On appelle racines de X les éléments o de M tels qu’l
existe p, € M* tel que :

10 p, €| X
20 0n a {p,ad=1 et {p,a>=Z0 pour tout p€|2| tel que p % p..
30 St KeXet {p, 2> =0 pour tout p€K, alors KU{p,}€ZX.

Remarques. — 1. Les deux conditions 1° et 2° de la définition déter-
minent @,.

2. St « et B sont deux racines de X, et si {p,, 3> <o et {pg, a>=o,
alors o+ (3 est une racine de T et p,, 3= pg. Vérifions en effet les conditions
de la définition 4 pour « 4 B3 avec p,.5=pg. On a bien {pg, a +B>=1;

d’autre part, si p€|X| et si p >~ pg, alors ou bien o= p, et alors

{pya+B=<pa f>+1L0,

ou bien ps£0,, 05 et alors {p, a4 3>=0, d’ot 2°. Enfin, soit K tel
que <K,a+4+B>=0. Si p.¢K, on a {g,3>=0 pour tout p€K, et
KuU{ps} est un élément de X puisque {3 est une racine de X; si p, €K,
posons K=K'U{g,| ot o, &K’; le raisonnement précédent s’applique
a K’, desorte que K"=K'U{¢g}|€XZ; mais (K, > =0, donc K"U{p,| €L,
d’ou 3°.

3. Supposons que Uéventail X soit maximal parmi les éventails de support | X |
(c’est par exemple le cas lorsque X est complet). Alors la condition 3° est
conséquence de 1° et 29. Soient en effet o et o, satisfaisant & 1° et 20, et
soit K&€X tel que (K, g, >=0; montrons que X'=XU{KU{p,}}| est un
éventail (comme XCX' et |X[=]|Y'|, cela impliquera X=2X', donc
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KuU{p.}€X). Vérifions donc pour X’ les trois conditions de la défi-
nition 1 (n° 2) :

10 il suffit de prouver que KU{p,} fait partie d’une base de M; or cela
est clair puisqu’il en est ainsi de K et que {K,a>=o0,{p,a>=1;

20 c’est clair; ‘

30 il suffit de prouver que si LE€ZX, alors

N.(Ku{pz})NN.LcN.((KU{pa})nL).

Soit ye€N.(KU{pg,})NN.L; on peut écrire y=2x 4 Ap,, avec 2€N.K
et A€EN; on a alors {y, a>=0A. Distinguons deux cas. Si p.€L, alors
{p,a>=0 pour p€L, donc {y, 2 >0, donc A =o, et

2eN.KNN.LcN.(KnL).

Si g, €L, écrivons L ={¢,}UL’ avec g, €L, donc {p, 2> =0 pour p€L’;
on a y=a'+21p, ot @’€N.L, done h=y,x,=a’ )+ NN
cela donne

z=a'+ (N —NaeN.KAN.L=N.(KaAL) e yeN.(KnL)-+ Np,.

Pour chaque «€M, notons T;« le produit semi-direct de T par «,
pour l'opération de T sur « définie par le caractére o de T.

TatoriMe 3. — Soit k un corps et soit «€M. Les conditions suivanies
sont équivalentes :

(1) « est une racine de I;

(i1) il existe une opération de (Tia), sur Xy, prolongeant Uopération
donnée de Ty sur Xi, et n’'induisant pas Uopération triviale de a,.

De plus, st ces conditions sont satisfaites, notons p, € M* 'élément introduit
dans la définttion 4. Il existe un wnique homomorphisme x,: « — Aut(X)
tel que, si S est un k-schéma, si A€a(S) et t€T (S), on ait :

a. (Nt =z, (a(t)1);

b. st 1+ A[a(t) est inversible, alors z,(1) transforme t€T(S)C X(S)
en to,(1+ A[a(t)€T(S)c X(S).

Démonstration. — Démontrons d’abord que (i1) = (1), et soit ¢ opération

donnée dans (i1). D’aprés le paragraphe 2 [n° 2, ()], il existe z€k* et p, € M*
tels que {pg, 2> =1 et

(%) Y, 0) =1+ 52/a (),
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pour 1+ z}/a(t) inversible. 1l s’ensuit d’abord que (%, o (11)) = po (A + 1),
ce qui implique que g, : g~ T, se prolonge en un morphisme a; > X,
D’aprés le corollaire 2 a la proposition 3 du n° 1, il existe donc K&€X tel
que ¢, €N.K; s1 oy, ..., 0, sont les éléments de K, il existe donc un ¢
tel que {p;, > > o0. D’autre part, dérivant la formule (%), on voit que
la dérivation D, ,, est une dérivation de X; il s’ensuit que le couple («, p,)
satisfait & I’'une des deux conditions de la proposition 7. Comme on a vu
plus haut que le cas 1° est impossible, on est dans le cas 2°, et il existe
. €|Z| avec {py,a>=1 et p,€Zp,. Comme py,a>=7{p, a)>=1,
on en conclut que g, = p,. Quitte a faire dans a; ’homothétie de rapport z,
on peut done supposer que 'opération ¢ est donnée par la formule

b ) =tpalt+2/a()),
ou 9a€l2‘i,<9aaa>21'
Soit maintenant ¢ €|X| avec { ¢, > > 0. Montrons que g = g,.

Soient 1. et v inversibles; on a sans difflicultés
Yot (v — ), p () = p () pac ('),

Le morphisme (1, v) =>¢(1) go(p'v) de p; dans T, se prolonge donc en le
morphisme (@, v) —> ¢ (p@* (v — ), c(n)) de a«; dans X,. D’apres la
proposition 3 du n°® 2, il existe K€ZX, avec ¢, €N.K et ¢ — g, €EN.K;
la premiére condition implique ¢, € K par définition des éventails; la
seconde implique alors p€N.K, donc aussi p€K; enfin g —p,€N.K
implique ¢ = g,. On a ainsi démontré les conditions 1° et 22 de la défi-
nition 4. Démontrons la troisieme; soit Ke&X tel que (K,a)>=o.
Notons ¢y, ..., ¢, les éléments de K; si i, by, ..., %, sont inversibles,
on a
B(— s 00 (pa) o P () = 01 ()« o P () P (1)

Le morphisme pi™" — T, donné par le second membre se prolonge donc
en un morphisme a;"* — X, en vertu de la proposition 3 du n® 2. D’apres
cette méme proposition, il s’ensuit qu’il existe L&€ZX, tel que p,€N.L
et KCN.L. Alors N.(KNL)=N.KNN.L=N.K, donc KNnL=K
et KCL; de méme p,€L, donc KU{o,|CL et KUi{p,}|€X.

Cela achéve la démonstration de (i1)=>(1). Pour terminer la démons-
tration du théoréme, il suffit de construire pour toute racine o de X, une
opération de « sur X satisfaisant aux conditions annoncées. Soit donc «
une racine de X, et p, I’élément de M* introduit dans la définition 4.
Il suffit de démontrer qu’il existe un morphisme « > X — X induisant le
pseudo-morphisme w: (4, t) > tp, (14 Afa(t)).
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A. St K€X est tel que p.€K, u se prolonge en un morphisme de « >< Vi
dans Vy.

Il suffit de prouver que si e¢" €Ay, alors e"(14 Ae )" &A1)
Or, comme ¢, €K, on a {p,,m) >0, donc l'expression proposée est
combinaison linéaire des Afe™ ™, avec 0o=—_1—={p,, m), et il s’agit de
prouver que, si 0 € K, on a {2, m — ta »>> 0 pour ces i. Mais, ou bien p = p,,
et alors {p, m —ia ) =<p,, m ) —1>>0, ou bien p = 0,, et alors (¢, z » =~ o,
done {p,m—i1a>>{p, m>> o. '

B. Soit Ke€X tel que p.§ K. Alors, pour tout p€K, on a {p,a>=0,
donc e € Ax.

B 1. Soit g la fonction (A,z)+>14 Ae*(z) sur a>< Vi Alors u se
prolonge en un morphisme de (a >< V), dans V.

EII effet, Si BmEAK, on a em(I'_I_)\e—oa)dhn»G Al\[)\] [g~1].

B2. Soit L={p€K|{p,2a>=0{U{p,|€X (déf. 4), et soit h la fonc-
tion (A, x) e *(x) sur a>< Vi. Alors u se prolonge en un morphisme

de (a>< Vg), dans V,.

En effet, soit "€ A,, montrons que

em(1—4 he*)Puom e Ag|A] [ A" ] = Ag[ 2, e*].

Comme ¢,€L, on a {p,, my=n>>o0, et si N est un entier >~ 0 on peut
écrire
(3’"’(l+)\(}7“)”:8"1_1\(“(14—)\8‘““)"81\“1,

de sorte que ™ (1 + A e7*)" est combinaison linéaire des "™ AJe™* aveci > N,
et qu’il suffit de prouver que, si N est choisi asssez grand, on a
{pym—ta>>0 pour ,€K et :>>N. Or, si p€K, on a p5#¢p, donc
{pyarLo. S1 {p,ay=0, alors p€L et (p,m—i1a>={p,m>>>0; si
g,y <o, alors (o, m —ta>>>{p, m>+ N, de sorte qu’il suffit de prendre
N supérieur aux —p, m), p€K.

B3. Comme (1+2e*) —he*=1, les ouverts (a>< Vi), et (a>< V),
recouvrent a >< Vi et u se prolonge en un morphisme de & > Vi dans Vg U V.

Les assertions (A) et (B3) entrainent alors I’existence du prolongement
cherché. C. Q. F. D.

S1 « est une racine de X, I’homomorphisme z, de ’énoncé est un mono-
morphisme, dont I'image est un sous-schéma en groupes U, de Aut(X),
isomorphe a «, normalisé par T, que I'on appellera le groupe & un para-
métre d’automorphismes de X associé a la racine a. On notera qu’en vertu
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de la partie (A) de la démonstration précédente, 'opération de U, sur X
laisse stable chacun des Vi tels que g, € K.

Prorosition 8. — Sotent « et 3 deux racines de X.

a. St Pa= Pp, OU st 08y %) = < Pas (3> =0, 0n a %(7*) xg () = wa(1r) qu\)
pour tout schéma S et tous A, nE€a(S).

b. St {pgg,a>=o0, alors n=—p,, 3> est >>0, 4 1 est une racine
de X pour 0 =_1 =_n, et on a, pour tout schéma S et tous 1, .. €a(S) la relation

2 (1) o () o (7= [ s 0t (7)),

0<LiLn

c. St a+P=o, tl existe un homomorphisme unique ¢ : GL,z—> Aut(X)
tel que

@(é f)zxa(l), @(i 2)2%(1), @(’: T)zpa(n), Q(é :)zpﬁ(p-)

pour toul schéma S et tous L €a(S), . € 1 (S).

Les deux membres de 1’égalité proposée dans (a) sont des automorphismes
de X, donc définissent des S-pseudo-automorphismes de T, dont on doit
démontrer qu’ils sont égaux; il suffit alors de reprendre le calcul fait au
paragraphe 2 (n° 4, prop. 3). Dans le cas (b), on a bien n>>o0; sinon,
en effet, on aurait {p,, 3> > o0, donc p.= ¢ et {pg, » > ne serait pas nul;

"d’aprés la remarque 2°, il s’ensuit que iz est une racine de I
pour o=i-=n et que @z.ix=pg. Pour démontrer I’égalité proposée,
il faut prouver que les deux membres définissent le méme S-pseudo-
automorphisme de Ty; il suffit de reprendre le calcul fait 4 la fin de la
démonstration au paragraphe 2 (n® 4, prop. 4). Démontrons enfin (c).

Soit Q Vouvert Z-dense de GL,z tel que « (a I})eQ(S) » équivale a
C [«

« a inversible »; soit <f Z)eQ(S), posons &= ad — bc; on a

a b\ _(a o I o 1 o\ /1 bja
<c d)h(o 1> <0 8> <c/8 1> <o 1 >’
de sorte que le morphisme cherché doit étre tel que

b 5 5
@(“ d):Pa(a) pp (0) 2g(c/0) za(b/a).

c
\

11 s’agit donc de prouver que le morphisme ¢ :Q-> Aut(X) donné par la
formule ci-dessus se prolonge en un unique homomorphisme de GL,z
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de Aut(X). D’apres SGA, XVIII, 2.3, il suffit de prouver que ¢ est
« génériquement multiplicatif ». Or un calcul analogue a celui qui a été fait
au paragraphe 2 (n° 3, th. 3) montre que le S-pseudo-automorphisme de Tj

défini par cp(? Z) est t—>to,(a+ bJa(t)) pa(ca(t) 4+ d) et il suffit de véri-
fier que ce pseudo-automorphisme dépend de fagon « génériquement multi-

.. b . . . ,
plicative » de <Z a,), ce qui se fait sans difficultés.

6. Sous-GROUPES REPRESENTABLES DE Aut(X). — Gardons les nota-
tions précédentes. Soit Rac(X) 'ensemble des racines de X. L’appli-
cation « > p, de Rac(X) dans M* satisfait aux axiomes (SE 2) et (SE 3)
de la définition 1 du paragraphe 3, n® 1. Chaque partie finie R de Rac(X)
est donc munie par cette application d’une structure de systéme d’Enriques
(loc. cut.).

TutoriME 4. — Soit R un ensemble fint de racines de X, et pour « €R,
soit p, Uélément de M* qui lut est associé (déf. 4). Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) le systéme d’Enriques (R, «— p,) est saturé;

(11) les deux conditions suivantes sont réalisées :

a. si o, BER et st a + B est une racine de X, alors o + BER,

b. si a,3€R, et si {pu, > <o, 0sa> <o, alors « + § = o.

(1) Il existe un sous-schéma en groupes G de Aut(X), contenant T,
affine, lisse et & fibres connexes, tel que R soit 'ensemble des racines de G
relativement a T. ‘

Remarquons d’abord que l'équivalence de (i) et (ii) résulte de la
remarque 2 du n°® 5 et du lemme 1 du paragraphe 3, n° 1. D’autre part,
si (111) est satisfait, le groupe Gq posséde un pseudo-projecteur sur Ty (§ 2),
le systéme d’Enriques correspondant est (R, « +>9,) en vertu du théo-
réme 3, et celui-ci est saturé (§ 3, n° 1, cor. a la prop. 1). Il reste donc
a démontrer que (i) [ou (ii)] implique (iii). Supposons donc que R satisfasse
auz conditions (1) et (11).

A. Supposons d’abord que Uon ait en outre RN(— R) = J.

Lemme 6. — Supposons RN(— R) = O. Il existe un sous-schéma en
groupes Uy de Aut(X) unique, ayant la propriété suivante : Uy contient U,
pour chaque @ €R, et, pour tout ordre total sur R, le morphisme de | | U.

. aeR
dans Uy induit par le produit dans Uy est un isomorphisme de schémas.
Ann, Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 4. 75
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De plus, on a p(R) €X, Pouvert V,y, de X est stable sous Uy et est un espace
homogéne sous le sous-groupe T.Uyg de Aut(X).

D’aprés le lemme 1 du paragraphe 3, n°® 1, il n’existe pas de famille
(%)iczinz d’éléments de R telle que {p(x:.4), ;> << o pour tout i; on peut
donc trouver un ordre total sur R tel que « > 3 implique <{ gg, 2 > = o.
Considérons alors le morphisme ¢ de " dans Aut(X) tel que

9 () aen) =] [ 2o (Ra) 5

a€eR

il résulte immeédiatement des relations de commutation de la propo-
sition 8 que I'image de ¢ est un sous-foncteur en groupes de Aut(X).
De plus, comme to((A,))t* = ¢((«(t)rs)), et que chaque z, est un mono-
morphisme, il est aisé de voir que ¢ est un monomorphisme. Notons Uy
Pimage de o; c’est un sous-schéma en groupes lisse de Aut(X) normalisé
par T.

Pour un ordre quelconque sur R, le morphisme H U, — Uy induit sur

aER
chaque fibre un isomorphisme (en vertu de la théorie de Lazard, [1], exp. 13,
prop. 1), donc est un isomorphisme; cela démontre la premiére assertion
du lemme 6. Passons & la seconde et revenons pour cela a ’ordre choisi
précédemment; 'application répétée de la troisiéme propriété des racines
implique ¢(R)€ZXZ. L’ouvert V= V, 5 de X est stable sous chaque U,,
donc sous Ug. Enfin, considérons une suite croissante (o, ..., ,) de
racines de R telle que les p;= p(@;) soient distincts deux a deux et
décrivent ¢(R); alors T se décompose en le produit NX I, ou N est l'inter-
section des noyaux des «;, et ou I est 'image de I’homomorphisme p*™ — T
défini par p(R)cM*; de plus, la définition de V montre que 'on a un
diagramme commutatif
N pem o

Y

v
Nx at® £, X

ou les fleches verticales sont les injections canoniques et ou les fléches
horizontales sont des isomorphismes. Par définition de la pseudo-opération
de Uy sur T, on a, pour tout point ¢ de N et tous scalaires A; assez généraux

Zo, (M) o za, () % e:t.l—[pi(1+ A =h(e, (14 2)),
i

donc pour t et les A; quelconques

Zo, (M) oo Za, (An) t ke=g (¢, 1+ L)).
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Le morphisme U, X ... X U,, X N -V défini par le produit dans Aut(X),
Popération de Aut(X) sur X, et le point e€ X(Z) est donc un isomor-
phisme. Cela implique bien que V est un espace homogéne sous

Ui. T =T.Us .
Lorsque RNn(— R) = O, on prend donc G = T.U,.

B. Supposons maintenant que Uon ait R =— R, et donnons seulement
un schéma de démonstration.

Calquant la démonstration du théoréeme 2 du paragraphe 3, n° 4,
on construit un schéma en groupes réductif G,, obtenu en « amalgamant »
des groupes linéaires généraux, possédant un tore maximal déployé T, de
groupe dual M, de systéme de racines R. Pour chaque 2€R, le sous-
groupe 4 un paramétre U, de G, correspondant 4 « s’envoie naturellement
sur U, et il s’agit de prouver qu’il existe un homomorphisme (qui sera
nécessairement un monomorphisme) de G, dans Aut(X) induisant sur T,
et chaque U; I’homomorphisme donné. Pour chaque systéme de racines
positives R, de R, la partie (A) de la démonstration implique I’existence
d’un homomorphisme dans Aut(X) du sous-groupe de Borel de G, corres-
pondant & R,, ayant les propriétés voulues; d’autre part, pour chaque
racine « € R, 1l existe un homomorphisme analogue pour le sous-groupe
de rang semi-simple 1 correspondant a « [prop. 8, (¢)]. Appliquant alors
SGA, 3, XXIII, 2.3, on obtient la conclusion voulue.

C. Cas général. — Posons R,= Rn(— R), R,.=R—R,; par (B),
on construit un sous-groupe réductif L contenant T, de systéme de
racines R,; par (A), on construit un sous-groupe U = Uy, normalisé par T,
a fibres unipotentes. En vertu de la proposition 8, chaque U,, 2 €R,,
normalise U; donc L normalise U; d’autre part, on vérifie sans peine
que LNU = e. Le produit semi-direct G de U par L est donc un sous-
schéma en groupes lisse de Aut(X) qui répond aux conditions exigées.

C. Q. F. D.

Le groupe G dont Uexistence est affirmée par (ii1) est évidemment unique :
c’est le sous-faisceau en groupes de Aut(X) (pour la topologie (fpqc), ou
méme la topologie de Zariski) engendré par T et les U,, € R. De maniére
imagée, on doit considérer I’ensemble des racines de £ comme le systéme
des racines de Aut(X); le théoréme 4 signifie qu’une partie finie de ce
systéme de racines est ’ensemble (resp. est contenue dans I’ensemble) des
racines d’un sous-schéma en groupes de Aut(X) contenant T si et seule-

ment si elle est, en tant que systéme d’Enriques, saturée (resp. saturable).
75.
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Prorosition 9. — Soit R un ensemble finy de racines de X, satisfaisant
aux conditions (1), (ii), (ii1) du théoréme 4, et soit G le sous-schéma en groupes
de Aut(X) correspondant.

a. Soit ¥ Pensemble des éléments de X de la forme o(R’), ot R’ est une
partie close de R [i.e. telle que a, 3€R’, a 4 BE€R, implique x + BGR’
telle que R'n(— R’) = 0. Alors L’ est un sous-éventail de X.

b. Soit X' le sous-schéma ouvert de X défini par Uéventail X'. Alors X’
est stable et homogéne sous G, et le morphisme G — X' associé au point
e€T(Z)e X' (Z) (morphisme orbital de e) est un épimorphisme pour la
topologie de Zarisku.

Notons d’abord que si «, 3, « + B€R, alors p,.p est égal & o, ou pg;
il s’ensuit que si R’ est une partie close de R, et K une partie de p(R),
Iensemble des a € R’ tel que g(a) €K est clos; il s’ensuit que K est de la
forme g(R”), ot R” est clos et contenu dans R’. Cela implique immédia-
tement (a). Démontrons maintenant que chaque élément de R est une racine
de ¥'; 1l s’agit de vérifier que si K = p(R’)€X’ et si a€R est tel que
{K,a)>=o0, alors KU{p,|€Y, c’est-a-dire il existe une partie close R"
de R, contenant R’ et « et telle que R"Nn(— R") = . On prend pour R”
Pensemble des racines de R de la forme 34 ixz, ou PB€R/, et
01— g, p>. Montrons que R” est clos; soient y=0+ ia,
Y=08+17aeR” avec 3,3’ €R/, 01— (o, | 3\ o1 -Z— <pu, ">,
Siy + Y €R, on a par exemple { g, Y/ > << o, c’est-a- dlre< 0g, B+ 12> <o,
c’est-a-dire { gg, 3’ > << 0; cela implique 3 + B’ €R, donc 3 4 B’ €R’, done
vy+Y=0F+72)+ (E+)x€R”. Montrons que R”"n (—R") = @. Si, avec
les notations précédentes, on a Y + Y= o, le méme raisonnement s’applique
et démontre que B+ ’€R’; mais B4 B+ (i +)a=o0 implique
alors — a€R’, ce qui contredit { ¢(R’), 2> = o.

Cela étant, on peut remplacer £ par X', donc supposer L= X'. D’apres
le lemme 6, 'orbite de e contient chaque V), ou R’ est une partie close
de R telle que R'Nn(— R’) = 0; comme les g(R’) décrivent ¥, I'orbite
de e est X tout entier. De plus, la démonstration du lemme 6 montre que,
pour tout R’ comme ci-dessus, il existe un sous-schéma H, de G tel que
le morphisme orbital de e induise un isomorphisme de Hy sur V, 4., ce qui
achéve la démonstration.

En raisonnant comme dans la démonstration du corollaire 2 au théo-
réeme 4 (§ 2, n° 5), on obtient I’énoncé suivant :

Prorosition 10. — Soit R un ensemble fini de racines de X, satisfaisant
aux conditions équivalentes (1) a (1) du théoréme 4, et soit G le sous-schéma
en groupes de Aut(X) correspondant.
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a. Le normalisateur N de G dans Aut(X) est un schéma en groupes
lisse, dont la composante neutre est G. Le normalisateur N(T) de T dans
Aut(X) est un schéma en groupes lisse, dont la composante neutre est T.

b. On a N = G.(NAN(T)).
c. Les faisceauzx-quotients N(T)|T, (N(T)NG)/T et N/G sont des schémas

constants, associés respectivement au groupe abstrait des automorphismes
de M* conservant X, au sous-groupe de celut-ct conservant R, et au
quotient de ce dernier par le groupe de Weyl de G [engendré par les
hi>sh— o (pe— f_4), @ parcourant RN (— R)].

Pour énoncer le lemme suivant, disons que I’éventail X' est semi-complet
si, pour tout m€M, m £ o, il existe p€|X| tel que (g, m > > o; d’aprés
le n® 4, cette condition équivaut & H°(X, &) = 2.

Lemme 7. — Supposons X semi-complet. Alors U'ensemble des racines de X
est fini, est saturé, et Der(X) est somme directe de Lie(T) et des Lie(U,),
a parcourant les racines de X.

La derniére assertion résulte de la proposition 7 du n® 5 et des défi-
nitions. Si ’ensemble des racines de X est infini, il existe p€X tel que le
systéme d’inéquations {p, a > =1, {¢’,a >0 pour p'5%£ p, /'€ |X| ait
une infinité de solutions; ’ensemble de ces solutions est une partie convexe,
infinie de M, donc contient une demi-droite de la forme {a + nu|n€N};
mais cela implique < p, i > =0, {¢’, . > <L 0, done . = o, ce qui est exclu.
Considérons enfin deux racines a et 3 de X telles que <{ ., B> <o,
{pg, @ > < 0; alors

<P°‘*a+6>é0’ <Pﬁ7a+ﬁ>é0,

donc {p,x+ 3> =0 pour tout ¢c€|X|, et «+ =0, puisque X est
semi-complet.

Prorosition 11. — Si X est complet, Aut(X) est un schéma en groupes
affine et lisse. Sa composante neutre Aut(X)° est engendrée par T et les U,,
a€Rac(X). Le quotient Aut(X)/Aut(X)" est un schéma en groupes constant
fint, associé au quotient du groupe des automorphismes de M* conserpant &

par le sous-groupe de celui-ct engendré par les h — h — {hy o (pa— 0_a),
a€Rac(X)n(— Rac(Z)).

Soit R = Rac(X); considérons le sous-schéma en groupes G de Aut(X)
associé a R (lemme 7 et théoréme 4). D’aprés le lemme 7, on a
Lie(G) = Der(X); plus généralement le méme raisonnement prouve
que Lie(G® k) = Der(X @ k) pour tout corps k; comme X est propre,
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le raisonnement habituel (passage des corps aux anneaux artiniens, puis
locaux noethériens complets, puis...) montre que G = Aut(X)’. Il suffit
alors d’appliquer la proposition 10.

7. EVENTAIL ASSOCIE A UN SYSTEME D 'ENRIQUES SATURE.

LemmEe 8. — Soit (M, R, p) un systéme d’ Enriques saturé. Soit X ’ensemble
des parties de M* de la forme o(R’), ot R’ est une pariie close de R telle
que R'n(— R’) = @. Alors X est un éventail dans M* et chaque élément de R
est une racine de X.

Chaque élément de o(R) fait partie d’'une base de M*; I’ensemble des
éventails de support p(R) est donc non vide; choisissons-en un élément
maximal X,. D’aprés la remarque 3 du n° 5, chaque élément de R est une

racine de I,; le lemme résulte alors de la proposition 9, (a) appliquée a X,
et R.

TutoriMe 5. — Soit (M, R, p) un systéme d’Enriques saturé. Il existe :
a. un Z-schéma en groupes affine lisse & fibres connexes;

b. un tore maxzimal T de G et un tsomorphisme de M avec le dual de T
udentifiant R a Uensemble des racines de G relativement a T

c. un sous-groupe fermé H de G tel que le faisceau-quotient G/H soit
un Z-schéma lisse et quasti-projectif, que le morphisme canonique G — G/H
soit un épimorphisme pour la topologie de Zariski, et le morphisme
composé T — G[/H une immersion ouverte.

d. pour chaque a € R, une immersion fermée

xe: a—>G

telle que xo(h + N') = zo(A) 2o (X)), txy (M) 7' = zo(x()h) pour tout point A
de o et tout point t de T, et que le pseudo-morphisme f de G dans T composé
de la projection de G sur G/H et de 'inverse de U'immersion ouverte T — G/H
soit tel que, pour 1 -+ ) inversible, on ait

S(za(R)) =pal1 +2).

Soit X I’éventail défini dans le lemme 8; soit X le schéma correspondant
et G le sous-groupe de Aut(X) correspondant a R par le théoréme 4.
D’aprés la proposition 9, X s’identifie & G/H ou H est le stabilisateur de e.
Les assertions précédentes résultent alors des théorémes 3 et 4 et de la
remarque 3 du paragraphe 3, n° 4.
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CororLLAIRE. — Soient k un corps de caractéristique o (resp. p 5% o).
Tout systéme d’ Enriques saturé (resp. p-saturé) provient d’un triplet (G, T, f),
ot G est un k-groupe affine lisse connexe, T un tore mazximal déployé de G
et f un pseudo-projecteur de G sur T (cf. § 2, n° 3, déf. 2).

Soit (M, R, ¢) un systéme d’Enriques. S’il est saturé, il provient du
triplet (G, T4, fi) ou G, T, f sont donnés par le théoréme 5. S’il n’est pas
“saturé, il existe, d’aprés le théoréme 1 (§ 3, n° 2), un systéme d’Enriques
saturé (M, R, @) prolongeant (M, R, ¢); soit (@, T, ?) un triplet dont
pravient (M, R, 9). D’aprés le théoréme 2 (§ 1, n® 3) et la proposition 4
(§ 1,n°4), et avec les notations de loc. cit., il est clair que les U,, o €R, et T
engendrent un sous-groupe fermé lisse G de G contenant T [c’est le produit
semi-direct du sous-groupe de Levi de G contenant T par le sous-groupe
du radical unipotent de G produit semi-direct des U, pour «€R, a g (— R)]

et que f induit un pseudo-projecteur f de G sur T. Le triplet (G, T, f)
répond évidemment a la question.

Remarque. — On peut démontrer directement une forme légérement
différente du lemme 8 pour un systéme d’Enriques saturable, et en déduire
ainsi une nouvelle démonstration du théoréme 1 (§ 3, n° 2).

5. Questions.

Rappelons d’abord une question déja signalée :

1° Conjugaison des sous-tores déployés maximauzx de Cr,(§ 1, n® 6).

Ajoutons-en d’autres :

20 Classification des systémes d’Enriques. Cette question se décom-
pose en : .

a. prouver que tout systéme d’Enriques est contenu dans un systéme
d’Enriques maximal et donner des propriétés de ces systémes maximaux.
Je sais seulement prouver que tout systéme d’Enriques est contenu dans
un systéme d’Enriques (M, R, o) ayant les propriétés suivantes : il est
saturé, p(R) engendre M*®Q, chaque ¢~'(p.) est une partie « convexe »
de R. Il conviendrait notamment de démontrer, si c’est vrai, que ’on peut
ajouter a ces conditions : R engendre M (ce qui signifie que le groupe
correspondant a un centre trivial), o(R,) engendre M (ce qui est moins

str), ...
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b. trouver un principe de classification des systémes d’Enriques maxi-
maux en termes finis;

¢. donner effectivement une classification.

3° Réalisation des sous-groupes de rang maximum du groupe de Cremona
comme groupes d’automorphismes de schémas lisses et propres (resp.
projectifs).

La question précise est la suivante : étant donné un systéme d’Enriques,
peut-on compléter ’éventail qui lui est associé en un éventail complet, les
racines du systéme d’Enriques restant racines de ce nouvel éventail ?
Plus généralement, étant donné un éventail et une partie de I’ensemble
de ses racines, formant un systéme d’Enriques, compléter 1’éventail de
facon que les racines données restent racines de I’éventail complété.

4° Classification des éventails. Cette question est paralléle a 3°. Notons
que 'opération de « subdivision » d’un éventail se traduit géométriquement
par un éclatement sur le schéma correspondant; il s’agit donc. de classi-
fier les éventails « minimaux ».

50 La définition des éventails étant affaiblie en remplacant 'axrome (a)
« chaque élément de X est une partie d’'une base de M* » par (a’) « chaque
élément de X est une partie libre de M* », étudier les schémas obtenus,
et notamment leurs singularités.

APPENDICE.

Une variété rationnelle lisse propre et non projective
de dimension 3.

Nous nous proposons de construire dans M = Z° un éventail complet
(§4, n°2) tel que le schéma associé ne soit pas projectif. Le principe de
cette construction est dit & A. Douady (voir A. Douapy, Le shaddock a
stz becs, & paraitre).

1. Soit (ey, e, ;) la base canonique de M, et posons

e§:(-—3,——2,—1), eé:(_l)“27—3)7 6&:(—2,-—1,—-—3)-

Soit G le groupe & six éléments d’automorphismes de M engendré par les
deux transformations (z,y,z) — (3, 2,y) et (z,y,2) > (—z, —y, — 2).
Notons X, I'ensemble des douze parties a trois éléments transformées

’

par G de {e, e, — e.} (six transformés) et {e,,e,,e,] (six transformés).
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Prorosition 1. — Si X est un éventail complet contenant X,, le schéma X
assocté a L n’est pas projectif.

D’apres le paragraphe 4, (n° 4, cor. 1 au th. 2), ’existence d’'un module
ample sur X équivaut a celle d’une famille d’entiers (n(p)), p€|Z,|,
ou |X,| = Ge,UGe,, possédant entre autres la propriété suivante :

SiKeZX, et ze| L[, z&K, I'élément myx de M

(1) défini par {p, mg> =—n(p) pourp€ K est telle que {x, m>> —n(z).

Appliquons (1) & K={ei, e, —e.} et & x =—e,, — €|, €,; sl on pose
a;= { e;, mg >, on obtient

ay=—n(e), —3a,—2a,— ay—=—n(e), — ay—= —n(e,),

—a,>n(—e), Ja+2a,+a;>—n(—e), —a—3a,—2a3>—n(e),

d’ou par un calcul immédiat :

(2) n(e) +n(—e)>o,
(3) n(e) +n(—el)>o,
(4) —5n(e)-+n(—e)—an(e)+n(e)>o.

Ajoutant les six transformés de (3) par les éléments de G, on trouve

— 6 (n(e) +n(—e)) — P (n(d) +n(—e))>o,

i=1 i=1

ce qui est contradictoire avec les relations déduites de (2) et (3) par permu-
tations circulaires.

2. 11 s’agit donc de démontrer I’existence d’un éventail complet conte-
nant X,. Pour ce faire, appelons chasse-mouches tout ensemble fini @ de
parties & trois éléments de M satisfaisant aux trois conditions suivantes :

(CM 1) Chaque élément de ® est une partie libre de M.

(CM2) Si K,L€®, alors Q,.KNQ.,.L =Q..(KnL).

(CM3) La réunion des Q..K, pour K dans ®, est Q @ M.

Dans (CM 2) et (CM 3), on note Q, . K ’ensemble des éléments du Q-espace
vectoriel Q @ M combinaisons linéaires a coefficients positifs des éléments
de K. »

Par définition des éventails complets, il est clair que sile chasse-mouches @
satisfait & la condition supplémentaire suivante :

(E) Pour tout K €®, le déterminant des trois élémenis de K est égal & + 1,
alors ’ensemble formé des parties des éléments de ® est un éventail complet.
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D’autre part, si ® est un chasse-mouches, si K= {u,, u,, u, |€d,
Sl uy=a,us+ a.u.+ a,u, €M, avec a; rationnel > o, et si on pose
Ky = { wo, us, us}, Ko=1{wy, uy, us}, Ky = { wy, us, uo},
alors
= (0—{K})u{K,, K, K}

est encore un chasse-mouches (« subdivision de la face K »).
3. Soit L, la réunion de I, et de 'ensemble des transformés par G des
parties {e,, €,, — e;} (six transformés) et {¢,, ¢,, ¢, | (deux transformés).
Prorosition 2. — X, est un chasse-mouches.

La démonstration s’appuie sur deux lemmes.

Lemme 1. — St K, L€k, et st Card(KNL) = 2, alors
Q..KnQ,.L=0..(KnL).

Notons d’abord que quitte a remplacer { K, L} par {g(K), g(L)}
ou g€G, on peut supposer que KNL est 'un des cing couples {e,, ¢, },
(e, e.], {e, —e,l, le,e,}, {€,e,]. Dautre part, si K= {a,b,cl,
L = {a, b, d }, il existe une relation Yc¢ + 8d = aa + Bb avec o, B, v, S€Z,
Y84 0; la relation de I’énoncé équivaut alors a Y2 > o. Il suffit donc de
contempler le tableau suivant :

KnL. K. L. Relation.
/ ’ ’ i /

ey, e ey, €y, — € e, €, €, e,—e;=5e, +2¢,

e, — e, e, €y, — e, —ey, — €y, € —3e;+e;=7e,+ be,

e, — €, — ey, — €4, e — ey, — €y, € —ey—ey=—2e,+ e}

ey, €, e, €, e, ey, €y, — € e, —e,—=a2e,— 7e,
’ 6’176{2 6,176,278./3 €y, 6;19; e;+1881:56£——7€;
Lemme 2. — Posons ¢y= (—1, — 1,— 1,) = — €, — €.— €;. La relation

e, €Q,.K, KeX, équivaut a K =1{e|,e,,¢e,}.

Comme e, est invariant par G au signe prés, il suffit de vérifier que
+ e, Q.. K lorsque K est I'une des trois parties {e,, e,, — €.}, {e1, €, €, |,
le, e, — ey}, que e, €Q,.{¢,¢,¢,}] et que —e, &Q,.{¢,¢,¢e,}. Or
cela résulte des relations
—2et+e—e e+ e+e

3 - ()

ep=—2¢ -+ e+ e——3e — e + e,—
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Démontrons maintenant la proposition. La conditions (CM 1) se vérifie
immeédiatement pour chacune des cing parties-type. Soit A 1’ensemble
des parties 4 deux éléments des éléments de X,, F la réunion des R,.L
pour LCA, et U=R@M — F. La conjonction des assertions (CM 2)
et (CM 3) équivaut a

(5) tout élément de U appartient & une partie R,.K et une seule.

Soit donc « € Uj il existe une application continue f: [0, 1] -~ RQ M telle
que f(o) = ey, f(1) =z, f(t)§Re; URe;URe; URe, URe, URe, pour tout ¢
et que ’ensemble des ¢ tels que f(¢) g U soit fini. Pour y€R @ M, soit n(y)
le nombre de parties R,.K auxquelles appartient y. On a n(e,) =1
d’apres le lemme 2; d’autre part, le lemme "1 montre que si f(¢)g U, on a
n(f(t — <)) = n(f(t + <)) dés que < est assez petit. Il s’ensuit que n(f(t))

-1
est constant pour t€f(U), donc que n(x) = n(e,) = 1; cela prouve (5)
et achéve la démonstration.

4. Pour achever la construction, nous allons déduire de X, par subdi-
visions successives un chasse-mouches satisfaisant a (E).

Comme det(e,, €,, —e,) =— 1 et det(e,, ¢e,,e,) = 1, douze des vingt
faces de X, n’ont pas a étre subdivisées.

A. Subdivision des six faces transformées de { e, e,, — e;} . — Le bary-
centre (e, + ¢, — €;)/3 est le point (0, — 1, — 1). Les trois faces obtenues
par subdivision ont déterminant + 1. On subdivise de méme les cing
faces analogues.

B. Premiére subdivision des faces + { e, e, €,}. — On utilise les points
e, et — e,; cela revient a remplacer les deux faces initiales par les six
transformés par G de la face {e,, ¢, €, }.

C. Deuxiéme subdivision de ces faces. — On a det(e,e,,e,) =— 3.
Posons f= (e, + €, + 2¢€,)[2 = (— 2, — 3, — 2). On a det(e,, ¢, f) =—2,
det(e, f, €,) = — 1, det(f, e,,€,) =—1. On subdivise de méme les six

faces analogues; on obtient douze nouvelles faces de déterminant 1, et
six de déterminant 2.

D. Troisiéme (et derniére) subdivision de ces faces. — Posons
eg—+ e+
g= 0—31—‘}0:(——3, — 3, —2).

Les trois faces ainsi obtenues par subdivision de {e,, ¢, | sont de déter-
minant 1. Effectuant la méme subdivision des faces transformées on
achéve le processus. :
On construit donc le chasse-mouches cherché par 20 subdivisions succes-
sives de X,. Comme X, posséde 12 sommets, 3o arétes, 20 faces (c’est au
Ann. Ec. Norm., (4), II1. — Fasc. 4. 76
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point de vue combinatoire un icosaédre régulier), et que chaque subdi-
vision ajoute I sommet, 3 arétes et 2 faces, I’éventail complet obtenu posséde
32 sommets, go arétes, 6o faces.

5. En résumsé :

TutorimeE. — Il existe un Z-schéma lisse de type fini propre da fibres
connexes X, et une opération du tore trivial T ~ @’ sur X tels que :

a. Uopération de T sur X posséde 183 orbites, 'une d’entre elles étant
un espace homogeéne principal (trivial) sous T}

b. X est obtenu par recollement de 6o espaces affines A’;

c. le schéma de Picard de X est constant et libre & 29 générateurs;

d. aucune des fibres de X n’est projectives;

e. le schéma des automorphismes de X est un Z-groupe lisse de type
fini produit semi-direct d’'un groupe constant & six éléments par T.
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