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CARACTERES DES GROUPES
ET DES ALGEBRES DE LIE RESOLUBLES

Par Micuer. DUFLO.

AverTissEMmEnT. — Ce Mémoire est en deux parties. Dans la premiére
on établit une formule pour le caractére d’une représentation unitaire
irréductible d’un groupe de Lie réel résoluble connexe. Celle-ci, rapprochée
d’un théoréme sur les orbites de dimension maximale de la représentation
coadjointe, constitue une étape vers la formule de Plancherel des groupes
résolubles réels unimodulaires. Dans la seconde partie on établit la formule
correspondante pour le caractére d’une représentation irréductible d’une
algébre de Lie résoluble de dimension finie sur un corps algébriquement
clos de caractéristique o. Celle-ci, rapprochée du théoréme rappelé ci-dessus,
permet de démontrer un théoréme important sur le centre des algébres
enveloppantes des algébres de Lie résolubles de dimension finie sur un
corps de caractéristique o. Ce théoréme et la formule de Plancherel sont
donc des conséquences de faits similaires.

Les deux parties sont logiquement indépendantes et peuvent &tre lues
séparément, quoique de toute évidence le sujet soit le méme.

Avant de poursuivre, je tiens a remercier J. Dixmier dont I’aide m’a été
précieuse au cours de ce travail.
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PREMIERE PARTIE.

CARACTERES DES GROUPES RESOLUBLES REELS.

INTRODUCTION.

Soit G un groupe de Lie réel connexe. Soit g I'algebre de Lie de G et
et soit g* le dual de g. Soit f€g*. On note B, la forme bilinéaire sur g X g
définie par B;(X, Y) ={f, [X, Y]> (X, Y€g). On note g(f) le noyau de B,.
C’est le centralisateur de f dans g. Soit Q une orbite de G dans g* pour
la représentation coadjointe, c’est-a-dire la représentation contragédiente
de la représentation adjointe. On définit une 2-forme ® sur Q de la maniére
suivante. Soit f€Q. L’application tangente en 1 & Papplication g— gf
identifie g/g(f) et espace tangent a Q en f. On posera

o (X, V) ==Br(X,Y) (X, Ye/s()).

Soit 2s la dimension de Q. La forme différentielle o= ";T(”/\ oA\

(s facteurs) définit une mesure G-invariante non nulle sur Q (¢f. [6]).
Soit T une représentation unitaire irréductible de G. On choisit une

mesure de Haar sur g, et si a€@(g), on pose T (x) :foc(X) T (exp X) dX.
g

Dans beaucoup de cas (cf. [6], [9], [10]), il existe une orbite Q de G dans g*,
un voisinage ouvert ¥ de o dans g, G-invariant et dans lequel exp est
réguliére, une fonction p dans ¥, analytique, ne s’annulant pas et G-inva-
riante, tels que 'on ait la propriété P(G, T, Q, ¥, p) :

Soit a €@ (V) une fonction telle que la fonction

f—;fga(X)p(X)—l 5% gX

soit Po-intégrable. Alors :
1. S1 T(«) est tragable, on a

e (a) —f{ja(\)p(\ )~ “f“d‘& dBa(f).

2. 51 T(«) est positif, alors T(x) est tragable.
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Il faut remarquer que cet énoncé ne dit pas plus que ce qu’il dit, et en
particulier qu’il n’affirme pas Dexistence de fonctions a€® (), telles
que T(«) soit tragable. Il ne fournit donc pas en général un moyen d’associer
une orbite & une représentation. D’ailleurs, tant que 'on n’a pas imposé
de conditions supplémentaires a la fonction p (comme par exemple d’étre
positive), ceci est sans espoir. La situation n’est idéale que pour les groupes
nilpotents. En effet, dans ce cas « —>trT(«) est une distribution sur g,
et 1l existe une orbite Q telle que 'on ait la propriété P(G, T, Q, g, 1).
Dans ce cas l'orbite Q est bien déterminée, puisque c’est le support de
la transformée de Fourier de la distribution o —trT(«). (Pour tout ceci,
cf. par exemple [8].) Mais dans d’autres cas ou a—tr T («) est une distribution
dans un ouvert ¥ vérifiant les conditions ci-dessus, il peut arriver qu’il
existe des orbites Q et Q' et des fonctions p et p’ toutes deux positives
dans ¥ et vérifiant les conditions ci-dessus telles que 'on ait a la fois les
propriétés P(G, T, Q, ¥V, p) et P(G, T, Q' ¥, p’). Cest en particulier le
cas pour certaines des représentations irréductibles des groupes compacts
semi-simples. (Voir a ce sujet la remarque 1 du chapitre V de la seconde
partie.) .

Pour les groupes résolubles exponentiels (i.e. tels que lapplication
exponentielle soit un difféomorphisme de g sur G) il existe une bijection
de I’ensemble des représentations unitaires irréductibles de G sur ’ensemble
des orbites de G dans g* qui généralise la correspondance bien connue
de Kirillov dans le cas nilpotent (cf. [2]). Soit T une représentation unitaire
irréductible de G et Q l'orbite dans g* qui lui correspond. Il est prouvé
dans [9] qu’il existe une fonction p, construite au moyen de certaines
racines de g, telle que 'on ait la proposition P(G, T, Q, g, p). Plus préci-
sément, si ~€g4*®GC, on pose

S (X) :———Shel(m)

. (Xey).
XN

Il existe un sous-ensemble 7,, ...,%, de I’ensemble des racines de g

n

(comptées avec leur multiplicité) tel que p =IIS~,1..

Dans le cas des groupes résolubles ad-algébriques [i. e. tels que I'image
de g par la représentation adjointe soit une sous-algebre algébrique de
End (g)], on a un résultat analogue, basé sur la description du dual des
groupes résolubles réels connexes simplement connexes de type I annoncée

dans [1] (¢f. [10]). Signalons que dans ce cas L. Pukanszky démontre que
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si Porbite Q est fermée, la transformée de Fourier de ap ' est Bo-intégrable
pour tout o dont le support est contenu dans I’ensemble des points ol exp
est réguliere ([10], 5.5).

Le but de cette premiére partie est la description de ’ensemble 4,, ..., 4,
dans le cas des groupes résolubles exponentiels ou ad-algébriques. Résu-
mons nos résultats. Soit Q une orbite de G (que nous ne supposons pas
nécessairement résoluble pour le moment) dans g*, et soit f€Q. On
remarque d’abord que s1 'on a la propriété P(G, T, Q, ¥, p), alors
trT(x) (x€®@(V)) ne dépend que de la restriction de « a I'idéal
(9, 8] + 8(f) =m(Q). Ceci résulte d’un lemme sur les orbites de G dans
g* qui fait Pobjet du chapitre I. Il suffit donc de connaitre la restriction
de p a m(Q). Supposons maintenant que G soit résoluble. Les poids de la
représentation naturelle de g(f) dans g/g(f) sont de la forme 4 7,, .. ., - A,;
on note par les mémes lettres des formes linéaires sur g nulles sur [g, g]

et qui prolongent les A, On pose qg(X)z[ISM(X) (X€g). Soit W

Pouvert de g formé des points X tels que les valeurs propres imaginaires
pures de ad (X) soient de module <27 (s1 G est exponentiel, on a g = W).
Alors go(X) > o pour tout X€WAm(Q). [On peut méme choisir les A;
de telle sorte que go(X) > o pour X€?.] Nous prouvons la proposition
suivante :

Soit T une représentation unitaire irréductible d’un groupe résoluble
connexe G, exponentiel ou ad-algébrique. Il extste une orbite Q de G dans g*
telle que Uon ait la proposition P(G, T, Q, 0, ga). [Nous avons déja remarqué
que seule la restriction de go a m(Q)N3IW était intéressante, et celle-ci
est définie sans ambiguité.]

Cette proposition, jointe au théoréme de [5], a un corollaire important
pour I’analyse harmonique sur G. Pour X€g posons

sh<éadx>
P (X)) =det ——I—————
Eadx

La fonction p est positive et on note ¢ sa racine carrée, qui est une fonction
positive G-invariante dans g, et dont la restriction & W est analytique
et strictement positive. St 'on note j, la densité de la mesure de Haar
a droite sur G par rapport a la mesure euclidienne sur g, normalisée par
la condition j,(0) =1, et j, la fonction sur g définie de maniére analogue
en remplagant droite par gauche, alors ¢ = (j,j.)"". Il résulte du théo-
reme de [5] que s1 Q est une orbite de dimension maximale, alors la restric-
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tion de ¢ a m(Q) N W est égale a celle de g. Donc si Porbite Q de la propo-
sition est de dimension maximale, alors on a la propriété P(G, T, Q, W, q)
avec la méme fonction ¢ pour toutes les orbites de dimension maximale.
Ceci avait été conjecturé par Kirillov ().

La démonstration de la proposition, qui suit de prés [10], utilise [1].
En fait, il est trés probable que lorsque les démonstrations de [1] seront
connues, on pourra démontrer la propriété P(G, T, Q, W, gqo) pour toutes
les représentations T d’un groupe résoluble connexe (non nécessairement
de type I) obtenues par induction holomorphe a partir d’une orbite entiére
Q' qui se déduit de Q comme il est indiqué dans le chapitre II.

Ces résultats ont été annoncés dans une Note (cf.[4]), sous une forme
probablement incorrecte.

CHAPITRE 1.

UN LEMME SUR LES ORBITES DE LA REPRESENTATION COADJOINTE.

Soit G un groupe de Lie réel connexe. Nous conservons les notations
de l'introduction. Soit Q une orbite de G dans g* et soit f€ (.

Lemme 1.1. — Soit § un idéal de g contenant g(f). Soit k le stabilisateur

dans g de la restriction de f a §. Sott K le sous-groupe analytique de G d’algébre
de Lie k. Alors KfCQ est un ouvert de -+ i*.

Démonstration. — La forme B, a pour noyau g(f). Par définition, k est
Porthogonal de { par rapport a cette forme. Comme g(f)Cj, on voit que
i est Porthogonal de k par rapport a B/, et donc que kf = {t. Le groupe K
stabilise f|j, et on a donc KfcCf- it. Comme Papplication tangente a
Papplication k — kf de K dans f-{* est surjective, Kf est un voisinage
de f dans -+t Soit f'€ Kf. Alors f|i={"]j, et donec Kf’ (qui est égal
a Kf) est un voisinage de tous ses points dans f- {1, et donc est ouvert,

L’exemple du groupe résoluble non commutatif de dimension 2 avec
{ = o montre que ’on n’a pas toujours -+t C €.

Prorosirion I.1. — Soit |, un idéal contenant g(f) et tel que gfi soit
nilpotent. Alors f+ 11 CQ.

Nous commencgons par rassembler quelques lemmes utilisés dans la
démonstration de la proposition.

(") Japprends que M. Pukanszky a prouvé ceci lorsque les racines de g sont réelles.

A
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Lemume 1.2 (c¢f.[6], § 2). — Soit a un idéal abélien de g. Posons m = f|a.
Sotent H le centralisateur de m dans G et l) son algébre de Lie. Soit Q,,
Pensemble des points de Q quv se projettent sur m. Alors -+ ht est contenu
dans Q,,. _

Posons f"=f|h. Soit w la H-orbite de f’ dans h*. Sotent t un supplé-
mentaire de ) dans g et s une section de G/H dans G. Identifions h* et tt.
Alors Uapplication (f., f2) > fi+ f. de §* X¢* dans g induit une bijection
de wxht sur Q,, et Uapplication (gH,fi,f.) > s(gH) (fi+[f.) est une
bijection de G/HX wXxht sur Q.

Réciproquement, st U'on se donne m€&a* et une orbite ® de H dans h*
dont la projection sur a* est {m/|, alors U'image réciproque de w dans g*
est contenue dans une G-orbite.

Lemme [.3. — On garde les hypothéses et les notations du lemme 1.2.

On a :
@) h(f')=a~+g(f)

(i) B, indutt une forme bilinéaire non dégénérée sur gl x<h(f")/s(f).

Démonstration. — Par définition, hj est 'orthogonal de a par rapport
a B,. L’orthogonal de ) par rapport & B, est donec o+ g(f). Mais il est
aussi égal a h(f"), par définition de h(f’). On a donc prouvé (i). Le point (i1)
résulte de ce que g(f) est 'orthogonal de g par rapport a B, et h(f’) celui
de b.

Lemme 1.4. — On garde les hypothéses et les notations du lemme 1.2.
On suppose que o contient un idéal 3 contenu dans le centre de g et tel que
a/3 soit un idéal non nul minimal de §/3 non contenu dans le centre de g/3.
Soit | un idéal de g contenant g§(f) et tel que g[i soit nilpotent. Alors i
contient .

Démonstration. — Supposons que o ne soit pas contenu dans j. On
a 3Cj, car 3Cg¢(f). Comme a/3 est minimal, ceci prouve que jNa = 3.
Done a/3 s’identifie & un idéal de g/ qui est minimal et non contenu
dans le centre de g/, car | est dans le noyau de la représentation adjointe
de ¢ dans a/3. Comme un idéal minimal d’une algébre de Lie nilpotente
est central, on aboutit & une contradiction.

Démonstration de la proposition 1.1. — Elle se fait pas récurrence sur
la dimension de g, le cas ou la dimension de g est 1 étant immédiat. On
suppose donc que dimg>1 et que la proposition est démontrée pour
toutes les algébres de Lie de dimension strictement inférieure a celle de g.
On examine les différents cas qui peuvent se présenter.

Ann. Ec. Norm., (}), 1IL. — Fasc. 1.

(%2
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1. On suppose que g est semi-simple. Alors j=g, et la proposition
est triviale. '

2. On suppose que f* contient un idéal non nul a de g. Alors aCg(f).
En effet, si YE€u, on a [X, Y]€a et donc B/(X, Y)= o pour tout X€&g.
Posons ) = g/a et soit H un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie h.
Si l'on identifie h* et at, alors Q est aussi une H-orbite dans h*. On peut
donc appliquer I’hypothése de récurrence & H, Q et j/a, ce qui prouve
que f+itcQ.

3. On suppose que l'on n’est pas dans le cas 2 et que § contient un
1déal abélien non nul minimal a non contenu dans son centre.

Posons m=f|a. Alors m>£o0, et, avec les notations du lemme I.2,
l) £ g. En effet, les hypothéses faites sur a entrainent que la représentation
adjointe de g dans a est irréductible et non triviale. Il en est donc de méme
de la représentation contragrédiente dans a*. Le stabilisateur d’un élément
non nul de a* ne peut donc étre g tout entier. Il résulte du lemme I.4,
appliqué aveec 3 =1{o/, que | contient a. Le lemme .3 entraine alors la
relation h(f')Cy. Posons {'=inh. 1l est clair que hji’ est mnilpotent.
On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a by, o, {’. Il faut distin-
guer Porthogonal de {' dans h* et dans g*. Notons le premier |} et le
second {'t. L’hypothése de récurrence entraine que '+ f'Cw. Le
lemme [.2 entraine alors que {"*+ fCQ. Et comme {'Cj, on voit finale-
ment que {4 fCQ.

4. Sil’on n’est pas dans un des cas 1,2 ou 3, le centre 3 de g est de dimen-
ston 1 et f(3)5 0. On suppose que g/3 est semi-simple. Alors on voit
facilement que { = g, et donc dans ce cas la proposition est triviale.

5. On suppose que ’'on n’est pas dans un des cas 1 & 4. On suppose que ¢
contient un idéal abélien a contenant 3, et tel que a/3 soit un idéal minimal
non central de g/3.

Posons m = f|a. Avec les notations du lemme 1.2, on a ) £ §. En effet,
dans le cas contraire, f*Na serait un idéal non nul contenu dans f*. On
déduit du lemme 1.4 que aCj. Le lemme 1.3 entraine que j'=in}
contient lj(f’). Gardons les notations de 3. On peut appliquer I’hypothése
de récurrence a l), w et {’. On en déduit que |t +f'Cw et le lemme 1.2
prouve que {"*4 fCQ et done que *+ fcQ.

6. On suppose que ’on n’est pas dans un des cas 1 a 5. On suppose
que g contient un idéal abélien a de dimension 2 tel que a/3 soit contenu
dans le centre de g/3.
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On pose m = f]a. Avec les notations du lemme 1.2, on a h£g, car
dans le cas contraire f*Na serait unidéal non trivial. Soit e,, e, une base
de o telle que e, €3, f(e)) =1 et f(e.) =o0. L'image de G dans Aut (a)

est le groupe des matrices (; ‘T> (x€R), et donc, si e; e, est la base duale

de a*, alors M, 'orbite de m dans a*, est la droite e, + Re,. Posons
i’=hnNni. Si { contient n, alors, d’aprés le lemme 1.3, i’ contient h(f’),
et le lemme I.2 et ’hypothése de récurrence appliquée a ly, w,{" entrainent
que f4+itcQ. On suppose maintenant que {’ ne contient pas a. Dans
ce cas, {'Na=3. Posons {"={+a. On peut appliquer I’hypothése
de récurrence a l), w et {”. Il résulte alors du lemme 1.2 que f+{"tCQ.
Notons P l’espace affine f+it. Alors P contient PN (f+{"*) qui est
la partie de P au-dessus de m, ou encore PNel, et donc de codimension 1
dans P. Notons, comme dans le lemme 1. 1, K le stabilisateur connexe de
f1i dans G. D’aprés le lemme I. 1, Kf est ouvert dans P, et sa projection
sur M est donc ouverte. ’'image de K dans Aut (a) est donc non triviale, et

donc est le groupe (; f) (z€R) tout entier. Soit m’'€ M. 1l existe un

élément k € K tel que km = m’. Comme K stabilise P, I’espace k(f +{"*)nP
est un sous-espace affine de P, (la fibre de P au-dessus de m') et de méme
dimension. On en déduit que P,. est contenu dans Q et donc que P est
contenu dans Q puisque P est la réunion des P,,.

7. On suppose que 'on n’est pas dans un des cas 1 a 6.

Alors le centre 3 de g est de dimension 1 et f(3)52{o}. 1l existe un
idéal w de g, non abélien et tel que n/3 soit un i1déal abélien minimal de g/3.
Posons m = f+ N a. Soit e, € 3 un point tel que f(e,) = 1. On définit une forme
bilinéaire alternée o sur mXm en posant [X, Y]=10(X, Y)e,(X, YEmM).
(Comme n/3 est commutatif, on a bien [X, Y]€3.) La forme o est non
dégénérée, car sinon son noyau aurait pour image dans g/3 un idéal non nul
strictement contenu dans u/3. L’idéal w admet donc une base e, ..., €.,
avec la table de multiplication [e;, €., = i€, (1=L1, j<n), les autres
crochets étant nuls ou déduits des précédents par anti-symétrisation.

Un tel idéal est dit nilpotent spécial. Dans cette situation, on a les résultats
suivants (cf. [7]) :

Lemme 1.5. — Soit G un groupe de Lie connexe simplement connexe. On
suppose que § contient un tdéal nilpotent spécial w de centre 3 et que 3 est
contenu dans le centre de g. Soit m un supplémentaire de 3 dans w. Sovent G’ le
stabilisateur de w dans G, et §" son algébre de Lie. Alors g =m @ g’, de sorte
que Uon peut identifier §* et w* P g'*. Le groupe G’ est connexe et simplement
connexe. Soit Q une orbite de G dans g* dont la projection sur 3* n’est pas {o|.
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Alors QNg'*=w est une orbite de G’ dans ¢'*, et Uapplication

)

(X, f1) > exp(ad X) fi de mX ® dans g* est une bijection de mX ® sur Q.

Revenons a la démonstration du point 7. Avec les notations du lemme 1.5,
on a few=Qng'*. Il suffit donc de prouver que f-+ j*Cw. Posons
i'=4g'Nj{. Alors il résulte du lemme 1.5 que g(f) =4¢'(f) et donc que {’
contient g’ (f). Il est clair que g'/j" est nilpotent, et on peut donc appliquer
I’hypothése de récurrence a g’, » et . On en déduit que f+ ("*Ng'*) Cw.
Remarquons maintenant que mcCj{. En effet, dans le cas contraire, on
aurait nN{= 3. Mais n/3 est un idéal non central de g/3, car sinon /3 serait
de dimension 1 puisque 1/3 est minimal non nul, ce qui contredit le fait
que la dimension de n/3 est paire. Donc I'image de u/3 dans g/3 serait un
idéal minimal non central de g/, ce qui contredit le fait que g/j est nilpotent.
On en déduit que {*=i*Ng*, et donc que f+ j*Cw, ce qui termine la
démonstration de la proposition.

La proposition [.1 montre que Q est fibré par des espaces affines paralléles
a {1, car pour tout f'€Q, on a g(f’) Cy. Choisissons un supplémentaire de {*
dans g*, ce qui permet de considérer que {* est contenu dans g*. Soit A la
projection de Q sur {*. L’application (f,, f2) > fi+ f. de {* X A dans Q est
un difféomorphisme.

Ceci est vrai en particulier si I’on prend pour § I'idéal m(Q) = g(f)4[g, g]
(qui ne dépend que de Q et non du choix de f€Q). Soit df, une mesure
euclidienne sur m(Q)t. Dans ce cas la proposition [.1 admet le complément
suivant :

Prorosition 1.2. — Il existe une mesure G-invariante v sur A telle que
ABo(fi+ fo) = dfi dv(fy).

Prouvons d’abord deux lemmes.

Lemme 1.6. — Soit { un tdéal nilpotent contenant g(f) et soit K le centra-
lisateur de f|{ dans G. Alors K stabilise g(f).

Démonstration. — 1l faut montrer que si k€ K et X€&g(f), alors on a

{fy[kX, Y]> = o pour tout YEg. On a
CHUXSY =XYoo =0+ [N Y], o figit el Yea.

On a
CLHINSY =0 car Xea(f) et SIS Y=o

En effet, [X, Y'|€j car | est un idéal contenant g(f). On a donc
{f, kX, Y]> =0, ce qui démontre le lemme.
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Lemme 1.7. — Soit G (f) le stabilisateur de f dans G, et K celut de f|m(Q).
Alors G/K posséde une mesure G-invariante non nulle et K/G(f) posséde une
mesure K-invariante non nulle. '

Démonstration. — Soit k€ K. Nous savons d’aprés le lemme précédent
que AdFk stabilise g(f). Nous allons prouver que det(Adg/g(r)k)=1.
Comme B induit une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur g/g(f),
il suffit de prouver que AdFk laisse B, invariante [ce qui redémontrera
d’ailleurs le lemme 1.6 dans le cas ou § =m(Q)]. On a

ChHTRXGRY D = fy RIXS Y D = A XY D= f+ fi, [ X, YD,
ou f, est un élément de m(Q)t. On a donc
o lXo Y=o et {fi[kX,hY D=/, [X, Y],

ce qui démontre notre assertion.

Remarquons maintenant que B, induit une forme bilinéaire non dégénérée
sur g/m(Q) X k/g(f) (ici, k est Palgeébre de Lie de K). On en déduit que,
puisque Adk laisse B, invariante, les applications Adg/m(a)k et Adk/g(r)k
sont transposées par rapport a B,. Comme g/m(Q) est abélienne et comme K
est contenu dans le groupe connexe G, on en déduit que Adg/m(e)k=1 et
donc que Adk/g(r)k=r1.

En particulier, si g€ G(f), on a Adk/g(f)g =1, ce qui, d’apres la théorie
des espaces homogénes de groupe de Lie, entraine que K/G(f) posséde
une mesure K-invariante non nulle.

Soit toujours k€ K. Des égalités Adr/g(r)k =1 et det(Adg/q(n)k) =1,
on déduit que det(Adgmk) =1, ce qui entraine que G/K posséde une
mesure G-invariante non nulle.

Démonstration de la proposition 1.2. — Soient d'g, d”g et d'k des mesures
invariantes non nulles sur G/G(f), G/K et K/G(f) (avec les notations du

lemme 1.7). Si ces mesures sont convenablement normalisées, on aura, pour
toute fonction ¢, Bg-intégrable sur Q :

f"(.f’):dﬁﬂ(f'):/ v(gfHdg= / p(ghf)d gdk.
Q /61 ) 6/KVE/G(f)

Identifions A et G/K, et soit v la mesure (G-invariante) sur A qui corres-
pond a d”g. Soit s une section de A dans G. On a

() dBo(f) = (s K dv (fy) dk,
Joundsmn=f [ cearnais
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Pour prouver la proposition, il nous suffit donc d’établir le résultat suivant :
il existe une constante c¢ telle que

f 0 (5(f2) /{f)d’/(:c/ o(fot i) dfi.
K/G(/f)

Yk

Montrons d’abord qu’il existe une constante ¢ telle que

[ vstknai=cf o) G0 df
K/G(f)

m(S])‘-

Pour ceci, il suffit de prouver que I'image de d'k par application k — kf
est une mesure euclidienne sur I’espace affine f+ m(Q)t. Pour ceci on
remarque que K induit dans f+ m(Q)* le groupe des translations et donc que
I'image réciproque de la mesure euclidienne sur K/G(f) est une mesure
invariante. Comme il existe (3 un facteur constant prés) au plus une
mesure invariante sur un espace homogeéne, ceci démontre notre assertion.

Pour démontrer la proposition, il reste & prouver que

s an= [ s ds,

mQd mQd

ce qui résulte du fait que det(Adg/m(Q)s(f:)) =1.

CHAPITRE IL

RAPPEL DE RESULTATS DE. KIRILLOV ET DE PUKANSZKY.

Ici, nous voulons décrire les théorémes de réduction dont nous avons
besoin au chapitre IV. Dans ce chapitre, G est un groupe de Lie connexe
d’algébre de Lie g. Nous conservons les notations de I'introduction.

Tutorime 11.1. — Soit a un idéal abélien de g, et soit m &€ a*. Soient H le
stabilisateur de m dans G, et l) son algébre de Lie. Soit H, la composante
neutre de H, et sott H, un sous-groupe tel que H,C H, C H. Soit U une repré-
sentation unitaire trréductible de H, dont la restriction U, ¢ H, reste irré-
ductible. Soit w, une orbite de H, dans h* dont la projection sur a* est {m} et
dont le stabilisateur dans H est H,. Soit V' un voisinage ouvert de o dans h,
Hi-invariant et dans lequel exp est réguliére. Soit p’ une fonction analytique
dans V', ne s’annulant pas et H,-invariante. On suppose que Uon a la
propriété P(H,, U,, w,, ¥, p').
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Soit ¥ un voisinage ouvert de o dans g, G-invariant et tel que exp soit un
difféomorphisme de ¥ sur exp (V) et de ¥ Nk sur exp (V)NH,, et tel que
VNhCV'. On suppose que la fonction '

sh adg/l) <; Y>
adg/h (; Y)

se prolonge en une fonction dans ¥V, analytique, G-tnvariante et ne s’annulant
pas. Notons encore p un tel prolongement.

Soit Q la G-orbite dans ¢* qui contient 'tmage réciproque de v, dans g*
(lemme 1.2). On suppose que la représentation T de G induite par U est
irréductible. On a alors la propriété P(G, T, Q, ¥, p).

p(Y)=p'(Y) det (Ye")

Le théoréme est démontré dans [6], sous I'hypothése que H est connexe
(et sans préciser qu’il faut en général se restreindre & des voisinages de o
dans g) (¢f. la démonstration du théoréme 1 de [6]). Le théoréme est
démontré (mais non énoncé explicitement) dans [10] (¢f. en particulier
les sections 5.2 a 5.6). Pour la commodité du lecteur, nous écrivons la
démonstration, du moins les points qui ne figurent pas dans [6].

Lemume I1.1. — On garde les notations du théoréme 11.1. Posons N = G/H,.
Sotent dg et dh des mesures de Haar inyariantes a gauche sur G et H,. Soit s une
section de N dans G, différentiable par morceauzx. Soit t un supplémentaire
de ) dans g. Les mesures dg et dh déterminent des formes extérieures de degré
maximal « et &' sur g et h). Soit &” une forme extérieure sur ttelle que &’ /\ a" = a.
Posons ny={H,}. On identifie t et Uespace tangent T, d& N en n,. St n€N,
Papplication tangente a s(n) (opérant sur N) définit un tsomorphisme de T,,
sur T,, et donc une forme extérieure sur T, dont I'tmage réciproque est a”.
On définit une mesure dn sur N au moyen de cette forme.

Les espaces ht et t sont en dualité. Soit dfs la mesure sur ht pour laquelle
on a la formule d’inversion

(271')""“"'*/ fv(X) exp (({ fo, X>) da" (X) dfy=v(0) (vem(t)).

I)J"t

Identifions h* et t*. Alors Papplication de NXw,Xh* dans Q définie par
(n, f1, f2) > s(n) (fi+ f) est une bijection et Uon a

dBo(s(n) (fi+ ) = (2r)""™tdn dBy,(f) dfs.

Démonstration. — Soit s, une section de H/H, dans H. On choisit une
section s, de M = G/H dans G. Si n€N, et si m est I'image de n dans M,
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on a

s(n)H = U 52 (m) s, (h) H,.

L/,

L’hypothése faite sur H, entraine que w = U s1(h) 0, est l'orbite de
heH/H,
H dans h*. Plus précisément, I’application de w,X H/H, dans o définie
par (fi, h) = s.(h) fi est une bijection. Il résulte alors du lemme 1.2 que
Papplication (n, fi, f2) = s(n) (fi+f.) est une bijection de N X w, X ht
sur Q. Pour comparer les mesures, on procéde exactement comme dans le
lemme 7 de [6], ou la section 5.6 de [10].
Soit # Iespace de la représentation U. D’apreés la définition des repré-
-sentations induites, on peut supposer que T est réalisée dans 'espace des
fonctions de carré intégrable sur N & valeurs dans #¢, de sorte que si g€G
et peL?(dn, &), on a

(T (5)9) (n) :(d(g_’”))gtu/z—l) 9 (gn),

oul’on a posé g 's(n) =s(g'n) h.

Soit g€G. On pose &.(g) = |detAd(g)|. Soit Xe&g. On pose
d(exp X) =7 (X)dX et on suppose que les mesures sont normalisées
de telle sorte que j¢(0) = 1. De méme, si h€ H et si Y €l, on définit 5, (k) et
Ju(Y). Soit a€®@ (V). Soit «’ la fonction sur G nulle en dehors de exp (V)
et telle que a’ (exp X) = «(X)j5' (X) pour X€?. On a alors

T (o) =T (o) :fa’ (&) T(g) dg.
G

On peut écrire T (") comme un opérateur intégral. Procédant comme dans
la démonstration du théoréme 1 de [6], on trouve que si T(«) a une trace,
alors pour presque tout n€N, 'opérateur

A () :fa’(s(n)_1 Bis(n)) 86 (s (n) ) du (1) 86 (B) " 2U (1) dh
H

a une trace, et que trT («) =ftrA(n) dn.
N

Remarquons maintenant que s(n) 'hs(n)€exp(?) entraine h€exp(?),
puisque ¥ est G-invariant, et donc que h s’écrit d’une maniére unique sous
la forme h=expY avec YE?Y’, a cause des hypothéses faites sur %
et ¥’. On a donc

A(n) :foc’(exp(Ads (n)'Y)) dg (s(n)—1) o“}[(epr)%SG(epr)_%U (expY) dY.
U]
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Raisonnant comme dans [6], p. 141 et 142, on trouve

T — —dim t X
trT (o) = (2m) Alﬁ{lfga( ) \
x exp ({s(n) (fi+ 1), X>) p(X)tdndBo,,(f1) dfs dX

et, compte tenu du lemme 1,

T () :fgfa(X) exp (i< f, X>) p(X)~t dX dBa( f).
JaJy
C. Q. F. D.

Trtortme I1.2. — On suppose que G est simplement connexe et que §
contient un idéal nilpotent spécial w [avec une base e,, ..., e., telle que
[ei, €j1n] = Sij€0 (11, j=n)]. On pose 3=Re,. On suppose que 3 est
contenu dans le centre de g. Soit T une représentation unitaire irréductible
de G dont la restriction & exp(3)=17Z est non triviale. Elle définit un

2n

caractére y de L. On pose m —_—ZR ;.. Soit G’ le stabilisateur de w dans G et
1

soit §' son algébre de Lie (cf. le lemme 1.5).

Soit V., une représentation unitaire irréductible (déterminée & une équi-
valence prés) de N = exp(n) dans un espace de Hilbert 3,, dont la restriction
a Z est . On construit de maniére canonique [au moyen de Uapplication
naturelle de G' dans le revétement simplement connexe de Sp (w)] une repré-
sentation W de G’ dans 8¢, telle que

Vy (hnh=") =W, (k) V,, (n) W, (A7) (heG', neN).

Il existe une représentation unitaire irréductible bien déterminée (a4 une
équivalence prés) U de G’ dans un espace de Hilbert JC, telle que T sout
isomorphe & la représentation dans 3¢,Q ¥, définie par les relations

T(n)=W,(n)®1 (neN),
T(h) =W, (h) QU (k) (heq@).

On suppose qu’il existe une orbite w de G' dans g'* dont la projection sur 3*
est le point {1} tel que v (exp X) =€ "* (X €3), un voisinage ouvert V'
de o dans g, G'-invariant et dans lequel exp est réguliére, et une fonction
analytiqgue p’ dans V', G'-invariante et ne s’annulant pas, tels que Uon ait
la propriété P(G', U, o, V', p’). (Rappelons que d’aprés le lemme 1.5,
G’ est conneze.) '

Soit ¥ U'ensemble des points de g de la forme X 4+ Y, avec X€met YEV”,
ou V" est Uensemble des points Y de ¥’ tels que les valeurs propres imaginaires

Ann. Ec. Norm., (4), III. — Fasc. 1. 6
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pures de ad,,(Y) sont <21 Posons

shad,,,<;Y>
p(X+Y)=p'(Y) det—————T——— (Xem, Ye").
adm<§Y>

Alors ¥V est un voisinage G-invariant de o dans g, et p est une fonction analy-
tique, G-tnvariante et ne s’annulant pas dans . Soit Q Uorbite de G dans g*
qut conlient ® (lemme 1.5).

Alors on a la propriéié P (G, T, Q, ¥, p).

Ce théoréme est prouvé dans [7]. Lorsqu’on s’en tient aux groupes réso-
lubles ad-algébriques (ce que nous ferons au chapitre IV) il suffit d’utiliser ce
théoréeme lorsque G’ est abélien. Nous avons cependant énoncé le théoreme
sous sa forme générale pour deux raisons. La premiére est delaisser prévoir que
les résultats du chapitre 1V peuvent s’étendre & des groupes non résolubles.
La seconde est d’expliquer notre choix de l'orbite Q associée a la repré-
sentation T. Si G’ est abélien, il peut y avoir des choix a prior
plus naturels d’une représentation W de G’ dans 8¢, telle que
W(hnh™') = W(h) V,(n) W(k™"), d’out finalement un autre choix d’une
orbite associée a T (cf. [10]). La nécessité d’employer W., se comprend mieux
sil’on énonce le théoréme en général.

CHAPITRE IIL

LA coNsSTRUCTION D'AUSLANDER ET KOSTANT.

Dans tout ce chapitre G est un groupe résoluble connexe simplement
connexe de type I. Auslander et Kostant ont annoncé dans [1] des résultats
qui, & chaque représentation unitaire irréductible T de G, permettent de
faire correspondre une orbite Q de G dans g*. Lorsque G est exponentiel
ou ad-algébrique, Pukanszky a montré (c¢f. [9] et [10]) qu’il existe un
voisinage U de o dans g et une fonction p ayant les propriétés décrites dans
Pintroduction tels que I'on ait P(G, T, Q, ¥, p). Malheureusement cette
fonction p n’a pas la forme générale souhaitée, et en particulier n’est pas
toujours positive, lorsque G n’est pas exponentiel. Dans ce chapitre, nous
montrons comment il faut modifier la construction de [1] pour aboutir
a la formule que nous avons en vue.

Décrivons d’abord les résultats dont nous avons besoin (cf. aussi [10],
chapitre 3).
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A. Soit feg”. 1l existe une sous-algébre complexe ) de go= g X C ayant
les propriétés suivantes :

1. b est un sous-espace totalement isotrope maximal' pour la forme
bilinéaire B, sur gg X g¢.

2. Le centralisateur G(f) de f dans G stabilise b.
3. b+ b est une sous-algébre de gq.

4. La forme F(X, Y)= <[, |X, Y| > sur hxl est hermitienne positive
de noyau hn}.

5. Soit nle plus grand idéal nilpotent de g. Alors h Nng est un sous-espace
totalement isotrope maximal de ng muni de la forme bilinéaire B,.
Appelons une telle sous-algébre une polarisation de f.

B. Soit & lensemble des caractéres unitaires y de G(f) tels que
1 (exp X) = €'/ (X €g(f)). Alors & est non vide.

On pose ¥ =hNg. Soit D le sous-groupe analytique de G correspondant.
Posons A =G(f) D. Alors A est fermé dans G. D’apres 2, c’est un groupe
dont la composante connexe est D. Soit 7 €& et notons encore 3 'unique
caractére de A qui prolonge y et dont la différentielle est X — if (X) (X €D).

Soit R la représentation de G induite par le caractére y de A. On peut la
décrire ainsi. Soit p, le caractére de A défini par

=

9|

0 (a):’detAdg/h(a) 2 (z€eA).

On sait que sur 'espace des fonctions continues sur G a support compact
modulo A et vérifiant O(ag) =0,(a)*0(g) (a€A et g€G), il existe une
fonctionnelle linéaire continue invariante par les translations & droite
et notée © — O(g)dg. Soit 2. (f, 7, h) I'espace des fonctions continues

ANG

sur G a support compact modulo A et vérifiant ¢(ag) = p.(a)y(a)9(g),

muni du produit scalaire (¢, ¢)= (ﬁ o(g)V(g)dg. Alors R opére par
7 ANG

]

translations & droite dans le séparé complété 2,(f, 7, b)) de 2.(f, 4, h).

Posons eg=h -+ lj, et soient H et Eg les sous-groupes analytiques de Gg
(le groupe simplement connexe d’algébre gg) d’algébres h et ¢g. Posons
¢ =r¢gNg, et soit E le sous-groupe analytique de G correspondant. Soit U,
un voisinage ouvert de 1 dans E tel que Uy'= Uy et HNU;cD. Alors
U = HU; est un ouvert de Eg.

Soient §, un caractére holomorphe de H prolongeant p,, et 7 le caractére
holomorphe de H dont la différentielle est if. Soient o € 2,(f, v, ) et g€G.
Alors le nombre ¢, (h)%(h)o(kg) (h€H et k€U, ne dépend que du



40 M. DUFLO.

produit kk€U. Soit 4, (f, v, h) le sous-espace de £,(f, %, h)) formé des
fonctions ¢ telles que pour tout g€G la fonction sur U définie par
hk — 5, (h) % (h) @ (kg) soit holomorphe. C’est un sous-espace fermé
G-invariant de £2,(f, ¥, h) qui ne dépend pas des différents choix de g,
et de U. Notons T.(f, %, h) la sous-représentation de G dans ’espace
3. (f, 7, h). On a alors :

C. Toute représentation unitaire irréductible de G est équivalente & une
représentation T, (f, z, ). Toutes les représentations T,(f, v, h) sont
irréductibles et si Ty (f, y, bh) et To(f', 3', b)) sont équivalentes, alors f et f’
appartiennent & une méme G-orbite Q dans g*. Disons que Q correspond
a T.(f, 7, h). Soit une G-orbite dans g*. Choisissons f€Q et une polari-
sation ) de f. Alors l'application y — T, (f, ¥, l)) est une bijection de &
sur ’ensemble des représentations T telles que Q corresponde a T.

Comme nous l'avons déja dit, 'orbite Q qui correspond a T n’est pas
adaptée a notre propos, du moins lorsque les racines de g peuvent prendre
des valeurs propres imaginaires pures (ce qui n’est pas le cas lorsque G est
exponentiel). Nous allons maintenant définir une permutation de I’ensemble
des orbites. Nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme II1.1. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finte muni
d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée B. Soit X € End (V) un élément

tel que B (Xz, y) + B (z, Xy) = o0 pour tout x et tout y appartenant a V.
Soit F la forme hermitienne sur Vg X V¢ définte par

F(r,p)=iB(z,5) (z,y€Vq).

Soit W un sous-espace de Vg totalement isotrope mazximal pour B, stable par X

et tel que F(z, x)>>0 si x€W. Alors la trace de X dans WIWNW est
imaginaire pure et ne dépend pas de W.

Démonstration. — Remarquons d’abord que WNW est le noyau de la

restriction de F a W, et donc que F induit sur W/W AW une forme hermi-
tienne positive non dégénérée. En effet, 'orthogonal de W par rapport a F
est W, puisque ’orthogonal de W par rapport 4 B est W (car W est tota-
lement isotrope maximal par rapport 4 B). On déduit alors de 1'égalité -
F(Xa,y) + F(z, Xy) =0 (z,y€Vg) que les valeurs propres de X
dans W/W N'W sont imaginaires pures, ce qui prouve la premiére assertion.
Soit Y la composante semi-simple de X. Alors Y conserve B et laisse
stable tout sous-espace de Vg qui est stable par X. On voit donc qu’il
suffit de prouver le lemme en remplagant X par Y, i. e. qu’on peut supposer
que X est semi-simple, ce que nous faisons maintenant. Soit « une valeur
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propre de X et soit V,C Vg le sous-espace propre correspondant. Posons
Ve=V,4 Vz+ V_,+ V_z. Alors les sous-espaces V* sont mutuellement
orthogonaux par rapport a B, et Vg est somme directe des espaces V&
On en déduit que la restriction de B & V* est non dégénérée. Posons
We=Wn V= Comme W= est stable par X, on voit qu’il suffit de démontrer
le lemme lorsque V= V* Si on suppose en plus que I’on peut trouver
un W tel que W/WNAW 5£ o, il résulte de ce que nous avons dit que « est
imaginaire pure.

On suppose donc que X est semi-simple et que ses valeurs propres sont «
et @ = —a. Soit U un sous-espace X-invariant supplémentaire de WNA'W
dans W. Soit V' Porthogonal pour B de U- U dans V. Montrons que
(U4+T)nV'=o0. Soit € (U4 U)NV". D’une part, on a B(z, U4 U) = o,
et de I'autre on a B(ZW(\W) = 0. Donc on a B(z, W+ W) =o, ce qui
implique &€ WN'W. Mais comme on a WAWN (U + U) = o, ceci prouve
bien notre assertion. On en déduit que la restriction de B a4 V' est non
dégénérée et que WN'V est un sous-espace totalement isotrope maximal
X-invariant de V' par rapport a B. Comme X est semi-simple, il est bien

connu qu’il existe un sous-espace D de V' qui est totalement isotrope
maximal, X-invariant et supplémentaire de WN'V dans V'. On a donc la

décomposition Vo= (WNW)PUPUP Dy et donc aussi la décompo-
sition V,= (WHV_V)a@ U.p (U)«@ D..

On peut trouver une base e,, . .., ¢, de (WnW)a, et une base e,.q, ..., €y
de D, telles que I'on ait B(e; €.,) =20;(1=1, j<p). On peut trouver
une base fi, ..., fn de U, et une base gi, ..., gn de (ﬁ)a telles que I'on ait

F(fi, f;) =0y (11, 7=n) et D(gi gj) =—20iy (121, j=m).

Ecrivons z€V, sous la forme x :Z& ei—l—ECi f,~—i—2n,~ g, avec £ (
7, € G. Soit F, la restriction de F & V,. Il résulte de tout ce qui préceéde que
st x, ' € V,, alors on a

Fo (i, ') = 3 i(E 8y — Eieniy) -+ 2,65 — Dy
7

/ 7
On déduit de ceci que I'entier n — m est déterminé par la restriction de F
4 V,. Comme d’autre part la trace de X dans W/WNW est égale & (n — m) 2,
ceci démontre la seconde partie du lemme.

Soit Q une G-orbite dans g*, et soit f€Q. Soit lj une polarisation de f.
Il résulte du lemme I[I.1 que la forme linéaire A sur g(f) définie par

)‘<X):_éitradh/hnl}(x) (X€g(f)) est réelle et ne dépend pas de .
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Rappelons que I'on note m(Q) I'idéal g(f) +[g, g]. Comme % est nulle
sur g(f)N[g, 8], on peut la prolonger de maniére unique en une forme
linéaire sur m(Q) nulle sur [g, g]. Notons encore A ce prolongement. Il est
clair que % ne dépend que de Q et non de f€Q. Soit 2’ un élément de g*
dont la restriction & m(Q) est 2. Comme g/m(Q) est commutatif, il résulte
de la proposition 1.1 que l'orbite Q' du point f'=4"+ f ne dépend que
de Q et non des divers choix faits.

Lemme I11.2. — L’application Q — Q' que nous venons de définir est une
permutation de Uensemble des orbutes.

Démonstration. — Notons Ag la forme linéaire sur m(Q) notée ci-dessus A.
On définit une application Q— Q" en associant a f€€Q orbite Q" du
point f— 4’, o A" est n’importe quel élément de g* prolongeant Ag. Nous
allons prouver que 'application Q — Q” est 'inverse de 'application Q — Q'.
Cela résulte de ce que si f'=f-+ 2", alors g(f) = g(f"), m(Q) = m(Q') et

ho= g, car lj est encore une polarisation de f’. On a donc (Q')"= Q.

Remarque. — 1’hypothése que G est de type I est superflue. Pour définir
Papplication Q - Q' on a juste besoin de savoir que si g est une algébre
de Lie résoluble réelle de dimension finie, alors, pour tout f€g*, il existe
une sous-algébre j de gg vérifiant les' conditions 1 et 4 ci-dessus, ce qui est
vral.

Nous dirons qu’une représentation unitaire irréductible de G est associée
a 'orbite Q si elle correspond a l'orbite Q. Nous allons en donner la construc-
tion directement en termes de Iorbite Q. Nous aurons besoin d’un lemme.

Lemme 111.3. — Nous gardons les notations ci-dessus. Le groupe A indutt
un groupe de transformations unitaires (pour la forme F) de h/ljn}.

Démonstration. — Cest évident pour G(f) qui stabilise f. Il faut le
prouver pour D. Comme D est connexe, il suffit de montrer que s1 Z€D,

X et Y€, alors i<f, [z, X], ?]> + i<f, [X, [Z,_Y]]> = 0. Comme Z est
réel, on a [Z, Y] =|Z, Y|. 1l vésulte alors de I'identité de Jacobi que le
premier membre de I’égalité ci-dessus est égal a i<f, |z, [X, Y]] >
Comme b+ est une sous-algébre et comme hnh et h+h sont ortho-
gonaux par rapport a By, on trouve bien : i<f, |z, | X, —Y]]> =o.

Soit X €Dd. On pose A(X) = — éitr adh/*l.ﬂrl(x)' I1 résulte du lemme 111.3

que % est une forme linéaire réelle sur . Soit A’ un élément de g* dont la
restriction & ¥ est A et qui est nul sur [g, g]. Par définition de Q') le
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point f'=f-+ A" appartient & Q'. Il est clair que G(f’) = G(f) et que lj est
une polarisation de f’.

Lemme II1.4. — Soit & Uensemble des caractéres unitaires de G(f) dont
la différentielle est if’. Sott F I'ensemble des caractéres holomorphes de G(f) H
dont la restriction & G(f) vérifie |p.|=r¢. et dont la différentielle est

X > if(X) — trady_;(X) (X€h).

Alors Uapplication qui fait correspondre & p. la restriction de po.' a G(f)
est une bijection de F sur &'. En particulier & est non vide.

Démonstration. — Soit y' € &'. La différentielle de 7y’ est

if (X)) — étradg/h(X) =if(X) + étradh/hnﬁ(X) — ;Lradg/h(X)

zl:f'(X)—-étradgc/h(X) (Xeg(f).

Ceci prouve que p,7' admet un prolongement (et un seul, puisque H est
connexe) & un caractére holomorphe de H dont la différentielle est

X = if(X) — ;tr adgc/h(X). Le lemme en résulte aussitot.

Soit n.€ F. On fabrique 'espace £ (f, 1, h) formé des fonctions continues
sur G a support compact modulo A qui vérifient ¢(ag) = p.(a)o(g)

(a€A et g€G). On le munit du produit scalaire (g, ) — 55 s(g) T(g) dg,

ANG
ce qui est possible car si a€A, on a | (a)| = p,(a), d’apres le lemme II1.3.

Soit £(f, 1, b)) DPespace séparé complété. Soit g€ G. Alors le nombre
w(h)e(kg) (h€eH et k€Ug) ne dépend que du produit hk€U. Soit
HK(f, u, h) le sous-espace de £(f, 1, l)) formé des ¢ telles que la fonction
hlk — 1.(h) ¢(kg) soit holomorphe sur U pour tout g€G. Alors H(f, i1, b)
est un sous-espace fermé G-invariant de £(f, 4, h). On note T(f, 11, b)
la sous-représentation de G dans JH(f, i1, ).

Toutes ces assertions se déduisent du fait suivant : si 7 est la restriction
de pp" a G(f), on a H(f, p, h) =3¢, (f', %', h), ce qui provient de notre
choix de A’. Tenant compte du lemme I11.4, le point C devient :

Prorosition II1.1. — Toute représentation unitaire irréductible de G est
équivalente a une représentation T (f, ., ), ot fE€g*, ) est une polarisation
de fet p.€F (cf. le lemme III.4). Toutes les représentations T (f, ., ) sont
irréductibles et sv T(f, v, h) et T(f', ', })) sont équivalentes, alors f et f’
sont dans la méme G-orbite. Etant donnés f et ), Uapplication p. — T(f, 1, b)
est une bijection de &F sur Uensemble des représentations associées a Uorbite

de f.
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CHAPITRE IV.

LA FORMULE DU CARACTERE.

Nous commengons par énoncer un résultat qui est une conséquence
directe du chapitre I.

Prorosition IV.1. — Soit G un groupe de Lie réel connexe, et soit T une
représentation unitaire irréductible de G. On suppose qu’tl existe une G-orbite
dans g*, un voisinage ouvert V de o dans g, et une fonction p dans ¥V ayant
les propriétés énoncées dans Uintroduction tels que Uon ait P(G, T, Q, ¥, p).
Soit €@ (V) telle que T (%) ait une trace. Alors tr'T () ne dépend que de
la restriction de « a Uidéal m(Q) = g(f) + [, 8] (*)-

Démonstration. — Par hypotheése, on a
wT () —_—f foz(X) ALY p (X) = dX dBo ( f).
Qg
D’aprés la proposition 1.2, ceci vaut

/;f l]g‘d(x) eXp(i<f[+fz, >>1)(X)——I de]fde(ﬁ).
£ L |

m(Q

Utilisant la formule d’inversion de Fourier, on trouve

(27r)-kj f 2 (X) exp (i< fi, X ) p(X)= dX dv(f,)
Aot
[ou k= dimm(Q)1], ce qui prouve la proposition.

La proposition IV.1 peut encore s’énoncer de la maniere suivante.
Soit p’ une fonction analytique, G-invariante et ne s’annulant pas dans ?.
On suppose que p et p’ ont mémes restrictions a m(Q)NYV. Alors on a
la propriété P (G, T, Q, V, p').

Ceci permet de définir la proposition P(G, T, Q, ¥, p) lorsque ¥ est
~un voisinage ouvert G-invariant de o dans g dans lequel exp est réguliere
et p une fonction dans m(Q) N ?, analytique, G-invariante et ne s’annulant
pas. On dira que I'on a la propriété P(G, T, Q, ¥, p) s’il existe une
fonction p dans %, analytique, G-invariante et ne s’annulant pas qui
prolonge p telle que 'on ait la propriété P(G, T, Q, ¥, p).
~ Nous supposons maintenant que g est résoluble. Nous allons, pour chaque
orbite Q définir des fonctions sur m(Q), construites au moyen des racines

(*) Dans [4], j’al annoncé la proposition IV. 1 pour un idéal j vérifiant les hypotheses
de la proposition I.1. En fait je n’ai fait la démonstration que lorsque | = m(2).



CARACTERES DES GROUPES DE LJE RESOLUBLES. 45

de g. Rappelons que si V est un espace vectoriel réel et si A€ V*Q G,
on note 5, la fonction sur V définie par

SMX):M (XeV).

1
EA(X)

Soit done Q une G-orbite dans g* et soit f€ Q. Comme g(f) est le noyau
de la forme bilinéaire B;, et comme g(f) stabilise f, les poids de g(f)
dans g/g(f) sont de la forme 474, ..., 2%, [ou 2s=dimg/g(f)].
Prolongeons ces poids en des formes linéaires sur m(Q) nulles sur [g, g].
Ces prolongements existent car les 2; sont nuls sur g(f) N[g, g].

s

Posons q,zl] S;.. C’est une fonction sur m(Q) définie sans ambiguité,
1
car S_; = 5,. Il est clair qu’elle est analytique et G-invariante.

Lemme IV.1. — Soient f et f' deux points de Q. Alors q;= q,.

Démonstration. — Soient &+ Ay, ..., + A, les poids de g(f) dans g/g(f).
Soit g€G tel que gf=/{". Posons p,= gh;. Les formes 4 p;(1=—1-s)
sont les poids de g(f’) dans g/g(f’). Notons A; le prolongement de %; & m(Q)
nul sur [g, g] et notons [i; celui de p;. Comme %; est nul sur [g, g],

~

on a gh;=7; Comme d’autre part on a [,= g/, on voit que A;= ;
ce qui donne finalement g,= ¢,

On peut donc poser go= q;.

Rappelons que 'on note W I'ensemble des points X de g tels que les
valeurs propres imaginaires pures de ad(X) soient de module <<2m.

Lemme IV.2. — St XeWNu(Q), alors qo(X) > o.

Démonstration. — Soit X€m(Q). Les nombres 4 7;(X) (1==i=5s)
sont des valeurs propres de ad X. Soit ¢ tel que 1=—7"s. Si 4;(X) n’est

pas imaginaire pur, on a A;(X) £ — 4;(X). Alors, ou bien 24;(X) est réel,

et dans ce cas S, (X)>o0, ou bien S,,(X)S,,(X)>o0. Si 4;(X) est imagi-

. I
smy| —x
2

1
- X
2

Lorsqu’on suppose en plus que X€1?W, on a |z|<<27, et donc encore

S,.(X)> o.

naire pur, posons A;(X) =1z (avec z€R). On a alors S, (X)=

Lemme 1V.3. — La fonction q aété définie dans Uintroduction. Supposons que
§(f) soit nilpotente. Alors la restriction de go & W Nw(Q) est égale a celle de q.
Ann. Ee. Norm., (4), I1II. — Fasc. 1. 7
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Cela résulte immédiatement du lemme 1V.2.

CoroLLAIRE. — St Q est une orbite de dimension mazximale, alors la
restriction de qo & m(Q) N W est égale a celle de q.

En effet, g(f) est commutative (cf. [5]).

Soit maintenant G un groupe résoluble connexe simplement connexe,
que nous supposons en plus exponentiel ou ad-algébrique. Dans ce cas G est
de type I (cf. [9] et [10]) et s1 T est une représentation unitaire irréductible
de G, on peut parler de I'orbite Q associée a T (cf. la proposition II11.1).
On a alors le résultat suivant :

TutoreMe IV.1. — Soit T une représentation unitaire irréductible de G,
et sott Q Uorbite assoctée a T. On a la propriété P (G, T, Q, W), qo).

Remarque. — Soient A;(1=i-s) des formes linéaires sur g dont les
restrictions & m() soient les A, On pose {7_(_2:1_1 Sy. Il suffit de prouver
1

que 'on a la proposition P(G, T, Q, ¢, go) pour un choix convenable
des prolongements i

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la dimension de G. Le
cas ou la dimension de G est 1 est trivial. On suppose donc que dim(G) > 1.
La démonstration est presque faite dans [9] pour les groupes exponentiels,
et dans [10] pour les groupes résolubles ad-algébriques. Nous supposerons
dans la suite que G est ad-algébrique, les démonstrations quand G est
exponentiel étant les mémes, mais plus simples. En particulier, lorsque G est
exponentiel, le cas 3 ci-dessous n’intervient pas et le chapitre 111 est inutile.

Soit f€Q. On examine les différents cas possibles.

1. On suppose que f* contient un idéal minimal non nul o de g. Alors a est
contenu dans le nilradical de g. Soit A le sous-groupe analytique de G
d’algébre a, et posons H = G/A. Soit lj = g/a Palgébre de Lie de H. On
identifie h* et ot Cg*. Alors Q est aussi une H-orbite. La représentation T
est triviale sur A. Soit U la représentation de H déduite par passage au
quotient. Alors U est associée a T.

lLa démonstration de ces faits peut se faire exactement comme dans [10],

section 4.1, les modifications apportées par le fait que nous n’utilisons pas
exactement la méme correspondance entre rcprésentations et orbites étant
triviales. On peut aussi déduire ces assertions de [10], section 4.1

soit Q" Porbite qui correspond a T (¢f. chapitre 11, point C). Ators Q'
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contient un point f'=f+ A ou A est une forme linéaire nulle sur [g, g]

\

et dont la restriction a g(f) est égale & — éitr adh/hnﬁ (cf. chapitre 1II).

Montrons que A est nulle sur a. En effet, ou bien « est dans le centre de g,
et dans ce cas c’est évident, ou bien on a [g, a]=a car a est minimal,
et c’est encore évident. Donc a est contenu dans f't. Il résulte alors
de [10], 4.1, que T est triviale sur A et que la représentation U de H obtenue
par passage au quotient correspond a la H-orbite Q'. On en déduit que U est

associée a la H-orbite Q]

On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence & H, U et Q. Soit 0 la
projection de g sur h. Ajoutons une prime pour distinguer les notions
dans H. Par exemple %’ est 'ouvert de j formé des points X tels que les
valeurs propres imaginaires pures de ady(X) soient de module <2m.

On voit facilement que 0~*(m(Q))=wm(Q), et que 'on a go=gqq°0.
Soit a€® (W), et posons a”(X) :foz(X—l—Y) dY. Soit o' la fonction
14

sur b déduite par passage au quotient. On voit que o’ €D (W), et que,
si les mesures sont convenablement normalisées, T (2) = U(a’). Soit g une
fonction prolongeant go comme dans la remarque. Posons go= §u00. On a

wT (o) = f fh of (X') €SN iy (X)) dX! dBo(f)

:f f“ (X) €% Fo (X)= dX dBa(f).
QYg

(Il faut remarquer que la mesure canonique sur Q est la méme, que Q soit
considérée comme G-orbite ou comme H-orbite.) Ceci démontre le théoréme
dans ce cas.

2. On suppose que ft ne contient pas d’idéal non nul de g [et done
dim(3) = o ou 1, en notant 3 le centre de g]. Soip a un 1déal abélien non nul
de g. On suppose ou bien que 3={o0{ et a est minimal, ou bien que
dim(3) =1 [et donc f(3)52{o}], a contient 3 et a/3 est un idéal minimal
non nul de g/3. Soient m = f|a, H le centralisateur de m dans G, et }
Palgebre de Lie de H. Soit H, la composante neutre de H. Posons f'= f|h
Soit w, la Hy-orbite de f’ dans h*. Soit H, le stabilisateur de w, dans H.
On a alors les résultats suivants.

On a £ g. Le groupe H, est ad-algébrique. Il existe une représentation
unitaire irréductible U de H, dont la restriction U, & H, est irréductible
et associée a l'orbite w,, et telle que T soit équivalente a la représentation
induite par U. La démonstration de ces assertions fait 'objet des sections 4.2
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a 4.9 de [10]. Voyez a ce propos la parenthése dans la démonstration
du cas 1.

On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a H,, U, et w,. Nous
voulons utiliser le théoréme I1.1. Soit %W’ I'ouvert de ) formé des points Y
tels que les valeurs propres imaginaires’ pures de ady(Y) soient de
module <2m. Il est clair que WNhHCW'. Soient + p; (1=—in) les
poids de h(f') dans h/h(f’). Soient X; (1=i_p) les poids de ) dans g/h.
Notons avec un tilda des formes linéaires sur g nulles sur [g, g] qui
prolongent les précédentes. D’apres le lemme 1.3, g(f) est contenu dans h(f”)
et By met g/h et h(f')/g(f) en dualité. Il est clair que les poids de g(f)
dans g/g(f) sont les restrictions des formes 4 Py, ..., &= U, £ A4y ..., 4,

n

»
Posons go= l] Sz, 11 Sy, et notons g, la restriction de [[ S; a b
1 1 - 1

D’aprés I'’hypothése de récurrence, on a P(H,, U, w,, W', ¢q,) et
VA

donc P(H,, Uy, w,, W, g,,). Comme go prolonge la fonction zl“’o[l St

il résulte du théoreme II.1 que pour démontrer la proposition
P(G, T, Q, %9, qo) (et donc le théoréeme IV.1 dans ce cas), il suffit d’établir
la proposition suivante :

(Q) L’application exponentielle est un difféomorphisme de W sur exp (W)
et de WNh sur exp(W)NH,.

Démonstration de (Q). — Elle est basée sur [3]. Soit u le nilradical de g
et soit N le sous-groupe analytique de G correspondant. Posons V= g/u.
L’application exponentielle permet d’identifier V et G/N. Soit 7 I'appli-
cation canonique de G dans V, et soit § ’application canonique de g dans V.
Les racines de g sont des formes linéaires nulles sur u, et on peut donc les
considérer comme des éléments de Vg. Si A est une racine, et si n€Z,
on note V, , I’ensemble des points ¢ de V tels que A(¢)=2inn. On

pose V.= U Vi,» (ou A parcourt ’ensemble des racines de g, et n
’ensemble Z—{o0}). On pose ¥ =6"(V—V,) et V=v"(V—V,). Alors
le résultat central de [3] est le suivant : l'application exponentielle
est un difféomorphisme de ¥ sur %.

Notons avec une prime les ensembles correspondants relatifs a h et H,
(rappelons que H, est simplement connexe). Nous allons prouver que N H

est contenu dans %’. Montrons d’abord que ?NHCH,. Clest évident
st H= H,. St H n’est pas connexe, alors a est un idéal minimal non central
de dimension 2 de g (c¢f. la liste de tous les cas possibles dans [10]). Les
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racines de ¢ dans a sont de la forme ¢9=10"+i0" et g=10¢ —ig".
Soient ¢’ et L les caractéres de G correspondant. Alors H est 'intersection
des noyaux de ¢’ et {”. On voit donc que H est 'image réciproque dans G
de U Vo,n. Posons H'=v"(V,,). Alors H’ est connexe. En effet,

ez
G/H'=V/V, , est simplement connexe. Il en résulte que H'=H, et

donc que H — H, est contenu dans 7' (V,). Ceci prouve que VnHc H,.

Il reste & prouver que VN H,c?’. Ceci résulte de I'inclusion nnhcw
et du fait que les racines de lj sont les restrictions de racines de g. En effet,
si on a A(n(h))€2mi(Z—{o}) pour toute racine A de g (h€H,), alors
on aura A(v(h))€27i(Z— {o0}) pour toute racine A de |).

Prouvons (Q). Comme W, 1l est clair que exp est un difféomorphisme
de W sur exp (W) et de WA sur exp(WNHh). Il nous suffit donc de
prouver que exp ()N H,Cexp(wNh). D’aprés ce qui précede, on peut
écrire h€exp(W)NH, sous la forme h=exp(Y) avec YE€V'. Comme
Pexponentielle est wune bijection de U sur exp(?¥) et comme

exp (07 (V.)) €y ' (Ve) (cf. [3]), on en déduit que Y €W

3. Si Pon n’est pas dans un des cas 1 ou 2, I'algébre g est spéciale
(cf. [10], 4.10). C’est-a-dire que g est produit semi-direct d’une sous-algébre
abélienne a par un idéal nilpotent spécial n, ’action de o« dans w étant
semi-simple et les poids de a dans n étant imaginaires purs. Autrement dit,
on peut trouver une base ¢, ..., e,, de u et des formes linéaires o,, ..., 9,
sur a imaginaires pures telles que on ait [e; e;,,] = Sije, (1=1,]j=n)
et [a, ej;ll— 1e:n] = ¢j(a) (¢;+ iejin) (a€0 et 1==j=n). On pose 3 =Re,

et m:ER e;. On pose g'= 3+ a. Soit G’ le stabilisateur de w dans G.

Il résulte du lemme 1.5 que G’ est connexe et simplement connexe, et
donc est le sous-groupe analytique de G d’algébre g'. Identifions g*
et w*@Pg’*. La projection de Q sur 3* n’est pas nulle (car on n’est pas
dans le cas 1). En modifiant au besoin la base de n, on peut supposer que
cette projection est le point e, de 3* tel que {e;,e,>=1. Il résulte
du lemme I.5 que QNg'* est une orbite de G’ dans g'*. Comme G’ est
abélien, cette orbite est réduite & un point. Posons {f} = Qng"*. Il résulte
du lemme [.5 que G(f) =G/, et donc que G(f) est connexe. [Rappelons
que G(f) est le centralisateur de f dans G.]

L’algebre h = g,';—l—ZG(ej—{— e;.n) est une polarisation de f (cf. [10], 6.2).

Reprenons les notations du chapitre III. Comme G(f) est connexe,
I'ensemble & (lemme III.4) est réduit & un élément p. Il résulte alors de
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la proposition II1.1 que T est équivalente a la représentation T(f, u, b).

n

Posons X:—éiZcpj. Prolongeons A a g en posant A(X)=o0 (X€&n).

Soit ¢ le caractére de G(f) dont la différentielle est i(f+ ) =1if’". On a
(avec les notations du chapitre I11) : T=T,(f’, ¥’, k). Posons f=¢,+ a*
(avec a* € a*). 1l résulte de [10], 6.2 que 'on peut réaliser T de la maniére
suivante. :

Soit #C 1’espace des fonctions holomorphes sur G* qui sont de carré
intégrable pour la mesure exp(—|z[*)dz:idy,...dx,dy, ou I'on a posé
2= (21, - .., %) et z;=x;+ 1y,;. Alors T opére dans # d’apres les formules
suivantes :

T (exp (tey)) =e (teR),
T (expa) Y (3) el @ elch o (ehl@g, .. ¢PnlMz,) (nen, e, se€C),

o 1 S
I'(exp(ajei+Bjejn)) x.p(:):exp(——- Z|(',~[<— ;:,ty)y’;(z., R I RTE-1%)

(ou 1] n, et ou 'on a posé a«;+ if3;= ;).

Soit U la représentation de dimension 1 de G’ qui a pour différentielle
i(e,4 a*). On voit que la restriction de T & G’ est égale au produit
tensoriel U@ W, ou W opére dans #€ de la maniére suivante :

W (exp (te,)) =1 (teR),
W (expa) ¢ (5) =exp <; Ecp;(a,)> b(eh @z, .., el Dg,).

Comparant avec les formules de [7] [formule (10)], on voit que W=W,,
ou y est le caractére de exp(3) défini par y(exp(te,)) =e”, et W, la
représentation du théoréme II.2.

Comme G’ est abélien, on a la propriété P(G', U, {f}, ¢, 1). Nous
utilisons le “théoréme I1.2 et ses notations. Il est clair que V=12,
et que p=g¢q. On a donc la propriété P(G, T, Q, W, ¢qo), ce qui termine
la démonstration du théoréme.

Le lemme IV.3 et le théoréme IV.1 ont la conséquence suivante :

Prorosition IV.2. — Soit T une représentation unitaire irréductible de G,
et soit Q Porbite associée a T. Soit f €Q. On suppose que g(f) est nilpotente.
Alors on a la propriété P (G, T, Q, W, q).

CororrLatRe. — Si Q est de dimension mazimale, on a la propriété
P(G, T, Q,, q).

Le fait que pour toutes les orbites « en position générale » on puisse

prendre la méme fonction ¢ avait été conjecturé par Kirillov en vue des
applications a la formule de Plancherel.
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DEUXIEME PARTIE.
CARACTERES DES ALGEBRES DE LIE RESOLUBLES.

INTRODUCTION.

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps k de caracté-
ristique o. Soit S(g) son algébre symétrique et soit U(g) son algebre
enveloppante universelle. Si X &€g, on note dy la dérivation de S(g) ou
de U(g) qui prolonge ad(X). D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt, il existe un isomorphisme 3 d’espaces vectoriels de S(g) sur U(yg)
qui commute avec les dy(X &€g). En particulier, 3 induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels de S(g)' [le sous-espace de S(g) annulé par toutes les
dérivations dy(X€g)] sur Z(g) [le centre de I’algébre U(g)]. Mais en
général, B n’est pas un isomorphisme d’algébres. Suivant une suggestion
de J. Dixmier, nous avons étudié le probléme de trouver un isomorphisme

d’algebres de S(g)' sur Z(g).
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Soit S(g*) I’algébre symétrique du dual g* de g, et soit S(g*) ’algebre
complétée de S(g*), pour la filtration définie par les puissances de I’idéal
maximal de S(g*). Le dual topologique de S(g*) s’identifie a S(g).
Si peS(4*), nous noterons D(p) I'endomorphisme de S(g) qui est Pappli-
cation transposée de la multiplication par p dans S(g*). Lorsque le corps
de base est G, le germe en o de la fonction qui prend la valeur 1 en o et qui
est définie dans un voisinage convenable de o dans g par

1

sl.<;adx> :

X'—)' det——
éadX

(Xeg)

détermine un élément g de S(g*). On peut aussi définir ¢ dans le cas général.

Notre résultat principal est le suivant : Papplication 3o D(g) induit
un isomorphisme d’algébres de S(g)' sur Z(g) lorsque g est résoluble et
lorsque g est semi-simple.

Lorsque g est semi-simple, il est bien connu que S(g)' et Z(g) sont
isomorphes, et I'isomorphisme induit par 30D(q) coincide avec celui qui
est obtenu en identifiant S(g)' et Z(g) 4 des sous-algébres de l’algébre
symétrique d’une algebre de Cartan de g. La théorie repose donc essen-
tiellement sur la formule de Weyl pour le caractére des représentations
irréductibles de dimension finie de g, et sur le fait qu’il y a « assez » de
telles représentations (cf. le chapitre V).

Lorsque g est résoluble et non abélienne, il est indispensable de se servir
des représentations de dimension infinie de g. Grace a larticle de
J. Dixmier [1], elles commencent & é&tre bien connues. Supposons le corps
de base algébriquement clos. A tout élément f de g*, on sait associer un
idéal bilatére primitif de U(g) et donc un caractére y, de Z(g). Nous
calculons y,(3(X)) lorsque X€&S(g). Les résultats sont ceux que l'on
obtient en différentiant les résultats établis dans la premiére partie de
ce Mémoire, et entrent donc toujours dans le cadre de la « méthode des
orbites » de Kirillov (cf. [6]). Soit g(f) le centralisateur de f dans g. Les poids

de g(f) dans g/g(f) sont de la forme 4 %, ..., 4 X, [01‘1 s = Ldim g/g(f)].

Prolongeons L, . .., A, en des formes linéaires sur g nulles sur [g, g]. Posons,
si AEg*,
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C’est un élément de S(g*). Posons q.,»:[[Sl. Alors la forme linéaire

X = D(g,) ™ X(f) sur S(g)' ne dépend pasldu choix des prolongements
des 7;, et Pon a y,(B(X)) = D(q,)* X(f), pour tout X&S(g)". La démons-
tration de cette formule se fait par récurrence sur la dimension de g.

On sait que si g(f) est de dimension minimale, alors g(f) est commu-
tative (c¢f. [3]). Il en résulte facilement que pour presque tout f€4g*, on a

2 (BX)) =D()' X (/)  (XeS(9)").
Le théoréme en résulte aussitot.
Ces résultats ont été annoncés dans une Note (¢f. [2]).

CHAPITRE 1.

REPRESENTATIONS INDUITES.

Nous reproduisons ici les définitions et les lemmes de [1] dont nous allons
faire un usage constant (¢f. en particulier [1], chap. 4 et 7).

Soit g une algébre de Lie sur un corps k de caractéristique o. On suppose
que g est de dimension finie. Soient ) une sous-algébre de g et W un
U(h)-module & gauche [U(l) est 'algébre enveloppante universelle de h].
Notons ¢ la représentation correspondante de lj. L’algébre enveloppante
universelle de g, U(g), est munie naturellement d’une structure de
U(h)-module & droite. Nous allons modifier cette structure. Soit , | 1a

forme linéaire sur b définie par 6 4 (X)=— étr ad,y(X) (X€h).
Soient u€U(g) et X€l. On pose u, | X =uX+0; | (X)u. Ceci définit
une nouvelle structure de U(h)-module a droite sur U(g). On forme le
produit tensoriel V=U(g) ® vy W. La représentation naturelle o de g
dans V est dite représentation induite et est notée Ind(a, g).

Notons les lemmes suivants :

Lemme 1.1 ([1], 4.9). — L’espace W est naturellement plongé dans V,
et st X€h et weW, alors on a
p(X) w=0c(X)w— Og, b (X) w.

Lemme 1.2 ([1], 4.12). — Sotent k une sous-algébre de l), © une représen-
tation de k, s = Ind (7, b)), p = Ind (a, §). Alors ¢ est équivalente & Ind (7, g).

Lemme 1.3 ([1], 4.13). — Sotent w un déal de g contenu dans 1), g, = g/n,
hi=Mh/n, o, une représentation de h,, o la représentation correspondante
de b, p.=1Ind (o, g:) et ¢ = Ind (o, g). Alors ¢ se déduit de p, grdce au”
morphisme §— g.

Ann. Ee. Norm., (4), 1II. — Fasc. 1. . 8
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Soit f € g*. Soit Sub (f) ’ensemble des sous-algébres de g subordonnées a f,
c’est-a-dire des sous-algébres ) telles que f([h, h]) = {o}. Alors f|h est une
représentation de dimension 1 de l), et on peut former Ind(f|}), ). Notons B,
la forme bilinéaire sur g définie par B,(X,Y) =<{f,[X, Y] (X, Yey).
On note g(f) le noyau de B,. Soit Mxl (f) le sous-ensemble de Sub(f) formé

des éléments qui sont des sous-espaces totalement isotropes maximaux de g

par rapport a B/, c’est-a-dire dont la dimension est é(dimg—I— dim g(f)).

Pour la suite, 1l est commode d’énoncer le lemme suivant :

Lemme I.4. — Soit o un déal abélien de g. Soit g, Uorthogonal de o par
rapport a B,. Posons fi=f|g.. Soit W un sous-espace totalement isotrope
mazimal de §, par rapport & B,. Alors c’est un sous-espace totalement isotrope
maximal de g par rapport & By.

Démonstration. — On a diszé(dimgi—l— dim g, (fy)) et il faut

prouver que dim W = —;—(dimg + dim g(f)). Mais g(f) est ’orthogonal de g

par rapport a B, et g,(f.) celui de g,, de sorte que g(f)Cg:(f) et que B,
induit une forme bilinéaire non dégénérée sur g/g. X g:(f:)/g(f). On en
déduit dim g/g, = dim g, (f1)/g(f), d’oir le lemme.

Le point de départ de notre travail est le théoréme suivant ([1], 7.5
et 7.9) :

Tutoretme [.1. — Soit g une algébre de Lie résoluble de dimenston finie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique o. Soit f€ g*.

19 MxI(f) est non vide, et il existe hE€MxI(f) tel que Ind (f|h, g) soit
irréductible.

20 Soient l,, h.€Mxl (f). Alors Ind (f|b., g) et Ind (f|h., g) ont le
méme noyau dans U(g) [qui est donc un idéal bilatére primitif de U(y),
d’aprés 1°].

A chaque point f de g* on sait donc faire correspondre un idéal bilatére
primitif I, de U(g). Le centre de U(g)/I, est réduit aux scalaires (cf. [7]).
En particulier, si Z(g) est le centre de U(g), alors notons y,(u) I'image
de u€Z(g) dans U(g)/I,. C’est un élément de k et on a donc défini pour
chaque f€g¢* un caractére y, de Z(g).

Soit S(g) I’algébre symétrique de g, et soit 3 la symétrisation S(g) -> U(yg).
D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, 3 est une bijection et
induit une bijection de S(g)' sur Z(g). Notre but est de calculer ¥ o :
c’est une certaine forme linéaire sur S(g)'. Nous exhiberons explicitement
un élément du dual de S(g) dont la restriction a S(g)" est 1,0 8.
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CHAPITRE 1L

LA FORMULE DU CARACTERE.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de carac-
téristique o. Soient S(V) et S(V*) les algébres symétriques de V et V*.
On peut identifier S(V) et l'algétbre des fonctions polyndmes sur V*,
et S(V*) et I'algebre des opérateurs différentiels a coeflicients constants
sur V*. 51 p€S(V*), notons D (p) 'opérateur différentiel correspondant.
C’est un endomorphisme de S(V).

On munit S(V*) de la topologie pour laquelle un systéme fondamental
de voisinages de o est formé des puissances de I'idéal maximal. Soit S(V*)
Palgébre complétée de S(V*), qu’on peut appeler P'algébre des séries
formelles sur V. Soit Xe&S(V). Comme on a D(p) X =0 si Pordre
de peS(V*) est assez grand, on peut définir D(p)X pour peS(V*) par
continuité. Posons {p, X>=D(p) X (o) (p€S(V*), Xe&S(V)). On sait
que cette forme bilinéaire permet d’identifier S(V*) au dual de S(V) et S(V)
au dual topologique de S(V*) (¢’est-a-dire & 'ensemble des formes linéaives
nulles sur tous les éléments dont I'ordre est assez grand). On a alors :

Lemme I1.1. — Soit p€S(V*). L'application transposée de la multi-
plication par P dans S(V*) est égale a D (p).

Démonsiration. — Soient x€S(V) et g€ S(V*).Ona
<D(p) X, ¢>=D(g) D(p)X(0)=D(pg) X (o) =<X, pg >

On peut aussi considérer S(V) comme ’algébre des opérateurs diffé-
rentiels a coefficients constants sur V. St X€S(V), on note D*(X) Popé-
rateur différentiel correspondant. C’est un endomorphisme de S(V*).
Si peS(V*), on note p(o) le terme constant de p. Il est connu et facile
a calculer que T'on a D*(X) p(o)=D(p) X(o)=<p, X)> pour tout
Xe€S(V) et tout peS(V*). '

Lemme 11.2. — Sotent f et f'€V*. On a D(e/) X(f') = X(f + [') pour
tout X€S(V). En particulier, X(f)=<{e/, X).

Démonstration. — Prouvons d’abord que D*(X)e/= X(f)e/ pour
tout X€S(V). Il suffit en fait de le prouver pour X€V, et dans ce cas

ceci résulte de la relation D*(X)f"=n{X,f>f"' On a donc
(X, e>=D*(X)e (o) = X(f) et donc

(%) D(e/) X (0) = X(f).
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Soit f'€V*. La relation (%) entraine D(e/) X(f") = D(e/") D(e/) X(0).
Comme on a D(e/) D(e/) = D (e &f) et e/'e/ = e/*/ (d’apres les propriétés
bien connues des exponentielles) on voit qu’en appliquant encore une fois
la relation (%), on obtient D(e/) X(f') = X(f + ),

C. Q. F. D.

Tout ceci s’applique en particulier & espace vectoriel sous-jacent d’une
algébre de Lie g de dimension finie sur k. S1 Y €g, posons ay=—‘ad(Y).
Notons encore ay I'unique dérivation continue de S(g*) qui prolonge ay.
On a le résultat suivant :

Lemume 11.3. — Soient Y€y, X€S(g), p€S(g*). On a
dy (D(p) X) =D(p) (dyX) + D (ay p) X.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que ceci est vrai lorsque p est de
la forme " avec f € ¢* et r€N. Lorsque r = o, la formule est facile & établir.
Supposons que r = 1. Nous allons démontrer que la formule est vraie
dans ce cas en montrant qu’elle est vraie pour les X de la forme Z" avec Z€ g
et n€N. On a

D) (deX) +D(ay X=D(f) (n[Y, L) 2"y +nlayf, L> 1!
=nl f,[Y, L)L +n[Y, 2] (n—0){ fL L>TI2+nlay f, L)OTL"!
=n(n—0)[Y, Z]{f, L> 712,

D’autre part
dy(D(AH)X)=dy(n{f, 271"y =n(n—1)={f, LYY, L)1,

ce qui établit notre assertion.

On achéve la démonstration du lemme par récurrence sur r. On suppose
que r > 1, et que la formule est démontrée pour tous les p de la forme [~
avec r' << r. Posons ¢ = f~*. On a

dy (D(f")X)=dy (D(f)D(q)X) =D(f)dv(D(q)X) + D(ay f)D(g)X
- =D(ND () & X +D(f)D(ayg) X+ D(ay ) D(g)X
=D(f)D(g) &xX + D(ay(fg))X
—D(f") dyX + D(ay fr)X. |
C. Q. F. D.
On note S(g*)' ensemble des éléments de S(g*) qui sont g-invariants,

c’est-a-dire annulés par tous les ay(Y €g). Par exemple, p.€g* est g-inva-
riante si et seulement si (., [g, §]> = {o}. Notons le résultat suivant :

Lemme I1.4. — Soit peS(g*). Alors D(p) laisse stable S(g)'. En
particulier, si on suppose en plus que p est inversible, alors D(p) induit
une bijection linéaire de S(g)' sur lui-méme.
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Démonstration. — Soient X €S5(g)' et YE€g. I résulte du lemme 1I.3
que I'on a
dy(D(p)X)=D(ayp)X+D(p)dyX =0+ 0 =0,

ce qui démontre la premiére assertion. Supposons de plus que p soit inver-
sible. Alors p~* est g-invariante car dy(p~') = — p *dy p = o pour tout Y€ g.
Donc D(p™) induit dans S(g)' Vapplication inverse de celle induite
par D(p).

Lemme 11.5. — Soient X€S(g), YEg ¢t f€g*. On a
(dsX) (/)= (D(ay )X) (f)-

Démonstration. — Si g€ g*, 'application X — D(g) X(f) est une forme
linéaire F sur S(g) telle que

F(XZ) =X(/)F(Z)+FX)L(f) (X, ZeS(s)

et il en est de méme de X — dy X(f). Il suffit donc de vérifier le lemme
lorsque X€g, ce qui s’écrit dans ce cas : {f,[Y, X]>=—<ayf, X,
ce qui est la définition de ay. : '

Le lemme suivant joue dans la suite le méme rdle que la proposition 1V.1
dans la premiére partie.

Lemme I1.6. — Soit f€g*. Sotent Ay, ..., A, des formes linéaires sur §
nulles sur [g, §]. Soit P une série formelle en | variables telles que la projection
deP(hy, ..., %) sur S(g(f)*) soit nulle. Alors (D(P(%,, ..., %)) X)(f) =0
pour tout X€S(g)"

Démonstration. — Soit [.;, ..., 1., une base de [g, g]t. On suppose que
iy +o.y Um(m=n) est une base de ([g, 8] + 8(f))t. On peut écrire
POy ooy 2) =Q(Pay « -y Pn), o1t Q est une série formelle en n variables.

L’hypothése entraine qu’il existe m séries formelles de n variables,

m

Qi ...y Qn, telles que Q:-zp»ij. Comme p;(1=—1=n) est nulle

sur [g, 8], Qj(i4, . . ., =n) est g-invariante pour chaque j, et donc, si X € S(g)',
alors D(Q;(ps, - .-, ) XES(g)"

On est donc ramené a prouver le résultat suivant : soit . une forme
linéaire nulle sur g(f). Alors (D (1) X) (f) = o pour tout X & S(g)".

Il résulte du lemme II.5 que si X&€S(g), on a (D(ayf)X)(f) = o
pour tout Y&g. Pour prouver que 'on a (D(p)X)(f) =o, 1l suflit de
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prouver que p.€ayf. Mais a,f est égal & P'orthogonal de g(f) dans g*,
car §(f) est 'orthogonal de a,f dans g. Le lemme est donc prouvé.

Nous supposons maintenant que g est une algébre de Lie résoluble de
dimension finie sur un corps algébriquement clos de caractéristique o.
Soit f€g*. La forme bilinéaire B, induit sur g/g(f) une forme bilinéaire
alternée non dégénérée. St X€g(f) et Y, Z€&g, alors on a

B, ([X, Y], Z) +B,(Y,[X,2]) =0

(identité de Jacobi), et donc les poids de g(f) dans g/g(f) sont de la forme
i TP LT [01‘1 §= édimg/g(f)J. Les p; sont nuls sur g(f)N[g, g].

Notons encore [y, ..., (-, des formes linéaires sur g nulles sur [g, g] et qui
prolongent les précédentes. Si V est un espace vectoriel de dimension
finie sur k et si A€ V*, on pose

» onp

C’est un ¢lément de S(V*). On pose ‘I./':[] Sy, Il est clair que g, est

inversible et appartient a S(g*)". On a alors :

Lemme 11.7. — La forme linéaire X - D (q,)" X(f) sur S(g)' ne dépend
pas des différents choix faits ci-dessus.

Démonstration. — Solent &,, ..., e, €{ 41| et Ay, ..., A, des formes
linéaires sur g nulles sur [g, g] et dont les restrictions a g(f) sont

S B
Eilhiy «uny &k Posons qf/.: l] S;,. Comme S,=25,, on a qf,-: l] Sty
1 1

ou A, = ¢; A, Le lemme I1.7 résulte alors immédiatement du lemme 11.6.

Nous pouvons maintenir énoncer le :

Tutorime I1.1. — Soit § une algébre de Lie résoluble de dimension
finie sur un corps algébriquement clos de caractéristique o. Alors
7 (3(X)) = D(q,)"" X(f) pour tout f€g" et tout X&S(g)"

Ceci peut encore s’énoncer en disant que o3 est la restriction de e/g,’
a S(g)' (cf. le lemme 11.2). : ‘

La démonstration fait ’objet du prochain chapitre.
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CHAPITRE 111.
DEMONSTRATION DE LA FORMULE DU CARACTERE.

Elle se fait par récurrence sur la dimension de g suivant un schéma bien
classique. Lorsque dimg =1, le théoréme est trivial. On suppose
que dim g > 1 et que le théoréeme est vrai pour toutes les algebres de Lie
résolubles de dimension < dim g. On fixe f€g*.

Premier cas. — On suppose qu’il existe un idéal non nul a de g contenu
dans f1.

On pose g,= g/a et on note f, I'élément de g, obtenu a partir de f par
passage au quotient. Soit = 'application canonique g — g,. Soit h € MxI(f).
Il est clair que a est contenu dans le noyau g(f) de B, et donc que acC}.
Posons g, = Ind(f,|hi, g.) et ¢ = Ind(f|}, g). Alors p =p,o7n (lemme 1.3).
Soit u€ Z(g). Alors n(u) € Z(g,) et 'on a '

rorlu)=p(uw)=p(m(w))=y,(7(w)).

On peut appliquer ’hypothése de récurrence pour calculer .

Soient 4 g, ..., 4 1, des formes linéaires sur g, nulles sur [g,, g,] et
dont les restrictions a g, (f,) sont les poids de g,(f,) dans g./g, (f,). Alors
les formes linéaires -+ p,om, ..., 4 h,o% sont nulles sur [g, g] et ont
pour restrictions a g(f) les poids de g(f) dans g/g(f). On peut donc choisir ¢,
et ¢, de telle sorte que g,om =gq,.

Soit X€S(g)". On a

2 (BX)) =y (m(B(X))) = 7,(3(m(X))) =D (q,)"" m(X) (/1) =D(q,)"' X(f).
C. Q. F. D.

Deuziéme cas. — On suppose que fL ne contient pas d’idéal non nul
de g (ce qui entraine dim3 = o ou 1, en notant 3 le centre de g), mais que g
contient un idéal o de dimension 1 non central.

Alors la racine . de g dans a est non nulle et I'idéal g, = keru. est égal
a l'orthogonal de a par rapport a B,. On pose f; = f|g,. Soit h€ Mxl(f,).
Alors heMxI(f) (lemme I.4). Posons g, = Ind(f|h, g,) et o = Ind(f|h, g).
Alors p est équivalente a Ind(p,, g,) lemme I.2).

Nous allons prouver que Z(g)CZ(g,) et que S(g)'CS(g,)". En fait la
premiére assertion résulte de la seconde, puisque [(S(g)") = Z(g) et
B(S(g)') =Z(g:,). Soient Xe&S(g)' et Yeua tel que Yz£o. D’apres
le lemme I1.5, on a D(ayg) X(g) = o pour tout ge€g*. Si g(Y)s=£o,
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alors ay g est un élément non nul de gt. En effet, si Z&€g, on a
Caxg, L) =— g [Y, L]> = (L) g(Y). "

Soit g, un élément non nul de gt. On a donc D(g,) X(g) = o dés que g(Y)<o,
et donc D(g,) X=o0. Mais cecit signifie que Xe&S(g,). Comme on a
évidemment S(g)'NS(g,) CS(g,)', notre assertion est démontrée.

Soit X € S(g)". Nous voulons calculer p(3(X)). Comme g, est un idéal,
on a, avec les notations du chapitre I, 0, , = o. Compte tenu du lemme [.1,

on a donc ¢(B(X))=1¢.,(8(X)) et on peut appliquer ’hypothése de récur-
rence pour calculer p, (3(X)) = v, (B (X)).

Soient + pu, ..., 4 tq les poids de g¢,(f,) dans g./g.(f,). Comme B,
induit une forme bilinéaire non dégénérée sur g/g. X g:(f1)/8(f), le poids
de g(f) dans g/g, est 'opposé de celui dans g, (f,)/g(f), et tous les deux sont
nuls puisque g{(f)Cg,= kerp.. Il en résulte que l'on peut supposer
que g, est la restriction de g, & g,. Soit j I'injection S(g,) - S(g). On voit
que lon a j(D(g,)X)=D(q,)j(X) pour tout Xe&S(g:). Soit
alors X€S(g)". On a

£r(BOX)) =14 (B(X)) =D (q) 7' X(f1)

par I'hypothése de récurrence, et D(q,) ' X(f:) = D(q,)"' X(f), comme

nous venons de le voir, ce qui démontre le théoreme dans ce cas.

Troisiéme cas. — On suppose que f* ne contient pas d’idéal non nul
de g et que tout idéal minimal non nul de g est central, ce qui entraine
dim3=1 et f(3) {0}, en notant 3 le centre de g. On suppose que le
centre de g/3 est non nul.

Soit o un idéal de g de dimension 2 contenant 3 et tel que a/3 soit contenu
dans le centre de g/3. Soit e, € 3 tel que e,5£ 0, et soit ¢, € a tel que f(e,) =0
et e, 0. Alors e,, e, est une base de o et il existe r€g* telle que
[X, e,] = ~(X) e, pour tout X&g. Posons g, = keri. Alors g, est le centra-
lisateur de o dans g et donc est un idéal de codimension 1 de g. On
pose fi={|g:. Comme on a {f, [X, e,]>=A(X)f(e,), on voit que g, est
Porthogonal de o par rapport a B,. Soit € MxI(f,). D’apres le lemme 1.4,
on a heMxI(f). Posons o, = Ind(f|h, g.) et o= Ind(f|h, g). D’aprés le
lemme 1.2, ¢ est équivalente a Ind(p,, g).

Nous allons montrer que S(g)'CS(g,)". Soit X&€S(g)". Pour tout g€g*
on a D(a,g)X(g)=o0. Comme on a {a,g Z>=»r(Z)g(e.) pour
tout Z€g, on voit que si g(e,) o, alors a, g est un élément non nul
de gt. Soit g, €gt tel que go#0. On a D(g,) X(g) = o dés que g(e,) £ o,
¢’est-a-dire D (g,) X = o, et donc X&S(g,).
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La situation est tout a fait semblable a celle du deuxiéme cas, et on
montre comme dans le deuxiéme cas que si X€S(g)", on a

%r (B (X)) =24(B(X)) =D(qp)~' X (/1) =D(q,) X(f)-

Quatriéme cas. — C’est le cas crucial. On suppose que Pon n’est dans
aucun des trois premiers cas.
~ Alors le centre 3 de g est de dimension 1 et f(3) £ {o]. Soit &« un
1déal de dimension 2 de g contenant 3. Soit e,, e, une base de a telle que
€3 et fle,)=o. Il existe des formes linéaires A et p telles que
[X, ei] = p(X)es+ A(X)e, (X €g). Alors u est une racine de g non nulle
car sinon on serait dans le troisitme cas. Les formes A et p ne sont pas
proportionnelles, car s’il existait a €k tel que amw=2, alors k(e,+ ae,)
serait un idéal non central de g. En effet,

[X, e+ qeo] =[X, ] = (X) e+ ap (X)eo= p (X) (e+ ae).

Il existe donc e, €g tel que [e., e,]= e,.

Soit g, = kerA. C’est une sous-algébre de g de codimension 1, égale a
l’orthogonal de « dans g par rapport & B,. Soit h€MxI(f,) (ou fi= f] gi)-
Le lemme I.4 entraine que he€Mxl({f). On pose p,= Ind(f|}h, g.) et
o = Ind(f|h, g), de sorte que p est équivalente a Ind(p,, §) (lemme I.2).
On remarque que ke, est un idéal de g, contenu dans fi, d’ou ke, Cg,(f.)-
On a donc ke, Cly. Posons g, = g./ke,, = hfe,, et soit f, I’élément de
g, déduit de f, par passage au quotient. Soit ¢\ = Ind(f,|h’g,). Soit =
la projection g, — g,. Le lemme 1.3 entraine ¢, = ¢, o=.

Indiquons le principe de la démonstration. Soit X €S5(g)". Soit w dans
Pespace de g,. St v€U(g)es, on a ¢(¢)w = o. Pour calculer o(3(X))w, il
nous suffit done de connaitre 3(X)modU/(g)e,. Nous allonx montrer qu’il
existe un élément u € U(g,) tel que B(X) —ueU(g)e,, et tel que =(u) € Z(g)).
On aura done 7,(3(X))=y,;(n(u)). On applique alors ’hypothése de récur-
rence pour calculer y, (% (u)) et comme on exhibe d’autre part une formule
explicite pour calculer 3 (n(u)) en fonction de X, ceci permet d’achever
la démonstration du théoréme. Avant d’aller plus loin, citons comme
exemple typique de notre situation 'algébre « résoluble spéciale » qui
admet la base e,, e,, e, e; avec la table de multiplication : [e., e,]= ey,
[es, e.]= e, [es, e2] = — e, les autres crochets étant soit nuls, soit déduits
des précédents par antisymétrisation. lei g,=h = ke, + ke, + ke,, et
g, est commutative de dimension 2.

Lemmes prELIMINAIRES. — Comme g = ke,@ g,, on peut écrire tout

Xe€S(g) d’une maniere unique sous la forme X=Ee{jvp(X) avec
pxo
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vp (X) €S(g1). Notons d,= d,, la dérivation de S(g) [ou de U(g) suivant
les cas] qui prolonge ade,. Nous nous intéressons pour commencer aux
éléments annulés par d,.

Lemume 1L 1. — Soit X €S5(g) un élément annulé par d,. Pour tout entier
p> o0, D(p)?e,(X) est divisible par € et U'on a

X=X (0 () (@ere,” (D ()70 (X)),

=0

En particulier X — ¢, (X)€5(g)e,.

Démonstration. — On a

dy(ehv, (X)) =pdi(e)el™ 0, (X) - efdi (v, (X)).

D’autre part, d,(e.)=[e,, e.]= — ¢,. Calculons d,(¢,(X)). Nous allons
montrer que 'on a d,(Y)=—e,(D{)Y) pour tout Y€S(g,). En fait,
d, et — e, D(p) sont des dérivations de S(g,). Il suflit donc de prouver
I'égalité lorsque Y €g,. Dans ce cas :

D(p)Y=-{p Y) et di(Y) =le, Y]=—p(Vey=—e (D) Y).

Ecrivons que d,(X) est nul. On écrit que le coeflicient de e/ est nul,
ce qui donne, pour tout p 1, la relation

—pees, (X) — e (D () ¢pm (X)) —o.
On en déduit par récurrence sur p que

0 (X)) =(— 1) (p)tele” (D (p)#e,(X)).
C. Q. F. D.
L’image de ¢,(X) dans S(g,) sera notée ¢(X).
Le lemme suivant est classique. Pour la commodité du lecteur, nous
en donnons une démonstration.

Lemme [I1.2. — Soit b une algébre de Lie complexe et sout a un idéal
abélien de ly. Soit H un groupe de Lie d’algébre de Lie lj. Soient X €l et
Y€ On a

eild X_ 1

exp (X+Y)= exp< X Y> expX.

Démonstration. — La formule est vraie s1 Y = o. 1l sullit donc de montrer
~ que I’application de a dans H :

e:ul X _ 1

Y — exp(— WY) eap(X +Y)
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est constante. Soit Ty son application tangente au point Y. Il suffit de
prouver que Ty=o0 pour tout Y€&€a.

Soit L, Papplication tangente en 1 de la multiplication a droite par
exp (X 4 Y), et L, celle de la multiplication a gauche par exp <— % Y)-
L’application tangente en Y de lapplication Y — exp(X + Y) envoie

ead (X+Y) __ ¢

Y'€u sur Ll<mY’> (¢f. [5], p- 95). Comme a est abélienne, on a

{)aul(x-f-\')_ I e:ulx_ 1
- e

= Y’
ad (X +Y) adX 7

o . 5 . . edX g .
La différentielle en Y de l'application Y — exp(— —3% Y) envoie
eadX_ 1

Y’ €a sur L2<—. —m—Y’>a car o est abélienne. 1l en résulte que

adX ___ adX __
TNYﬁ:Lh(—eMXIY+emxlv>:m

C. Q. F. D,

Lemme II1.3. — On suppose que le corps de base est G. Soit G un groupe
de Lue d’algébre de Lie g. Soientt,, t,€Cet LEG,. Ona

. ety g P —1—p(Z)
exp (¢ e+ tye,+ 1) = exp(y_—(z)— t e,> exp<t262+ 7+ —W)—z—— t,t230>.
Démonstration. — Posons X = t,e,+ Z. Dans la base e, e,, ad,(X)
est représenté par la matrice
ot
Q H@».
ead X __ 1

Un calcul facile montre que la restriction de —<— & o est représentée

par la matrice
ey — (%)
p(Z)*
et — g

p(7Z)

ty

Le lemme I11.3 résulte alors du lemme I11.2 ou 'on fait g = het Y = t,e,.

Lemme I11.4. — Soit YES(g.) et soit p un enitier > 0. On a
B((ererY) — pl(— 1>p@<eﬁ(D(ﬂ—”f;§—ﬂ)pY))eU (@)er

Démonstration. — Nous choisissons une base e,, e,, ..., e, de g. Les
vecteurs e,, e, e, sont déja connus. On demande que e, e, ..., €, soit
une base de kerp., que .(e,) =1, et que e, €4, €, ..., €, soit une base de g,.
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Soit k&’ le corps engendré par les constantes de structure de g par rapport
a cette base, et soit g ’algébre de Lie sur k' engendrée par e, ..., e,
de sorte que g = g Qrk. On choisit un plongement de k' dans G, et on
pose gc= gr@rC. Ceci étant posé, il est clair qu’il suffit de démontrer
le lemme lorsque § = ge, ¢’est-a-dire lorsque le corps de base est le corps
des complexes, ce que nous faisons désormais.

Soit G un groupe de Lie complexe d’algébre de Lie g. Soit ¢ une fonc-
tion holomorphe dans un ouvert de G et soit X&€4g. On pose

d
AX g) = —- p(— tX ,
¥)9()= Zo(exp(—X08) |

et on prolonge A en un homomorphisme de U(g) dans I’algébre des opéra-
teurs différentiels sur G invariants & droite. De méme, si { est une fonction
holomorphe sur g, on pose

VYY) = (¥ —X)|

et on prolonge d en un homomorphisme de S(g) dans I’algebre des opérateurs
différentiels sur g a coeflicients constants. Remarquez que si p est un
polyndme sur g, on a J(X)p = D*(X)p, ou D* est défini comme dans le
chapitre II, et ot X — X est I’homomorphisme de S(g) qui prolonge
Papplication Y - — Y de g.

Si ueU(g), on pose (u, 9)=A(u)p(o), et si X&S(g), on pose
(X, $)=09(X)$(0). On a alors (B(X), ¢)=(X, goexp). Si pe S(g*) est le
germe en o d’une fonction holomorphe, on a (X, pd)=(D(p) X, ¢), ou
p est défini par p(— Z) = p(Z) pour tout Z&€g. En effet, on a

Xy po=D"(X)p(0) =0d(X)p (0)=(X, p),
et donc '

X, ph) =X, P =D@EX, Lo =ME)X ¢),
d’aprés le lemme II.1. [On a noté par la méme lettre des fonctions holo-
morphes définies dans un voisinage de Iorigine et 1’élément de S(g*)
qu’elles définissent.]

Pour prouver le lemme IIl.4, 1l suffit de prouver I'assertion suivante.
Soit ¢ une fonction holomorphe dans un voisinage de I’élément neutre
de G telle que g(exp(te;)g) = ¢(g) des que (¢, g) €CXG est assez voisin
de (o, 1). Soit X€S(g) un élément annulé par d,. On a

(B etery), o) = rp! (et (D FEE) ) ) o),

\

Posons ¢ = goexp. Il faut donc prouver la formule

(1) (ehetY, ) =(—1rpt (4, <;H_—‘*)’b>
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et pour cela il suffit de montrer que l'on a

(2) d(efeﬁ)ql(Z):(_I)ppg(ﬂ%Z:);&(i

pour tout Z dans un voisinage de 'origine de g,.

)pd(es’)q»(Z)

Par définition de 9, on a
d\r( d\r '
(d(efeg)up)(Z):(E) (d_tg> U(Z —tie,— tyes) J“:M:o.

D’aprés le lemme I11.3, on a

V(Z —tie,— the,)= o (exp (Z — t,el—lgeg))b
' @_y
— <p<exp<— tyes+ 1. 4+ w—) t1l2eo>>

®(2)
Z) — y —
:"P<— tyes+ 1+ Lﬁl(—zlhtaen»

car ¢ est invariante a gauche par exp(te,). On en déduit

(3) (%)"wz ter—tyer)

L=0

w(Z) __y —
=0 (S 0 (e ) (- b1,

car on a

d(e)d(—tes+1)=(—1) (%)pup(— tyes+ 71—+ tey) .

=0

Appliquons <%>Pé (3). Prenant la valeur pour ¢,= o, on obtient (2),

ce qui démontre le lemme III.4.
Lemme I11.5. — Soit X€S(g) un élément annulé par d,. Alors

et —1

0 >_—l V<»(X>>eU () e

5% —6(n(
Démonstration. — On a (lemme III.1) :

BOX) =D (=1 (p)B(ebetes” (D ()70 (X))).

D’aprés le lemme IIl.4, on a

(— 1 () B eteger? (D (w7 () = (D = 0,00 Y mod U ) e

Il en résulte que B(X)= B(D(r)¢,(X)) modU(g)e,, ou 'on a posé

(S (i S ()
g 2( p ' P —p

p>0
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Ceci démontre le lemme III.5.
Le lemme suivant est ’équivalent dans U(g) du lemme III.1.

Lemme II1.6. — Soit u€U(g) un élément annulé par d,. Alors

Etant donné un élément ue€ U(g) annulé par d,, le lemme I11.6 permet
de définir un élément V(u) € U(g,) qui est 'image dans U(g,) de n’importe
quel élément u' €U(g,) tel que u—u' €U(g)e,.

La démonstration du lemme II1.6, de méme que celle du lemme suivant,
résulte immédiatement du lemme I11.5.

Lemme II1.7. — Soit X€S(g) un élément annulé par d,. On a
e —r1\! -
V() =p(n( ) e )

(On a noté par la méme leitre la forme linéaire sur g, déduite de p. par passage
au quotient.) '

On remarquera que le lemme II1.7, qui fournit la clef de la démons-
tration du théoréme II.1, ne dépend pas d’un choix de I’élément e,.

Lemme II1.8. — Soit X€&€S(g) un élément annulé par toutes les dériva-
tions dy avec YEg,. Alors ¢(X)€S(g,)". Soit u€U(g) un élément annulé
par toutes les dérivations dy avec Y€E€4g,. Alors V(u)€ZL(y,).

Démonstration. — Compte tenu du lemme III.7, il suffit de prouver
Passertion relative & X. Pour cela, il suffit de montrer que dy (¢, (X)) € S(g) e4
pour tout Y€&g,. Il existe Z€S(g) tel que ¢, (X)= X+ Ze,. On a donc

dy (0o (X)) =dy (X) +dy(L)ey+Tdy(e)=o0+ dy (L) ey + Lp.(Y) ey,
ce qui démontre le lemme.
Lemme II1.9. — Soit X€S(g) un élément annulé par d,. Soit v une
forme linéaire sur § telle que v(e;) = 0. On a ¢(D(v) X) =D () ¢(X) (ot,

dans le second membre, on a noté par la méme lettre la forme linéaire sur g,
obtenue a partir de v par restriction et passage au quotient).

Démonstration. — 11 suffit de prouver que D(v) X — D(v) ¢, (X) € S(g) .
Il suffit donc de prouver que D(v) laisse stable S(g)e,. Soit Z€S(g). On a

D(v) (Ze) =D (v) (Z) es+ZD (v) (e) =D (v) (Z) ey,

ce qui démontre le lemme.

Lemme II1.10. — On a, avec les notations du chapitre 11: 0, , = éwg‘.
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| Démonstration. — 1l résulte de la relation [e., e,] = e, que 'on a

(%) [[Y, ex], ei]+[es [Y, e,]]=0 pour tout Yeg.

Soit p'€g* un élément tel que Y'=[Y, e;]+ v (Y)e. €4, pour tout
Y €g. Comme kerp. est un idéal, on a Y' €kerp. Pour Y €4, la relation («)
entraine — P (Y)e,+ 1 (Y)e,=o0, d’ott 'on déduit p.(Y) = p/(Y), et donc

le lemme.
Démonstration du quatriéme cas. — A. Nous commengons par prouver
que si YES(g,) et si w est dans I’espace de la représentation p,, on a
)
P8 w—5(6(D()Y))w.

Il suffit de le prouver lorsque Y est de la forme 7", avec Z&g,. Il résulte
des lemmes 1.1 et II1.10 que I'on a

p(Zr)w :<Pl (Z)— ;‘H(Z)>HW = P.((Z - ;H(Z)>“>w.

/

Il résulte du lemme II.2 que <Z—~ ;H(Z)YZDKG%%) 7", ce qui prouve

notre assertion.

B. On remarque ensuite que p(e,)w = o.

Eneffet, g, (e,) w = o carp, = Ind(f|h, g.) et car f(e,) = o (cf. le premier cas).
D’autre part, D(ev'%u>e, =e,, car p(e;)=o0. On a donco(e,) w=pi(e;)w = o,
d’apres A.

C. Soit Xe€S(g)'. On a

p(B(X))w= p<@<D< e*_i*; l>~‘vo(X)\)> [ (d’aprés B et le lemme 1.5)
= (ﬁ(D(g‘%”) l)<"~i; ‘>_' o (X)>>w (d’aprés A)
=0, (B(D(Sp)~"ea(X)))w (d'aprés la définition de Sy).

Utilisant maintenant le fait que g, = g, o7, on trouve
pr(B(D(Sp)~twe (X)) =4 (B(D(Sp)~"v (X)))-

D’apres le lemme II1.8, ¢(X) est dans S(g))1, et il en est donc de méme
de D(S,)"¢(X) (lemme II.4). On a donc finalement prouvé la formule

(%) % (BX)) =gt (B (S~ (X)).
D. Soient + p;(1=1=d) les poids de g,(fi) dans g,/g.(f;). On les

prolonge en des formes linéaires sur g nulles sur [g, g]. Alors les poids de

g(f) dans g/g(f) sont les restrictions a g(f) des formes 4, + @y, ..., 4 P
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En effet, g(f) Cg.(f1), et il suffit de voir que les restrictions des formes
et — - a g(f) sont les poids de g(f) dans g,(f.)/g(f) et dans g/g,. Pour la
seconde cela résulte du lemme IV.10, et la premiére résulte du fait que
- By est g(f)-invariante et induit une forme bilinéaire non dégénérée sur

8/9: X 84 (1) /8(f)-

d

E. Posons p =]]SW Alors p est un élément de S(g*) dont la projec-

tion sur é(g:) peut &tre prise comme élément g, Si on identifie g

a un sous-espace de g, on a en fait qﬁEAS(g’f) et on peut supposer que
q,= qp. D’autre part, on peut supposer que g,= pS,, comme il résulte
facilement de D.

F. L’hypotheése de récurrence entraine que
2t (B S~ (X)) =D (Sugp)~ v (X) (fi).
Il résulte du lemme II1.9 que Pon a
D (Sugp)~v(X) =9 (D (Sup) ' X)=9¢(D(g,)~'X).

Enfin on a
#(D(gn)'X)(f))=D(gn)X(f) car f(e))=o.

Tout ceci, rapproché de (%) donne finalement
xr (B(X))=D (g X(f),

ce qui termine la démonstration du quatriéme cas et du théoréme II.1.

CHAPITRE 1V.

LE CENTRE DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE UNIVERSELLE
(§ RESOLUBLE).

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps k de carac-
téristique o. Notons
sh<1 ad>
2

I
—ad
2

Iélément de S(g*) ® End(g) dont la composante homogéne de degré
- (éad X>2n de g dans

(2n +1)!
End(g), et dont les composantes homogénes de degré impair sont nulles.

an(n > o0) est Papplication polynomiale X —
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On peut définir

sh<;ad>
p=detl ———= 1e5(¢"),

—ad

2
en prenant une base de g par exemple. Le terme constant de p est 1. Il
existe donc un unique élément ¢ de S(g*) dont le terme constant est 1
et tel que ¢°= p.

On suppose maintenant que g est une algébre de Lie résoluble de dimen-
sion finie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique o. Il est

clair alors que p :H Su, ou le produit est pris sur I’ensemble de toutes

les racines de g, comptées avec leur multiplicité.

Lemme IV.1. — Soit f€g* un point tel que g(f) soit nilpotente. Alors,
pour tout X€S(g)', on @ Dig) X(f)=Dlg) ' X(f).

Démonstration. — D’apres le lemme II1.6, il suffit de vérifier que g et
’ 1

gr ont la méme projection sur S(g(f)*). La projection de ¢ est <II Su>2,
ou le produit est pris sur ’ensemble des poids de g(f) dans g. Les poids
de g(f) dans g(f) sont nuls par hypothése. Les poids de g(f) dans g/g(f)

sont de la forme -+ p,, ..., 4 s et comme S,=95 ,, on voit que

d
q :HSM: qr.

C. Q. F. D.
CororLAaIRE. — Soit f€g* un point tel que g(f) soit nilpotente. Alors
% (B(X)) = D(q)7" X(f) pour iout X&S5(g)" (*).
Démonstration. — Ceci résulte du lemme IV.1 et du théoréme II.1.

Ce corollaire est utilisable a cause du résultat suivant :

Lemme IV.2. — Soit f€g* un point tel que dimg(f) soit minimale. Alors
§(f) est commutative.

Démonstration. — Le lemme est démontré dans [3] lorsque le corps de
base est G, ou lorsque g est algébrique. Dans le cas général, on va se ramener
au cas ou le corps de base est C. Pour cela on considére une base ey, ..., ¢,
de g telle que la base duale contienne f, et on note k' le sous-corps de k

(1) L’hypothese « g(f) nilpotente » est superflue (cf. un texte de N. Conze et M. Duflo,
a paraitre au Bull. Sci. Math.).
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engendré par les constantes de structures de g. On choisit une injection
de k' dans G. Soit g’ I'algebre de Lie sur k' engendrée par les e; de sorte
que § = §'Qrk. On pose ge= g’ X C.

Soit r(g) le nombre minimal pour dimg(f) lorsque f parcourt g. Alors
on a r(g)=r(g)=r(ge), car n—r(g)=n —r(g)=n — r(ge) est égal
au rang de la matrice ([e;, €;]) (1="1, j =<~ n) a coefficients dans S(g').

Comme on a g(f)=¢(N®k et 4olf) =5 (H®C on voit que
dimge(f) =r(ge) et donc que ge(f) est commutative. Il en est donc de

méme de g(f).

Lemme IV.3. — L’ensemble des éléments f de g* tels que dimg(f) soit
minimale est un ouvert (pour la topologie de Zariski) non vide de g*.

Démonstration. — Soit rla dimension minimale des g(f). Alors dim g(f) =r
si et seulement s’il existe un mineur d’ordre n —r de la matrice
Kfy [es €;]>) (11, j<n) dont le déterminant est non nul, ce qui
prouve le lemme.

Il résulte du corollaire au lemme IV.1 et des lemmes IV.2 et IV.3
que pour tous les éléments f d’un ouvert non vide de g*, I’application
u—>D(q)'B~" (u)(f) est un caractére de Z(g). Il en résulte que 'appli-
cation D(g)™*° (™" induit un homomorphisme d’algébres de Z(g) dans
S(g)'. Comme, d’aprés le lemme I1.4, cette application est bijective, on
en déduit, lorsque le corps k est algébriquement clos, le théoréme suivant :

Tutorime IV.1. — Soit § une algébre de Lie résoluble de dimension finie
sur un corps k de caractéristique o. L’application 3o D(q) induit un isomor-

phisme d’algébres de S(g)' sur Z(g).

Démonstration. — Le théoréme est déja prouvé si le corps de base est
algébriquement clos. Soit k' la cléture algébrique de k et soit g'=g Q Kk’
I est connu que S(g')'=S(g)' Rk et Z(g')=7Z(g) QKk', d’ou le résultat

dans le cas général.

CHAPITRE V.

LE CENTRE DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE UNIVERSELLE
(§ SEMI-SIMPLE).

Soit g une algébre de Lie semi-simple sur un corps algébriquement clos
de caractéristique o. Soit l) une sous-algébre de Cartan de g. Soit P un

systéme de racines positives de g par rapport a h; on pose o= é Zoc.
aeP
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La forme de Killing permet d’identifier g et g*, ) et h*. On peut donc
considérer h* comme un sous-espace de g*.

Soit T une représentation irréductible de dimension finie de g, et soit A
son poids dominant. On pose f=p + A. Si u€Z(g), alors T(u) est un
scalaire que nous noterons 7 (u). L’élément g€S(g*) a été défini au début
du chapitre IV. Le théoréme suivant est ’équivalent infinitésimal de la
formule pour les caractéres des groupes compacts qui se trouve dans [6].

TutoriMe V.1. — Soit g une algébre de Lie semi-simple sur un corps
algébriquement clos de caractéristique o. Soit y, le caractére de la représen-
tation irréductible de dimension finie de § de poids dominant f — ¢. On a

% (B(X)) =D (g™ X(f) pour tout X€5(g)"

Démonstration. — En procédant comme dans le lemme 1V.2, on se
rameéne au cas ou le corps de base est G ce que nous supposons désormais.
Soit G un groupe de Lie complexe connexe simplement connexe d’algébre
de Lie g. Alors T est la différentielle d’une représentation de G que nous
notons par la méme lettre. On note ¢, la fonction sur G définie par
#(g) = (dimT) ' tr T (g).

Employons les mémes notations pour les opérateurs différentiels que
dans la démonstration du lemme III.4. On sait que si u €Z(g) et si ’on note
u—u ’anti-automorphisme de U(g) qui prolonge l’application X—— X
de g, on a A(u)o,=y,(%t)e,, et done, puisque o,(1)=1, 7, (u)=(%,9/).
Si X€S(g)} on a done 7,(8(X)) = (X, ¢roexp).

Pour calculer ¢;oexp, on emploie la formule de Weyl. Soit YE€l. On
a (cf. [8], exp. 19) :

Zs(w) exp({wf, Y>)

or(expY) = (dimT)—" "; )
ZS(W) exp({wp, YD)

W

ou les sommes sont prises sur tous les éléments du groupe de Weyl W et
ou ¢(w) désigne la signature de weW.

Il est facile de voir que 'on a

Posons -rt=]]ot. C’est un élément de S(g*). D’apres [8], exp. 19, p. o4,

xeP
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on a
o le la
1[8‘ —e ? :Z g(w) e®P.
.OLGP w

On trouve donc

De(w) exp((w), Y)
o7 (expY) = ¢ (Y)~' (dim T)~+ -~

T (Y)

Posons {; = q¢soexp. On a
(X, or0exp) = (X, g1 4) = (D (@)~ X, 4))

(on utilise les mémes notations que dans la démonstration du lemme I1I.4).

Le théoréme 1 de [4] permet de calculer la restriction de J(Z){, a b
lorsque Z€S(g)'. Notons Z, 1’élément de S(h) obtenu en restreignant
Z a h*. Notons ¢y, la restriction de ¢, a h. Le théoréme cité donne

(L) dy)r=m""0(Z) (Ths,r).

Il en résulte que

9 (LY (V) =7 (V) (dimT)= Y e (w) (9(Z) ) (V) =Z(f) by (Y)

pour tout Y&, car on a 9(Z)e" = Z(wf) = Z(f).
On a donc (Z, §,) = Z(f) ¢,(0) = Z(f). Appliquant ceci a Z = D(q)~'X,
on en déduit le théoreme.

Remarque 1. — Si le poids dominant A n’est pas régulier, on peut trouver
d’autre feh* de la forme A 4 p’, ol ¢’ est la demi-somme des racines de g
contenues dans le nilradical d’une sous-algébre parabolique contenant la
sous-algébre de Borel définie par P, et des éléments g, €S(g*) construits
comme dans le chapitre II, tels que T(B(X)) = D(q;)~* X(f). Par exemple,
si A=o0, on a T(B(X))= X(o0). Cela est a relier au fait que T peut é&tre
contenue dans plusieurs représentations induites de g.

TatorimE V.2. — Soit g une algébre de Lie semi simple sur un corps k
de caractéristique o. L’application (3 D(q) induit un isomorphisme d’algébres

de S(g)" sur Z(g).

Démonstration. — En procédant comme dans la démonstration du théo-
réme IV.1, on voit que 'on peut supposer que k est algébriquement clos.
Les f de la forme A 4 p, ou A est un poids dominant d’une représentation
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irréductible de g, forment un sous-ensemble dense de h* (pour la topologie
de Zariski) (cf. [8], exp. 17, th. 2.¢). Il résulte du théoréme V.1 que 'appli-
cation u->D(q)7' 7' (u) (f) est un caractére de Z(g) pour de tels f, et donc
pour tous les f€h*. Comme tout élément semi-simple de g* (on identifie
g et ¢* au moyen de la forme de Killing) est conjugué d’un élément de h*
([8], exp. 15), on voit qu’il en est encore de méme pour tous les éléments
f semi-simples de g*, et finalement pour tous les éléments f de g*, puisque
les éléments semi-simples forment un sous-ensemble dense de g*. Le
théoréme en résulte aussitot.

Remarque 2. — Pour tout f€ g*, notons y,le caractére u—D(¢)~' 7" (u) (f)
de Z(g). Alors, si f’ est la composante semi-simple de f, on a y,=y,.
En effet, f’ est dans ’adhérence de l'orbite de f.

Le fait que S(g)' et Z(g) soient isomorphes n’est naturellement pas
nouveau. Indiquons comment on décrit habituellement un isomorphisme
entre ces deux algébres. On note g, le sous-espace radiciel de g corres-

pondant a la racine a. On pose n:Ega. On sait que si X€S(g)', il
aep
existe un unique ¢(X)€S(h) tel que X —¢(X)ES(g)n (c’est la restric-
tion de X a h*). Si ueZ(g), il existe un unique V(u)€U(h) tel que
u— V(u)€U(g)n. On pose V' =D(e?)oV. Alors on sait que ¢ est un
isomorphisme de S(g)' sur S(h)* [’ensemble des invariants de S(h)
sous W], et V' un isomorphisme de Z(g) sur S(h)" (cf. [8], exp. 19). L’iso-
morphisme V'~'op de S(g)' sur Z(g) n’est autre que celui qui est décrit
dans le théoréme V.2. Cela résulte immédiatement du lemme suivant :

Lemme V.1. — Soit X€S(g). On a V(B(X)) = D(e?) o(D(g) " X).

Démonstration. — 1l suffit de prouver que pour les A€h* qui sont
des poids dominants on V(B(X))(2)=(D(¢g) (X)) (A4 p), c’est-a-dire
v (B(X)) = V(B(X)) (). Soit w un vecteur dominant dans I'espace d’une
représentation irréductible de dimension finie T de poids dominant .

- On a T(B(X))w=V(B(X)) (A)w, ce qui termine la démonstration.

Remarque 3. — Le lemme V.1 s’écrit V' (3(D(q) X)) = ¢(X). 1l en résulte
immédiatement que V' est injectif [car ¢ I'est en vertu du théoréme de
conjugaison des algébres de Cartan], et que V'(Z(g)) = ¢(S(g)"). On n’a
donc pas en fait a se servir du fait plus difficile que 'image est exactement

S(h)™.

Remarque 4. — Notez I'analogie du lemme V.1 et du lemme II1.7.
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