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CARACTERES DES GROUPES
ET DES ALGÈBRES DE LIE RÉSOLUBLES

PAR MICHEL DUFLO.

AVERTISSEMENT. — Ce Mémoire est en deux parties. Dans la première
on établit une formule pour le caractère d'une représentation unitaire
irréductible d'un groupe de Lie réel résoluble connexe. Celle-ci, rapprochée
d'un théorème sur les orbites de dimension maximale de la représentation
coadj ointe, constitue une étape vers la formule de Plancherel des groupes
résolubles réels unimodulaires. Dans la seconde partie on établit la formule
correspondante pour le caractère d'une représentation irréductible d'une
algèbre de Lie résoluble de dimension finie sur un corps algébriquement
clos de caractéristique o. Celle-ci, rapprochée du théorème rappelé ci-dessus,
permet de démontrer un théorème important sur le centre des algèbres
enveloppantes des algèbres de Lie résolubles de dimension finie sur un
corps de caractéristique o. Ce théorème et la formule de Plancherel sont
donc des conséquences de faits similaires.

Les deux parties sont logiquement indépendantes et peuvent être lues
séparément, quoique de toute évidence le sujet soit le même.

Avant de poursuivre, je tiens à remercier J. Dixmier dont l'aide m'a été
précieuse au cours de ce travail.
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PREMIERE PARTIE.

CARACTÈRES DES GROUPES RÉSOLUBLES RÉELS.

INTRODUCTION.

Soit G un groupe de Lie réel connexe. Soit $ l'algèbre de Lie de G et
et soit g* le dual de fi. Soit /'G8*. On note B/ la forme bilinéaire sur f i X f l
définie par B^(X, Y) == </; [X, Y]> (X, Y€ô). On note $(/•) le noyau de B^.
C'est le centralisateur de f dans g. Soit û une orbite de G dans g* pour
la représentation coadj ointe, c'est-à-dire la représentation contragédiente
de la représentation adjointe. On définit une 2-forme co sur û de la manière
suivante. Soit /*€Û. L'application tangente en i à l'application g —^ gf
identifie fi/fl(/) et l'espace tangent à û en /*. On posera

ov(X,Y)=^B^(X,Y) (X,Ye^(/)). '

Soit 2 s la dimension de û. La forme différentielle ^= -y coA • • • A00

{s facteurs) définit une mesure G-invariante non nulle sur û {cf. [6]).
Soit T une représentation unitaire irréductible de G. On choisit une

mesure de Haar sur fi, et si a€cD(g), on pose T(a) == ^ a(X) T(exp X) dtX.
^

Dans beaucoup de cas (cf. [6], [9], [10]), il existe une orbite û de G dans g*,
un voisinage ouvert V de o dans g, G-invariant et dans lequel exp est
régulière, une fonction p dans V, analytique, ne s'annulant pas et G-inva-
riante, tels que l'on ait la propriété P(G, T, û, V, p) :

Soit O(.Ç:CQ(V) une fonction telle que la fonction

/-> ro^x^x)-1^^^:ŒWpW-e1

^̂

soit P^-intégrable. Alors :
1. Si T(a) est traçable, on a

t rT(a)== H ( a(X)7^(X)- l^^x>6/xl6f(3Q(/).
^(^ )

2. Si T(a) est positif, alors T(a) est traçable.
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Il faut remarquer que cet énoncé ne dit pas plus que ce qu'il dit, et en
particulier qu'il n'affirme pas l'existence de fonctions a€û3('V), telles
que T(a) soit traçable. Il ne fournit donc pas en général un moyen d'associer
une orbite à une représentation. D'ailleurs, tant que l'on n'a pas imposé
de conditions supplémentaires à la fonction p (comme par exemple d'être
positive), ceci est sans espoir. La situation n'est idéale que pour les groupes
niipotents. En effet, dans ce cas a-^trT(a) est une distribution sur g,
et il existe une orbite û telle que l'on ait la propriété P(G, T, û, g, i).
Dans ce cas l'orbite t2 est bien déterminée, puisque c'est le support de
la transformée de Fourier de la distribution oc-^trT(a). (Pour tout ceci,
cf. par exemple [8].) Mais dans d'autres cas où a-^trT(a) est une distribution
dans un ouvert V vérifiant les conditions ci-dessus, il peut arriver qu'il
existe des orbites û et û' et des fonctions p et p toutes deux positives
dans V et vérifiant les conditions ci-dessus telles que l'on ait à la fois les
propriétés P ( G , T , û , V , p ) et P(G, T, û', V, p ) . C'est en particulier le
cas pour certaines des représentations irréductibles des groupes compacts
semi-simples. (Voir à ce sujet la remarque 1 du chapitre V de la seconde
partie.)

Pour les groupes résolubles exponentiels (i. e. tels que l'application
exponentielle soit un difféomorphisme de g sur G) il existe une bijection
de l'ensemble des représentations unitaires irréductibles de G sur l'ensemble
des orbites de G dans g* qui généralise la correspondance bien connue
de Kirillov dans le cas niipotent {cf. [2]). Soit T une représentation unitaire
irréductible de G et û l'orbite dans g* qui lui correspond. Il est prouvé
dans [9] qu'il existe une fonction p, construite au moyen de certaines
racines de g, telle que l'on ait la proposition P(G, T, û, g, p). Plus préci-
sément, si ^€8*0 G, on pose

sh(^(X))
S,(X)=—^——/ (Xe î ) .

^(X)

II existe un sous-ensemble A i , . . . , / . „ de l'ensemble des racines de g
n

(comptées avec leur multiplicité) tel que p==iriS^.
i

Dans le cas des groupes résolubles ad-algébriques [i. e. tels que l'image
de g par la représentation adjointe soit une sous-algèbre algébrique de
End (g)], on a un résultat analogue, basé sur la description du dual des
groupes résolubles réels connexes simplement connexes de type I annoncée
dans [1] {cf. [10]). Signalons que dans ce cas L. Pukanszky démontre que
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si l'orbite û! est fermée, la transformée de Fourier de ap-1 est Pû-intégrable
pour tout a dont le support, est contenu dans l'ensemble des points où exp
est régulière ([10], 5.5).

Le but de cette première partie est la description de l'ensemble Xi, . . ., À^
dans le cas des groupes résolubles exponentiels où ad-algébriques. Résu-
mons nos résultats. Soit û une orbite de G (que nous ne supposons pas
nécessairement résoluble pour le moment) dans g*, et soit /*€Û. On
remarque d'abord que si l'on a la propriété P(G, T, û, V^ p), alors
t rT(a) (a€t9('V)) ne dépend que de la restriction de a à l'idéal
[fl? fl] + fl(/') ==îtt(û). Ceci résulte d'un lemme sur les orbites de G dans
g* qui fait l'objet du chapitre I. Il suffit donc de connaître la restriction
de p à tn(Q). Supposons maintenant que G soit résoluble. Les poids de la
représentation naturelle de fi(/) dans fi/fi (/*) sont de la forme dL ^i? • • • ? d= Â^;
on note par les mêmes lettres des formes linéaires sur g nulles sur [g, g]

s

et qui prolongent les À,. On pose Çû(X) ==]__[ S^(X) (Xêfi) . Soit W
i

l'ouvert de g formé des points X tels que les valeurs propres imaginaires
pures de ad (X) soient de module < 2 TC (si G est exponentiel, on a fi = W).
Alors ço(X)>o pour tout Xe^nm^). [On peut même choisir les X,
de telle sorte que ç^(X)>o pour XeW.] Nous prouvons la proposition
suivante :

Soit T une représentation unitaire irréductible Sun groupe résoluble
connexe G, exponentiel ou ad-algébrique. Il existe une orbite SI de G dans fi*
telle que l'on ait la proposition P(G, T, û, W, q^). [Nous avons déjà remarqué
que seule la restriction de q^ à ni^nW était intéressante, et celle-ci
est définie sans ambiguïté.]

Cette proposition, jointe au théorème de [5], a un corollaire important
pour l'analyse harmonique sur G. Pour X€f i posons

shfadx)
p(X)=del—^———7-.

'adX
2

La fonction p est positive et on note q sa racine carrée, qui est une fonction
positive G-invariante dans fi, et dont la restriction à W est analytique
et strictement positive. Si l'on note jd la densité de la mesure de Haar
à droite sur G par rapport à la mesure euclidienne sur fi, normalisée par
la condition jd{o) = i, et j^ la fonction sur fi définie de manière analogue
en remplaçant droite par gauche, alors q == ( J y J d Y ^ ' II résulte du théo-
rème de [5] que si û est une orbite de dimension maximale, alors la restric-
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tion de q à w(û)nW est égale à celle de ç. Donc si l'orbite û de la propo-
sition est de dimension maximale, alors on a la propriété P(G, T, û, 'W, q)
avec la même fonction q pour toutes les orbites de dimension maximale.
Ceci avait été conjecturé par Kirillov (1).

La démonstration de la proposition, qui suit de près [10], utilise [1].
En fait, il est très probable que lorsque les démonstrations de [1] seront
connues, on pourra démontrer la propriété P(G, T, û, W, q^) pour toutes
les représentations T d'un groupe résoluble connexe (non nécessairement
de type I) obtenues par induction holomorphe à partir d'une orbite entière
û' qui se déduit de û comme il est indiqué dans le chapitre II.

Ces résultats ont été annoncés da,ns une Note {cf. [4]), sous une forme
probablement incorrecte.

CHAPITRE I.

UN LEMME SUR LES ORBITES DE LA REPRÉSENTATION COADJOINTE.

Soit G un groupe de Lie réel connexe. Nous conservons les notations
de l'introduction. Soit û une orbite de G dans g* et soit /çû.

LEMME 1.1. — Soit \ un idéal de Q contenant $(/'). Soit k le stabilisateur
dans Q de la restriction de f à \. Soit K le sous-groupe analytique de G d'algèbre
de Lie k. Alors K/'CÎÎ est un ouvert de f+i1.

Démonstration. — La forme B/ a pour noyau $(/'). Par définition, k est
l'orthogonal de \ par rapport à cette forme. Comme fl(/*)C(, on voit que
( est l'orthogonal de k par rapport à B/, et donc que kjf= i1. Le groupe K
stabilise f\\, et on a donc K/'Cf+l1. Comme l'application tangente à
l'application k -> kf de K dans /*+i1 est surjective, Kjf est un voisinage
de f dans f+\1. Soit f'çKf. Alors f\\=f' i, et donc K/17 (qui est égal
à Kf) est un voisinage de tous ses points dans /^i1, et donc est ouvert.

L'exemple du groupe résoluble non commuta.tif de dimension 2 avec
l = o montre que l'on n'a pas toujours f + ^ C Û .

PROPOSITION 1.1. — Soit \, un idéal contenant Q(f) et tel que g/( soit
niipotent. Alors />4-i iCÛ.

Nous commençons par rassembler quelques lemmes utilisés dans la
démonstration de la proposition.

(') J'apprends que M. Pukanszky a prouvé ceci lorsque les racines de <d| sont réelles.
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LEMME 1.2 [cf. [6], § 2). — Soit il un idéal abélien de g. Posons m ===/*[ a.
Soient H le centralisateur de m dans G et t) ^on algèbre de Lie. Soit û^
l'ensemble des points de û çui se projettent sur m. Alors /'+h1 e^ contenu
dans iîjn.

Posons f ==:f\^' 5oit co îa H-orbite de /' dîa^s 1)*. Soient t un supplé-
mentaire de 1) dans S et s une section de G/H dans G. Identifions 1)* et t1.
Ai!or5 l'application (/i, /'s) —/'i+A ^ 8*Xfl* rfan^ g iM^uit une bijection
de coxt)1 5ur û/n, ^ l'application (gH, fi, /s) — ^(gH) (/i+A) ^ une

bijection de G/HXcoxl)1 5ur t2.
Réciproquement, si l'on se donne mG. il* et une orbite OD d!e H dtan^ 1)*

c?ont îa projection sur il* e5( { ^ n } ? afor5 l'image réciproque de co cîans fi*
e^^ contenue dans une G-orbite.

LEMME 1 . 3 . — On garde les hypothèses et les notations du lemme 1.2.
On a :

w ^n-^+fl^)-
(il) By induit une forme bilinéaire non dégénérée sur g/t) X !)(/'') ls(f) •

Démonstration. — Par définition, 1) est l'orthogonal de d par rapport
à B/. L'orthogonal de t) par rapport à B/ est donc il+g^). Mais il est
aussi égal à t)(/1'), par définition de t)(/'). On a donc prouvé (i). Le point (ii)
résulte de ce que $(f) est l'orthogonal de g par rapport à B/ et t)^') celui
de 1).

LEMME 1.4. — On garde les hypothèses et les notations du lemme 1.2.
On suppose que il contient un idéal 3 contenu dans le centre de g et tel que
11/3 soit un idéal non nul minimal de g/3 non contenu dans le centre de g/3.
Soit \ un idéal de g contenant ^Çf) et tel que g/i soit niipotent. Alors \
contient il.

Démonstration. — Supposons que il ne soit pas contenu dans (. On
a 3 C(, car 3Cg(/). Comme 11/3 est minimal, ceci prouve que in il ==3.
Donc n/3 s'identifie à un idéal de g/i qui est minimal et non contenu
dans le centre de g/i, car i est dans le noyau de la représentation adjointe
de Q dans 11/3. Comme un idéal minimal d'une algèbre de Lie niipotente
est central, on aboutit à une contradiction.

Démonstration de la proposition 1.1. — Elle se fait pas récurrence sur
la dimension de g, le cas où la dimension de fi est i étant immédiat. On
suppose donc que dim g > i et que la proposition est démontrée pour
toutes les algèbres de Lie de dimension strictement inférieure à celle de g.
On examine les différents cas qui peuvent se présenter.

A/m. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 1. 5
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1. On suppose que g est semi-simple. Alors J = g, et la proposition
est triviale.

2. On suppose que f1 contient un idéal non nul II de g. Alors ilCg(/').
En effet, si Y€ il, on a [X, Y] € o et donc By(X, Y) == o pour tout Xeg.
Posons t) = g/il et soit H un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie t).
Si l'on identifie t)* et il1, alors û est aussi une H-orbite dans t)*. On peut
donc appliquer l'hypothèse de récurrence à H, û et (/il, ce qui prouve
que / '+^CÛ.

3. On suppose que l'on n'est pas dans le cas 2 et que g contient un
idéal abélien non nul minimal il non contenu dans son centre.

Posons m=f\{\. Alors m 7^0, et, avec les notations du lemme 1.2,
t) T^ fi. En effet, les hypothèses faites sur il entraînent que la représentation
adjointe de g dans il est irréductible et non triviale. Il en est donc de même
de la représentation contragrédiente dans (l*. Le stabilisateur d'un élément
non nul de il* ne peut donc être % tout entier. Il résulte du lemme 1.4,
appliqué avec 3 = = { o } , que \ contient il. Le lemme 1.3 entraîne alors la
relation ^(D^- Posons t '= in t ) - n est c[8ilr que !)/(' est niipotent.
On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à 1), co, ('. Il faut distin-
guer l'orthogonal de (' dans t)* et dans g*. Notons le premier j1 et le
second l'1. L'hypothèse de récurrence entraîne que j l+/ l /Cco. Le
lemme 1.2 entraîne alors que i 't+ycû. Et comme ('ci, on voit finale-
ment que t l+/Ctî.

4. Si l'on n'est pas dans un des cas 1, 2 ou 3, le centre J de fl est de dimen-
sion i et f ( ) ) - ^ É [ o } . On suppose que g/j est semi-simple. Alors on voit
facilement que i = g, et donc dans ce cas la proposition est triviale.

5. On suppose que l'on n'est pas dans un des cas 1 à 4. On suppose que g
contient un idéal abélien il contenant J, et tel que 11/3 soit un idéal minimal
non central de g/j.

Posons m==/ | i l . Avec les notations du lemme 1.2, on a t) 7^ g. En effet,
dans le cas contraire, ^Hil serait un idéal non nul contenu dans/11. On
déduit du lemme 1.4 que nci. Le lemme 1.3 entraîne que ( ' = ^ n t )
contient t)^'). Gardons les notations de 3. On peut appliquer l'hypothèse
de récurrence à 1), co et i'. On en déduit que i t + f ' C c D et le lemme 1.2
prouve que ^-{-fc^î et donc que i t+fcû.

6. On suppose que l'on n'est pas dans un des cas 1 à 5. On suppose
que g contient un idéal abélien il de dimension 2 tel que 11/3 soit contenu
dans le centre de $/3.
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On pose m==f\{\. Avec les notations du lemme 1.2, on a 1) ^z g, car
dans le cas contraire /'•'•H il serait un idéal non trivial. Soit e^ e^ une base
de il telle que ei€3, f[e^)=ï et f{e^ = o. L'image de G dans Aut (il)

( I X\est le groupe des matrices ) (^€R), et donc, si e[ e\ est la base duale

de il*, alors M, l'orbite de m dans il*, est la droite ^+^^- Posons
i '==t )n i . Si ( / contient il, alors, d'après le lemme 1.3, (' contient ()(/'),
et le lemme 1.2 et l'hypothèse de récurrence appliquée à I), co, \' entraînent
que f-^-^C.il. On suppose maintenant que ( / ne contient pas il. Dans
ce cas, ( ' O n ==3. Posons ("==('4-11. On peut appliquer l'hypothèse
de récurrence à I), (o et l". Il résulte alors du lemme 1.2 que /'-[-i^CÛ.
Notons P l'espace affine /+i1- Alors P contient Pny+i771) qui est
la partie de P au-dessus de m, ou encore Piïe1, et donc de codimension i
dans P. Notons, comme dans le lemme I. i, K le stabilisateur connexe de
f\\ dans G. D'après le lemme I. i, Kf est ouvert dans P, et sa projection
sur M est donc ouverte. L'image de K dans Aut (il) est donc non triviale, et

( i ^\donc est le groupe ) {xçK) tout entier. Soit m'G M. Il existe un

élément /c€ K tel que km == m . Comme K stabilise P, l'espace k{fJ^\'rL} n P
est un sous-espace affine de P,/,, (la fibre de P au-dessus de m') et de même
dimension. On en déduit que P,/,, est contenu dans il et donc que P est
contenu dans il puisque P est la réunion des P,,,,.

7. On suppose que l'on n'est pas dans un des cas 1 à 6.
Alors le centre 3 de g est de dimension i et f ( ) ' ) ^ [ o } . Il existe un

idéal il de g, non abélien et tel que 11/3 soit un idéal abélien minimal de fl/3.
Posons m =fLC\ a. Soit ̂ €3 un point tel que/^o) = i. On définit une forme
bilinéaire alternée a" sur lliXlll en posant [X, Y] == o-(X, Y)^o(X, Yeill).
(Comme 11/3 est commutatif, on a bien [X, Y] €3.) La forme CT est non
dégénérée, car sinon son noyau aurait pour image dans jg/3 un idéal non nul
strictement contenu dans 11/3. L'idéal n admet donc une base ^o, . . ., e^n
avec la table de multiplication \e^ e^n\=^ijeo (i^î, J^^)? les autres
crochets étant nuls ou déduits des précédents par anti-symétrisation.
Un tel idéal est dit niipotent spécial. Dans cette situation, on a les résultats
suivants (cf. [7]) :

LEMME 1.5. — Soit G un groupe de Lie connexe simplement connexe. On
suppose que $ contient un idéal niipotent spécial il de centre 3 et que 3 est
contenu dans le centre de g. Soit m un supplémentaire de 3 dans il. Soient G' le
stabilisateur de m dans G, et fi' son algèbre de Lie. Alors fi = m Q) g', de sorte
que Von peut identifier g* et lit* ©g'*. Le groupe G' est connexe et simplement
connexe. Soit il une orbite de G dans g* dont la projection sur 3* nest pas {o}.
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Alors ûng'*==co est une orbite de G/ dans g'*, et Inapplication
(X, /*i) -> exp (ad X) fi de mx^ dans fi* est une bijection de WX co 5ur û.

Revenons à la démonstration du point 7. Avec les notations du lemme 1.5,
on a /'e :^=û^g'*. II suffit donc de prouver que y+^Cco. Posons
l '=g'ni. Alors il résulte du lemme 1.5 que g (/*) === fi' (/*) et donc que ('
contient fl'(/1). Il est clair que g'/i' ^t niipotent, et on peut donc appliquer
l'hypothèse de récurrence à fi', OD et ('. On en déduit que f-\-- (i^nfl '*) C<o.
Remarquons maintenant que m Cl. En effet, dans le cas contraire, on
aurait Vif\\ = 3. Mais n/j est un idéal non central de fi/j, car sinon n/j serait
de dimension i puisque îl/3 est minimal non nul, ce qui contredit le fait
que la dimension de 11/3 est paire. Donc l'image de n/j dans g/j serait un
idéal minimal non central de $/(, ce qui contredit le fait que $/( est niipotent.
On en déduit que \L= i'10$'*? et donc que /^^Cco, ce qui termine la
démonstration de la proposition.

La proposition 1.1 montre que iî est fibre par des espaces affines parallèles
à i1, car pour tout /*'€:û, on a ^ { f ' } C(. Choisissons un supplémentaire de l1

dans fi*, ce qui permet de considérer que (* est contenu dans fi*. Soit A la
projection de û sur (*. L'application (/i, /a) -^^i+ f^ ae ^ X A dans û est
un difféomorphisme.

Ceci est vrai en particulier si l'on prend pour ( l'idéal m(û) == f l^+Efl? $]
(qui ne dépend que de il et non du choix de fçiî). Soit dfi une mesure
euclidienne sur m(û)1. Dans ce cas la proposition 1.1 admet le complément
suivant :

PROPOSITION 1.2. — II existe une mesure G-iwariante v sur A telle que

d^ (/i+/.) ==df,dv{f,).

Prouvons d'abord deux lemmes.

LEMME 1 .6 . — Soit \ un idéal niipotent contenant g(/1) et soit K le centra-
lisateur de f\\ dans G. Alors K stabilise $(f).

Démonstration. — II faut montrer que si kçK. et Xeg(/1), alors on a
</, [/cX, YJ>== o pour tout Yeg. On a

<^[^x,YJ>=<^-•/ , [X,/ :-1Y:]>=</+y^[X/Y /J>, où ^eji ei re^.

On a
<^ [X, rD^o car X€^( / ) et </,, | X, Y^D^o.

En effet, [X, Y'jei car ( est un idéal contenant jg(/1). On a donc
<(/*, [A-X, Y])>== o, ce qui démontre le lemme.
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LEMME 1 .7. — Soit G{f) le stabilisateur de f dans G, et K celui de f\m{tî).
Alors G/K possède une mesure G-invariante non nulle et K/G(/*) possède une
mesure K.-iwariante non nulle.

Démonstration. — Soit /ceK. Nous savons d'après le lemme précédent
que Ad/c stabilise g(/1). Nous allons prouver que det{Ad^/^(f)k) = i.
Comme By induit une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur g/fl(/'),
il suffit de prouver que Ad/c laisse B/ invariante [ce qui redémontrera
d'ailleurs le lemme 1.6 dans le cas où \ == m(û)]. On a

</, [Z:X, Â-Y]>=</ , /.[X, Y]>^<À-/, [X, Y] >=</+/„ [X, Y]>,

où fi est un élément de m(û)1. On a donc

</i. [X, Y ]>=o et </, [Â-X, Â'Y]>=</, [X, Y]>,

ce qui démontre notre assertion.
Remarquons maintenant que B/ induit une forme bilinéaire non dégénérée

sur f i /m(û)xk/g(/1) (ici, k est l'algèbre de Lie de K). On en déduit que,
puisque Ad/c laisse B/ invariante, les applications Adg/m(û)/c et Adk/^(/-)/c
sont transposées par rapport à B/. Comme g/m(û) est abélienne et comme K
est contenu dans le groupe connexe G, on en déduit que Ad^ /m(Q) /c== i et
donc que Adk/g(/)/c = i.

En particulier, si g€G(/1), on a Adk/g( / )g=i , ce qui, d'après la théorie
des espaces homogènes de groupe de Lie, entraîne que K/G(/*) possède
une mesure K-invariante non nulle.

Soit toujours kçK. Des égalités Adh/^(f)k=ï et det (Ad^/g(/)À1) === i,
on déduit que det(Adg/k/c) = i, ce qui entraîne que G/K possède une
mesure G-invariante non nulle.

Démonstration de la proposition 1.2. — Soient rf'g, rf"g et d'k des mesures
invariantes non nulles sur G/G(jf), G/K et K/G(/*) (avec les notations du
lemme 1.7). Si ces mesures sont convenablement normalisées, on aura, pour
toute fonction ^, (ÎQ-intégrable sur û :

f^(f) =d^(f) = f ^^f)d^= f f v ^ k f ) d " ^ d ' k .
Ja ^G/G^f) ^G/KVK/GV)

Identifions A et G/K, et soit v la mesure (G-invariante) sur A qui corres-
pond à d " ' g . Soit s une section de A dans G. On a

f ^ f ' ) d ^ { f ' ) = f f r(.ç(/,)/./)^(/,)^Â-.
•^Û ^A^K/Gt/ )
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Pour prouver la proposition, il nous suffit donc d'établir le résultat suivant :
il existe une constante c telle que

f ^CA) k f ) d ' k = c f r(/,+/,) df,.
^œ t m(Q)1

Montrons d'abord qu'il existe une constante c telle que

f ^(/2) k f ) d ' k = c f ^(/,) (/+/i)) df,.
^ K / G f / ) "nKQ)1

Pour ceci, il suffit de prouver que l'image de d'k par l'application k -> kf
est une mesure euclidienne sur l'espace affine f-{-m(il)1. Pour ceci on
remarque que K induit dans /'+ m(î2)1 le groupe des translations et donc que
l'image réciproque de la mesure euclidienne sur K/G(jf) est une mesure
invariante. Comme il existe (à un facteur constant près) au plus une
mesure invariante sur un espace homogène, ceci démontre notre assertion.

Pour démontrer la proposition, il reste à prouver que

f ^(.A) (/+/)) </,=r ^/.+/.)^
m(Q)1 ^tiKÛ)1

ce qui résulte du fait que de^Adg/m^)^/^)) = i.

CHAPITRE II.

RAPPEL DE RÉSULTATS DE. KIRILLOV ET DE PUKANSZKY.

Ici, nous voulons décrire les théorèmes de réduction dont nous avons
besoin au chapitre IV. Dans ce chapitre, G est un groupe de Lie connexe
d'algèbre de Lie g. Nous conservons les notations de l'introduction.

THÉORÈME 11.1. — Soit a un idéal abélien de g, et soit m€(l*. Soient H le
stabilisateur de m dans G, et I) son algèbre de Lie. Soit Ho la composante
neutre de H, et soit Hi un sous-groupe tel que Ho C Hi C H. Soit U une repré-
sentation unitaire irréductible de Hi dont la restriction Uo à Ho reste irré-
ductible. Soit (OQ une orbite de Ho dans I)* dont la projection sur rt* est {m} et
dont le stabilisateur dans H est Hi. Soit V un voisinage ouvert de o dans 1),
îîi-iwanant et dans lequel exp est régulière. Soit p' une fonction analytique
dans V\ ne s'annulant pas et H ̂ -invariante. On suppose que Von a la
propriété P(Ho, Uo, coo, V\ p ) .
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Soit V un voisinage ouvert de o dans g, G-iwariant et tel que exp soit un
difféomorphisme de V sur exp (V) et de ^nt) sur exp(^)nHi, et tel que
^H^CV. On suppose que la fonction

^^AÛ^')
^(Y)=/ / (Y)det———— -^— y (JçV)^G^

se prolonge en une fonction dans V, analytique, G-inmriante et ne s'annulant
pas. Notons encore p un tel prolongement.

Soit t2 la G-orbite dans g* qui contient l'image réciproque de (Oo dans fi*
(lemme 1.2). On suppose que la représentation T de G induite par U est
irréductible. On a alors la propriété P(G, T, il, ^, p).

Le théorème est démontré dans [6], sous l'hypothèse que H est connexe
(et sans préciser qu'il faut en général se restreindre à des voisinages de o
dans fi) [cf. la démonstration du théorème 1 de [6]). Le théorème est
démontré (mais non énoncé explicitement) dans [10] {cf. en particulier
les sections 5.2 à 5.6). Pour la commodité du lecteur, nous écrivons la
démonstration, du moins les points qui ne figurent pas dans [6].

LEMME 11.1. — On garde les notations du théorème 11.1. Posons N = G/Hi.
Soient dg et dh des mesures de Haar invariantes à gauche sur G et Hi. Soit s une
section de N dans G, différentiable par morceaux. Soit t un supplémentaire
de I) dans fi. Les mesures dg et dh déterminent des formes extérieures de degré
maximal a et a' sur fi et I). Soit a" une forme extérieure sur t telle que a'/\a" = a.
Posons no= {Hi}. On identifie t et l'espace tangent T^ à N en no. Si n€N,
l'application tangente à s[n) (opérant sur N) définit un isomorphisme de T^
sur T\, et donc une forme extérieure sur Tn dont l'image réciproque est a".
On définit une mesure dn sur N au moyen de cette forme.

Les espaces l)1 et t sont en dualité. Soit df^ la mesure sur t)1 pour laquelle
on a la formule d'inversion

(27^)-d i n• t f fr(X)exp(/</,/X»^(X)^=^(o) (^€^)).
•V'7!

Identifions 1)* et t1. Alors l'application de Nx^oXt)1 dans tl définie par
(n, fi, f^) -> s[n) (fi + /s) est une bijection et l'on a

d^(s(n) (/+/.)) = {'î^-^dnd^f,) df,.

Démonstration. — Soit Si une section de H/Hi dans H. On choisit une
section s^ de M = G/H dans G. Si n€N, et si m est l'image de n dans M,
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on a

5(^)Hr=: \j s^m) 5 i ( A ) H i .
hçïl/ïîi

L'hypothèse faite sur Hi entraîne que w= \ ) Si(h)^o est l'orbite de
hçH/ïîi

H dans I)*. Plus précisément, l'application de (OoXH/Hi dans co définie
par (/'!, h) ->Si{h) fi est une bijection. Il résulte alors du lemme 1.2 que
l'application (n, f^ f^) -> s {n) (/*i+ /s) est une bijection de N X coo X l)1

sur û. Pour comparer les mesures, on procède exactement comme dans le
lemme 7 de [6], ou la section 5.6 de [10].

Soit 3€ l'espace de la représentation U. D'après la définition des repré-
- sentations induites, on peut supposer que T est réalisée dans l'espace des
fonctions de carré intégrable sur N à valeurs dans ^€, de sorte que si g€G
et yeL^rfn, ^e), on a

_i
(T(^)cp) {n)=(d(^n)Y\](h-^^{^n),

où l'on a posé g"1 s{n) = sÇg^n) h.
Soit geG. On pose §^(g)= detAd (g) . Soit Xeg. On pose

d (exp X) =JG (X) rfX et on suppose que les mesures sont normalisées
de telle sorte que^(o) == i. De même, si hç. H et si Y et), on définit Sn(^) et
JH(Y). Soit y.ç(S{V). Soit a' la fonction sur G nulle en dehors de exp {V}
et telle que a' (expX) == O^X^'G^X) pour XçV. On a alors

T (a) == T (oQ = f^ (^) T (,^) dg.
^G

On peut écrire T(a') comme un opérateur intégral. Procédant comme dans
la démonstration du théorème 1 de [6], on trouve que si T(a) a une trace,
alors pour presque tout nçN, l'opérateur

A(n)= Ca^sÇn^hsÇn)) ^{sÇn)^) ̂ (hf^ (A)~^U (h) dh

a une trace, et que trT(a) = ^ tvA{n)dn.
JN

Remarquons maintenant que s {n)~1 hs {n) ç exp {V) entraîne /iGexp(V),
puisque V est G-invariant, et donc que h s'écrit d'une manière unique sous
la forme h = exp Y avec Y€^', à cause des hypothèses faites sur V
et y. On a donc

A(n) ==ra /(exp(Ad5(/l)-ly)) ^(^)-1) OH (expY^^expY)"^ (expY) dY.
"h
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Raisonnant comme dans [6], p. i4i et 142, on trouve

ivT (oc) = (^n)-^ f f f fa(X)
^N ^(Oo^l •y^

xexp(^<5(^)(/ ,+/ , ) ,X»^(X)- l^^^(/0^/^X

et, compte tenu du lemme 1,

trï(o0= f fa(X)exp(,</,X»7^(X)- l^X^3Q(/).
^Q^8

C. Ç. F. D.

THÉORÈME 1 1 . 2 . — On suppose que G est simplement connexe et que g
contient un idéal niipotent spécial il [avec une base eo, ..., e^n telle que
[ei, ej+n\ == ^j^o {i^i, j ^n)]. On pose j=Reo. On suppose que 3 est
contenu dans le centre de g. Soit T une représentation unitaire irréductible
de G dont la restriction à exp(3)==Z est non triviale. Elle définit un

2n

caractère j de Z. On pose in===^R6,. Soit G' le stabilisateur de m dans G et
i

soit g' son algèbre de Lie {cf. le lemme 1.5).
Soit Vy une représentation unitaire irréductible [déterminée à une équi-

valence près) de N === exp(yi) dans un espace de Hilbert ^61, dont la restriction
à Z est y. On construit de manière canonique [au moyen de Inapplication
naturelle de G' dans le revêtement simplement connexe de Sp (m)] une repré-
sentation W de G' dans S€^ telle que

V^Çkn/i-1) =Wy^yi) V^)W^(À-1) (AeG', / îçN).

Il existe une représentation unitaire irréductible bien déterminée (a une
équivalence près) U de G' dans un espace de Hilbert 9€^ telle que T soit
isomorphe à la représentation dans 9€^(^) 9€^ définie par les relations

T(^)==W^)(g)i ( ^ € N ) ,
T (À) = Wy (h) (g) U (h) (hç G ' ) .

On suppose quil existe une orbite co de G' dans g'* dont la projection sur J*
est le point {\} tel que 7.(exp X) == ̂ '^(Xej), im voisinage ouvert V
de o dans g', G'-invariant et dans lequel exp e5( régulière^ et une fonction
analytique p/ dans V, Gf-invariante et ne s annulant pas, tels que Von ait
la propriété P(G', U, OL), V, p'). (Rappelons que diaprés le lemme 1 .5 ,
G' est connexe.)

Soit V Vensemble des points de g de la forme X + Y, avec Xem et Ye^",
où V est V'ensemble des points Y de V / tels que les valeurs propres imaginaires

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 1. 6
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pures de ad^(Y) sont < 2 TI Posons

shad^ j -Y)
,p (X .H-Y)= / / (Y )de t——— v / (Xem,Ye^).

ad^Y)

Alors V est un voisinage G-in^ariant de o ^0^5 g, eî p e^ ime fonction analy-
tique, G-inmriante et ne s'annulant pas dans V. Soit û l'orbite de G dans g*
qui contient co (lemme 1.5).

Alors on a la propriété P (G, T, û, V, p).

Ce théorème est prouvé dans [7]. Lorsqu'on s'en tient aux groupes réso-
lubles ad-algébriques (ce que nous ferons au chapitre IV) il suffit d'utiliser ce
théorème lorsque G' est abélien. Nous avons cependant énoncé le théorème
sous sa forme générale pour deux raisons. La première est de laisser prévoir que
les résultats du chapitre IV peuvent s'étendre à des groupes non résolubles.
La seconde est d'expliquer notre choix de l'orbite t2 associée à la repré-
sentation T. Si G' est abélien, il peut y avoir des choix a priori
plus naturels d'une représentation W de G' dans S€^ telle que
W(Wr1) = 'W(h) V^(M) W(A-1), d'où finalement un autre choix d'une
orbite associée à T {cf. [10]). La nécessité d'employer Wy se comprend mieux
si l'on énonce le théorème en général.

CHAPITRE IIL

LA CONSTRUCTION D'AUSLANDER ET KOSTANT.

Dans tout ce chapitre G est un groupe résoluble connexe simplement
connexe de type I. Ausiander et Kostant ont annoncé dans [1] des résultats
qui, à chaque représentation unitaire irréductible T de G, permettent de
faire correspondre une orbite û de G dans fl*. Lorsque G est exponentiel
ou ad-algébrique, Pukanszky a montré (cf. [9] et [10]) qu'il existe un
voisinage V de o dans g et une fonction p ayant les propriétés décrites dans
l'introduction tels que l'on ait P(G, T, û, V, p). Malheureusement cette
fonction p n'a pas la forme générale souhaitée, et en particulier n'est pas
toujours positive, lorsque G n'est pas exponentiel. Dans ce chapitre, nous
montrons comment il faut modifier la construction de [1] pour aboutir
à la formule que nous avons en vue.

Décrivons d'abord les résultats dont nous avons besoin [cf. aussi [10],
chapitre 3).
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A. Soit /*eg*. Il existe une sous-algèbre complexe t) de $c= g(^) G ayant
les propriétés suivantes :

1. t) est un sous-espace totalement isotrope maximal' pour la forme
bilinéaire B/^ sur flcXflc.

2. Le centralisateur G(/*) de f dans G stabilise t).

3. t) + t) es^ une sous-algèbre de gc.

4. La forme F(X, Y) == i\/1, | X, Y|/ sur l )Xt) est hermitienne positive
de noyau 1)01).

5. Soit tl le plus grand idéal niipotent de fi. Alors t) nilç est un sous-espace
totalement isotrope maximal de tlç muni de la forme bilinéaire B/.

Appelons une telle sous-algèbre une polarisation de /*.

B. Soit & l'ensemble des caractères unitaires y de G(f) tels que
^(expX) = ^^(XegOO). Alors & est non vide.

On pose îr = I) n g. Soit D le sous-groupe analytique de G correspondant.
Posons A===G(/*) D. Alors A est fermé dans G. D'après 2, c'est un groupe
dont la composante connexe est D. Soit y € ê et notons encore y l'unique
caractère de A qui prolonge y et dont la différentielle est X -> ^/*(X) (X€&).

Soit R la représentation de G induite par le caractère y de A. On peut la
décrire ainsi. Soit pi le caractère de A défini par

_ j_
pi (a) == [ àetAà^^(a) | 2 (a€Â) .

On sait que sur l'espace des fonctions continues sur G à support compact
module A et vérifiant @{ag) = p i (a) 2 ©(g) (a€A et g€G), il existe une
fonctionnelle linéaire continue invariante par les translations à droite

et notée © -> (p @ ( g ) d g . Soit £\ (/*, y , 1)) l'espace des fonctions continues
^A^sG

sur G à support compact module A et vérifiant y(^g) == pi(^)/.(^) y(g),

muni du produit scalaire (<p, ^) = (p y (g) ̂ (g) dg. Alors R opère par
•^A^G

translations à droite dans le séparé complété ^?i(/*, y, ()) de £\ (/*, y, 1)).
Posons ^== t) 4- t), et soient H et Ec les sous-groupes analytiques de Gç

(le groupe simplement connexe d'algèbre gç) d'algèbres I) et ^c. Posons
^ == ^c^î? e^ s01^ ^ 1e sous-groupe analytique de G correspondant. Soit Ue
un voisinage ouvert de i dans E tel que Ug1 == Ue et H n U ^ C D . Alors
U === HÏJE est un ouvert de Eç.

Soient pi un caractère holomorphe de H prolongeant pi, et y le caractère
holomorphe de H dont la différentielle est if. Soient <p€^i(/ , y, t)) et g€G.
Alors le nombre pi(^)/ ,(A) y(/cg) (AeH et kçV^) ne dépend que du
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produit A/f€U. Soit 5^i(/, y, 1)) le sous-espace de ^i(/*, y, t)) formé des
fonctions <p telles que pour tout g€G la fonction sur U définie par
hk -> pi (A) % (/i).y (kg) soit holomorphe. C'est un sous-espace fermé
G-invariant de ^?i(/, y, t)) qui ne dépend pas des différents choix de ^i
et de U. Notons Ti(/*, y, t)) la sous-raprésentation de G dans l'espace
^(A T.? 1))- on a alors :

C. Toute représentation unitaire irréductible de G est équivalente à une
représentation Ti(/, y, l)). Toutes les représentations Ti(/*, y, 1)) sont
irréductibles et si Ti (/, y, 1)) et Ti(f\ y', I)') sont équivalentes, alors /*et /*'
appartiennent à une même G-orbite Iî dans g*. Disons que t2 correspond
à Ti(/*, y, I)). Soit une G-orbite dans fl*. Choisissons ^eû et une polari-
sation I) de /*. Alors l'application y^T^/*, y, 1)) est une bijection de &
sur l'ensemble des représentations T telles que û corresponde à T.

Comme nous l'avons déjà dit, l'orbite £1 qui correspond à T n'est pas
adaptée à notre propos, du moins lorsque les racines de g peuvent prendre
des valeurs propres imaginaires pures (ce qui n'est pas le cas lorsque G est
exponentiel). Nous allons maintenant définir une permutation de l'ensemble
des orbites. Nous aurons besoin d'un lemme.

LEMME III. 1. — Soit V un espace sectoriel réel de dimension finie muni
S une forme bilinéaire alternée non dégénérée B. Soit XCîEnd (V) un élément
tel que B (Xr^, y) + B (x, Xî/) == o pour tout x et tout y appartenant à V.
Soit F la forme hermitienne sur Vç X Vç définie par

F(.^j)=,B(^j) (^jeVc).

Soit W un sous-espace de Vç totalement isotrope maximal pour B, stable par X
et tel que F(^,n;)^o si ^€W. Alors la trace de X dans W/WiïW est
imaginaire pure et ne dépend pas de W.

Démonstration. — Remarquons d'abord que WnW est le noyau de la
restriction de F à W, et donc que F induit sur W/W H W une forme hermi-
tienne positive non dégénérée. En effet, l'orthogonal de W par rapport à F
est W, puisque l'orthogonal de W par rapport à B est W (car W est tota-
lement isotrope maximal par rapport à B). On déduit alors de l'égalité
F (X.r, y) 4- F (^5 Xy) = o (^, î/GVc) que les valeurs propres de X
dans W/WnW sont imaginaires pures, ce qui prouve la première assertion.

Soit Y la composante semi-simple de X. Alors Y conserve B et laisse
stable tout sous-espace de Vc qui est stable par X. On voit donc qu'il
suffit de prouver le lemme en remplaçant X par Y, i. e. qu'on peut supposer
que X est semi-simple, ce que nous faisons maintenant. Soit a une valeur
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propre de X et soit VaCVc le sous-espace propre correspondant. Posons
^= Va+ Va+ V__a+ V_a. Alors les sous-espaces V0' sont mutuellement
orthogonaux par rapport à B, et VQ est somme directe des espaces V.
On en déduit que la restriction de B à V01 est non dégénérée. Posons
W== WnV0'. Comme W0' est stable par X, on voit qu'il suffit de démontrer
le lemme lorsque V = V. Si on suppose en plus que l'on peut trouver
un W tel que W/WnW^o, il résulte de ce que nous avons dit que a est
imaginaire pure.

On suppose donc que X est semi-simple et que ses valeurs propres sont a
et a = = — a . Soit U un sous-espace X-invariant supplémentaire de WnW
dans W. Soit V l'orthogonal pour B de U + U dans V. Montrons que
(U + V}r\Y= o. Soit xç(V + U)nV. D'une part, on a B(^ U + U) - o,
et de l'autre on a B(^WnW) = o. Donc on a BÇx, W + W) = o, ce qui
implique ^eWnW. Mais comme on a WnWn(U + U) = o, ceci prouve
bien notre assertion. On en déduit que la restriction de B à V est non
dégénérée et que WnV est un sous-espace totalement isotrope maximal
X-invariant de V par rapport à B. Comme X est semi-simple, il est bien
connu qu'il existe un sous-espace D de V qui est totalement isotrope
maximal, X-invariant et supplémentaire de WnV dans V. On a donc la
décomposition Vc== (WnW) © U ® U® Dç; et donc aussi la décompo-
sition Va=(WnW)a©Ua©(U)a©Da.

On peut trouver une base e^ . . . ,^de (WnW)a, et une base ep+^ . . ., e^p
de Da telles que l'on ait B(^, ej+p) == S^Çi^i, j ^ _ p ) . On peut trouver
une base /i, . . ., ̂  de Ua et une base gi, . . ., g^ de (u)a telles que l'on ait

^.A/y) ==0^ (1^^./^^) et D(^-. gj) =— ô,; (i^i.j^m:).

Écrivons x^N^ sous la forme x ==^^^+2^^+2^ ̂  avec ^ (-

ï],eC. Soit Fa la restriction de F à Va. Il résulte de tout ce qui précède que
si x, x € Va, alors on a

Fa(^^)=:^/(^^-^^)+^^^_^^^.

/ / /

On déduit de ceci que l'entier n — m est déterminé par la restriction de F
à Va. Comme d'autre part la trace de X dans W/Wn~W est égale à (n — m) a,
ceci démontre la seconde partie du lemme.

Soit û une G-orbite dans a*, et soit fçiî. Soit t) une polarisation de /*.
Il résulte du lemme III. 1 que la forme linéaire X sur $(/*) définie par

X ( X ) = = - ^ i t r a d ^ ^ i j ( X ) ( X € f l ( / ' ) ) est réelle et ne dépend pas de t).
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Rappelons que l'on note in(û) l'idéal g(/1) + [fl? fl]- Comme X est nulle
sur fi(f)n[g, fl], on peut la prolonger de manière unique en une forme
linéaire sur m(û) nulle sur [g, g]. Notons encore A ce prolongement. Il est
clair que A ne dépend que de û et non de /'GÛ. Soit X' un élément de g*
dont la restriction à iu(û) est A. Comme g/m(û) est commutatif, il résulte
de la proposition 1.1 que l'orbite û' du point /''== A'-)- f ne dépend que
de t2 et non des divers choix faits.

LEMME III. 2. — Inapplication û -> U' que nous venons de définir est une
permutation de V ensemble des orbites.

Démonstration. — Notons AQ la forme linéaire sur iu(î2) notée ci-dessus X.
On définit une application Î2—^û" en associant à /*€Û l'orbite û" du
point f—X', où A' est n'importe quel élément de g* prolongeant XQ. Nous
allons prouver que l'application Iî -> û" est l'inverse de l'application û -> û'.
Cela résulte de ce que si ff=f-\-V^ alors s{f)= g (/*'), m(û) = m(û') et
XQ==XQ., car t) est encore une polarisation de f\ On a donc (û')"===û.

Remarque. — L'hypothèse que G est de type 1 est superflue. Pour définir
l'application û -> û7, on a juste besoin de savoir que si g est une algèbre
de Lie résoluble réelle de dimension finie, alors, pour tout /"eg*, il existe
une sous-algèbre t) de gç vérifiant les conditions 1 et 4 ci-dessus, ce qui est
vrai.

Nous dirons qu'une représentation unitaire irréductible de G est associée
à l'orbite û si elle correspond à l'orbite û'. Nous allons en donner la construc-
tion directement en termes de l'orbite û. Nous aurons besoin d'un lemme.

LEMME III. 3. — Nous gardons les notations ci-dessus. Le groupe A induit
un groupe de transformations unitaires (pour la forme F) de t)/l) Ht).

Démonstration. — C'est évident pour G(f) qui stabilise f. Il faut le
prouver pour D. Comme D est connexe, il suffit de montrer que si Z€EÏ,
Xet Yet), alors i</1, [[Z, X], Y]> + Kf, [X, [Z^]]> = o. Comme Z est
réel, on a [Z, Y] == [Z, YJ. Il résulte alors de l'identité de Jacobi que le
premier membre de l'égalité ci-dessus est égal à i\f, [Z, [X, YJ]/.
Comme t) + 1) est une sous-algèbre et comme t)Ht) et t) + l) sont ortho-
gonaux par rapport à B/, on trouve bien : i\f, [Z, [X, Y]]/ = o.

Soit X€Ï. On pose X(X) == — - ̂ t r a d . / . . (X). Il résulte du lemme III. 32 t)/1] n i)
que X est une forme linéaire réelle sur î). Soit À' un élément de g* dont la
restriction à & est A et qui est nul sur [g, g]. Par définition de û', le
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point f=f+ ̂ ' appartient à û'. Il est clair que G(f) = G(/') et que t) est
une polarisation de f\

LEMME III. 4. — Soit &' V ensemble des caractères unitaires de G(f) dont
la différentielle est if\ Soit ^ l'ensemble des caractères holomorphes de G(f) H
dont la restriction à G(f) vérifie [j- =p, et dont la différentielle est

X->if{X)-^r^d^{X){Xeh).

Alors l'application qui fait correspondre à ^ la restriction de [J-p71 à G(f)
est une bijection de ^ sur ê'. En particulier ^ est non vide.

Démonstration. — Soit 7/€ê'. La différentielle de pi^' est

^(X) - ;trad^(X) =.y(X) + ̂ rad^(X) - ;trad^(X)

==(/'(X)-^trad^(X) (Xç^/)).

Ceci prouve que pi / ' admet un prolongement (et un seul, puisque H est
connexe) à un caractère holomorphe de H dont la différentielle est
X->if{X) — ^trad. /h (X) . Le lemme en résulte aussitôt.

Soit [^e^. On fabrique l'espace J?'(/1, ;ĵ  h) formé des fonctions continues
sur G à support compact module A qui vérifient y(ag) == p<(a) y (g)

(a€A et g€G). On le munit du produit scalaire (9, ^}=(£ P^^^^g,
A\G

ce qui est possible car si a€A, on a [ (^(a) = pi (a), d'après le lemme III. 3.
Soit £(f, [J-, 1)) l'espace séparé complété. Soit g€G. Alors le nombre
^(/i)y(/cg) ( A € H et /ceUjE) ne dépend que du produit A/ceU. Soit
^(A !̂  t)) le sous-espace de £{f, [L, 1)) formé des y telles que la fonction
hk-^[J.{h)^(kg) soit holomorphe sur U pour tout g€G. Alors <?£(/; [JL, 1))
est un sous-espace fermé G-invariant de €{f, ̂  t)). On note T(/*, p-, t))
la sous-représentation de G dans X(f, M-, h).

Toutes ces assertions se déduisent du fait suivant : si ^' est la restriction
de [J.p71 à G(/1), on a S€{f, ̂  I)) = 3C,{f, ̂ ', 1)), ce qui provient de notre
choix de A'. Tenant compte du lemme III. 4, le point C devient :

PROPOSITION III. 1. — Toute représentation unitaire irréductible de G est
équivalente à une représentation T{f, [̂  ()), où /'Gg*, I) est une polarisation
de f et ^€^ (c/*. le lemme III. 4). Toutes les représentations T(/; (^ 1)) ^o^
irréductibles et si T(/1, [^1)) ^ T(f, p/, 1)') 50^ équivalentes, alors f et f
sont dans la même G-orbite. Étant donnés f et 1), l'application [i -^T(/*, [i, t))
^ ^nê bijection de ^ sur l'ensemble des représentations associées à Vorbite
de f.
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CHAPITRE IV.

LA FORMULE DU CARACTÈRE.

Nous commençons par énoncer un résultat qui est une conséquence
directe du chapitre I.

PROPOSITION IV. 1. — Soit G un groupe de Lie réel connexe, et soit T une
représentation unitaire irréductible de G. On suppose quil existe une G-orbite û
dans g*, un voisinage ouvert V de o dans g, et une fonction p dans V ayant
les propriétés énoncées dans Vintroduction tels que Von ait P(G, T, û, V, p).
Soit aêû^'V) telle que T(a) ait une trace. Alors trT(a) ne dépend que de
la restriction de a à V idéal lît(û) == fi(/*) + [fi, fi] (2).

Démonstration. — Par hypothèse, on a

trT(a)=: f fa(X) e^t^pÇX^dX.d^f).
^0 ̂

D'après la proposition 1.2, ceci vaut

f ( ra(X)exp(,</,+/^X»^(X)-'^X^^(/,).
^^m^^

Utilisant la formule d'inversion de Fourier, on trouve

(27:)-^ / f a (X)exp (?</,, X^pÇX^cKd^f,)
^A^n^i

[où /c = dimm(û)1], ce qui prouve la proposition.
La proposition IV. 1 peut encore s'énoncer de la manière suivante.

Soit p' une fonction analytique, G-invariante et ne s'annulant pas dans V.
On suppose que p et p' ont mêmes restrictions à m(û)nV. Alors on a
la propriété P(G, T, û, V, p').

Ceci permet de définir la proposition P(G, T, t2, V, p) lorsque V est
un voisinage ouvert G-invariant de o dans fi dans lequel exp est régulière
et p une fonction dans w(û)ny, analytique, G-invariante et ne s'annulant
pas. On dira que l'on a la propriété P ( G , T , û , V , p ) s'il existe une
fonction p dans V, analytique, G-invariante et ne s'annulant pas qui
prolonge p telle que l'on ait la propriété P(G, T, û, Vy p).

Nous supposons maintenant que fi est résoluble. Nous allons, pour chaque
orbite iî définir des fonctions sur în(û), construites au moyen des racines

(2) Dans [4j, j'ai annoncé la proposition IV. 1 pour un idéal j vérifiant les hypothèses
de la proposition 1.1. En fait je n'ai fait la démonstration que lorsque j == m(î.2).



CARACTÈRES DES GROUPES DE LJE RÉSOLUBLES. 45

de fi. Rappelons que si V est un espace vectoriel réel et si XeV*(^)C^
on note S), la fonction sur V définie par

^G^)s,(X)=—2——L (X€V).
^(X)

Soit donc û une G-orbite dans g* et soit /'eû. Comme g(/1) est le noyau
de la forme bilinéaire B^, et comme $(/') stabilise /, les poids de $(/*)
dans Qls(f) sont de la forme ± ^i, . . ., ± ̂  [où 25 = dimfl/$(/1)].
Prolongeons ces poids en des formes linéaires sur w(îl) nulles sur [g, g].
Ces prolongements existent car les À( sont nuls sur fl(/1) 0[fi, g].

.y

Posons ^==rTS^. C'est une fonction sur m(û) définie sans ambiguïté,
i

car S__),== S),. Il est clair qu'elle est analytique et G-invariante.

LEMME IV. 1. — Soient f et f deux points de û. Alors q^= q^.

Démonstration. — Soient d= ^i? • • . 5 =b ̂  les poids de g(/*) dans g/fi(/').
Soit g€G tel que gf=f\ Posons [^=gÀ,. Les formes -^[L^i^i^s)
sont les poids de g(/1') dans fl/$(/''). Notons 1, le prolongement de X, à m(t2)
nul sur [g, g] et notons pi, celui de [̂ . Comme 1, est nul sur [g, fi],
on a gX,=À,. Comme d'autre part on a [1,== gl,, on voit que A,== ;Ii,
ce qui donne finalement qf= q / ' .

On peut donc poser ÇQ= qf.
Rappelons que l'on note W l'ensemble des points X de g tels que les

valeurs propres imaginaires pures de ad(X) soient de module <27i.

LEMME IV. 2. — Si XeWnw(û) , alors ^o(X)>o.

Démonstration. — Soit Xeiît(û). Les nombres :±:^(X) ( i ̂  i ̂  s)
sont des valeurs propres de adX. Soit i tel que ï^i^s. Si ^(X) n'est
pas imaginaire pur, on a ^(X) ̂ -— X,(X). Alors, ou bien ^(X) est réel,
et dans ce cas S^(X)>o, ou bien S^(X) S^(X) > o. Si X,(X) est imagi-

1 ^
sin ( - x2 ynaire pur, posons \i{X) == ix (avec a;€R). On a alors S^(X) =— v

Lorsqu'on suppose en plus que XeW, on a ^ |<2ir , et donc encore
S),(X)>o.

LEMME IV. 3. — La fonction q a été dé finie dans V introduction. Supposons que
${f) soit niipotente. Alors la restriction de ÇQ à 'Wnm(û) est égale à celle de q.

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 1. 7
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Cela résulte immédiatement du lemme IV. 2.

COROLLAIRE. — Si û est une orbite de dimension maximale, alors la
restriction de q^ à m(û) H W est égale à celle de q.

En effet, j(/1) est commutative (cf. [5]).
Soit maintenant G un groupe résoluble connexe simplement connexe,

que nous supposons en plus exponentiel ou ad-algébrique. Dans ce cas G est
de type 1 [cf. [9] et [10]) et si T est une représentation unitaire irréductible
de G, on peut parler de l'orbite iî associée à T (cf. la proposition II 1.1).
On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME IV. 1. — Soit T une représentation unitaire irréductible de G,
et soit û Vorbite associée à T. On a la propriété P(G, T, û, W, q^).

Remarque. — Soient \i(i^i^-s) des formes linéaires sur g dont les

restrictions à w(û) soient les A^. On pose Çû==1 | S^. Il suffit de prouver
i

que l'on a la proposition P(G, T, û, W, q^) pour un choix convenable
des prolongements X^-.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur là dimension de G. Le
cas où la dimension de G est i est trivial. On suppose donc que dim(G) > i.
La démonstration est presque faite dans [9] pour les groupes exponentiels,
et dans [10] pour les groupes résolubles ad-algébriques. Nous supposerons
dans la suite que G est ad-algébrique, les démonstrations quand G est
exponentiel étant les mêmes, mais plus simples. En particulier, lorsque G est
exponentiel, le c^s 3 ci-dessous n'intervient pas et le chapitre III est inutile.

Soit /*et2. On examine les différents cas possibles.

1. On suppose que f1 contient un idéal minimal non nul il de g. Alors il est
contenu dans le nilradical de g. Soit A le sous-groupe analytique de G
d'algèbre il, et posons H = = G / A . Soit l ) = = g / n l'algèbre de Lie de H. On
identifie t)* et ii-^fl*. Alors û est aussi une H-orbite. La représentation T
est triviale sur A. Soit U la représentation de H déduite par passage au
quotient. Alors U est associée à T.

La démonstration de ces faits peut se faire exactement comme dans [10],

section 4.1, les modifications apportées par le fait que nous n'utilisons pas
exactement la même correspondance entre représentations et orbites étant
triviales. On peut aussi déduire ces assertions de [10], section 4.1 :
soit û' l'orbite qui correspond à T (cf. chapitre III, point C). Alors 12'
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contient un point / ' /==/>-4-X où À est une forme linéaire nulle sur [g, fl]

et dont la restriction à jj(/1) est égale à — ^ i t r a d / . {cf. chapitre III).

Montrons que X est nulle sur rt. En effet, ou bien il est dans le centre de fl,
et dans ce cas c'est évident, ou bien on a [g, a] = a car rt est minimal,
et c'est encore évident. Donc il est contenu dans /l'1. Il résulte alors
de [10], 4.1, que T est triviale sur A et que la représentation U de H obtenue
par passage au quotient correspond à la H-orbite û'. On en déduit que U est

associée à la H-orbite Î2.

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à H, U et û. Soit 0 la
projection de g sur t). Ajoutons une prime pour distinguer les notions
dans H. Par exemple W est l'ouvert de I) formé des points X tels que les
valeurs propres imaginaires pures de ad^X) soient de module <2Ti.
On voit facilement que ô'^w^)') = iit(û), et que l'on a Çû==îû°ô.

Soit ae^('W), et posons a"(X) = f a (X + Y) ^Y. Soit a' la fonction
^a

sur 1) déduite par passage au quotient. On voit que a'e<^(W), et que,
si les mesures sont convenablement normalisées, T(a) == U(a'). Soit ÇQ une
fonction prolongeant ÇQ comme dans la remarque. Posons qa=q'^°Q. On a

lrT(a)=: f fa^X^^^^X7)--1 dX.'d^(f)
«Â2 ^4)

= f fa (X) e1^^ ^(X)-1 dX d^(f).
^Q ^g

(II faut remarquer que la mesure canonique sur il est la même, que û soit
considérée comme G-orbite ou comme H-orbite.) Ceci démontre le théorème
dans ce cas.

2. On suppose que />1 ne contient pas d'idéal non nul de g [et donc
dim(j) = o ou i, en notant 3 le centre de g]. Soij. il un idéal abélien non nul
de g. On suppose ou bien que j == { o } et il est minimal, ou bien que
dim(j )==i [et donc f { ) ) ^ É [ o } ] , n contient J et n / j est un idéal minimal
non nul de fi/j . Soient w^^il, H le centralisateur de m dans G, et t)
l'algèbre de Lie de H. Soit Ho la composante neutre de H. Posons /^/'[l).
Soit (Oo la Ho-orbite de /' dans ()*. Soit Hi le stabilisateur de (Oo dans H.
On a alors les résultats suivants.

On a 1)7^$. Le groupe Ho est ad-algébrique. Il existe une représentation
unitaire irréductible U de Hi dont la restriction Uo à Ho est irréductible
et associée à l'orbite coo, et telle que T soit équivalente à la représentation
induite par U. La démonstration de ces assertions fait l'objet des sections 4.2
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à 4.9 de [10]. Voyez à ce propos la parenthèse dans la démonstration
du cas 1.

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à Ho, Uo et (Oo- Nous
voulons utiliser le théorème 11.1. Soit W l'ouvert de t) formé des points Y
tels que les valeurs propres imaginaires pures de ad(,(Y) soient de
module <<2îi. II est clair que Wnl)CW. Soient ^ p^ {ï^=.^•^=.n) les
poids de t^/*') dans t)/t)(/1 '). Soient ^ (i^^^p) les poids de 1) dans fi/l).
Notons avec un tilda des formes linéaires sur g nulles sur [fi, g] qui
prolongent les précédentes. D'après le lemme 1.3, fi(/*) est contenu dans \\{f1}
et B/ met fi/t) et ^(/^/fiOO en dualité. Il est clair que les poids de fi(/*)
dans $ls{f) sont les restrictions des formes -^ ^i, . . ., d= ^? d= ^i? • • • ? =L ̂ -

/l yy 71

Posons ÇQ = ÏT SpT~1 S .̂ et notons q^ la restriction de Tï S- à 1).
i i i

D'après l'hypothèse de récurrence, on a P(Ho, Uo, ^o? ^W? ,̂J et
p

donc P(Ho, Uo, ^o? W? î^o)* Comme q^ prolonge la fonction ÇcooTÏ^5

i
il résulte du théorème 11.1 que pour démontrer la proposition
P(G, T, û, W, ça) (et donc le théorème IV. 1 dans ce cas), il suffit d'établir
la proposition suivante :

(Q) ^application exponentielle est un difféomorphisme de W sur exp(W)
et de Wnl) sur exp(W)nHj.

Démonstration de (Q). — Elle est basée sur [3J. Soit n le nilradical de g
et soit N le sous-groupe analytique de G correspondant. Posons V = = j g / n .
L'application exponentielle permet d'identifier V et G/N. Soit ï] l'appli-
cation canonique de G dans V, et soit 6 l'application canonique de g dans V.
Les racines de fi sont des formes linéaires nulles sur u, et on peut donc les
considérer comme des éléments de Vç. Si ^ est une racine, et si neZ,
on note V>,^ l'ensemble des points p de V tels que X(^)=2^n . On

pose Ve==UV^ (où X parcourt l'ensemble des racines de fi, et n

l'ensemble Z - { o } ) . On pose ^^Ô-^V—V,) et V = ̂ (V - Ve). Alors
le résultat central de [3] est le suivant : l'application exponentielle
est un difféomorphisme de V sur V,

Notons avec une prime les ensembles correspondants relatifs à l) et Ho
(rappelons que Ho est simplement connexe). Nous allons prouver que V F\ H
est contenu dans V'. Montrons d'abord que 'VnHcHo. C'est évident
si H = Ho. Si H n'est pas connexe, alors il est un idéal minimal non central
de dimension 2 de fi {cf. la liste de tous les cas possibles dans [10]). Les
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racines de g dans il sont de la forme y = y'-)- l'y" et 5 == o '—iç".
Soient ^' et ^/' les caractères de G correspondant. Alors H est l'intersection
des noyaux de ^ et ^/'. On voit donc que H est l'image réciproque dans G
de \^J Vç,^. Posons H'== TT^V^o). Alors H' est connexe. En effet,

nçZ

G/H'^ V/Vcp,o est simplement connexe. Il en résulte que H '====Ho et
donc que H — H o est contenu dans ïF^Ve). Ceci prouve que V n H c H o .
Il reste à prouver que V n H o C V . Ceci résulte de l'inclusion H H ^ C n '
et du fait que les racines de 1) sont les restrictions de racines de g. En effet,
si on a \{r^{h)) €27u(Z — { o } ) pour toute racine X de g (AeHo) , alors
on aura \{^{}i)) € 27u(Z — { o } ) pour toute racine X de t).

Prouvons (Q). Comme Wc^, il est clair que exp est un difféomorphisme
de W sur exp(W) et de Wnt) sur exp {W ni)). Il nous suffit donc de
prouver que exp(W) H Hi Cexp(Wnt)). D'après ce qui précède, on peut
écrire Aeexp(W)nHi sous la forme / i=exp(Y) avec YeV. Comme
l'exponentielle est une bijection de V sur exp(^) et comme
exp(6- l(V,))CT^ l(V,) {cf. [3]), on en déduit que Ye-W.

3. Si l'on n'est pas dans un des cas 1 ou 2, l'algèbre fl est spéciale
{cf. [10], 4.10). C'est-à-dire que g est produit semi-direct d'une sous-algèbre
abélienne il par un idéal niipotent spécial n, l'action de a dans n étant
semi-simple et les poids de (l dans n étant imaginaires purs. Autrement dit,
on peut trouver une base êo, . . ., e^n de u et des formes linéaires <pi, . . ., 9^
sur ft imaginaires pures telles que l'on ait [e^ ej+n\ = ây eo {i ̂  i, j ̂ - n)
et [a, ey+ iej+n] = ̂ j'W {ej~{~ ^j+n) (^G a et 1^7 ̂ n). On pose j = R^o

2 n

et m==^Re/. On pose g' == 3 + a. Soit G' le stabilisateur de m dans G.
i

II résulte du lemme 1.5 que G' est connexe et simplement connexe, et
donc est le sous-groupe analytique de G d'algèbre g'. Identifions g*
et iu*(3)jg'*. La projection de û sur 3* n'est pas nulle (car on n'est pas
dans le cas 1). En modifiant au besoin la base de n, on peut supposer que
cette projection est le point e\ de j* tel que < ( ^ , ( 3 o ^ > = = i . Il résulte
du lemme 1.5 que un g'* est une orbite de G' dans fl'*. Comme G' est
abélien, cette orbite est réduite à un point. Posons [ f ] = un g'*. Il résulte
du lemme 1.5 que G{f) = G', et donc que G{f) est connexe. [Rappelons
que G(f) est le centralisateur de f dans G.]

a
L'algèbre 1) = gc+^c!(^•+ ej+n) est une polarisation de f {cf. [10], 6.2).

i
Reprenons les notations du chapitre III. Comme G{f) est connexe,
l'ensemble 31 (lemme III. 4) est réduit à un élément p.. Il résulte alors de
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la proposition II 1.1 que T est équivalente à la représentation T(/*, ^ ()).

Posons ^ = — ^ ^ y y . Prolongeons À à g en posant X ( X ) = o (Xçn).

Soit ^ le caractère de G{f) dont la différentielle est i{f+ X) = i/". On a
(avec les notations du chapitre III) : T = Ti(f, 7;, /i). Posons /*=:e;+a*
(avec a* en*). Il résulte de [10], 6.2 que l'on peut réaliser T de la manière
suivante.

Soit 31 l'espace des fonctions holomorphes sur (P qui sont de carré
intégrable pour la mesure exp(- z|2) dx.dy^ ^dxndyn, où ron a posé
z= (z^ . . ., z^) et Zj=Xj-\- iyj. Alors T opère dans 3€ d'après les formules
suivantes :

T(exp(^o) )==^ 7 ( ^ € R ) ,
T ( e x p „ ) ^ ( , s ) = = ^ < ^ r t > ^ < ^ ^ ^ ( ^ ( " ) ^ , , . . . , e^^z,,) (aça, ^ç^C, sçQQ,

T(exp(a;^.+p,^,))^(.)=exp^-^ ,^^^^^^ ...^/+^ ...,..)

(où ï ^ j ̂  M, et où l'on a posé ay+ ̂ y= ^/).

Soit U la représentation de dimension i de G' qui a pour différentielle
i(^+a*). On voit que la restriction de T à G' est égale au produit
tensoriel U (g) W, où W opère dans Si de la manière suivante :

W(exp(^o ) )== i ( ^ € R ) ,

/i /' \W(expâ0^)=:exp( 'Nm.^) ^(^i^s,, ...,^"(^).
\ i /

Comparant avec les formules de [7] [formule (10)], on voit que W=Wy,
où % est le caractère de exp(j) défini par %(exp(^o)) == e1^ et W^ k
représentation du théorème 11.2.

Comme G' est abélien, on a la propriété P(G', U, {f}, fi', i). Nous
utilisons le'théorème 11.2 et ses notations. Il est clair que V == W,
et que p = q^ On a donc la propriété P(G, T, û, W, ^), ce qui termine'
la démonstration du théorème.

Le lemme IV. 3 et le théorème IV.l ont la conséquence suivante :

PROPOSITION IV. 2. — Soit T une représentation unitaire irréductible de G,
et soit il V orbite associée à T. Soit /*€Û. On suppose que $(/•) est niipotente.
Alors on a la propriété P(G, T, îî, W, y).

COROLLAIRE. — Si û est de dimension maximale, on a la vrovriété
P(G,T,û,W,ç).

Le fait que pour toutes les orbites « en position générale » on puisse
prendre la même fonction q avait été conjecturé par Kirillov en vue des
applications à la formule de Plancherel.
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DEUXIEME PARTIE.
CARACTÈRES DES ALGÈBRES DE LIE RÉSOLUBLES.

INTRODUCTION.

Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps k de caracté-
ristique o. Soit S(jg) son algèbre symétrique et soit U(g) son algèbre
enveloppante universelle. Si Xeg, on note d^ la dérivation de S (g) ou
de U(g) qui prolonge ad(X). D'après le théorème de Poincaré-Birkhoff-
Witt, il existe un isomorphisme [3 d'espaces vectoriels de S (g) sur U(g)
qui commute avec les ^x(Xejg). En particulier, [3 induit un isomorphisme
d'espaces vectoriels de S(g)1 [le sous-espace de S (g) annulé par toutes les
dérivations dîx(Xeg)] sur Z(fi) [le centre de l'algèbre U($)]. Mais en
général, (3 n'est pas un isomorphisme d'algèbres. Suivant une suggestion
de J. Dixmier, nous avons étudié le problème de trouver un isomorphisme
d'algèbres de S(g)1 sur Z(fl).
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Soit S(fl*) l'algèbre symétrique du dual fi* de g, et soit S (g*) l'algèbre
complétée de S (fi*), pour la filtration définie par les puissances de l'idéal
maximal de S(fi*). Le dual topologique de S($*) s'identifie à S(g).
Si p€S(fi*), nous noterons D(p) l'endomorphisme de S($) qui est l'appli-
cation transposée de la multiplication par p dans S(fl*). Lorsque le corps
de base est G, le germe en o de la fonction qui prend la valeur i en o et qui
est définie dans un voisinage convenable de o dans fl par

i_
/ sl/ 'adX^V

X-.) det——2———/- ) ( X e ^ )
\ 'adX /
\ 2 /

détermine un élément q de S (g*). On peut aussi définir q dans le cas général.
Notre résultat principal est le suivant : l'application p o D ( ç ) induit

un isomorphisme d'algèbres de S (g)1 sur Z(g) lorsque g est résoluble et
lorsque g est semi-simple.

Lorsque fi est semi-simple, il est bien connu que S (g)1 et Z(g) sont
isomorphes, et l'isomorphisme induit par ^oD{q) coïncide avec celui qui
est obtenu en identifiant S (g)1 et Z(fl) à des sous-algèbres de l'algèbre
symétrique d'une algèbre de Cartan de g. La théorie repose donc essen-
tiellement sur la formule de Weyl pour le caractère des représentations
irréductibles de dimension finie de g, et sur le fait qu'il y a « assez » de
telles représentations {cf. le chapitre V).

Lorsque fl est résoluble et non abélienne, il est indispensable de se servir
des représentations de dimension infinie de fi. Grâce à l'article de
J. Dixmier [l], elles commencent à être bien connues. Supposons le corps
de base algébriquement clos. A tout élément f de g*, on sait associer un
idéal bilatère primitif de U(fl) et donc un caractère jj de Z(fi). Nous
calculons %j(P(X)) lorsque XeS(fl)1. Les résultats sont ceux que l'on
obtient en difîérentiant les résultats établis dans la première partie de
ce Mémoire, et entrent donc toujours dans le cadre de la « méthode des
orbites » de Kirillov {cf. [6]). Soit g(/*) le centralisateur de /*dans g. Les poids

de s{f) dans $/$(/') sont de la forme ± ̂ , . . ., ± ^ où s = L dim fl/fl (/') .
L 2 J

Prolongeons Xi, . . ., X, en des formes linéaires sur jg nulles sur [g, g]. Posons,
s iXeg*,

sh^)
c,_ \^ /

'""iT"
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C'est un élément de S(g*). Posons ^/•^'["JS^. Alors la forme linéaire

'X->'D(qf)~iX.{f) sur S (g)1 ne dépend pas du choix des prolongements
des X,, et Pon a )C/(P(X)) = D^^X^), pour tout XeS(fl)1. La démons-
tration de cette formule se fait par récurrence sur la dimension de fl.

On sait que si g(/*) est de dimension minimale, alors ${f) est commu-
tative [cf. [3]). Il en résulte facilement que pour presque tout /*efl*, on a

^ . ( P ( X ) ) = D ( y ) ^ X ( / ) (XeS(<0 1 ) .

Le théorème en résulte aussitôt.
Ces résultats ont été annoncés dans une Note [cf. [2]).

CHAPITRE I.

REPRÉSENTATIONS INDUITES.

Nous reproduisons ici les définitions et les lemmes de [1] dont nous allons
faire un usage constant [cf. en particulier [l], chap. 4 et 7).

Soit g une algèbre de Lie sur un corps k de caractéristique o. On suppose
que g est de dimension finie. Soient I) une sous-algèbre de g et W un
U(l))-module à gauche [U(l)) est l'algèbre enveloppante universelle de 1)].
Notons <7 la représentation correspondante de t). L'algèbre enveloppante
universelle de g, U(jg;), est munie naturellement d'une structure de
U(l))-module à droite. Nous allons modifier cette structure. Soit 9 /. h la
forme linéaire sur 1) définie par 9 . h ( X ) = — ] [ t r a d / L ( X ) ( X e ^ ) ) .
Soient u€U($) et Xel). On pose ^X = uX + 9^(X)u. Ceci définit
une nouvelle structure de U(t))-module à droite sur U(g). On forme le
produit tensoriel V •=== U(fi) 0 u(h)W. La représentation naturelle p de g
dans V est dite représentation induite et est .notée Ind(cr, g).

Notons les lemmes suivants :

LEMME 1.1 ([l], 4.9). — L'espace W est naturellement plongé dans V,
et si X € t) et w € W, alors on a

p(X) w=a(X) ^-0^(X) w.

LEMME 1.2 ([l], 4.12). — Soient k une sous-algèbre de t), T une représen-
tation de k, CT = Ind(ï, 1)), p == Ind (o-, g). Alors p est équivalente à Ind (ï, fi).

LEMME 1.3 ([l], 4.13). — Soient u un idéal de g contenu dans 1), j((i== jg/n,
l)i==l)/îl? o-i une représentation de l)i, Œ la représentation correspondante
^e 1)? ?i= Ind(<7i, gi) et p == Ind (o-, g). Afor^ p 56 déduit de pi grâce au^
morphisme fi-^gi.

Ann. .Éc. Norm., (4), III. — FASC. 1. - 8
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Soit feg*. Soit Sub(/*) l'ensemble des sous-algèbres de g subordonnées à f,
c'est-à-dire des sous-algèbres 1) telles que /'([t), 1)]) = { o } . Alors /'11) est une
représentation de dimension i de I), et on peut former Ind^j t), g). Notons B^
la forme bilinéaire sur g définie par B/(X, Y) = </*, [X, Y]>(X, Yeg).
On note $(/*) le noyau de By. Soit Mxl (/') le sous-ensemble de Sub(/*) formé
des éléments qui sont des sous-espaces totalement isotropes maximaux de g

par rapport à B/, c'est-à-dire dont la dimension est I (dim g + dim fl (/')).

Pour la suite, il est commode d'énoncer le lemme suivant :

LEMME 1.4. — Soit û un idéal abélien de g. Soit gi l'orthogonal de a par
rapport à B/. Posons f^=f\^. Soit W un sous-espace totalement isotrope
maximal de fii par rapport à B^. Alors cest un sous-espace totalement isotrope
maximal de fi par rapport à B/.

Démonstration. — On a dimW == L- (dimfli + dinugi(/\, ) ) et il faut

prouver que dimW== ^ (dim g + dimjg (/*)). Mais $(/*) est l'orthogonal de g

par rapport à B/et fli(/\) celui de $1, de sorte que f l ( / ' )Cgi(^) et que B^
induit une forme bilinéaire non dégénérée sur 8/81 X fli(/ ' i)/g(/1). On en
déduit dim$ISi= dimSi{fi)ls{f), d'où le lemme.

Le point de départ de notre travail est le théorème suivant ([l], 7.5
et 7.9) :

THÉORÈME 1.1. — Soit g une algèbre de Lie résoluble de dimension finie
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique o. Soit /'€$*.

i° Mxl(/1) est non vide^ et il existe t)€Mxl(/') tel que Ind {f\ t), g) soit
irréductible.

^Soient I),, l^eMxl^). Alors Ind^l^g) et Ind(/ ' | l ) , , j ) ont le
même noyau dans U(g) [qui est donc un idéal bilatère primitif de U(jj),
diaprés i°].

A chaque point f de fl* on sait donc faire correspondre un idéal bilatère
primitif \j de U(fl). Le centre de U (g)/!/ est réduit aux scalaires (cf. [7]).
En particulier, si Z(g) est le centre de U(Jfli), alors notons 7j(u) l'image
de ueZ(g) dans U (fl)/I/. C'est un élément de k et on a donc défini pour
chaque /*€g* un caractère yj de Z(g).

Soit S(g) l'algèbre symétrique de g, et soit ? la symétrisation S (g) -> U(g).
D'après le théorème de Poincaré-Birkhofî-Witt, ^ est une bijection et
induit une bijection de S(g)1 sur Z(g). Notre but est de calculer y ^ o ? :
c'est une certaine forme linéaire sur S (g)1. Nous exhiberons explicitement
un élément du dual de S(fl) dont la restriction à S (g)1 est %/o P.
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CHAPITRE II.

LA FORMULE DU CARACTÈRE.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k de carac-
téristique o. Soient S(V) et S(V*) les algèbres symétriques de V et V*.
On peut identifier S(V) et l'algèbre des fonctions polynômes sur V*,
et S(V*) et l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients constants
sur V*. Si p€:S(V*), notons D(p) l'opérateur différentiel correspondant.
C'est un endomorphisme de S(V).

On munit S(V*) de la topologie pour laquelle un système fondamental
de voisinages de o est formé des puissances de l'idéal maximal. Soit S(V*)
l'algèbre complétée de S(V*), qu'on peut appeler l'algèbre des séries
formelles sur V. Soit X€S(V). Comme on a D(p) X = o si l'ordre
de p€S(V*) est assez grand, on peut définir D(p)X pourp€S(V*) par
continuité. Posons <p, X> = D(p) X(o) (p€S(V*), XeS(V)). On sait
que cette forme bilinéaire permet d'identifier S(V*) au dual de S(V) et S(V)
au dual topologique de S(V*) (c'est-à-dire à l'ensemble des formes linéaires
nulles sur tous les éléments dont l'ordre est assez grand). On a alors :

LEMME 1 1 . 1 . — Soit p€S(V*). Inapplication transposée de la multi-
plication par P dans S(V*) est égale à D(p).

Démonstration. — Soient rr€S(V) et ç€S(V*). On a

< D ( p ) X ^ > = D ( y ) D ( p ) X ( o ) = D ( ^ ) X ( o ) = = < X ^ > .

On peut aussi considérer S(V) comme l'algèbre des opérateurs diffé-
rentiels à coefficients constants sur V. Si X€S(V), on note D*(X) l'opé-
rateur différentiel correspondant. C'est un endomorphisme de S(V*).
Si p€S(V*), on note p(o) le terme constant de p. Il est connu et facile
à calculer que l'on a D* (X) p(o) = D(p) X(o) = <^p, X)> pour tout
XeS(V) ettoutpeS(V*).

LEMME 11.2. - Soient f et feV*. On a D(^) X(f) - X^ f) pour
tout XeS(V). En particulier, X(f)==<y, X>.

Démonstration. — Prouvons d'abord que D*(X) ̂ ^^ X(/1) ^/ pour
tout XeS(V). Il suffit en fait de le prouver pour XeV, et dans ce cas
ceci résulte de la relation D* (X) ̂ = n<( X, /*)> />/<-1. On a donc
<X,^>=D*(X)^(o)=X(/ 1 ) et donc

(*) D(^)X(o)=X(/ ) .
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Soit f€V*. La relation (^) entraîne D(^) X(/") == D^) D(^) X(o).
Comme on a D(^') D(^) = D(^ ^) et 6^= ef^f (d'après les propriétés
bien connues des exponentielles) on voit qu'en appliquant encore une fois
la relation (*), on obtient D(^) X(f) = X(f + f),

C. Ç. F. D.

Tout ceci s'applique en particulier à l'espace vectoriel sous-jacent d'une
algèbre de Lie fi de dimension finie sur k. Si Yeg, posons aY=—^ad(Y) .
Notons encore Oy l'unique dérivation continue de S (g*) qui prolonge Oy.
On a le résultat suivant :

LEMME 11.3. — Soient Y€f l , XeS(fl) , peS(fl*). On a
d^ (D(p) X) =D{p) (6/yX) + D (a^p) X.

Démonstration. — II suffit de prouver que ceci est vrai lorsque p est de
la forme f avec /*€ fl* et r€N. Lorsque r = o, la formule est facile à établir.
Supposons que r == i. Nous allons démontrer que la formule est vraie
dans ce cas en montrant qu'elle est vraie pour les X de la forme Z" avec Z € g
et n€N. On a

D(/)(^X)+D(^/)X==D(/)(/4Y, Z]Z-1) +/î<ay/, Z>Z^-1

= î</, [Y, Z^Z^^/ifY, Z](/z- i)</, Z)/^-2-^^/, Z^Z—
:=/^-i)[Y,Z]</,Z>Z-9.

D'autre part
^,(D(/)X)=^(^</, Z>Z /—)=^(/^-I)==</, Z>[Y, Z]Z^,

ce qui établit notre assertion.
On achève la démonstration du lemme par récurrence sur r. On suppose

que r> i, et que la formule est démontrée pour tous les p de la forme f 7 ' '
avec r'<< r. Posons q == /'r-l. On a

^ Y ( D ( / / • ) X ) = : 6 / Y ( D ( / ) D ( ^ ) X ) = = D ( / ) ^ ( D ( ^ ) X ) + D ( a Y / ) D ( ^ ) X
= D ( / ) D ( ^ ) ^ y X + D ( / ) D ( ^ Y ^ ) X + D ( a Y / ) D ( ^ ) X
^ D ( / ) D ( ^ ) ^ Y X + D ( a y ( A ) ) X
=D(/^)^YX+D(aY/OX. .

C. Ç. F. D.

On note S (fi*)1 l'ensemble des éléments de S(fl*) qui sont g-invariants,
c'est-à-dire annulés par tous les ^(Yêfi). Par exemple, [^eg* est g-inva-
riante si et seulement si <(p-, [g, j g [ ] ) > = = { o } . Notons le résultat suivant :

LEMME 11.4. — Soit peS(^)1. Alors D(p) laisse stable S (fi)1. En
particulier, si on suppose en plus que p est inversible, alors D(p) induit
une bijection linéaire de S (g)1 sur lui-même.
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Démonstration. — Soient XeS(g)1 et Y€fl . Il résulte du lemme 11.3
que l'on a

d^(ï)(p)X)='D(a^p)X'-{-'D(p) d^X=o-}-o==o,

ce qui démontre la première assertion. Supposons de plus que p soit inver-
sible. Alors p~1 est fi-invariante car d^(p~1) = — p~~2 d ^ p = o pour tout Y € g.
Donc D(p~1) induit dans S (fi)1 l'application inverse de celle induite
par D(p).

LEMME 11.5. — Soient XeS(fl) , Y€g et f^S*. On a

(^X)( / )=- (D(ay / )X)( / ) .

Démonstration. — Si gêg*, l'application X->D{g)X(f) est une forme
linéaire F sur S (g) telle que

F ( X Z ) = X ( / ) F ( Z ) 4 - F ( X ) Z ( / ) ( X , Z ç S ( 9 ) )

et il en est de même de X-^d^X{f). Il suffit donc de vérifier le lemme
lorsque Xeg, ce qui s'écrit dans ce cas : </, [Y, X]> = — ^a^f, X>,
ce qui est la définition de Oy.

Le lemme suivant joue dans la suite le même rôle que la proposition IV. 1
dans la première partie.

LEMME 11.6. — Soit /*€$*. Soient Xi, . . ., X^ des formes linéaires sur g
nulles sur [g, fi]. Soit P une série formelle en l variables telles que la projection
dePÇk,, . . . ,^) sur S(fl(/y) soit nulle. Alors ( D ( P ( À , , . . ., X ^ ) ) X) (/•) = o
pour tout X€S(fl)1.

Démonstration. — Soit p-i, . . ., [J.n une base de [g, gj1. On suppose que
[^i, . . . , ^{m^n) est une base de ([fl, fl] + fl(/'))1. On peut écrire
P(XI, . . ., ^) == Q(^i, . . ., p-^), où Q est une série formelle en n variables.
L'hypothèse entraîne qu'il existe m séries formelles de n variables,

m

Qi? • • . , Qm, telles que Q^^j^Qy. Comme \^i{ï-=i^n} est nulle
i

sur [fl? fl]? Qy(P'i? • • • 5 ^) est g-invariante pour chaque j, et donc, si Xe S(fl)1,
alors D.(Q,(^, . . . , ^))XeS(fl)1.

On est donc ramené à prouver le résultat suivant : soit [J- une forme
linéaire nulle sur fl(/*). Alors (D([J-) X) (/*) = o pour tout XeS(fi)1.

Il résulte du lemme 11.5 que si XeS($)1, on a (D(ay/*) X) (/*)== o
pour tout Yêfl. Pour prouver que l'on a (D([J-) X) (f)= o, il suffit de
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prouver que ^Ga./*. Mais a.f est égal à l'orthogonal de fi(/*) dans g*,
car fi(/*) est l'orthogonal de a./* dans g. Le lemme est donc prouvé.

Nous supposons maintenant que g est une algèbre de Lie résoluble de
dimension finie sur un corps algébriquement clos de caractéristique o.
Soit /^g*. La forme bilinéaire B/ induit sur fi/fi (/*) une forme bilinéaire
alternée non dégénérée. Si X€fi(/') et Y, Z€f i , alors on a

B/ . ( [X ,Y ] ,Z )+By . (Y , [X ,Z ] )=o

(identité de Jacobi), et donc les poids de $(/*) dans fi/fi (/*) sont de la forme

±[^i, . . . , dL P-Joù s= ^dim fi/fi ( / ' ) . Les ^ sont nuls sur f i^n^fi] .
L 2 J

Notons encore p-i, . . ., ^ des formes linéaires sur fi nulles sur [fi, fi] et qui
prolongent les précédentes. Si V est un espace vectoriel de dimension
finie sur k et si X € V*, on pose

sh ( I À
\2 ^

^
3

C'est un élément de S(V*). On pose î/=j[tS^. Il est clair que y/ est
i

inversible et appartient à S (fi*)1. On a alors :

LEMME 11.7. — L a forme linéaire X -^ D(^/)~1 X(/*) sur S(fi)1 ne dépend
pas des différents choix faits ci-dessus.

Démonstration. — Soient £1, . . . , £ , € { : ^ i } et À , , . . . , A, des formes
linéaires sur fi nulles sur [fi, fi] et dont les restrictions à fi(/*) sont

•y ^
£i[J-i, . . . , £ , [Av. Posons ç / ^ I I S ^ . Comme S_A==SA, on a y / = = j | j S ^ ?

i i
où X^ == £,À,. Le lemme 11.7 résulte alors immédiatement du lemme 11.6.

Nous pouvons maintenir énoncer le :

THÉORÈME 11.1. — Soit fi une algèbre de Lie résoluble de dimension
finie sur un corps algébriquement clos de caractéristique o. Alors
^.(p(X)) = D(ïy)-1 X{f) pour tout /€f i* et tout X€S(fi)1 .

Ceci peut encore s'énoncer en disant que ^ / °P est la restriction de e-1 q~~^
à S (fi)1 (cf. le lemme 11.2).

La démonstration fait l'objet du prochain chapitre.



CARACTÈRES DES ALGÈBRES DE LIE RÉSOLUBLES. 59

CHAPITRE III.
DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DU CARACTÈRE.

Elle se fait par récurrence sur la dimension de fi suivant un schéma bien
classique. Lorsque d i m g = i , le théorème est trivial. On suppose
que dim g > i et que le théorème est vrai pour toutes les algèbres de Lie
résolubles de dimension < dim g. On fixe /*€$*.

Premier cas. — On suppose qu'il existe un idéal non nul il de g contenu
dans /'i.

On pose $1= fi/il et on note fi l'élément de g^ obtenu à partir de f par
passage au quotient. Soit r\. l'application canonique g-^gi. Soit t)€Mxl(/1).
Il est clair que (l est contenu dans le noyau g(/*) de By" et donc que (ici).
Posons pi = Ind(/\ |t)i, gi) et p = ïnd{f\ 1), g). Alors p=^on (lemme 1.3).
Soit u€Z(g) . Alors Tc(u)eZ(g i ) et l'on a

7J•(u)=?(u)=9y(^(f^))=7^(T:(u))•

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour calculer ̂ .
Soient ^ [L^ . . ., ± p-, des formes linéaires sur gi nulles sur [gi, gj et

dont les restrictions à gi(/*i) sont les poids de gi(/'i) dans gi/gi (/\). Alors
les formes linéaires ib^i0 7 1? • • • ? zbl^0 7 1 sont nulles sur [g, g] et ont
pour restrictions à g(/1) les poids de g(/*) dans g/g(/*). On peut donc choisir q^
et q^ de telle sorte que ç^o 71 == ç^.

Soit XeS(fl)1. On a

%./ • (P (^ ) )= = ^ (^ (? (X) ) )^^ (? (7^ (X) ) )=^3 (^ ) - ' 7^ (X) ( / , )=D(^ . ) - - 'X( / ) .

C. Ç. F. D.

Deuxième cas. — On suppose que /'i ne contient pas d'idéal non nul
de g (ce qui entraîne dimj == o ou i, en notant 3 le centre de g), mais que g
contient un idéal il de dimension i non central.

Alors la racine ^ de g dans a est non nulle et l'idéal gi == ker;J- est égal
à l'orthogonal de il par rapport à B/. On pose f^-=^f\^^ Soit t)€Mxl(/\).
Alors l)eMxl(/1) (lemme 1.4). Posons ç,= Ind^jt), g,) et p == Ind(/1! I), g).
Alors p est équivalente à Ind(pi, gi) lemme 1.2).

Nous allons prouver que Z (g )CZ(g i ) et que S(g)'C S(gi)1. En fait la
première assertion résulte de la seconde, puisque P(S(g)1) == Z(g) et
^(gi^^^g,). Soient XeS(g/ et Yen' tel que Y^o. D'après
le lemme 11.5, on a D{a^g) X(g) == o pour tout g€g*. Si g(Y)^o,
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alors Oyg est un élément non nul de g1. En effet, si Ze fi, on a

<a^ Z>=-<^ [Y, Z]>=^(Z)^(Y). •

Soit go un élément non nul de g1. On a donc D (go) X(g) == o dès que g(Y) 7^ o,
et donc D ( g o ) X = = o . Mais ceci signifie que XeS(gi). Comme on a
évidemment S^/H S(gi) C S($i)1, notre assertion est démontrée.

Soit XeS(g)1. Nous voulons calculer p (P(X) ) . Comme gi est un idéal,
on a, avec les notations du chapitre I, 6 == o. Compte tenu dulemme 1.1,y ^ y i - '
on a donc p ( P ( X ) ) = = p . i (P(X)) et on peut appliquer l'hypothèse de récur-
rence pour calculer p i ( P ( X ) ) = y^(p(X)).

Soient ± p-i, . . . , ± [̂  les poids de fli^i) dans fli/gi(/'i). Comme B/
induit une forme bilinéaire non dégénérée sur g/gi Xgi (/'lYflGO? 1e poids
de $(/') dans $/fii est l'opposé de celui dans fli(/*i)/fl(/'), et tous les deux sont
nuls puisque fl(/1) Cgi== ker[J.. Il en résulte que l'on peut supposer
que q^ est la restriction de çy à g i. Soit j l'injection S(J((i) -> S(fl). On voit
que l'on a j ( D ( ^ ) X) = D(^ - ) j (X) pour tout X€S(g i ) . Soit
alors XeS(fl)1. On a

^•(P(X))=^(p(X))=D(^)-'X(/,)

par l'hypothèse de récurrence, et D(^)~1 X(/*i) == D(^)--i X(/1), comme
nous venons de le voir, ce qui démontre le théorème dans ce cas.

Troisième cas. — On suppose que f1 ne contient pas d'idéal non nul
de fl et que tout idéal minimal non nul de g est central, ce qui entraîne
d im3=i et /'(j) ^ { o } , en notant 3 le centre de g. On suppose que le
centre de g/j est non nul.

Soit n un idéal de g de dimension 2 contenant 3 et tel que 0/3 soit contenu
dans le centre de 3/3. Soit eo €3 tel que ^07^ o, et soit e^ € il tel que f{e^) = o
et 617^0. Alors ^o, <?i est une base de il et il existe Aeg* telle que
[X, ei] = A ( X ) e o pour tout XEfl . Posons g i==kerX. Alors fli est le centra-
lisateur de il dans g et donc est un idéal de codimension i de g. On
pose fi=f\^i. Comme on a <^/, [X, <?i])> = X(X) /(^o), on voit que gi est
l'orthogonal de il par rapport à B/. Soit t)eMxl(/\). D'après le lemme 1.4,
on a ^eMxiy). Posons pi = Ind^] 1), ^) et p == Ind^] 1), g). D'après le
lemme 1.2, p est équivalente à Ind(pi, g).

Nous allons montrer que S f g / C S($,.)1. Soit XeS(jC()1. Pour tout g€fl*
on a D(a^g) X(g) =o. Comme on a <o^g, Z> = X ( Z ) g( êi) pour
tout Zeg, on voit que si g(^i)^o, alors a^g est un élément non nul
de fl1. Soit goegf te l que go 7^0. On a D ( g o ) X ( g ) = = o dès que g(^)^o,
c'est-à-dire D ( g o ) X = o , et donc XeS(fl i ) .
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La situation est tout à fait semblable à celle du deuxième cas, et on
montre comme dans le deuxième cas que si XeS(g)1, on a

%/(P(X))=^(P(X))==D(^)-X(/0=D(^.)-X(/) .

Quatrième cas. — C'est le cas crucial. On suppose que l'on n'est dans
aucun des trois premiers cas.

Alors le centre J de fl est de dimension i et f()) -^- {o }. Soit il un
idéal de dimension 2 de g contenant j. Soit e^ e^ une base de a telle que
6!o€j et f(e^=o. Il existe des formes linéaires X et [̂  telles que
[X, eC\ = ̂ (X)ei+ ^(X)eo(Xejg[) . Alors [L est une racine de fl non nulle
car sinon on serait dans le troisième cas. Les formes A et [̂  ne sont pas
proportionnelles, car s'il existait ae/c tel que a; jL=X, alors /c(^+ a^o)
serait un idéal non central de fi. En effet,

[x. ^+a6-o]==[X, ^]=^.(X)<?,+a^(X)^o=:^(X)(^+a^).

Il existe donc e^ç^ tel que [^2, e^\= eo.
Soit gi= kerX. C'est une sous-algèbre de g de codimension i, égale à

l'orthogonal de il dans fi par rapport à By. Soit t)€Mxl(/'i) (où /\= f\ gi).
Le lemme 1.4 entraîne que l)€Mxl(/1). On pose pi== Ind(/'| t), gi) et
p = Ind(/*[t), fi), de sorte que p est équivalente à Ind(pi, $) (lemme 1.2).
On remarque que ke^ est un idéal de fii contenu dans />1, d'où ke, Cji(i(/\).
On a donc /c^ct). Posons ^ == ^]ke^ 1)'== t)/êi, et soit f\ l'élément de
^ déduit de f^ par passage au quotient. Soit o\ = ïnd(f',\ l)'^). Soit 11
la projection gi-^fi,. Le lemme 1.3 entraîne p j === y , or,.

Indiquons le principe de la démonstration. Soit X€S(g)1. Soit w dans
l'espace de p j . Si p€U(J(()ei , on a p ( ^ ) ^ = = o . Pour calculer p (^ (X) )w, il
nous suffit donc de connaître P(X)modU(fl)ei . Nous allonx montrer qu'il
existe un élément u€U(g i ) tel que p(X) — uçV(s)e^ et tel que r.(u) ç. Z(gJ.
On aura donc y,/-(P(X)) === %./î(^(u)). On applique alors l'hypothèse de récur-
rence pour calculer /(,^(Tl(u)) et comme on exhibe d'autre part une formule
explicite pour calculer ^-} (r.(u)') en fonction de X, ceci permet d'achever
la démonstration du théorème. Avant d'aller plus loin, citons comme
exemple typique de notre situation l'algèbre « résoluble spéciale » qui
admet la base e^ e^ e^ e^ avec la table de multiplication : [^, e^\=e^
[e.î, ei]= ^ i , [^3, e^]=— ^2, les autres crochets étant soit nuls, soit déduits
des précédents par antisymétrisation. Ici fli == 1) = ke^ + ke^-{- ke^ et
gi est commutative de dimension 2.

LEMMES PRÉLIMINAIRES. — Comme f l ^ A - e s Q g i , on peut écrire tout

XeS(jg) d'une manière unique sous la forme X====V^^(X) avec
/^o

Ann. Éc. Norm., (4), III. — FASC. 1. 9
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^(X)eS(gi). Notons di== d^ la dérivation de S(g) [ou de U(fi) suivant
les cas] qui prolonge ad^i. Nous nous intéressons pour commencer aux
éléments annulés par di.

LEMME III. 1. — Soit X€S(g) un élément annulé par di. Pour tout entier
P ^=i °? D^^ofX) est divisible par e^ et Von a

X=V (-i)/- (y,!)-' (e^Ye^^^P^W ).

En particulier X — ^o(X) € S(g)ei.

Démonstration, — On a

^ (^ (X-) ) =pd, (^)er' ̂  (X) + ei[d, (^ (X) ).

D'autre part, di(e^=[e^ e^]=—êo. Calculons c?i(^(X)). Nous allons
montrer que l'on a c?i(Y) = — ei(D([^)Y) pour tout YeS(fii). En fait,
di et — eiD([^) sont des dérivations de S(f i i ) . Il suffit donc de prouver
l'égalité lorsque Y€f l i . Dans ce cas :

D(^)Y=<^, Y> et d,(\)=[e^ YJ= -^ (Y) e,= - e, (D (/JL) Y).

Ecrivons que r f i ( X ) est nul. On écrit que le coefficient de eÇ1 est nul,
ce qui donne, pour tout p^i, la relation

-pe^, (X) - e, (D (^) r^, (X) ) = o.

On en déduit par récurrence sur p que

^(X)=(-i)/-(^!)-'^^(D(^)^'o(X)).

C. Q. F. D.

L'image de ^o(X) dans S($J sera notée ^(X).
Le lemme suivant est classique. Pour la commodité du lecteur, nous

en donnons une démonstration.

LEMME III . 2. — Soit t) une algèbre de Lie complexe et soit il un idéal
abélien de t). Soit H un groupe de Lie d''algèbre de Lie l). Soient Xet) et
Y€rt . On a

/^.idX_^ \
exp (X + Y) == exp ( ^^ Y l expX.

Démonstration. — La formule est vraie si Y = o. Il suffit donc de montrer
que l'application de rt dans H :

^^(-^^P^-^
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est constante. Soit Ty son application tangente au point Y. Il suffit de
prouver que Ty===o pour tout Y€d.

Soit Li l'application tangente en i de la multiplication à droite par

exp(X 4- Y)? et La celle de la multiplication à gauche par exp ( — y 1 Y).

L'application tangente en Y de l'application Y -> exp(X + Y) envoie
/ ^ad (X+Y)_ ^ \

Y'€il sur LI^ ( I / Y . Y ^ ) (c/*' [5]? p. Q5). Comme il est abélienne, on

/ ,ad(X+Y)_ , /,adX .^______1 y/ _ ^____l y/
ad(X+Y) — adX

gild A —— j

La différentielle en Y de l'application Y - > e x p ( — — , _ — - Y ) envoie

( ^ad X _ j \
Y'Gil sur La — — / l Y " 7 / 5 car ll est abélienne. Il en résulte que

( ^ad X _ T /,ad X _ r \
T /V^ _ T T V^ i V/ iI \ (Y)_L,L, --^^-Y+-^^-Yj=:o.

C. Ç. F. D.

LEMME III. 3. — On suppose que le corps de base est C. Soit G un groupe
de Lie d'algèbre de Lie fl. Soient t^ ^ € G et Ze $1. On a

/çv-w_i \ / ^w_^_u(Z) \
e x p ( ^ j ^ + ^ ^ + Z ) ==exp(———— ^ ^ j e x p ( ^ ^ + Z + ————Tj-————^^}'

Démonstration. — Posons X = = ^ e 2 + Z . Dans la base ^o, ^i, ad^(X)
est représenté par la matrice

/o t, \
\0 ^W)

Un calcul facile montre que la restriction de —,-y- à il est représentée
par la matrice

( e^W-ï-^(Z) \
1 —TW2—tî

e^W—ï
~^w~

Le lemme II 1.3 résulte alors du lemme II 1.2 où l'on fait g == t) et Y == tî 61.

LEMME II 1.4. — Soit Y € S (fii) et soit p un entier ̂  o. On a

P((^,).Y) -^!(-I)^^^D(î^^yY)N)€U(î)e-,

Démonstration. — Nous choisissons une base ^o, ^i, . . . , ^ de g. Les
vecteurs ^o, ^i, e^ sont déjà connus. On demande que ^o, ^i, . . ., ên-i soit
une base de kerp-, que ^(^)== i, et que ^o, ^i, ^3, . . ., en soit une base de gi.
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Soit k' le corps engendré par les constantes de structure de g par rapport
à cette base, et soit g/^ l'algèbre de Lie sur K engendrée par êo, . . ., e^
de sorte que g == fi^^^/c. On choisit un plongement de /c' dans G, et on
pose jgc== jj^(^)^C. Ceci étant posé, il est clair qu'il suffit de démontrer
le lemme lorsque g = fie? c'est-à-dire lorsque le corps de base est le corps
des complexes, ce que nous faisons désormais.

Soit G un groupe de Lie complexe d'algèbre de Lie fi. Soit y une fonc-
tion holomorphe dans un ouvert de G et soit X€fi . On pose

A ( X ) c p ( ^ ) - c p ( e x p ( - ^ X ) ^ ) ,
at i=o

et on prolonge A en un homomorphisme de U(fi) dans l'algèbre des opéra-
teurs différentiels sur G invariants à droite. De même, si ^ est une fonction
holomorphe sur fi, on pose

^ ( X ) ^ ( Y ) - ^ ( Y - ^ X ) ,
Ut 1=0

et on prolonge à en un homomorphisme de S (g) dans l'algèbre des opérateurs
différentiels sur g à coefficients constants. Remarquez que si p est un
polynôme sur g, on a ^(X)p == D*(x)p, où D* est défini conftne dans le
chapitre II, et où X -> X est l'homomorphisme de S (g) qui prolonge
l'application Y -> — Y de g.

Si u€U(f i ) , on pose (u, y )=A(u )y (o ) , et si XeS(fi), on pose
(X, ^)=^(X)^(o) . On a alors (P(X), ç)=(X, yoexp). Si p€S(f i*) est le
germe en o d'une fonction holomorphe, on a (X, p^) == (D(p) X, ^), où
p est défini par p (— Z) == p(Z) pour tout Zeg. En effet, on a

< X^p > = D* (X)p (o) = à (X)p (o) = (X, p),
et donc

(X^^)=:<X,7^î>==<D(^)X,^>=(D(J5)X^),

d'après le lemme 11.1. [On a noté par la même lettre des fonctions holo-
morphes définies dans un voisinage de l'origine et l'élément de S (fi*)
qu'elles définissent.]

Pour prouver le lemme III. 4, il suffit de prouver l'assertion suivante.
Soit ç une fonction holomorphe dans un voisinage de l'élément neutre
de G telle que ®(exp(^i)g) = ç(g) dès que (t, g ) € C x G est assez voisin
de (o, i). Soit XeS(g) un élément annulé par à^ On a

(P(^^Y),cp)=(-I)/^I('P^g(D(^~J+^yY^^

Posons ^ = ç o exp. Il faut donc prouver la formule

(i) (^Y, ̂ )=(-iVp\ie^^ ^-Ï-———^y.A
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et pour cela il suffit de montrer que l'on a
/ g[i (Z) _ , _ „ / 7 \ \ p

(2) àWe^(Z)=(-i)Pp\^———^^±-) àM(Z)

pour tout Z dans un voisinage de l'origine de fii.
Par définition de à, on a

(^(^^)^)(z)=(^y(^-y^(z-^^-^^)
\ ̂  j / \ af.2 / n= o, /^ -= o

D'après le lemme III. 3, on a

^ ( Z — t\e^— ^^)==9(exp(Z — t^e^—t^e^})

( ( 7 ^W-i-^(Z)= îp exp — ^^2+ ̂ + ————77——— ^^2^0
\ \ V-W^
( e^W—ï—u.(Z) \

=:^^—^^+Z+ ————(Z)2 ^^^ ,h

car ç est invariante à gauche par exp(tei). On en déduit

(3) f^Y^z-^-^,)
\ û l̂ / <i = 0

^(-i^^'^^^^y^^^)^^^^^,
car on a

^(^)+(-^^4-Z)==(-I)/?(^Y^(-^^+Z+^o)
\ut j t=o^)+(-^+Z)=(-i)^(^

Appliquons ( 7 - ) à (3). Prenant la valeur pour ^=0, on obtient (2),

ce qui démontre le lemme II 1.4.

LEMME I I I . 5. — Soit X€S(g) un élément annulé par di. Alors

( / /,—LL __ y \ —1 \

p(X)-p D(————j ^(X)\çV(9)e,.

Démonstration. — On a (lemme II 1.1) :

^^(-^(^-^(^('^(D^^X))).
p^o

D'après le lemme II 1.4, on a
(-I^(p!)-1^3(^gg^(D(^)^o(X)))-(3fD^ ^"'^y^X^modU^ei.

Il en résulte que ^(X)^ P(D(r) ?o(X)) modU(g) ^i, où l'on a posé

- i - h - j j L V / g-P- — i -4- fJL ̂ -1 _ ( e-^ — :^/e-^—ï^r-U,\P ( e-P-—i+a\-1 /e-^—i\-1

'=S(——}-(I-—:^} -(—r) •7— )~V~—^— ) ~\~7
yo^O
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Ceci démontre le lemme II 1.5.
Le lemme suivant est l'équivalent dans U(j) du lemme III. 1.

LEMME III.6. — Soit u€U(g) un élément annulé par di. Alors
^eU(g , )+U(f l )^ .

Etant donné un élément ueU(fl) annulé par d^ le lemme II 1.6 permet
de définir un élément V(u)eU($J qui est l'image dans V{$\) de n'importe
quel élément u'eU^) tel que u — u ' e U f g ) ^ .

La démonstration du lemme II 1.6, de même que celle du lemme suivant,
résulte immédiatement du lemme II 1.5.

LEMME II 1.7. — Soit XeS(g) un élément annulé par d\. On a

V(p(X) )=p(D( ' - • l ) - 1 . (X )y
\ \ r" / /

(fin a noté par la même lettre la forme linéaire sur ^\ déduite de p. par passage
au quotient.)

On remarquera que le lemme III. 7, qui fournit la clef de la démons-
tration du théorème 11.1, ne dépend pas d'un choix de l'élément 62.

LEMME III.8. — Soit X€S(g) un élément annulé par toutes les dériva-
tions rfy avec Y€fl i . Alors ^(X)eS(gi)1 . Soit u€U(g) un élément annulé
par toutes les dérivations d^ avec Y€f l i . Alors V(u)eZ(f l^) .

Démonstration. — Compte tenu du lemme II 1.7, il suffit de prouver
l'assertion relative à X. Pour cela, il suffit de montrer que^Y(^o(X))eS(g)<?i
pour tout Yegi. Il existe ZeS(fl) tel que ^o (X) = X + Z<?i. On a donc

d^ (^ (X) ) == 6/Y (X) + ^Y (%) e, + Z^/Y (<?i)= o -h f/y (Z) e, + Z^JL (Y) e,,

ce qui démontre le lemme.

LEMME III.9. — Soit X€S(fl) un élément annulé par rfi. Soit v une
forme linéaire sur g telle que v(ei) == o. On a P(D(v) X) = D(v) ^(X) (ou,
dans le second membre^ on a noté par la même lettre la forme linéaire sur f\
obtenue à partir de v par restriction et passage au quotient).

Démonstration. — II suffit de prouver que D(v) X — D(v) ?o(X) € S (fi) ^i.
Il suffit donc de prouver que D(v) laisse stable S($)ei. Soit Z€S(fl). On a

D ( ^ ( Z ^ ) = D ^ ) ( Z ) ^ + Z D ( ^ ) ( ^ ) = D ( ^ ( Z ) ^

ce qui démontre le lemme.

LEMME III. 10. — On a, avec les notations du chapitre II ; 9^= ^ M f l i *
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Démonstration.— II résulte de la relation [e'j, <°i] == ^o que l'on a

(*) [[Y, ^] ,^i]+[^JY, ei] ]==o poartout Yç^ .

Soit ^.'€fl* un élément tel que Y'==[Y, e^\ + P-'(Y) e^ Ggi pour tout
Yeg. Comme kerp- est un idéal, on a Y'GkerpL. Pour Yegi, la relation (*)
entraîne — [^'(Y)eo+ [J<(Y)^o=o, d'où l'on déduit p-(Y) = p-'(Y), et donc
le lemme.

Démonstration du quatrième cas. — A. Nous commençons par prouver
que si YeS(jgii) et si w est dans l'espace de la représentation pi, on a

p^Y^-p^D^^Y))^.

Il suffit de le prouver lorsque Y est de la forme Z", avec Zçgi . Il résulte
des lemmes 1.1 et III . 10 que l'on a

p(Z /Qs^^(p , (Z ) - I ^ (Z)y \ r=p , ( (z -^ (Z)YVr .
\ 2 / \ \ 2 / /

II résulte du lemme 11.2 que ( Z — ^ p - ( Z ) ) === D[e ~^)7^\ ce qui prouve
notre assertion.

B. On remarque ensuite que p ( < ? i ) w = o.
En effet, p i (e i ) w= o car pi = ïnd(f\ t), gi) et car/'(ei) == o {cf. le premier cas).

D'autre part, D[e ^)e^=e^ car p.(ei)==o. On a donc p ( e i ) w= p i ( ^ i )w == o,
d'après A.

C. Soit X€S($)1. On a

p((3(X))^=:p( /(3( /D^^—^^ \^W\\w (d'après B et le lemme 1.5)
\ \ \ — P- / //

=p,(p(D(^^)D(^-——-)--l,o(X))Vv (d'après A)
\ \ \ ~ ̂  / / /

=z pi (p (D (Sp.)-1 ̂  (X) ) ) ^' (d'après la définition de S^).

Utilisant maintenant le fait que pi== P i 0 7 1 ? on trouve

p1(P(D(S^) -^o(X)) )=p / , (P (D(S^^(X)) ) .

D'après le lemme II 1.8, ^(X) est dans S^)1, et il en est donc de même
de D(S^)-1^(X) (lemme 11.4). On a donc finalement prouvé la formule

(*) X/(P(X))=^(PW^)-^(X)).

D. Soient ± ^(i^^^rf) les poids de fli(/i) dans fli/fli^i). On les
prolonge en des formes linéaires sur fi nulles sur [g, g]. Alors les poids de
$(/*) dans $/$(/*) sont les restrictions à $(/*) des formes dL P-? =L l^i? • • • ? d= ̂



68 M. DUFLO.

En effet, $(/*) Cfli (jfi), et il suffit de voir que les restrictions des formes [̂
et — ^ à fi(/1) sont les poids de fi(/1) dans fii^i)/^/*) et dans fi/fii. Pour la
seconde cela résulte du lemme IV. 10, et la première résulte du fait que
B/ est fi (/")-invariante et induit une forme bilinéaire non dégénérée sur
fi/Si Xfi,(/,)/fi(/').

d

E. Posons p =YJ^S^. Alors p est un élément de S(fi*) dont la projec-
i

tion sur S(fi^) peut être prise comme élément q^ Si l'on identifie fi7
à un sous-espace de fi^, on a en fait ?/,€S(fi^) et on peut supposer que
î/i^ î/î- D'autre part, on peut supposer que qf= pS^ comme il résulte
facilement de D.

F. L'hypothèse de récurrence entraîne que

^(P(D(S^)-^(X)))=D(S^^)-^(X)(/ ,) .

Il résulte du lemme II 1.9 que l'on a

D(S^^)-^(X)=(.(D(S^)-^X)=^(D(^)-IX).

Enfin on a
^(D(^X)(/0=D(^)-^X(/) car f(e,)=o.

Tout ceci, rapproché de (-Ar) donne finalement

^(P(X))=:D(^)-^X(/),

ce qui termine la démonstration du quatrième cas et du théorème 11.1.

CHAPITRE IV.

LE CENTRE DE L'ALGÈBRE ENVELOPPANTE UNIVERSELLE

(g RÉSOLUBLE).

Soit fi une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps k de carac-
téristique o. Notons

sh^ad^l
\ 2 /

^ad
2

l'élément de S (fi* ) 0 End (g) dont la composante homogène de degré

2n(n^o) est l'application polynomiale X -^ -,——ï-—r-,(-adX) n de fi dans(2n -4- ï ) 1 \2 )
End (fi), et dont les composantes homogènes de degré impair sont nulles.
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On peut définir
s h ( " a d

P=àet[ —————L le§(^
'ad
2

en prenant une base de g par exemple. Le terme constant de p est i. Il
existe donc un unique élément q de S (g*) dont le terme constant est i
et tel que g2 = p.

On suppose maintenant que g est une algèbre de Lie résoluble de dimen-
sion finie sur un corps k algébriquement clos de caractéristique o. Il est

clair alors que p ==nTS^, où le produit est pris sur l'ensemble de toutes

les racines de fi, comptées avec leur multiplicité.

LEMME IV.1. — Soit /*€fl* un point tel que g(/*) soit niipotente. Alors,
pour tout XeS(fl)1, on a D(^)-1 X(f) = DÇq^XÇf).

Démonstration. — D'après le lemme 11.6, il suffit de vérifier que q et
ji

qf ont la même projection sur S(fl(/*)*). La projection de q est ( | | Sp,) ,

où le produit est pris sur l'ensemble des poids de $(/') dans g. Les poids
de $(/*) dans fi(/1) sont nuls par hypothèse. Les poids de $(/*) dans fl/g(/1)
sont de la forme d= i^i? • • ' ? zb V-d et comme S^= S_^, on voit que

dî=ns,.=g/.i
C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Soit yeg* un point tel que fi(/1) soit niipotente. Alors
^{X))=D{q)-iX(f) pour tout XeS(g)1 (1).

Démonstration. — Ceci résulte du lemme IV. 1 et du théorème 11.1.
Ce corollaire est utilisable à cause du résultat suivant :

LEMME IV. 2. — Soit j^eg* un point tel que dimg(/*) soit minimale. Alors
g(/1) est commutati^e.

Démonstration. — Le lemme est démontré dans [3] lorsque le corps de
base est G, ou lorsque fi est algébrique. Dans le cas général, on va se ramener
au cas où le corps de base est G. Pour cela on considère une base ^i, . . ., en
de g telle que la base duale contienne /*, et on note k' le sous-corps de k

(1) L'hypothèse « ^(/) niipotente » est superflue (cf. un texte de N. Conze et M. Duflo,
à paraître au Bull. Sci. Math.).

Ann. Éc. Norm., (4), II L — FASC. 1. . 10
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engendré par les constantes de structures de g. On choisit une injection
de k dans C. Soit g' l'algèbre de Lie sur k' engendrée par les e^ de sorte
que $ == g'(g)/^. On pose $c= g'0/.'C.

Soit r(g) le nombre minimal pour dimg(/1) lorsque f parcourt g. Alors
on a r (g)=r(g ' )=r(gc) , car n - r(g) = n — r(fl') = n - r(flc) est égal
au rang de la matrice ([^, ej]) {î^i, j' ^= n) à coefficients dans S(g').

Comme on a fl(/1) = fi'(/1) (g) A* et fic(/1) = fl'(/1) 0 G, on voit que
dim gc (f)= r{9c) et donc que gc(/1) est commutative. Il en est donc de
même de fi(/1).

LEMME IV. 3. — U ensemble des éléments f de fi* tels que dimfi(/*) soit
minimale est un ouvert [pour la topologie de Zariski) non vide de g*.

Démonstration. — Soit ria dimension minimale des $(/'). Alors dim %{f} = r
si et seulement s'il existe un mineur d'ordre n — r de la matrice
KA [e^ e j ] ' ) ) ( I^ l5 J^=.n) dont le déterminant est non nul, ce qui
prouve le lemme.

Il résulte du corollaire au lemme IV.l et des lemmes IV. 2 et IV. 3
que pour tous les éléments f d'un ouvert non vide de fi*, l'application
u -> D^)'""1^"1^)^) est un caractère de Z(g). l ien résulte que l'appli-
cation D^'^op"1 induit un homomorphisme d'algèbres de Z(g) dans
S (fi)1. Comme, d'après le lemme 11.4, cette application est bijective, on
en déduit, lorsque le corps k est algébriquement clos, le théorème suivant :

THÉORÈME IV.l. — Soit g une algèbre de Lie résoluble de dimension finie
sur un corps k de caractéristique o. Inapplication ^oD(^) induit un isomor-
phisme d'algèbres de S(fl)1 sur Z(g).

Démonstration. — Le théorème est déjà prouvé si le corps de base est
algébriquement clos. Soit k' la clôture algébrique de k et soit fl '==fi(g)A1 ' .
Il est connu que S^'/^S^/^/c' et Z(j') = Z(fl) (g)/c', d'où le résultat
dans le cas général.

CHAPITRE V.

LE CENTRE DE L'ALGÈBRE ENVELOPPANTE UNIVERSELLE

(g SEMI-SIMPLE).

Soit g une algèbre de Lie semi-simple sur un corps algébriquement clos
de caractéristique o. Soit 1) une sous-algèbre de Cartan de g. Soit P un

système de racines positives de g par rapport à l) ; on pose p == J- V a.
2 ^——B

açP
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La forme de Killing permet d'identifier fl et g*, t) et t)*. On peut donc
considérer 1)* comme un sous-espace de g*.

Soit T une représentation irréductible de dimension finie de g, et soit X
son poids dominant. On pose f = p 4- ^- Si u€Z(g) , alors T(u) est un
scalaire que nous noterons %j(u). L'élément g€:S(g*) a été défini au début
du chapitre IV. Le théorème suivant est l'équivalent infinitésimal de la
formule pour les caractères des groupes compacts qui se trouve dans [6].

THÉORÈME V.l. — Soit fi une algèbre de Lie semi-simple sur un corps
algébriquement clos de caractéristique o. Soit ^j le caractère de la représen-
tation irréductible de dimension finie de g de poids dominant f— p. On a
^(X^D^Xy) pour tout XeS(fl)1.

Démonstration. — En procédant comme dans le lemme IV. 2, on se
ramène au cas où le corps de base est C ce que nous supposons désormais.
Soit G un groupe de Lie complexe connexe simplement connexe d'algèbre
de Lie g. Alors T est la différentielle d'une représentation de G que nous
notons par la même lettre. On note y/ la fonction sur G définie par
^(g)=(dim^')-îtr^{g).

Employons les mêmes notations pour les opérateurs différentiels que
dans la démonstration du lemme II 1.4. On sait que si u€Z(fi) et si l'on note
u—^u l'anti-automorphisme de U($) qui prolonge l'application X — ^ — X
de fi, on a A(u)îy = 7,/(u)y/-, et donc, puisque Œ y ( i ) = i , y^(u) = (u,y/-).
Si XeS(fl)1, on a donc X/(P(X)) - (X, y/°exp).

Pour calculer (pyoexp, on emploie la formule de Weyi. Soit Yet). On
a {cf. [8], exp. 19) :

^£(^ )exp«^Y»

9/•(exp Y) == (dimT)-1 -^——————————————->
^£(^)exp«wp,Y»

(»'

où les sommes sont prises sur tous les éléments du groupe de Weyl W et
où £(w) désigne la signature de w€W.

Il est facile de voir que l'on a

sh(^a(Y))<7m=n——- (Y€I))-
aep ^(Y)

Posons Ti==irTa. C'est un élément de S($*). D'aprèê [8], exp. 19, p. o4,
açp
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on a

H - a — -a ^-^
e2 — e '- =^ s ( w ) s^P.

aeP

On trouve donc

^s(^)exp«^/,Y»

cpy (expY) = ̂  (Y)-* (dim T)-i -^————___—————— .

Posons ^py = ççyoexp. On a

(X, ̂  o exp) = (X, ̂  ̂ ) ̂  (D (^ X, ̂ )

(on utilise les mêmes notations que dans la démonstration du lemme II 1.4).
Le théorème 1 de [4] permet de calculer la restriction de ^(Z)^/ à I)

lorsque ZeS($)1. Notons Z, l'élément de S(t)) obtenu en restreignant
Z à 1)*. Notons ^y,,. la restriction de ^y à t). Le théorème cité donne

(^(Z)^),=7T-^(Z,) (71^,,).

Il en résulte que

^W^/m^Tr-^Y^dimT)-^^) (^(Z,)^/) (Y) == Z (/) ^(Y)
w

pour tout Y€l), car on a à(ïr)e^ = Z{wf) = Z(/').
On a donc (Z, ^) = Z(/*) ^(o) = Z(/*). Appliquant ceci à Z= D^)-^,

on en déduit le théorème.

Remarque 1. — Si le poids dominant X n'est pas régulier, on peut trouver
d'autre fel)* de la forme X 4- p', où p' est la demi-somme des racines de g
contenues dans le nilradical d'une sous-algèbre parabolique contenant la
sous-algèbre de Borel définie par P, et des éléments g/€S(fi*) construits
comme dans le chapitre II, tels que T(?(X)) = D^^Xy). Par exemple,
si X = o , on a T(?(X)) = X(o). Cela est à relier au fait que T peut être
contenue dans plusieurs représentations induites de g.

THÉORÈME V.2. — Soit $ une algèbre de Lie semi simple sur un corps k
de caractéristique o. L'application ^oD{q) induit un isomorphisme d'algèbres
deSÇs)1 sur Z(fl).

Démonstration. — En procédant comme dans la démonstration du théo-
rème IV.l, on voit <yie l'on peut supposer que k est algébriquement clos.
Les f de la forme À 4- p, où X est un poids dominant d'une représentation
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irréductible de g, forment un sous-ensemble dense de t)* (pour la topologie
de Zariski) (c/*. [8], exp. 17, th. 2.c). Il résulte du théorème V.l que l'appli-
cation u—^DÇç)"1 P""1^) (f) est un caractère de Z(g) pour de tels /*, et donc
pour tous les /'€()*. Comme tout élément semi-simple de g* (on identifie
g et g* au moyen de la forme de Killing) est conjugué d'un élément de 1)*
([8], exp. 15), on voit qu'il en est encore de même pour tous les éléments
f semi-simples de g*, et finalement pour tous les éléments f de g*, puisque
les éléments semi-simples forment un sous-ensemble dense de g*. Le
théorème en résulte aussitôt.

Remarque 2. — Pour tout/*€ g*, notons y^le caractère u—D^)"1?"^) (/*)
de Z($). Alors, si f est la composante semi-simple de /, on a jj=yj;.
En effet, f est dans l'adhérence de l'orbite de /*.

Le fait que S (g)1 et Z(g) soient isomorphes n'est naturellement pas
nouveau. Indiquons comment on décrit habituellement un isomorphisme
entre ces deux algèbres. On note fia le sous-espace radiciel de g corres-

pondant à la racine a. On pose n = V fia. On sait que si XeS($)1, il
açp

existe un unique ^(X)eS(l)) tel que X—^(X)€S( f i ) t l (c'est la restric-
tion de X à I)*). Si u€Z(g) , il existe un unique V(u)€U(t) ) tel que
u—V(u)eU(g)n. On pose V == D (e~^) o V. Alors on sait que v est un
isomorphisme de S (g)1 sur S (())"' [l'ensemble des invariants de S(l))
sous W], et V un isomorphisme de Z(g) sur S(l))"' (c/*. [8], exp. 19). L'iso-
morphisme V'"1 o v de S (g)1 sur Z(g) n'est autre que celui qui est décrit
dans le théorème V.2. Cela résulte immédiatement du lemme suivant :

LEMME V.l. - Soit XeS(fl)1. On a V(E?(X)) = D(^) ̂ (D^X).

Démonstration. — II suffit de prouver que pour les ^€t)* qui sont
des poids dominants on V(^(X)) (X) = (D^'^X)) (X -)- p), c'est-à-dire
)C/(P(X)) = V(j3(X)) (X). Soit w un vecteur dominant dans l'espace d'une
représentation irréductible de dimension finie T de poids dominant A.
On a T((3(X))w == V(p(X)) (^)w, ce qui termine la démonstration.

Remarque 3. — Le lemme V.l s'écrit V' (p(D(ç)X)) == P(X). Il en résulte
immédiatement que V est injectif [car v l'est en vertu du théorème de
conjugaison des algèbres de Cartan], et que V'(Z(g)) ==• ^(S(fl)1). On n'a
donc pas en fait à se servir du fait plus difficile que l'image est exactement
W-

Remarque 4. — Notez l'analogie du lemme V.l et du lemme III . 7.
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