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INTRODUCTION.

H. Delange, puis E. Wirsing, ont étudié des propriétés asymptotiques
des ensembles &(E); &(E) est I’ensemble des entiers dont tous les divi-

seurs premiers appartiennent & un ensemble E de nombres premiers;

dans le cas le plus général on suppose que le nombre des éléments de E

, \ , . . N x
au plus égaux a z est équivalent, pour z infini, a u

Toga’ On peut faci-

lement généraliser les résultats obtenus par les auteurs cités en rempla-
cant &(E) par un semi-groupe commutatif (E) a factorisation unique
dont E est ’ensemble des .éléments premiers. Pour cela on définit sur ce
semi-groupe une norme, c’est-a-dire une fonction complétement multi-
plicative a valeur réelle supérieure a 1 et 'on suppose que le nombre des

éléments de E, de norme au plus égale a z, est équivalent, pour 2 infini,
sy
at Logz

Nous avons été amené a considérer des semi-groupes normés (E) dans
lesquels le nombre des éléments premiers de norme au plus égale a =z
admet, pour z infini, un équivalent de la forme

xX

2 (LogLogz)”  (p>o0, r=o),

Logz
de tels semi-groupes sont appelés A,-semi-groupes; si (E) est un A,-semi-
groupe, on dit que E est un ensemble d’éléments premiers de degré r.
Bien qu’inspirée des méthodes d’arithmétique analytique de H. Delange
et E. Wirsing, I’étude des A,-semi-groupes présente des difficultés nouvelles.

Notre but est I’étude asymptotique de certaines partitions dans les
A,-semi-groupes; cette étude conduit a effectuer des évaluations asympto-
tiques qui ont leur intérét propre; c’est pourquoi ce travail a été divisé
en deux parties, ’objet de la premiére partie étant ces évaluations asympto-
tiques.

La premiere partie comprend trois chapitres : dans le premier, on établit
des résultats préliminaires; dans le second, on étudie certaines propriétés
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asymptotiques des A,-semi-groupes; dans le troisiéme, on précise, pour
des A,-semi-groupes particuliers, I’étude faite dans le deuxiéme chapitre.
Dans le troisitme chapitre, on définit notamment les D,-semi-groupes;
st (E) est un D,-semi-groupe, on dit que E est un H-ensemble d’éléments
premiers.

Dans la seconde partie on envisage d’abord, dans un semi-groupe (E),
une partition telle que les classes forment un groupe abélien fini, la multi-
plication des classes étant compatible avec celle des éléments du semi-
groupe; ensuite on suppose que (E) est un A,-semi-groupe et 'on impose
aux ensembles d’éléments premiers contenus dans les classes de posséder
un degré. Les classes réduites (mod k) de Parithmétique, les classes des
1déaux dans un corps de nombres algébriques, plus généralement les classes
d’idéaux (mod un idéal F) introduites par Landau, nous fournissent des
exemples de telles partitions dans des cas particuliers.

Cette seconde partie comprend quatre chapitres. Dans le premier
chapitre, on montre qu’il y a égale répartition asymptotique des éléments
de (E) entre les différentes classes. »

La classe principale de la partition (classe unité du groupe) forme
elle-méme un semi-groupe. Dans le deuxiéme chapitre nous donnons un
équivalent, pour z infini, du nombre des éléments de ce semi-groupe,
de norme au plus égale a z, indécomposables dans ce semi-groupe.

Le semi-groupe précédent (classe principale) est a factorisation non
unique. L’objet du troisieme chapitre est une évaluation asymptotique
de la valeur moyenne, prise sur les éléments de norme au plus égale a =,
du nombre de factorisations d’un élément en éléments indécomposables :
en se placant dans les hypotheéses indiquées plus haut on obtient seule-
ment un équivalent du logarithme de cette valeur moyenne; mais si ’on
suppose que (E) est un D,-semi-groupe et que les ensembles d’éléments
premiers contenus dans les classes sont des H-ensembles, on obtient alors
un équivalent de cette valeur moyenne.

Le quatriéme chapitre traite de I'application aux idéaux de I’anneau
des entiers d’un corps de nombres algébriques (idéaux du corps par abus
de langage).

NOTE.

— Si un théoréme concernant un ensemble (E) est une simple transpo-
sition d’un théoréme déja établi dans un ensemble &(E), afin d’éviter
des longueurs, nous ne donnerons pas la démonstration de ce théoréme
et nous renverrons le lecteur a celle faite pour ’ensemble &(E).
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— Les Annales scientifiques de I Ecole Normale Supérieure, t. 78, 1961,
Sur la distribution des entiers ayant ceriaines propriéiés, par H. DELANGE,
seront désignées sous le nom d’Annales.

PREMIERE PARTIE.

EVALUATIONS ASYMPTOTIQUES
DANS CERTAINS SEMI-GROUPES.

CHAPITRE 1.

S,-SEMI-GROUPES.

a

Ce chapitre a pour but d’établir des résultats préliminaires. La seule
hypothése faite sur E est celle de la définition 1.1.4.

Signalons que le théoréme 1.1.10 est a la base de la démonstration
du théoréme 1.2.5 duquel découle le théoréme d’équirépartition asympto-
tique. Le lemme 1.1.13 est essentiel pour 1’établissement des évaluations
asymptotiques du chapitre 2 de la premiére partie.

1.1.1. DeriniTion. — (E) désigne un semi-groupe commutatif qui
posséde les propriétés suivantes :

1° Il existe dans le semi-groupe une infinité dénombrable ou un nombre
fini d’éléments premiers P dont I’ensemble est noté E.

20 Tout élément A appartenant a (E), a exception de I’élément neutre e,
s’exprime d’une maniére et d’une seule sous la forme

A = P%P%. . P

n

P, P, ..., P, étant des éléments de E et a,, a,, ..., 2, des entiers
strictement positifs.

1.1.2. NormEe. — Une norme est une application de (E) dans I’ensemble
des réels positifs, qui a A appartenant a (E) fait correspondre le réel noté NA,
et qui posséde les propriétés suivantes :

1° Ne=r1; -

si AZe, NA >1.
20 C’est une fonction complétement multiplicative :

N (AB) — NA.NB.
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1.1.3. Norations. — s désignant la variable complexe, nous poserons

I I 1 I
> (NP)+ =X (ND)=* > (NA)® =2 (NA)S"
PEE AE(B)

Comme en arithmétique, la fonction Q est définie par :

si A =PuP%...P%, QRA) =ay+ ay+...+ ay; Q(e) =o.

Utilisation des fonctions analytiques.

1.1.4. DerinttioN. — Un S,-semi-groupe est un semi-groupe normé (E)

tel que la série E(TVIP_)? converge pour Rs>1.

1.1.5. LEmME.
1° Dans un S,-semi-groupe la série E(N—f&)? converge pour Rs>1.

20 St h est une fonction complétement multiplicative, non tdentiquement
nulle, réelle ou complexe, définie sur un S,-semi-groupe (E), qui vérifie
|h(A)| <1, on a, pour Rs>1 :

h(A)
[[ “‘;{(P)‘ :2 (NA)s
p I A

~ (NP)s
(Transposition du lemme 2 des Annales.)

1.1.6. Lemme. — (E) désignant un S,-semi-groupe, st f est une fonction
réelle ou complexe définie sur E, qui vérifie |f(P)|<1, il existe une fonc-

tion Gy(s, z) holomorphe pour Rs > ; et z complexe quelconque, telle qu’on aut
pour Rs>1 et z quelconque :

' sf(P)] } N S(P)
(1L~ o en 2485
Gy (s, z) est définie pour J{S>§ par

o =T o] )

P

n

on a

Gy (s,0) =1, Gy (s, 3) #Zo pour 015>; et | 5] <\,

o étant le minimum de la norme des éléments premiers (p > 1).

(Transposition du lemme 4 des Annales.)
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1.1.7. CororLLAIRE. — St h est une fonction complétement muliiplicative
non identiqguement nulle, & valeur réelle ou complexe, définie sur un S,-semi-
A)| L1, on a

groupe, telle que |h(
1° pour Rs>1 :

A) h(P)
E( =8u(s) ‘”‘PZ wp)s’

gn(s) holomorphe et gi(s) o pour Rs> -

h(P) g=gi ().

20 pour z infint :

H ' Iz(P) ge"PZ NP

Ne<Lax I— NP NP<Lx

Démonstration.
1° En prenant z= —1 dans le lemme 1.1.6, on a
A (P) ]

h(P) "
7»( ) J:G/L(S’ -—I)eXp [—ZTNP_)‘Y
. P

U[“m

d’ou, d’apreés le lemme 1.1.5
I

N A
AJ(NA)‘ II h(P) Gh(s ——1)
~ NP

h(P)
2 NPy’

g1(s) holomorphe pour ®Rs> 5

I
on 0S¢ =——— =
POSe & s, — 1)

h(P)

20 On a
o TP
81 (5) —ll AGE
~ (NP)*
d’ou
.
NP
NP
soit
. m R lz(P
. - (,’_ NP . N‘ix NP
.1.““[[—11(13)“_5‘316 =11 h(P)"‘g
W= I Np

1.1.8. Cororraire. — (E) étant un S,-semi-groupe, on a, pour Rs>1

(on pose 02 =1),

et |z|Z1 :

o QW I
24 (NA)Y ~ G(s, —s) P [52 (ND)* ]

G(s, 0) =1, G(s, — z) £ 0 et holomorphe pour Rs> > |z| < /e
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Démonstration. — La fonction z2" vérifie les conditions exigées dans le
lemme 1.1.5 pour h(A) si |z| <1, en effet :
1ZQ(A)I Z1, Q24 ZQB) — Q) +QB) — QAB)

On a donc si |z|<1 et Rs>1 :

I[ _;7_:2 (?\IA)S’
A

T NPy

en prenant f(P) = 1 dans le lemme 1.1.6 et en remplagant z par — z,

on a »
3 1
]—[ [1— (_N?)}]:G(S’ — 3) exp [—:Em],
P . P
d’ou le résultat énoncé.

1.1.9. Lemme. — Soit un S,-semi-groupe (E) et E,, E,, ..., E;, des
sous-ensembles de E qui déterminent une partition de E.

Posons

2 -(N—;)iF = s (s) pour Rs>1

P;€E;

et désignons par Q;(A) le nombre des diviseurs premiers de U'élément A de (E)
qui appartiennent & E;; dans ces conditions on a, pour Rs>1 :

Z (N;)s = 2 V“t Ay ... Xp (S) [“Pi ('S)}a" . '[q)}l (s)]a‘h7

A€E 0y, 0y ay,
Q,(A)=q, 00 <45
........... i=1,2,...,
Qp(A)=qp

les fonctions ¢,,4,. 4,(s) étant holomorphes pour Rs>>1 et

1

Yqiqs...qn (S) = 91' 7 T
NI

Démonstration.

19 Nous utilisons une méthode de H{ Delange; partons de la formule

”.Q(u

(1) E(NA>->‘:G(S,I__z)€:'W’ Rs>1 |z] <, Lp(s)zzw,

A€(R) PEE

G(s—I—ZS—’ fonction holomorphe par rapport aux deux variables s et z

I
pour Rs> - et |z] < Ve, G(s, o) =1.
La méthode consiste a développer les deux membres de (1) en série

entiére par rapport a la variable z pour Rs>1, |z|="1 et & égaler les
coefficients de z7 dans les deux membres.
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Dans le premier membre ce coeflicient est

2wy

A€E
QA)=q

Soit G—;_—g— =Z Un(s) 2", u, holomorphe pour Rs>.1, u,(s)=1.0On a

7

G(S,I_A-e“l/(s [Zun(s) ]{2 [ ()] }:2_5 Zi'qu(s) [W(s)V;

done
> NA;Z i () [V ().
Ae(E( ) A
Q@A)=q
20
h h
1 . . 1 _ . o
Y wo= 2 Hap=Il 2 erwr ]—[2,!“% 7(9) [$:&)V,
A€E(E) i€ (E) i=1 i=1 A;E€(E) i=1 j=0
Qi) =q: iﬁﬁq Q;(A)=q;

i=1,2,...,h i=1,

u,_;(s), dans laquelle i est un indice, est holomorphe pour Rs>.r1,

et u)(s)=r.

On obtient ainsi

Y T D fmmen ) @ )

A€ (E) 0y &y,
Q,(\) q, 0
=1 wh i=1,2,...,

1

OU ¥4,q, . 4,(s) est holomorphe pour Rs>1ety, . . (s)= PR
1.- .. .
Théorémes d’approximations asymptotiques.
1.1.10. TutortmMe. — Soit h une fonction complétement muliiplicative,

a valeur réelle ou complexe, définie sur un S,-semi-groupe, qui vérifie
|h(A)|<L1; st pour z infini, on a :

10

20 quel que soit A >1,
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alors on a, pour z infint :

o A(A)] '
Z NA ’*0[ 2 N&]’

NALx NA<Zx

Démonstration. — Ce théoréme est une adaptation d’un théoréme de
Wirsing (*). Posons

=11 —u@+ - )

NPLx I — W NP Lz

h(P h(P)]?
IT@=T1 —w =11 [,+ﬁl+—[(§},;1 .

NPZax I — NP NP<ZLx

Remarquons que
p[ 3 ﬁNLllj_)]
exp[ Y W] B

D’apres le corollaire 1.1.7, 20 :

o SER AL @ e 2 )~

NPLx

la condition 1° est donc équivalente a
L@ |=[ 11«
donc : quel que soit ¢ > o, 1l existe X tel que

o<l o, ,,

X étant fixé pour ¢ donné, soit E, Pensemble des P de E de norme =X
et E, 'ensemble des P de I de norme > X : E est la réunion des ensembles
disjoints E, et E,.

On a
| A N\ /l(Ai) T Ql Il(A1)
ILo=2% 5z =ln X 3x
A€ (Ey A E(Ey)
NAy <
et

Heo=2 y=tn 3 5
1€ (Ey) 1i{*:fé(lf:)

(') WIRsING, Math. Annalen, t. 143, 1961, p. 100.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIIL. — Fasc. 4. 45
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Quel que soit ¢, > o, il existe Y=Y (X, ¢,) tel que 2>>Y entraine
h(Ay)

2 N, | <) H,l(X)| et 1](X)< +a) YR
AL E(EY A€ (Ey)
NA Zx NAj <
d’aprés (1) :

AN h(Ay) - X NN I

Y| <sara oo <o+ ¥ g

AL E(Ey) A E(Ey)

NA <Zx NA £

Y étant fixé, on a

~ 2 (A) h(Ay) (A | N h(A,) h(Ay)
2 NA | E NA,NA, T | 4= NA, 2 NA,
NAZa A Ay Ay € (Ey) Ay e(hl)
Ay N NAy<
A,Z&I “ M N
NA; NA; <
_ h(Ay) AN h(Ay) PN h(A) y h(Ay)
NA, = NA, sl NA, <« NA,
Ay € (Eo) A€ (E) A; €(Ey) A € (E, 1)
NA,é“f{ N\iéﬂ “3<NA2,<.x NA; éN—A~
et, par suite :
O A (A) 1 h(A)) N I 1
> W ’ =X w5 2 M|t 2 WA A,
NAZx A E( h,) A1e(E.) A; €(Fs) A€ (Ey
NA, < Z 4 NA; < ﬁ Y’_ <NA,=x NA < N%
N N L N
= wr e >_4 NA,+< > NA><Z NA>
A€ (E) € @ _y NAZY
NAs 22 NAi_N\ <Mz

<dan§ la 1% partie, N:A—g éY)

cere) Y gg o ( X NIA>(Z m)

NALx> ‘NALx NALY
1 I
= [E(I-—I— €1)2+ o(1) Z m] < 2 -—A>
NAZY NAZx
Il résulte de la que
h(A)
o NA
lim NAé—‘”I————— Ze(1+ )3
x> o e
IR
NALx

quels que solent ¢ et ¢, >> 0, d’ou

h(A)
> ]N_A’

T |INaza
lim

7t Y

NAZLx

= 0.
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1.1.11. Lemme. — Soit F un sous-ensemble d’un S,-semi-groupe et h
une fonction réelle positive définie sur F; si, pour x infint, on a

2 I(A) LogNA = zg (z)[1+o(1)],

AEF
NALx

o(x) étant définte, croissante et posilive sur [a, + o[, a>>1.
Alors, on a, pour z infini :

Z h(A) ~ xcp(x)

O"'.Z'
AEF
NALx
Démonstration.
1° Soit
H(z) = 2 I (A);
AEF
NAZLx
on a

3 i (A) LoaNA_f Logt dH (¢) = H () Log _f e,

AEF
NAZx
d’ou
()
(1) H(x) Logz = ¥ 4 (A) Log NA +f dr.
AEF
NALZLax

20 o étant le minimum de la norme des éléments premiers :

Logp 2 h(A) £ 2 & (A) Log NA,

AEF A€EF
NAZLx NA<ZLx

et, par suite :

AeF
NALx

H(x) = O[ 2 h (A) Log NAJ =z.0[9(2)],
=2 =o[g(),

ce qui entraine

f H“)dt_f O[o(t)]dt= [f @(t)dt] z.0[¢(2)].

(1) donne
H(x) Logz =2.0[9(2)] +2.0[¢(z)]=2.0[0(2)],

iﬁl@:o[wx)]

Logax
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fo—it—)dt;f‘ [i(()tg)t]dt_ [‘/I: cﬁé;)tdt] avec b >a> 1,
fxyéﬁdt:¢(x).0[ T

En portant a nouveau dans (1) :

]:Ws) o(x) =g (x).0 ().
H(x) Loge~ o9 (a).

1.1.12. Lemme. — Soit g une fonction réelle ou complexe définie pour x> 1,
bornée sur tout intervalle fini et telle que, pour z infini : g(z) = az + o(x).

Soit, d’autre part, h une fonction réelle ou complexe, définie sur un sous-
ensemble F d’un S,-semi-groupe, et non identiquement nulle. Posons

() =, LA,

AeF
NAEx

et supposons que, quel que soit )\ réel supérieur & 1, on ait

H(Az) ~H(x) pour x infini.

Alors, on a, pour z infin :

Z /z(A)g(ﬁiA>:ax Z /_lli(l% +o[zH(z)].

AE€EF Ae€F
NAZLx NAZx

(Transposition d’un lemme de H. Devance, voir Bull. Soc. roy. Sc.

Liége, n° 9-10, 1961, p. 407.)

1.1.13. Lemme. — Soit :

I. Une fonction réelle g(x) positive, définte et croissante pour x>>1,
telle que, pour z infint :
gx)~Kzo(x),

K étant une constante strictement positive, ¢(x) une fonction positive et crots-
sante pour x assez grand.

II. Une fonction h(x) positive pour z assez grand, qui vérifie, lorsque z
tend vers Uinfini :

1° h(z) > «,

20

k()
3¢ g[h(x)]~ o (x)
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III. Un sous-ensemble F d’un S,-semi-groupe tel que

2 ! Z ! lorsque x —
5 NV ~ O .
NA NA 7

AEF AEF
NAé—x— NALZLx
h(x)

Dans ces conditions on a, lorsque x - =,

[l X N I
Y s(vx) ~Kee@ X gy
AEF A€F

NA<Zx NAZx

Démonstration.

1° Remarquons que la condition III entraine pour z, constante >r1 :

QU I I
Z‘ N—ANE NA lorsque & —o0,
A€F A€F

=
NAé£ NALx
Xo

en effet, quel que soit z,, pour z assez grand, on a

z x isque /i (z) —>o0
7z < E; puisqu —>0,

Z WE D M N

AEF
NAZLx

d’ot

€F
=X

AEF
x
i@ NA< o

20 Soit ¢>o, 1l existe z,>1 tel que z>z,=g(z) < (14 ¢)Kao(z),
et que 9(zx) soit croissante et positive sur [z,, + «[; d’ou

2e(8)- el 3 o)

NAZLx

NAég} %<NA£.‘L‘
x N z \
Ye(wm)< X Knze(gn)uro+e@ X
A€EF A€EF A€EF
Na<z NAZ % g <NALx

< P Kpmo@ e +g@) X g

AEF AEF
Na< Z L <NAzx
X o

On a donc, pour z> z,,

Ys(vx) 093w > N

AE€F

NAZx Aet AEF
= Naz Z Naz X
1 < Ixn - Ifq(za(c.;)) = 4
K$(P(x)2<NA> pIR Z NA
A€EF A€EF A€EF
NALx NALx

NAZLx

[&21
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¢ étant arbitraire, il résulte de la que

3 x
> ¢(xx)
AEF
lim M=z - 1
l‘%wKxc?(a) 1NA
A€EF
NAZLx

A X
Na< ()

Etant donné ¢>o, si >,>1, on a g(z) > Kz o(z) (1—¢) et 9(x)

croissante et positive sur [Z,, 4 «|.
Il existe ;> 1 tel que x> 2, = h(z) > 5.

€
Pour z > max(x,, z,, ;) =z, et NAZ nz) ona

D’ou pour z >z, :

— S\ NA
o AE€F AEF
M= " x
x Nl\éﬁ l\l\ém
I
> (1—e) Kzg[h(x)] 2 NA'
AEe¥
NAé/L‘:L‘)
Par suite,
. ? »]‘
Y s(2) Y
- © NA AEF
I\AAGAFE o[ h(x) ] M= 77?7\ ‘
K Nt == 9 (x) N ! !
29l LNa > N
AEY AEF
Nagw NAZx

¢ étant arbitraire, il résulte de la que

Q Z
Y &(5z)
A€EF
NAcx 1.

lim -
T Ree@) Y o

NALx
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1.1.14. Lemme. — Soit F une partie d’'un S,-semi-groupe (E) et h une
fonction positive complétement multiplicative définie sur (E), telle que
h(A) Z1; st G désigne U'ensemble des B appartenant a (E) tels qu’il existe P
appartenant & E et k> 2 tels que P*B appartienne a ¥, on a, pour z infini :

e NA = > » 2B,

E h(A)LogNA= Y h(P)A(B) LogNP—l—x.O[ Z B

AeF P,B BeG

NAZLx P.BEF NB<Lx

NP.NB<ZF
Démonstration.
1° LogNA = 2 Log NP; en effet, st A=P... P,
NN

Z Log NP = ay Log NP, +. ..+ a, Log NP,—=Log NA;

P, kB
PkB=A
d’ou
D h(A)LogNA =Y [A(P)]th(B) Log NP
AEF P, kB
NAZ e PkBEF

(NP)ANB <

= 3 A(P)A(B)LogNP - > [4(P)]/(B) LogNP.
P, kB
kX2

P, B
P,BEF
NP.NB=Zax P<BEF
(NP)ANB <

20 Le second terme étant désigné par R, on a

Q) Wl
R= Y [/ (P)JLogNP ' A(B),
P,k B
kX2 k2
3 B tel que PABEF PkBEF
(NP)ENB L 2 .
T (NP)K

Y o ~ o x o N
ReYLoghp ¥ /L(B)_211<(Np)k>Lo,,Nr,
Pk B P,k ’
kX2 BeG k2
B
= (NP
en posant
_ 7 (B)
H(z)= Y h(B) <o ¥ 5~

BEG BeG
NB<Lx NB <L

Ceci donne
« Log NP Ay h(B)

S I i
P,k

k2 NBL ——

o Log NP (B O (B
éx[z &py] [ > -ms—)]m-o[ p) —1\3—3—)]

BEG
NB<Lx
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car la série

N Log NP ZLogNP I

_‘ NPYF = (ND) — converge
i NP
Log NP I LO“NP I . ’
S - < 551 NP —o0 |.
[ (NP) — N}F (NP)* (NP)? J
CHAPITRE 2.

A,-SEMI-GROUPES.

Ici hypothése faite sur E est formulée dans la définition qui suit, elle
implique que (E) est un S,-semi-groupe. Cette hypothése ne suffit pas pour
obtenir un équivalent, lorsque z est infiniment grand, du nombre v(x)
des éléments de (E) de norme au plus égale a z; la deuxiéme partie du

théoréme 1.2.3 donne seulement un équivalent de Log—— ( ?) . La premiére

partie de ce théoréme permet de démontrer le théoréeme 1.2. 5 sans connaitre
explicitement un équivalent de v(z); rappelons que le théoréme d’équi-
répartition asymptotique (deuxiéme partie, chapitre 1) découle du théo- -
réme 1.2.5. Le théoréme 1.2.6 sera utilisé dans I’évaluation asymptotique
qui fait 'objet du chapitre 2 de la deuxiéme partie.

1.2.1. DérintTioN. — On appelle A,-semi-groupe un semi-groupe
normé (E) dans lequel le nombre des éléments premiers vg(z), de norme
au plus égale & z, est équivalent pour x infini a

x (Log Logx)’
¢ Logx

r est un réel positif ou nul, i est un réel strictement positif. Nous dirons
alors que E est un ensemble d’éléments premiers de degré r.

Dans le cas ot r = o, on dit que E est un ensemble d’éléments premiers
de densité strictement positive; g est la densité de cet ensemble.

1.2.2. ProPRIETES PRELIMINAIRES.

1.2.2.1. Un A,-semi-groupe est un S;-semi-groupe.

Démonstration. — 11 faut montrer que ZP\I;P)—S converge pour Rs > 1,

Z 1 _fxdvE(t) _ ve(x) _‘_S/‘va(t) dt
(NP)S - e 1 oz J, s+t ’
NP Zx

vg () _ vg (2) ~ @ (Log Logz)”
xs

ZRS x®*—tLogx o
ve(t) |  p(LogLogt)”
s+ t®sLogt
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I'intégrale converge pour Rs > 1.

1.2.2.2.
0 () = E Log NP ~ p.x (Log Log#)” pour « infini.
P E€E
NP Lx
Démonstration.

x x d
O () :f Logt dvg (t) = vg () Logz —f Vg (&) Tt,
1— 1
vg(2) Logz ~ pa (Log Logz)",

f vg () th Nf (.L(LogLogt)"UCj;—t —o [f ’p.(LogLogt)”dt] — o[« LogLogz)"].
1 2 2 -

1.2.2.3. — Pour z infini :

he (@) = W, "NIT) ~ i (Log Logz)™+1.

r 1
PEE
NP<x

Démonstration.
Tdvg(t)  vg(x) * dt
)\E(x):f — = +/ Ve () o5
— t x J, ® ¢

vg (2) (Log Loga)”
x Logz

N dt * dt
vg (8) — N[ - (Log Logt)”
[ e, °7e ¢t Logt

:‘ufx (Log Logt)” d Log Logt ~ "P'T (Log Logax)™*1.
2

=o(1),

1.2.2.4. — Soit F une partie d’un A,-semi-groupe (E) et k une fonction

positive, complétement multiplicative, définie sur (E), telle que hA(A) =1;

s1 G désigne I’ensemble des B appartenant a (E) tels qu’il existe P appar-

tenant & E et k>>2 tels que P'B appartienne a F; si, de plus, G est

contenu dans un ensemble G, d’éléments de (E) qui vérifie, quel que
soit A >1 :

¢ AB) N B

NB, i NB,

BieGy B, €6y

NB; <
NB,é% NBy £

pour z infini.

Alors, on a, pour z infini :

o h(By)~
Y h(A)LogNA= ¥ #i(P)k (B)LOONP—O—x.ol: i |
AEeF P,B B, €G,
NAZx P.BEF NB, Zx -

NP.NB £
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 46
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Démonstration. — Il suffit de reprendre la démonstration du lemme 1.1.14
a partir de « le second membre étant désigné par R » :

R= Y [A(P)}h(B)LogNP= Y /(B,)LogNP,

P, kB P,k By
k>2 k>2
PkBEF B, €6,
(NP)FNB L2 (NP)ANB, <
PEE
RéZh(Bi) 2 Log NP,
B, €Gy P,k
NB <x k2
! 2\
. NPé(ﬁ—‘)
mais
2 Log NP
P,k
k>2
x \E
= ()
1
O N x x \? Log x
et - ' Log—— < vg —_
D LogNP ¥ = ¥ Loggp = <NB1) NB,
1 k2 X ;_
NP« (Nin,)’ kLog NP <Log Na_m NP< (NiBi)
Soit
g (@) =v(Va) Logz ~ apya (Log Logz) = o () ;
on a

- 5B "
Re Y h(&)g(ﬁ;):x.o v L)
B,€Gy ! B, €6, !

NBy<x NB; £x

d’apres le lemme 1.1.12.

1.2.2.5. |
REY SN SRR (r+1) foes
2 NA <r—|—l> 7 (Log Loga)™+19  pour « infini.
MAZx
QA)=q
Démonstration. — Posons
1 , 1
@)= yp @@= X g
NAZx NALx -
QA)=q QA)=¢q
A «quadratfrei»
I
o1 (x) = 2 NP I‘L—I—I (Log Loga)"+!.
NP <£x
On a
(1) qoq(2) — O[04 () | Loy (x) 01 (2) L g0, (27);
en effet :

1° Chaque terme de o, ,(z) g, (x) est identique & un terme de o,(z*);

il existe, dans g, ,(z)a,(x), au plus ¢ termes identiques & un terme déter-
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miné si I’élément A correspondant de g,(z*) est quadratfrei et moins
de ¢ termes s1 A n’est pas quadratfréi; I'inégalité de droite en découle.

20 g, ,(z) g (x) contient tous les termes de a,(z) répétés ¢ fois, donc

qoq (@) Z 04 () 01 (),

mais
O 1
o) (@) =0, (x) = D xx
NAZLx
QA)=¢q
A non quadratfref
et

NAZLx NB<£Lax
Q(A)=¢q QB)=g —2
A non quadratfrei

> ﬁé(Z.N;)( > N‘,;)zO[%Ax)J

. I
puisque EW converge.
P

Raisonnons par récurrence, la formule & démontrer est vraie pour ¢ =1,
en la supposant vraie pour les entiers = ¢ —1, (1) donne

[J- N I o (r-+1) (g—1) IJ' o o r+1
g2, (2) = (55 )" gy (Log Loga) =010t (Log Loga)=t[x-+o(1)]

\ ¢
+ O ((Log Log)t+g=2) — ( e )’ﬁ (Log Log )"+ [ 1+ o (1)]

et o, (Vz)ou (V) < g9, (), soit

(755 ) Gy (LosLogm ™+ 0 ()] Z g7 (@)

d’ou

e\ 1 T oo (r BN o T.oo ) 1)
<m> a(L(),D-Lobx)(’“)‘7.[1—5—0(1)]éov,(x)é(\r_'_l> /i (Log Log ) r+17 1+ o (1)].

1.2.3. Tutorime. — St v(z) désigne le nombre des éléments, de norme
au plus égale a x, d'un A,-semi-groupe (E), lorsque = tend vers Uinfint, on a

' x ' 1
1° v (x) ~ p@ (Log Loga)" Z NA

A€ (R
NAZx

20 st r> o,
}J-

v (@) :xexp{;—: (LogLng)rﬂ[l—'r—o(l)]:;
st r=o,

v(z) =axexp{[g—1+o0(1)]LogLogz}.
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Démonstration de la premiére partie. — D’aprés le lemme 1.1.14 on a

[on prend h(A)=1] :
L(z)= Y LogNA= 2 LovNP+xO<Z ﬁ)

A€ (E) P,B B & (E)
NA<Zx NP.NBZx NB <=
PEE
Be(E)
Logx

Soit la fonction k(z) = —>00 S1 Z—> ©; /\L — o,
(z)

Log Logx ?
Posons
0(z) = 2 Log NP ~ p.z (Log Log ).

NP L
On peut écrire
z x
3 = 3 005) 3 o)
R S T <N
- 1
2 0<NB>4e[k(x)] Z LowNBLO”NBée[k(x)]__—x—L(x)
x x LO(Y——-———
k(x)<l\B4r m-)<NB41 ,3/“(&:)
Logx o B .
Hw(LobLogLobx) E@L(x)—L(x)'O(I)’
donc
- .
L(x)—L(x).o(I)— (N_> <Z N_B>
NBém NB<Lx

=[1+4+0(1)] p{—(LoaLogNB> +x.0<2 NI}§>
NB<x

x
NB k—-

<140 (1)] 2 p.NB(LogLovx) + x. O< Z NB>

NB<Lx

= O (1)  (LogLogz)” E —NI—B;

NB<Zx
donc il existe M > o0 et x,> o tels que & > z, entraine

L(z) =Mz (Log Logz)” 2 —NI—B;

NB<=x
en posant A(z) = Lf), on a
(1) A(x) £ M (LogLogx)" E NIJ—\

NA<Lx

Nous allons maintenant démontrer que la fonction

1
1— 1
h(x) = exp [ (Logz) (LosLosa) ]
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répond aux hypotheses du lemme 1.1.13 en prenant

g(z) =0(x) ~pax (Loglogz)", K=pn, ¢ (z)=(LogLogz)";
de la résultera que
x
Z LOgNP:Z 6<W>NH.T(L0gLng)r 2 ]\II—A;
P,B NB<Zx NALx

NP.NB<x

de plus, nous savons que I’existence de la fonction h(z) entraine

2 NI_AN Z N;A pour tout 2 >1;

NAé%‘ NA<Lx

la propriété 1.2.2.4 donne alors
L(x) ~ pa (LogLogx)” Z ﬁ>
NA<ZLx
et I'on obtiendra le résultat énoncé en appliquant le lemme 1.1.11.

Démontrons donc que h(x) satisfait aux hypothéses du lemme 1.1.13.

10 h(z) - oo évident.

z
o 7 .
A effet :
§— 1 N _ 1
Log 7 zvx) = Logx — (Loga) (Leslogx® — (Logz) [ 1 — (Logz) (Los L"W)?]
et
1

Log[ (Logz)  os L°g’”’%] = — (Log Logx)%——> — .
30 [Log Logh(z)]"~ (Log Logz)" :
'———I—‘—:I Log Logz ~ Log Logx.

LogLogh(z)=| 1— :
(Log Logx)*

4° Reste a démontrer que

S i~ 3N

L NAza
c’est-a-dire que
T
L NA
,%<NAéx
o< v(x)= p —=o(1).
NA

NALx
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Montrons d’abord qu’on a

(Log Logz)*— [LOoLogh—(—)] —o(1) si o>>o0;

1
2

1
Log Log/ (@ )_ Log Logax + Locr[ 1 — (Logz) @oslosx) ]
1

— Log Logz — (Logx) (Log Loga)* [T+ 0(1)]

= (LogLogz)| 1— 1+ o(1) i .
- (Log Log«) (Logx) (Log Logax)T

[LogLOg%]a:(LogLogaﬁ)“ I — al1+o0(1)] :
(LOg Logx) (Logx) (Log I,ogx)';_

D’ou

a(Log Log z)*—!
e

— (Log Logx)*— [1+o0(1)];

(LOgl’) (Log Log.‘l_');—

LogL a— . .
-(——O—be?-—zo (1) car le logarithme de cette expression est égal &

(LOg:I)) (Log Logx)%
1
(o — 1) Log Log Logz — (Log Logz)* - — oo.

Par ailleurs, on a

Y MT 2 mLO”

T <M<z TJ;)<NA41' , h(.x)
L(2) I[h(x)J :
:xLogx oz +f L(l)[t *Logt l’(Logt)"Jdt
h(x) (x) 8T (%) (LL i)
A(x)
éLC()gx+|—I+O(I)]‘[ ()[Lon‘t
()
En tenant compte de (1) :
5 (Log Loga)” - ‘ AN dt_
2& NKéM Logz Z NA +O(I)]Mfr (Log Log?) <Z NA>tL0gt
,( <NAzLx NAaga e NA<t
i ()
1 ! I ! dt
~o(1) Z —NX—I—[I—}— 0(1)»]M< 2 m)f (Log Logt)" tLorrt’
NAZx NA=zx

h(x)
donc

v(@)=o(1)+[1+0(1)] %{(Log Log )™+ ——[Log Log IZZ;)YM }:0(1)4—0(1) =o(1).
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Démonstration de la deuxiéme partte. — On a

X(x):L;x):[1+o(1)]H(LOgLng),. NI—A“*+°°‘

NALx
En utilisant un procédé de Wirsing, on peut écrire
x ‘I
M) =[1+o0() Ju (Log Loga)” [ 7z 7 (0

:[1—0—0(1)]1*(140%140{:"”)"{%(%”‘ O(1) +[1+o(1)] [ 2(2) tLotgt}

. * T 1 -
{llntegraleI Mt)l_tLogt—'_t(Logt)2]dtdlver°e§’
A () — A — LLwrfxm——-d‘~
() = (@) 0 () =[x+ o] (Log Loga)” [ 40 o

posons X = Log Logz, u = Log Logt, %(z)=%,(X), on a
) b

W (X)=[1+o0()]pX [

Log Log2

' X ' n
7\1(X):[1+0(1)]‘uX’“f yu,"[f () dcf]du.

X

y(X) :/0 .’V'ur[\fou)\x(v) dv.

la fonction y est dérivable comme intégrale d’une fonction continue.

X
ha () de =[ 1+ o(1)] ;J-X"f () du,

en itérant :

Soit

du,

X
¥ (X) = Her A (9) do =14 0(1)] & (X) = [1 - 0(1)] wXry (X),

_, X7+t
J)//((;))::[I—t—o(l),l#xr, Logy (X)= 1+ 0(0)]p >

X+t

Loghy (X)=o0(1) + Logp + r LogX + [1+ o (1)] &

’
r—+1

X+t

Loghy (X) = [1+ 0(1)]pr )

. X+t L(X '
A (X) =exp |71—|—0(1)]‘u.r+1§; —u:)\(.ﬁ):e)&pitl—l—o(l)] &

Log Logx)+! };
L - (Log Logay |

. - . L(z)
d’aprés la premiére partie, v(x)NL_Og—x, donc

v(x) = i-exp [1+ 0(1)] i

r+1
Logx r—u (Log Log) }’

d’ou le résultat énoncé.
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1.2.4. Remarque. — Pour r =0, on peut généraliser une formule de
Wirsing : ,
e vz 1
v(z) Ngl‘—-(pz) ——Logxexp< Z N?)’
PEE
NP Lo

¢, constante d’Euler, Logg =E ki\IJPk'
P,k

k§1
Théorémes sur la fonction Q.

1.2.5. TatoriME. — Soit un A,-semi-groupe (E) et E, E,, ..., E; des
ensembles d’éléments premuiers, respectivement de degré ri, ry, ..., 1, qui
déterminent une partition de E. En désignant par v(z) le nombre des éléments
de (E), de norme au plus égale a x, et par Q;(A) le nombre des facteurs
(distincts ou non) qut appartiennent & E; dans la décomposition en facteurs
premiers de Uélément A de (E);le nombre des A de (E), de norme au plus
égale & x, qui vérifient : .

Iy QiA)=a, (modg), R, (A)=a, (modg.,), ey Q,(A)y=a, (modg,)

(a;, entier quelconque; q;, eniier strictement positif) est équivalent, pour x
infint, @

v(z) |
q14>. . . QIL’
autrement dit, Uensemble des A de (E) quu vérifient (1) a pour densité .
142+ - -G
par rapport d Uensemble (E).
Démonstration.
. x . 11
10 Soit vy (2) = M Tog (Log Logz)[1+ o (1)] le nombre des éléments
de E; de norme au plus égale & z et r le maximum des nombres ry, 7o, . .., rs;
supposons que r,=ry=...=r=r et r;<<r si j>1[; le nombre des

éléments de E, de norme au plus égale a z, est équivalent, pour z infini, a
@ N
(B ot p.l)m(LogLogx )

rappelons que

(1) Z _N%N 2 N—IK pour tout A >1 (p. 363).
A€ (E) A€ (E)
M= NAZLx

=3
20 Démontrons que

2 NV 7ah SN

A€ (B AE(E)
Q;(A) = aj(modq;) NAZLa
J=1, ..,k
NA<Zx
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En utilisant une méthode de H. Delange, posons

v=eh (=1, ..., h);
et considérons la fonction complétement multiplicative
J(A) = @yl G, b,
kizmo, 1, ..., q;—1 (kiy sy o ..y ky étant fixés).
J(P) :y/‘.’i s1 PeE;

et
[f(P) (RY,’—I a2k;m 1
Z = Z 2 2 2 cos p V) &P
PEE 1Lj<h PEE; 1<=j<h PEE/'
NP=ax NP2 NP £
_ 2 <cos ) Z NP
1=j=h PEE;
NP Lo
mais
2k;m =0 si kj=o,
cos —L= — .
q; <o si kiz%o;
donc :
sl & —> 00,
2 NP_>+°° et 2 fn—[i(N—PP)—]—_—l—>~ w sil'un des h;7£0;
PEE; PEE
NPZLa NP =2

s1 tous les k; sont nuls,
' RSP =
24 NP =0
PEE
NP L

st I'un des k;£ o,
exp 2 J{———[f(P)]—Izo(l);

PEE
NP<Zx

en tenant compte de (1) on peut appliquer le théoréme 1.1.10 :

y L f(A) <Z WEK) si Pun des k; o,

AE(E) A€(E)
NAZax NAzx
d’ou
«,A 1Q(A) —ay] | -YM[.-h A) = ap] I O des ki ==
=0 —_ S1 i'un des K; 0.
2 NA 2 NA ;7=
Ae(® AE(®)
NAZx NAZ e
Soit

ki, ke o ki AE(E
02k L —1 Nt

B .},L (&) —ai Ylh[Qh(A)—ah]_ L
X= E NA =( 2 1\1’.&)[‘"‘”0(1”'

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 47
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Par ailleurs :

X — ZNA 2 YalQ@—al, |kl QW —al;

ki, kay oo ki
NAévc 041:}4(7,_1
3
2 Yiﬁ[Qi(A)—m]. . 'Y%h[ghm)_ah]: I I Z Y/]Fi[Qi(A)_ai]
I S J=1 0ZLkjLq;—1
0LkjLgj—1
_fne o st Q(A)=a (modgy), c Qu(A)=a, (mod gs)
" | =o dans I'hypothése contraire,
car
\ i si QW —al —q
Z Y]]-ci[Q](A)—a]] fr % 7; Y Ql » l] )
1 | —aj
s ok jZqj—1 o sy i1,
d’ou

X=qq...q Z ﬁNZﬁ

A€E(E) A€(E)
Qj4)=a; (mohdq,) NAZx
W

30 Soit I I’ensemble des A de (E), de norme au plus égale & z, qui
vérifient les h relations

Q;(A)y=ua; (modg,) (f=1,2, ..., h).

La propriété 1.2.2.4 des A,-semi-groupes donne

Y LogNA= ¥ LogNP—+=.0 ZNIK :

AeF P,B A€(E)
NAZx P.BgF " NALx
NP.NB<Zx

En désignant par Y le premier terme du second membre :

h

.
Y= » LogNP;,
i=1 P;,B

P;€E;
( €(E)
Condition C ) Q;(B)=aj(modgq;) st ji,1<j<h
1 Q! )= ai—1 (mod 73
NP;NBZLx

d’apres le 29 :

(2) Z I I I
—- —— .
NB ™~ Gigs. - qn NA
B AE(E)
Condition C NALx
NB<Lx

Soit

6: (@)=Y, LogNP;; -V 2 <Ni>

P, €E;
NP;<Lx Londiuon C

NB<Lx
avec 0;(z) ~ psz (Log Logz)™.
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1

La fonction h(z) = exp [(Logw)  (Log Loga)
du théoréme 1.2.3, vérifie :

1° h(z) - 00}

] utilisée dans la démonstration

1L
El

20 — 00

X
h(x)
30 Log Log h(x) ~ Log Logz = [Log Log h(x)]" ~ (Log Logx)™, quel que
soit ;> 0; '

Z N—IKNE N—IA; donc, d’apres (2) :

AE(F lx:E(E)
A=x
NAZL — W (1)

Y I <% 1
~ NﬁNZ NB'

B
Condltlon C Condition C
NB< ;r) NB<Lx

Le lemme 1.1.13 donne

d €xr o ox)ri v _l_. —U.__— 3 i
; 0i<]\m>NP-M(LOoLObx) 2 NE™V g x(LogDLogx) ZNA

B A€®
Condition € Condition € NAZx
NB=Zx NB<Zux
—+ ey . ~ - :
Y o Wx(Log Logax)” ) WP 2‘ LogNA;
qi1qs. .- Q1 i NA
AE(E) AEF
NAZx NAZa

d’aprés le lemme 1.1.11, le nombre des éléments de F, de norme au plus
égale & z, est équivalent a

P P2+ ...+ g x (Log Logx)” N L v (z)

Q19 - -qn Logx &d NA q1qs. . .qh.
A€(E)
NAZx

1.2.6. Tutorime. — Soit un A.-semi-groupe (E) et E,, E,, ..., E, des
ensembles d’éléments premiers, respectivement de degré ri, rs, ..., rn, qui
déterminent une partition de E.

Soit, pour z infini, [14 o(1)] }LiLTa;;(Log Logx)™ le nombre des éléments

de E;, de norme au plus égale a z, (1 =1, 2, , h); et Q;(A) le nombre des
facteurs (distincts ou non) qui appartiennent a& E; dans la décomposition en
facteurs premiers de Uélément A de (E).
Dans ces conditions, le nombre des A de (E), de norme au plus égale a =,
qui vérifient
Q,(A) = q, Q(A)=¢>, ..., Qy(A) =qu
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(les g: sont des entiers positifs ou nuls, non tous nuls) est équivalent, pour x
infint, @

-H—1Y1~-~ o Yh (m+10)g—+...+~@rp+1)qg = (Log Log &)r+0i+..+ it i1,
ri+1) rp-+1, gl qn! Logz °

Démonstration.

1° Les notations sont les mémes que dans le théoréme 1.2.5. Soit F
I'ensemble des A de (E) qui vérifient

Ql(A)—_—QM ey Qh(A):qln
démontrons que
re \7 Br \7* 1 o N ) Jrt )
Z NA <7‘1+I> '”<rh+1> q11q2th‘(L0bLObx) B h,
AEF
NALx

En effet, on a

TN R

i=1 A E(E) i=1 AN€E(E)
Q(a)= ‘7; Q(A)=q;
NAj <

NA,éac"

D’apreés la propriété 1.2.2.5 des A,-semi-groupes :

A

IJ'I' Ti 1 . Y (ri+1)q;
[1+0(1)]H<ri+l> q‘<L0 L0x>
l 1A
N i__ ’/i__L o o (ri-+1)q;
42‘ +O(I)]H<rl~—|~1> 7 (Log Loga) i+ 11,
A€EF i=1
NAZx

20 Le lemme 1.1.14 donne

Y LogNa= ¥ LogNP+x.O< ¥ NIE)
BEG
NB<Lx

AEF P, B
NAZx P.BEF
: NP.NB <

G est la réunion des ensembles disjoints Gy,:..,7 définis par
Be (E)

1 Q B = ! = ' ’ ’

BGGIH.‘.'/,’, e PI=a=0d, Gt @t =@+ Gt 2,

Q}l(B):q/héqh
d’ou, d’aprés le 10 :

’ !
—~ K Log! (Log Logm)(’t‘“)’h+-~+(”-+1”7h

“+... +..+gpr—2
£ Ky gy (Log Log) st mai s guboctiis,
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donc
N
J— 1 L -_
Z —E_o[(LogLogx)<n+ A e L
BeG
NB<=x
30 Posons
0; () = 2 LogNP;~ p; 2 (Log Logz)™.
P;€E;
NP; =Zx
On a
Z LOgNP y Z LogNPi,
i=1 P;, B
P. ]lEF Pi€E;
NP.NB £ BE(E)
Condition C’ { Q;(B)=q¢;—1
Q,(B)—q, sl jAL1ZLj<h
NP;NB Z 2
d’ou
x
LogNP=, X o)
Y Les "\ NB,
P.BEF i=1
NP.NB~<x Condmon Cc
NBZLx

Nous utilisons le lemme 1.1.13 en prenant ¢(z) = (Log Logz)", la fonec-
tion h(z) = \/x répond aux hypothéses :
10 \/:—c — 00
x

30 (Log Log Va) "~ Log Logx)™;
e 5~ 2w
Condi]t;ion cr Condi‘t;ion c’
NBA— NB<Lx

V=
Le lemme 1.1.13 donne

h

2‘ LOUNP_E 1+ o(1)] g (Log Logz) ™ Z NB

P.BEF i—=1
NP.NB<Zx Condltlon Cr

NB<Lx
2 LogNP = [1+ o(1)]

P.BEF
o ) (YT ()
3 om0 2

NP.NBZx
i=1

20

1

; (Log Logx)(m+1)q1+...(r,-+1) (q,——1)+...+(rh+1)qh]

c(gi— )l g
—G+on (B ) () et e
_ "1+1) rp+1 qil. .. qn!

X @ (LOg LOg:l‘)("""1)‘71"'""“("""'1)‘7""1,
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et tenant compte du 2° :

. .
ZLogMN ). LogNP;
AEF PBEF
NAZx NP.NBZ @

le lemme 1.1.11 donne le résultat énoncé.

CHAPITRE 3.

A,-SEMI-GROUPES PARTICULIERS.

Dans la définition 1.3.1 des A, -semi-groupes on considére un A,-semi-
groupe pour lequel r = n est entier et ’on impose a la fonction de variable

complexe ¢ (s) =2 (_N_P}Fm d’avoir un développement asymptotique d’une

certaine forme. Ces conditions permettent, en utilisant un théoréme taubé-
rien d’Ingham dans le cas ot n >~1, et un théoréme taubérien d’Hardy
et Littlewood dans le cas particulier ou n = o, d’obtenir explicitement un
équivalent du nombre v(x) des éléments de (E) de norme au plus égale
a z, lorsque z est infiniment grand.

Les hypothéses faites dans la définition 1.3.3 des D,-semi-groupes
portent uniquement sur ¢(s), elles font intervenir des conditions d’holo-
morphie. Il découle d’un théoréme de H. Delange qu'un D,-semi-groupe
est un A -semi-groupe; d’ailleurs les D,-semi-groupes généralisent les semi-
groupes engendrés par des ensembles réguliers de nombres premiers qui ont
été introduits et étudiés par H. Delange.

Les D,-semi-groupes se sont introduits naturellement au cours de ’étude
de la valeur moyenne d’une fonction arithmétique qui fait I'objet du
chapitre 3 de la deuxiéme partie.

A)-Semi-groupes.

1.3.1. DériniTION. — n étant un entier positif ou nul, nous appelons
A’ -semi-groupe un A,-semi-groupe tel que

I [~ 1\ 1\" 1
b (s) ._Z (NPY = 7o <lpg§> -+ ay <]o°§> +.. 4 a,Llobg —+ @y +0(1)
PEE

lorsque s tend vers zéro dans tout angle |0| =0, < g; a; réel quelconque
1 . , . . . \
<log—sest pris avec sa détermination prmmpale).

(L’existence des A,-semi-groupes découle de celle des D,-semi-groupes
définis plus loin.)
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Remarque. — On peut démontrer que pour tout A,-semi-groupe, on a,

lorsque s tend vers zéro dans tout angle |0]| =0, < T—;:

b ~ it (0 1)

n-+1 S

1.3.2. Tutorime. — Si v(z) désigne le nombre des éléments d’un A)-semi-
groupe, de norme au plus égale d x, lorsque x tend vers Uinfint, on a :

1° st n>1,
v(x) ~zexp{V (LogLogx, Log Log Logx) |

V désignant un polynome a deux variables de degré n.+ 1, le terme prépon-
dérant de V (Log Log z, Log Log Log z) pour = infint est

H n+1.
o (Log Loga)™;

20 st n = o,
(a
v (x) ~ g€ x(Lng)p.—lzxe(p.—l)LogLogx+Cte.

I'(p)

DEMONSTRATION DE LA PREMIERE PARTIE.

1.3:2.1. Théoréme taubérien d’'Ingham (*) :
I. Soit

(2) f(s) :f+we—"sdA(z¢), s=o+ i, A (o) =o, g>o.

II. Soit deux fonctions ¢(s) et 7 (s) et un domaine D du plan complexe
tels que :

a. D contient I'intervalle Jo, h] de ’axe réel; ¢ (s) et 7 (s) sont holomorphes

dans Dj; elles sont réelles et positives sur Jo, A];

b. — 69’ (0) —-00 en croissant quand o — o en décroissant;
0(9)
c. __E'_l — 400 quand ¢ ->o0, ou 8(c) est la distance du point ¢ au
[(Pl/ (a.)]‘.!
—9'(9)

complémentaire de D [0 <oh, 8(c) = a];
d. ¢"( 4 2) = O[¢"(9)]; 1.(¢ 4 2z) = O[y ()] uniformément pour|z| < 8(o)

quand ¢ — o.

I11. Posons

R =g @y Ay(o) = LELTT

)

ol

{2ma2g! (a) |

(?) INGHAM, Ann. Math., t. 42, 1941.
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ou ¢ = g, est la solution (qui existe et qui est unique lorsque w est assez
grand) de

—0'(9) = w.

T

TutortME. — Supposons que Uintégrale (2) converge pour ¢ > o et que :
(1) f(s) ~ fo(s) quand s - o dans D; '

| |(ii) f(s) =0T[fs(|s|)] quand s > o dans un angle fixé de la forme
t|=—A.q, 0 <A <o0;

(111) A(u) est croissante pour u>-o.
St 11 est vérifide pour chaque A fixé, alors A(u) ~ A,(u) quand u — .
1.3.2.2. Vérification des conditions d’application. — D’aprés le corol-

laire 1.1.7 et la définition 1.3.1, on a, lorsque s —> o dans tout

angle |6[é60<§:

1 . @ ]01 n-+1 : 1\7 ]01
E-U\JA—)"‘HN‘SEXP /.-[:—] O”E ~+ a4 Og; —+...+a, O,}+an+1
A
n—+1

1\ +1—k 98
= expE ay <log Z‘> = fo(s) (¢} constante réelle) et @y =
k=0

n4+1

En utilisant le théoréme d’Ingham, nous nous proposons d’abord
d’évaluer

NA<Zx

On a

O 1 O 1 1 S
2 WA =2 (NA) NA "/1_ 0,
A A

posons ¢ =¢e", A(e*)=[(u) si u>o, B(o)=o;

2 (NAI)s+1 :f+°°e_su dg (u) ~ fo(s).

Nous prendrons pour D lintérieur de I’angle j@]églimité par les

bissectrices des axes, d’ou &(o) ; nous poserons

—
\/2
n+1

n+1—k
v (8) =1, o (s) :2&}(10g§> )
k=0
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d’ou
n+1
o)==} ik d (1ogy |~ E(log L
' S dmed ° s) s s
k=0 ‘
n—+1 ek 041 e
9" (s) = ;1, DY (11— R~) ay <log§1> -+ 51) 2 (n— k) (n+1—k) a}<log§> ,
k=0 ’ k=0

o”(s)~v i—f <log %) ; lorsque s — 0 avec (Rs > o.

Vérifions maintenant les conditions d’application du théoréme d’Ingham :

a. Evident.

b. —c?’(d)rvy(Log é) ->00 quand >0 car n>>1; —a¢'(g) est un
polynome en logé dont le terme de plus fort degré est {L(Logé) )

donc — a¢’(3) croit lorsque g décroit et tend vers zéro.

8(9) -
C. i T Y \ig —>oC.
(9" (9)* —_

— 9’ () — 1\?
Vi (Log;,->

d. ’c—[z”_é{c—{— z| o+ |z]; si|z] <—%, on a
v

1 / 1)
a(1—$>éla+;|éa(l+$>; si g-—>o0, g+ 5—o0.

1\

Puisque ?”(S)Nii<10g g/) , 11 existe ¢ > o tel que

i .
s? <]0g s>

sl<e = 3] h(le) )| <l <o

<

» 1ous avons

Prenons ¢ <

1 —
V2
p IJ' n
0" (¢ 4+ 35 2 log
2" )< lo+s2| "o+s
I 1
9@ > & Log >
d’ou
1 n
log
lcp”(a+3) | a? o+ 3 ,
" b -2
¢ (0) |O’+~.| Loﬂ‘i
°qg

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 48
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Arg

é[Log __Il_><]-+%;N<Log§_> <4<L0g5_) s1 o <eg,

g+ 3

-

27l+‘l

; ) _
¢ (o) |< — Y
Va

Les conditions (1) et (i11) sont vérifiées, reste
f(s) ~ fo(s) lorsque s—> o dans tout angle lO[é@0<§, il suffit de

a examiner (11); comme

montrer que :

. m
est bornée lorsque s — o dans dans tout angle | 0| =< 0, < 5

£o(s)
Jo(ls])
On a
n-+1
jo(s) - , wl ’/L+I—A‘_ _I* n+1—k
LasD1— ‘LZ“ g Los T3]
n-1 —
/ 1\ 1 .
= expz‘ i [cR (\log s > — (Log m>"+“"]7
k=0
mais
1 1 .
log; — Log 5] + {Arg-»
d’ou
1\/ 1/ , 1\? 1 \/2 .
&(log;) = | Log m) — G} <Argg> (Logm> [14+o0(1)]
(on prendra G = Cj =o),
n—+1
2 n—1—k
DA (W0 oty e
k=o

211+1 N
:exp{—(Argé) EQ}CZM_L.(Log'%) [1—0—0(1)]}-

k=v
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On a donc

S

L |=en) = (aned ) S i (Log i) ol s sl <[al

1.3.2.3. Evaluation asymptotique de la racine unique de [Uéquation
d’ Ingham (qut tend vers zéro) lorsque ® tend vers U'infini. — Cette équation
E4 >
s’ecrit

n—+1

n—k
— ¢ (o) = éE(n—l— 1 — kY a, <Log§_> =w.
k=o

Posons Logé = z; en prenant les logarithmes des deux membres et en
changeant les notations :

x + Log (byx"+ byx" '+ ...+ b,) = Logw =, by= (n+1) a,= .

Soit N un entier > 2 :

b bn
x+LOgb°$n<I+bT1§+"'+ ):v;

on a, pour z infim :

N
(1) x+»nLogx+Logp+<2%>+ OL;) =,
j=1
d’ou z ~v ¢, posons
=9+ 0y, v1=0(¢);

en portant dans (1) :

X -
(2) n Log (v 4 ¢1) + Logp + I:E o _E/")i)jJ + O‘E;) ——

j=1
d’ou ¢,~ — n Log ¢, donc —il — o quel que soit m > o,

N1 ) |
LY — o1\ _ ' 4 o(1) At
LOg(V—+—u)~Logc>+Log<1+—;>_Logv+< Ecv"W)_’_—vT p

j=1
N
Log(V+v1)—Log"+<2C (J>+ (léuﬂ;

j=1

par ailleurs :

N N
C, W\ C, ,
2‘(0+"l)/:24<1+%) ’:.“ 7;[(2(, > SAQJ

=1

ZCCI//Vi
o C,;Gj v 0(1) — o(r),
(.2 ‘,:w>+ DI IO

l=1
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en portant dans (2) :
l

x nCie +2‘C Gl o7

o(I
nLogy + Logp —+ 2 — i -+ —‘(;V—) =,
=1
soit
X () )
(4 o1
(3) zzLogc'+Logp+[ZQ1“(l')J+ ‘() ) =— 0,
g N
=1

Q) étant un polynome de degré =~ I ou identiquement nul.
De (3) on déduit

¢y=— n Logy — Logu — ¢, avec ¢,=—o(1);

en portant dans (3) :

N -
ZQQZ)(—ItLogv—Logpﬁ—t‘g) o(1)
—4- —_—— .
=1 o N

En développant suivant les puissances de ¢, :

A
v QU7 (Loge) v
(4) 2/’:0 + o) =y

ol
=1

QY7” étant un polynome de degré = I — j ou identugment nul.
De (4) on déduit
— Q) (Loge) +¢; _ — QY (Loge) oy

f— > = 5 > avec ¢3=0 (1).

En portant dans (4) :

N [
‘2‘ N Qi (Loge) [— Q) (Loge) +wsl/ | o(1) _ Qu) (Loge)  v3,
1 / ol+7 N T ¢ (]
En ordonnant suivant les puissances de %;

l+j=k, J=k—=1 pour A et/ fixés;

Oé/élv Oé/‘_lélv

N |~

1=k pour A fixé;

l=kZal, 1=k =Z2N;
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donc
QP (Loge) [—QY) (Loge) + et
N
Egélél" o(r) _ Q) (Loge) oy
q Tty
1" p v 9
k=1
d’ou
QL (Loge) [— QL)) (Loge) + ¢yt
N i
Zgélék +o(1)__ V3
ok oN T 2
k=2

En développant suivant les puissances de ¢;, le coefficient de ¢/ pour k
et [ fixés est un polynome de degré davecd =2l — k +k—1l—j=1—
lorsque [ varie, j étant fixé,onao =j —k — I, |l =k — j,doncd = k —2j;
d’ou

3 Qi (Loge) of
N k

Zoéiég + 0([) 2y
- — =
ok pN 4
k=2

(5)

Q7" désignant un polynome de degré = k — 2j ou identiquement nul.
Démontrons par récurrence sur m(m > 3) qu’il existe une suite ¢,, et un

ensemble de polynomes Qf), [lé m—i,i=101—(m—1)j,0=Lj] = ! J

m —1

avec degré de QY ,= 1 ou Q) , identiquement nul, tels que, quel que
soit N> m —1, on ait

(6) Oy = — Qsl’z’t—“ﬁ)m—i)(l‘ogp) -+ V"l,

(7) ¥m=0(1),

> QL (Loge) o
8 N o1
(8) 2 [ e o(r) m

+ = = .
ol N pm—2

I=m—1

Nous supposons donc le résultat établi pour tous les entiers = m
avec m = N.

(8) entraine

_ (Olm—1)

Yin m. m—1 (LOgV) — Q(n%m—1 (LOgV) Y o(1)

pm—2 - pm—1 pm—t

—1
. (95111157/1-)—1 (LOgV) —+ Vi
— pm—1

avec ¢ =o0(1),
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soit
e Qgr’z'fr—ni—)i (LOgV) -+ Ym+1
)
14

Yin—
i1 = 0(1)
c’est-a-dire (6) et (7) dans lesquelles m est remplacé par m -+ 1.
Portons dans (8) :

N

FSW Qi =11 (Log ) [— Qi (Log 0) 4 s /| | 0(1)

2 a-l pl+/ - o
l=m—1 0js 4=

m—1

Y 1)
n’z’f m—1 (LOgV) - Vm+1
pm— —1

. . I
ordonnons suivant les puissances de ; posons

l
[+ 7=k =k —1 [y oLk —1Z
J=ho o) — £
m —1 .
A = 14 A',
m
d’ou
D QU (Log o) [— Qi (Log #) + 9]
N m—1
2 o kei=k +o(1)
ok oN
k=m—1
_— Qn’llmt)—l (Log‘)) 1
- pm—1 - pm—1
qui entraine
\? 1U=m=1)(k=01 (1,00 ) [ Qi) ret
, Qm,l ( 0g “) I—" m, 11:—1 (LO"‘ ) -+ "m—M]
N 771——1
2 i k<l <k N O(l) _ P
()k N - pm—1 .
k=m

Nous développons le 2 suivant les puissances de ¢,.4, le coefficient
!
de ¢}, ., pour k et | fixés est un polynome de degré d, avec
dZl—(m—1) (k=0 +m—1)(hA—1—))=1—(m—0;=1+]—my;
o=Zj=hk—0t I+ jZk dZk—my
d’ou

2‘ Qm—:1m % (I 0"(’) Vm+l o (I) Ot

N =

5 N m—1
~ 0414 W (& » (%
h
2‘ ¢

k=m

qui est la relation (8) dans laquelle m est remplacé par m 4 1.

\
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Quel que soit entier m, on a done

Qi (Loge) Qi (Loge) Qi (Loge) +o(1)

¢ o2 . pm

a —=v¢ — n Logy — Logp. —

En simplifiant les notations, on a :

Quel que soit Uentier m, il existe un développement asymptotique de x
de la forme

x =y — n Lagy — Logu +

R, (]:‘ogv) N P\o(Low) 4 R,, (Logy) + 0(1),

2 pnt

R; étant un polynome de degré au plus égal & i ou identiquement nul.

1.3.2.4. Démonstration du 1°. — Le théoréme d’Ingham donne

n—+1
n-+1—k
exp{[Ea}.(Logé>+ :l—i—ua}
k)

|

B(u) ~

1
3

21t (o) |

n+1

1 1 \n—k
log- =, u=w, ¢ = Logu, azz:aw:Z(n+1—k)ak<LogE> ’

k=0

donc

[Za’k <L0g§>n+w] -+ ug est un polynome en z de degré n -4 1 dont le
k=0
fj. n+1

terme de plus fort degré est - 7

Quel que soit m, on a

R, (Lo«v) o (1)

m—1
2=\ ¢+ (— nLoger — Logu) +S’

- /=1 -

m—1 m
Logy¢
xm = | ¢+ (— nLogy — Logu) +2 M

= j=1 -

+o0(1);

en élevant le crochet a la puissance m, chaque terme est de la forme

e (— n LOO"V — Log P.) % [R1 (LOO‘()) ]Bi [ P ng)]ﬁm—l
)

/51+ 285+ n—1) B,

00‘1 %t 81 H n—t

avec o4 oo+ Bt ... Boa=m; st < Bit 284+ ..+ (m —1) B,
ce terme est égal A o(1);si o, B, + 28, +...+ (m —1) B4, ce terme est
un polynome par rapport aux deux variables ¢ et Loge de degré
Z oy + oy m; en définitive 2" = S, (v, Loge) + o(1); S, étant un poly-
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nome a deux variables de degré m, le terme prépondérant de S, (¢, Logy),
lorsque ¢ est infini est ¢

Done

nt I n+1—k_
Za'k<LogE_> + we=S(¢,Loge) + o (1),

S polynome a deux variables de degré n 41, le terme prépondérant
de S(v, Logy) est n—il ¢ donc

exp|[S (v, Logy]

B(u) ~ l' ?
[2me29” (0)*
mais
I n
029" () ~ 1 (Log 5) ~ et
1 ___ JEE—
[2me2¢" (o) P ~ Vamp ¢? = exp [;f Loge + Log\/2 np]a
donc
B(u) ~exp[W (v, Loge)] =exp|W (Logu, Log Logu)]
et
A(x) = —NI—K ~ exp[W (Log Log «, Log Log Log z) ]|,
NAZx

avec W polynome & deux variables de degré n 4 1, terme prépondérant

de W, (Log Logz, Log Log Logz) pour z infini : - i - (Log Logaz)™".

Le théoréme 1.2.3 donne

v(x) ~ Fxgx (Log Log )" exp[W (Log Logx, Log Log Logx) |

=z exp[V(LogLoga, Log Log Logz)].

DEMONSTRATION DE LA DEUXIEME PARTIE.

1.3.2.5. Théoréme taubérien d’Hardy et Luttlewood (*). — Soit L(x)

une fonction positive continue pour > o qui vérifie pour chaque A >1:

. L(ix)
1 — =
ao L(@) — 1
s1

-+ o
f($) :f e'F (t) dt converge pour s réel > oavecF (¢) > o
0

(*) Notes on the theory of series XI. On Tauberien theorems [Proc. London math. Soc.,
(2), 30, 1929, p. 23].
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et si

1 1 ..
f(s)~ 5 L <}> lorsque s— o par valeurs posilives avec 7 > o,
on a, lorsque & — o0 :

x xr

1.3.2.6. Démonsiration du 2°. — Par hypothese

I I
S, e = loe s o)
PEE
donc

E—I_No"e},p? ve’"<£ * si §—>0
(NA‘)X+1 = (NP)“"H S
A

par valeurs positives.

Posons v(e") = «(u), on a

_I__ — +me~(x+l)ud l() — (s + I) /A_Fwe_‘m a(u) du
2 (NA) “fo =t J, e
A —
Nf+me—slza_(_u_) duN(rea1<l>p"
o et =] s )

383

nous prenons <=, L(z) = fonction Cte = ge", F(u) = O%ZL), le théo-

réme donne

Ta(u) s
du ~ = g €a,,
[ 7z TO+m?

mais
x Logx
L T . " do (1)
EN_ f 'zd”“)—fo 2
Az _ _
Logx Lovr
:a(Lobx)+f a(uu)du:v(x) +f a(u)d
x A ¢ x R
et
' x I v(z) I
”(T)NIJ*@Z NA® —x—_0< m>7
NAZx : NA~Zx
donc
Lo"'ca(u) ge
f1—o(1)} ZNA—_[ po du:{I—FO(l)}I‘([—_‘_M(Lng)P',
N
U gen o .
Z NT—A ~ F——————-(l+ IJ.) (LO,.).Z')P-,
NAZwe

de 1a on déduit

8 o et
¢ I'(1+ @) (Loor) (Log
Ann. Ee. Norm. (3), LXXXIII. — Fasc.

§¢ x (Loga) ',

“Tw

v(z) ~

x)v

49
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D,-semi-groupes.

1.3.3. DiriniTION. — R étant un entier supérieur ou égal & zéro, nous
appelons D,-semi-groupe un semi-groupe normé (E) tel que, pour ®Rs > o :

/ n—+1 / n
(H) di(s) _—:Z (_NTI)‘_H = a,(s) klog ;) + a,(s) (]og 5) “+...+a,(s)log f —+ niq (8),
PEE

avec les fonctions a;(s) holomorphes pour Rs>>o, réelles pour s réel,
et a,(0) > o.

(L’existence est démontrée dans le chapitre 3 de la 2¢ partie.)

1.3.4. TatorEME TAUBERIEN. — Soit F un sous-ensemble d’'un semi-
groupe normé et v(x) le nombre des éléments de F de norme au plus égale a x.
St lon a pour Rs >1 :

q .
2 ZT;T)'C :20/(-9) <|013Si I>q ' (g=1).
A€F j=0

avec les fonctions a;(s) holomorphes pour Rs>>1 et a,(1) 3% o, alors on a,
pour z infint :

« (Log Log x)7—!

V() ~ g ay(1)

)
Logx

(Transposition, dans un cas particulier, du théoréme b des Annales.)

1.3.5. Cororraire. — Un D,-semi-groupe est un A, -semi-groupe pour
lequel p. = (n + 1) a,(0).

Démonstration. — 1° D’aprés le théoréeme précédent, le nombre des
éléments de E, de norme au plus égale & z, est équivalent, pour z infini, a

x (Log Logz)”
(n 4+ 1) a, (0) —(——]:’30—5@&,

donc (E) est un A,-semi-groupe.

20 Lorsque s — o,
a;(s) = a;(0) + s|a;(0) + o(1)].

Lorsque s - o avec Rs > o :
1\ 1\*
a;(s) (log ;> =a; (0) <log }> —+ o(1),
done

(s) = ay (o) ( log ! " + a4 (0) log1 "+. ..+ a, (o) log ! ~+ @psq (0) + 0(1).
Y s s s
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1.3.6. DeriniTioNn. — Un ensemble d’éléments premiers E qui vérifie
Ihypothése H est, d’aprés le corollaire précédent, de degré n; nous dirons
que E est un H-ensemble d’éléments premiers de degré n.

D-semi~groupes,

1.3.7. DerinitioNn. — 12 Nous dirons que le semi-groupe normé (E)
est un D-semi-groupe si 'on a, pour Rs >1 :

1 u(s)
2 (NAY — (s—n)’
)

AE(E

avec [ > o, u(s) holomorphe et u(s) # o pour Rs >>1.

20 Nous dirons que ’ensemble d’éléments premiers E est réguliersi 'on a
pour Rs >1 :

1 I
2 (N—P)s_“logs—l - a(s),

PEE

avec (> o0, a(s) holomorphe pour Rs>>1 (définition de H. Delange).
Si p. > o, E est un H-ensemble de degré zéro et de densité .

1.3.8. Tutortme. — Pour que le semi-groupe normé (E) soit un D-semi-
groupe, il faut et il suffit que 'ensemble E soit régulier et de densité strictement
positive. Puisqu’un ensemble régulier de densité strictement positive est
un H-ensemble de degré zéro, un D-semi-groupe est un D,-semi-groupe.

Démonstration. — La condition nécessaire est une transposition de la
démonstration de la page 27 (2-2) des Annales et la condition suffisante
est immédiate d’apreés le corollaire 1.1.7 :

1 Q I
; —(NA)‘ =g () exp [ZP‘ (NP)S]

wlog —ral) g(s) el u(s)
IR DN Gl bl

=g(s)e pour Rs>1,

g(s) holomorphe et g(s) # o pour Rs > é, donc u(s) holomorphe et u(s) = o
pour Rs >>1.
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS
DANS LES A,-SEMI-GROUPES.

CHAPITRE 1.

EQUIREPARTITION ASYMPTOTIQUE
DANS CERTAINES PARTITIONS D UN A,-SEMI-GROUPE.

Apreés avoir défini les partitions @, on caractérise les éléments d’une
classe d’une telle partition; la technique utilisée est la représentation d’un
grgupe abélien fini par I'une de ses bases.

On considére ensuite une partition < d’un A,-semi-groupe et ’on suppose
que, pour chaque classe, I’ensemble des éléments premiers qui appar-
tiennent a cette classe posséde un degré. On montre alors que, dans ces
conditions, les nombres des éléments du semi-groupe, de norme au plus
égale a x, respectivement contenus dans deux classes différentes, sont
équivalents lorsque 2 tend vers I'infini; on dit qu’il y a équirépartition
asymptotique des éléments du semi-groupe entre les classes.

2.1.1. Dérinition. — Une partition € d’un semi-groupe (E) est une
partition qui posséde les propriétés suivantes :

1°© Le nombre des classes est fini et strictement supérieur a 1.

Il est défini dans I’ensemble des classes une loi de composition qui
donne a cet ensemble une structure de groupe abélien fini. Cette loi sera
notée multiplicativement.

20 La multiplication des classes est compatible avec celle des éléments
de (E).

32 Quelle que soit la classe considérée, I’ensemble des éléments premiers
qui appartiennent & cette classe n’est pas vide.

2.1.2. Base pu crouPE. — D’apreés la théorie des groupes abéliens finis,
on sait qu’ll existe des classes By, B., ..., B, telles que chaque classe
s’exprime d’une maniére et d’une seule sous la forme

B%.B%, ..., B%
avec
oLy < hy, 0L oy < hy, e o a,<h,,

hi(>1) étant Pordre du groupe cyclique engendré par B..



ETUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS. 387
On dit que By, B,, ..., B, forme une base du groupe; nous poserons

]
B (o, ayy oovy o) =B, . B,

*

Q... 2. (A) est le nombre des facteurs (distincts ou non) qui appartiennent
a B(ay, @y, ..., %,) dans la décomposition de A en facteurs premiers.
Lorsque A sera fixé, nous écrirons pour simplifier : Q,,, .

2.1.3. Tutorime. — Pour que A appartienne a la classe B (a4, a., ..., a),
il faut et il suffit que .

(I) zaigax...a,—manE ai(mOdhi),

_
Z o, 24, a0, = @y (mod hy,),

Les 2 sont étendus a tous les o; avec o= a;< h;.

Nous désignerons par (1I') le systéme homogéne associé a (1) :

Ay=ay=—...= ;= 0.
Démonstration. — En effet, A étant fixé, la classe de A est
b )
I I iy Y Na; Q.. Mo, Qo
(]391;1 . B%")ng...uu: [IBOP QM,,,,," . Bi"g“l"'“n: B;al Qy.‘...(ln .. Bi/dal, wesn B%O& ) toetin

gy ooy Ky
oLo; < h;
1LiZLn

Remarquons que les Q, , (A) sont des entiers >0, s’ils sont tous nuls
nous conviendrons que A = e.

Si ay=a:=...=a,= o la classe correspondante est la classe unité
du groupe appelée classe principale.

2.1.4. Erupe pu systime (I). — Les Q,, . sont les inconnues, les
@i, @s, ..., a, sont connus. L’inconnue Q, . , . dans laquelle o;=g;
figure dans la i équation avec le coeflicient 1 et ne figure pas expli-
citement dans les autres; nous dirons que c’est une inconnue principale.
Il y a n inconnues principales (t = 1, 2, ..., n); les autres inconnues sont
les inconnues non principales.

Nous pouvons donner des valeurs entiéres arbitraires aux inconnues
non principales et chacune des équations nous donnera les valeurs de
I'inconnue principale correspondante.

Les solutions de (1) peuvent é&tre définies modulo le p. p. ¢. multiple m

de hi, hs, ..., hyy leur nombre est alors fini. Toutes les solutions de (I)
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définies mod m peuvent s’obtenir en ajoutant une solution particuliére
de (I) définie mod m a toutes les solutions de (I") définies mod m. Le nombre
des solutions de (I) définies mod m est égal au nombre des solutions de (I')
définies mod m et ce nombre ne dépend pas des a;; nous allons d’ailleurs
Pévaluer.

Soit h = hyhs...h, le nombre des classes.

Il y a n inconnues principales, donc A — n non principales.

On peut donner a chaque inconnue non principale m valeurs dis-
tinctes (mod m), ce qui fait m"™ possibilités.

Les inconnues non principales étant fixées, la " équation détermine
Pinconnue principale correspondante (mod h;), cette inconnue prend donc

P . m
une seule valeur définie mod h;, c’est-a-dire ;- valeurs (mod m).
i

Le nombre des solutions de (I) définies mod m est donc

m__m m o
S K R m= e
2.1.5. ConstrUCTION DES PARTITIONS 7 DE (E). — Soit hy, ..., h, des
entiers > 1. Construisons une partition de E en h = h,h,...h, ensembles
non vides, soit E(a,, oy, ..., &) (0==a;< h;) P'un d’eux.
Q,. ., (A) est le nombre des facteurs (distinets ou non) qui appartiennent
a E(ay, %y, ..., 2,) dans la décomposition, en facteurs premiers, de I’élé-

ment A de (E).

L’ensemble des A de (E) dont les Q(A) correspondants sont des solutions
de (I) constitue la classe B(ay, a., ..., a,); on vérifie que E(ay. a., ..., a,)
est contenu dans B(a,, a,, ..., a.).

Chaque A de (E) appartient a une classe et une seule; en effet si A est
connu, les (A) sont connus, les premiers membres de (I) sont connus,
donc les a et la classe sont connus; il y a bien partition de (E).

En désignant par v, (a) le nombre tel que

nn(e) =a (modh), 0 Z () < h,

la lo1 de composition du groupe est définie par

B(ay, tsy ooy @) B(dy, &y ooy @) =Bl (), ooy i, (4 @) |
Il en résulte qu’en posant B,=B(a,, ..., a,, ..., a,) avec a;=06;;, on a
B (2, 2ay ooy 2,) = B3 L B,

Montrons que la loi de composition du groupe est compatible avec la
multiplication des éléments de (E) :

AeB(ay, ..., @) = (1)2 42 a4, (A) =« (mod A;).

NeB(d,...,w,) = Ea‘ﬂa,ma” (A= ¢ (mod A;)
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d’ou
N[ L, (A) + o, AV [ = a})  (modhy,

Eaiﬂaiman (A A=y, (@ + ) (mod 4;),

ce quil montre que

AN eBlmy, (4 dy), -y i, (an+ ) [ =B (@, ooy an) By, -0y wy).
2.1.6. SIMPLIFICATIONS DES NOTATIONS. — Les h=h,...h, classes
sont désignées par Co, Ci, ..., Cq; C, est la classe principale.

Q;(A) est le nombre des facteurs (distincts ou non) qui appartiennent
a C; dans la décomposition de A en facteurs premiers.
E; est ’ensemble des éléments premiers qui appartiennent a C,.

2.1.7. Tutorime . — Soit une partition € d’un A,-semi-groupe (E).
St, quelle que soit la classe de la partition, Uensemble des éléments premiers
qui appartiennent a cette classe posséde un degré, il y a équirépartition asympto-
tique des éléments de (E) entre les classes; cest-d-dire que les nombres des
éléments, de norme au plus égale a x, respectivement contenus dans les classes,
sont équivalents lorsque x tend vers Uinfint.

Démonstration. — Pour que A appartienne a C;, il faut et il suffit que
les Q(A) correspondants soient solution de (I). Pour ¢ fixé, les seconds
membres de (I) sont connus et dépendent de ¢; chaque solution de (I)
s’écrit alors avec les nouvelles notations :

Q, (A)=B,,; (modm),
QA)=[y,; (modm),

(1)
Qi1 (A) =B, (mod m)
. mh . mh . . . .
<'/ =1,2,..., W puisqu’il y a e solutions définies mod m quelle que soit Cl).

A deux solutions différentes définies mod m de (I) correspondent deux
ensembles disjoints de A.

St v(z) désigne le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale
a z, le nombre des éléments de C; de norme au plus égale a z correspondant

a la solution (II) est équivalent pour # infini a -

réeme 1.2.5.

Le nombre des A de (E), de norme au plus égale & x, qui appartiennent
a C; est donc équivalent a

’('j) d’aprés le théo-

v(z) m" __ v(x)
mhh Tk
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CHAPITRE 2.

ELEMENTS DE LA CLASSE PRINCIPALE,
INDECOMPOSABLES EN PRODUITS D ELEMENTS DE CETTE CLASSE,
DANS CERTAINES PARTITIONS ‘¢ D’UN A,-SEMI-GROUPE.

La classe principale d’une partition € d’un A,-semi-groupe forme elle-
méme un semi-groupe. Il existe dans ce semi-groupe, en plus des éléments
premiers, des éléments non premiers qui sont indécomposables dans ce
semi-groupe; c’est-a-dire qui ne sont pas le produit de deux éléments de
ce semi-groupe (tous deux différents de 1’élément unité). Le théo-
réeme II(2.2.5), qui est le théoréme principal de ce chapitre, donne un
équivalent, pour x infini, du nombre des éléments précédents, de norme
au plus égale a z; les hypothéses sont les mémes que celles faites dans le
théoréme I d’équirépartition asymptotique.

En cours d’étude il s’est introduit un entier ¢ lié & un groupe abélien
fini, ¢ est égal a 'ordre du groupe dans le cas ou le groupe est cyclique.
Dans le cas ou le groupe n’est pas cyclique, pour obtenir un minorant de ¢,
nous avons établi une relation d’inégalité dans les groupes abéliens finis
(théoreme 2.2.11).

Signalons aussi une application a Parithmétique : le théoreme 2.2.9.

2.2.1. ReEcHERCHE DES ELEMENTS DE C, INDECOMPOSABLES DANS C,. —
La classe principale C, est stable pour la multiplication; elle forme un
semi-groupe. Il existe des éléments de C, différents de e et non premiers
qui ne sont pas le produit de deux éléments de C, différents de e; soit E,
Pensemble de ces éléments. L’ensemble des éléments de C,, indécompo-
sables dans C,, se compose de e, de E, et de ’ensemble E, des éléments
premiers de C,.

Reprenons les notations simplifiées du paragraphe 2.1.6, les classes
sont désignées par Co, Ci, ..., Cimy et les Q(A) correspondants par
Qo, Qi, ey Qh-i-

S1 un élément A de C, est divisible par un élément A" de C, avec A’ A
et A'><“e, on a

QANZQA),  QA)ZA), ..., R (A) =2 (A),
ANZA, AZe
il existe donc une solution Q'=(Q,, ..., Q, ) de (I') différente de la
solution nulle et de la solution Q(A)=[Q,(A), ..., Q, ((A)] telle que

(I) Q/oégzo(A)v BERE] Q}L—iégh—1(A);
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réciproquement, s’1l existe une solution de (I') qui satisfait a la condi-
tion (1), qui est différente de la solution triviale zéro et différente de Q(A),
I’élément A’ obtenu en faisant le produit de €, facteurs premiers pris
parmi les ,(A) facteurs premiers de A qui appartiennent a GC,, ...,
de Q, , facteurs premiers pris parmi les Q, ,(A) facteurs premiers de A
qui appartiennent a C,_,, est différent de A et de e et divise A.

2.2.2. RELATION D’ORDRE NON TOTALE DANS LES soLUTIONS DE (I'). —
Soit deux solutions de (I') :

Q= (R, ), Q= (Q, Q)

Q2Q  (Q inférieure & Q) & Q) ZQ,, Q.

’ .
h-122

Une solution est positive si elle est supérieure a la solution triviale;
strictement positive si elle est positive et différente de zéro. Nous dirons
qu’une solution est minimale si elle est strictement positive et s’il n’existe
pas de solution strictement positive qui lui soit strictement inférieure
(c’est-a-dire inférieure et différente).

2.2.3. LEmme. — Pour qu’un élément A de C, appartienne a K, il faut
et tl suffit que Q,(A)=o0 et que la solution Q= (o, Q,, ..., Q, ) de (I')
assocté a A sott une solutton minimale de (1').

Démonstration. — Sil’on remarque qu’un élément de E| n’a aucun facteur
. premier appartenant & E,, donc que Q,(A)=o, le lemme est la consé-
quence 1mmeédiate de la conclusion du 2.2.1 et de la définition 2.2.2.

2.2.4. Prorosition. — Il existe des solutions minimales de (1)
avec Q,=o0. Le nombre des solutions minimales de (1') est fint.
St m; est Uordre du groupe cyclique engendré par C;, la solution
N . .
(0, Qyy ooy Q0 Q) avec Q;= m;o; est mintmale car le produit
de m; facteurs premiers appartenant a C; appartient & C, et le produit de
moins de m; facteurs r’appartient pas a C,.

Pour que la solution de (I') :

h
i i . _m
(R4, 24y vy i), Q;=5;, (modm), 0L Biy<<m, | P

_/I, ]
sott minimale il est nécessaire et non suffisant que
Q=0 si By = o; Q=0 ou Qi=m st Biy=o;
il en résulte que le nombre des solutions minimales est fini.
2.2.5. Tutorime Il. — Soit C, la classe principale d’une partition <

d’un A.-semi-groupe (E); 7 (x) et 1, (x) respectivement le nombre des éléments
non premiers de C, et le nombre des éléments de C, (premiers ou non), de norme
Ann. Ec. Norm. (3), LXXXIIL — Fasc. 4. 50
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au plus égale a x, indécomposables en un produit de deux éléments de C,
(tous deux différents de U'élément unité).

St, quelle que sout la classe de la partition, Uensemble des éléments premuiers
qui appartiennent & cette classe posséde un degré.
1° On a, pour z infini :
x(Log Log.x) T
7 (J') ~ I __(__T__‘l_l__
Logx
avec K constante strictement positive, T réel supérieur ou égal a 2. (St les
degrés des ensembles d’éléments premiers contenus dans les classes autres
que C, sont entiers, T est entier.)

20 En désignant, pour x infini, par

1 4 < 7
[ 0(1)|po oo Log Logx)",
g

le nombre des éléments premiers de C, de norme au plus égale & z, on a,
pour z infint :

2 (Log Log.ar)T! R
T“(J,’)N]\——(——h—¥— st T—1>r,;

Log.r

(Cect a lieu, en particulier, st tous les ensembles d’éléments premiers contenus
dans les classes sont de méme degré.)

. . 2 (Log Log.r) T R
fll(vU)N(l\ _‘L““)——L()g—‘l)—. St lf—l_ll,,

x (Log Log.e)re .
0y () ~ L (‘—"_) si T—1<r,.

Logx

St les ensembles d’éléments premiers conlenus dans les classes autres

m

que C, sont de méme degré q, t = est un entier supérieur ou égal a 2

41
qui ne dépend que du groupe de composition des classes.

Démonstration. — Le nombre des A de norme au plus égale a & qui
appartiennent & K| est égal a la somme des nombres des A, de norme au
plus égale a x, qui correspondent & chaque solution minimale de (I') pour
laquelle Q,= o.

Soit Qy= o0, Qy, ..., Q,_, une telle solution, d’aprés le théoréme 1.2.6
le nombre des A, de norme au plus égale & z, qui correspondent a cette
solution est équivalent a

Q Q ,
P \™ Pt N7t (4= 0) = (e 1) &
7’y 7 -1 Q!

fr—i -

pa

e (LO‘O" LOL‘}.L‘) P D A (P D) Qg 1

Log.xe
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Soit T le maximum de (r,4+1)Q+...4 (ria+1)Q,, lorsque
Q= (o0, Q, ..., Q) décrit ’ensemble des solutions minimales de (I’)
avec Q,= o0 et

! N i\ Paa \ 1
K=T < Z s )
ARt Fhy 41 Q... !
Qo Qi
(0, Q4 ..o Qpy) est solution minimale de (I7)
(1) QoA (s + 1) Qg =T
On a
~x (Log Logx) ™!
() o K Z OB LORE)
og.r
T > max (r,+1)m>9 (i=1,2, ..., h—1).
Siry, rs, ..., r, sont entiers, T est entier.
b b b b .

Le nombre des éléments de K, est prépondérant devant celui des éléments
de E, si et seulement si T —1>r,.

Si ry=ro=...="F, = q,
T=max (g +1) (i+...+ Q)= (g+1)¢ avec == max (;+ Q,+...+ Q)),

t est un entier 2 qui ne dépend que du groupe de composition des classes.
Siryp=ri=ry...=ry, T —1>r, puisque T>2 (ro41) >r,4 1.

Propriétés du nombre 1.

2.2.6. Lemme. — St le nombre des diviseurs premiers d’un élément A
est supérieur au nombre h des classes, A est divisible par un élément de la
classe principale différent de e et de A.

Sout

A=P,Py...P avec k> h,

P, P., ..., Py étant tous les diviseurs premiers de A distircts ou non.
Sott les diviseurs de A, différents de A et différents entre eux :

D, =P, D,=0PPy, ..., Dy,—=DPP,...P,
St deux de ces diviseurs appartiennent & la méme classe, A est divisible
par un élément de la classe principale différent de e et de A.
.. . Dby ..
En effet : D;|D; si 1 <, D, est un diviseur de A et

Clusse de ]_)1 __ Classe de D,

=y —— G
D, Clusse de D; Y
st classe de D;= classe de D,.
St tous ces diviseurs appartiennent & des classes différentes, il y en a

au moins un qui appartient d la classe principale putsque leur nombre
k — 1> h nombre des classes.
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Par ailleurs nous avons vu que les solutions (o, Q, ..., Q; ..., Q)
avec Q;= m;s;; sont minimales (proposition 2.2.4). On sait que le
maximum de m; est le plus petit commun multiple m de hy, hs, ..., h,.
t = max (Q,4...4 Q) pris sur les solutions minimales (0, Q,, ..., Q)

de (I'), donc
m=th.
2.2.7. TutoriMeE. — Pour que t = h il faut et il suffit que le groupe
des classes soit cyclique.

Démonstration. — St le groupe est cyclique, m=h=1=h.

Réciproquement supposons que ¢ = h, il existe un élément A de E|
dont la décomposition contient A facteurs premiers, soit P, et P, deux
de ces facteurs premiers et Py, P, ..., P, ensemble de tous les diviseurs
premiers de A; Ci, Cs, ..., G, les classes correspondantes. Les classes :
Ci,, C,C,, C,C.Cy, ..., C,C.C,...Chy sont h—1 classes différentes deux
a deux et différentes de C, d’apres le raisonnement fait plus haut; elles
représentent donc toutes les classes du groupe différentes de C,. L’une
de ces classes est égale a C., cette classe n’est pas C,C,...C; car alors
on aurait C,C,C,...C,= Cy; donc C,= C,. Deux diviseurs premiers
quelconques de A appartiennent a la méme classe : C,= Cy=...= (,.

Les classes du groupe sont : Co, C,, Ci, ..., C/'; le groupe est cyclique.

De plus nous voyons que les solutions minimales : (o, Q,, ..., Q;, ..., Q; )
pour lesquelles Q4+ ...+ Q, ,=t=h=m, Q,= o, sont de la forme
Q= ha;;, C; étant une classe d’ordre h, ¢’est-a-dire une classe qui engendre
le groupe.

2.2.8. Détermination de K lorsque les ensembles d’éléments premaiers

contenus dans les classes autres que la principale sont de méme degré q et que
le groupe des classes est cyclique.

Le nombre des classes d’ordre h est ¢(h), chacune d’elles engendre le
groupe (9, indicatrice d’Euler). On peut supposer que ces classes qui

engendrent le groupe sont Cy, Gy, ..., C,; on a
: $ 2\t h N Y
K—T 2 Il, —:/L((]+1)LILI+IJ' - /"_luv(/n,
g+1i) h! ! (g =+ 1)t
12izo(h)

,_H{L+HL{L+"'+H$M)'
fry (/l—l)!((]—‘_l)/l—l,

T=~h(g+1).

Dans le cas particulier ol py=pu=...=p =, on a

o (h) pt

k= (h—1)1 (g 1)1

2.2.9. TutorimME. — St k=2, 4, p*, 2p* (p premier > 2); le nombre
des entiers naturels aw plus égaux a x, qui sont congrus d 1 (mod k) et qui
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ne sont pas le produit de deux nombres congrus d 1 (mod k) (tous deux diffé-
rents de 1) est équivalent, pour x infini d

¢lo(h)] x (Log Logz)?tk— on ' ouler
lo (F) [f0 ] (k) —1]! Logx (9, fonction d'Euler).
Démonstration. — E est I’ensemble des nombres premiers moins I’en-

semble des diviseurs premiers de k; < est la partition déterminée par les
classes réduites (mod k). Le nombre des classes est h= o(k);

MN=.. == q=o0, =

¢ (k)
Le groupe est cyclique si et seulement si k admet une racine primitive,
c’est-a-dire k=2, 4, p*, 2p*.

La derniére formule du 2.2.8 donne le résultat énoncé.

2.2.10. SOLUTION MINIMALE ATTACHEE A UNE BASE. — So0it une base
quelconque B, B., ..., B,; hi, ..., h, les ordres des éléments B,
B., ..., B,..

Soit A un élément obtenu en faisant le produit de s, — 1 facteurs premiers
appartenant a B,, h, — 1 facteurs premiers appartenant a B, ..., h,— 1 fac-
teurs premiers appartenant a B, et d’un facteur premier appartenant
aB/B....B,:

La classe de A est

Bla=1, Bl -1.B,y...B,=Bh. . . Bba=C,.

A appartenant 4 E;, montrons qu’il n’est divisible par aucun élément
de C, différent de e et de A ; en effet la classe d’un diviseur A’ de A différent
de e et de A est : '

soit
By, . .B% (0 L a;<Z h;— 1 avec I'un des a;77 0) ;

cette classe est différente de C,;
soit
By...B, = Co;
soit
B¥...B%.B,...B,= Bu+1!. . . B%+1 (1L a;+1Z h; avee 'un des oa;+ 152 &),

cette classe est différente de C,. _
La solution minimale [Q,= o, Q;(A), ..., Q,(A)] est déterminée par la
donnée de la base.

On a
QA+ .+ A)=ly+ o+ ..+ y—n+1;




396 P. REMOND.
il en résulte que
t>h+ly+...+ h,—n;
done
t>max[/ly—+ ly+. ..+ Iy, — 1]

lorsque [B4, B, ..., B,] décrit ’ensemble des bases.

2.2.11. Tutortme. — Soit G un groupe abélien fini et ty, t., ..., & ses
coeffictents de torsion (facteurs ingariants).

Quelle que soit la décomposition de G en un produit direct de n groupes
cycliques d’ordre hi, hs, ..., h, (autrement dit, quelle que soit la base By,
B., ..., B, de G, lordre du groupe cyclique engendré par B; étant h;), on a

bt o+ — I+ Dy o Ny — 1,

DE&MONSTRATION.

2.2.11.1. DérinitioN. — Une M-matrice est une (m, l) matrice réelle (a;;)
telle que a;;>~o0 quels que soient i et j; a;>>a; ;1 quels que soient ¢
et j=1, ..., l—1s1l>1.

Une M’-matrice est une M-matrice dans laquelle a;>~1 quels que
soient 7 et j.

Si A = (a;;), est une (m, l) matrice quelconque; on pose

O (A)Y = 1o+ o Uy~ Mooy e . s~ Ay Qg . oy

— somme des produits des ¢léments des colonnes de A.

2.2.11.2. Lemme. — St A est une M-matrice et B une matrice déduite
de A en effectuant des permutations sur les éléments des lignes, chaque permu-
tation portant sur les éléments d’une méme ligne, on a
0 (A) = 0(B).
Démonstration.

1° Remarquons que

oy > oty

B0,

—’11;314— 0525250(1 @2"1‘ 0‘251,

en effet
(ot — ay) (131'—62)50 - a161+a3ﬁ2éa1ﬁ2+0‘2[@1‘

20 Désignons par T; ;, Papplication qui, & la matrice A, fait corres-
pondre la matrice T; ; .(A) obtenue en transposant dans A I’élément a;,
avec I’élément a; ;. (j > 2).

Posons ®; ; ,=T; ; 4o...oTs ;1oT; ;, (produit de composition). Soit
les matrices

A1:(I),', j—1 (A), Ag: @t,j_.i_} (A1)’ ey A,,: @j’/’_p (Al’—’)‘
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Montrons que si A est une M matrice, on a

0(A)=0(A,),

0(A,) est obtenu en remplacant dans 0(A) :

(et ja s jq oo atty o) (hiy i isn e o gy joa) == (0 il i) (Oign s oo oy )
par
(ttajetaje e cttiy) (Digea, jmi s jote o Oy o) == (0 o bty g tly ) (Ciaa s e ).
Comme

Oy, joa s joq o N e s (g
et

Cigr, jot Cigen jore o (i A =g j iy joe Oy s
J ) : J

le 1° montre que 0(A)>0(A,).

La matrice obtenue en supprimant de A, les colonnes de rang supérieur
ou égal a j est une M-matrice, le raisonnement précédent montre que
O(A)>=0(A,); en définitive :

0(A) >0 (A) 2. 0 (A,).

30 La proposition est vraie pour une (m, [)M-matrice, supposons-la
vraie pour toutes les (m, k) M-matrices avec k=1—1 et démontrons
qu’elle est vraie pour une (m, [) M-matrice.

Soit A = (a;;) une (m, l) M-matrice et B = (a;,) une matrice obtenue
a partir de A par des permutations sur les éléments des lignes de A (chaque
permutation portant sur les éléments d’une méme ligne).

Soit

Ay == (ly,, (U == (1o,

g
(X My ==

m*

On peut toujours, en écrivant les lignes de B dans un ordre convenable,
et celles de A dans le méme ordre [ce qui ne change pas 0(A) et 0(B)],
supposer que

I e

Plus précisément soit

= ly=. . =k, > k= hjpa=. ..
k>0 > A'[/_f_‘ > A'i,,—rH e /.',‘/,71,%._.: - /.',-I‘, {,=m.

Posons
qfi/‘k: D0 (I)i,/;—H o...o, j—20© D, j—1 (k=j-—1).

Soit les matrices
Ci=W; 11, (A), Co=Wy sk, (Ch),s Cees Cpa=Wi s

oty (Cpa).
D’apres le 29, on a

0/(A) > 0(Cp) > 20 (Cpy).
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La (k.)* colonne de C,_; est identique & la premiére colonne de B.
Soit D la matrice obtenue en supprimant de C,_, la (k,)*" colonne et E la
matrice obtenue en supprimant de B la premiére colonne. D est une
(m, l — 1) M-matrice, E est déduite de D par permutation sur les éléments
des lignes (chaque permutation portant sur les éléments d’une méme ligne),

donc, par hypothése 0(D) > 0(E), d’ou

0(A) > 0(C,_1) = 0[(A,)""™e colonne de C,,_,] + 0 (D)
> 0 (1** colonne de B) + 0 (E) =0(B).

2.2.11.3. Lemmr. — Soit A une (m, l) M'-matrice, R le produit de ses
éléments. Quelle que soit la décomposition de R = h,h,...h, en un produit
de n facteurs possédant les propriétés suivantes :

19 Chaque facteur h; est le produit d’éléments de A.

20 Deux élémenis de A contenus dans h; n’appartiennent pas d la méme

ligne de A.

30 Les n ensembles formés par les éléments de A respectivement contenus
dans hy, hs, ..., h, réalisent une partition dans l’ensemble des éléments de A.
) ’ ? p

On a
0(AY — I y+To+. oo+ Jyy— .

Démonstration. — Considérons la (m, ml)matrice A, obtenue en bordant A
a droite par des colonnes dont tous les éléments sont égaux a 1, A, est une
M’-matrice, donc une M-matrice. Soit B, une matrice obtenue a partir
de A, par des permutations sur les éléments des lignes (chaque permutation
portant sur les éléments d’'une méme ligne), soit n le nombre des colonnes
de B, contenant des images qui sont des éléments de A et hi, hs, ..., hy
les produits respectifs des éléments de ces colonnes, on a

R=7/l...1,

et les h; répondent aux conditions de I’énoncé.

Réciproquement soit R =h,h,...h,, les h; répondant aux conditions
de I’énoncé, on a n<_ml.

Soit une (m, ml) matrice B, dont n des colonnes ji,js, ..., J, sont
formées de la maniére suivante : la colonne j, contient les éléments de A
appartenant au produit h;, chacun d’eux occupant la ligne dont le rang
est égal & celui de la ligne qu’il a dans A; les éléments de j, autres que
les précédents sont égaux & 1; les éléments des ml— n colonnes autres
que ji, J2, ..., Jo sont égaux a 1. Dans ces conditions, B, peut étre obtenue
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a partir de A, par des permutations sur les éléments des lignes (chaque
permutation portant sur les éléments d’une méme ligne).

D’apres le lemme précédent :
0 (A) =0(By),

soit
O0(A) +ml—I>1y+ hy+...+ Iy~ ml—n,
soit
0OA) —I>ly+Io+...+Dy—n.
2.2.11.4. Démonstration du théoréme 2.2.11. — On peut obtenir les

coefficients de torsion de la maniére suivante (') :

On décompose les h; en facteurs premiers, soit

lli:]__l per,

pEE;

E; étant un ensemble fini de nombres premiers.

Soit A la M’-matrice définie, & Pordre des lignes pres, par les conditions
suilvantes :

1° Tous les nombres p™ (diviseurs élémentaires) provenant des décompo-
sitions en facteurs premiers de hy, hs, ..., h, sont des éléments de A,
chacun d’eux figure dans A le méme nombre de fois que dans ’ensemble
des décompositions en facteurs premiers de hy, h,, ..., h,; les éléments
de A, autres que les nombres précédents, sont égaux a 1.

20 Les éléments de chaque ligne de A différents de 1 sont les puissances
d’un méme nombre premier, les puissances de ce nombre premier figurent
dans une ligne et une seule.

30 Il existe au moins une ligne A dont tous les éléments sont différents
de 1; 1l n’existe aucune ligne de A dont tous les éléments sont égaux a 1.

Alors, t; est le produit des éléments de la j*° colonne de A. Soit v
le nombre des éléments de A égaux a 1, R le produit de tous les éléments
de A (R est 'ordre du groupe G), on peut écrire

R="Ilyhs...lylpiq.. Jopey, avec lpa—=lhpo—=... =l y=1;

les h; répondent aux conditions du lemme 2.2.11.3; d’ou
OA) — I+ Do+ oo+ T+ v — (n+v),
soit
bty g — Iy Ny . h,— 1.

(*) Voir, par exemple, BourBaki, XIV, Livre II, p. 99.
Ann. Ec. Norm. (3), LXXXIII. — Fasc. 4. 51
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2.2.12. Cororratre. — Si le groupe des classes n’est pas cyclique, on a

b+t ..+ —1<<t<<h.

Démonstration. — Conséquence immédiate des paragraphes 2.2.7,2.2.10
et du théoréeme précédent.

Remarque. — Quel que soit le groupe, on a

Lt — <<t = .

Si le groupe est cyelique, 1l existe un seul coefficient de torsion ¢, = h, d’ou

h—1<<tZh, on retrouve = /.

CHAPITRE 3.

FACTORISATION DANS LA CLASSE PRINCIPALE
DE CERTAINES PARTITIONS ‘¢ D'UN A,-SEMI-GROUPE.

Les éléments indécomposables dans la classe principale G, d’une parti-
tion @ d’un A,-semi-groupe, dont nous avons donné, sous les hypotheses
du théoreme d’équirépartition asymptotique, une évaluation dans le
chapitre précédent, forment un systéme de générateurs de C,. Cette classe
est un semi-groupe a factorisation non unique. Le but de ce chapitre est
d’obtenir une évaluation asymptotique de la valeur moyenne du nombre
de factorisations d’un élément de C,, cette valeur moyenne étant prise
sur I’ensemble des éléments de C, de norme au plus égale a x. Rappelons,
en le précisant, ce qui a été dit dans I'introduction : en se placant dans les
hypothéses du théoréeme d’équirépartition asymptotique, on obtient
seulement un équivalent du logarithme de cette valeur moyenne; mais si
Ion suppose que (E) est un D,-semi-groupe et que, pour chaque classe
de la partition, 'ensemble des éléments premiers qui appartiennent a
cette classe est un H-ensemble, alors on obtient un équivalent de cette
valeur moyenne.

Par ailleurs signalons les paragraphes 2.3.4 et 2.3.5 qui établissent
Iexistence des D,-semi-groupes; celle des A)-semi-groupes en découle;
Pexistence des A,-semi-groupes (r réel >>o0) ne pose pas de probleme
sérieux. Les paragraphes 2.3.4 et 2.3.5 montrent également comment
les D,-semi-groupes se sont introduits naturellement en cours d’étude.

2.3.1. ELEMENTS INDECOMPOSABLES D UN SOUS-SEMI-GROUPE S D’UN
Si-semi-croupE (E). — Nous supposons que S est différent du sous-semi-

groupe réduit a I’élément e et que e appartient a S (on I’ajoutera si cela est
nécessaire).
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B appartenant & S est indécomposable dans S si

= B; ou By—e.

Soit @ le minimum de la norme des éléments de S différents de e; a existe
puisque le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale & x est
fini, de plus a >1.

Si B est un élément de norme a, B’ est indécomposable; sinon on aurait

B'=1B,B,, d’on NB) < a.

L’ensemble des éléments indécomposables de S comprend donc des
éléments différents de e, nous désignerons par F I’ensemble de ces éléments
et par Q ’élément générique de cet ensemble. Tout élément B de S, al’excep-
tion de e, peut se mettre sous la forme

B=0Q%...Q (Q;€F, a; entier >.1);

en effet, si B est indécomposable il est bien de la forme indiquée; si
B=B1B‘_),

NB, < N”E, NB, < ]%}, a>r;

dans le produit B,B, on remplace s’il y a lieu chaque facteur décomposable
par sa décomposition, on recommence cette opération pour le produit
ainsi obtenu...; aprés un nombre fim1 de ces opérations on obtient la forme
indiquée car, s’1l en était autrement, il existerait dans S des éléments de
norme arbitairement petite.

S n’est pas en général a factorisation unique.

2.3.2. Semi-crouprE NoRME (F’) associ& A S. — Soit un semi-groupe (F')
tel que cardinal de F = cardinal de F’, établissons une bijection de F sur F’
qui, & Q appartenant a F, fait correspondre P appartenant a F’, normons (F’)
en prenant NP = NQ. (F’) est dit associé a S.

2.3.3. Lemme. — Si 9U(B) désigne le nombre de factorisations d’un élé-
ment B appartenant & S en éléments indécomposables de S, le nombre des
éléments du semi-groupe normé (F') associé a S, de norme au plus égale a z,

est égal a
E 9 (B).

BES
NB=x

Démonstration. — Nous prendrons conventionnellement 91 (e) =1.
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Considérons I'application f de (F’) sur S définie par

e (') — eeS [¢/, élément neutre de (F')]
A=Px . Pue(F) —» B=0Q%. . .QueS,

P; et Q; désignant deux éléments correspondants dans la bijection du 2.3.2;
donc NQ;= NP; et NB = NA.
5’1l existe A< A tel que f(A’)=B, on a

(2) B=Q2Q,x. . ()% en posant A/==P % . D%,
et (2) est une deuxiéme décomposition de B en produits d’éléments de F;
réciproquement, étant donné deux décompositions différentes de B en
produit d’éléments de F, il existe deux A différents tels que f(A)=B.

L’image réciproque de B par f est un ensemble de I9U(B) éléments
de (F’) qui ont méme norme que B; d’ou le théoréme.

2.3.4. Lemme. — Soit une partition € d'un A,-semi-groupe (E).

10 St, quelle que soit la classe de la partition, Uensemble des éléments
premiers qui appartiennent a cette classe posséde un degré, le semi-groupe
normé (F') associé a la classe principale est un A,-semi-groupe.

29 Dans le cas particulier ow (E) est un D,-semi-groupe, si, quelle que

soit la classe de la partition, U'ensemble des éléments premiers qui appar-
ttennent a cette classe est un H-ensemble, (F’) est un D,,-semi-groupe.

Démonstration.
1° Ici F est la réunion de E, et E.

Puisqu’il existe une bijection conservant la norme de F’ sur F, le nombre
des éléments de I’ de norme au plus égale a x est égal a celui de F. En se
reportant au 2.2.5 (théoreme II), on voit que ce nombre est 7,(x) —1
(— 1 provient de I’élément neutre), d’ou la proposition énoncée.

20 Soit Eg 0, 0, . 'ensemble des éléments de E, qui correspond a la

st

solution minimale (o, Q,, ..., Q,_,, posons
1 1 n;p+1
2 (—NW = ‘P'i(s)__aoi(s) (\]Og;)
PEE;
—+ a1, (S) <]og %) l—i—. Qi (S) pour Rs>o.
Les notations sont les mémes que dans le chapitre 2 de la deuxiéme

partie, E; est ’ensemble des éléments premiers qui appartiennent a C;;
a;;(s) holomorphe pour Rs>>o, réelle pour s réel, p;= (n;+ 1)a(o).
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On a
AN __r Z _r
end (NQ)S+1 (NA)V\'H
Q€E 0, 0, Q;\(E)E: 0
) Q,0)=Q,

Qe (N =y

-

Ooyag. gy (8) [ Ya () [Free [ bns () ]*1s (pour Rs>o),

N 1
avec ¢4 4, 4, (s) holomorphe pour Rs>>o0 et VL?lizg...Ll;._l(S):m!

d’aprés le lemme 1.1.9.

qzi(s)“i est un polynome en logi dont les coeflicients sont des fonctions
holomorphes de s pour Rs o, réelles pour s réel; il en est de méme de
chaque terme du 2 et du Z; dans le Z le coefficient du terme de
plus fort degré est la fonction

00y (8) [etor () [F et (8) [P ]t i (5) ]2

1

- [(lm (S) JQ' l [ (S) jﬂ' .. I,“U,/‘*l (S) —lg"""‘ m;v

pour s = o, cette fonction prend la valeur

P\ e (e I .
-1 (nhﬁ—l—[ Q1 ., 0

est un H-ensemble.

donec Eo

Q. Qpy

Puisqu’il existe une bijection conservant la norme de F’ sur la réunion
des Eq, o, , et de E,, F’ est un H-ensemble d’éléments premiers (tous les

weesfi—1

ensembles qui composent la réunion sont disjoints).

2.3.5. ExistenceE pES D,-semi-croupres. — On sait que les ensembles
réguliers de densité strictement positive existent, ces ensembles sont des
H-ensembles de degré zéro. Si chaque ensemble E; est un H-ensemble
d’éléments premiers de degré zéro et si le groupe des classes est cyclique,
F’ est un H-ensemble de degré h —1.

2.3.6. Tarortme III. — Soit C, la classe principale d’une partition ¢
d’un A,-semi-groupe (E). Tout élément B de C, est factorisable en éléments
de C, indécomposables dans C,. Nous désignerons par IU(B) le nombre de
factorisations de B et par M (z) la valeur moyenne de la fonction B —> 9t(B),
prise sur les éléments de C, de norme au plus égale a x.
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19 Si, quelle que soit la classe de la partition, Uensemble des éléments
premiers qui appartiennent & cette classe posséde un degré, on a, lorsque x
tend vers Uinfint :

K )
M (z) = expg [1-+o0(1)} T (Log Log )T %
20 Dans le cas particulier ot (E) est un D,-semi-groupe, st, quelle que sotit
la classe de la partition, Uensemble des élémenis premiers qui appartiennent
a celle classe est un H-ensemble, on a, lorsque x tend vers Uinfint :

N () ~exp| V (Log Log.x, Log Log Log.x) |,

V éant un polynome 4 deur variables, le terme prépondérant de
V(Log Logz, Log Log Logx), pour x infini, est

K
T (Log Logx)™.

De plus, n, étant le degré de Uensemble déléments premiers contenus

dans C, :

st T>n,: degrédeV=T.

(Cect a lieu, en particulier, st tous les ensembles d’éléments premiers contenus
dans les classes sont de méme degré.)

siT<<ny: TZdegrédeN Zn,.

Démonstration.

1© 51 T —1>r,, le résultat est une conséquence immeédiate du théo-
reme 1.2.3; ce théoréme ne permet pas de conclure si T —1<<r;la
démonstration suivante s’applique dans tous les cas.

Soit v(z) le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale a x
et v,(z) le nombre des éléments de (F’) de norme au plus égale a z.

Soit G la réunion des ensembles disjoints E,, E,, ..., E,,; E est la
réunion des ensembles disjoints E, et G.

1
= 1

Utilisons la fonction h(z) = exp [(Logw) <'A"¥L"1~“W’J qui vérifie

V ..I_N ' L_ = o N ! — o \Y ,_,l._ 1
Do~ 2 ax = s Y gr = (s XNy ) oW

Ny e L NA T Az

T h(a) T hix)

pour tout JA.-semi-groupe, de plus Log Logh(z) ~ Log Logz.

On a
- N \
N b Z NN N 2 Lt
= NA, ; NI )T NA = Z NA, NB Y
A€ (E) B &€ (6) AE(E) Ao €(E, 4 G)
N NB’ 2 NA Ao \ :

. @
NA e o

o ()



ETUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS, 405

bl
d’ou
~ ] S 1 N ! ~
o(1) + Log 3 + Log 2.4 —— ~ Log — = Log + Log
() & 2 NAL iy = log ¥ (= log Y M” hI
A E(E) B €6 AE(R A\OE(F\ B’ €(G)
NA, = NI NAa N A e NB

Si r' est le maximum des degrés ry, r,,

Log ¥
]

B et
B

ey l"/,,| de E], Eg, c e ey E/L_| :

/
VT . (Log Log.e)” 1+ o(1)]

d’apres le théoreme 1.2.3, done

~ 1 ! , ) .
Log 2‘ NI /"{+ - [LogLog i (e) "+ 14+ 0(1)] = ,/l_+; | Log Log.e | '[14-0o(1) ],
B €(G)
NB’ =~ /i (%)
d’ou
1 ~ 1 i1 i )
Log 2 Ny Log L Ny T ,—t_—l (Log Logae)™ ' 1 4-0(1)].
A€ (E) Ay € (Ka) '
NAZw NAg v

Puisqu’il existe une bijection conservant la norme de F’ sur la réunion
de E, et de E,, on a donc, d’aprés le raisonnement précédent :

N I\ ,
Log > N 0g E A \ T (LogLozxe)T|t4-0(1)].
A e(F) N E (hu)
NA e JAAVEES

Le nombre des éléments de la classe principale de norme au plus égale
a x est équivalent a —— ( z) d’aprés le théoréeme [ d’équirépartition asympto-
tique; d’ou

M () ~ N —L-)— ~ K, (Log Log.z) T
v (x)
" — . .
Log M () =  o(1) +- (T —1— r) Log Log Log.x + Log Z Ny Log E NA
e AS(E)
NN = NA—<a

Kk )
;: (Log Loga)T[1+ o(1)]

o(1)+ (T —1—r) Log Log Log .z +

1
P oo Low a1 |
T (Log Log.x) [14-0(1),
mais '
T=max|(r+ D& 4. cd (1 1) Q|20 (1) > 1 4-

(le maximum est pris sur les solutions minimales),
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donc
Logn (z) = {l‘ (Log Logx)™ [ 101 )l

1

20 D’apres le théoreme 1.3.2 :
vi (&) = xexp|V, (Log Logx, Log Log Logx) |

v (&) =z exp[V, (Log Loga, Log Log Loga)|;

donc
M /.)_/“"W') sp|V (Log Log.z, Log Log Logz)].
M (x) = 5 (@) —exp|V (Log Loga, Log Log Lo i
., E;_i, on a

, iy étant les degrés de E,, K, .
N )
T (Log Log.u)™,

Ny, Ny,
T st T — 1> ny, terme prépondérant
. o K+
dt‘gl‘é de V,= . 1 st T —1=un,, » » ——1—" (Log LO‘* )7,
-+ 1 st T —1<<ny, » » o (Log Loga)!;
! Hy—+1
7 .
‘ (Log Log.z) "+ sin>o,
degré de Vo= 1 —+ 1, lerme prépondérant = ¢ 7t + 1
((IJ.—-—I) Log Loga sl n=o et pFEI,

(saufl dans le cas o n—=o0 el p=1)
sin=o0 et p.=1, Vo= Cte

ey Iy ) 3

Si T — 1> n,,
T —1>n=max (n,, ..
degré de V=T, terme prépondérant 3 (Log Logz)".

b. Si T—1=ny>n"=max(ny ..., Ri1),

.
n="T —1, P o

degré de V=T, terme preponderant (Log Logz)".

Si T—1<Cng, n=ng, b=,
degré VZng+1;
le terme prépondérant est encore

mais, d’aprés la premiere partie,

K
1 (Log Loga)"; done
T < degré V= n,-1.

L’ensemble des termes de degré n,+ 1 dans V, et V. est
o (Log Logax — n, Log Log Loga)+! (voir 1.2.3.4),
Ty -1 ’
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donc
T Zdegré de V= ny;
si T = n,,
degré de V=T;
si T < n,,

T = degré de V= n,.

Le fait que le terme prépondérant de V est encore ,—IIE(Log Logz)" peut

étre montré sans utiliser la premiére partie en remontant a la détermi-
nation des polynomes V, et V..

CHAPITRE 4.

APPLICATIONS AUX IDEAUX
DANS LES CORPS DE NOMBRES ALG]:]BRIQUES.

Les théorémes établis dans ce travail s’appliquent & certains ensembles
d’idéaux dans les corps de nombres algébriques, on retrouve ainsi des
propriétés connues et I’on en obtient de nouvelles; en particulier les théo-
rémes II et III donnent des résultats nouveaux.

2.4.1. Norarions. — E est 'ensemble des idéaux premiers de ’anneau
des entiers du corps K(0) (idéaux du corps par abus de langage). (E) est
Pensemble des idéaux privé de l'idéal zéro.

2.4.2. Tutorime. — L’ensemble des idéaux d’un corps de nombres
algébriques (privé de Uidéal zéro) est un D-semi-groupe.

; . . . I P

Démonstration. — On sait que la fonction 2 (NAYF définie pour Rs > 1
Ae®

. est prolongeable analytiquement dans tout le plan par la fonction i(s)

de Dedekind.

19 (i (s) est méromorphe avec le seul pole simple s=1 et le résidu Ah;
20 {i(s) n’admet pas de zéro pour Rs>>1; donc pour Rs >1 :

1
2 AT
A€m®

u(s)
s

Py— avec u (s) holomorphe et u (s) # o pour Rs > 1.

On a u(1) =Arh. (E) est un D-semi-groupe avec |n= 1.

2.4.3. CororraIre (Résultats connus).

1° Le nombre des idéaux d’un corps de nombres algébriques, de norme
au plus égale a x, est équivalent, pour x infini, d

Mz,
Ann. Ec. Norm. (3), LXXXIIL — Fasc, 4. 52
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20 (*) Le nombre des idéaux premiers d’un corps de nombres algébriques,
de norme au plus égale a xz, est équivalent, pour x infint, d

x
Logx

Démonstration. — Conséquence des paragraphes 1.3.8 et 1.3.2 :

u(1) =2h=g(1) e = gem.

2.4.4. LLES RELATIONS D'EQUIVALENCE ENTRE IDEAUX, MOD UN IDEAL,
pE Lanpau (%).

2.4.4.1. Définition des relations d’équivalence. — Pour ces définitions,
nous renverrons le lecteur a l’article de Landau. Rappelons toutefois les
trois points suivants :

1% Toutes ces relations sont définies dans I’ensemble des idéaux premiers
avec un idéal donné F, c’est-a-dire dans le semi-groupe (E*), E* étant la
différence entre I’ensemble E des idéaux premiers du corps et I’ensemble
des idéaux premiers qui divisent F.

20 Landau distingue trois sortes d’équivalence : sens strict, sens large,
sens le plus large.

30 I’équivalence au sens ordinaire est identique a 1’équivalence mod
q
I’'idéal unité au sens le plus Iarge.

2.4.4.2. Propriétés algébriques des relations d’équivalence de Landau.

1° Si le nombre des classes est strictement supérieur a 1, ces classes
(sens strict, sens large ou sens le plus large) déterminent une partition &
de (E*).

20 Chaque classe (mod F) sens large est la réunion d’un méme nombre
de classes (mod F) sens strict; chaque classe (mod F) sens le plus large
est la réunion d’un méme nombre de classes (mod F) sens large.

2.4.4.3. Propriétés analytiques des relations de Landau. — Soit .,
Yy -5 Ynoa les caractéres du groupe abélien des classes, 7, caractére
principal;

si A n’appartient pas a (E*) on pose y;(A)=o;
si A appartient & (E*) on pose y,;(A) =1y, (classe de A).

() Landau, 1903.
(*) LaNpAvU, Math. Z., 1918, p. 52-154.



ETUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS. 409

A chaque caractére 7, correspond une fonction {;(s) telle que pour Rs>1,
on ait

v i (A
)((1/\1(1\))‘ — C/ (,g)’

A€(E)
avec :

a. s j7£ o, (;(s) fonction entiére et {;(s) 20 pour Rs>>1;
b. s1 j = o,
w(s)

§—1

Lo (s) = )
avec u(s) fonction entiére et u(s)2o0 pour Rs>>1. Des propriétés
précédentes on déduit le théoréme :

2.4.5. Tutorime. — Quelle que soit la classe de la partition déterminée
par une relation déquivalence (mod F) de Landau (sens strict, sens large,
sens le plus large et en particulier sens ordinaire), Uensemble des idéaux
premiers qui appartiennent @ cette classe est un ensemble régulier de densité
strictement positive. Le semi-groupe (E*) des idéaux premiers avec F est un
D-semi-groupe. Si le nombre des classes est strictement supérieur & 1, ces
classes déterminent une partition @ de ce semi-groupe; de plus, les ensembles
réguliers d’idéaux premiers contenus dans les classes ont méme densité.

(Transposition de la démonstration des Annales, p. 38, 39 et 4o.)

2.4.6. ConstQuences. — L’équirépartition asymptotique des idéaux
entre les classes d’équivalence (mod I') de Landau est donc un cas parti-
culier du théoréme I. ‘

Les théorémes II et III donnent des résultats nouveaux. Afin d’éviter
des longueurs, citons seulement ces résultats dans le cas des classes au
sens ordinaire, c’est-a-dire au sens le plus large de Landau (mod I'1déal
unité).

2.4.7. CoroLLAIRE. — Dans un corps de nombres algébriques dans lequel
Uanneau des entiers n’est pas principal (nombre des classes d’idéaux stric-
tement supérieur & 1), le nombre d’idéaux principauz, de norme au plus
égale a x, qui sont indécomposables en un produit de deux idéaux principauz
(tous deuz différents de Uidéal unité) est équivalent, pour z infint, d

K% (Log Loga)—"
Loga !
K et t dépendent du corps, t est un entier strictement supérieur & 1.

Tout idéal principal B est factorisable de 9((B) manuéres différentes en
un produit d’idéaux principaux indécomposables (en produit d’idéaux prin-



410 P. REMOND.

cipauz). La valeur moyenne de la fonction B — 9U(B), prise sur Uensemble
des idéaux principaux de norme au plus égale a z, est équivalente, pour x
infint, d

exp[V (Log Loga, Log Log Logx) |;

V étant un polynome d deux variables de degré t, le terme prépondérant de
V(Log Logz, Log Log Logx), pour x infint, est

K
p (Log Log)’,
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