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SUR LES ISOMORPHISMES
DE CERTAINES ALGEBRES DE VON NEUMANN

Par M. Micuer. BROISE.

INTRODUCTION.

Soient & une algébre de von Neumann dans un espace de Hilbert ¢,
¢ une trace normale fidéle semi-finie sur A* et L,(¢) I'ensemble des opé-
rateurs mesurables (cf. [5] ou [7]) affiliés & @ de puissance p"™* sommable
par rapport a ¢.

De méme, on définit B, K, & et L,({).

S1 L désigne un ensemble d’opérateurs mesurables affiliés & A, on
note L* I’ensemble des éléments de L. qui sont positifs.

Une trace ¢ normale fidéle semi-finie sur A" définit canoniquement
une forme linéaire sur L,(9). Nous notons encore ¢ cette forme linéaire
sur L,(p); ainsi ¢ sera une application de @A*UL,(¢) dans R,uG
(C, ensemble des nombres complexes et R, =[o, a]).

Rappelons alors que le produit fort z,y - x-y défini dans [5] ou [7]
applique L.(9) X L.(9) dans L,(9), que ¢(z-y) est réel pour tous z et
y hermitiens €L, (¢9), que ¢(z-y) est positif pour tous z et y€L](9) et
que lapplication z,y - ¢(x-y*) de L.(p)XL.(¢) dans G est une forme
sesquilinéaire hermitienne sur L, (9) qui fait de L,(¢) un espace de Hilbert.

Nous allons étudier les applications linéaires et bijectives U de 'espace
de Hilbert L.(¢) dans l’espace de Hilbert L.({) qui sont isométriques
[c’est-a-dire telles que o(z-2*)={¢(U(x).(U(x))*) pour tout xz€L, ()]
et qui satisfont a la condition U(Lj(¢))CLj({) [ce qui entraine
U(z*)=(U(z))* pour tout € L, (¢)].

Nous obtiendrons principalement le théoréeme 1 et ses différents corol-
laires, dont voici I’énoncé dans le cas ou & ou @ est facteur.
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92 M. BROISE.

TutortMe 1. — On suppose que & ou G est facteur. Alors il existe un
isomorphisme ou un anti-isomorphisme ® de A sur G et un scalaire A positif

tels que
U(z)=21.®(x) pour tout xeAnl,(9).

Cororratre 1. — On suppose que A= B, que 9 =1 et que AL est un
facteur fini. Alors il existe un automorphisme ou un anti-automorphisme ®

de A tel que
U(z)=® (x) pour tout xe@

[Rappelons que, dans ce cas, on a A CL,(9).]

CoroLLAIRE 2. — On suppose que A =@, que ¢ =1 et que A est un
facteur discret. [ est isomorphe a £(H), ou H est un espace de Hilbert
bien choisi.] Alors il existe un automorphisme ou un anti-automorphisme ®

de A tel que
U(z)=®(x) pour tout x€L,(9).

[Rappelons que, dans ce cas, on a L,(¢)CA.]

RemarQUE 1. — Dans L,(¢) soit m un sous-espace vectoriel engendré
par Uensemble w* de ses éléments positifs. On suppose que Uadhérence de m*
dans Uespace de Hilbert L., () est L (o).

Soit U’ une application linéaire de w dans L, (o) satisfaisant aux condi-
tions sutvantes :

1° (U’ (2)-(U'(2)*)=o(x-2*) pour tout x€m;

20 U’(m) est dense dans L, ({);

3o U'(m*)cLi(y).

=]

Alors U’ se prolonge par continuité en une application linéaire bijective et

isométrique U de L, (¢) dans L, ({). De plus, il est clair que U (L} (9)) C L ({).

En particulier, si ’on prend par exemple pour m I'idéal bilatére m, de &
des opérateurs a traces relativement a ¢, la remarque 1 permet de donner
au théoréme 1 et a ses différents corollaires une forme différente ne faisant
intervenir que des opérateurs de @ et 3. Par exemple, dans le cas des
facteurs, on a :

TatoriME 1 bis. — On suppose que A ou B3 est un facteur.

Soit U’ une application linéaire de w, dans 03 satisfarsant aux conditions
sutvantes :
10 (U (z)- (U (2)*) = ¢(z-2*) pour tout zE€m;

1
2= (¢(a-a*))’ contient my;

20 L’adhérence de U’ (m,) pour la norme a — || a|
3o U’'(m;) c B+,
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Alors 1l existe un tsomorphisme ou un anti-isomorphisme ® de @ sur & et
un scalaire positif A tel que

U'(z)=21.®(z) pour tout xe&m,.

NoTATIONS ET RAPPELS DIVERS. — Solent z et y des opérateurs (linéaires)
dans un espace de Hilbert ¢ a domaine dense. On note @, et @, leurs
domaines.

On dit que y prolonge z et 'on note zSy, lorsque M, C @, et lorsque
z(E)=1y(&) pour tout &€ ®,.

yox désigne 'opérateur, défini sur 'ensemble des £€ ®, pour lesquels
2(5)€®,, tel que (yoa)(F) =y (w(Z).

Si yex a un prolongement linéaire fermé on note y-x le produit fort,
c’est-a-dire le plus petit prolongement linéaire fermé de yoz.

(Notons que si 'opérateur 2 est borné et a pour domaine ¢ et si 'opé-
rateur y est fermé, on a y-x =yoz; cf. [6], p. 297.)

x + y désigne I'opérateur défini sur M, N @, par

(+y) @) =2(E)+y©E).

Si 4y a un prolongement linéaire fermé, on désigne par z + y la
somme forte, c¢’est-a-dire le plus petit prolongement linéaire fermé de z 4 y.

Siz a un prolongement linéaire fermé ; on note z* 'opérateur adjoint. z* est
un opérateur fermé a domaine dense satisfaisant a (x (&), &)= (Ei, * (£,))
pour tous £, €D, et £, ED.,..

Un opérateur z est dit auto-adjoint lorsque = = z*.

L’ensemble des opérateurs mesurables affiliés & @ (resp. 03) forme une
algébre involutive (cf. [5] ou [7]) avec la somme forte, le produit fort et
Pinvolution z — z*. Nous noterons A (resp. 8) cette algébre.

Rappelons que les opérateurs de A (resp. ) sont fermés affiliés & @
(resp @), & domaine fortement dense au sens de ([b], Déf. 1.1) ou de
([7], Déf. 2.1), et que @ (resp. 33) est une sous-algébre involutive de
A (resp. B).

Soit z un élément de A (resp. B), on notera S, le plus petit projecteur p
de & (resp. @3) tel que p-z-p =x. '

Si z =2x,+4 iz, est la décomposition de z en parties hermitiennes, on
a S,=8,VS,, ou S, VS, désigne le projecteur (hermitien) sur le
sous-espace vectoriel fermé engendré par les sous-espaces S, (€) et S, (C).

m, , désigne I'idéal bilatére restreint de AU engendré par les projecteurs
de m, (I'idéal des opérateurs a trace relativement a ¢). Soit z un élément
de m,,, on a S;€m, .. Réciproquement, si €A et s1 S,€m, , on a
xz€m, , (cf. [3]). Notons aussi que si p, et p, sont deux projecteurs de m, .,
alors p, V p» est un projecteur de m, ..
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m,.“ désigne Padhérence uniforme de I'idéal m, . de @, c’est une
C*-algebre.

n, désigne I'idéal A NL,(¢) de A.

n, muni de la forme sesquilinéaire hermitienne a, b > ¢(a-b*) est une
algébre hilbertienne achevée.

Nous noterons U (u;) [resp. ¥V (un,)] I'algébre de von Neumann associée
4 gauche (resp. & droite) a 1’algébre hilbertienne n, et a — 2, (resp. a — p.)
I'isomorphisme (resp. 'anti-isomorphisme) de I’algébre de von Neumann
@ dans U (ng) [resp. V(ng)].

On a introduit les idéaux bilatéres mg, m, o, m,* et w, de &, on définit
de méme les idéaux biatéres my, m, 4, m, " et wy de 3.

On appelle homomorphisme de Jordan d’une G*-algébre A dans une
autre B une application linéaire ® de A dans B telle que

®(2*)=(P(x))* pour tout = appartenant & A et telle que
®(2°)=(®(z))* pour tout x hermitien appartenant a A.

Si ® est de plus une application bijective, on dira que ® est un iso-
morphisme de Jordan de A sur B (ou un automorphisme de Jordan
lorsque A = B). L’application ®~* de B sur A est alors un isomorphisme

de Jordan.

Remarque. — Les homomorphismes de Jordan ont été étudiés dans [8],
ou ils sont appelés C*-homomorphismes.

Lemme 1. — Sotent a et b des éléments de A et soit x un élément de L., (9).
On suppose que a tend ultrafortement vers b (par exemple que a tend fortement
vers b et que || a|| reste majoré par une constante).

(1) a-x tend vers b-x dans Despace de Hulbert L, (9);

(ii) Si @ et b sont hermitiens z-a tend vers z-b dans L, ().

Démonstration.

(i) Soit a - A, l'isomorphisme de @ dans l’algébre de von Neumann
U (n,) associée a gauche a I’algébre hilbertienne u..

L’isomorphisme a — 2, est ultrafortement continu (cf. [1], chap. I, . 4.3).
Donc %, tend ultrafortement vers A, Par suite, pour tout z€ L, (),
. (x) tend vers A,(z) dans L. (9); c’est-a-dire a-z tend vers b-z dans L. (¢);

(11) D’apres (1), a-z* tend vers b-z* dans L,(¢). D’autre part, les opé-
rateurs a et b sont hermitiens et Papplication - 2* de L.(¢) dans L.(¢)
est continue, donc z-a = (a-2*)* tend vers z-b dans L, (o).

Lemme 2. — Soient z, et x. deux opérateurs positifs appartenant a L, (o)
tels que z,-x,=o0. Alors on a U(z,):-U(z,) =o.

Démonstration. — Les opérateurs z, et z, étant positifs, nous avons
Y (U (1) -U(®))=¢ (21 22) = 0.
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D’apres ([5], théor. 2 (i) et théor. 6), on a
(U(z)) eLi(d) et U(xl).(U(xg)):TeL%(LP).
Il en résulte, d’apres ([5], lemme 3.1, (1)),
(U @))F U - (U(a))?)
= (U (@) (U (@) - (U(@))*) = (U(2))- U (@) =o.
Mais on a
(U(@)* U () (U(2)* =((U @) (U (@2))2) - (U ()7 (U (a))7).
D’aprés ([5], théor. 6, (i1), b), il vient alors
(U (@) (U (2)) =o.

D’ou
U(z)-U(z)=o.

Cororraire 1. — On a U(L;(9))=L;({) et Vapplication U™ de L. (1)
dans L, () satisfait aux mémes hypothéses que U.

Démonstration. — Soit y un élément de L} ({). Il existe &€ L, (¢) tel que

*

U(z) =y. En remplacant au besoin z par ZFZ i1 est clair qu’on peut

supposer £ hermitien. Soit z, + x, la décomposition de z en partie positive
et en partie négative, on a z, et — 2. €L;(9), avec z,-x.,=o0. D’apres
le lemme 2, il vient U(z,):U(z,)=0. Amsi U(z,) + U(z.) ne peut
étre positif que si U(x,)=o0. Donc
UL (9)=L3($)-
Le reste est alors évident.
CoroLrare 2. — Sotent p et p, deux projecteurs appartenant d L.(9)
(donc a m, ) :
(1) On suppose que p,-p = p-pi. Alors
Up)-U(p)=U(p)-U(ps);
(11) On suppose que p-p.+p = p:. Alors
U (p1)=Suy-U(p1) - Sup:-
Démonstration.
(1) Posons .
T=P P, 2=P — ¢ et @G=pi—

Comme p,-p=p-pi, les opérateurs ¢, ¢ et ¢g; sont trois projecteurs
orthogonaux appartenant a L, (o).
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On a donc, d’aprés le lemme 2,

U(g:)-U(g:)=U(g:)-U(q:)=U(g:)-U(gs)=o.
I1 en résulte
Up)-U(p))=U(qi+q2)-U(qi+ g:) =U(q1) - U(qn).

Par suite,
U(p)-U(p))=U(ps)-U(p).

(i) L’hypothése p-p,-p = p peut s’écrire p,=p.
Donc on a

0=U(p)=U(p).
Il en résulte

U (p1) =Su(p - U(p1)-Sugp)-

CororraIrRE 3. — Sotent p un projecteur de L,(¢) et x un opérateur
de L. (9).
(1) On suppose que z-p = p-z. Alors
U(z)-U(p)=U(p)-U(z).

(i) On suppose que p-x-p = z. Alors
U (@) =Sy - U(2)- Sy

Démonstration. — 11 est clair que I’hypothése p-x:-p=a entraine
z:p=p-z. (1) (resp. ii) : L’hypothése p-x=uz-p (resp. p-z-p=n=2)
entraine p-z*=2z*-p (resp. p-z*-p=2*). On peut donc, sans perte de
généralité, supposer = hermitien.

D’aprés la décomposition spectrale de z, il est clair que z est la limite
dans ’espace de Hilbert L.(¢) d’une suite d’éléments (2,),en de L.(9),
tels que pour tout n€N, z, soit une combinaison linéaire finie de projec-
teurs p,; appartenant a L.(p) et satisfaisant & pn ;*p=p:ps: (resp.
P*Pui*P = Pn,i)-

D’aprés le corollaire 2, on a

U(2,)-U(p)=U(p)-U(x,) (resp.Syp U (2a): Supm=U(2,)).

Comme l’application bilinéaire a, b —>a-b de LQ(QJ)XL;(M dans L, ({)
[resp. de L,(¢) X B dans L.(}) et de B X L,({) dans L,({)] est continue,

par passage a la limite, 1l vient
U(z)-U(p)=U(p)-U(x) (resp. Sy -U(x)-Sy;,=U(x)).
CororraIrRE 4. — Sotent z, et x, deux éléments positifs de La(9).

On suppose que z, et x, ont méme support (i.e. S, =S,).
Alors les images par U de z, et de x> ont méme support (1. e. Sy .y =Sy .,)-
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En particulier, st x est un élément positif de L.(9) et st S, appartient
a . g, alors on a Sy, = Sys,.

Démonsiration. — L’isomorphisme a-—>%, de @ dans Dalgébre de
von Neumann <l(n;) associée a gauche a I’algébre hilbertienne u, se
prolonge aux opérateurs mesurables (¢f. [5], théor. 1).

Par suite, 1 hypothése S, =S, est équivalente a
{t€ls(e) [z E=0}={[E€la(g)[2:-E=0].
Mais tout £€L,(¢) peut se mettre sous la forme £=|%|-u, ou
|E1=(-5) eLi (o)
et ol u est un opérateur partiellement isométrique de A.
Aussi pour que

(t€lo(9) |2 -E=o0)={E€Li(¢) |2:-E=0],

Il

il faut et il suffit que !
(Eeli(e)jzi-E=o)={teLli(9) |2 -E=0].
D’apres le lemme 2, il en résulte

(U@ eLi(9)|U(2) - UE)=0j={UE)eLi(})|U(z) -U(E)=o0].

D’apres le corollaire 1 du lemme 2, il vient

(neli () |U () -n=of={neli(¢d)|U(z) -n=0].
Comme précédemment, il en résulte
{nela(§)|U(x) - n=0}={nely(})|U(z) -n=0

et, par suite,
Sv )= Svay-

Lemme 3. — Il existe un homomorphisme de Jordan ®' de w, " dans 03
tel que :

1 U(z)=U(p) - ®'(2) = ®'(2)- U(p) pour tout xz€m, , et pour tout
projecteur pE€m, . tel que S,—_p (c’est-a-dire x=p-z-p);

20 ®'(p)= Sy, pour tout projecteur p € m, .

Démonstration. — Soient ¢ un nombre strictement positif, £ un élément
de m, , et p un projecteur de m, , satisfaisant & z=p-z-p.

Soit @ (z, p) ’élément de @3 défini par

®: (@, p)=(.1+U(p))~" Sy - U ().
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’ ’ o ep . . . [4
L’opérateur U(p) de L,(}) est positif, et 'application ¢ — — de R.
dans R est positive et majorée par 1; donc

®: (p, p)=(c.1+U(p))~"-U(p)

est un opérateur positif de @ et 'on a 0 Z®; (p, p) Z L.

On a z=p-x-p, donc d’apres le corollaire 3 du lemme 2, les opérateurs
U(z) et U(p) [et, par suite, ®;(p, p)] commutent entre eux.
Soit @ un élément positif de m, , tel que S,=p. D’une part, on a
o= al.p, done
0 £} (a, p) Z||al| ¥ (p, p) < a1

d’autre part, pour a et p fixés, I'application ¢ — ®;(a, p) de R, dans @
est décroissante, donc les opérateurs @ (a, p) ont une limite forte dans @3,
lorsque ¢ tend vers zéro. Notons ®”(a, p) cette limite. On a
@ (a, p) | <[]l

L’opérateur z est une combinaison linéaire d’opérateurs positifs appar-
tenant a4 m, , et ayant leur support majoré par p; aussi on définit par
linéarité ®”(z, p) comme la limite forte de ®; (x, p) lorsque ¢ tend vers zéro.

Comme p€m, , on a p-&-pCm, .. Il est clair alors que l'application
x> ®"(z, p) de p-@-p dans B est linéaire, continue et positive.

Soit p, un projecteur de A satisfaisant a S,=~ p, =~ p. Montrons que
O (z, p)) =" (x, p).
Par linéarité, sans perte de généralité, il est clair qu’il suffit de montrer que

@' (a, pi)=®d"(a, p) pourtout a€m, ,

tel que a>o0 et S, p,<p.
En fait, on montrera que

®; (a, py) — ®; (a, p)=o0 pour tout & >o.

En effet, U étant une application positive, on a
Su () Z S ) < Su p)-
Par suite, on a
O (a, p)) =@ (@, p) = (. 14+ U (p1))™ - Suppy=—(c. 14+ U (p))~" - Syp) - U(a)
=((e.I4+U(p))'—(c.I4+U(p))")-U(a).
Les opérateurs U(p), U(p,) et U(a) sont positifs et commutent entre
eux [corollaire 3, (ii) du lemme 2]; donc

®: (a, p1) =@ (a, p)=(c.14+U(p)) - (.14 U (p))~- (U(p)—U(py))-U(a).
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Enfin la condition S.=Zp,=p entraine (p — p:):-a=0 et p— pi>o0;
d’aprés le lemme 2, 1l en résulte U(p — p;)-U(a) =o0. On a done

®; (a, p1)=D: (a, p).

Pour tout z appartenant a m, ,, notons ®”(z) l'opérateur ®"(z, S.).
Montrons que Papplication z — ®"(z) de m, , dans @ est linéaire.

En effet, soient z, et z» deux éléments de m, , et soit p le projecteur
S.VS,;onapem, donc

Q' (214 23, p) = D" (24, p) + D" (22, p).

Enfin 1l est clair que ®” est une application continue et positive.
Soit p un projecteur de m, .. Montrons que ®"(p) = Sy,.

En effet, la fonction f.(t) = T
intervalle [a, ] («>0); et f.(0)=o0. Donc ®:(p, p)=F-(U(p)) tend
fortement vers Sy ,; donec ®”(p)= Sy,

Des derniéres propriétés de 'application ®”, il résulte que ®” se prolonge
par continuité en une application linéaire, continue et positive de m, "
dans @3. Notons @' cette application.

tend vers 1 uniformément dans tout

u

Comme m, “ est la G*-algébre engendrée par les projecteurs de m, .,
Papplication @’ est un homomorphisme de Jordan de m, * dans @&.

En effet, la relation ®'(z*)=(®'(z))* pour tout z€m,," est clair.
D’autre part, I'application z —2* de m,.* dans m,.* est continue pour
la norme, donc pour montrer que ®'(z*)=(P’(x))* pour tout z hermitien
appartenant a m,“, il suffit de montrer que pour tout entier n, pour toute
famille (p;),;., de projecteurs orthogonaux de m, , et pour toute
famille (%;),_;_, de nombres réels, on a

Y aa ¥ (pip)= N, ana; ((p)-¥(p))),

1£1,j£n 1£8,j<n

mais pour 1%, ®'(p)+ ' (p;)=® (p:+ p;) est un projecteur, donc
comme 1l est bien connu ®'(p;)-®'(p;)= o, par suite on a bien I’égalité
précédente et ® est un homomorphisme de Jordan.

Montrons enfin qu’on a

U(z)=U(p) 0" (2)='(x)-U(p),

pour tout z€m, , et pour tout projecteur p de m, , tel que

Sz p.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 2. 13



100 ) M. BROISE.
En effet, supposons x hermitien; d’aprés le lemme 1, on a
U(p)-@"(z)="Ul(p) '(ﬁmeiooﬂe @: (z, P)) = liﬂ:gfﬂs L, () (U (p) - @: (=, p))
=lim dans L, () (U (p) - (¢.1+ U(p))~" - U(2))
=lim dans L, () (%< (p, p) - U(2)) = (lim forte ®-(p, p))- U ()
=Sy U(2)=U(z).

De méme, on montrerait que
U(z)=®' (z)-U(p).

Par linéarité, il est clair que
U(z)=®"(x)-U(p)=U(p)-®'(x) pour tout x€m, .

LemMe 4. — Soit q un projecteur appartenant a w, 4. Alors il existe
une sutte de projecteurs de m, y deux & deux orthogonaux (q,),ex, telle que

2 gn=27q et Sy—1(g)EMr,o pour tout ne€N.
neN

En outre, st Uon pose p,= Sy, on a

In=®' (p,) et q:Z‘I)’(p,,).

neN

Démonstration. — L’application U™ de L,(¢) dans L,(9) satisfaisant
aux mémes propriétés que I'application U (corollaire 1 du lemme 2), on a

U-t(g)>0 et U-'(g)e€Ls(9).

Donc il existe un nombre positif A et un projecteur p,>£o appartenant
a @, tel que p,ZA.U"(q). Par suite, on a p; €L,(¢) et 0 ZU(p,) LA q.
Par hypothése, ¢ appartient a m, y, donc U(p,) et S;,, appartiennent
ausst & m, y et Pon a Sy,,=q.

Posons ¢, = Sy,,- On a, d’'une part ¢,=q, d’autre part S, €m, .; en

effet, compte tenu du corollaire 4 du lemme 2, il vient

St—1(g9= Su—1 (8¢ ) = Sv— U (p) = P1-

Soit (¢n),en une famille maximale de projecteurs orthogonaux non nuls
de ®# satisfaisant aux conditions g,=~q et Sy, €m, .. Cette famille
est dénombrable car la trace { est fidéle et g€L.({). On a an=q.

N neN
En effet, si le projecteur q—-an n’est pas nul, on pourrait construire
neN
comme précédemment un projecteur ¢’ non nul satisfaisant aux conditions

7<qg— N0 et Sumy€Em;

nem
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ainsi la famille (p,),en ne serait pas maximale. Enfin, d’aprés le lemme 3
et le corollaire 4 du lemme 2, on a

D' (Pr) = Su(p.) = Su(ss—1 4,1 = Suw—t(g.) = I’
donc
q = Z D' (pn).
neN
COROLLAIRE.

(1) Soit q un projecteur appartenant a 0. Alors il existe une famille de
projecteurs de w, o, deux & deux orthogonauzx (p;).c: telle que

g=X ¥ (p) et ¥ (p)em,y;

iel
(11) L’adhérence faible de ®'(m, ;) est 3.

Démonstration. — (1) est clair car tout projecteur de B est la somme
d’une famille de projecteurs orthogonaux appartenant a m, 4. Enfin, il
est clair que (1) = (ii).

LemMmE 5.

(1) Il existe deux projecteurs q, et q. appartenant au centre de Ualgébre
de von Neumann 3, tels que q,+ q. = 1 et tels que Vapplication x — ®'(z)-q,
(resp. > ®'(x)-q), de m, " dans B soit un homomorphisme (resp. un
anti-homomorphisme);

(11) Pour tout couple de projecteurs q. et q. satisfaisant a (i), pour tout x
appartenant & L, (9) et pour tout a appartenant d m, ", on a

q-P' (a) - U(x)=¢q,-U(a-z) [resp.q.- D' (a)-U(z)=¢q:-U(x:a)]
el
7-U(x) - D (a)=¢q,-U(x-a) [resp.q,-U(z) -® (a¢)=¢,-U(a-x)];

(111) Pour tout couple de projecteurs q, et q, satisfaisant & (1), il existe
un couple de projecteurs p, et p, dans le centre de U'algébre de von Neumann &,
tel que p.+ p.=1 et tel que, pour tout = appartenant a L. (¢), on ait

¢:-U(z)= U(pi-z) [resp. ¢.-U(x)=U (py-x)].
(iv) L’application ®" de m, " dans @ est ultrafaiblement continue et se
prolonge de maniére unique en un tsomorphisme de Jordan ® de & dans @3.
Démonstration.

(i) ®" est un homomorphisme de Jordan de la G*-algébre m, * dans @
(lemme 3). L’adhérence faible de ®’(m, ;) est @ [corollaire (ii) du lemme 4].
Donc le théoréme 3.3 de [7] entraine (i).
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(1) Erprliqua}nt le lemme 3 plusieurs fois, pour tout z€m, , et pour
tout a€m, ", il vient

q1- @’ (CL) -U (x) =G @' (0/) -’ (‘Z') -U (SL\/ Sn-n‘)
=q, P (a-2)-U(SV Ss.z)=¢q:.-U(a-x).
Comme m, , est dense dans L,(¢), la continuité de U entraine

q1-®(a)-U(x)=¢q,-U(a-x) pourtout a€m,,* et pourtout z€L,(9)

De méme, on montrerait les autres relations de (ii).

(1) D’apres le corollaire (i) du lemme 4, il existe une famille (pi,:)ier
[resp. (p2,;);es) de projecteurs deux i deux orthogonaux de m, ., telle que

=2 (p,,) [resp. qﬂ———E‘I"(P‘-w')]'

iel jEI
Posons p1=2p¢,i <resp. P2=ZP2,J'>'
i€l J€J
Pour montrer que ¢,-U(x)=U(p,-x), 1l suffit de vérifier que pour
tout z et y€L.(9), on a
$(q:-U(2) - U(y) =9 (U(pi-2)-U(y))  ou  $(q:-U(2) - U(r))=29(pi-2-y).

Mais z-y et U(z)-U(y) appartiennent a L,(¢) et L,(J), donc
(cf. [5], théor. 6, (iv)) les applications a —g¢(a-z-y) de & dans G et
a—>Y(a-U(z)-U(y)) de @ dans G sont ultrafaiblement continues. Il en
résulte

o(pix) =20 y) =24 U (pri-2)-U ()
iel iel
et

$(q:-U(@)-U () =X 4 (P (pr)- U(2)- U ().

iel
Ainsi 1l suffit de montrer que
®(ps,0)-U(z)=U(ps:- ).

Appliquons la partie (ii) de ce lemme, on a
Upri®2)=q:-U(pri-2) + ¢2-U(pri2) = - @ (p1,1) - U(2) + ¢2- U (@) - @ (po3) 5
oron a ¢;>>®(p, ), 1l en résulte

7P (pr) =P (p;) et @@ (p)=o,
d’ou
U(py,i-z)=q:1-®(p1,1) - U(z).

Ainsi
9:-U(x)=U(p,-z).
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On montrerait de méme que
7:-U(z)=U(z:ps)..

Maintenant comme ¢,:U(z)= U(z)-q,, 1l vient en utilisant le corol-
laire 1 du lemme 1,

pr-2=U""(g,-U(2)) = (U= ((¢:- U (2))"))*= (U= (U(2*) - ))*
=(U"(q:-U(2")))'= (U (U(p1-2")))' =z ps

et, de méme, z-p,= p,-x.
Donc p, et p, appartiennent au centre de ’algébre de von Neumann Q.
En outre, comme

z-(pr+p)=U"(U(2)- 1+ U(2)-¢) =U"(U(2))=2

pour tout z appartenant a m, ., il en résulte p,+ p.= L

(iv) Pour montrer que 'application ®’ est ultrafaiblement continue, il
suffit de montrer (cf [5], théor. 6 (iv)) que pout tout z appartenant a L, (),
la forme linéaire a - $(®(a)-z) sur m, " est ultrafaiblement continue, ou
encore puisque U est une application surjective et que L () - L, (¢) =L, (¢),
il suffit de montrer que, pour tout = et y appartenant a L,(¢), la forme
linéaire @ - 4 (®"(a)- U(z) - U(y)) sur m, *“ est ultrafaiblement continue.

Or on a

(D'(a)-U(x):ql-(D’(a)-U(x)+qg-fI)’(a)-U(x):q1~U(a-x)+qg~U(x-a)
=Upi-a-2)+U(pyrx-a)=U(p,-a-x+p:-x-a).

Il en résulte

$(@ (a) - U(z) - U(y))=¢(U(pr-a-z+ps-x-a)-U(y))
=9prra-z-y+prx-a-y)=9(a-(pr-z-y+p-y-x)).

Mais la forme linéaire a - ¢(a-(p,-x-y + p.-y-x)) est ultrafaiblement
continue, car p,-x-y -+ p.-y-x appartient a L,(9).

La boule unité de @ est faiblement compléte car elle est faiblement
compacte; d’autre part, tout point de € est faiblement adhérent a une
partie bornée de m, , (théoréeme de Kaplansky). Il en résulte que @ se
prolonge en une application linéaire ® ultrafaiblement continue de @
dans @. Il est clair alors que ® est un homomorphisme de Jordan ultra-
faiblement continu, donc I'image de @ par application ® est ultra-
faiblement fermée. Comme ®(m, ;)= ®'(m, ;) est ultrafaiblement dense
dans @3, ® est surjectif. ® est injectif, sinon il existerait un projecteur p
non nul appartenant a m, , tel que ®(p)=o0 ou ®'(p)=o0, ce qui est
impossible, car ®'(p)= Sy,. ,

Enfin ® est unique, car un isomorphisme de Jordan est ultrafaiblement
continu.
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TutorimME 1. — Soient A une algébre de von Neumann dans un espace
de Hilbert #, 9 une trace normale, fidéle, semi-finie sur A+, L,(¢) Uespace
de Hilbert des opérateurs mesurables affiliés & & de carré sommable par
rapport d ¢ et L;(9) Uensemble des éléments de L. (9) qui sont positifs.

De méme, on définit 33, K, ¢, L,(9) et Li({).

Sott U une application linéaire isométrique et bijective de L, () sur L, ()
telle que U (L;(9)) cL; (¢).

Alors il existe un tsomorphisme de Jordan et un seul ® de @ sur 03 et un
opérateur z unique, auto-adjoint, positif affilié au centre de 03 tels que

U(z)=23%-®(x) pourtout zeANL,(9).

St l’on suppose en outre que A ou @3 est un facteur, ® est un tsomorphisme
ou un anti-isomorphisme de A sur 03 et z est proportionnel a Uunité de 03;
ainst il existe un scalaire positif A non nul, unique tel que

U(z)=4.®(z) pourtout zeANnL,(9)

Démonstration. — Soit (p)rea une famille de projecteurs deux a deux

orthogonaux appartenant a m, ,, telle que I = 2 P
reA

Posons S, =Sy, pour tout A appartenant a A.

Les projecteurs S, sont deux a deux orthogonaux (lemme 2) et I'on a

S,=@" (pr) =P (pr) (lemme 3),

ou ® désigne l'isomorphisme de Jordan de @ sur @ défini dans le

lemme b5, (iv). ® est ultrafaiblement continue. Il en résulte I = Z Si.
LE .
L’opérateur z’ « somme directe » des U(p,)|Si(K) est affilié & @3 et a
pour domaine @ le sous-espace dense dans J< engendré par

U @cpansi(x)).

re

Les opérateurs U(p)) sont auto-adjoints et positifs, donc z’ a pour
fermeture un opérateur z, affilié & @, auto-adjoint et positif. (On a
* 7 % % /%
z=2z"=z""=2")
Soit z un élément de ANL,(¢). Dans I'espace de Hilbert L,({}), en
appliquant le lemme 1, on a

U(z)= Y, U(p-2)= X U(z-p).

reA reA
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Compte tenu du lemme 5, (i) et (ii), nous en déduisons [dans L,({)]

U(@)= (g4 @) U@ = (¢ U@ p)+¢:-U(pr-2))
reA

=X (0@ (@) U@)+q (@) -Up)= Y ® @) U@).
re rel

Il en résulte
D (x)os' SU ().
En effet, d’une part on a, pour tout A,€A
(®(z)os)oS), =P (2)o(505,) =B (x)o U (py,) g P (2)-U (Pr)3

d’autre part, dans ’espace de Hilbert L, ({), on a
@ (z)-U(p,)= Y, (P () -U(m))-sxl,:( D@ (2)-U (P>\)>-Sx.,:U () - Sh,.
re reA
Ainsi
(®(x)05')oS, EU(x)-Sy,.
Donc
D (x)os'SU (x).

De cette derniére relation, on tire

(U(2)) & (@ (x)e )"

mais 'opérateur ®(x) est borné, donc d’apres ([6], p. 297), il en résulte
(@ (z)0s)'=5"0(®(x))"'=250°(P(2))"

et, par suite,
(U(2))*'Ezo (@ (2))"

ou
U(a") Ez0® (2%
En changeant x en z*, 1l vient
U(z)Ez0@ ().
Considérons 'opérateur zo @ (). Il est fermé car @ () estborné. 11 prolonge

Popérateur mesurable U(x), donc il est mesurable et, d’aprés ([5]
lemme 1.2), il coincide avec U(z). Ainsi

)

U@)=20®(2)=35-® (x).

L’opérateur ®(z)oz a pour adjoint zo(®(z))*. Il en résulte
Q(z) 5=(P(z)e5)"=(50(®(2))")"'=(U(z"))"'=U(x).
D’ou
U@)=5-®(z)=P(x) 3.
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L’opérateur z est affilié au centre de 3. En effet, comme pour tout
2€ANL,(9), on a z0®(z) 2P (x) oz, P(x) commute a z au sens classique,
donc ®(x) commute aux projecteurs spectraux de z. Donc les projecteurs
spectraux de z appartiennent a (®(ANL,(9))) = ®'. Par suite, z est
affilié au centre de G3.

Démontrons 'unicité de @ et de z.

L’isomorphisme de Jordan ® de & sur @3 est déterminé, dés qu’on
connait sa valeur sur les projecteurs de m, , (puisqu’un isomorphisme de
Jordan est ultrafaiblement continu et que l'idéal m, , est ultrafaiblement
dense dans @). Or, d’aprés le lemme 3, on a Sy, = ®(p) pour tout pro-
jecteur p€m, o; donc @ est unique.

Soit z, un opérateur auto-adjoint positif, affilié¢ au centre de @, tel que
U(z)=2z,-®(z) pour tout z€ANL,(9).

- Soient s, et s, les deux opérateurs positifs affiliés au centre de @ satis-
faisant 4 s,+s;=o0 et & s, — s, =12z, — z.

Si z,—z n’est pas nul, on a S, ou S, différent de zéro (S, et S,
désignent les supports de s, et de s.). En effet, supposons par exemple
S, 0; d’aprés le lemme 4, 1l existe un projecteur non nul ¢ appartenant
am, .y tel que ¢=S, et tel que p =S5, , appartienne a m, ,. On aurait

alors (z;—z)-qs“0 ou z,-q7# z-¢, ce qui impossible puisque

Up)=5-®(p)==5-¢q et Up)=25-®(p)=25-q.

On suppose maintenant que & (resp. 3) est un facteur.

Du théoréme 3.3 de [8], on déduit qu’il existe deux projecteurs p, et p.
(resp. q: et ¢.) appartenant au centre de l’algébre de von Neumann
A (resp. @) tels que lapplication z—p,-®'(x) de B dans A [resp.
z—q - ®(z) de & dans ®B] soit un homomorphisme et tels que D'appli-
cation z — p,-®' (z) de 3 dans A [resp. x - ¢.- ®(z) de A dans @] soit un
anti-homomorphisme.

Mais @ (resp. ®) est un facteur, donc on a, soit py=o et p,= 1, soit
pi=1 et p=o0 (resp. soit ¢y=o0 et ¢g.=1, soit ¢,=1 et gs=o.
Par suite, ®* (resp. ®) est un isomorphisme ou un anti-isomorphisme
de B3 sur A (resp. AL sur B) et 33 (resp. A) est un facteur.

Dans ces deux cas, 'opérateur z affilié au centre de 03 est proportionnel
a4 D'unité, donc il existe un scalaire positif A tel que

U(z)=4®(x) pourtout zeanL,(9).
Cororraire 1. — Sotent & un facteur fint, ¢ la trace canonique sur AL+,

et U un opérateur unitaire de L. (9) tel que U(L:(9))C L] (). Alors il existe
un automorphisme ou un anti-automorphisme ® de A tel que

U(z)=®(x) pour tout xed.
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CoroLrLAIRE 2. — Sotent €U un facteur discret, ¢ la trace canonique
sur A" et U un opérateur unitaire de L. () tel que U(L;(¢))CL;(9). Alors
il existe un automorphisme ou un anti-automorphisme ® de A tel que

U(x)==® (x) pourtout z€l,(9).

Le théoréme 1 admet une réciproque : la proposition 1 qui nécessite
Pemploi du lemme suivant :

Lemme 6. — Sotent A une algébre de von Neumann quelconque, z, z,, z.,
des opérateurs auto-adjoints affiliés au centre de €L et x un opérateur & domaine
dense, fermé, affilié a CL.

. ) . . o .

(1) L’opérateur zox a un domaine dense et une fermeture. En oulre, st y
est un opérateur auto-adjoint affilié a €U et st ¢ est un opérateur partiellement
isométrique appartenant a L, tels qu’on ait x =yo¢ el y = xov*, alors on a

e =(5-))o¢ et sey={(5-2)0¢";

(i1) 5y (5y k) = (5 + 52) 1}
(111) (5+x)o(5-2)' = (505) - (xox").
Démonstration. — Rappelons d’abord que tout opérateur z fermé, a

domaine dense et affilié a @, a des décompositions polaires x=uog¢,
et x = p.ou, ou ¢, et g, sont des opérateurs auto-adjoints positifs affiliés
a4 A, et ou u est un opérateur partiellement isométrique appartenant a &;
onag =uexet gy=uaou’.

(1) Soitx = wueg, I'une des décompositions polaires de 2. L’opérateur z est
aflilié au centre de &, donc zeu2ucz; par suite, z0x = zouop, 2Uoz°§;
mais d’apres le lemme 15.2 de [7], opérateur zo%, a un domaine dense,
donc zex a un domaine dense.

D’apres le lemme 15.2 de [7], la fermeture de zoy existe, donc (z-y)eo¢
est un opérateur fermé et comme zox =zoyoe, 'opérateur zox a une
fermeture et 'on a z:2& (z-y)ov.

D’autre part, comme y = zo¢*, on a
soy—=soxov*S(5.2)0¢";
par suite, z-y S (z-2) 0 0*.
Ainsi
528 (5-1)0eC (5 )or’or
et
5.yS(5-w) oG (5y)orort.

Mais z-2 et z-y ont des adjoints et sont fermés, il en résulte

srx=(5-x)or oy et Gey=(5+))ovoyrt,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXIII. — Fasc. 2. 14
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donc
scx=(5-y)op et sey=(5-x)o¢"

(11) D’apres (1), les opérateurs z,-(z.-x) et (z+2.)-2 ont un sens et ont
des domaines denses. 51 2 = ¢, ou désigne une des décompositions polaires

de z, la partie (1) et le lemme 15.2 de [7] entrainent

i (5 &) =351+ ((52-p2)ott) =(51+(52+02)) 0t
et

(3)+52) v =((51+52)*pa2) out.

Donc, pour montrer que z,:(z.-2) =(z,+22)-a, il sullit de vérifier que

~

= (51+32) * pa

5y (520 P2

Les projecteurs spectraux des opérateurs z,, z, et 9, engendrent une

algébre de von Neumann commutative et z,, z. et ¢ sont affiliés a cette

algebre. D’apres le corollaire 4.1 de [7], z/, 2, et ¢, sont mesurables (pour
cette algebre de von Neumann commutative); donc on a

3|'(52'?z):(31'31)'92'
(1) D’apres la partie (1), il est clair que (z-2)e(z:2)* et (z02):(xoz™)
ont un sens et des domaines denses. Par suite, ils sont auto-adjoints.
On a, d’une part

*
Soxox of

N

(so0x)o(s50u)* S (5 k)0 (5-2)"

et, d’autre part, compte tenu du lemme 15.2 de [7] et de partie (ii)

sozox*osCzo((wout) s)=z0(5-(woua’))Ss-(5-(xox'))=(503) (rox’).

D’apreés 15.2 de [7], Vopérateur zexo2* o z a une fermeture auto-adjointe,
donc
(s-x)o(s-r)'=(503)- (£oa’)).

Proposirion 1. — Soient €U (resp. ®B) une algébre de von Neumann,
o (resp. {) une trace normale, fidéle, semi-finie sur L (resp. 3*).
Soit ® un isomorphisme de Jordan de & sur 33.
Alors il extste une trace normale, fidéle, semi-finie et une seule L' sur 73"
telle que
Y(y)y=9 (@ (y)) pour tout y € @+,
V(P (&) - ®(L")) =9 (x-2*) pourtout z€r,
dank.(9))=dnl, (Y),

il existe une application linéaire tsomélrique et bijective el une seule U,
de L.(¢) sur Ly({') satisfaisant a U, (L;(3))CL; ("), tel que U, (z) = ® ()
pour tout x€ LN L.(g).
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Enfin il existe un opérateur z auto-adjoint, positif, affilié au centre de 3,
unique, tel que Uapplication x —z-U,(x) soit une application isométrique
et bijective de L (@) sur L, () salisfaisant a
= Uy (Li(9)) cli(d).

Démonstration. — ®' est un isomorphisme de Jordan de @ sur &,
donc ® ' est normal; par suite, Papplication ¢’ de B3* dans R, définie
par y - U (y) = ¢(® '(y)) est fidéle, normale et semi-finie.

Montrons que c’est une trace.

Si ¢ est un opérateur unitaire appartenant a dd, @' (¢) est un opérateur
unitaire de ¢l (Kn effet, on a & '(u)- @' (u*)+ O ' (u*)- ' (u)=121;
d’autre part, on a ||®'(u)| =1, donc @ '(u)- &' (u*) I et, de méme,
O (u*)- & (u) = I; par suite, @' (u) - d' (u* )= ' (u*)- O (u)=1.)

Il en résulte

gy (Ot A VAN [y Y
N e e L )

O () @) OT() + O () - D () - B (1)
d e )

=9 (® ()= ().

Ainsi U’ est une trace sur 3*.

Comme ' (®(z)-(P(2))*)=¢(x-2*) pour tout z€EA, la restriction
de ® & ANL.(¢) est une isométrie de ANL,(y) dans L.({') et I'image
de @AnL.(7) par ® est AnL, ().

Comme ANL,(¢) et BNL,({') sont denses dans L.(p) et L.({’) res-
pectivement, la restriction de ® & @ANL.(¢) se prolonge par continuité
en une application linéaire unique isométrique et bijective U, de L.(9)
dans L,({"). 1l est clair, en outre, qu’on a

Ui (L3 (9)) <l (¢).

¢ et ¢’ sont des traces normales fideles et semi-finies. On déduit du
théoreme 15, du lemme 15.2 et du début de la démonstration du
lemme 15.4 de [7] qu’il existe un opérateur s (resp. s,) auto-adjoint positif
affilié au centre de 3 tel que pour tout x (resp. y) appartenant a Li({")
[resp. L;({)] Dopérateur s-z (resp. s,-y) existe, appartient a L7({)
[resp. Li({)] et vérifié $(s-a) = & (2) [resp. ¥ (s,-y) = Y(y)]
- Soit z (resp. z;) l'opérateur auto-adjoint positif affilié au centre de B
tel que z° =5 [resp. (z,)>=s,].

D’apres le lemme 6 (111), on a

(zex)o(sa)'=(505)+(xou),
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donc (z-z)o(z-2)* appartient a L; (), par suite 'opérateur z-x est mesu-
rable et appartient a L. (), enfin il est clair que I'application x — z-z est
une isométrie de L. ({’) dans L.({).

Montrons que cette application est surjective.
En effet, considérons 'application = —s,-(s-2) de L;({') dans Lj({').
On a
‘ Y(si-(s-a)) =Y (s-x) =14 (2);
mais, d’apreés le lemme 6 (11),
Sie(sx)=(s1-98)x, done ¢/ ((s1-5)-2)=V'(@).

Le théoréme 15 de [7] entraine s,-s = I et par suite z,-z = 1. L’application
x> 2z,+(z-2) de L, (') dans L. ('), d’aprés le lemme 6 (ii) est done I'appli-
cation identique. Comme ’application y —z,-y de L.(¢}) dans L, (') est
injective, Papplication x> z-2 de L.(}’) dans L. ({) est surjective. Enfin
d’apres le lemme 15.2 de [7], Papplication @ -> z-z envoie L} ({") dans L] ().

Ainsi l’application z —z:U,(x) est une application isométrique et
bijective de L, (¢) sur L.(}) et satisfait & z-U, (L} (9))CL;({); en outre,
z est unique d’apres le théoreme 1.

TutoriME 2. — Sotent L une algébre de von Neumann et ¢ une trace
normale, fidéle et semi-finie sur L.

Sotent G, le groupe (c¢f. cor. 1 du lemme 2) des applications linéaires U
isométriques et bijectives de L,(9) sur Ly(o) telles que U(L;(¢))CLi(9)
et G, le groupe des automorphismes de Jordan ® de Q.

Alors Uapplication U > ® de G, dans G. défini par le théoréme 1 est
un tsomorphisme du groupe G, sur le groupe G,.

Démonstration. — Soient U, et U, deux éléments de G,. D’apres le
théoréeme 1 & U,, U, et U,oU, on peut associer, de facon unique, des
automorphismes de Jordan que nous noterons ®,, ®, et ®,.

Pour montrer que I'application U > ® de G, dans G. est un homomor-
phisme de groupe, il suffit de montrer (puisqu’un automorphisme de
Jordan est défini dés qu'on connait sa valeur sur les projecteurs de )
que D,(p)= ®,(®,(p)) pour tout projecteur p appartenant a cL.
~‘Du corollaire 1 (1) du lemme 4, on tire aisément que tout projecteur p
appartenant a (L est la somme d’une famille de projecteurs orthogonaux
(pi)ic1 appartenant a m, ., telle que Sy ,= ®,(p;) appartient a m, g
En appliquant le lemme 3 plusieurs fois et le corollaire 4 du lemme 2,
il vient pour tout i€l

(@20 @) (pi) = P2 (Su,00) = Suase, ) = Swaevg pa = P (p2)-
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Mais les automorphismes de Jordan ®,, ®, et ®, sont normaux donc

©. (p) =X, @ (p) =Y, (P20 @) (p) = (P20 ®,) (p).

iel iel

Ainsi ®; = @, ®,. Maintenant I'application U — ® est surjective d’apres
la proposition 1, donc cette application est un isomorphisme de groupe.

1
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