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OPERATEURS DIFFERENTIELS TNVARTANTS
SUR UN ESPACE HOMOGENE

"Par M. Axpré LICHNEROWICZ.

Ce travail est consacré a l'étude de l'algebre @ (G/H) des opérateurs
différentiels invariants sur un espace homogéne G/H admettant une connexion
linéaire invariante, ainsi qu’aux cas particuliers ou I'espace homogene est,
soit réductif, soit symétrique.

Dans le cas ou l'espace envisagé est un groupe de Lie, Harish-Chandra
a donné une étude désormais classique des opérateurs invariants et I'on
doit & Helgason une étude du méme probléme dans le cas ou I'espace
homogéne admet une structure réductive (Helgason [3]). C’est le point
de vue de Helgason qui est développé ici, combiné avec un point de vue
différent faisant intervenir une représentation des opérateurs au moyen
de tenseurs symétriques invariants (§ 10 et chap. IV).

Dans le chapitre I, on se propose de rappeler la définition et les propriétés
essentielles des opérateurs différentiels sur une variété d’une part, des
espaces homogeénes d’autre part. Le chapitre II est relatif a I’étude de
I'algeébre @ (G/H) pour un espace homogeéne G/H admettant une connexion
linéaire invariante. On définit un isomorphisme © entre I'espace vecto-
riel @ (G/H) et espace vectoriel I(C) des polynémes sur I'espace tangent C
invariants par le groupe linéaire d’isotropie. La représentation tenso-
rielle (§ 10) des éléments de @ (G/H) permet de mettre en évidence une
propriété multiplicative de ©. Il en résulte que si I (C) admet un systéme
fini de générateurs, 1l en est de méme pour @ (G/H) (en tant qu’algébres).
Dans une seconde partie de ce chapitre, le cas ou I’espace envisagé est
un groupe de Lie est traité, et I'on retrouve les principaux résultats de
Harish-Chandra dans une optique voisine de celle de Helgason.

Le chapitre IIl est consacré au cas des espaces homogénes réductifs
(au sens de Nomizu [5]). Le point de vue adopté différe un peu de celui
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de Helgason et permet de simplifier notablement les démonstrations de
certains résultats fondamentaux de cet auteur. On notera que si H connexe
est réductif dans G, l'algebre @(G/H) admet un systéme fini de géné-
rateurs.

Quant au dernier chapitre, 1l étudie le cas des espaces homogénes symé-
‘triques admettant un élément de volume invariant. L’algébre @ (G/H) est,
dans ce, cas, commutative, ce qui n’était connu que pour les espaces rieman-
niens symétriques (Harish-Chandra, Selberg). La démonstration s’inspire
— en la modifiant assez profondément — de celle donnée, pour H compact,
par Selberg [6].

Ce théoréme a fait 'objet d’'une Note aux Comptes rendus de I’ Académie

des Sciences [4, b].

CHAPITRE L.

GENERALITES SUR LES OPERATEURS.

I. — Opérateurs différentiels sur une variété différentiable.

1. I’ALGEBRE DES FONCTIONS INDEFINIMENT DIFFERENTIABLES. —
a. Soit V, une variété différentiable connexe 4 base dénombrable, de dimen-
sion n et classe C”. Si z est un point de V,, 'espace vectoriel tangent
en x 4 V, sera désigné par T,. L’ensemble des fonctions f définies sur V,,
a valeurs réelles et de classe C”, constitue une algebre C*(V,) sur le corps
des réels. Les fonctions de C°(V,) & support compact forment une sous-
algebre C; (V,). Dans la suite, « différentiel » sera entendu au sens de « diffé-
rentiel de classe C” ».

Si 'application

9: x—>(z*)eRr (=1, 2, ..., 1)
définit un systéme de coordonnées locales valable sur un ouvert connexe U
de V., nous désignons par f [pour f €C*(V,)] la fonction composée f|U o *
définie sur ¢(U); f est donc la restriction a U de la fonction f exprimée

en coordonnées locales. Nous désignons par d, l'opérateur de dérivation
partielle défini par

A of
9o = Gua
St p=1{pi, ..., pn} est une suite de n entiers positifs ou nuls, nous

posons

0P = (0,)" (02)7*... ()P
de telle sorte que
(1.1) v

o1+ P A

I = Gayr aar
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Par définition, p=o0si p,=...=p,=o et
(1.2) ' lpl=pi+...+p,
si bien que la dérivée (1.1) est d’ordre |p].

b. Soit V un sous-ensemble ouvert de U dont Padhérence V est compacte
et contenue dans U. Nous appelons C:(U), C2(V), C2(V) les sous-algebres
de C;(V,) définies par les fonctions a supports compacts contenus respec-
tivement dans U, V ou V. '

L’algébre C:(V) admet classiquement une structure d’espace topo-
logique dont nous allons rappeler la définition. Les fonctions f de C:(V)
correspondent aux fonctions f indéfiniment différentiables dont le
support compact est dans o(V). Ces fonctions f définissent une algébre
notée C2(2(V)).

Soit ¥(m, ¢, V) I’ensemble de toutes les fonctions feC:(<p<v>> telles

que toutes les dérivées o”f d’ordre |p|=m soient bornées en valeur

absolue par ¢. Cela signifie que pour que f €% (m, ¢, V), il faut et il suffit que
[or Fl(a*) <

quels que soient p tels que |p|=m et (*)€9(V). Les ¥ définissent un
systéme fondamental de voisinages de la fonction o dans C2(¢(V)) qui se
trouve ainsi doué d’une structure d’espace topologique & base dénom-
brable, complet.

Soit % (m, ¢, V) 'ensemble des fonctions f&C2(V) telles que la fonc-
tion f correspondante appartienne a V(m, ¢, V). Les W (m, ¢, V) défi-
nissent sur C*(V) une structure d’espace topologique image de celle intro-
duite sur C>(9(V). Si {f.} est une suite de fonctions appartenant a C:(V),
dire que cette suite converge vers zéro dans C:(V), c’est-a-dire que, quels
que soient m, ¢, les f, finissent par appartenir a W(m, ¢ V). ’

Si K est un compact quelconque de V,, on peut munir I'espace C(K)
des fonctions a support compact dans K d’une structure topologique
jouissant des mémes propriétés que la précédente, a partir d’un recou-
vrement de K par des V. Lorsque K varie, les espaces topologiques C?(K)
ont pour réunion C:(V,); la suite { £, | [ou f, €C;(V,)] converge vers zéro
dans l’espace pseudo-topologique C;(V,) si elles appartiennent a partir
d’un certain rang, & un méme C; (K) et si ces f, convergent vers zéro dans
celui-ci.

2. OpErRATEURS suR V,. — a. Nous appelons opérateur A sur la variété
différentiable V,, un endomorphisme de C:(V,) pour sa structure d’espace
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vectoriel, c’est-a-dire une application linéaire de C7(V,) dans elle-méme.
Si f€C;(V.), nous notons [Af] () la valeur de la fonction Af au point x
de V,. Il est clair que les opérateurs sur V, forment une algébre asso-
ciative unitaire (c’est-a-dire admettant un élément unité) sur le corps
des réels.

b. Une transformation p. de V, — ou difféomorphisme — est un homéo-
morphisme de V, sur elle-méme tel que p. et " soient des applications
différentiables. L’application linéaire 'z tangente en x applique linéai-
rement T, sur T, Nous désignons par " f la fonction composée fo .

A tout opérateur A correspond par la transformation | un opérateur A"
défini par ‘

Av: feC”(V,) — p *ApfeC”(V,);

A est dit tnvariant par la transformation p. s

Ab—A,
c’est-a-dire si

(2.1) , CA = A,

Ainsi, pour que A soit invariant par i, 1l faut et il suffit qu’il soit permu-
table avec p.*.

c. Un endomorphisme A de C*(V,) [resp. C:(V,)] est dit de caractére
local si lorsque la restriction f/U de f€C>(V,,) [resp. C2(V,)] & un ouvert U
est nulle, il en est de méme pour la restriction Af/U de Af a U. Si I'on
désigne par la notation S(f) le support d’une fonction f, le caractére

local de A peut encore s’exprimer par

(2.2) S(ASCS(f).
On a:
ThatorEME. — 19 La restriction a C(V,) de tout opérateur de caractére

local définit un endomorphisme de caractére local de C7(V,).

20 Tout endomorphisme de caractére local de C:(V,) admet une extension
unique comme endomorphisme de caractére local de C:(V,). L’opérateur
ainsi obtenu est dit défini par Uendomorphisme donné de C:(V.).

10 Si f est & support compact et si A est I'opérateur envisagé, il résulte
immédiatement de (2.2) que S(Af) est compact, ce qui démontre le 1°.

S1feC;(V,)etsiz€U (U ouvert), il résulte du caractere local que [Af] (z)
ne dépend que de la restriction de f & U. Par suite, si « est une fonction

de C2(V,) égale & 1 dans un voisinage compact de z,

[AS () =[A(af) [(2) =[B(af) (@),
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ou B est la restriction de A 4 G(V,). On voit ainsi que A est entiérement
déterminé par sa restriction a C;(V,) et que I'unicité énoncée au 20 est
évidente.

" 29 Soit B un endomorphisme de caractére local de C2(V,). Si « est une
fonction de C;(V,) égale a 1 dans un voisinage compact de z, considérons
pour f€C”(V,) le réel

[B(af)](2).
Ce nombre est indépendant du choix de @ : si B est une autre fonction
jouissant des mémes propriétés '

[B(af) () —[B@BS) () =[B (2 —B) f](®) =o,

puisque la fonction (x — (3)f est nulle sur un ouvert contenant z. Nous
pouvons donc définir un endomorphisme A de C*(V,), extension de B, par

[AS1(x) =[B(a))](2).

Il est clair que (2.2) est vérifiée et que, par suite, A présente le caractére
local, ce qui démontre le théoréeme. ,

3. NoTioN D’OPERATEUR DIFFERENTIEL.

a. DEriniTION. — On appelle opérateur différentiel sur une variété diffé-
rentiable V, un opérateur de caractére local défini par un endomorphisme
de caractére local de C:(V,) continu au sens du paragraphe 1, b. Les opéra-
teurs différentiels de V, forment une algébre associative umtatre sur le corps

des réels. o . .

- Soit D un opérateur dlﬁerentlel de V,. Sa restriction a C; (V ) — notée
encore D — est, par définition, un endomorphisme continu de caractére
local. Il est clair que, pour tout V (notations du paragraphe 1, b), D induit
un endomorphisme continu de C:(V): si S (f) €V, il résulte du caractére
local que S (Df)c V. L’endomorphisme envisagé étant continu, a en parti-
culier la propriété suivante (propriété P) : a tout ¢ > o correspond un entier m
et un 1 > o tels que ‘

few(m,m, V)
entraine
max [[Df](x) | <.

xE€eV
b. Cela posé, soit x un point déterminé de V. A toute fonetion
feC:(p (V) — c’est-a-dire a support compact contenu dans 9(V) —
correspond uné fonction f€CZ(V). Introduisons la forme linéaire T
sur CZ(¢(V)) définie par
(3.1) JeCze (V) <1, f> [Df] ().
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De la propriété P, il résulte que cette forme linéaire est continue. Nous

définissons ainsi sur ¢(V) une distribution T qui, &’ apres le caracteére local
de D, admet pour support le point ¢(z) = (2.

- D’apreés le théoréme de Schwartz sur les distributions & support ponctuel,
il existe un entier N et des réels C, tels que

T— 2 C) 07 8y,

Ipl<£N

D T . .
ol 0., désigne la mesure de Dirac correspondant a la masse 1 en (z%).
Il en résulte

1, f>: Z G <07 8y f>
|pl<N

Soit
<T7 f>: 2 (— ])IPIC//(\B(J"A)’ dl}j>'

IpI<N

De (3.1) on déduit ainsi qu’il existe sur V des fonctions b,(z) telles que
pour z€V et f€C/(V), on ait

(3.2) [Df)(2) = N, by(x)[07 ] ](2%).

Ipl<N

c. Soit U le voisinage ouvert connexe sur lequel ¢:z — (2*) définit
un systeme de coordonnées locales; U admet un recouvrement localement
fini par des ouverts U, d’adhérences compactes U,. Soit { o, | une partition
de Uunité, c’est-a-dire une famille de fonctions «, p0s1t1ves ou nulles,
de classe C* et a support compact, telles que

S(ay) cU,, EO(V:I sur U.

v

Soit f une fonction de C;(U). On a
f= (0 f)
et, par suite,
br =0 ()
(af) étant une fonction de C;(U,), il résulte de (3.2) -que, pour z€U,,

(@)@ =3 s@)]or(ar)] @

lpI<N



OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS SUR UN ESPACE HOMOGENE. 347

En explicitant les dérivations du second membre on a, pour z€U,,
la formule
[D ()] (@) =Y, a(x)[ov [z
Ipi=N
D’autre part, pour z&U,
[D(ayf)](x) =o.

Par addition, on voit qu’il existe sur U des fonctions a,(z) telles que,

pour f €C;(U) et pour z€U,
(3.3) [Df](2) =, a,(x)[0r] ](2).

Ipl<N

Pour zg U, il vient
(3.4) [Df](x) =o.
d. 11 est aisé d’étudier les fonctions a, définies sur U qui apparaissent

dans la formule (3.3). Si y €U, prenons pour f €C;(U) une fonction telle

que f=1 sur un voisinage compact K de y. La formule (3.3) nous
donne alors, pour z€K,

[Df](z) = ay(x).

De la définition de D, il résulte que a, est sur U une fonction de classe C”.

Raisonnons par récurrence et supposons que les a, soient de classe C~
pour |p| << h. Prenons ¢ = {qi, ..., q.} tel que |q| = h et choisissons
pour f€C;(U) une fonction telle que ‘

(). .. (x")’fi

J (@) = q!l.o.qn!

sur le compact K. La formule (3.3) laisse alors, pour z €K,

[Df(@)= N a,(@)[0r]](@*) + a; (@).

Ipleh—1

De cette relation, il résulte que a, est sur U une fonction de classe C”.
Nous énoncons :

Tutorime 1. — Etant donné sur V, un opérateur différentiel D et un
votsinage ouvert connexe U sur lequel ¢ :x — (x%) définit un systéme de
coordonnées locales, 1l existe un ensemble fin1 de fonctions a, de classe C”
sur U tel que, pour f€C;(U), on ait, si z€U,

(3.5) [Df](2) =, a,(@)[0r] ](2%)

Ipl<N

et, st x€U,
(3.6) [Df](x) =o.
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. Nous supposons, en substituant & U un instant un ouvert intérieur si
besoin est, que pour l'entier N les a, tels que |p| = N ne s’annulent pas
simultanément sur U. S1 'on introduit sur U un autre systéme de coor-
données locales, on vérifie immédiatement que N jouit de la méme propriété
dans ces nouvelles coordonnées. L’entier N est l'ordre sur U de I'opérateur.

e. Inversement, supposons qu’un endomorphisme E de C:(V,) jouisse,
pour tout voisinage ouvert connexe U de coordonnées, des propriétés
énoncées dans le théoréme précédent.

Cet endomorphisme est certainement de caractére local. En effet,
s1 f €CZ(V,), recouvrons S(f) par des U, voisinages ouverts connexes de
coordonnées d’adhérences compactes. Si {a,| est une partition corres-
pondante de l'unité, on a

f=Xaf,  Ef=XE (/).

Or, d’aprés (3.5) et (3.6),
S(Eayf)cU,nS(f).

Ainsi, par addition,
S(ES)cS(f),

ce qui établit le caractére local de E. ‘
D’autre part, si V est un ouvert de U relativement compact, il résulte

de (3.5) que E est continu sur C2(V). En utilisant encore une partition
de I'unité, on voit que E est un endomorphisme continu de C7(V,). Ainsi :

TutorimMe 2. — Tout endomorphisme de C:(V,) qut jouit, pour tout

poisinage ouvert connexe de coordonnées, des propriétés établies au théo-
réme 1 définit un opérateur différentiel de V,.

Remarquons que la démonstration du théoréme 1 ne fait intervenir
que la propriété P; par suite, d’aprés le théoréme 2, un opérateur admet-
tant cette propriété est nécessairement un opérateur différentiel.

f- Soit D un opérateur différentiel de V,. Si V ouvert est relativement
compact dans le voisinage de coordonnées U et si « est une fonction

de CZ(V,) égale & 1 sur un voisinage compact de V, il résulte du théo-
reme 1 que, pour toute fonction f€C”(V,), on a sur V

A "
[D71(x) =[D(@N)]@) = N a,(@)[0(2))]22) = 3 a,(@)[0] ] ().
‘pleN 'p <N
Ainsi :
CoroLLAIRE. — Etant donné sur V, un opérateur différentiel D et un
poisinage ouvert connexe U sur lequel ¢:x — (%) définit un systéme de
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coordonnées locales, il existe sur U un ensemble fini de fonctions a, de
classe C* tel que, st f€C:(V.,), on ait sur tout ouvert VCU relativement
compact

(3.7) (Df1(2) = ¥ ap(@)[0rflz%)  (zeV).
Ipi<N
II. — Opérateurs sur un espace homogéne.
4. GENERALITES SUR LES ESPACES HOMOGENES. — a. Soit G un groupe

de Lie connexe. Nous désignons par L; et D, la translation a gauche et
la translation a droite définies respectivement, pour g€G, par

y—>gy et y—>vg  (v€G6).

Considérons une variété différentiable sur laquelle G opére différentia-
blement. Cela veut dire que :

1° Chaque élément g de G détermine une transformation K, de V, avec
(,"‘I) Ké’loKé’a:Ké'n‘-’z (gl?g2EG);

20 L’application (g, ) > K (z) est une application différentiable
de GxV, sur V,. Nous dirons que le point K,(z) — noté aussi gr —
dépend différentiablement de g et de .

De (4.1) on déduit

K.=1d, Kg'= (Kg)—'.

Le groupe G opére effectivement sur V, si K,= Id entraine g = e. Il opére
transitivement sur V, si, quels que soient (z,, .)€V, XV, 1l existe g€G
tel que K (z,) = z..

Nous supposons dans la suite que G opére transitivement sur V,; nous
obtenons ainsi un espace homogene. Soit z, un point de V,, T, Pespace
tangent en z,. Considérons le sous-groupe fermé H, = H de G constitué
par les éléments de G laissant z, fixe; H est dit le groupe d’isotropie en x,.
Si x = ga,, les éléments de G qui aménent x, en z sont ceux de l'en-
semble gH et le groupe d’isotropie en z est défini par

Hm:gHg".

A tout élément g de G correspond le difféomorphisme K, de V, et, par
suite, application tangente K,. A tout élément h de H, nous pouvons
faire correspondre I’application linéaire de T, sur lui-méme définie par K, (z,).
Nous obtenons ainsi une représentation linéaire de H dans T, qui définit

le groupe linéaire d’isotropie H.au point z,.
b. La situation précédente peut étre décrite en termes d’espace quotient :

partons du groupe de Lie connexe G et du sous-groupe fermé H de G.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 4. 44
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Considérons dans G la relation d’équivalence g,~~g, si g 'g.€H et
soit G/H P'espace quotient de G par cette relation d’équivalence.
La projection correspondante

p: G-—->G/H

associe continiment a tout g€G la classe a gauche pg = gH. Le groupe G
opére transitivement sur I'espace G/H par

(h.1) Kyop=poL,,

le groupe d’isotropie du point pe étant H.

G étant groupe de Lie et H sous-groupe analytique de G, on démontre
que G/H admet une structure unique de variété analytique réelle telle
que G opére analytiquement par (4.1) sur G/H, c’est-a-dire telle que
Papplication de G XG/H sur G/H définie par K,;(yH) soit analytique;
p est alors une application analytique. Nous supposons désormais G/H
muni de cette structure analytique.

c. L’application de la variété V, sur I’espace G/H qui, au point z = gz,
de V, fait correspondre la classe gH&€G/H est un difféomorphisme
préservant 'action de G qui nous permet d’identifier V, et G/H. On a
alors z, = pe et, d’apres (4.1),

(k.2) gro=K, (xy) = pg.

Pour que G opere effectivement sur V,= G/H, il faut et il suffit que H
ne contienne aucun sous-groupe > | e | invariant dans G. '

d. Le groupe G peut étre considéré, pour la projection p, comme un
espace fibré principal analytique de base V,= G/H, de fibre structurale H,
le groupe H — comme groupe structural — agissant sur lui-méme par
translation a gauche.

Remarquons que lorsque H opére sur G par translation a droite,
il préserve les fibres de la fibration envisagée. Par suite, pour tout h€H,
on a

(.3) pDig=ps.

De (4.1) et (4.3), 1l résulte

(5.4) Kip =pL,=pL, Dy,

avec L,D,g= hgh'. En passant sur (4.4) aux applications linéaires

tangentes en e, on obtient pour I'espace vectoriel tangent en e a G, c’est-
a-dire pour l'algébre de Lie G de G

(4.5) Kiph=pad(h)h (2€G),
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ou ad(h) désigne I’élément associé & h€H par la représentation adjointe
de G; (4.5) nous fournit ainsi une définition commode du groupe linéaire
d’isotropie H en z,= pe.

5. ESPACES HOMOGENES A CONNEXION LINEATRE INVARIANTE. — a. Consi-
dérons une variété différentiable V, munie d’une connexion linéaire .
Si z est un point de V,, X, un vecteur tangent en z, il existe pour l'arc
géodésique issu de x et tangent & X, une représentation paramétrique
affine unique k (¢; X.) telle que pour t = o0 on obtient le point & avec, comme
vecteur-vitesse en ce point, k' (0; X,) = X,. L’application X, — k(1; X.)
est un difféomorphisme d’un voisinage de o dans T, sur un voisinage de z
dans V,. Ce difféomorphisme est classiquement noté Exp.

Soit (e.) une base de T.. On voit que I'application
91 (%) —> a2 =Exp (x%ey)
et l'application inverse ¢ définissent sur un ouvert U(z,) un systéme
de coordonnées locales qui est dit normal en z, pour la connexion envi-

sagée. L’ouvert U(x,) sur lequel il est défini est dit un ouvert normal
de centre z,.

b. Supposons maintenant que V,= G/H soit un espace homogéne et
qu’il existe sur V, une connexion linéaire invariante par Uaction de G.
Le groupe G transforme alors tout arc géodésique en un arc géodésique
avec conservation du parametre affine : .

(5.1) K k(85 Xo) =k (85 K, X,).

Si G est effectif, on peut préciser dans ce cas la relation entre le groupe
d’isotropie H et le groupe linéaire d’isotropie H en étudiant le noyau
de ’homomorphisme H — . Si A induit I'identité dans F, la transfor-
mation affine K, conserve chaque arc géodésique d’origine z, = pe et,
par suite, laisse fixe tout point z d’un ouvert U(z,). Il en résulte que K,
se réduit a 'identité sur U(z,) et, par suite, sur V, puisque cette trans-
formation est analytique réelle. Le. groupe G étant effectif, on a h =e
et H est isomorphe a H. ) A
Atinst, lorsqu’un espace homogéne G/H, ot G est effectif, admet une connexion
linéaire invariante par G, le groupe linéaire d’isotropie est isomorphe & H.

c. S1 U(a,) est, pour V,= G/H, un ouvert normal de centre z, il existe
sur U (z)) un systeme de coordonnées locales normal en =z, Si
x€g U(x) (g€G), on a d’apres (5.1) ”

(5.2) Ky Exp (2%ey) = Exp (K, (2%ey) = Exp (2*K  e4).



352 A. LICHNEROWICZ:

On en déduit que z€g U(x,) - (#*) définit sur g U(z,) un systéme de
coordonnées locales normal au point gz,. On peut vérifier aisément que
les systémes de coordonnées locales normales ainsi obtenus sont compa-
tibles avec la structure analytique naturelle de V,= G/H.

Etudions pour # € U(x,) les coordonnées normales du point K, (z) (h€H).
51 x = Exp (2%e.), 1l vient d’aprés (5.2),

K, (z) = K, Exp (z%ey) = Exp (%K), e4). » »

Soit A(h) = (A%(h)) la matrice représentative dans la base (e,) de I'opé-
rateur linéaire K

(5.3) K eu= A8 () es.
On obtient ‘ N
(3.4) K () :Exp{(AE(h)x“)ele}

et le transformé par K, du point x€U(z,), de coordonnées normales (x*)
a pour coordonnées normales (Af(h)2*) dans le méme systéme de coor-
données. ‘

6. OPERATEURS INVARIANTS SUR UN ESPACE HOMOGENE. — . Sur un
espace homogéne V,= G/H, désignons par K, la transformation définie
par Pélément g de G. L’opérateur A est dit invariant par G si pour
tout g€QG, :

ABs— A,
¢’est-a-dire si
(6.1) KA =AK;.
Introduisons la forme linéaire T, sur C*(V,) définie par

(6.2) JSeC™ (Vo) > (T, [ =[AS (@)

Cette forme linéaire est invariante par H, c’est-a-dire telle que, pour
tout h€H, on ait '

(6.3) ‘ CTas Ko f > =<Ts, [ -
On a, en effet,

' [AKG f1(@0) =[KGAf](z0) =[A[] (20),
c’est-a-dire (6.3).

La connaissance de T, détermine complétement Uopérateur invariant A.
S1 2z = gz, on a en effet

[Af](z) =[AS] (&%) = [K;A f](20) =[AK f](20),
c’est-a-dire

(6.4) [Af](z) =<{Tx, K; f> (x =g=,).
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Il est clair enfin que {T,, K;f>, pour f donnée, définit une fonction C
sur G.

b. Inversement donnons-nous une forme linéaire T sur C°(V,) inva-
riante par H et telle que, pour f donnée, (T, K;f> définit une fonc-
tion C* sur G. A toute fonction f€C”(V,), faisons correspondre la fonc-
tion Af définie par ‘

(6.5) [ASI(2) =T K [ (2 =gw).
La relation (6.5) définit effectivement une fonction sur V,, puisque si g’
est un autre élément de G tel que z = g'z,, on a g = gh (ou h€H) et,
d’aprés I'invariance de T,

TR /o =T KR fo =T K f.
Il est aisé de vérifier que pour tout g, €G
(6.6) K AS=AKLS  (feC™ (V).
En effet, en un point arbitraire x = gz, de V,,

[KaA Sl (2) =[AS1(512) =[AS](518%0),
soit

[KaAS] (@) =T KRy > = [ARg, [](2),
ce qui établit (6.6).

Il nous faut enfin établir que Af€C*(V,). Soit p:2z — p(z)EG une
section locale C* de ’espace fibré G au-dessus d’un voisinage ouvert U

de z,. Comme { T, K,f> définit pour f donnée, une fonction C* sur G,
on a pour cette f et x€U

‘ [AS](z) =T, Kpw) />
qui dépend différentiablement de z.

St gU est I'image de U par l'action d’un élément fixe g de G, on a,
d’aprés (6.6), pour y€gU et z=g y€U

(A1) =[BAf](2) =[AK [](2).

Le dernier membre dépendant différentiablement de z sur U, Af est C*
sur gU et, par suite, Af€C”(V,). Nous énoncons :

TrtorEME. — Les formules (6.2) et (6.5) établissent une application
linéaire biunivoque entre Uespace des opérateurs de V,= G/H invariants
par G et Uespace des formes linéaires T sur C”(V,) invariants par H et
telles que pour f € C*(V,) donnée, { T, K,f > dépende différentiablement de g.

7. CAs DES OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS. — Considérons,
en particulier, un opérateur différentiel D défini par un endomorphisme
continu de caractére local de C7(V,).
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A D associons la distribution T, sur V, définie par
(7.1) JE€CI (V) — (T, fo=[Df](x0).

Du caractere local il résulte que la distribution T, admet le point x, pour
support. Elle est invariante par H au sens du paragraphe 6.

Inversement, soit T une distribution sur V, invariante par H et admet-
tant z, pour support. La relation

(7.2) [Df](x) =T, K, f] (x =gux,y)

fait correspondre a toute fonction f €C*(V,) une fonction sur V,. Notons
que (g,z) > K_f(x) fourmt une fonction indéfiniment différentiable
sur G XV, satisfaisant aux hypotheéses usuelles qui permettent « la déri-
vation sous le signe distribution T ». Il en résulte que, pour f donnée,
(T, K,f> définit une fonction indéfiniment différentiable sur G et,
d’apres le paragraphe 6, Df €C"(V,); D est un opérateur.

S1 f€C”(V,) et st x est dans le complémentaire CS(f) du support de f,
il résulte de la propriété du support de T que [Df](z) = o. Par suite,

ES(f)cesS(bf)
ou

S(DfycS(f).

La restriction de D a C;(V,) est donc un endomorphisme de caractere
local de C;(V,); T étant une distribution, cet endomorphisme est continu
et D est un opérateur différentiel invariant.

Tutortme. — Les formules (7.1) et (7.2) établissent une application
linéaire biunivoque de Uespace des opérateurs différentiels de V,= G/H
invariants par G, sur Uespace des distributions de V, invariantes par H et
de support le point x,.

CHAPITRE 1L

OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS ET POLYNOMES.

1. — Etude de @ (G/H).

8. Derinitions. — a. Soit V,= G/H (G effectif) un espace homogene.
S1 ge€G, K, est toujours la transformation de V, définie par g. Nous
désignons par ®(G/H) Ualgébre des opérateurs différentiels de notre espace
homogeéne invariants par G. Pour que D€ ®(G/H), il faut et il suffit que
pour tout g€G

(8.1) Dfb:=D  ou  K;D=DK,.
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Nous désignons par @ (G) Ualgébre des opérateurs différentiels de G invariants
par Uaction de G opérant d gauche sur lui-méme. Nous désignons enfin
par @,(G) la sous-algébre de @ (G) définie par les opérateurs de @(G) qui
sont aussi ingariants par les translations d droite par H. Pour que D, € @,(G),
il faut et il suffit que Popérateur différentiel D, sur G satisfasse

(8.2) Dls— D, ou L;Dy,=D,L;
et
(8.3) D= D, ou D; Dy=D,D;

quels que soient g€G, h€H.

b. A chaque fonction f € C”(G/H) correspond une fonction f=p*f €C*(G).
La fonction f est constante sur chaque fibre gH de telle sorte que

~ ~

f(gh) = f(g) pour tout h€ H.
La fonction f vérifie donc
(8.4) i f=7.

Inversement, pour toute fonction f €C”(G) vérifiant (8.4) pour tout h€ H,
il existe une fonction f €C*(G/H) telle que f = p*f. Les fonctions f véri-
fiant (8.4) forment une sous-algébre C;(G) de C"(G). Il est clair que p*
définit un isomorphisme de C”(G/H) sur l’algébre C;(G). Cet isomor-
phisme applique C7(G/H) sur une sous-algébre C7(G) de C;(G) définie
par les éléments f de C:(G) tels que pS(f) soit compact.

Nous allons établir le lemme suivant :

Lemme. — L’algébre C;(G) et sa sous-algébre C7(G) sont stables
par @, (G).

En effet : si D,€®,(G) et f€C:(G), on a

D, Dy f=Dy D f=D,f

D,f vérifiant (8.4), on voit que C:(G) est stable par @,(G).

Si feC:(G), il résulte du caractére local de D, que S(D,f)cS(f).
Par suite, le sous-ensemble fermé p S(D,f), contenu dans p S(f) compact,
est compact et I’algébre C7(G) est stable par @, (G).

c¢. D’apreés la définition de K|, on a

K,p = pL,.
Par suite, s1 f€C”(G/H),
R f=Lptf
Ainsi

(8.5) (K;J)=L.T.
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9. OPERATEURS DIFFERENTIELS ET POLYNOMES INVARIANTS SUR UN
ESPACE HOMOGENE A CONNEXION LINEAIRE INVARIANTE. — @. Supposons
que l’espace homogéne V,= G/H admette une connexion linéaire inva-
riante @. S1 G est 'algébre de Lie de G et H la sous-algébre de Lie de G
correspondant a H, nous désignons par C 'espace vectoriel quotient de
Pespace vectoriel G par son sous-espace H; 'espace C peut &tre identifié
a T, et (e,) est, dans la suite, une base de C. Nous désignons toujours
par p’ la projection canonique G — C. D’aprés (4.5), ad (H) opérant sur G
passe au quotient sur C et donne le groupe linéaire d’isotropic H opérant
sur C.

Nous avons vu que si U(x,) est un ouvert normal de centre a,, I'appli-
cation

(9.1) (%) —a = Exp (x¥ey,) € U (xy)

défimit sur U(z,) un systéme de coordonnées normal en x, pour la
connexion ®. Si f €C”(G/H), on a sur U(x,)

(9.2) F(x%) = f(Exp (z%e,)).
Pour geG
(9.3) (%) > 2 =Kz Exp (z%e;) € g U ()

définit sur gU(z,) un systéme de coordonnées normal en gz,. Ce sont
ces coordonnées normales que nous allons utiliser.

Soit D un élément de @ (G/H). D’aprés le théoréme du paragraphe 3,
il existe au moins un polynome P & n variables, tel que

0.4 071 =[P (5m) 7 ]
c’est-a-dire tel que
(9.5) [Df](2y) = [P (d-é—ﬁ>f("3xp(‘”“"1)]15,;,,.,:(.’

Ce polynome est manifestement unique. Il suffit pour le voir de remar-
quer que si P est un polynome < o & n variables, nous pouvons choisir,

sur un voisinage de o, une fonction f(z*) telle que

PR e

I1 Tui correspond une fonction f telle que [ Df](z,) défini par (9.5) soit 5 o.
D étant invariant par G, au point z = K,(x,), on a
[Df](x) =[DK, f](20),
soit

(9.6) (0] @) = [P (50 ) S0 Bxp (e |




OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS SUR UN ESPACE HOMOGENE. 357

"On voit que Uordre de Uopérateur différentiel D en tout point de V, = G/H
est égal au degré du polynome P correspondant.

b. Si T est la distribution (§ 6) de support z, associée a D par

9.7) =071 = | P( o5 ) Exp @t |

on sait que T est invariant par H, c’est-a-dire que pour tout élément h € H
(9.8) T K f5=<T, f>

On a

(T, K, [o= [ P <dia>f(l§/, Exp(w“ea))](w:o,
d’ou, d’apreés (5.4),
Jd

KL =[P (5 ) x| (AL () 2%}

_Jax)=0

ott A(h) = (A%(R)) est la matrice représentative, dans la base (e,) de C,
de lopérateur linéaire K). Effectuons le changement de coordonnées
locales

y3=AB(h) 2.
Il vient :
9 g, 0
Jas = AL 5

Par suite, en substituant la notation (2*) a la notation (y°), on obtient

! d N )
< Kify =[P (AL g ) Fxp (e |
De la comparaison avec (9.7), il résulte que pour que (9.8) soit satis-
faite, il faut et il suffit que

9.9) n P<A§(h)d%>:P<5gE>.

¢. Soit T (C) Palgebre tensorielle sur I'espace vectoriel C et J I'idéal
de T(C) engendré par les éléments de la forme ¢ Q@w —w @y, ou ¢, we&C.
L’algeébre quotient T (C)/J est dite 1algébre symétrique S(C) sur C.
8(C) peut étre identifiée a ’algébre des polynomes a coeflicients réels
sur les indéterminées commutatives (e,).

S1 P est le polynome sur C associé a 'opérateur D, pour que la distri-
bution T correspondante soit invariante par H, il faut et il suffit que

P (Kjex) =P (eq),
c’est-a-dire que P soit un polynome de $(C) invariant par le groupe linéaire

d’isotropte H opérant sur C.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 4. 45
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Nous sommes ainsi conduit & introduire la sous- algébre I[(C) de $(C)
deﬁnte par les polynomes éléments de S (C) invariants par H. Nous avons vu
qu’a tout opérateur différentiel invariant D sur V,= G/H correspond un
polynome unique P € [(C) vérifiant (9.6) et dont le degré est égal a ’ordre N
de Vopérateur. Inversement, a tout élément P € I(C) correspond par (9.7)
une distribution dont le support est x, et, d’apres le théoréme du para-
graphe 7, un opérateur différentiel invariant sur l’espace homogeéne.
Nous énoncons :

TutortMeE. — St V,= G/H est un espace homogéne a connexion linéaire
invartante, les espaces vectoriels défints par 1(C) et D (G/H) sont isomorphes
par Uisomorphisme

(9.10) 0: P->D,
déterminé par
(9.11) [Dpf](2) :[P(E(i_—a>f(](gExp(x“ea))](‘w)zo [ =K, (xy)],

ol (e,) est une base de C et (*) le systéme de coordonnées locales normal
en x, correspondant. L’ordre de Uopérateur D, est égal au degré du poly-
nome P.

10. EXPRESSION TENSORIELLE DES OPERATEURS DIFFERENTIELS ET
PROPRIETE MULTIPLICATIVE DE ®. — a. Sur I’espace homogéne V,= G/H,
soit V T'opérateur de dérivation covariante dans la connexion linéaire
invariante, D un opérateur différentiel d’ordre N sur G/H.

Sur un voisinage ouvert V rapporté a des coordonnées locales arbi-
traires, on peut écrire en mettant en évidence dans D le polynome de
dérivation d’ordre maximal

[Df](@) = g7 (8™ (@) s, 00 f(a) + Qu(da) f(a)  (xe€V),

ou le polynome Q. est de degré inférieur & N et ou les ¢y, sont supposés
symétriques par rapport a leurs indices. Si 'on change de coordonnées
locales dans V, les #* se transforment comme les composantes d’un
tenseur symétrique contravariant iy,

Il en résulte que 'opérateur différentiel défini par
[ Df( l)—-H)~-“--va‘...v%fj($)

est d’ordre inférieur & N. En raisonnant par récurrence, on voit qu’il
existe sur V, des tenseurs symétriques contravariants ¢, (¢ =o, 1, ..., N)
tels que

N
(10.1) DS (@) :2(/%[;3,;,-%% Vo, fl(2).
g=0
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Nous écrirons cette formule sous forme condensée en introduisant la nota-
tion suivante : nous désignons par le symbole (..., ...) le produit contracté
divisé par q!, d’'un g-tenseur contravariant par un g¢-tenseur covariant.
La formule (10.1) peut s’écrire

N
(10.2) D= (L V1)

=0

b. Supposons que D soit invariant par G. On a, si g€G,
‘ N
(10.3) K; Dj‘:z(lx"g tuyy Ky VI f).
q=0
La connexion étant ‘invariante par G, K, commute avec la dérivation
covariante et 'on a

N
(10.4) K; Df:E(h;,tw,, VK, f).
g =0
D’autre part,
N
(10.5) DK;f:Z(tm, VIK; f).
=0

En considérant des fonctions f telles que, en un point z,
J(z) =o, [Vifl(x) =0

pour g = (N — 1), puis (N — 2), ..., on voit sur (10.4) et (10.5) que
pour que D soit invariant par G, il faut et il suffit que pour tout g€G,

K:&_{t(q):t((/) (q:O, Iy o0y N),

c’est-a-dire que les tenseurs ¢, soient invariants par G. Nous énoncons :

Tutortme. — Pour que Uopérateur différentiel sur V,= G/H
) N
(10.6) D: f>Df=Y(ty, V7))

qg =0

soit invariant par G, il faut et il suffit que les tenseurs symétriques contra-
variants t,) sotent euzx-mémes invariants par G.

Nous nous servirons de la représentation (10.6) des opérateurs diffé-
rentiels invariants dans le cas ou G/H est un espace homogeéne symétrique

(chap. 1V).

c. Introduisons le symbole ~ qui désigne pour les polynomes de degré N
une équivalence modulo des polynomes de degré inférieur et pour les
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opérateurs différentiels d’ordre N une équivalence modulo des opérateurs
d’ordre inférieur.

Donnons-nous deux polynomes P, P’ de degrés respectifs N, N' appar-
tenant & I (C) et considérons les deux opérateurs différentiels ©(P) et O (P’)
correspondants. Mettons en évidence dans P et P’ les termes d’ordre
maximal; on a ‘

1 i I g ge
P~ NT GOy ey, P~ N'T ltﬁjtwi’“ €8, .. €3y

Du raisonnement du a, il résulte qu’il existe des tenseurs ¢ et u, se rédui-
sant a ¢, et u, en x,, et tels que sur 'ouvert normal U(z,) et dans le systéme
de coordonnées normal correspondant a (e,), on ait

[0(P) f)(2) & 57 [ £ Vs, Vo f] (@),

I

[0 (P) f](z) ~ W—![lts""ﬁ“'vlgl Ve S (@),
On en déduit '
) 3%} 1 Ca a8 By
[0 (P) 0O (F )f]gm,—![z PV LV Ve, Ve S (@)
et, par suite, en x, _
[0 (P) O (') f] (@) & gy o el P [0, 00 0, - g [ () Jio -0
Soit :
! ! 3 Ay 5] - # y)

(10'7) |_®(P) G(P)f] (.1/‘0) o~ Wt‘(’ e ‘\Ltgim“") I_()“n e ()“x ()(j‘ ce dfj.v./ (x‘)](xl):m
ou (...) est le symbole de la symétrisation.

D’autre part, le polynome produit PP’ de degré N + N’ est: tel que

L
yp! 2o Bi.80) e o >
Pl NN!N/II(‘)1 “LL‘Ox A’n)cll...e%cﬁl...cgw.

Il en résulte en z, :
(10.8)  [O(PP') f] (&) ~ Wg(ﬂ“‘w“w Wb ) |0a, o 02 0g, o 9, T (@) | e
Par différence de (10.7) et (10.8), on obtient

{O(PP)—0(P)O(P)] f~o.

Ainsi lopérateur différentiel ©(PP’)—O(P)O(P’) est d’ordre inférieur
a N+ N’. Nous obtenons pour O la propriété multiplicative traduite par
le théoréme suivant :

Tutorime. — Si P et P’ sont deux polynomes de 1(C) de degrés respec-
tifs N et N', Uopérateur différentiel invarant, élément de ®(G/H), défint par
0 (PP) — 6 () O ()

est d’ordre inférieur & N+ N'.
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1. — Etude de @ (G).

11. @(G) comme cas particULIER DE A (G/H). — Pour approfondir
Iétude de la structure de @ (G/H) dans le cas d’un espace homogéne
réductif (chap. III), il nous faut nous intéresser a l'algébre @(G) des
opérateurs différentiels invariants sur G. Cette algebre a été étudiée prin-
cipalement par Schwartz et Harish-Chandra et nous allons rappeler les
principaux résultats dont nous aurons besoin, en nous inspirant du point
de vue de Helgason.

a. Nous désignons dans la suite par r la dimension du groupe G.
Ce groupe opérant sur lui-méme par translation & gauche, nous pouvons
considérer la variété G comme un espace homogéne simplement transitif,
avec H={e|. '

Si 2 appartient & I'algébre de Lie G de G et est, par suite, un vecteur
tangent 4 G en e, nous notons exp (i) le sous-groupe & un paramétre
de G défini par 2; ¢ est le paramétre canonique de ce sous-groupe. L’espace
vectoriel tangent en e & G définit sur G une connexion linéaire invar-
riante 7 dont les géodésiques issues de e admettent pour représentation
paramétrique canonique (§ 5)

k(t; }) —=exp (£}).

Soit (A,) (A =1, ..., r) une base de G. On voit que I’application

) ’ al
gt (') >g=exp(t*h)
et Iapplication inverse ¢ définissent sur un ouvert U(e) un systéme de
coordonnées locales normal en e pour la connexion envisagée. Autrement
dit, ce qu’on nomme un systéme de paramétres canoniques (t*) du groupe
peut étre interprété comme systéme de coordonnées normal pour la
connexion envisagée. g, désignant un élément donné de G, nous posons sur
un voisinage convenable de o pour les (¢')

(11.1) ﬁ(t“):F(goexp[t“)\A)).

D’aprés ce qui précéde, le théoréme du paragraphe 9 peut s’appliquer
a @ (G) sous la forme suivante : st S(G) est lalgébre symétrique sur G,
il existe un isomorphisme

(r1.2) ’ 8: QD
de Uespace vectoriel S(G) sur Uespace vectoriel ®(G) qui, au polynome Q,

fait correspondre Uopérateur différentiel D, invariant sur G défini
pour F €C”(G) par

(11.3)  [DgF](g0) = [Q(%) F (8o eXP(t*‘M)] = [Q<(%> f (tA)](tA):o-

(t2)=0
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b. Il est souvent commode, dans ce cas, d’utiliser des fonctions F de
classe C® sur un ouvert U de G. Nous désignons par C”(U) I'ensemble
des fonctions F sur G qui sont de classe C® sur U. A ce sujet, nous allons
établir le lemme suivant :

Lemme. — Soit D, un élément de D(G), ot Q est le polynome associé
a Popérateur par ©.

1° St Fecv(U), il en est de méme pour D,F.

20 D, peut éire caractérisé par son action sur les fonctions Fec”(U);
autrement dit, st DoF = o pour tout F€C”(U), on a Dy=o.

En effet, si g,€U, il existe un voisinage U’ de g, contenu dans U et
un voisinage V de o pour les (¢*) tels que

Q(d—dg)F(geXP(tAlA))

soit une fonction analytique de g et de (¢') sur U X V. Par suite,
d’apres (11.3), D,F donné par

Do) () = Q) Flsexp 0 20) |

I") =0

est une fonction analytique de g sur U’ et D,F e€c~(U).

Ce résultat du 19 peut se mettre sous une autre forme : soit U un ouvert
de G pour lequel (t') - g= g, exp (t*},) définit un systéme de coordonnées
locales. S1 Fe€C”(G), il résulte du caractére local de D, et du théo-
reme 1 (§ 3), que nous pouvons représenter DyF sur U par

DeFl(e) = D @) [0rFl(e),  g=sgoexp(*]) €U,

[pl<N

Un raisonnement analogue a celui du théoréme cité montre alors que
les a, sont de classe C* sur U.

Soit U I'ouvert précédent et supposons maintenant que D,F = o pour
tout F € C”(U). On a nécessairement Q = o, car si Q était différent de zéro,

il serait possible de choisir une fonction F ("), telle que

[Q(£>ﬁ (tA):l(w):o#O'

Pour la fonction F€C”(U) qui lui correspond selon (11.1) on a alors,
d’apres (11.3),

[DeF](80) # o5

Q étant nul, D, I'est aussi, ce qui démontre le lemme.
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12. @(G) BT LES OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS DU PREMIER
ORDRE. — a. A tout élément A de ’algébre de Lie G de G correspond un
champ de vecteurs Y invariant & gauche sur G. Le sous-groupe a un para-
métre exp(tA) peut étre défini par la trajectoire de Y issue de e dans G
et 'on a, avec des notations évidentes,

d
(I?.I) Zﬁexp(ﬁ\):Yexp(m.

Le champ Y définit un opérateur différentiel £*(Y) sur G qui, & toute fonc-
tion F€C~*(G) fait correspondre la fonction indéfiniment différentiable

£(Y)F=i(Y) dF,

ou ¢ indique le produit intérieur par un vecteur. A Paide de (12.1), on peut
donner de cette fonction une expression commode. 51 g€G, on a

d /., dexp (th .
G (gexp () = 1< R Zz( )>d14gexp(m.

Or, d’aprés (12.1) et I'invariance de Y,
, dexp (th)

Lg di — ]4; Yl-xp (tn)— Y;,'cxp(t 5B

Ainsi

¥ (gexp (1)) =[i(Y) dF| (gexp (11)).

Pour ¢ = o, on obtient ainsi

d ., .
(12.2) [1:’(Y)F](g):[ml< gexp(l/.))]

b. 11 est clair sur (12.2) que Popérateur différentiel £(Y) est invariant
par P'action a gauche de G. En effet, si Y€G,

. d 7]
[L: 2 (Y) Fl(g) =[£(Y) F|(v8) :| 7V (xgexp (13)) , R

Soit
[L: £ (Y) Fl(s) =[#(Y) Ly F[(s).
De L12(Y)=£(Y)L], on déduit que £(Y)€®D(G).

On sait que si a A, A"€G correspondent les champs Y, Y’ invariants
a gauche de G, a I'élément [A, A'] correspond le champ [Y, Y']; de plus,
(12.3) £([Y, Y]) =£Y) £(Y) — £ (Y) £(Y).

Au second membre figure un crochet d’opérateurs éléments de D (G).

L’application linéaire
7: 1€G>£(Y)ed(G)
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de G dans lalgebre associative unitaire ®(G) peut &tre définie,
d’aprés (12.2), par

(12.) WP =|GFee) |

et elle jouit, d’apres (12.3), de la propriété
(12.5) (A D)=t Q) () —t(X)r(2).
Nous pouvons traduire cette propriété par I’énoncé suivant :

Tutorime. — L’application < définie par (12.4) est une linéarisation
de Ualgébre de Lie G de G dans Ualgébre unitaire @ (G) des opérateurs diffé-
rentiels invariants d gauche de G.

c. Nous allons établir le lemme suivant qui nous sera utile a différentes

reprises.

LemME. — St F est une fonction analytique dans un voisinage d’un point g
de G, on a pour t suffisamment petit la formule

®

(12.6) F(gexp (1)) = 3, [z (1)"F) (g).

n=0

En effet, nous pouvons établir par récurrence que
. ar
(12.7) £ F) () = | ZaF e |

D’aprés (12.4), cette formule est valable pour n=r1. Evaluons

[z (A)"*1F] (&) =[z (})" = (}) F] ()

i d
=[G Fgepn| =[G prseperon]

l=u=0

soit, en notant ¢ la variable (¢t 4 u),

) . du»frl .
(=¥ () =] G Flsep i) |

L==0

ce qui démontre (12.7). Cela posé, développons F(gexp(t7)) en série de
Taylor de la variable ¢ au voisinage de ¢ =o0. On a

@

F(gexp(41)) = Y,

n=o

tll

n’ =0

[(lt'lr(O exp (ll))J R
soit, d’apres (12.7), la formule (12.6) de notre lemme.

13. RemarQue. — Soit U(G) l'algébre enveloppante -universelle de
I'algébre de Lie G, p la linéarisation correspondante. D’aprés la propriété
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fondamentale de lalgébre enveloppante universelle, il existe un homo-
morphisme unique 0 de ’algébre U (G) dans I’algébre ®(G) tel que

1—_—009.

Un théoréme fondamental de Harish-Chandra énonce que 6 est, en fait
un isomorphisme de U(G) sur ®@(G).

14. I’1somorPHISME A DE L’ESPACE VECTORIEL &(G) surR L’ESPACE
vecTOoRIEL ®(G). — a. Supposons lalgébre de Lie G munie d’une
base (1) (A =1, ..., r) et soit $(G) I'algébre symétrique sur G, ou algébre
des polynomes par rapport aux indéterminées commutatives A,. Consi-

dérons d’abord un ensemble (., o, ..., »,) de p éléments, distincts ou
non, chotsis parmi les éléments 1, de la base et formons le monome corres-
pondant Py P ... 1, €8(G). Soit A Tapplication linéaire de §(G)
dans @ (G) telle que
I -
(1t4.1) Ao 1) ::1;—! Zr(pam) z‘(pam). .. T(H"’(m)’
T

ou g est le groupe symétrique sur p lettres. A partir de (14.1) et du carac-
tére linéaire de A, I'image par A de tout polynome Q de $(G) est connue.
Nous allons d’abord montrer que la formule (14.1) est encore valable
pour un ensemble (W, W, ..., hp) d’éléments arbitraires — distincts ou
non — de G. En effet, en rapportant u;(t=1, 2, ..., p) & la base (1)),
on a
pi= B dy,.

Par suite, d’aprés le caractére linéaire de A,
AP ) = A (BIBE. Bk, Ay) = BEBY. L BY.A (A, Ay,

Il en résulte
1

\ (Pq R TI fJ-/,) g [_)—‘ZBJ\‘];}: . R}\,"-T(Ao‘(,\l)) T(;\O‘(A\E\) e T(}\(;(AI,))

soit
| <
A(apran o py) = Py ZB(‘?‘(};‘B%;‘)?’. S BIR T (o) - T (e,
On obtient ainsi
I Q K
Mg ) = 5 N BB BT () T (AT ()
o

ou

Ao pp) = ]% ¥ BT () BT (M) - BT (ha,),s
g

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 4. 46
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ce qui n’est autre que (14.1) explicité. De la validité générale de (14.1),
il résulte que l'application linéaire A, telle que nous l'avons définie,
ne dépend pas en fait du choix d’une base de G.

b. Soit F une fonction analytique sur un voisinage V de e dans G. De la
formule (12.6), il résulte que, pour des t* suffisamment petits, on a

»

(14.2) F (exp (1A 1)) :Z;;-![f(t“h)”F](e).

Or on vérifie immédiatement a partir de (14.1) que
7

!
T(h)r= Y (t')”l...(t")""———-——”l!.f.".!/\().71...7#,’."),

ny+...4 n=n

(14.2) prend ainsi la forme

- 51 lli. .. t]' n,. .
(14.3) F (exp (1* 1)) = Z (—”)T_(]—’_),_[\ (. amy B (e).
Ny ooy N, =0

D’autre part, si nous développons le premier membre de (14.2) en série
de Taylor usuelle par rapport aux variables ¢* au voisinage de (t')= o,
il vient

»

; } 5 ~ ([l)ni. .. (lr)n,. d ny d n, : oS
F (exp (M hy)) = Z T T [(52,—> <W> F(exp(t‘A;\))](M:".

Ny oo =0

On a ainsi :
. () ny d e
[\ (W h) F () :[((_)t_> g '<07> F (exp (“‘“))]m:o'

De cette relation et de la linéarité de A, on déduit que si Q est un poly-
nome, élément de S(G), on a

A Q) FIe) =| Q) Flexp (et |

UA):O‘

Si @ est I'isomorphisme de I'espace vectoriel $(G) sur Pespace vecto-
riel A (G) introduit au paragraphe 11, on voit sur (11.3) que pour toute
fonction F analytique sur V

[A(Q) Fl(e) =[0Q) F](e).
Les opérateurs A(Q) et (:)(Q) étant invariants sur G, on a pour g€V,
[A(Q) Fl(g) =[0Q) Fl).
Il résulte du lemme du paragraphe 11, 20, que pour tout Q €S (G)
| A Q) =8(Q).
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L’application linéaire A coincide avec ®. Nous énoncons

TutoremME. — La formule (14.1) définit un isomorphisme de lespace
vectoriel S(G) sur Pespace vectoriel ®(G) qui coincide avec I'isomorphisme ©

défint par (11.3).

Nous abandonnons dans la suite la notation ® et ne conservons que la
notation A.

15. PROPRIETE MULTIPLICATIVE DE L’APPLICATION A. — Relativement
aux structures d’algébre de $(G) et de ®@(G), nous allons établir une
propriété multiplicative de 'application A identique a celle traduite par
le théoréme du paragraphe 10, c.

a. Si {4y, - sont deux éléments de I’algébre de Lie G

A (1) =T (), A (p2) =7 (2)
et ‘
\ ([ 2]) =7 ([ p2]) =7 () T (p2) — 7 () 7 (1)

Il en résulte
(15.1) \(fp pa]) = A () A () — N () A ()
D’autre part,

'\r(#lf*‘z)_—‘é T(He)f(pz)+f(5ﬁz)f(uu>}: g‘ A () A () + A () A ()
solt
A () = A () A () — = (A () A () — A () A (1))
2

On a donc la relation

(15.2) () = A () A () — g Ay pa)-
Plus généralement, si (w4, ..., 14,) sont ¢ éléments arbitraires de G, on a
(15.3) Ao ) = A (1) A(py) + D,

ou Uopérateur D € D (G) est d’ordre inférieur a q.

Raisonnons par récurrence en admettant (15.3) pour Pentier (¢ —1):

De (14.1), soit

1
A p) = 3 A Bow)- - \ (o).
on tire, en fixant l'indice o(q) = 1,

q
A (e ) = ;}2.\ (oo P ) A ()
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ou la notation ~ indique que le facteur p; manque. De I'’hypothése de

récurrence, il résulte
) 7

1
zuwnyﬂngAwm.

i=1

P
A () A () A () + Dy,

ou lopérateur D, €@ (G) est d’ordre inférieur a ¢. En permuttant A(w)
avec les opérateurs précédents et en corrigeant & l'aide de l’expres-
sion (15.1) du crochet, on obtient la formule (15.3) qui se trouve ainsi
établie.

b. De cette formule, on déduit immédiatement que si M et M’ sont
deux monomes sur G de degrés respectifs N et N’, 'opérateur

A (MMY) — A (M) A (M)
est d’ordre inférieur a (N + N’). Ce résultat s’étend naturellement au cas

de deux polynomes. Nous avons ainsi retrouvé pour @(G) le résultat du
paragraphe 10 par une voie différente.

Tutorime. — St Q et Q' sont deux polynomes de S(G) de degrés respec-
tifs N et N', Uopérateur différentiel invariant sur G

D=A(QQ)— A(Q)A(Q)
est d’ordre inférieur a (N 4 N).

CHAPITRE IIL

OP]::RATEURS DIFFI;‘.RENTIELS INVARIANTS
SUR UN ESPACE HOMOGENE REDUCTIF.

16. Espaces HOMOGENES REDUCTIFS. — a. Un espace homogéne V,= G/H
admet une structure réductive si U'algébre de Lie G de G admet une décompo-
sition en somme directe (*)

(16.1) G=H+M (HAnM=0)

ou le sous-espace M satisfait
(16.2) ad. (I) Mc M.
Lorsqu’il en est ainsi, le sous-espace M définit sur le fibré principal G

de base V, une connexion infinitésimale invariante a gauche par G.
On démontre qu’a cette connexion est naturellement associée, sur I’espace

() Sur les espaces homogénes réductifs, voir, par exemple, Nomizu [5] et Lichne-
rowicz [4, a].
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homogéne V,= G/H une connexion linéaire invariante. Celle-ci est dite
la connexion canonique relative a la structure réductive.

Cette connexion jouit de la propriété suivante : si A€M, soit exp(sh)
le sous-groupe & un parameétre correspondant; le transport relativement
a la connexion canonique le long du chemin

(16.3) P exp (sh)

de V, coincide avec la transformation par exp (s4). Il en résulte en parti-
culier que (16.3) définit pour la connexion canonique un arc géodésique
tangent en x, a p’/ pour lequel s est le paramétre affine.

b. Prenons pour base (%,)(A =1, ...,r) dans G la réunion d’une
base (%,) (# =1, ..., n) de M et d’une base (~) (t=n 41, ...,r) de H.
Une telle base de G sera dite adaptée a la structure réductive. Nous adoptons
pour base (e,) dans C la base (p'7,). On a ainsi

(16.4) Plha= ey, pPri=o,

G étant la somme directe de H et de M, on sait qu’il existe des voisinages
ouverts connexes Vy et V, de o respectivement dans M et H tels que
P’application i
9: ()\M, 7!) —> exp Ay exp Ay
soit un difféomorphisme de V, XV, sur un voisinage ouvert V de e dans G
(Helgason [3, a]). On peut supposer V tel que pVcCU(z,), ou U(x,) est
un ouvert normal de centre z, de V, munie de sa connexion canonique.
Ainsi, relativement a la base adaptée choisie,

exp (£*1y) exp (84;) — (8%, t0)
définit un systéme de coordonnées locales sur V. Si
&= exp (%) exp (¢};) €V,
sa projection x = pg appartient & U(z,) et peut s’exprimer par Exp (z*e,).
Ainsi :
(16.5) P exp (%)) exp (L12;) == p exp (£*hy) = Exp (2%¢y).

De la propriété de la connexion canonique signalée en a, il résulte que z =pg
‘a pour coordonnées normales

(16.6) x* = (*.
Pour g, €G,
(16.7) (4, 1) —> g =gy exp (t*1y) exp ({'h;)

définit sur g, V un systéme de coordonnées locales que nous utiliserons dans
la suite. |
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c. S1 h€H, on a, d’apres (4.5)
(16.8) plad (h) =K, p'iy,
M étant invariant par ad(h), 1l vient
(16.9) ad (k) 1= AE (h) 2g,
ou, d’aprés (16.8), A = (A (h)) est la matrice représentative de K’, dans
la base (e,). D’autre part, pour la base(%;) de H,
(16.10) ad (k) b= A/ (h) },.

On peut résumer (16.9) et (16.10) en écrivant
(16.11) ad () dy== BY (/) ks,
ou la matrice r Xr, B, est telle que
BE () = AE(n), B/ (k) = AJ(h), B/ (h) =B¥ (h) =o.

17. L’appricaTioN A pE 8(G) sur @ (G). — Dans toute la suite, nous
considérons un espace homogeéne réductif V,= G/H et n’introduisons
sur G que des bases adaptées a la structure réductive.

a. Soit D un élément de @ (G). D’apreés le théoréeme du paragraphe 3,
il existe un polynome Q €S (G), manifestement unique, tel que

(17.1) [DF] (0) = | Q55 ) Flexp (7 exp (12 1|

(1A) =0

ou F€C”(G). L’opérateur D étant invariant par G, on a au point g,

5 [PV A .
(17.2) [DI‘J (é’},) - [Q (dlf‘\> F {go exp([i‘)\a) exp(”)\i) ;]

(l“):ﬂ

Inversement, si Q€38(G), la formule (17.2) défimit un opérateur diffé-
rentiel sur G invariant par les translations a gauche. Nous énoncons :

TutoriMe 1. — St G/H est un espace homogéne réductif, il existe un
1somorphisme :
T (\) > BQ

de Vespace vectoriel S(G) sur Uespace vectoriel 0 (G) qui, au polynome Q,

fait correspondre Uopérateur différentiel D, invariant sur G défini, pour

FeC"(G), par la formule

— s B J . -
[DyFlgn) = [Q<o—»>" {0 exp (£*1s) (m)éJ :

(tr) =0

ou les coordonnées locales employées sont celles du paragraphe 16.
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b. Etudions maintenant I’algébre @, (G) (§ 8) définie par les opérateurs
de M (G) qui sont aussi invariants par les translations a droite par H.
S1 D,€®(G) et si h€H, on a

[DE=F] (e) = [D,;;t D,D;, F] e=|DyDj | F(h).
Il existe un polynome Q€S (G) tel que Dy= A(Q) et, par suite,

[Deri} )= [Q <d‘(z}> F { lesp () exp ((0) f! i]

(t“):o’

soit

[D(l)n.] (¢) = [Q ((%)F Choexp (6% dy) f heexp (142) /t—‘;]

(IA):O.

On obtient ainsi

[DQhF] () = [Q (5%> F {exp (t*ad (h) la‘) exp (t'ad (h) L)}J

(l‘\) =0

Soit, d’aprés (16.9) et (16.10),

[DPF] (¢) = [Q <o—?\> F {exp (A% (h) &25) exp (A7 () zfx,-);]

(A) =0
Effectuons, selon (16.11), le changement de coordonnées locales |
W= B (h) o>,
Il vient
2 =B

En substituant la notation (t') a la notation (u"), on obtient
: . Jd .
(17.3) [DPeF] () = [Q <Bx(h) ?)F) F {exp (¢*7,) exp (t})\i)](;A):(,-
Pour que D, soit invariant par D,, il faut et il suffit que
[D"F] (e) =[DoF] (e),

c’est-a-dire, d’apres (17.3), que

Q (0 535 )= (51 )-

- Ainsi, si Q est le polynome sur G associé par A a Popérateur D, €D (G)
pour que D, €®,(G), il faut et il suflit que

(17.4) Q (ad () 1) =Q (As),
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c’est-a-dire que () soit un polynome de $(G) invariant par ad (H) opérant
sur G. Nous sommes ainsi conduit & introduire la sous-algébre I(G)

de $(G) définie par les polynomes invariants par ad(H). Nous énoncons :
Tutorime 2. — Si V.= G/H est un espace homogéne réductif, @,(G) est

obtenu par la restriction A, de A a la sous-algébre 1(G) des polynomes sur G
invariants par ad(H).

18. L’apprication 1I, pe I(G) sur I(C). — a. Reprenons Ialgébre
de Lie G de G et I’espace vectoriel quotient C = G/H. La projection cano-
nique p’:G -> C définit une projection notée Il de Palgébre symé-
trique $(G) sur lalgébre symétrique $(C) : si Q(%,) est un polynome
élément de $(G), il lui correspond par II le polynome élément de $(C)
défin1 par

Q' M)
Si Q, Q' €3(G), on a

(18.1) (QQ) =1 (Q) I(Q).

Supposons G munie d’une base adaptée (%,) et C munie de la base (e,= p'%,).
St Q(%a 7)) €8(G), le polynome P = 1I(Q) est défini par

P(ey) = Q(eq, O),
P est de degré inférieur ou égal a celui de Q.

b. St Q€I(G), c’est-a-dire est invariant par ad(H) opérant sur G,
on a pour h€H
Q (ad (h) hg, ad () 2= Q (I, 1.
Il en résulte
b(Ag(h) eﬁ):Q(Ag(lz) egy 0) =Q (eq, 0) =P (ey)

et P est invariant par H, donc appartient a I(C).
Inversement, si P€1(C), le polynome Q de &(G) défini par

Q (7\\) =P ()wx)
vérifie
Q(ad (h) &) = P (ad (£) 2o) =P (A2 (h) kg=TP (2s) = Q (3)

et appartient a 1(G). Nous énongons :

Tutortme. — La restriction 1, de 11 a 1(G) est un homomorphisme
de 1(G) sur 1(C) qui, & tout polynome Q€ 1(G) fait correspondre un poly-
nome II,(Q) €1(C) de degré inférieur ou égal a celut de Q. Pour PeI(C),
il existe au moins un polynome Q de méme degré que P, tel que P = 1I,(Q).

Considérons I’algébre I(M) des polynomes sur M invariants par I'action
de ad (H). Il résulte du théoréme précédent que 1I, définit un isomorphisme

de L(M) sur 1(C).
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19. LE THEOREME FONDAMENTAL. — @. Proposons-nous de mettre en
évidence une projection de l'algtbre @,(G) dans l'algébre @ (G/H) des
opérateurs différentiels invariants sur ’espace homogeéne réductif G/H.

Etant donné un opérateur D,€®,(G), considérons Popérateur D
(sur G/H) qui, a toute fonction f€C” (G/H) fait correspondre la fonction Df
définie par

(19.1) p’Df=Dyp*f.
Soit, avec les notations du paragraphe 8,
(19.2) (Df)* =Dy,

(19.1) ou (19.2) définissent bien une fonction Df€C”(G/H), puisque D,
laisse stable C; (G).

D est un endomorphisme continu de C;(G/H) de caractére local :
st f€C.(G/H), 1l résulte du caractére local de D, que

2S(Dop f)CpS(p'f)s
soit
S(DfycS(f).

On établit immédiatement la continuité de D en utilisant les systémes
de coordonnées locales introduits au paragraphe 16; D est ainsi un opéra-
teur différentiel sur G/H. Cet opérateur est invariant par G. En effet,
d’apres (8.5) et (19.2),

(K;Df)"=L;D, 7,

soit, D, étant invariant a gauche par G,

(K:Df)"=D, L f=D, (K, /)~ = (DK, /)™
Ainsi ’
K;Df=DK;/,

ce qui démontre I'invariance.

Nous avons ainsi défini une application ¥ :D,—>D de @, (G)
dans @ (G/H). D’aprés sa définition méme, ¥ est linéaire et préserve
le produit, c’est-a-dire est un homomorphisme de Ualgébre @,(G) dans
Palgébre @ (G/H).

b. Cela posé, soit Q un polynome élément de I(G). Posons

Do=1A,(Q) €@, (G).

Si f€C*(G/H) et si f= p*f, on a, dans les coordonnées locales du para-

graphe 16

oMy (90 DN\ g 97y
Dy f ) =10 (L —> L gexp (1% xp (¢ )] .
0716 = | g g )T g o @ epieint]
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Pour exp (t*A,) exp (t'4;) €V, il vient
(19.3) Figexp(t*ha) exp(t'd)} = f {gexp(t*)a)| = f{ pg exp (t*1a)} = [ { Kyp exp (£ ha)];

(19.3) étant indépendant des variables (¢), on a
S J :
Dof 1(g) =|Q( 551 0) fi Kepexp (¢2y) .
(D07 100 =[ Q7o 0) AKepesp ]

Il résulte de (16.5), (16.6) que

pexp (t*hy) = Exp (¢*ey).

"y [0
3(0?’ O) ! <(72°7>
Il en résulte

(t0.4) [—DQ:}‘] (g) = [P <d;j°‘)/= K, Exp (taea)}-Jm):“,

D’autre part, si P = =,(Q),

-

soit, si Dp= 0 (P) et s1 2z = K, (=),

o
]

[Dof] (£) =[Def| (2) =[Def] (2)-
De la définition (19.2) de W, il vient
(19.5) WA, (Q)=0IL(Q)  (Qel(G)),

Il, étant une application surjective de I(G) sur I(C), ® et A, des iso-
morphismes d’espaces vectoriels, il en résulte que W est surjective et,
par suite, est un homomorphisme de ®,(G) sur @ (G/H).

De (19.5) et du fait que
degll, (Q) < deg. Q,

on déduit que s1 D, €@, (G),

ordre W (D) = ordreD,.

Nous énoncons, d’aprés le théoréme du paragraphe 18,

TutoriMeE. — Pour un espace homogéne réductif, le diagramme

1G) -, @ (G)

11, L0
]

1C) 25 @ (G/1)

est commutatif. L’homomorphisme W de @, (G) sur @ (G/H) est tel que

(19.6) ordre W (D,) == ordre D, |[Dye®, (G)].
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Mazs, pour tout élément D € @ (G[H), il existe au moins un élément D, € @, (G)
tel que D = W (D,) et ordre D = ordre D,.

c. Soit II, la restriction de II,, A, la restriction de A, a I(M). Si
QeI(M), A(Q) est opérateur D, défini par

J ; :
0¥ () =] Qs ) Figexp et expeny | - = Q5 ) Flesperil |
(3) =0 (tA=0)

pour tout Fe€C”(G), soit

DyF] (2) [ a)F«oe\ t‘?_)}] .
[DoF] dt L
Si A, est la restriction de A & I(M), on a donc

Tl:—\l-

De (19.5), on déduit par restriction a I (M),
19.7) WA, = 61,
Ainsi
CoroLLAIRE. — Sur un espace homogéne réductif G/H (avec G = H 4+ M),

Vespace vectoriel @ (G[/H) se déduit de 1(M), par la restriction A, de A a I(M)
sutvte de I’homomorphisme W.

20. ProprifiTé MuLTIPLICATIVE RELATIVE A (D (G/H). — Soient P, P’
deux polynomes éléments de I(C), de degrés respectifs N et N’, Q, Q" les
polynomes de I (M) qui leur correspondent par I'tsomorphisme II,. Du para-
graphe 15, il résulte

(20.1) A (QQ) = Au(Q) A+ (Q) + D,

avec
ordre D, << N + N'.

En transformant (20.1) par ¥, il vient, ¥ étant un homomorphisme
d’algebre,
WA(QQ) =WA(Q) WA (Q) + W (Do),
soit, d’apres (19.7),
(20.2) 0 (PP) =0 (P) 0 () + WD),

ou
ordre W (D,) < ordre D, << N + N.

Nous retrouvons ainsi, dans ce cas particulier, et par une autre voie,
le théoréeme du paragraphe 10.

21. Cas oU IL EXISTE UN SYSTEME FINI DE GENERATEURs. — a. Consi-
dérons un espace homogéne G/H admettant une connexion linéaire invariante
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(nous ne supposons pas au a sa réductivité). Placons-nous dans le cas ou
Palgébre I(C) correspondante admet un systéme fini de générateurs :
il existe k polynomes P;€I(C) (t =1, ..., k) tels que tout élément P
de I(C) puisse s’écrire ' L ‘

(21.1) P=® P, ..., P,

ou ® est un polynome. Désignons par D, Popérateur différentiel

(21.2) D=0 P).
On a:
TutorimE. — St [(C) admet un systéme fint de générateurs, tout élément D

de @ (G/H) peut s’exprimer par un polynome par rapport aux opérateurs
différentiels D; correspondant aux générateurs P; de 1(C)

(21.3) D:Za,,lm,,k(l),)m...(Dk)nk. !
En effet, s1 P est le polynome © ' (D), il peut s’écrire, d’apres (21.1),
P="N by, (P)" . (P,

D’aprés le théoréme du péragraphe 10, Vopérateur différentiel invariant
sur G/H :

®(P) —'Ebnl..,nk@(l)l)"" : '@(})/;')’lk
est d’ordre inférieur a 'ordre de'D = ©(P). Le théoréme s'en déduit par
induction. L’expression (21.3) de D n’est naturellement pas unique.

b. Supposons maintenant que l’espace homogéne G/H admet wunc
structure réductive. St 1(G) admet un systéme fini de générateurs Q;
(t=1,2, ..., k), tout élément Q€I(G) peut s’écrire

(21.4) Q=@ Qi ..., Q)
ou ® est un polynome. De o
0, (Q+ Q) =1L (Q) + 1, (Q),  IL(QQ) =1, (Q) Uy (Q).
on déduit d’aprés (21.4) que si-P =1I,(Q)€I(C), on a
P==& L (Q), ..., Mo (Qx)),
I (C) admet ainsi un systéme fini de générateurs.

c. Supposons en particulier le sous-groupe H connexe et réductif dans G :
la sous-algébre H est réductive dans l'algébre de Lie G de G. On sait
que lorsqu’il en est ainsi, 'espace homogéne G/H admet une structure
réductive. S1 nous considérons I’espace vectoriel G comme une algebre
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de Lie abélienne, S(G) est 1’algébre enveloppante correspondante. D’apres
I'hypothese faite, ad (H) définit une représentation complétement réductible
de H dans G. La représentation correspondante de H dans $(G) est aussi
complétement réductible et $(G). est la somme directe

$(G) =3(G)i+ $(G)°,

ou 8(G)* est le sous-espace des élémeénts annulés par ad(H) et S(G)° le
sous-espace cngendré par les éléments déduits de I’action de ad . (p.H €) sur
un élément de S(G); $(G)* est une sous-algébre de $(G) qui, H étant
connexe, coincide avec la sous- algebre I(G) et, d’aprés un théoréme
classique (*), admet un systéme fini de générateurs. Ainsi si H connexe
est réductif dans G, I (G) admet un systeme fini de générateurs.

Supposons maintenant le sous-groupe H compact. Le groupe com-
pact ad(H) opere sur G et G/H admet une structure réductive. D’aprés le
théoréme des invariants dans le cas compact, I'algébre I(G) admet un
systéme fini de générateurs. Nous énoncons, d’ aprés a et b :

TutorEME. — Si, pour Uespace homogéne G/H, le sous-groupe H est
connexe et réductif dans G ou si ce sous-groupe est compact, Ualgébre 1(G)
admet un systéme fini de générateurs et il en est par suite de méme pour

Palgébre @ (G/H).

CHAPITRE IV.

OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS
SUR UN ESPACE SYMETRIQUE.

22. NoTION D’ESPACE HOMOGENE SYMETRIQUE. — a. Supposons qu’il
existe, sur un groupe de Lie connexe donné, G, un automorphisme involutif S
de G. L’application S de G sur lui-méme étant un automorphisme de G,

(22.1) : S(gg') =S(£)8(8)
quels que solent g, g’ €G; S étant involutif,
(22.2) St —1Id.

Soit H® le sous-grdupe des éléments de G fixes par S. C’est un sous-groupe
fermé de G dont nous désignons par H; la composante connexe de I'unité.

DerinitioN. — Etant donné un espace homogéne V,= G/H, nous dirons
que cet espace admet une structure d’espace homogéne symétrique s’il existe
un automorphisme mvoluttf S de G tel que

(22.3) HScHcHS.

(®*) Voir, par exemple, Séminaire Sophus Lie [7], Exposé 7, p. 8, Paris.
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Si H, est la composante connexe de l'unité de H, on a H,= Hj. Nous
pouvons supposer, sans nuire a la généralité, que G est effectif.

b. L’automorphisme involutif S de G induit un automorphisme invo-
lutif S de l'algébre de Lie G de G. De la relation

S(hgh=) =hS(g) I

valable quels que soient g€G, h€H, on déduit
(22.4) v Sad (2) —=ad (~)S.

Les valeurs propres de I'automorphisme involutif S (avec S’= Id) de G
sont nécessairement égales) 4 1. Considérons le sous-espace de G défini -
par les vecteurs propres de S correspondant a la valeur propre 1. A tout
élément de ce sous-espace correspond un sous-groupe i un parameétre
d’éléments de G fixes par S. Inversement, & tout sous-groupe & un para-
métre de H, correspond un élément de G invariant par S. Ainsi le sous-espace
envisagé n’est autre que la sous-algébre H de H, ou H.

Soit M le sous-espace de G défini par les vecteurs propres de S corres-
pondant & la valeur propre —1; M est supplémentaire de H dans G

(22.5) G=H+M (HAM=o)
et, d’apres (22.4),
(22.6) ad (H)McM.

On voit ainsi que la décomposition (22.5) définit pour G/H une structure
d’espace homogene réductif. La connexion canonique de la structure
réductive précédente est dite la connexion canonique de I’espace homogéne
symétrique. On sait que (*) tout tenseur invariant par G est a dérivée cova-
riante nulle dans cette connexion.

Si A, €M, on a

S[ pl=[8% Spl=[4 p]
et [, »]€H. Ainsi dans le cas d’un espace symétrique, le sous-espace M
vérifie

(22.7) [M, M]cH.

La théorie des espaces homogénes réductifs (*) montre que (22.7) exprime
la nullité de la torsion de la connexion canonique d’un espace homogéne
symétrique.

c. Un espace homogéne V,= G/H est dit réductif localement symétrique
s’il admet une structure réductive G = H + M telle que (22.7) soit
satisfaite. Les résultats que nous venons de signaler sont encore valables.

(*) Voir Lichnerowicz [4, a].
(*) Voir Lichnerowicz [4, a].
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On établit aisément que tout espace réductif localement symétrique
admet pour revétement universel un espace homogéne symétrique dont la
connexion canonique est I'image réciproque de la connexion canonique
de I'espace initial.

23. SYMETRIE PAR RAPPORT A UN POINT. — A partir de S, on peut définir
des transformations intéressantes de I'espace homogeéne symétrique
V.= G/H; chacune de ces transformations laisse fixe un point de la
variété V,.

a. Si z,= pe, associons & tout élément g de G le point
(23.1) L y=8(8) @
A Télément gh, o h€H, est associé le point
S(gh)xy=S5(8) S(h)xy=S8(g) hxy=S(8) xe=1.

Ainsi 4 tout point = gz, de V,, nous pouvons associer le point y défini
par (23.1), qui ne dépend pas du choix de g dans gH. Nous désignons
par S, la transformation z -y de V,, transformation qui laisse fixe le
point z, et qui vérifie, d’apres sa définition,

(23.2) Syop=poS.

Etudions le carré de S,. On a

+

Siep=poS=p

et S, est une transformation involutive de V,(S; = Id). La transfor-
mation S, est dite la symétrie par rapport au point z,.

Composons S, avec une transformation K,, ou y€G. Pour z = gz,,
on a

Ky [Sa, (2)] = Ky [Ksig) (20) ] = Kysig) (20) = Ksisig (@) = Sz [Ksiy) (@) ]-
Ainsi, pour tout y€G,
(23.3) ' K-(O Sx‘o: Sxo° KS(Y)'
En particulier, S, commute avec K,, quel que soit h€H,
(23.4) Kio Sz = Sy,0 Ki.

b. Etant donné un élément g, de G, considérons la transformation de V,
définie par
K'glo Smoo KS’:"“
Si & gi, on substitue I’élément g,h, ou h€H, on obtient la transformation

K, 0Kj08,, 0 K)o Kgi= Kg0Sz,0Kpiy
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d’aprés (23.4). Ainsi & tout point z, = g,x,, on peut associer la transfor-
mation S,, ne dépendant que de z,, définie par :

(23.5) Se, =K, 08,0 K.gl—i =S,,0 Ks(gi)gx—l

D’aprés sa définition, S,, laisse fixe le point z, et est involutive. S, est
dlte la symétrie par rapport au point x,.

c. De (23. 2)‘ on déduit
(S2)p'=r'S,

ou (S,) est Pautomorphisme de C = T,, défini par S,. Si A€M
(Si)) P'h=p'Sh=—p'k.
Ainsi, & tout vecteur p’2 de C, (S%.), fait correspondre le vecteur opposé

(23.6) (Sh), = —1d.

On établit, d’autre part, aisément que la connexion canonique d'un espace
homoge‘ne symétrique est invariante par Sm donc par toute sym’étri’e

Soit U un voisinage normal de centre xo relatif 4 la connexion cano-
nique. Si €U est différent de a, il eXISte dans U un arc géodésique et un
seul JOIgnant Zo A x; cet arc est tangent en x, & un vecteur u et le pomt z
est atteint pour la Valeur s du parameétre affine correspondant a (z,, u).
Par la symétrie S, qui laisse invariante la connexion, cet arc géodésique
est transformé en un autre arc géodésique d’origine z,, tangent en x,; au
vecteur — u, d’aprés (23.6) et dont I'extrémité S, x est atteinte pour la
valeur s du paramétre affine correspondant a (x,, — u) Nous obtenons
ainsi une construction commode du symetrlque par rapport a x, dun
point de U. ‘ : '

Si (e,) est une base de C, (%) les coordonnées normales correspondantes
dun point z de U, la restriction de S, & U est définie dans ces coor-
données par ‘

(23.7) (%) - (— x*) (d‘:I, 2, ..., N).

I1 en résulte, en particulier, que la symétrie S, admet le point z, comme
point fixe isolé.

Ces résultats s’étendent a la symétrie S, par rapport & un pomt arbi-
traire z, de V,= G/H. . - o

24, GENERALITES SUR LES OPERATEURS ADJOINTS. — a. Considérons un
espace homogeéne V,= G/H astreint seulement & admettre un -élément de
polume 1 ingariant par G. Si lintersection des supports de f, g€C”(V,)
est. compacte nous posons

(2h.1) Sfrgr= f(x)o(w)‘fl(x)
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Nous appelons opérateur adjoint d’un opérateur différentiel D de V,

un opérateur différentiel D tel que s1 f€C*(V,) et s1 g€C*(V,) on ait
(2h.2) (DS, g>=_4, Dg>.

Un tel opérateur existe et est manifestement uniquement déterminé par la
condition (24.2). : '
Soit D™ et D* deux opérateurs différentiels de V, admettant les
adjoints D et D, On a, d’aprés (24.2),
(DD f, 2> =< Dw), f, f)(’)g>:<f, ﬁ(a)ﬁ(x)g>,
Il en résulte que D) D*) admet 'opérateur adjoint
(24.3) (DD~ = Db,

b. Supposons I'opérateur D de V, invariant par G. Il en est de méme
pour D. De I'invariance de 7 il résulte, en effet, que s1 YEG :

(2.4) (K S, 80 =S Kig ).
A Taide de (24.4), évaluons

A CK2iDf, g = Df, Kig > ={f, DKig).
D’autre part,
(DK f, 80 =<K f, Dg ) =, K; Dg s

D étant invariant, les premiers membres des deux relations précédentes
sont égaux. Il en résulte que quelle que soit f€C*(V,),

{(DK;—K:D)g, f>=o.
Ainsi ,
(DK:—K3D)g=o0
pour toute fonction g€C;(V,), ce qui entraine
PK;=K:D.
Nous énoncons : ‘
Tutorime. — Si G/H est un espace homogéne admettant un élément de

volume tnyariant, ' opérateur adjoint D d’un opérateur différentiel invariant D
de G/H est lui-méme invariant.

25. OPERATEURS ADJOINTS SUR UN ESPACE HOMOGENE SYMETRIQUE. —
Nous considérons dans la suite un espace homogéne symétrique V,= G/H
admettant un élément de volume v invariant par G.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 4. 48
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a. Le tenseur invariant v est a dérivée covariante nulle dans la connexion
canonique. Sur un voisinage U muni de coordonnées locales, 7 a pour
composantes

(25.1) ' Nay... .0 = PCay.. .0

ou ¢ est l'indicateur de permutation. Désignons par I, les coefficients
sur U de la connexion canonique. Il vient

n
—
Vp")a,...a,,: dp‘f)oc,u.oz,, —Z I‘gip Yia,...0...0,=— O,

i=1

soit, d’apres (25.1),

ad .
Vp Na,...a, :<'fT(P - ng) Tg,... o, — O-

La connexion étant sans torsion, on obtient sur U

16 ()
(25.2) ' Ire —lp”:‘—fp—?-

ag T

Désignons par D) Iopérateur de codérivation sur les tenseurs contravariants
défini par

(25.3) S CONCAING U VR
81 V est un champ de vecteurs a support relativement compact dans U,

- . N 1 -
oV = VPVP: (dPVP—b— I‘ﬁpvc) = Zédp (Veog)

f évn:fdp (Veo) dz =o.
Jv,

On en déduit, selon un procédé standard, que pour tout champ de
vecteurs V & support compact

(25.4) f?wn:o.
v,

n

et, par suite,

b. Soit T un p-tenseur contravariant, U un (p—1) tenseur covariant
tels que I'intersection de leurs supports soit compacte. Si V est le vecteur
défini par
1

AV
=

4
TP .on U%M%,

on obtient, par intégration par parties,

(T, VU)n:lf évn_lf 8T, U)n,
[ o PJy, p v,,< )

n
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soit, d’apres (25.4),
(25.5) ‘ f(r VU)n—— f(ar ).
vV,

n

c. Soit D un opérateur différentiel ’de (D(G/H). Si feC”(V,), on peut
écrire, d’apreés (10.6),

N
(25.6) /=, (tyy V11,

q=0

ou les tenseurs symétriques . .contravariants- t,, sont 1nvarlants par G
Pour geC>(V,), on a ‘ ‘

(Dfig>= Zf Lo ¥

Vo

En appliquant au terme d’indice q du second membre g fois la relation (25.5),
il vient

N
fe>=3, [ SEG e
g=0Vn

Il en résulte que D admet I'opérateur adjoint’ défini par

N
~ — 1) <
(25.7) g:z( q;) 07 (2ig), &)-
qg=0

L’espace homogeéne étant symétrique, les ¢, sont a dérivée covariante nulle
dans la connexion caponique et I'on a simplement

N
(25.8) Dg = (— 1) (Ui V78).
q=0

26. TRANSFORME PAR SYMETRIE D'UN OPERATEUR DE G(G/H), —
a. Si D € ®(G/H), considérons 'opérateur différentiel

H=s, DS,

Cet opérateur est manifestement invariant par G. De (23 3), il résulte
en effet que pour y€G, :

K3 D = K383, DS, = 83, Ky DS3, = S3, DK3 S5, = S5, DS K2,

c’est-a-dire
K; D =DK;,.
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b. Supposons D défini par (25.6) et proposons-nous d’évaluer Dg,
ol g est une fonction indéfiniment différentiable. Il vient
N

: DS:"agZE (t(’l)’ V‘] S;'og)

q=0

et

N
* * N ’ : * *
Sxo Dsa'og = Z (S‘rﬂ t(’/)"- Swo Vq Sfl‘og .

q=0

La connexion canonique étant invariante par symétrie, S, et V¢ com-
mutent, et nous obtenons

N
Dg = (Shtin) V7g).
q=0

Si S, est la symétrie par rapport au point z = K, (), il résulte de (23.5)

Sz, =Sz0 Kys(31)

et , )
[Satin] (2) =[S:Kis@) ] (2) =[Seti] (@).
Au point z, (S,).=— Id et nous obtenons
Satiy= (— 17 tiy).
Ainsi :

N
D=2 (—1)7 (g V7(8)

qg=0
et, d’aprés (25.8), les opérateurs D et D coincident. On a donc
(26.1) D=s;DS;, D=s;Ds;.
27. THEOREME DE coMMUTATIVITE. — La relation (26.1) entraine une
conséquence importante : la commutativité de 'algebre @(G/H). En effet,
soient D et D deux opérateurs de @ (G/H), D* et D leurs adjoints

respectifs. On a
p=s; Dws:, Deo=s; Des: .

Ktudions T'adjoint de Popérateur D D). D’apres (24.3), il est égal a
D D,
D’autre part, cet opérateur est donné par

s;, Do Bes; =s; Dws; sz De1s; = Dm D),
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“Ainsi
DIWDE — DD = o,

ce qui démontre la commutativité de @ (G/H).

TaéoreME. — St G/H est un espace homogéne symétrique admettant un
élément de volume invariant, Ualgébre @ (G/H) des opérateurs différentiels
inpariants est commautative.

Par passage 4 un revétement, on en déduit qu’il y a encore commutativité
de @ (G/H) pour un espace homogene G/H localement symétrique et admettant
une mesure positive inyariante par Uaction de G.

Le théoréme précédent généralise un résultat de Harish-Chandra et
Selberg relatif au cas des espaces homogénes riemanniens symétriques.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] I. M. GELFAND, Spherical functions on symetrics spaces (Dokl. Akad. Nauk. U. R. S. S.,
t. 70, 1950, p. 5-8).

[2] HAaRiSH-CHANDRA, a. Representations of semi-simple Lie groups (Trans. Amer.
Math. Soc., t. 75, 1953, p. 185-243; t. 76, 1954, p. 26-65 et 234-253); b. Differential
operators on a semi-simple Lie algebra (Amer. J. Math., t. 79, 1957, p. 87-120).

[3] S. HELGASON, a. Differential operators on homageneous spaces (Acta Math., t. 102,
1959, p. 239-299); b. Differential geometry and symmeliric spaces, Academic Press,
New-York, 1962.

[4] A. LicHNEROWICZ, a. Géomélrie des groupes de transformations, Dunod, Paris, 1958;
b. Opérateurs différentiels invariants sur un espace symétrique (C. R. Acad. Sc.,
t. 257, 1963, p. 3548).

[5] K. Nowmizu, Invariant affine connections on homogeneous spaces (Amer. J. Math., t. 76,
1954, p. 33-65).

[6] A. SELBERG, Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly symmetric Rieman-
nian spaces.... 1. (Ind. Math. Soc., t. 20, 1956, p. 47-87).

[7] SEMINAIRE SopHuUs LiE, Théorie des Algébres de Lie, Paris, 1955.

(Manuscrit recu le 4 novembre 1963).

e © Ga—



