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OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS
SUR UN ESPACE HOMOGÈNE

PAR M. ANDRÉ LICHNEROWICZ.

Ce travail est consacré à l'étude de l'algèbre cD(G/H) des opérateurs
différentiels invariants sur un espace homogène G/H admettant une connexion
linéaire invariante, ainsi qu'aux cas particuliers où l'espace homogène est,
soit réductif, soit symétrique.

Dans le cas où l'espace envisagé est un groupe de Lie, Harish-Chandra
a donné une étude désormais classique des opérateurs invariants et l'on
doit à Helgason une étude du même problème dans le cas où l'espace
homogène admet une structure réductive (Helgason [3]). C'est le point
de vue de Helgason qui est développé ici, combiné avec un point de vue
différent faisant intervenir une représentation des opérateurs au moyen
de tenseurs symétriques invariants (§ 10 et chap. IV).

Dans le chapitre I, on se propose de rappeler la définition et les propriétés
essentielles des opérateurs différentiels sur une variété d'une part, des
espaces homogènes d'autre part. Le chapitre II est relatif à l'étude de
l'algèbre û3(G/H) pour un espace homogène G/H admettant une connexion
linéaire invariante. On définit un isomorphisme © entre l'espace vecto-
riel d3(G/H) et l'espace vectoriel I(C) des polynômes sur l'espace tangent C
invariants par le groupe linéaire d'isotropie. La représentation tenso-
rielle (§ 10) des éléments de û3(G/H) permet de mettre en évidence une
propriété multiplicative de ©. II en résulte que si 1 (C) admet un système
fini de générateurs, il en est de même pour o3(G/H) fen tant qu'algèbres).
Dans une seconde partie de ce chapitre, le cas où l'espace envisagé est
un groupe de Lie est traité, et l'on retrouve les principaux résultats de
Harish-Chandra dans une optique voisine de celle de Helgason.

Le chapitre III est consacré au cas des espaces homogènes réductif s
(au sens de Nomizu [5]). Le point de vue adopté diffère un peu de celui
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342 A. LICHNEROWICZ.

de Helgason et permet de simplifier notablement les démonstrations de
certains résultats fondamentaux de cet auteur. On notera que si H connexe
est réductif dans G, l'algèbre 0)(G/H) admet un système fini de géné-
rateurs.

Quant au dernier chapitre, il étudie le cas des espaces homogènes symé-
triques admettant un élément de volume invariant. L'algèbre û3(G/H) est,
dans ce, cas, commutative, ce qui n'était connu que pour les espaces rieman-
niens symétriques (Harish-Chandra, Selberg). La démonstration s'inspire
— en la modifiant assez profondément — de celle donnée, pour H compact,
par Selberg [6].

Ce théorème a fait l'objet d'une Note aux Comptes rendus de V Académie
des Sciences [4, &].

CHAPITRE L

GÉNÉRALITÉS SUR LES OPÉRATEURS.

I. — Opérateurs différentiels sur une variété différentiable.

1. L'ALGÈBRE DES FONCTIONS INDÉFINIMENT DIFFÉRENTIABLES. ——

a. Soit Vn une variété différentiable connexe à base dénombrable, de dimen-
sion n et classe C00. Si x est un point de V,,, l'espace vectoriel tangent
en x à Vn sera désigné par Ta;. L'ensemble des fonctions f définies sur V^,
à valeurs réelles et de classe C30, constitue une algèbre C'ÇVn) sur le corps
des réels. Les fonctions de C^Vn) à support compact forment une sous-
algèbre C^(Vn). Dans la suite, « différentiel » sera entendu au sens de « diffé-
rentiel de classe C00 ».

Si l'application
9 : x -> (^a) çR» ( a= i , 3, . . ., n)

définit un système de coordonnées locales valable sur un ouvert connexe U
de V^, nous désignons par/^pour feC'{'Vn)] la fonction composée f\ U o y4

définie sur ç(U); f est donc la restriction à U de la fonction f exprimée
en coordonnées locales. Nous désignons par ôy, l'opérateur de dérivation
partielle défini par

à f- ôf
(w-^-

Si p = { p i , . . . ,p,J est une suite de n entiers positifs ou nuls, nous
posons

àP=(ô^(à^...(àn)P^
de telle sorte que
( A ^ ̂ î — _àpi+L"+p'l "

v ~~ (6^1)^.. .{ÔX^P'^'
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Par définition, p = o si pi = = . . . = p^= o et

C1-2) \P\ =^i+. . .4-^

si bien que la dérivée ( l . i ) est d'ordre \p .

&. Soit V un sous-ensemble ouvert de U dont l'adhérence V est compacte
et contenue dans U. Nous appelons C^(U), C^°(V), C^(V) les sous-algèbres
de C^(V») définies par les fonctions à supports compacts contenus respec-
tivement dans U, V ou V.

L'algèbre C^(V) admet classiquement une structure d'espace topo-
logique dont nous allons rappeler la définition. Les fonctions f de C^°(V)
correspondent aux fonctions f indéfiniment différentiables dont le
support compact est dans ç(V). Ces fonctions f définissent une algèbre
notée C: (y (V)).

Soit V(m, £, V) l'ensemble de toutes les fonctions jfeC^yf^V)) telles
que toutes les dérivées ^f d'ordre p ^m soient bornées en valeur
absolue par £. Cela signifie que pour que fçVÇm, £, V), il faut et il suffit que

|>/](^)<£

quels que soient p tels que \p\^=m et (^^(v). Les V définissent un
système fondamental de voisinages de la fonction o dans C^(y(v)) qui se
trouve ainsi doué d'une structure d'espace topologique à base dénom-
brable, complet.

Soit W(m, c, V) l'ensemble des fonctions /*€C^(V) telles que la fonc-
tion f correspondante appartienne à 'V(m, £, V). Les WÇm, £, V) défi-
nissent sur C^°(V) une structure d'espace topologique image de celle intro-
duite sur C^(y(V). Si { / * v { est une suite de fonctions appartenant à C^(V),
dire que cette suite converge vers zéro dans C^°(v), c'est-à-dire que, quels
que soient m, £, les /^ finissent par appartenir à W(m, £, V).

Si K est un compact quelconque de V,,, on peut munir l'espace C^(K)
des fonctions à support compact dans K d'une structure topologique
jouissant des mêmes propriétés que la précédente, à partir d'un recou-
vrement de K par des V. Lorsque K varie, les espaces topologiques C^(K)
ont pour réunion C^V,,); la suite { ^ } [où f^ eC^(V,,)] converge vers zéro
dans l'espace pseudo-topologique C^(V,,) si elles appartiennent à partir
d'un certain rang, à un même C^ (K) et si ces /*, convergent vers zéro dans
celui-ci.

2. OPÉRATEURS SUR V,,. — a. Nous appelons opérateur A sur la variété
différentiable V,,, un endomorphisme de C^:(V») pour sa structure d'espace
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vectoriel, c'est-à-dire une application linéaire de C^(Vn) dans elle-même.
Si /*^C^(V,,), nous notons [A/'] [x) la valeur de la fonction A/* au point x
de V,f Il est clair que les opérateurs sur Vn forment une algèbre asso-
ciative unitaire (c'est-à-dire admettant un élément unité) sur le corps
des réels.

&. Une transformation [^ de V,i — ou difTéomorphisme — est un homéo-
morphisme de V,, sur elle-même tel que ^ et ]I1 soient des applications
différentiables. L'application linéaire y ^ x tangente en x applique linéai-
rement Ta; sur Ta(^). Nous désignons par [J-*/'la fonction composée j fo pi.

A tout opérateur A correspond par la transformation [J. un opérateur A.^
défini par

A^: /eC^V,) -> ^A.^/eC-CV,);

A est dit invariant par la transformation [J- si

AP-==A,

c'est-à-dire si

(2.1) '^A=A^.

Ainsi, pour que A soit invariant par p., il faut et il suffit qu'il soit permu-
table avec [^*.

c. Un endomorphisme A de C°°(V^) [resp. C^(Vn)] est dit de caractère
local si lorsque la restriction /*/U de ^€C^(Vn) [resp. C^°(V,,)] à un ouvert U
est nulle, il en est de même pour la restriction A^/U de A/* à U. Si l'on
désigne par la notation S(/') le support d'une fonction /*, le caractère
local de A peut encore s'exprimer par

(2.2) S(A/CS(/).

On a :

THÉORÈME. — i ° La restriction à C^(V») de tout opérateur de caractère
local définit un endomorphisme de caractère local de C^(V,i).

2° Tout endomorphisme de caractère local de C^(V«) admet une extension
unique comme endomorphisme de caractère local de C^(V,î). U opérateur
ainsi obtenu est dit défini par Vendomorphisme donné de C^(Vn).

i° Si f est à support compact et si A est l'opérateur envisagé, il résulte
immédiatement de (2.2) que S (A/*) est compact, ce qui démontre le i°.

Si /eC^(V^) et si xçV (U ouvert), il résulte du caractère local que [A/*] [x)
ne dépend que de la restriction de f à U. Par suite, si a est une fonction
de C^(V,,) égale à i dans un voisinage compact de x,

[A/J {x) = [A (a/)J (x) = [B (a/)] (x),
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où B est la restriction de A à G^(V^). On voit ainsi que A est entièrement
déterminé par sa restriction à C^(V,,) et que l'unicité énoncée au 2° est
évidente.

2° Soit B un endomorphisme de caractère local de C^(V^). Si a est une
fonction de C^(V,,) égale à i dans un voisinage compact de x, considérons
pour fçC^^Vn) le réel

[B(a/)](.^).

Ce nombre est indépendant du choix de a : si ? est une autre fonction
jouissant des mêmes propriétés

r B ( a / ) ] ( ^ ) - [ B ( ( V ) ] ( ^ ) = [ B ( a - p ) / ] ( ^ ) = o ,

puisque la fonction (a — ^)f est nulle sur un ouvert contenant x. Nous
pouvons donc définir un endomorphisme A de (^(V»), extension de B, par

[A/](^)=[B(a/) ] (^ .

Il est clair que (2.2) est vérifiée et que, par suite, A présente le caractère
local, ce qui démontre le théorème.

3. NOTION D'OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL.

a. DÉFINITION. — On appelle opérateur différentiel sur une variété diffé-
rentiable V,, un opérateur de caractère local défini par un endomorphisme
de caractère local de C^(V^) continu au sens du paragraphe 1, &. Les opéra-
teurs différentiels de V^ forment une algèbre associative unitaire sur le corps
des réels,

Soit D un opérateur différentiel de V^. Sa restriction à C^(V^) — notée
encore D — est, par définition, un endomorphisme continu de caractère
local. Il est clair que, pour tout V (notations du paragraphe 1, &), D induit
un endomorphisme continu de C^(V) : si S (/*)eV, il résulte du caractère
local que S(D/*)CV. L'endomorphisme envisagé étant continu, a en parti-
culier la propriété suivante (propriété P) : à tout £ > o correspond un entier m
et un ï] > o tels que

/€W(^YÎ ,V)

entraîne
max [D/J(^) [<£.
a-ev

&. Cela posé, soit x un point déterminé de V. A toute fonetion
jfeC^y^)) — c'est-à-dire à support compact contenu dans y(V) —
correspond une fonction /'eC^(V). Introduisons la forme linéaire T
sur C^°(y(V)) définie par

(3.i) /€C^(cp(V))-><TJ>=[D/](.r).
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De la propriété P, il résulte que cette forme linéaire est continue. Nous
définissons ainsi sur <p(V) une distribution T qui, d'après le caractère local
de D, admet pour support le point <y{x) = (^a).

D'après le théorème de Schwartz sur les distributions à support ponctuel,
il existe un entier N et des réels Cp tels que

t== ̂  C,àP^^p v ^(a-a),

\P !^N

où S(.̂ .) désigne la mesure de Dirac correspondant à la masse i en (x"-}.
Il en résulte

;t,/>=^ c^<W>.
\p\^

Soit

î \ />= ̂  (-i^'C/X^^/).i
\p\^

De (3.i) on déduit ainsi qu'il existe sur V des fonctions bp(x) telles que
pour ^€V et yeC^V), on ait

(3.2) [D/](^)= ̂  ^(^)[^/](^).
| /?1^N

c. Soit U le voisinage ouvert connexe sur lequel op : x -> (^a) définit
un système de coordonnées locales; U admet un recouvrement localement
fini par des ouverts Uy d'adhérences compactes Uy. Soit { a^ } une partition
de Vunité, c'est-à-dire une famille de fonctions a,, positives ou nulles,
de classe C30 et à support compact, telles que

S ( a v ) c U ^ Va^==i sur U.
v ! • '

Soit f une fonction de C^°(U). On a

f=^(^f)

et, par suite,

D/^D(a,/);

(a^) étant une fonction de C^(U^), il résulte de (3.2) que, pour o;€Uy,

[D(a, / ) ] (^)= ̂  ^)[^K>)]((^)= 2^ ^(^)L^^a^J(^a)•
! /P |^N



OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS SUR UN ESPACE HOMOGÈNE. 847

En explicitant les dérivations du second membre on a, pour xGV^y
la formule

[D(a , / ) ] (^)= ̂  ^(^)[>/](^)
1/^N

D'autre part, pour r r^Uv
[D(a , / ) ] (^ )=o .

Par addition, on voit qu'il existe sur U des fonctions Op[x) telles que,
pour /*€C^(U) et pour xçV,

(3.3) [Df](x)= ̂  ^(^)[>/](^).
' 1 /?!^N

Pour rc^U, il vient

(3.4) [D/](^)=o.

d. Il est aisé d'étudier les fonctions a? définies sur U qui apparaissent
dans la formule (3.3). Si î /€U, prenons pour /*eC^(U) une fonction telle,/\
que f= i sur un voisinage compact K de y. La formule (3.3) nous
donne alors, pour rc€:K,

[D/](^)=^(^).

De la définition de D, il résulte que ao est sur U une fonction de classe C30.
Raisonnons par récurrence et supposons que les dp soient de classe C30

pour |p | < A. Prenons q = { C i , . . ., qn } tel que \q\ = h et choisissons
pour /*€C^(U) une fonction telle que

^ .^)^_J^
J { x ) - ^!...^î

sur le compact K. La formule (3.3) laisse alors, pour xçK,

[D/](^)= ^ a,(x)[àP^{^)^-a^x).
\p\^h-\

De cette relation, il résulte que dq est sur U une fonction de classe 0°°.
Nous énonçons :

THÉORÈME 1. — Étant donné sur V^ un opérateur différentiel D et un
voisinage ouvert connexe U sur lequel y : x -> (rc0') définit un système de
coordonnées locales, il existe un ensemble fini de fonctions a? de classe C06

sur U tel que, pour /*eC^(U), on ait, si rcSU,

(3.5) [D/](^)= ̂  a,(^)[^/](^)
1/^N

et^ si xçV,

(3.6) [Df](x)=o. 1
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, Nous supposons, en substituant à U un instant un ouvert intérieur si
besoin est, que pour l'entier N les a? tels que p | = N ne s'annulent pas
simultanément sur U. Si l'on introduit sur U un autre système de coor-
données locales, on vérifie immédiatement que N jouit de la même propriété
dans ces nouvelles coordonnées. L'entier N est l'ordre sur U de l'opérateur.

e. Inversement, supposons qu'un endomorphisme E de C^(V,,) jouisse,
pour tout voisinage ouvert connexe U de coordonnées, des propriétés
énoncées dans le théorème précédent.

Cet endomorphisme est certainement de caractère local. En effet,
si /*€C^(V,,), recouvrons S(/1) par des Uv voisinages ouverts connexes de
coordonnées d'adhérences compactes. Si { a,,} est une partition corres-
pondante de l'unité, on a

f=-^^ E/.^E(^/).
• • ' v v •

Or, d'après (3.5) et (3.6),
S(Ea,/)cU,nS(/).

Ainsi, par addition,
S(E/)cS(/) ,

ce qui établit le caractère local de E.
D'autre part, si V est un ouvert de U relativement compact, il résulte

de (3.5) que E est continu sur C^(V). En utilisant encore une partition
de l'unité, on voit que E est un endomorphisme continu de C^(V,,). Ainsi :

THÉORÈME 2. — Tout endomorphisme de C^°(V,,) qui jouit, pour tout
voisinage ouvert connexe de coordonnées, des propriétés établies au théo-
rème 1 définit un opérateur différentiel de V,,.

Remarquons que la démonstration du théorème 1 ne fait intervenir
que la propriété P; par suite, d'après le théorème 2, un opérateur admet-
tant cette propriété est nécessairement un opérateur différentiel.

/*. Soit D un opérateur différentiel de V,,. Si V ouvert est relativement
compact dans le voisinage de coordonnées U et si a est une fonction
de C^V/,) égale à i sur un voisinage compact de V, il résulte du théo-
rème 1 que, pour toute fonction /^C^V,,), on a sur V

[D/](^)=[D(a/)](^):= ^ ^(^)[^(o))](^)= ̂  a^)[>/](^).
\P\^ : ^ ^ I ^ N

Ainsi :

COROLLAIRE. — Étant donné sur Nn un opérateur différentiel D et un
voisinage ouvert connexe U sur lequel 9 : x ~> (^a) définit un système de
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coordonnées locales, il existe sur U un ensemble fini de fonctions a., de
classe C" tel que, si /'eC^(V,,), on ait sur tout ouvert VcU relativement
compact

(3.7) W](^)== S ^(^t^/]^') (^V).
l / ^ i ^ N

II. — Opérateurs sur un espace homogène.

4. GÉNÉRALITÉS SUR LES ESPACES HOMOGÈNES. —— 0. Soit G UI1 groupe

de Lie connexe. Nous désignons par L^ et D^ la translation à gauche et
la translation à droite définies respectivement, pour g€G, par

ï->^ï et T-^T^1 (yeG).

Considérons une variété différentiable sur laquelle G opère différentia-
blement. Cela veut dire que :

i° Chaque élément g de G détermine une transformation K^ de Vn avec

(^• I ) K^OK^:=K^ (^^2 € G);

2° L'application (g, .r)-^ K^) est une application différentiable
de GxV,, sur V,,. Nous dirons que le point K^.{x) — noté aussi gx —
dépend différentiablement de g et de x.

De (4. i) on déduit
K,=W, K^=:(K^)-',

Le groupe G opère effectivement sur V,, si K^== ïd entraîne g = e. Il opère
transitivement sur Vn si, quels que soient (^4, x^) ç\nX V,, il existe g€=G
tel que K^(rrj) = n^.

Nous supposons dans la suite que G opère transitivement sur V»; nous
obtenons ainsi un espace homogène. Soit Xo un point de V^, T^ l'espace
tangent en ^o. Considérons le sous-groupe fermé H^= H de G constitué
par les éléments de G laissant Xo fixe; H est dit le groupe d'isotropie en Xo.
Si x = gXo, les éléments de G qui amènent Xo en x sont ceux de l'en-
semble gH et le groupe d'isotropie en x est défini par

H.=^H^.

A tout élément g de G correspond le difféomorphisme K^. de V» et, par
suite, l'application tangente IC. A tout élément h de H, nous pouvons
faire correspondre l'application linéaire de T^ sur lui-même définie par K^ (rco).
Nous obtenons ainsi une représentation linéaire de H dans T^ qui définit
le groupe linéaire d'isotropie H au point Xo.

b. La situation précédente peut être décrite en termes d'espace quotient :
partons du groupe de Lie connexe G et du sous-groupe fermé H de G.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 4. 44
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Considérons dans G la relation d'équivalence gi^ g 2 si g~^ g2^H et
soit G/H l'espace quotient de G par cette relation d'équivalence.

La projection correspondante
p : G-^G/H

associe continûment à tout geG la classe à gauche p g = gîï. Le groupe G
opère transitivement sur l'espace G/H par

(4-.i) K^op=poL^

le groupe d'isotropie du point pe étant ^î.
G étant groupe de Lie et H sous-groupe analytique de G, on démontre

que G/H admet une structure unique de variété analytique réelle telle
que G opère analytiquement par (4 . i ) sur G/H, c'est-à-dire telle que
l'application de GxG/H sur G/H définie par K^(yH) soit analytique;
p est alors une application analytique. Nous supposons désormais G/H
muni de cette structure analytique.

c. L'application de la variété V^ sur l'espace G/H qui, au point x = gXo
de V,, fait correspondre la classe g H € G/H est un difîéomorphisme
préservant l'action de G qui nous permet d'identifier V» et G/H. On a
alors XQ = pe et, d'après ( 4 - 1 ) 5

(^ .2) ^o==K^o)=7^.

Pour que G opère effectivement sur V^= G/H, il faut et il suffit que H
ne contienne aucun sous-groupe ^- [ e } invariant dans G.

d. Le groupe G peut être considéré, pour la projection p, comme un
espace fibre principal analytique de base Vn= G/H, de fibre structurale H,
le groupe H — comme groupe structural — agissant sur lui-même par
translation à gauche.

Remarquons que lorsque H opère sur G par translation à droite,
il préserve les fibres de la fibration envisagée. Par suite, pour tout A€=H,
on a

(^•3) P^h^=P^'

De (4. i ) et (4.3), il résulte

(^•4) K/,p=pLh=pLhD/^

avec L/zD/,g = hgh\ En passant sur (4.4) aux applications linéaires
tangentes en e, on obtient pour l'espace vectoriel tangent en e à G, c'est-
à-dire pour l'algèbre de Lie G de G

(^.5) K, j /À==7/ad(A)À (açG) ,
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où ad(/i) désigne l'élément associé à A € H par la représentation adjointe
de G; (4.5) nous fournit ainsi une définition commode du groupe linéaire
d'isotropie H en XQ = pe.

5. ESPACES HOMOGÈNES A CONNEXION LINÉAIRE INVARIANTE. — 0. Consi-

dérons une variété difîérentiable V,i munie d'une connexion linéaire oo.
Si x est un point de V,,, X.y un vecteur tangent en x, il existe pour l'arc
géodésique issu de x et tangent à X.^ une représentation paramétrique
affine unique k (t'y Xa.) telle que pour t == o on obtient le point x avec, comme
vecteur-vitesse en ce point, k (o; X.^) = X.r. L'application X.^-> /c( i ; X.^)
est un difféomorphisme d'un voisinage de o dans Ta; sur un voisinage de x
dans V,î. Ce difféomorphisme est classiquement noté Exp.

Soit (^a) une base de T^. On voit que l'application

cp : (^a) -—>- x •=- Exp (^e^)

et l'application inverse ç définissent sur un ouvert U(^o) un système
de coordonnées locales qui est dit normal en XQ pour la connexion envi-
sagée. L'ouvert V(xo) sur lequel il est défini est dit un ouvert normal
de centre rro.

6. Supposons maintenant que ^fn= G/H soit un espace homogène et
quil existe sur V,i une connexion linéaire invariante par Inaction de G.
Le groupe G transforme alors tout arc géodésique en un arc géodésique
avec conservation du paramètre affine :

(S. i ) K,/ :(^X,)=Â^;K^X,).

Si G est effectif, on peut préciser dans ce cas la relation entre le groupe
d'isotropie H et le groupe linéaire d'isotropie H en étudiant le noyau
de l'homomorphisme H -> H. Si h induit l'identité dans H, la transfor-
mation affine K/, conserve chaque arc géodésique d'origine Xo = pe et,
par suite, laisse fixe tout point x d'un ouvert U(^o). Il en résulte que K/,
se réduit à l'identité sur V{xo) et, par suite, sur Vn puisque cette trans-
formation est analytique réelle. Le- groupe G étant effectif, on a h = e
et H est isomorphe à H.

Ainsi, lorsquun espace homogène G/H, où G est effectif, admet une connexion
linéaire invariante par G, le groupe linéaire d^isotropie est isomorphe à H.

c. Si U(^o) est, pour V,,== G/H, un ouvert normal de centre Xo, il existe
sur U (xo) un système de coordonnées locales normal en Xo. Si
x S g U{xo) (g 6 G), on a d'après (5.i)

(5.2) IÇExp(.^a) ^Exp^^Ca) ^Exp^K^a).
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On en déduit que ^€gU(o;o) ->• (^a) définit sur gU{xo) un système de
coordonnées locales normal au point gXo, On peut vérifier aisément que
les systèmes de coordonnées locales normales ainsi obtenus sont compa-
tibles avec la structure analytique naturelle de V,,= G/H.

Étudions pour xçU{xo) les coordonnées normales du point K/,(rr) (/i€H).
Si x = Exp (a^a), il vient d'après (5.2),

K/,(œ) mK^Exp^^a) ^Exp^K^a).

Soit A (A) = (Aa(^)) la matrice représentative dans la base (^a) de l'opé-
rateur linéaire K/,
(5.3) K^a=Ag(A)^.

On obtient

(5.4) K^)==Exp{(Ag( /Q^)^}

et le transformé par K/, rfu point xG.V{xo), de coordonnées normales (^a)
a pour coordonnées normales (A^/i)^) dans le même système de coor-
données.

6. OPÉRATEURS INVARIANTS SUR UN ESPACE HOMOGÈNE. — 0. Sur UU

espace hompgène V,,== G/H, désignons par K^ la transformation définie
par l'élément g de G. L'opérateur A est dit invariant par G si pour
tout g€G,

A^=A, ; • • • '

c'est-à-dire si
(6.1) K^A==AK^.

Introduisons la forme linéaire TA sur (^(V/z) définie par
(6.2) /€C-(VJ-^<T^/>:=[A/](^).

Cette forme linéaire est invariante par H, c'est-à-dire telle que, pour
tout h € H, on ait

(6.3) <TA,K^/>^<T, , /> .

On a, en effet,
[AK;/] (^o) =. [I^A/] {x,) = [A/] (^),

c'est-à-dire (6.3).
La connaissance de TA détermine complètement Vopérateur invariant A.

Si x = gXo, on a en effet

[A/](^)=[A/j(^o)=[K;A/](^)=[AK;/](^),
c'est-à-dire

(6.4) [A/](^)=<TA,K;/> (x=.gx,).
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II est clair enfin que <( TA, K^/*)>, pour f donnée, définit une fonction C30

sur G.
&. Inversement donnons-nous une forme linéaire T sur C^V,,) inva-

riante par H et telle que, pour f donnée, <^ T, K!/*^> définit une fonc-
tion C30 sur G. A toute fonction fGC^ÇVn), faisons correspondre la fonc-
tion Kf définie par
(6.5) [A / J (^ )==<T, K;/> (œ=gx,).

La relation (6.5) définit effectivement une fonction sur V/^ puisque si g'
est un autre élément de G tel que x = g^Xo, on a g ' = gh (où A € H ) et,
d'après l'invariance de T,

<T, K;/ />=<T, K;K;/>=<T, K;/>.

Il est aisé de vérifier que pour tout g i€G
(6.6) K^A/=AK;.J- (/çC^V.)).

En effet, en un point arbitraire x = gXo de V/,,
[K^A/j {x) =[A/] (g\x) = [A/](^^o),

soit
[K^A/ ] (^ )=<T, K,K^/>=[AK^/j(^) ,

ce qui établit (6.6).
II nous faut enfin établir que A/'ëC^V,,). Soit p . : r c — ^ ^ ( ^ ) € G une

section locale C30 de l'espace fibre G au-dessus d'un voisinage ouvert U
de XQ. Comme <( T, K^/*)> définit pour f donnée, une fonction C30 sur G,
on a pour cette f et x € U
^ . [A/J(^):=<T,K^/>

qui dépend différentiablement de x.
Si gU est l'image de U par l'action d'un élément fixe g de G, on a,

d'après (6.6), pour î / €gU et x=g y € U

[A/]( j)=[K;A/J(^)=[AK;/](^) .

Le dernier membre dépendant différentiablement de x sur U, A/* est C30

sur gU et, par suite, A/'êC^V^). Nous énonçons :

THÉORÈME. — Les formules (6.2) et (6.5) établissent une application
linéaire biunwoque entre V espace des opérateurs de V,i=== G/H invariants
par G et V espace des formes linéaires T sur (^(V,^) invariants par H et
telles que pour /'eC^V,,) donnée, <( T, K^/*)> dépende différentiablement de g.

7. CAS DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS. — Considérons,

en particulier, un opérateur différentiel D défini par un endomorphisme
continu de caractère local de C^°(V,,).
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A D associons la distribution TI) sur V,^ définie par

(7 .1) /€€?(¥,) -> <T^/>=[D/J(^o).

Du caractère local il résulte que la distribution T]) admet le point Xo pour
support. Elle est invariante par H au sens du paragraphe 6.

Inversement, soit T une distribution sur V,^ invariante par H et admet-
tant Xo pour support. La relation

(7 .2) [D/:](^) =<T, K;/J (^--=^0)

fait correspondre à toute fonction fGC^^Vn) une fonction sur V,,. Notons
que (g, x) -> K^f{x) fournit une fonction indéfiniment diftérentiable
sur GxV,, satisfaisant aux hypothèses usuelles qui permettent « la déri-
vation sous le signe distribution T ». Il en résulte que, pour f donnée,
<( T, K-^fY définit une fonction indéfiniment difïérentiable sur G et,
d'après le paragraphe 6, DfçC^ÇVn) ; D est un opérateur.

Si /'eC^V,,) et si x est dans le complémentaire (3S(/*) du support de /,
il résulte de la propriété du support de T que [Df\{x) = o. Par suite,

ou
eS(/)ceS(D/)

S(D/)cS(/).

La restriction de D à C^(V») est donc un endomorphisme de caractère
local de C^°(V»); T étant une distribution, cet endomorphisme est continu
et D est un opérateur différentiel invariant.

THÉORÈME. — Les formules (7.i) et (7.2) établissent une application
linéaire biunivoque de V espace des opérateurs différentiels de \n= G/H
invariants par G, sur Vespace des distributions de Va invariantes par H et
de support le point Xo,

CHAPITRE II.

OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS ET POLYNOMES.

I. — Étude de ^)(G/1I).

8. DÉFINITIONS. — a. Soit V,,== G/H (G effectif) un espace homogène.
Si g€G, K^ est toujours la transformation de V,, définie par g. Nous
désignons par d9(G/H) Valgèbre des opérateurs différentiels de notre espace
homogène invariants par G. Pour que D€ci)(G/H), il faut et il suffit que
pour tout g€G

(8.1) D^=D ou KD=DK; .
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Nous désignons par a) (G) l'algèbre des opérateurs différentiels de G invariants
par l'action de G opérant à gauche sur lui-même. Nous désignons enfin
par d3o(G) la sous-algèbre de û3(G) définie par les opérateurs de Û)(G) qui
sont aussi invariants par les translations à droite par H. Pour que Do € Û?o(G),
il faut et il suffit que l'opérateur différentiel Do sur G satisfasse

( 8 - 2 ) D^"Do ou L;Do=DoL;

et
(8-3) D^=Do ou D;Do=DoD;

quels que soient g€G, hç.VL.

6. A chaque fonction f € C" (G/H) correspond une fonction f=p*f € C" (G).
La fonction f est constante sur chaque fibre g H de telle sorte que
fW =f(g) pour tout hçîï.

La fonction f vérifie donc
(8.4) D;J=/

Inversement, pour toute fonction fçC'ÇG) vérifiant (8.4) pour tout AeH,
il existe une fonction /'eC^G/H) telle que f== p*/*. Les fonctions ^ véri-
fiant (8.4) forment une sous-algèbre C^(G) de C°(G). Il est clair que p*
définit un isomorphisme de C^G/H) sur l'algèbre C^(G). Cet isomor-
phisme applique Ç°(G/H) sur une sous-algèbre C^(G) de C^(G) définie
par les éléments f de C^(G) tels que p S { f ) soit compact.

Nous allons établir le lemme suivant ;

LEMME. — L'algèbre C^(G) et sa sous-algèbre C^(G) sont stables
par c0o (G).

En effet : si Do€^o(G) et /"eC^G), on a

D;Do7=DoD;J=Do/

Dof vérifiant (8.4), on voit que C^(G) est stable par d?o(G).

Si feC^G), il résulte du caractère local de Do que S(Dof) C SÇf\
Par suite, le sous-ensemble fermé p S (Do f\ contenu danspS^) compact,
est compact et l'algèbre C^(G) est stable par c©o(G).

c. D'après la définition de K,, on a

K^p=pLg.
Par suite, si /•eC^G/H),

p-K;f=L;p-f.
Ainsi

(8-5) (K;7)=L;/
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9. OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS ET POLYNOMES INVARIANTS SVR UN

ESPACE HOMOGÈNE A CONNEXION LINÉAIRE INVARIANTE. — 0. Supposons

que l'espace homogène V,i== G/H admette une connexion linéaire inva-
riante œ. Si G est l'algèbre de Lie de G et H la sous-algèbre de Lie de G
correspondant à H, nous désignons par C V espace vectoriel quotient de
V espace vectoriel G par son sous-espace H; l'espace C peut être identifié
à T^ et (^a) est, dans la suite, une base de C. Nous désignons toujours
par // la projection canonique G -> C. D'après (4.5), ad (H) opérant sur G
passe au quotient sur C et donne le groupe linéaire d'isotropie H opérant
sur C.

Nous avons vu que si U{xo) est un ouvert normal de centre Xo, l'appli-
cation
(9.1) (^-^^Exp^^eU^o)

définit sur V(xo) un système de coordonnées normal en Xo pour la
connexion co. Si /"eC^G/H), on a sur V(xo)

(9 .2) /(^)==/(Exp(^^)).

Pour g€G
(9.3) (^)->aî=KgExp(^e^)çs'V(œo)

définit sur gU(;ro) un système de coordonnées normal en gXo. Ce sont
ces coordonnées normales que nous allons utiliser.

Soit D un élément de ^?(G/H). D'après le théorème du paragraphe 3,
il existe au moins un polynôme P à n variables, tel que

(9.4) Wï^)=\p(—)f(^)\ -
L \OX j _}(a-»-)=m

c'est-à-dire tel que
(9.5) [D/](^o)=[p(——)/(Exp(^^)1

L \OJC y j^^y

Ce polynôme est manifestement unique. Il suffit pour le voir de remar-
quer que si P est un polynôme 7^ o à n variables, nous pouvons choisir,

y<

sur un voisinage de o, une fonction fÇx^) telle que

^(^l^^l ^°-L \ax ./ J(^)==o

II lui correspond une fonction f telle que [D/*](^o) défini par (9.5) soit 7^ o.
D étant invariant par G, au point x = K^(^o), on a

[,D/](^)==[DK;/](^o),
soit

(9.6) [D/](^)=:rP(——)/(K,Exp(^^)) |
[_ \(AZ- j J(.ra)=0
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/ On voit que l'ordre de l'opérateur différentiel D en tout point de V,, == G/H
est égal au degré du polynôme P correspondant

b. Si T est la distribution (§ 6) de support Xo associée à D par

^ ' 7 ) < r IV>= =[D/J(^)=[P(——)/(Exp(^^))1
L \alv / JM=O

on sait que T est invariant par H, c'est-à-dire que pour tout élément / i€H
(9.8) <T,K;J>=<T,/>.

On a

<T,K;J>= p^__)/(K,Exp(^^))1 ,
\ UOL j J(.x^)=:u

d'où, d'après (5.4)?

<T,K;/>=|p(^/|Exp.i(A^(A)^).p}}^.

où A(/i) = (A^(A)) est la matrice représentative, dans la base (^a) de C,
de l'opérateur linéaire K/,. Effectuons le changement de coordonnées
locales

/^=A^(h)^.
Il vient

^ - A ^ ) - ^ .àx^ a v ' ày^

Par suite, en substituant la notation (^a) à la notation (î/3), on obtient

<T,K,/>=[p^(À)^)/(Exp(^^))j^
J(^)==o

De la comparaison avec (9.7), il résulte que pour que (9.8) soit satis-
faite, il faut et il suffit que

'•'-9' -(^w^)-^}
c. Soit T (C) l'algèbre tensorielle sur l'espace vectoriel C et J l'idéal

de T(C) engendré par les éléments de la forme ^(g)w—w0^, où p, ç^eC.
L'algèbre quotient T (C)/J est dite Y algèbre symétrique S(C) sur C.
S(C) peut être identifiée à l'algèbre des polynômes à coefficients réels
sur les indéterminées commutatives (<?a).

Si P est le polynôme sur C associé à l'opérateur D, pour que la distri-
bution T correspondante soit invariante par H, il faut et il suffit que

P ( K ^ a ) = P ( ^ a ) ,

c'est-à-dire que P soit un polynôme de S(C) invariant par le groupe linéaire
d'isotropie H opérant sur C.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 4. 45
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Nous sommes ainsi conduit à introduire la sous-algèbre I(C) de S(C)
définie par les polynômes éléments de 2>(C) invariants par H. Nous avons vu
qu'à tout opérateur différentiel invariant D sur V,(=== G/H correspond un
polynôme unique P € I(C) vérifiant (9.6) et dont le degré est égal à l'ordre N
de l'opérateur. Inversement, à tout élément PeI(C) correspond par (9.7)
une distribution dont le support est x^ et, d'après le théorème du para-
graphe 7, un opérateur différentiel invariaht sur l'espace homogène.
Nous énonçons :

THÉORÈME. — Si Y/; .== G/H est un espace homogène à connexion linéaire
invariante, les espaces vectoriels définis par I(C) et c9(G/H) sont isomorphes
par Visomorphisme

(9.10) © : P->Dp

déterminé par

(9.11) . [Dp/](^)=[p(——^)/(K,Exp(^^a))1 [^=K,(^)] ,
L \°^ / 3W=o

où (e^) est une base de C et (^a) le système de coordonnées locales normal
en XQ correspondant. L^ordre de V opérateur Dp est égal au degré du poly-
nôme P.

10. EXPRESSION TENSORIELLE DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS ET

PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE DE ©. — a. Sur l'espace homogène V,,= G/H,
soit V l'opérateur de dérivation covariante dans la connexion linéaire
invariante, D un opérateur différentiel d'ordre N sur G/H.

Sur un voisinage ouvert V rapporté à des coordonnées locales arbi-
traires, on peut écrire en mettant en évidence dans D le polynôme de
dérivation d'ordre maximal

[D/](^)=^^-^-(^)^.. </(^)+Q.z.(^a)7(^) (^eV),

où le polynôme Q.̂  est de degré inférieur à N et où les t^ sont supposés
symétriques par rapport à leurs indices. Si l'on change de coordonnées
locales dans V, les fc aN se transforment comme les composantes d'un
tenseur symétrique contravariant ^.

II en résulte que l'opérateur différentiel défini par

l-D/J( l r)-I^[^)"aNV^•••v^/](^)

est d'ordre inférieur à N. En raisonnant par récurrence, on voit qu'il
existe sur \n des tenseurs symétriques contravariants t ^ / ) (q = o, i, . . ., N)
tels que

N

( 1 0 . 1 ) ' ' [^(^^^S^t^-^Va ...Va,/J(^).

q=0
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Nous écrirons cette formule sous forme condensée en introduisant la nota-
tion suivante : nous désignons par le symbole (. . ., . . . ) le produit contracté
divisé par q ! y d'un y-tenseur contravariant par un çr-tenseur covariant.
La formule (10. i) peut s'écrire

N

(10.2) n/'=2(^vv')-
y=:U

6. Supposons que D soit invariant par G. On a, si g€G,
N

(10.3) K;D/=^(K,^K;VY/).

La connexion étant invariante par G, K^ commute avec la dérivation
covariante et l'on a

N

(10.4) K;D/=^(K,^, V-/K;/).

D'autre part,
N

(10.5) DK;/=^(^VVK;/).
y=u

En considérant des fonctions f telles que, en un point x,

f(.r)=o, [VV](^)=o

pour ç^ (N — i), puis (N — 2), . . . , on voit sur (10.4) et (10.5) que
pour que D soit invariant par G, il faut et il suffit que pour tout g€G,

K^)==^) (^==0, i, . . . , N) ,

c'est-à-dire que les tenseurs t( /y) soient invariants par G. Nous énonçons :

THÉORÈME. — Pour que V opérateur différentiel sur V,z== G/H
N

(10.6) D : /-^D/=^(^), VV)
</=0

soit invariant par G, il faut et il suffit que les tenseurs symétriques contra-
yariants t(q) soient eux-mêmes invariants par G.

Nous nous servirons de la représentation (10.6) des opérateurs diffé-
rentiels invariants dans le cas où G/H est un espace homogène symétrique
(chap. IV).

c. Introduisons le symbole ~ qui désigne pour les polynômes de degré N
une équivalence module des polynômes de degré inférieur et pour les
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opérateurs différentiels d'ordre N une équivalence module des opérateurs
d'ordre inférieur.

Donnons-nous deux polynômes P, P' de degrés respectifs N, N' appar-
tenant à 1 (C) et considérons les deux opérateurs différentiels ©(P) et Q(P')
correspondants. Mettons en évidence dans P et P' les termes d'ordre
maximal; on a

P ~ ^^•••^a,. • . e^, P^ ^^•••^'^...^v.

Du raisonnement du a, il résulte qu'il existe des tenseurs ( et u, se rédui-
sant à <o et Uo en r^o, et tels que sur l'ouvert normal V(xo) et dans le système
de coordonnées normal correspondant à (^a), on ait

[©(P)/^)-^^1---^... Va,/](^),

[0 (PVJ (^) - ̂ yP'-^'V^ . • • V^,/] (x).

On en déduit
[©(P)©(P /)/J-^Y[^•••a--^ l•••^Va,.. . Va,V^ . . . Vp,/](^)

et, par suite, en Xo

[©(P) ©(P^/K^o) - p^rr^-^^1-^ [̂  .. .<^ ... ^v/(^)](.x-^o.

Soit
(10.7) [0(P)©(PV](^)-j^4a-••a^^•••^)[^.. .<^.. .^

où ( . . . ) est le symbole de la symétrisation.
D'autre part, le polynôme produit PP' de degré N + N' est tel que

^^^^•••^^•••^^•••^^••^^^^^
II en résulte en Xo
(10 .8 ) [© (PP')f] (^) ~ ̂ ^^...^^...^) ̂  . . . ̂ ^ . . • ^J'(^)]^=o-

Par différence de (10.7) et (10.8), on obtient
i © ( P P / ) - © ( P ) © ( P / ) i / - o .

Ainsi l'opérateur différentiel 0(PP')—©(P)Q(P') est d'ordre inférieur
à N + N'. Nous obtenons pour @ la propriété multiplicative traduite par
le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si P et P' sont deux polynômes de I(C) de degrés respec-
tifs N et N', V opérateur différentiel invariant, élément de (10(G/H), défini par

©(PP^—^P)^?^

est d'ordre inférieur à N + N\
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II. - Étude de ^P(G).

11. d?(G) COMME CAS PARTICULIER DE (©(G/H). — Pour approfondir
l'étude de la structure de cD(G/H) dans le cas d'un espace homogène
réductif (chap. III), il nous faut nous intéresser à l'algèbre (©(G) des
opérateurs différentiels invariants sur G. Cette algèbre a été étudiée prin-
cipalement par Schwartz et Harish-Chandra et nous allons rappeler les
principaux résultats dont nous aurons besoin, en nous inspirant du point
de vue de Helgason.

a. Nous désignons dans la suite par r la dimension du groupe G.
Ce groupe opérant sur lui-même par translation à gauche, nous pouvons
considérer la variété G comme un espace homogène simplement transitif,
avec H == [ e } .

Si A appartient à l'algèbre de Lie G de G et est, par suite, un vecteur
tangent à G en e, nous notons exp((A) le sous-groupe à un paramètre
de G défini par X; t est le paramètre canonique de ce sous-groupe. L'espace
vectoriel tangent en e à G définit sur G une connexion linéaire invar-
riante TL dont les géodésiques issues de e admettent pour représentation
paramétrique canonique (§ 5)

k{t; 1) ==exp(^).

Soit (X^) (A == i, . . ., r) une base de G. On voit que l'application

9 1 : (^)-^=exp(^A)

et l'application inverse y définissent sur un ouvert U(e) un système de
coordonnées locales normal en e pour la connexion envisagée. Autrement
dit, ce qu'on nomme un système de paramètres canoniques ((A) du groupe
peut être interprété comme système de coordonnées normal pour la
connexion envisagée, go désignant un élément donné de G, nous posons sur
un voisinage convenable de o pour les ((A)
(ii.i) Ê(<A)^F(^oexp[^)).

D'après ce qui précède, le théorème du paragraphe 9 peut s'appliquer
à rî)(G) sous la forme suivante : si S (G) est V algèbre symétrique sur G,
il existe un isomorphisme

(11 .2) @ : Q — — D Q

de Vespace vectoriel S* (G) sur l'espace vectoriel COÇG) qui, au polynôme Q,
fait correspondre l9 opérateur différentiel DQ, invariant sur G défini
pour F€C"(G) par

(ii.3) [D^^)-[Q(^)F^-P^A^))1,^-[Q(,4)
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fc. Il est souvent commode, dans ce cas, d'utiliser des fonctions F de
classe 0° sur un ouvert U de G. Nous désignons par (^(U) l'ensemble
des fonctions F sur G qui sont de classe C" sur U. A ce sujet, nous allons
établir le lemme suivant :

LEMME. — Soit DQ un élément de ^(G), où Q est le polynôme associé
à Vopérateur par ©-1.

i° Si F €C^(U), il en est de même pour D^F.
2° DQ peut être caractérisé par son action sur les fonctions FeC^U);

autrement dit, si D Q F = = O pour tout F €^(11), on a DQ==O.

En effet, si go€U, il existe un voisinage U' de go contenu dans U et
un voisinage V de o pour les (^A) tels que

Q(^)F(^exp(^))

soit une fonction analytique de g et de (t^} sur U 'XV. Par suite,
d'après (11.3), DgF donné par

[DQF] (g) =[Q(—) F (^exp (^A ^)

est une fonction analytique de g sur U' et DgF eC^U).
Ce résultat du i° peut se mettre sous une autre forme : soit U un ouvert

de G pour lequel (t^) -> g= go exp (t^^) définit un système de coordonnées
locales. Si F€C"(G), il résulte du caractère local de DQ et du théo-
rème 1 (§ 3), que nous pouvons représenter DgF sur U par

Wlte')- ^ ^(^)E^](^ ^=^oexp(^)€U.
\P I ^ N

Un raisonnement analogue à celui du théorème cité montre alors que
les dp sont de classe C^ sur U.

Soit U l'ouvert précédent et supposons maintenant que DgF^o pour
tout F eC^U). On a nécessairement Q = o, car si Q était différent de zéro,
il serait possible de choisir une fonction F(^), telle que

K^ '̂L.O^o'
: 0.

Pour la fonction Fe^U) qui lui correspond selon (11. i) on a alors,
d'après (11.3),

[DQF](^)^O;

Q étant nul, Dy l'est aussi, ce qui démontre le lemme.
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12. (Î)(G) ET LES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS DU PREMIER

ORDRE. — a. A tout élément X de l'algèbre de Lie G de G correspond un
champ de vecteurs Y invariant à gauche sur G. Le sous-groupe à un para-
mètre exp(^X) peut être défini par la trajectoire de Y issue de e dans G
et l'on a, avec des notations évidentes,

( i 2 - 1 ) ^exp (^À) =Yexp(A).

Le champ Y définit un opérateur différentiel ^?(Y) sur G qui, à toute fonc-
tion FëC^G) fait correspondre la fonction indéfiniment différentiable

J-(Y)F=^(Y)^F,

où i indique le produit intérieur par un vecteur. A l'aide de (12. i), on peut
donner de cette fonction une expression commode. Si g G G, on a

d ^ . , , , . ( - , dexp(û)\ ,-^ F (^-exp (A) ) = ̂ 4 ——^——\ ̂ exp«A).

Or, d'après (12. i) et l'invariance de Y,

6[exp(^) _ _
n———~dt——— — ^ p (rA)— "é-exp^À).

Ainsi

^F(^exp(^ ) )=[ / (Y)6 /F] (^exp(^ ) ) .

Pour t = o, on obtient ainsi

(12.9.) ^ ( Y ) F ] ( ^ ) = r ^ F ( ^ e x p ( ^ / ) ) 1 .
| Cu J/=o

&. Il est clair sur (12.2) que l'opérateur différentiel ^(Y) est invariant
par l'action à gauche de G. En effet, si v€G,

rL:^(Y) F](^) =;[^(Y) F] (y^) = r^,F(T^exp(^))1 .
I. ai J<=0

Soit
[L: .ç (Y) F] (^) ̂  [^ (Y) L; F] (^).

De L^(Y)=^(Y)L;, on déduit que J(?(Y)€^(G).
On sait que si à À, X'eG correspondent les champs Y, Y' invariants

à gauche de G, à l'élément [X, X'] correspond le champ [Y, Y'] ; de plus,

( i2 .3 ) ^([Y, Y7]) ^^(Y).^^) — J Ç ( T ) ^(Y).

Au second membre figure un crochet d'opérateurs éléments de ^(G).
L'application linéaire

T : 7eG^^(Y)e^(G)
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de G dans l'algèbre associative unitaire Û)(G) peut être définie,
d'après (12.2), par

( i2 .4) [ T ( ^ ) F ( ^ ) = [ ^ F ( ^ e x p ( ^ ) ) 1\_at jt=o

et elle jouit, d'après (12.3), de la propriété
(12 .5 ) T([^^])=T^)raf)-T(^)^^).
Nous pouvons traduire cette propriété par l'énoncé suivant :

THÉORÈME. — L'application T définie par (12.4) est une linéarisation
de Valgèbre de Lie G de G dans V'algèbre unitaire (©(G) des opérateurs diffé-
rentiels invariants à gauche de G.

c. Nous allons établir le lemme suivant qui nous sera utile à différentes
reprises.

LEMME. — Si F est une fonction analytique dans un voisinage Sun point g
de G, on a pour t suffisamment petit la formule

(12.6) F(^exp(^))=^^[T(^)"F](^) .
}!-==- 0

En effet, nous pouvons établir par récurrence que

(12.7) ^ (^FK^^r^F^exp^)) ] .
|_ "l J<=0

D'après (12.4)5 cette formule est valable pour n = = i . Evaluons
[TO^Fn^^To^Ta)^^)

=\^W^(ff^W)] :=\Ï•ÈF{ffexï)(t+lt)î')~\
L aï Jt=0 L^ au Jl=U=Q

soit, en notant ( la variable (t-\-u\

[T(^)^ lF](^•)=["^F(^exp(^))]^^

ce qui démontre (12.7). Cela posé, développons F(gexp(^X)) en série de
Taylor de la variable t au voisinage de ( = o. On a

00

F(^exp(^))=^ _^ r^F(^exp(^ ) ) | ,
^» I L i [_ Ui J/=0
fl=0

soit, d'après (12.7), la formule (12.6) de notre lemme.

13. REMARQUE. — Soit U(G) l'algèbre enveloppante universelle de
l'algèbre de Lie G, p la linéarisation correspondante. D'après la propriété
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fondamentale de l'algèbre enveloppante universelle, il existe un homo-
morphisme unique 9 de l'algèbre U (G) dans l'algèbre tO(G) tel que

T == 6 o p.

Un théorème fondamental de Harish-Chandra énonce que 9 est, en fait
un isomorphisme de U(G) sur Ci? (G).

14. L'ISOMORPHISME A DE L'ESPACE VECTORIEL 2>(G) SUR L'ESPACE

VECTORIEL d3(G). — a. Supposons l'algèbre de Lie G munie d'une
base (/.i) (A == i, . . ., r) et soit S(G) l'algèbre symétrique sur G, ou algèbre
des polynômes par rapport aux indéterminées commutatives X^. Consi-
dérons d'abord un ensemble ([JLi, pis, . . . . ^) de p éléments, distincts ou
non, choisis parmi les éléments ^4 de la base et formons le monôme corres-
pondant [^i p.2 . . . [^7î€^(G). Soit A l'application linéaire de S (G)
dans CP(G) telle que

( ï4 . I) A (^ ̂ . . . ̂ ) = -^ ̂  T(^) T(^) . . . ̂ (^>
(7

où CT est le groupe symétrique sur p lettres. A partir de (14. i) et du carac-
tère linéaire de A, l'image par A de tout polynôme Q de S (G) est connue.

Nous allons d'abord montrer que la formule (14. i) est encore valable
pour un ensemble (p-i, [J^, . . . . \^p) ^éléments arbitraires — distincts ou
non — de G. En effet, en rapportant [^(1=1, 2, . . ., p) à la base (X^),
on a

^=8^.

Par suite, d'après le caractère linéaire de A,

A(^^. . . ̂ ) ==A (BW.. . R^.ÀA^- • • ̂ ) ==B^B>. . . B^AO^... ̂ ).

Il en résulte

A (^.j ̂ ,. . . ̂ ) == -^^B^B^. . . B^ .T(À(T(A,) ) T(^T(A,) ) • • • 7(^(Ap))

(7

soit

A ( ,̂.. . ̂ ) = ̂ ^B^B?^.. . B^.T(^)) ... T(^(A.)).
17

On obtient ainsi

A (^^... ^,) = -^B^B^, .. B-^.T(^) T(À.^) . . . T(^)
o-

OU

A(^,... ̂ ) === - [ ,^B^)T(^).B^)T(^)... B^)T(^),
o"

Ann. £c. Norm., (3), LXXXL — FASC. 4. 46
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ce qui n'est autre que (14. i) explicité/De la validité générale de (14. i),
il résulte que l'application linéaire A, telle que nous l'avons définie,
ne dépend pas en fait du choix d'une base de G.

&. Soit F une fonction analytique sur un voisinage V de e dans G. De la
formule (12.6), il résulte que, pour des t^ suffisamment petits, on a

(i4.^) F(exp(^))=^^[T(^) / ^F](^
n=:(}

Or on vérifie immédiatement à partir de (14. i) que

^(t-w== ^ (^)"1 . . . ( ^ r ' - ^^^^^ .A^^ . . . ̂ ),
/îl + . . .+ ft,.= II

(14.2) prend ainsi la forme

(14.3) F(exp(^))= V ^'••^^X^...^)^).^— / / 1 . . . . //,../ii, . . . ,//, .=o

D'autre part, si nous développons le premier membre de (14.2) en série
de Taylor usuelle par rapport aux variables t^ au voisinage de (^A) == o,
il vient

•x
^— (/^V1! ( f r } ^ r [ ~ / /) \ / / 1 / /) \",. 1

F(exp(^,))^ 2_/^!-;;.^ [(^) •••^) ^P^))]^-

On a ainsi

[A aï.. . . ̂ ) FI (.) =[(^)"-. . . (^,)"-F (exp «A^))]^^^.

De cette relation et de la linéarité de A, on déduit que si Q est un poly-
nôme, élément de S(G), on a

[A(Q)F](.)=[Q(^)F(exp(^À.O)]^^^.

Si © est l'isomorphisme de l'espace vectoriel S(G) sur l'espace vecto-
riel d3(G) introduit au paragraphe 11, on voit sur (11.3) que pour toute
fonction F analytique sur V

[ A ( Q ) F ] ( ^ ) = . [ @ Q ) F ] ( ^ ) .

Les opérateurs A(Q) et ©(Q) étant invariants sur G, on a pour g€V,

[A(Q)F] (^ )=[@(Q)F] (^ ) .

Il résulte du lemme du paragraphe 11, 2°, que pour tout Q€S(G)

A ( Q ) = : @ ( Q ) .
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L'application linéaire A coïncide avec ©. Nous énonçons

THÉORÈME. — La formule (14. i) définit un isomorphisme de Vespace
vectoriel 'S (G) sur Vespace sectoriel CÎ)(G) qui coïncide avec l'isomorphisme ©
défini par (11.3).

Nous abandonnons dans la suite la notation © et ne conservons que la
notation A.

15. PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE DE L'APPLICATION A. — Relativement
aux structures d'algèbre de S(G) et de Û5(G), nous allons établir une
propriété multiplicative de l'application A identique à celle traduite par
le théorème du paragraphe 10, c.

a. Si ;^i, [J.2 sont deux éléments de l'algèbre de Lie G

A(^i)=:r(^.i), A(^)=T(^)
et

;\ ([^,, ^]) ==T([^.i, p.,}) ==T(^, )T(^)—T(^)T(^ i ) .

Il en résulte
(i5. i) A ( f^, ^]) ==: A (^) A (^,) - \ (^) A (^,). .

D'autre part,

A (^ ̂ ) = ̂  j T (^) T (^) + T (^) T (^,) j = ̂  A (^) A (^) + A (^) A (piQ ;,

soit

A (̂ ,) = A (^,) A (^) - ^ (A (^) A (^,) - A (^) A (^JL,)) .

On a donc la relation

(i^) A(^^)=A(^OA(^) - ^A([^ ^]).

Plus généralement, si ([^, . . ., ;J.,/) sont ç éléments arbitraires de G, on a
(i5.3) A (^... ̂ ) = A (^,)... A (^) + D,

où l'opérateur D€<Î )(G) ^^ d'ordre inférieur à q.
Raisonnons par récurrence en admettant (15.3) pour l'entier [q—î):

De (14. î), soit

A (^ i . . . ^) = — ̂  A (^( i ) ) . . . A (^^),
f7

on tire, en fixant l'indice a(ç) = ^
(f

A (^i. • . ̂ ) = - ̂  A (^j... ^.... ^y) A (^),
;'=: î



368 A. LICHNEROWICZ.

où la notation ^ indique que le facteur [̂  manque. De l'hypothèse de
récurrence, il résulte

7

A (^.. . ^) = - ̂  A (^) . . . A^.)... A (^) A (^,) + D,,

où l'opérateur Dl€<1?(G) est d'ordre inférieur à q. En permuttant A(^)
avec les opérateurs précédents et en corrigeant à l'aide de l'expres-
sion (15. i) du crochet, on obtient la formule (15.3) qui se trouve ainsi
établie.

&. De cette formule, on déduit immédiatement que si M et M' sont
deux monômes sur G de degrés respectifs N et N', l'opérateur

A ( M M ' ) — A (M) A (M')

est d'ordre inférieur à (N + N'). Ce résultat s'étend naturellement au cas
de deux polynômes. Nous avons ainsi retrouvé pour CD (G) le résultat du
paragraphe 10 par une voie différente.

THÉORÈME. — Si Q et Q' sont deux polynômes de S(G) de degrés respec-
tifs N et N', V opérateur différentiel invariant sur G

D=A(QQ')-A(Q)A.((y)

est d^ ordre inférieur à (N 4- N').

CHAPITRE III.

OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS

SUR UN ESPACE HOMOGÈNE RÉDUCTIF.

16. ESPACES HOMOGÈNES RÉDUCTIFS. — a. Un espace homogène Vn= G/H
admet une structure réductwe si Valgèbre de Lie G de G admet une décompo-
sition en somme directe {1)
(16.1) G = = H 4 - M ( H n M = = 0 )

où le sous-espace M satisfait
(16.2) ad. (H) M c M .

Lorsqu'il en est ainsi, le sous-espace M définit sur le fibre principal G
de base Vn une connexion infinitésimale invariante à gauche par G.
On démontre qu'à cette connexion est naturellement associée, sur l'espacé

(1) Sur les espaces homogènes réductifs, voir, par exemple, Nomizu [5] et Lichne-
rowicz [4, a].
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homogène V,,== G/H une connexion linéaire invariante. Celle-ci est dite
la connexion canonique relative à la structure réductive.

Cette connexion jouit de la propriété suivante : si XçM, soit exp(^)
le sous-groupe à un paramètre correspondant; le transport relativement
à la connexion canonique le long du chemin

(16.3) / ?exp(^A)

de V,, coïncide avec la transformation par exp (^A). Il en résulte en parti-
culier que (16.3) définit pour la connexion canonique un arc géodésique
tangent en Xo à //X pour lequel s est le paramètre affine.

&. Prenons pour base ( / ^ ) ( A = i , . . . , r ) dans G la réunion d'une
base (Xa) (a == i, . . ., n) de M et d'une base (A,) (i = n + i, . . ., r) de H.
Une telle base de G sera dite adaptée à la structure réductive. Nous adoptons
pour base (^a) dans C la base (p^a). On a ainsi
(16.4) p'^z=e^ /A=o,

G étant la somme directe de H et de M, on sait qu'il existe des voisinages
ouverts connexes VM et Vu de o respectivement dans M et H tels que
l'application

? '' (^MÎ ^n) -> exp ̂ i exp ÂH

soit un difféomorphisme de VM X Vy sur un voisinage ouvert V de e dans G
(Helgason [3, a]). On peut supposer V tel que pVcU(^o), où U(^o) est
un ouvert normal de centre XQ de V,z munie de sa connexion canonique.

Ainsi, relativement à la base adaptée choisie,

exp(^a)exp(^.)-^(^ t1)

définit un système de coordonnées locales sur V. Si

^=exp(^^)exp(<0,)çV,

sa projection x == pg appartient à U(^o) et peut s'exprimer par Exp^^a).
Ainsi :
(16.5) /^exp(^a) exp(^Â,) =p exp (^a) ^Exp^^a).

De la propriété de la connexion canonique signalée en a, il résulte que x ==pg
a pour coordonnées normales
(16.6) ^==t^.

Pour go€G,
(16.7) (t^ <0-^:=^oexp(^a)exp(/a,)

définit sur goV un système de coordonnées locales que nous utiliserons dans
la suite.
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c. Si A € H , on a, d'après (4.5)

( I 6 t 8 ) //ad(A)^:=K^7^

M étant invariant par ad(/i), il vient

(^•9) a d ( A ) ^ = A ^ ( A ) ^

où, d'après (16.8), A = (A^(/i)) est la matrice représentative de K'/, dans
la base (^a). D'autre part, pour la base (A/) de H,

( 1 6 . 1 0 ) ad (h) 7.,==A{ (h) }.y.

On peut résumer (16.9) et (16.10) en écrivant

(16.11) ad( / i )^=Bj; (A) ÂB,

où la matrice r Xr, B, est telle que

B! (A) == Ag ( A ) , B^ (h) = A / ( A ) , B^ (h) = B? (A) = o.

17. L'APPLICATION A DE S (G) SUR cO(G). — Dans toute la suite, nous
considérons un espace homogène réductif V,,= G/H et n'introduisons
sur G que des bases adaptées à la structure réductive.

a. Soit D un élément de a) (G). D'après le théorème du paragraphe 3,
il existe un polynôme Q€S(G), manifestement unique, tel que

( 1 7 . 1 ) [DF] (e) = fo f—) F { exp (t-^) exp (t^) j |
L \at ] J(^)=o

où FeC"(G). L'opérateur D étant invariant par G, on a au point go

( 1 7 . 2 ) [ D F J ( ^ ) - [ Q ( ^ ) F { ^ e x p ( ^ À a ) e x p ( ^ • À O j 1
L \^ / J(<A)=:O

Inversement, si Q€S(G), la formule (17.2) définit un opérateur diffé-
rentiel sur G invariant par les translations à gauche. Nous énonçons :

THÉORÈME 1. — Si G/H est un espace homogène réductif, il existe un
isomorphisme

A: Q - ^ D Q

de l'espace sectoriel S(G) sur l'espace sectoriel d)(G) qui, au polynôme Q,
fait correspondre l'opérateur différentiel DQ invariant sur G défini, pour
F€C^(G) , par la formule

[DyFJ6 ro)=^Q(—)Fl^exp(^^) (^n
L v / - l (^)^u

où les coordonnées locales employées sont celles du paragraphe 16.
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b. Étudions maintenant l'algèbre cî)o(G) (§ 8) définie par les opérateurs
de d3(G) qui sont aussi invariants par les translations à droite par H.

Si Do€(^(G) et si /i€H, on a

[D^F] (^ )=p^DoD/ :F ]^==[DoD/ : JF (A) .

Il existe un polynôme Q€S(G) tel que Do== A (Q) et, par suite,

[ D ^ F ] ( ^ ) = r Q [ — ) F ! A e x p ( ^ / , ) ^ x p ( ^ ^ ) A - i 1
L xat } JQA)^

soit

P?71] (^) - [Qf^)F ;Aexp(/^) A- 'Aexp(^) A-'j1
1- \ot J J ( /A )^u

On obtient ainsi

[D^F] (^) = [Q ( —) F j exp (^ad (A) À,) exp (^ad (h) },)} ]
L v<7 / ' -l(^)=u

Soit, d'après (16.9) et (16.10),

[D^F] (.) = | Q f^\ F j exp(A^ (A) t^) exp (A^- (A) ^;)j1
'- v / -«(/-^^o

Effectuons, selon (16. n), le changement de coordonnées locales

u^W^h) t^.

Il vient

^=Bs(/^)^•
En substituant la notation (^À) à la notation (u"), on obtient

(17 .8) P^](^)-[Q(BÎ(A)^)Fjexp(^^)exp(^]^^.

Pour que Do soit invariant par D/,, il faut et il suffit que

[D^¥](e)=[D,¥](e)^

c'est-à-dire, d'après (17.3), que

^"s'^)^)-
Ainsi, si Q est le polynôme sur G associé par A à l'opérateur Do€û3(G)
pour que Do€^o(G), il faut et il suffit que

(^^ Q ( a d ( / Q À A ) = Q ( À A ) ,
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c'est-à-dire que Q soit un polynôme de S* (G) invariant par ad (H) opérant
sur G. Nous sommes ainsi conduit à introduire la sous-algèbre I(G)
de S (G) définie par les polynômes invariants par ad (H). Nous énonçons :

THÉORÈME 2. — Si V,,== G/H est un espace homogène réductif, dOo(G) est
obtenu par la restriction Ao de A à la sous-algèbre I(G) des polynômes sur G
invariants par ad (H).

18. L'APPLICATION lïo DE 1 (G) SUR I(C). — a. Reprenons l'algèbre
de Lie G de G et l'espace vectoriel quotient C = G/H. La projection cano-
nique p/ : G -> C définit une projection notée II de l'algèbre symé-
trique S (G) sur l'algèbre symétrique S(C) : si Q_Ç^\) est un polynôme
élément de S (G), il lui correspond par II le polynôme élément de S*(C)
défini par

Q(/^A).

Si Q, Q'e^G), on a
(18.1) I^QQ^inQ)!^).

Supposons G munie d'une base adaptée (A y) et C munie de la base {e^== j/Ay).
Si Q(Aa, A^)eS(G), le polynôme P = II(Q) est défini par

P ( ^ a ) = Q ( ^ 0),

P est de degré inférieur ou égal à celui de Q.
&. Si QeI (G)5 c'est-à-dire est invariant par ad (H) opérant sur G,

on a pour hçïî
Q ( a d ( A ) À a , ad(/0},=Q(/a, ^-).

Il en résulte
P(A^ (A) ^) == Q (A^ (h) e^ o) = Q (e^ o) = P (e^)

et P est invariant par H, donc appartient à I(C).
Inversement, si P€l(C), le polynôme Q de S (G) défini par

Q ( ^ ) = P O a )

vérifie
Q (ad {h) À v ) = P (ad (A) ?.a) == P (^ W ̂ = P Oa) = Q ( A v )

et appartient à I(G). Nous énonçons :
THÉORÈME. — La restriction Ho de II à I(G) est un homomorphisme

de I(G) sur I(C) çui, à tout polynôme QeI(G) fait correspondre un poly-
nôme IIo(Q)eI(C) de degré inférieur ou égal à celui de Q. Pour P€ I (C) ,
il existe au moins un polynôme Q de même degré que P, tel que P = IIo(Q).

Considérons l'algèbre I(M) des polynômes sur M invariants par l'action
de ad (H). Il résulte du théorème précédent que Ho définit un isomorphisme
de I;(M) sur I(C).
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19. LE THÉORÈME FONDAMENTAL, r— a. Proposons-nous de mettre en
évidence une projection de l'algèbre rî)o(G) dans l'algèbre d?(G/H) des
opérateurs différentiels invariants sur l'espace homogène réductif G/H.

Étant donné un opérateur Do€<Po(G), considérons, l'opérateur D
(sur G/H) qui, à toute fonction /'eC^G/H) fait correspondre la fonction Df
définie par

( 1 9 . 1 ) ^D/^Do^V.

Soit, avec les notations du paragraphe 8,

( 1 9 . 2 ) (D/r=Do^

(19. i) ou (19.2) définissent bien une fonction D/*eC"(G/H), puisque Do
laisse stable Co°°(G).

D est un endomorphisme continu de C^ (G/H) de caractère local :
si /*€C^(G/H), il résulte du caractère local de Do que

pS(D^f)cpS(p'f),

soit
S(D/)cS(/).

On établit immédiatement la continuité de D en utilisant les systèmes
de coordonnées locales introduits au paragraphe 16; D est ainsi un opéra-
teur différentiel sur G/H. Cet opérateur est invariant par G. En effet,
d'après (8.5) et (19.2),

(IÇD/r=UDo^ :

soit, Do étant invariant à gauche par G,

(K,;D/r=DoL;/=Do(K;/)-= (DK;/F.

Ainsi
K^D/=DK^

ce qui démontre l'invariance.
Nous avons ainsi défini une application ^F : Do -> D de i^o (G)

dans dî)(G/H). D'après sa définition même, ^¥ est linéaire et préserve
le produit, c'est-à-dire est un homomorphisme de V algèbre (J^o(G) dans
l'algèbre Û)(G/H).

&. Cela posé, soit Q un polynôme élément de I(G). Posons

D Q = A o ( Q ) € ^ o ( G ) .

Si /'eC^G/H) et si f = p*/*, on a, dans les coordonnées locales du para-
graphe 16

DV] ( g ) -[^(^ ^/iÂ-exp^a) exp(^,)j] ^ .
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Pour exp^Xa) exp^'A^eV, il vient
(19.8) J^exp(^7a)exp(<0,)j==y'^exp(^^)i=/{^exp(^Àa)i=/iK^exp(^^

(19.3) étant indépendant des variables (t1), on a

[DQ/] (^) = FQ (A. o ) /S K^ exp (t^)\ \
\- \oi / J (<a)^0

II résulte de (16.5), (16.6) que

;9exp(^a) ==Exp(^a).

D'autre part, si P = ^(Q),

Q(y°)-tè)-
II en résulte
(19.4) [D(J-] (^) =[P(^)/!K,Exp(^^)j'J^^

soit, si Dp== © (P) et si x = Ky{xo),

[Dj](^)=[Dp/J(^)=[Dp/| (y).

De la définition (19,2) de V, il vient

(19.5) TAo(Q)^©IIo(Q) (Qel(G)),

IIo étant une application surjective de I(G) sur I(C), © et Ao des iso-
morphismes d'espaces vectoriels, il en résulte que ^T est surjective et,
par suite, est un homomorphisme de c^o(G) sur cO(G/H).

De (19.5) et du fait que
degIIo(Q)^deg.Q,

on déduit que si Do€^o(G),

ordreW(Do) ^ordreDo.

Nous énonçons, d'après le théorème du paragraphe 18,

THÉORÈME. — Pour un espace homogène réductify le diagramme

^-^^(G)

l îo 1 ^

^ (-) ^I ( C ) — — ^ a ) ( G / H )

est commutatif. U homomorphisme V de ^o(G) sur dO(G/H) est tel que

(19.6) ordreT(Du) ^ordreDo [Du€^o(G) ] .
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Mais^ pour tout élément D € û3(G/H), il existe au moins un élément Do € ̂ o (G)
tel que D === ^(Do) ^ ordîye D = orJre Do.

c. Soit IIi la restriction de IIo, Ai la restriction de Ao à I(M). Si
Q€l(M), A(Q) est l'opérateur Dg défini par

[DQF]^) : = [Q(^â)F!^exp(^^)exp(^0,){] ^ = [ç (^) F ̂ exp^,)^ ^

pour tout FeCT(G), soit

PQFJ(^)=[Q(^a)F^exp(^^) i ] ^ .

Si Ai est la restriction de A à I(M), on a donc
Ai:=\i.

De (19.5), on déduit par restriction à 1 (M),
(19.7) <F\,=©IL.

Ainsi
COROLLAIRE. — Sur un espace homogène réductif G/H (avec G = H 4- M),

l'espace sectoriel cO(G/H) se déduit de I(M), par la restriction Ai de A à I(M)
suivie de Vhomomorphisme V.

20. PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE RELATIVE A CD(G/H). — Soient P, P'

deux polynômes éléments de I(C), de degrés respectifs N et N^ Q, Q' les
polynômes de 1 (M) qui leur correspondent par l'isomorphisme IIi. Du para-
graphe 15, il résulte
(20. i ) Ai W) = Ai (Q) Ai (Q') + D,,

avec
ordre D,, < N + N \

En transformant (20. i) par ^T, il vient, V étant un homomorphisme
d'algèbre,

iFAi(QQy)=:TA.i(Q)TAi(Çy)+T(Do),

soit, d'après (19.7),
(20.2) @ ( P P ' ) ^ © ( P ) © ( P / ) +WDo) ,

OU
ordre W (Do) ̂  ordre Do < N -l- IV.

Nous retrouvons ainsi, dans ce cas particulier, et par une autre voie,
le théorème du paragraphe 10.

21. CAS OU IL EXISTE UN SYSTÈME FINI DE G É N É R A T E U R S . — 0. Consi-

dérons un espace homogène G/H admettant une connexion linéaire invariante
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(nous ne supposons pas au a sa réductivité). Plaçons-nous dans le cas où
l'algèbre I(C) correspondante admet un système fini de générateurs :
il existe k polynômes P,€l(C) (i = i, . . ., k) tels que tout élément P
de I(C) puisse s'écrire
(21 .1 ) P=:<Î»(P, , . . . . 1^),

où ^ est un polynôme. Désignons par D, l'opérateur différentiel

( 2 1 . 2 ) D,=0(P,) .

On a :

THÉORÈME. — Si I(C) admet un système fini de générateurs, tout élément D
de d3(G/H) peut s9 exprimer par un polynôme par rapport aux opérateurs
différentiels D, correspondant aux générateurs Pi de I(C)

(21 .3 ) D=^a,,,,,,(DO^...(D,)^. [

En effet, si P est le polynôme ©"'(D), il peut s'écrire, d'après (21. i),

P^]^.../^!)"1-^-^.

D'après le théorème du paragraphe 10, l'opérateur différentiel invariant
sur G/H :

©(P)-^,,^©(P^...0(P,)^ ,

est d'ordre inférieur à l'ordre de D = ©(P). Le théorème s'en déduit par
induction. L'expression (21.3) de D n'est naturellement pas unique.

&. Supposons maintenant que l'espace homogène G/H admet une
structure réductive. Si I(G) admet un système fini de générateurs Q,
{i= i, 2, . . ., /c), tout élément QeI(G) peut s'écrire

(21.4) Q==^(,Q^ . . . /Q,),

où $ est un polynôme. De

^((^(^^^((^I^), IMQQ^IMQ^UQ'),, ,

on déduit d'après (21.4) que si "P = IIo(Q) €l(C), on a
P=<ï ) ( I Io (Qi ) , . . . , I I o ( Q , ) ) ,

1 (C) admet ainsi un système fini de générateurs.
c. Supposons en particulier le sous-groupe H connexe et réductif dans G :

la sous-algèbre H est réductive dans l'algèbre de Lie G de G. On sait
que lorsqu'il en est ainsi, l'espace homogène G/H admet une structure
réductive. Si nous considérons l'espace vectoriel G comme une algèbre
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de Lie abéhenne, S(G) est l'algèbre enveloppante correspondante. D'après
l'hypothèse faite, ad (H) définit une représentation complètement réductible
de H dans G. La représentation correspondante de H dans S (G) est aussi
complètement réductible et S (G), est la somme directe

^(G) =:^(G)^-+- ^(G)o,

où ^(GY est le sous-espace des éléments annulés par ad(H) et S (G)0 le
sous-espace engendré par les éléments déduits de l'action de ad(JL(p-He) sur
un élément de S(G); ^(G^ est une sous-algèbre de S(G) qui, H étant
connexe, coïncidé avec la sous-algèbre I(G) et, d'après un théorème
classique (2), admet un système fini de générateurs. Ainsi si H connexe
est réductif dans G, t (G) admet un système fini de générateurs.

Supposons maintenant le sous-groupe H compact. Le groupe com-
pâôt ad(H) opère sur G et G/H admet une structure réductive. D'après le
théorème des invariants dans le cas compact, l'algèbre I(G) admet un
système fini de générateurs. Nous énonçons, d'après a et b :

THÉORÈME. — Si^ pour l'espace homogène G/H, le sous-groupç H est
connexe et réductif dans G ou si ce sous-groupe est compact, l'algèbre I(G)
admet un système fini de générateurs et il en est par suite de même pour
l'algèbre ^(G/H).

CHAPITRE IV.

OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS INVARIANTS

SUR UN ESPACE SYMÉTRIQUE.

22. NOTION D'ESPACE HOMOGÈNE SYMÉTRIQUE. —— 0. Supposons qu'il

existe, sur un groupe de Lie connexe donné, G, un automorphisme iwolutifS
de G. L'application S de G sur lui-même étant un automorphisme de G,
(22.1) - s(^)^S(^)S(^) /

quels que soient g, g'eG; S étant involutif,
(22.2) ^=ld.

Soit H8 le sous-groupe des éléments de G fixes par S. C'est un sous-groupe
fermé de G dont nous désignons par H^ la composante connexe de l'unité.

DÉFINITION. — Étant donné un espace homogène V,,== G/H, nous dirons
que cet espace admet une structure d'espace homogène symétrique s'il existe
un automorphisme iwolutif S de G tel que
(22.3) HgcHcH 8

(2) Voir, par exemple. Séminaire Sophus Lie [7], Exposé 7, p. 8, Paris.
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Si Ho est la composante connexe de l'unité de H, on a Ho== H^. Nous
pouvons supposer, sans nuire à la généralité, que G est effectif.

b. L'automorphisme involutif S de G induit un automorphisme invo-
lutif S de l'algèbre de Lie G de G. De la relation

S(/^)=AS(^)À-'

valable quels que soient g€G, ÀeH, on déduit
(22.4) . S ad (h) == ad (h) S.

Les valeurs propres de Fautomorphisme involutif S (avec S2^ ïd) de G
sont nécessairement égales) ^ i. Considérons le sous-espace de G défini
par les vecteurs propres de jS correspondant à la valeur propre i. A tout
élément de ce sous-espace correspond un sous-groupe à un paramètre
d'éléments de G fixes par S. Inversement, à tout sous-groupe à un para-
mètre de Ho correspond un élément de G invariant par ,S. Ainsi le sous-espace
envisagé n'est autre que la sous-algèbre H de Ho ou H.

Soit M le sous-espace de G défini par les vecteurs propres de S corres-
pondant à la valeur propre — i ; M est supplémentaire de H dans G
(22.5) G = H + M ( H n M = : o )

et, d'après (22.4),
(22.6) a d ( H ) M c M .

On voit ainsi que la décomposition (22.5) définit pour G/H une structure
d'espace homogène réductif. La connexion canonique de la structure
réductive précédente est dite la connexion canonique de l'espace homogène
symétrique. On sait que (3) tout tenseur invariant par G est à dérivée cova-
riante nulle dans cette connexion,

Si ^, i^eM, on a
S[^]=[SÀ,S^]=[À^]

et [X, p-]€H. Ainsi dans le cas d'un espace symétrique, le sous-espace M
vérifie
(22.7) [ M , M ] c H .

La théorie des espaces homogènes réductif s (4) montre que (22.7) exprime
la nullité de la torsion de la connexion canonique Sun espace homogène
symétrique.

c. Un espace homogène Vn== G/H est dit réductif localement symétrique
s'il admet une structure réductive G = H 4-M telle que (22.7) soit
satisfaite. Les résultats que nous venons de signaler sont encore valables.

(3) Voir Lichnerowicz [4, a].
(4) Voir Lichnerowicz [4, a],
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On établit aisément que tout espace réductif localement symétrique
admet pour revêtement universel un espace homogène symétrique dont la
connexion canonique est l'image réciproque de la connexion canonique
de l'espace initial.

23. SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN POINT. — A partir de S, on peut définir
des transformations intéressantes de l'espace homogène symétrique
V^= G/H$ chacune de ces transformations laisse fixe un point de la
variété V^.

a. Si x^ = pe, associons à tout élément g de G le point

(23.i) . j=:S(^o.

A l'élément gh, où AeH, est associé le point

S (gh) x,=. S (g) S (h) œ,= S (g) hx,= S (g) œ,=y.

Ainsi à tout point x = gx^ de V/,, nous pouvons associer le point y défini
par (23. i), qui ne dépend pas du choix de g dans gH. Nous désignons
par S^ la transformation x->y de V^, transformation qui laisse fixe le
point Xo et qui vérifie, d'après sa définition,

(23. a) S^op==:poS.

Etudions le carré de S,̂ . On a

^OP=P°^ei=P

et S.̂  est une transformation involutive de V^(S^ == Irf). La transfor"
mation S^ est dite la symétrie par rapport au point Xo.

Composons S,̂  avec une transformation Ky, où f^G. Pour x= gxo,
on a

^[S^ (^)] = K^[Ks(g.) (^o)] = K^.) (^o) == KS[S(^] (^o) = S^[KS(^) (^)].

Ainsi, pour tout Y €5 G,
(23.3) Kyo S^== S^oKs(Y).

En particulier, S.̂  commute avec K/t, quel que soit hçH,
(23.4) K^oS^=S^oK/,

b. Étant donné un élément gi de G, considérons la transformation de V^
définie par

K^oS^oK^-».

Si à gi, on substitue l'élément g^h, où AeH, on obtient la transformation
K^ o K/^ o S.̂  o K^—i o Kg-1 =; K^ o S.y^ o K^-1,
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d'après (23.4). Ainsi à tout point Xi= gi^o, on peut associer la transfor-
mation S^, ne dépendant que de x^ définie par
(23.5) S^=K^oS^oK^^S,,oKs(^. ; , ,

D'après sa définition, S^ laisse fixe le point x^ et est involutive. S .̂ est
dite la symétrie par rapport au point Xi.

c. De (23.2), on déduit
(SrJj^T^ ' : ' . '

où (S'Jo est l'automorphisme de C = T^ défini par S.̂ . Si X € M
(S;Jj/À=7/SÀ=-//L

Ainsi, à tout vecteur p'À de C, (S.̂  fait correspondre le vecteur opposé

(23.6) (S^),=-îd.

On établit, (Vautre part, aisément que la connexion canonique Sun espace
homogène symétrique est invariante par Sy^, donc par toute symétrie.

Soit U un voisinage normal de centre XQ relatif à la connexion cano-
nique. Si xGU est différent de Xo, il existe dans U un arc géodésique et uri
seul joignant Xo à x\ cet arc est tangent en x^ à un vecteur u et le point x
est atteint pour la valeur s du paramètre affine correspondant à {xo, u).
Par la symétrie S^ qui laisse invariante la connexion, cet arc géodésique
est transformé en un autre arc géodésique d'origine Xo, tangent en x^ au
vecteur —u, d'après (23.6) et dont l'extrémité S^x est atteinte pour la
valeur s du paramètre affine correspondant à (xo,—u) Nous obtenons
ainsi une construction commode du symétrique par rapport à Xo d'un
point de U. .

Si (^a) est uùe base de C, (^a) les coordonnées normales correspondantes
d'un point x de U, la restriction de S^ à U est définie dans ces coor-
données par
(23.7) (^)->(-^) (a=i, 2, . . . , / , ) . .

Il en résulte, en particulier, que la symétrie S^ admet le point Xo comme
point fixe isolé.

Ces résultats s'étendent à la symétrie S^ par rapport à un point arbi-
traire Xi de V»== G/H. ;

.24. GÉNÉRALITÉS suh LES OPÉRATEURS ADJOINTS. — a. Considérons un
espace homogène V»=G/H astreint seulement à admettre un élément de
volume Y] invariant par G. Si l'intersection des supports de /*, geC^V,,)
est compacte, nous posons c

(2^.i) </^>=f/(^)^)^).
v Vn.
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Nous appelons opérateur adjoint d'un opérateur différentiel D de V«
un opérateur différentiel D tel que si /'CîC^V/,) et si gçC^V,,) on ait

(^.2) <D/^>=</,D^>.

Un tel opérateur existe et est manifestement uniquement déterminé par la
condition (24.2).

Soit D ( l ) et D^ deux opérateurs différentiels de V« admettant les
adjoints D^ et D^. On a, d'après (24.2),

< D(^)D(-)/, ^ > = < D^), /, D(^> == </, D(-) D(')^>,

II en résulte que D^ D^ admet l'opérateur adjoint

(24.3) (D^D^r^r^D^.

b. Supposons l'opérateur D de V^ invariant par G. Il en est de même
pour D. De l'invariance de Y] il résulte/en effet, que si y€G :

(2M) .<K^/,^>=:</,K^>. , . ' .

A l'aide de (24.4), évaluons

< K;i D/, ^> = < D/, K^ > = </, DK^>.

D'autre part,
<DK^,/^>=<K^/, D^>=</, K^D^>;

D étant invariant, les premiers membres des deux relations précédentes
sont égaux. Il en résulte que quelle que soit /'eC^V^),

<(DKÎ-KÇD)^/>=o.
Ainsi < .

(DKÇ-K;C)^=o . ,

pour toute fonction g€C^(Vn), ce qui entraîne

DK:==KÇD.
Nous énonçons :

THÉORÈME. — Si G/H est un espace homogène admettant un élément de
volume invariante V opérateur adjoint D Sun opérateur différentiel invariant D
de G/H est lui-même invariant.

25. OPÉRATEURS ADJOINTS SUR UN ESPACE HOMOGÈNE SYMÉTRIQUE. ——

Nous considérons dans la suite un espace homogène symétrique Vn= G/H
admettant un élément de volume Y] invariant par G.
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a. Le tenseur invariant ïi est à dérivée covariante nulle dans la connexion
canonique. Sur un voisinage U muni de coordonnées locales, T] a pour
composantes

(25-1) ^...a^==?£a,...a^

où 2 est l'indicateur de. permutation. Désignons par r?,, les coefficients
sur U de la connexion canonique. Il vient

ïi
Vpyîa,...a,=^p^...a,—yr^pYîa,...o...a,==0,

1=1

soit, d'après (25. i),

Vpïia,..a,=(^ -T^a,:.a,=0.

La connexion étant sans torsion, on obtient sur U

(25.2) ' . r^r^-^

Désignons par S l'opérateur de codérivation sur les tenseurs contravariants
défini par

(25.3) à : T^••• a /--^VpTP^••• ap.

Si V est un champ de vecteurs à support relativement compact dans U,

ôv==VpVp=(^vp+r^v^=^^(vp9)

et, par suite,
j ôVYi= f^p(VPcp) dx-=.Q.

'A^ J

On en déduit, selon un procédé standard, que pour tout champ de
vecteurs V à support compact

(25.4) f ôV ï î ^o .
^Vn

b. Soit T un p-tenseur contravariant, U un (p—i) tenseur covariant
tels que l'intersection de leurs supports soit compacte. Si V est le vecteur
défini par

^-(^-Ty-! '̂-"^...^

on obtient, par intégration par parties,

f (T, VU) n = 1 FôVï i - 1- f(ST, U)T,,
^V» ^ ^Vn P t^V
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soit, d'après (25.4),

(25-5) ' f(T,VU)7i=- 'YCôT/U)^ "'
^Vn P ^\n

c. Soit D un opérateur différentiel de d3(G/H). Si /'€C'(V,,), on peut
écrire, d'après (10.6),

N

(25-6) iv==2;(^,vv), ;
y=o

où les tenseurs symétriques . contravariants ••• t^) sont invariants par G
Pour geC;(V,), on a î

N

<Df^>==^f(t^^f)^

y=o vn

En appliquant au terme d'indice q du second membre q fois la relation (25.5),
il vient

N

, <D/,^>-^ ri_r(/,^(^^)^.
v^^'' 9 '

II en résulte que D admet l'opérateur adjoint défini par

^•^ ^=î ^(^).
y==o

L'espace homogène étant symétrique, les t^ sont à dérivée covariante nulle
dans la connexion canonique et l'on a simple^ient

N

(25.8) r^=^(-iy/(^,v^).
q=0

26. TRANSFORMÉ PAR SYMÉTRIE D'UN OPÉRATEUR DE < 0 ( G / H ) < _ _
a. Si De<9(G/H), considérons l'opérateur différentiel ,

• . D=S^DS^ . ' - ^

Cet opérateur est manifestement invariant par G. De (23.3), il résulte
en effet que pour 76 G,

K; D == KÇS^ DS^== S^KS(.) DS^= S^ DKS(,)S^= S^ DS.^K;,

c'est-à-dire

K;6^DK^.
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&. Supposons D défini par (25.6) et proposons-nous d'évaluer Dg,
où g est une fonction indéfiniment différentiable. Il vient

N

DS^=^(^V^S.^)
•' : . ' • y=o ' ' : ' • • • ' ' • - • •

et
N

S^DS^=^ (S^^.S^V^S.:^). , . , (

La connexion canonique étant invariante par symétrie, S^ et V^ com-
mutent, et nous obtenons

N ' '

D^^^(S,^)V^-).
7=0

Si Sa; est la symétrie par rapport au point x == Ky(.To), il résulte de (23.5)

S.ïo^ ̂ ° ̂ ïs(y1)
et

[S:ro^)] (^) =:[S^K^s(^) ^)3 (^)-=[S^W] (^)-

Au point x, (S/y).r=— Irf et nous obtenons

s.^^//)= (— ly7^/).
Ainsi

N '

f:)^:=2(-I)<7(^)^y(^)

- . , . . ^ • ' • • <7=0 • • • : ' • . • • , - i

et, d'après (25.8), les opérateurs D et D coïncident. On a donc

(26.i) ' D=S^DS^ D=S^DS^.

27. THÉORÈME DE COMMUTATIVITÉ. — La relation (26. i) entraîne une
conséquence importante : la commutativité de l'algèbre <0(G/H). Eh effet,
soient D^ et D^ deux opérateurs de (î)(G/H), D^ et D (2 ) leurs adjoints
respectifs. On a

D0= S^ D^, D(2)^ S^ D(2)S^.

Etudions l'adjoint de l'opérateur D^ D^^ D'après (24.3), il est égal à

D^D^).

D'autre part, cet opérateur est donné par

S^ D(1) WS^ S:^ WS^ 6(2) S^ = D(1) W\
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Ainsi
D^D^—D^DO^ro ,

ce qui démontre la commutativité de d3(G/H).

THÉORÈME. — Si G/H est un espace homogène symétrique admettant un
élément de volume invariant, Valgèbre û3(G/H) des opérateurs différentiels
invariants est commutatwe.

Par passage à un revêtement, on en déduit qu'il y a encore commutativité
de <î)(G/H) pour un espace homogène G/H localement symétrique et admettant
une mesure positive invariante par Inaction de G.

Le théorème précédent généralise un résultat de Harish-Chandra et
Selberg relatif au cas des espaces homogènes riemanniens symétriques.
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