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FLOTS ET TENSIONS DANS UN GRAPHE ('
PAR M. ALAIN GHOUILA-HOURI.

INTRODUCTION.

La notion de flot joue un rôle important en théorie des graphes. Cette
notion revêt des aspects assez différents suivant qu'il s'agit de flots prenant
leurs valeurs dans R, dans Z ou dans Z/(2). Un flot à valeurs dans Z/(2)
peut être identifié à l'ensemble des arêtes qui le supportent, et cet ensemble
se décompose d'une manière unique en sous-ensembles, qui, géométri-
quement, forment des cycles; pour cette raison les flots à valeurs dans Z/^2)
seront appelés cycles. Les flots à valeurs réelles interviennent dans l'étude
des réseaux électriques — ce sont les intensités — mais ce sont les flots
entiers et les cycles qui donnent lieu aux propriétés combinatoires les plus
intéressantes. Dans les trois cas, les flots d'un multigraphe constituent un
sous-module du module libre engendré formellement par l'ensemble des
arêtes; les éléments orthogonaux à ce sous-module s'appellent les tensions ;
on appelle cocyles les tensions à valeurs dans Z/(2).

Il existe un parallélisme très net entre les propriétés des flots et celles des
tensions $ pour expliquer ce phénomène, W. T. Tutte a introduit la notion
de sous-groupe régulier [29]. D'autre part, certaines propriétés importantes
des flots et des tensions sont liées à la théorie des inégalités linéaires et à la
notion de matrice totalement unimodulaire [19], qui rejoint d'ailleurs la
notion de sous-groupe régulier.

(1) Thèse Se. math., Paris, 1963.
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Dans le chapitre I, nous introduisons la notion de famille distributive
de parties d'un module, et la notion ^ensemble représentatif d'un sous-
module d'un module libre. Cela nous permet d'énoncer un théorème général
de compatibilité, qui a comme conséquences particulières les conditions
nécessaires et suffisantes d'existence d'une solution pour un système
d'inégalités linéaires en nombres réels, un système d'équations dans un
corps, ou un système d'équations dans un anneau principal; de plus,
ce théorème fait apparaître immédiatement le rôle particulier que jouent
les sous-groupes réguliers dans la théorie des systèmes d'inégalités linéaires
en nombres entiers.

Le chapitre II est consacré à l'étude des sous-groupes réguliers. Le passage
aux entiers module 2 s'y révèle à maintes reprises comme un moyen de
travail efficace, qui nous permet en particulier de caractériser les matrices
totalement unimodulaires, généralisant ainsi un certain nombre de condi-
tions suffisantes connues ([3], [16], [17], [19]). Des résultats contenus dans
ce chapitre découlent de façon immédiate, au chapitre IV, les principales
propriétés des flots et des tensions en nombres entiers (et réels).

Au chapitre III, la notion de groupe de parties, et la définition de deux
opérations fondamentales qui sont Vétrécissement et la suppression d'arêtes
nous permettent d'étudier de manière très synthétique les cycles et les
cocycles. D'autre part, nous définissons et étudions les assemblages de
multigraphes et nous obtenons ainsi, de manière assez rapide, une caractéri-
sation des groupes cocycliques plus forte que celle qu'a donnée
W. T. Tutte [32]; le théorème de Kuratowski [20] en découle directement.

Au chapitre V, nous généralisons aux graphes orientés quelconques
certains résultats ([6], [8]) concernant l'existence de chemins et de circuits
hamiltoniens dans les graphes symétriques. Bien que les conditions suffi-
santes que nous donnons respectent à peu près la dualité cycles-cocycles,
leur démonstration est élémentaire, et il ne semble pas possible, dans l'état
actuel des choses, d'aborder le problème de façon algébrique.

Un peu en marge des précédents, le chapitre VI contient deux théorèmes
combinatoires. Le premier fournit une caractérisation des relations de
comparabilité. Le second résoud un problème posé par H. Kuhn [21].
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CHAPITRE I.

CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ.

1. RAPPELS DE DÉFINITIONS. — Les notations utilisées dans cette thèse
seront les notations classiques de la théorie des ensembles. Signalons
toutefois que, pour noter le cardinal d'un ensemble X, nous écrivons | X .
Rappelons maintenant quelques définitions d'algèbre.

On appelle anneau un ensemble A sur lequel sont définies deux
opérations :

i° Une addition, qui fait correspondre, à tout couple (rc, y) d'éléments
de A, un élément de A noté x-\-y\ cette opération doit vérifier les
propriétés suivantes :

(1) x + (y + z ) = (^ + y} + z quels que soient x, y, zçA. (associativité) ;

(2) x + y = y + x quels que soient x, y €A (commutativité) ;
(3) il existe un élément de A, appelé zéro vérifiant

x-\-o==.x quel que soit ^cçA;

(4) quel que soit ^€îA, il existe un élément de A, noté (— x)y tel que

X -h (— X) == 0.

2° Une multiplication, qui fait correspondre, à tout couple {x, y )
d'éléments de A, un élément de A noté xy\ cette opération doit vérifier
les propriétés suivantes :

(1) x{yz) == {xy)z quels que soient rr, î/, z 6 A (associativité);

(2) Çx 4- y)z == xz + yz et z[x + y) == zx + zy quels que soient x, y, z €A
(distributivité par rapport à l'addition).

On peut résumer ces propriétés en disant qu'un anneau est un groupe
abélien sur lequel est défini une multiplication associative et distributive
(à droite et à gauche) par rapport à l'addition.
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On appelle idéal à gauche (resp. à droite) d'un anneau A tout
ensemble F C A qui vérifie les propriétés (i) et (2) [resp. (i) et (2')] suivantes :

(1) F est un sous-groupe de A;
(2) aeA et rceF ==> arc6F;
(2') aeA et rceF => r raeF.

On appelle idéal bilatère tout ensemble qui est à la fois idéal à gauche
et idéal à droite.

Un anneau A est dit unitaire s'il possède un élément unité, c'est-à-dire
un élément, noté i, vérifiant

i .j?== x. i == x quel que soit xç. A.

Si a est un élément d'un anneau unitaire A, l'ensemble des éléments de A
de la forme xa avec xçA (resp. de la forme ax avec xçA) est un idéal à
gauche (resp. à droite). Un tel idéal est dit principal à gauche (resp. à droite).
Un anneau unitaire A est dit principal à gauche (resp. à droite) si tout idéal
de A est principal à gauche (resp. à droite).

Un anneau A est dit commutatif si l'on a
xy = yx quels que soient x^ y € A.

On appelle anneau principal un anneau unitaire commutatif dans lequel
tout idéal est principal.

Si deux éléments non nuls a et b d'un anneau A vérifient ab = o, on dit
que a est un diviseur de zéro à gauche et que b est un diviseur de zéro
à droite.

Dans un anneau unitaire, on dit que l'élément a' est inverse à gauche
(resp. à droite) de l'élément a si l'on a a'a== i (resp. aa' = i). Si a possède
à la fois un inverse à gauche et un inverse à droite, ces deux inverses sont
nécessairement égaux; on dit alors que a ^inversible et l'on note a~i

l'élément unique qui vérifie
cr'^a^ aâT"1^ i.

Un anneau unitaire dans lequel tous les éléments autres que zéro sont
inversibles s'appelle un corps.

Étant donné un anneau A, on appelle A.~module à gauche un groupe
abélien E sur lequel est défini une opération externe appelée multiplication
scalaire qui à tout couple (a, x) € A X E fait correspondre un élément aa;€ E,
cette opération vérifiant les propriétés suivantes :

(l) a(prc) = {^)x quels que soient a, (Î€A et rc€E;
^ (a 4- ^)x == arc + ^x quels que soient a, [S€A et rceE;
(3) a(^+î/) == arc4~ ay quels que soient a€A et a?, y€E.
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On définit de la même manière les A-modules à droite. Dans un
A-module E, l'élément zéro s'appelle quelquefois Vorigine. On dit que
le A-module à gauche E est unitaire si A est unitaire et si l'on a

\.x~=~-x quel que soit xç. E.

Si K est un corps, un K-module à gauche unitaire s'appelle un espace
vectoriel à gauche sur K.

Étant donné un A-module à gauche E, on dit qu'un ensemble F C E est
un sous-module à gauche de E si l'on a :

(1) F est un sous-groupe de E;
(2) a e A e t r c € F=»a^eF.
Exemple 1. — Tout groupe abélien G peut être considéré comme un

Z-module à gauche unitaire. Il suffit, pour cela, de considérer la multipli-
cation scalaire qui, à tout entier n, et à tout xçG, fait correspondre
l'élément nxçG (où l'on appelle nx la somme de n éléments égaux à x).
Les sous-modules à gauche de G ne sont autres alors que les sous-groupes
de G.

Exemple 2. — Étant donné un anneau A, et un ensemble d'indices
quelconque I, considérons l'ensemble A1. Si a est un élément de A1 de
coordonnées (a^-çi, et si b est un élément de A' de coordonnées (&(),ei,
on définit a -)- b comme l'élément de A' de coordonnées (û^4~^€r
Si a est un élément de A', et si a est un élément de A, on définit aa (resp. aa)
comme l'élément de A1 de coordonnées (aai),çi [resp. (aia),çi]. On voit ainsi
que A1 peut être considéré à la fois comme un A-module à gauche et comme
un A-module à droite; si A est un anneau unitaire, A' est un module
unitaire. En prenant en particulier pour 1 un ensemble à un élément, on voit
que A peut être considéré à la fois comme un A-module à gauche et comme
un A-module à droite; les sous-modules de A ne sont autres que les idéaux
de A.

Avant de terminer ce paragraphe, précisons quelques notations. Soit E
un A-module. Étant donné a€E et CcE, on notera a+ C l'ensemble
des éléments de la forme a-{-c, avec c€C. Etant donné CcE,
on notera (— C) l'ensemble des éléments de la forme (— c), avec c€C.
Étant donné C, DcE, on notera C -|- D l'ensemble des éléments de la
forme c + d, avec c€C et cîeD (2).

Étant donné a € A et C6E, on notera aC l'ensemble des éléments de
la forme ac, avec c6C, et l'on notera -C l'ensemble des éléments rcGE

(2) On évitera de confondre la notation C + (— D), qui signifie « l'ensemble des éléments
de la forme c — d , avec ceC et deD », avec la notation usuelle C — D qui signifie
« l'ensemble des éléments de C qui n'appartiennent pas à D ».
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tels que a^'çC; dans le cas où a est inversible, on a - C = a" j C; dans le
cas où le A-module E est unitaire, on a

( - - i )C^(-C) .

2. FAMILLES DISTRIBUTIVES.

DÉFINITION. — Étant donné un A-module à gauche unitaire E, et un
ensemble S c A — i o l stable pour la multiplication (c'est-à-dire véri-
fiant a, bçS^abçS) et contenant l'élément ( - — i ) , nous appellerons
famille S-distributive toute famille C de parties de E qui vérifie les axiomes
suivants :

(Mi ) ceE et C e e ^ > c + C e e ;
(M,) c, c'çe =-> c+c'ee;
(M,) aes et Cee^ aC et ^Cec ;
(M.) Si des ensembles Ci, €2, . . . , C^ec? se rencontrent deux à deux,

ils ont au moins un élément en commun (propriété de Helly).
Si S = A — j o } on dira simplement que C? est distribuée.
Nous dirons qu'une famille S-distributive est complète si elle vérifie les

axiomes suivants :

(M,) ceE ̂  i c j e e ;
(M,) c, Cee^CnC 7^.
Citons, sans les démontrer, les deux propositions suivantes, que nous

n'aurons pas à utiliser par la suite :

PROPOSITION 1. — Si S ne contient pas de diviseurs de zéro, toute
famille S-distributive C est contenue dans une famille S-distributive complète.

PROPOSITION 2. — S oit une famille C de parties de E comprenant l'ensemble
vide, et vérifiant

c ' e E e l C e c " ==> c-4-Ce(?,

et soit (3o ̂  famille des ensembles de C qui contiennent l'origine. Pour que C soit
S-distributive complète, il faut et il suffit que Co vérifie les axiomes suivants :

(L,) ( o i e c î o ;
(La) C, C 'e^o^C+C 7 € Co {stabilité pour l'addition);

(L;{) aeS et CeCo => aCec?o et C€C?o {stabilité pour la multipli-
cation);

(L.,) C, C/ec^o ̂  CnC'eCo {stabilité pour l'intersection);
(Ls) C, C', C^eCo ==> C+^nC^^C+C^r^C+C 7 7 ) {distributivité).
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3. ENSEMBLES REPRÉSENTATIFS. — Dans tout ce paragraphe, A sera
un anneau unitaire, 1 un ensemble quelconque, et nous allons considérer
le A-module à gauche A'.

DÉFINITION. — On appellera support d'un élément açA1 l'ensemble
S ( a ) r-r j i / i ç 1 et ai r/- o ;.

Étant donné une partie quelconque M de A', on appellera support de M
tout support d'un élément de M; support minimal de M tout élément
minimal de la famille des supports non vides de M. Si F est un sous-
module à gauche de A', et si K est une partie de I, nous noterons F^ le sous-
module à gauche de A' constitué par les éléments de F à support inclus
dans K$ et nous noterons L/ ̂ ( i€K) l'idéal à gauche de A constitué par les
éléments de la forme a/, avec O € F K . Nous dirons qu'un ensemble BcF est
un ensemble représentatif de F si, quel que soient KC 1 et i€K, il existe
un élément fe€B à support inclus dans K, tel que L/ K soit égal à l'idéal
à gauche engendré par b,.

PROPOSITION 1. — Pour que F admette un ensemble représentatif, il faut
et il suffit que tous les idéaux L, K (KC I; i €K) soient principaux à gauche.
5i, de plus, 1 est fini, alors tout ensemble représentatif contient un ensemble
représentatif fini.

(Évident.)
Exemple. — Si A est un anneau principal à gauche, tout sous-module

à gauche FcA' admet un ensemble représentatif.
PROPOSITION 2. — Si F est un sous-module à gauche à supports finis de A',

et si B est en ensemble représentatif de F, alors tout élément a € F est combinaison
linéaire à gauche d'éléments de B à supports différents inclus dans celui de a.

Soit i un élément de S (a) : il existe un élément b' €B et un élément À, çA
tels que

S(^)cS(a) et u.i—^/^b\.

Posons a1 == a — A i & 1 : on a
S ( a ' ) c S ( a ) - { / j .

Si a1 7^0, on recommencera la même opération avec a'; . . . . Comme
l'ensemble S (a) est fini, on finira par trouver une différence

a — /.i b^ -— À2^ 2 — . . . - ^ m ^ ' " ~-~~-{) \

et les supports de bi, 62, . . ., b"1 sont distincts etinclus dans celui de a.

DÉFINITION. — Soit A un anneau unitaire. On appellera partie complète-
ment stable de A tout ensemble S c A — { o j stable pour la multiplication,
contenant l'élément ( — i ) , et vérifiant

a == bc et a^ c ç. S ==> b € S.
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Soit S une partie complètement stable de A, et soit F un sous-module à
gauche de A1 : un ensemble B C F sera dit ^-représentatifs'il est représentatif
et si

bçB et içS(b) =» ^-€S.

4. CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ.

DÉFINITION. — Soit un A-module unitaire E, et un ensemble quelconque I.
Si a est un élément de A1 à support fini, et si x est un élément de E',
l'expression

< ,̂ œy ==. Vff f^
ÎÇÏ

définit un élément de E que nous appellerons le produit scalaire de a et de rc.
Si <^ a, x )> === o, a et x seront dit orthogonaux.

Si M est une partie à supports finis de A', l'ensemble des éléments
de E1 orthogonaux à tous les éléments de M est un sous-groupe (et non
nécessairement un sous-module) de E' qu'on notera M* ; soit F le sous-
module à gauche de A' engendré par M : on a F* = M*.

THÉORÈME DE COMPATIBILITÉ. — Soient E un A-module unitaire^ S une
partie complètement stable de A, 1 un ensemble fini, et soit F un sous-module
à gauche de A1 admettant un ensemble S-représentatif B. Si (C/),çi est une
famille de parties de E appartenant toutes à une même famille S-distributive c?,
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) On a ¥^Y[d^09,
ici

(2) Quel que soit a€F, il existe xç. JT1 Q vérifiant <^a, x^ = o;
;ei

(3) Quel que soit fceB, il existe xS n Q vérifiant <( b, x^ = o.
^e i

Nous pouvons toujours supposer que (3 contient toutes les parties
à un élément de E, et d'autre part, puisque 1 est fini, que B est fini.

On a évidemment {i)=>{i) ==> (3). Nous allons montrer que (3)=>(i) ,
en raisonnant par récurrence sur | 11. La propriété est évidente pour 1 == i.
Supposons donc | I [ > i , et remarquons tout d'abord que si les
ensembles (Q)<çi se réduisent chacun à un élément, la propriété est bien
vérifiée.

Nous allons voir maintenant que si, la proposition (3) étant vérifiée,
un des ensembles (Q)^], soit C^, ne se réduit pas à un élément, alors il est
possible de trouver cçC,, tel que la famille (C^ç, d'ensembles de C
définie par

çy^M poun==/oî
( Ci pour i ̂ . IQ
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vérifie (3). En opérant cette réduction autant de fois qu'il est nécessaire,
on se ramènera au cas précédent, et l'on verra ainsi que la proposition (i)
est bien vérifiée.

Posons J = ï — {io ) : il s'agit de montrer qu'il existe un élément cçC^
vérifiant

— b / ^ c ç ^ bid quel que soit bçB.
içS

Or, BnFj étant un ensemble S-représentatif de Fj, il existe, d'après
l'hypothèse de récurrence, un élément xç. Ï~T Ci vérifiant

içS

^ diXi'^Q quel que soit açFj.
<eJ

Soit B" l'ensemble des bçB tel que 6/^0. Si B^ est vide, la propriété
est évidente. Sinon, soit fc^B'^ tel que L/^i est l'idéal à gauche de A
engendré par a -•== b°, € S. Si & est un élément quelconque de B4', b^ est de
la forme & ^ = = À ^ a , et l'on a ^,eS, puisque S est complètement stable.
Posons alors

D6==- ̂  bidçe, x,~- ^D^çe
z'eJ

et
cib==— V bi^içDb.

içî

Considérons h = X ^ è 0 — & € F j : on a
^6 df^ — db '=:~- — ^j hi Xi~=. 0.

içS

On a ainsi
d^çXb quel que soit jbçB".

Par ailleurs, quel que soit feçB4', il existe yç JTT Ci tel que <(6, y)>== o;
^€1

et l'on a

^ a jfo ̂  — ̂  ̂ yi € D&-
î6J

On voit ainsi que l'ensemble aC^ rencontre chacun des ensembles (X/,)/,çi(+.
Or ces ensembles contiennent tous d^, et a fortiori se rencontre deux à deux.
Comme la famille (5 est S-distributive, il existe par conséquent un
élément c € C^ tel que

acçX& quel que soit ^çB4';
et Pon a

6^c=-:À&ac€Dé==— V é/Cf quel que soil bç^.
les

C. Ç. F. D,
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Nous allons voir maintenant que le théorème précédent est, dans une large
mesure, maximal. En effet, étant donné un A-module unitaire E et une
partie complètement stable ScA, demandons-nous quelles conditions doit
vérifier une famille C de parties de E pour que l'énoncé suivant soit vrai :

« Quels que soient l'ensemble fini I, la famille (C/),ei d'ensemble de C?,
et le sous-module à gauche F C A' admettant un ensemble S-représentatif B,
tels que

b € B -̂> il existe x € | | Ci vérifiant < ,̂ x^ == o,
içï

on a

^ n[Jc^0.
;ei

L'ensemble ^ des familles C? qui vérifient cet énoncé est évidemment
inductif pour la relation d'inclusion, et l'on a

ccc', e'ç.& --^ cç.6.

On peut donc toujours supposer que C est maximale.

i° Soient C, C/ec?. On peut constater que la famille obtenue en ajou-
tant C + C7 à la famille (3 vérifie l'énoncé. Comme (3 est maximale,
o n a C + C ' e e .

2° Soient aeS et CGC?. On voit de même que cfU { a C } vérifie l'énoncé,
donc que a C€(S.

3° Soient Ci, Cs, . . ., C/,e^, et soit dans A" l'ensemble B des éléments
de la forme b11'19 (1*1 T^^), où

^-.j, ^'^--i et S(^-)=-r{^ /,}.

B est un ensemble S-représentatif du sous-module à gauche F qu'il engendre.
Comme C vérifie l'énoncé, on voit immédiatement que si les ensembles Ci,
€2, . . ., Cn se rencontrent deux à deux, alors ils ont au moins un élément
commun.

Des considérations qui précèdent, il résulte que si les éléments de S sont
tous inversibles, toute famille (3 qui vérifie l'énoncé et qui, de plus, est
invariante par translation [c'est-à-dire qui vérifie l'axiome (Mi)] est
contenue dans une famille S-distributive.

Le théorème de compatibilité établit un lien entre la théorie des systèmes
d'inégalités linéaires et la théorie des systèmes d'équations linéaires,
comme vont le montrer les exemples suivants.
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Exemple 1. — En prenant pour E le corps R des nombres réels (considéré
comme R-module), en prenant S = = R — { o i et en remarquant que la
famille C des intervalles de R est distributive, on obtient l'énoncé suivant :

« Soit F un sous-espace vectoriel de R", et soient des nombres Oi, 03, ..., dj,
(pouvant éventuellement être égaux à — oo) et des nombres b^ fes, . . . , & / ?
(pouvant éventuellement être égaux à-^- 0 0 ) vérifiant

di^bi pour i=z i, 2, . . ., n

et soit un entier s avec o ̂  s ^ - n . Pour qu'il existe un point x € F* vérifiant

di^Xi^b^ pour / — i , 2, . . ., /?,

cette double inégalité étant vérifiée strictement pour i > s, il faut et il suffit
que

^i<ibi pour /' >s^

et que, quel que soit y €= F, on ait, en posant

^={i/y,>o] et \_={i/y,<o} ,

^yibi^-^yiai'^0
içî+ z€l-

et aussi

^Jz^+^ J^^o;
^e i+- /ei-

mais on peut omettre dans l'énoncé cette inégalité, car elle se déduit de la

précédente en changeant y en (—î / ) , avec l'inégalité vérifiée strictement

chaque fois que I+ U I- rencontre l'ensemble { ifi > s }. »

Exemple 2. — En prenant pour E un anneau principal quelconque A
(considéré comme A-module), en prenant S = A — { o } , et en remarquant
que la famille C des ensembles de la forme a 4- F, où a € A et où F est un
idéal de A, c'est-à-dire la famille des ensembles de la forme

La,p--== { x/x == a -h (3y, avec jçA }, avec a , i3eA,

est distributive, on obtient l'énoncé suivant :

« Étant donné des éléments a^(i=i , 2, . . ., m; j = i, 2, . . . , n) et des
éléments bi {i == i, 2, . . ., m) de l'anneau principal A, pour que le système
d'équations

n

^^a/iXj^bi pour i== T , 2, ..., w,

/=1
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admette au moins une solution, il faut et il suffit que, quels que soient X1,
A 2 , . . ., ^"eA, F élément

m

ï=2^'t=i

appartienne à l'idéal engendré par les éléments f1, v2, . . ., "y", où l'on pose
in

Y/== ^ ^ a 1 pour j-==. i , 2, . . ., n. »
z'=i

Exemple 3. — En prenant pour E un corps K, commutatif ou non
(considéré comme K-module), en prenant S == K — { o }, et en remarquant,
d'une part que K est un anneau principal à gauche, d'autre part que les
seuls idéaux à droite de K sont { o } et K, donc que le treillis des idéaux
est distributif, on obtient l'énoncé suivant :

« Étant donné des éléments a^ ( i==i , 2, . . . , m ; j = i , 2, . . . , n) et des
éléments bi{i== i, 2, . . ., m) du corps K, pour que le système d'équations

//.
^^a\Xj=bi pour i= i, . . ., w,
7=1

admette au moins une solution, il faut et il suffit que, quels que soient les
éléments X1, X°, . . ., A^ëK vérifiant

m

V Va', == o pour j == i , . . . , / / ,
1=1

on ait
/n

^Vbi=--o.^
f==i

CHAPITRE II.

SOUS-GROUPES RÉGULIERS.

1. SOUS-MODULES RÉGULIERS. — Dans tout ce qui suit, A sera un anneau
unitaire, et 1 un ensemble fini. Nous dirons qu'un élément a€A1 est simple
si toutes ses coordonnées non nulles sont des éléments inversibles de A.
Etant donné un sous-module à gauche F C A\ et un élément a € F, nous dirons
que a est un élément primitif de F si a est simple et si S (a) est un support
minimal de F. Un sous-module à gauche FcA1 sera dit régulier s'il admet
un ensemble représentatif dont tous les éléments sont simples ; autrement
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dit, un sous-module à gauche régulier est un sous-module à gauche qui
admet un ensemble U-représentatif, U étant l'ensemble (complètement
stable) des éléments inversibles de A.

PROPOSITION 1. — Étant donné un sous-module à gauche FcA', les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F est régulier^
(2) Tout support minimal de F est le support d'un élément primitif de F;
(3) Les idéaux à gauche L/ „ sont égaux, soit à { o }, soit à A.

On a évidemment (2) '----> ( i) --=> (3) ; reste à montrer que (3) => (2).
Supposons donc (3) vérifiée, et soit K un support minimal de F. A tout i € K,
on peut associer un élément a' € FK tel que a\' = i. Quels que soient i, j € K,
on a

b—Laî— a^'eFK-<i}

donc & = o , ce qui entraîne bj= i — a\d,= o : on voit ainsi que tous
les éléments a} sont inversibles. Tous les éléments a' considérés sont donc
primitifs : a fortiori, (2) est vérifiée.

Exemple. — Si A est un corps, tout sous-module à gauche de A1 est
régulier.

DÉFINITION. — Étant donné un sous-module à gauche (ou à droite)
régulier FcA1, nous dirons qu'un ensemble Vc I est un arbre associé à F
s'il rencontre tous les supports non vides de F, et s'il est minimal avec cette
propriété.

Si F est un sous-module à gauche de A1, nous noterons F* l'ensemble
des a;€A1 tels que

^a, a?^> == o quel que soit a e F ;

F* est un sous-module à droite de A1. De même, si F est un sous-module
à droite, nous noterons F* l'ensemble des a;eA1 tels que

<^r, a)> == o quel que soit a e F ;

F* est un sous-module à gauche de A1.

PROPOSITION 2. — Si F est un sous-module à gauche régulier de A1, les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) V est un arbre associé à F;
(2) L'application de restriction (a^.çi-^ (a^v de F dans A^ est un

isomorphisme;

(3) V rencontre tous les supports non vides de F, ^|.V rencontre tous les
supports non vides de F * .
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(1)=> (2) : Soit V Lin arbre, et soit i € V . Il existe au moins un support
minimal de F qui ne rencontre pas V— \ i \ . Il existe donc un élément
primitif a ' ^ ç F tel que a^^i et S(a /^) H V ==- \i}. Quel que soit a€F
l'élément

a — N1 di a''v

/ ev

a un support qui ne rencontre pas V, donc est nul.

(2 ) -^> (3) : Supposons que l'application (a/) /çi-^ (a / ) /çv soit un isomor-
phisme de F sur A\ Alors, pour tout ^çV, il existe un élément
unique a'^ €F tel que a1^ == i et S (a / ' N ) H V = \ i \ ; on a

a :== ^ a ^ a''v quel que soit <^€ F\
<ev

Ceci dit, nous allons voir que l'application
P\(cii)i^-> (a,)^p^.de F* dans A0

Pv .
est un isomorphisme. En effet, quel que soit {xi) ^ çA. , il existe un

élément ( ï^/çiEF* et un seul tel que

~x^=iXi quel que soit iç\ V;

cet élément est défini en prenant

a?;-—— ^ a1^ Xj quel que soitî 'çV.

7€CV

11 est maintenant évident que (3) est vérifié.

(3) -/ ( i ) : En effet, soit WcV un arbre associé à F. Nous avons vu que

l'application (^)<ç i—^ (ai) p^ de F* dans A' est un isomorphisme.
/ eu

O r , | . V rencontrant tous les supports de F*, l'application (^^(û^ p^

de F* dans A" est injective. Comme l i W D i J V , on a nécessairement W = V.

PROPOSITION 3. — Si F est un sous-module à gauche régulier de A\ alors F*
est régulier et Von a (F*)*=F. Les arbres de F* sont les complémentaires
des arbres de F.

Il s'agit d'abord de montrer que tous les idéaux à droite L,^ associés
à F* sont égaux, soit à { o } , soit à A(c/*. la proposition 1). Remarquons
au préalable que le sous-module (F*)^ constitué par les éléments de F* à
supports inclus dans K est égal à (F1^)*, en appelant F1" le sous-module
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à gauche engendré par F et par les éléments de A1 à supports inclus dans PK ;

or F1' est évidemment régulier, et par ailleurs l'idéal à droite L/^ est égal
à l'idéal Hi associé à (F*)^. Il nous suffit donc de démontrer la propriété
pour les idéaux L, i. Distinguons deux cas :

Premier cas. — I — { i } rencontre tous les supports non vides de F.
Il existe alors un arbre V associé à F tel que i^V. Il est alors possible de
trouver un élément a;€F* tel que Xi== i. On a donc L,.i= A.

Deuxième cas. — II existe un élément a€F tel que S (a) = {i}. F étant
régulier, on peut toujours supposer a,:= i, et l'on a

.cç F* ==^ diXi-^-Xi—Q, d'où L ^ i = = : ( o } .

Nous voyons ainsi que F* est régulier. Soit maintenant V un arbre de F :
P V

l'application (a/)^,— (^.çpv do F* d^s A" est un isomorphisme (il suffit,
pour le voir de se reporter à la démonstration de la proposition 2);

donc (JV est un arbre de F\ On a (F*)*DF, et V est un arbre de (F*)* :
il est, dans ces conditions, évident que (F*)*= F.

PROPOSITION 4. — Tous les arbres d'un sous-module régulier ont même
nombre d'éléments.

Soient deux arbres V et W d'un même sous-module régulier F,
avec V j ̂  W . Nous allons supposer que si V | < r, on a nécessai-
rement V == W , et nous allons voir que pour | V == r, on a aussi
l'égalité.

En effet, soit i€W, et considérons F]_{/} : on a Fi.^^F. Il en résulte
que l'image de Fi_^ par l'application (a,)/çi ->-(a^çy n'est pas égale à A\
Comme V rencontre tous les supports de Fi_^, il existe un arbre V de Fi_^
inclus dans V, et l'on a V^ V. Or W — { i } est un arbre de Fi_^. D'après
l'hypothèse de récurrence, on a

IV^IWI- - i, d'où I V I ^ I ^ I + i ^ l W I .

Cela entraîne évidemment | V == [ W |.

DÉFINITION. — É t a n t donné un sous-module régulier F, on appellera
dimension de F le nombre d'éléments d'un arbre de F.

2. ESPACE VECTORIEL ^Î(I). -— Dans le cas où A est le corps des entiers
module 2, tout élément de A est défini de manière unique par son support.
On peut donc identifier les éléments de A1 à leurs supports : on définit
ainsi une structure d'espace vectoriel sur l'ensemble des parties de I;
nous appellerons ^?(I) l'espace vectoriel ainsi obtenu. La somme de deux
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parties de 1 se notera en utilisant le signe -+-. Précisons quelques propriétés
de ^?(I) :

(1) La somme A + B de deux parties A et B de 1 est l'ensemble des
éléments de 1 qui appartiennent à un et un seul de ces deux ensembles;

ni

(2) La somme de m parties de I, Ai, Â2, . . ., A^, qui se note ^A,, est
i=i

l'ensemble des éléments de 1 qui appartiennent à un nombre impair d'entre
les ensembles Ai, As, . . ., A,^;

(3) L'élément nul de ^(1) est l'ensemble vide;
(4) Tout élément de 'î(I) est son propre opposé : on a A + A = = 0

quel que soit A C 1 ;
(5) A et B étant donnés, l'équation A + X = B admet pour solution

unique X = A + B ;

(6) Si AcB, on a H" A = A + B ;

(7) Le produit scalaire de deux ensembles A, B C 1 est

<A, B > = | A n B | (mod2);

(8) On a i. A == A et o .A=0 quel que soit A C 1 ;
(9) Tout sous-groupe de ^(1) est un sous-espace vectoriel de ^(1);
(10) Soit V une partie de I. La restriction f-^fv est une application

linéaire de E' dans E^ En passant aux supports, on voit que l'appli-
cation A -> V n A est une application linéaire de ^(1) dans ^T(V).

Remarque. —— La dernière propriété montre que la multiplication définie
sur ^(1) par A . B = = A n B est distributive par rapport à l'addition. Cette
multiplication définit sur ^(1) une structure d'anneau commutatif,
avec 1 comme élément unité. L'anneau obtenu s'appelle Vanneau de Boole
de l'ensemble I. Cependant, nous n'aurons pas à utiliser cette structure
d'anneau : lorsque nous parlerons de 'î(I), il s'agira seulement de la structure
d'espace vectoriel.

3. SOUS-GROUPES RÉGULIERS. — Nous allons, à partir de maintenant,
nous limiter au cas où A est égal à l'anneau Z des entiers. Un élément a€Z1

est simple si ses coordonnées sont égales à o, + i ou — i. On sait que tout
sous-groupe de Z' est en même temps un sous-module : on pourra ainsi
parler de sous-groupes réguliers de Z\ En tenant compte de la proposition 1
du paragraphe 1, on retrouve la définition donnée par W. T. Tutte [29] :
un sous-groupe F C Z* est dit régulier si, pour tout élément a € F, il existe
un élément simple non nul 6e F tel que S(&) est contenu dans S(a).
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Comme l'ensemble des éléments inversibles de Z est U = = { — i , + i },
et comme la famille des intervalles, finis ou non, de Z est U-distributive,
on peut déduire du théorème de compatibilité la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soit F un sous-groupe régulier de Z1 et soient (û^-çi
et (^')/ei deux familles d'entiers^ finis ou infinis, vérifiant

di^bi quel que soit içî,

Pour qu'il existe un élément xçF tel que

a-^ Xi^_ bi qael que soit /cl.

il faut et il suffit que pour tout élément primitif c de F*, on ait

^ bi— ^ ff^o,
'es+(c) <es—(c)

en posant

S + ( c ) = = { i / i ç î e t C i = î } et S-(c) === ( i/iç. 1 etc, =- i j .

PROPOSITION 2 [29]. — Soit F un sous-groupe régulier de Z1 et soit un
entier q > i. Quel que soit a€îF, il existe bç¥ vérifiant

\bi\<iq et ai==bi (modq) quel que soit ici.

La proposition précédente va nous permettre de donner ici une
démonstration très simple. En effet, il s'agit de montrer qu'il existe un
élément xçF tel que

[ Ui— qxi\ < q quel que soit /ci .

Or l'ensemble défini par cette inégalité est un intervalle : il nous suffit
donc de montrer que pour tout élément simple c€F*, il existe 6€Z'
vérifiant <(c, 6)> = o et

\bi\<.q et ai==bi (modq) quel que so i t /c l .

Soit D l'ensemble des éléments xçV qui vérifient <^c, x^ = o et

a^-== Xi (modq) quel que soit iç I;

et à tout xçD associons l'entier

d ( x ) =Min ) ̂ \yi\/\Xi— qyi\ <q quel que soit / € Ï j -
/€ ! }

Si b est un élément de D qui minimise d{x), on a nécessairement

1 ^i\ < c! q^l clue solt ^I-



284 A. GHOUILA-HOURI.

DÉFINITION. — Soit a€ Z1. On appellera support (Kimparité de a l'ensemble
S (a) == j i/içi et a/== i (mod2) { .

On a évidemment S(a)CS(a). Si a est simple, on a S (a) = S (a). Étant
donné un sous-groupe FcZ1, les supports d'imparité des éléments de F
constituent un sous-groupe de ^(1) qu'on notera S (F).

PROPOSITION 3. — Si F est un sous-groupe régulier, alors quel que soit a € F,
il existe un élément simple &eF tel que S(fc)=S(a). Autrement dit, les
éléments de S (F) sont les supports des éléments simples de F.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2, en prenant q === 2.

PROPOSITION 4. — 5i F est un sous-groupe régulier, tout arbre de F est
un arbre de S (F), et réciproquement^ F et S (F) ont même dimension.

fÉvident.)

PROPOSITION 5 . — 5i F est un sous-groupe régulier, on a
S (F*) ==S*(F) .

Soient AeS(F) et BeS(F*) : il existe deux éléments aeF et &eF*
tels que S (a) == A et S (6) = B. On a

<^A, B)>= ^ a f ^ = = o (mod2) .
i€ l

II en résulte qu'on a S(F*)CS*(F). Or on a, par ailleurs,
dim S (F*) =: dim F*= ] 1 — dim F == ] 1 [ — dim S (F) == dim S* (F) ;

d'où l'égalité
S(F*)=^S*(F).

PROPOSITION 6. — Pour quun sous-groupe FcZ1 soit régulier, il faut et
il suffit que les supports des éléments simples de F constituent un sous-groupe
de ^(1) ayant même dimension que le sous-espace sectoriel F' de R1 engendré
par F.

Supposons que F est régulier. L'ensemble des supports des éléments
simples de F n'est autre que le sous-groupe S (F). D'autre part, soit V un
arbre de F, et soient les éléments a 1 ' ^ ( i€V) de F définis par

S(a < . v )nV={ / } et a^i;

F7 n'est autre que le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments ^ '^( içV); on a donc

dimF^IVI^din^F) .
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Inversement, supposons que les supports des éléments simples de F
constituent un sous-groupe S de ^(I) : on a ScS(F). Posons dimF^r,
et soient a1, a2, . . . , a ' ' ^ 1 des éléments quelconques de F : il existe des
entiers non tous nuls ni, n^y . . ., n /+i tels que

/ii a1 -^- n^a2-}- . . . -+- /^.^la^1:-^ o,

et l'on peut toujours supposer que ces entiers ne sont pas tous pairs;
on a alors

^S(a1) 4-/ î2S(a2) 4- . . . 4- ^,.+iS (a'--^1) ==0.

On voit ainsi qu'on a dim S(F)^r. Supposons maintenant qu'on a
dim S == r; il en résulte

S==S(F) et d i m S ( F ) = : / \

II est possible de trouver alors des éléments simples a1, a2, . . . , a'eF
dont les supports sont linéairement indépendants. Si a est un élément non
nul quelconque de F, il existe une relation de la forme

na== ?i i€t1-}-n^a2-^-...-{-rirCi''^ avec n ̂  o.

Soit alors 2/' la plus grande puissance de 2 divisant les nombres ni, ^2, ..., n,,
on a

na == 2^ (n\ a1 -l- n'2 a2 -h... 4- n\. û^)',

en posant
rii^ ^/t't pour /== i, 2, ....,/'.

Soit b l'élément simple de F qui a pour support l'ensemble non vide

rit S (a1) 4- n'2 S (a2) 4- . . . 4 n'r S (a^),

on a S(6)CS(a). On voit ainsi que F est régulier.

DEFINITION. — On dit qu'une matrice (m)) ( i € l ; 7 € J ) est totalement
unimodulaire si le déterminant de toute sous-matrice carrée est égal
à o, + i °u — i ; il faut, en particulier, que tous les termes de cette matrice
soient égaux à o, + i ou — i.

THÉORÈME F O N D A M E N T A L [13]. — Soit une matrice M = (my) ( i € l ; 7 € J )
dont les termes sont égaux à o, 4" î ou — I- A tout ensemble AC 1 associons
Vensemble

AA==^y/ / 'eJ et Vm)==Eo (mod^) •
feA
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Les six propositions suivantes sont équivalentes :
(1) M est totalement unimodulaire;
(2) Tout ensemble non vide AC 1 peut être partitionné (3) en deux

ensembles Ai et A 2 de manière telle que

^ n^j— ^ /nj== o, H- i ou — r quel que soit y € J ;"y
<eAi / €A ,

(3) Tou( ensemble non vide A C 1 peut être partitionné en deux ensembles Ai
et Aa de manière telle que

yeAA ^ ^=^;
?€Ai î-€A,

(4) -Po^r ^ou( ensemble non vide AC I, il existe deux ensembles disjoints Ai
et A 2, non tous deux vides, et inclus dans A, tels que

yeAA => ^m)=^ m;= y m;;
î'€Ai /€A,

(5) ÇueZ grue 5oi( Fensemble non vide AC I, îa sous-matrice M^ est de rang
inférieur à \ A ] ;

(6) Le déterminant de toute sous-matrice carrée est ou bien nul ou bien
impair.

Remarquons tout d'abord que l'application ç de '7(1) dans ^(I) définie
par 9 (A) = J — AA est linéaire.

i° On a évidemment (2) =» (3) ==> (4) ==> (5).
2° Montrons que (5) ==> (6). Soit M^ une sous-matrice carrée dont le

déterminant est pair : il existe un ensemble non vide A' C A tel que

y'çB ==> ^^m)^o (moda).
iç^

On a B C AA' : la sous-matrice M^' est donc de rang inférieur à A' | ;
il en résulte que le déterminant de M^ est nul.

3° Montrons que ( i) ===> (2). Pour cela, il nous suffit de montrer que si M est
totalement unimodulaire, alors l'ensemble 1 peut être partitionné en deux
ensembles Ii et Is de façon telle que

^. m) — ^ mj== o, -4- i ou — i quel que soit y € J."y
içit iei

( ' ) Nous disons ici que Ai et Ai partitionnent A si l'on a

AinA2=0 et A iuAs=A ;

il n'est pas nécessaire pour cela que Ai et Aa soient non vides.
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Nous allons raisonner par récurrence sur [ I | . Soit ^ l'application linéaire
de ^(1) dans ^(AI) définie par

^ ( A ) = A I n c p ( A ) ;

on a ^ ( I )==0, ce qui entraîne que le sous-groupe G==^[S(I)] de ^(AI)
a une dimension inférieure à 111. Distinguons maintenant deux cas :

Premier cas. — II existe un ensemble non vide A ̂  1 tel que ^ (A) = 0.
On a alors ^(A) n ?(I — A) == 0. D'après l'hypothèse de récurrence, on peut
partitionner A en deux ensembles Ai et Aa, 1 — A en deux ensembles A',
et A^, de façon telle que

y^-V^-J ° pouryçAA,

À y À ̂ ±I P011^^
V ^ - V ^ — I 0 pouryeA(I -A) ,
2^ 2^-j±i pourye9(I-A) .

î '€AÎ Î -ÇA Î

On a alors

^j m}— ^ w} ==o, + i ou — i quel que soity'eJ.
î€AiUAi /€A,UA;

Deuxième cas. — On a

A^0, A^ I et Acï => ^ (A)^0 ;

G est alors de dimension 11 [ -~ i. Soit VcAl un arbre de G. Pour tout i€ I,
le déterminant de Mlv~{i} est différent de o; car, dans le cas contraire,
il existerait un ensemble non vide A c l — { i } tel que AADV. Identifions
maintenant les éléments de 1 aux entiers i, 2, ..., n et posons

^•^ (—i^détMV-^ pour f = = i , 2 , . . . , / i .
On a

^^•^J
/ei

0 siy€V,
IdétM^^ |siy^V\

Posons

On a
Ai=:{ î / /€ l et a,==: i } et A2== { i / i ç . 1 et a , = = — i

^77^J— ^7nJ==o, 4- i ou — i quel que soityeJ.^j
<€At f çA

4° Montrons que (6) ==> (i). Pour cela, nous allons montrer que si une
matrice carrée M = (w;) ( i€l ; j€J) de rang supérieur à i a son détermi-
nant impair, et si toute sous-matrice carrée de M différente de M a son
déterminant égal à o, + i ou — i, alors on a [ dét M | = i.

Remarquons d'abord que l'application 9 de S(I) dans %(J) est biunivoque :
en effet, s'il existait un ensemble A ̂  0 tel que y (A) == 0, on aurait

détMsso (moda).
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Il est donc possible de trouver un ensemble A C I, différent de 0 et de I,
tel que 9 (A) soit de la forme

cp(A)=: (yop avec y'o€J.

La sous-matrice Mf étant totalement unimodulaire, elle vérifie la propo-
sition (2). Il est donc possible de partitionner A en deux ensembles Ai et As de
façon telle que

^ mj — ^. m}== o, +1 ou — i quel que soit./ € J ;
i€Ai ï€A,

on a alors nécessairement

^ m} — ̂  '̂  ° P0111* ./ ^y'o.
/ € A I i-eA,

Soit ^o un élément quelconque de A : on a

| détM | = ^ <- ̂  < . | détM;=^ |=i.
iç^t f €A ,

C.Q.F.D.

Ce théorème a de nombreuses conséquences. Tout d'abord, il permet
d'établir immédiatement l'équivalence entre les notions de matrice tota-
lement unimodulaire et de sous-groupe régulier.

COROLLAIRE 1 (Tutte). — Étant donné un ensemble fini I, un
ensemble Vcl , et pour chaque i€V, un élément simple a^eZ' vérifiant

Vr^a^)^:)^ et 0^=1,

considérons la matrice M = (m)) ( i € V ; y € l — V ) définie par
mj=aj)y.

Pour que le sous-groupe F de Z1 engendré par les éléments {a'^)iç\- soit un
sous-groupe régulier (admettant V comme arbre), il faut et il suffit que M soit
totalement unimodulaire.

Si F est régulier, considérons un ensemble non vide A C V, et posons

a=^\
/ €A

D'après la proposition 3, il existe un élément simple & € F tel que
S(6)=S(a) : on a alors S ( f c )nV=A. Posons

Ai== { i / l ç A et bi= î } et As== { î / / e A et ^==—1 ( ;

on a
^ mj — ^ m}== bj^=- o, -i- î ou — î quel que soity € 1 — V.

t^At /eA,
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La proposition (2) du théorème précédent est donc vérifiée.
Inversement, si M est totalement unimodulaire, soit un élément de F

a== Vû^a^'.
iç\

Soit 271 La plus grande puissance de 2 divisant toutes les coordonnées de a,
et soit A l'ensemble des éléments i€V tels que 2/l+l ne divise pas a/. On peut
partitionner A en deux ensembles Ai et As de manière telle que

b=^a/^-^a^
<€Ai i€A,

soit un élément simple de F. On a alors

dj==. o ==» ^, a1/^ ̂  o (mod 2) ==> ^y= o.
;€A

On voit ainsi que F est régulier.
Il faut remarquer que le corollaire 1 n'utilise que la partie du théorème

fondamental qui concerne l'équivalence des propositions (i) et (2). L'équi-
valence de ces deux propositions avec les propositions (3), (4), (5) et (6)
fournit une caractérisation entièrement nouvelle des matrices totalement
unimodulaires. Un certain nombre de conditions suffisantes connues en
sont des conséquences directes ([3], [16], [17], [19]).

DÉFINITION. — Soit F un sous-groupe de Z1. On dit qu'un ensemble Vc 1
est un préarbre de F si l'application (a,),çi-^ {a^çy de F dans Zv est un
isomorphisme, et si, pour tout i€V, l'élément a1^ €F défini par

S ( a ^ ' ) ^ = [ i } et 0^=1
est simple.

COROLLAIRE 2. — Pour qu^un sous-groupe FcZ1 soit régulier, il faut
et il suffit que F admette un préarbre, et que pour tout élément a € F, il existe
un élément non nul b € F tel que

S(^)cS(a) .

Il est évident {cf. prop. 3) que tout sous-groupe régulier vérifie les deux
conditions proposées. Inversement, supposons que ces conditions sont
vérifiées, et considérons la matrice M de terme général

m,==c^y ( ,ev,yei-V).
Soit un ensemble non vide A C V. Posons

a=^\
<€A

et soit b € F tel que b 7^0 et S(&)CS(a).
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On a
S(^ )nVcA

et
b=^bta1^.

iGA.

D'autre part, on a
yeAA ==> dj^-o (moda) =^> &y==o.

On voit ainsi que la sous-matrice M^ est de rang inférieur à [A| . Il en
résulte que M est totalement unimodulaire, et que F est régulier.

Remarque. — Dans l'énoncé précédent, la condition que F admette
un préarbre est indispensable. Considérons, par exemple, dans Z4 le sous-
groupe F engendré par les vecteurs-lignes de la matrice

( i i o o \
z o z o )

— Z Z Z Z /

Quel que soit a€F, il existe &eF vérifiant
S(b)=S(b)==S(a),

et cependant, F n'est pas régulier.

4. ÉLÉMENTS POSITIFS D'UN SOUS-GROUPE RÉGULIER.

PROPOSITION 1. — Si F est un sous-groupe régulier de Z1, alors pour tout
élément a€F, il existe un élément primitif de F à support inclus dans celui
de a, ayant toutes ses coordonnées de même signe que celles de a.

En effet, soit b un élément primitif tel que S(6)CS(a) : il existe un
entier n, positif ou négatif, tel que a/= a — nb a ses coordonnées de même
signe que celles de a, et son support strictement inclus dans celui de a.
Si a'==o, l'un des éléments & et — b répond à la question. Si a'==o,
on recommence l'opération avec a', etc.

DÉFINITION. — Un élément a6Z1 est dit positif s'il est non nul et si
toutes ses coordonnées non nulles sont positives.

COROLLAIRE. — Si F est un sous-groupe régulier de Z1, tout élément
positif a€F est combinaison linéaire positive d^ éléments primitifs positifs
de F à supports inclus dans celui de a.

PROPOSITION 2. — Soit F un sous-groupe régulier de Z1, soient Ijo, Ii et la
trois ensembles formant une partition de I, et soit io€lo. Une et une seule
des deux éventualités suivantes se réalise :

(i) I I existe un élément primitif a €F tel que
û^=z, S (a )c IoUl i et a^o pour i€Ïo;
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(2) I I existe un élément primitif 6eF* tel que

^==i, S ( ^ ) c I o U l 2 et bi^o pour /€lo.

Dire que (i) ne se réalise pas équivaut à dire, d'après la proposition 1,
qu'il n'existe pas d'élément a€F vérifiant le système de conditions

(S) a,ç.

j i j pour i==io^
[o, 4-oo[ pour l ' e l—^o} ,

]—oo, -4-oo[ pour ( € l i ,
j o j pour içî^

D'après la proposition 1 du paragraphe précédent, cela équivaut à dire
qu'il existe un élément primitif b de F* tel que

a vérifie (S) ==> < ( & , a ^ > ^ o .

Or pour qu'un tel élément existe, il faut et il suffit que l'éventualité (2)
se réalise.

COROLLAIRE. — Si F est un sous-groupe régulier de Z1, les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) F* n'admet pas d'éléments positifs;
(2) Quel que soit i€l, il existe un élément primitif positif de F dont le

support contient i.

En effet, prenons Io== I, Ii= 12= 0. La proposition (i) équivaut à dire
que, quel que soit 1*0 6 Io, l'éventualité (2) de la proposition précédente ne
se réalise pas, et la proposition (2) équivaut à dire que, quel que soit 1*0 € Io,
l'éventualité (i) de la proposition précédente se réalise. On a donc
bien (i) ^=^(2).

THÉORÈME. — Soit F un sous-groupe régulier de Z1, de dimension r.
St F* n5admet pas d'éléments positifs, alors il existe r éléments primitifs
positifs de F qui engendrent F.

Considérons dans I la relation binaire « i' == i" ou il existe un élément
primitif c€F* tel que

Ci'=—i, Ciif==î et CY^O pour i-yz^i' ».

Nous allons voir que c'est une relation de préordre. En effet,
soient ^, 1*2, iï trois éléments distincts de I, et supposons qu'il existe deux
éléments primitifs c, c' de F* tels que

Cit^—I? c^==:ï et ^^o pour i~^-i\i
^==—1» ^,==i et ci^o pour i^-i^

posons c" = c + c1. On a
^^Oî c'i^î et c'i^o pour i^-i^
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D'après la proposition 1, il existe alors un élément primitif dçF*
vérifiant

6/^==i, d^^o et di^o pour i^ïi.

Comme F* n'admet pas d'éléments positifs, on a d^=—i. Nous venons
ainsi de montrer que la relation considérée est transitive; dorénavant,
cette relation sera notée -< Nous allons maintenant raisonner par récurrence
sur | 11, en distinguant deux cas.

Premier cas. — La relation considérée est une relation d'ordre. Soit
alors 1*0 un élément maximal, et posons J = î • — { ï o } . Soit Fj le sous-
groupe de Z1 constitué par les restrictions à J des éléments de Fj, c'est-à-dire
des éléments de F à support inclus dans J : Fj* est le sous-groupe de Z1

constitué par les restrictions à J des éléments de F*; nous allons voir
que Fj* n'admet pas d'éléments positifs. En effet, supposons le contraire :
il existe alors un élément primitif c € F* tel que S (c) H J 7^ 0 et tel que

Q^° pour î'€J.

Comme F* n'admet pas d'éléments positifs, on a c^=—î; soit alors
ii eS(c) H J : on a io^ii, ce qui est absurde.

D'après le corollaire précédent, il existe un élément primitif positif
a1 €F tel que io€S(a1); et d'après l'hypothèse de récurrence, il existe,
puisque Fj* n'admet pas d'éléments positifs, r — î éléments primitifs
positifs a2, a3, . . . , a7' de Fj qui engendrent Fj : il est évident alors
que a1, a2, . . ., a7' engendrent F.

Deuxième cas. — II existe deux éléments distincts 1*1,13 € 1 vérifiant 1*1̂  1*2
et i^^ii. Soient alors c, c'eF* vérifiant

d,=—i, c^==-hi, c^o pour i^ii,
c^ == + î , d, == — ï , c;^ o pour i -^- ^.

On a nécessairement

On a donc
(•i= Ci= o pour 1-^z.i^ /.^.

aeF => a,=a..

En considérant le sous-groupe régulier constitué par les traces sur I — {1*2}
des éléments de F, on voit immédiatement, d'après l'hypothèse de
récurrence, qu'il existe r éléments primitifs positifs a1, a2, . . . , a'eF
qui engendrent F.

c. ç. F. D.
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CHAPITRE III.

CYCLES ET COCYCLES.

1. MULTIGRAPHES NON ORIENTÉS. — Un multigraphe non orienté G est
défini par la donnée :

— d'un ensemble Xc dont les éléments sont appelés les sommets de G$
— d'un ensemble UG dont les éléments sont appelés les arêtes de G;
— d'une application qui, à toute arête ueUc, fait correspondre une

paire non ordonnée (a, & } de sommets, distincts ou non : a et b s'apellent
les extrémités de l'arête u.

Le multigraphe G est dit fini si XG et UG le sont. Dans cette thèse,
il s'agira toujours de multigraphes finis. Un multigraphe fini peut se dessiner
sur le papier en représentant chaque sommet par un point, et chaque arête
par un trait continu reliant ses deux extrémités. Une arête dont les deux
extrémités sont égales s'appellera une boucle et se représentera effectivement
sur le papier par une boucle.

Une paire non ordoîinée \a^h\ de sommets pour laquelle il existe au
moins un élément u€Uc d'extrémités a et b s'appellera quelquefois, par
abus de langage, une arête de G. On dira que } a, b \ est une arête simple
s'il n'y a qu'une arête de G d'extrémités a et &, une arête multiple s'il y a
plus d'une arête de G d'extrémités a et b. Un multigraphe non orienté
dont toutes les arêtes sont simples s'appellera un graphe non orienté.
Si G est un graphe, Uc peut être considéré comme un ensemble de paires
non ordonnées de sommets.

Étant donné un multigraphe G, et un ensemble A C Xc, on appellera
sous-muiti graphe engendré par A ou encore sous-muiti graphe obtenu par
suppression des sommets de X^— A le multigraphe G^ qui a pour sommets
les éléments de A, et pour arêtes les éléments de UG qui ont leurs deux
extrémités dans A, ces arêtes ayant dans GA les mêmes extrémités que
dans G. Étant donné un ensemble L C Uc, on appellera multigraphe partiel
défini par L, ou encore multigraphe partiel obtenu par suppression des
arêtes de U G — L , le multigraphe G(L) qui a pour sommets les éléments
de XG, pour arêtes les éléments de L, ces arêtes ayant dans G(L) les mêmes
extrémités que dans G.

On définit dans G une chaîne élémentaire lorsqu'on se donne une
séquence XQ, o;i, rca, . . ., a^de sommets distincts et une séquence Ui, Uj, ..., u/c
d'arêtes distinctes telles que ui a pour extrémités ^-i et xi: {i = i, 2, . . ., /c).
Une chaîne élémentaire est entièrement déterminée par l'ensemble des
arêtes par lesquelles elle passe. Si G est un graphe, une chaîne élémentaire
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de G est entièrement déterminée par la séquence des sommets par lesquels
elle passe : on la note généralement [xo, Xi, 0:2, . . ., ^].

Étant donné un multigraphe G, considérons dans X^ la relation binaire
«a= b ou il existe une chaîne élémentaire passant par a et 6». C'est une
relation d'équivalence. Les classes d'équivalence s'appellent les composantes
connexes de G. On dit que G est connexe s'il n'a qu'une composante connexe.
On dit qu'un sommet a€E X(, est isolé s'il constitue à lui seul une composante
connexe.

Considérons maintenant l'application o^de ^(Xc) dans ^(Uc) définie par
(»)(; (A) == ensemble des arêtes qui ont une extrémité dans A, et l'autre dans XG— A.

Cette application est linéaire, car on a [en convenant de poser
co^(a)=co,;({a})]

^.(A) =^&)(;(a);
CTÇA

le noyau de cette application est constitué par les réunions de composantes
connexes. Un ensemble d'arêtes de la forme ^c(A) s'appelle un cocycle.
L'ensemble des cocycles, que nous noterons û(,, est un sous-groupe
de ^(Uc) de dimension n — p , en appelant n le nombre de sommets et p le
nombre de composantes connexes de G. On appelle cocycles élémentaires
les éléments minimaux de û^.

PROPOSITION 1 (4). — Pour qu^un cocycle soit élémentaire, il faut et il
suffit qu'il soit de la forme ^c(A), où GA est connexe, et où Gc-A est connexe,
en appelant C la composante connexe qui contient A.

En effet, soit <Oc(A) un cocycle de la forme indiquée, et soit LCCO^A)
avec LT^CÛ^A); toutes les composantes connexes de G sont des compo-
santes connexes du multigraphe partiel obtenu par suppression de L :
il en résulte que si L est un cocycle, il ne peut être que vide. Inversement,
soit (Oc(B) un cocycle élémentaire : (OC;(B) est égal à la réunion des cocycles
disjoints (0(;(BnCi), (^(BnCa), . . ., (0(;(BnC^), en appelant C,, Ça, . . ., Cp
les composantes connexes de G; il est donc nécessairement égal à l'un de
ces cocycles : on peut ainsi le mettre sous la forme ^c(A), où A est contenu
dans une composante connexe C. Ceci dit, supposons que GA (ou que GC-A)
ne soit pas connexe, et soient Ai, As, . . ., A,, les composantes connexes de GA
(ou de GC-A) î ^(A) est égal à la réunion des cocycles (i)G(Ai), ..., CO(,(A,),
et ces cocycles ne sont pas vides, puisque Gc est connexe ; nous aboutissons
là à une contradiction. La proposition est donc démontrée.

Nous dirons qu'un ensemble d'arêtes est un cycle élémentaire s'il est
possible de l'ordonner en une séquence u<, u^, . . ., uu et de trouver une

(4) C/. [2].
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séquence Xo, x^, . . ., a?/,_i de sommets distincts de façon telle que Ui, Ma, . . . , u/;
aient respectivement pour extrémités \XQ, Xi^, }^i, ^{, . . . , {xu_^ Xo\.
Dans un graphe, un cycle élémentaire est entièrement déterminé par la
séquence des sommets par lesquels il passe.

Nous appellerons cycle tout ensemble d'arêtes orthogonal à tous les
cocycles : autrement dit, un ensemble LcUe sera un cycle si, pour tout
sommet a, le nombre d'arêtes de L qui ne sont pas des boucles, et qui ont a
pour extrémité, est pair. Nous noterons MG l'ensemble des cycles. Il est
évident que M(, est un sous-groupe de S(UG) de dimension m — n + p, où m,
n et p sont respectivement le nombre d'arêtes, de sommets, de composantes
connexes de G. D'autre part, les éléments minimaux de MG sont les cycles
élémentaires de G.

Étant donné un multigraphe G, on dit qu'un ensemble VcUc est un
arbre de G, si c'est un arbre pour û^8); on dit que WcUc est un coarbre
de G si c'est un arbre de M(,. Il est évident que les coarbres sont les complé-
mentaires des arbres; d'autre part, on a immédiatement :

PROPOSITION 2. — Étant donné un multigraphe G ayant n sommets
et p composantes connexes, et un ensemble VcU^, les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) V est un arbre de G;
(2) G(V) est sans cycles et a p composantes connexes;
(3) G(V) est sans cycles et | V | = n — p;
(4) G(V) a p composantes connexes, et [ V | = n — p;
(5) G(V) est sans cycles, et en ajoutant une arête quelconque, on obtient

un cycle;
(6) Le nombre de composantes connexes de G(V) est p , et il augmente

{d'une unité) si l'on supprime une arête quelconque.
(Évident.)

On dit qu'un multigraphe G est un arbre s'il est connexe et si Uc, est
un arbre de G.

2. ISOMORPHISMES. ÉTRÉCISSEMENT ET SUPPRESSIONS. PIVOTEMENTS. —

Étant donné un ensemble fini I, nous appellerons groupe de parties de ï
tout sous-groupe de 'î(I). Soit F un groupe de parties de I, et soit F' un
groupe de parties de V : nous dirons que F et F' sont isomorphes s'il existe
une bijection ç : 1 -> l'telle que

AçF <==> <p(A)eF ' .

(°) Nous nous écartons ici légèrement de la terminologie habituelle, dans laquelle
l'être que nous venons de définir s'appelle un arbre si G est connexe, une « forêt » si G n'est
pas connexe.



296 A. GHOUILA-HOURI.

Nous dirons qu'un multigraphe G est cocycliquement (resp. cycliquement)
isomorphe à un groupe F de parties de 1 si le groupe û^resp. Mr.) de parties
de U(; est isomorphe à F. Nous dirons que deux multigraphes G et G' sont
cocycliquement isomorphes si tic et ^c;' sont isomorphes.

Étant donné un groupe F de parties de I, et deux ensembles disjoints K,
LC I, nous noterons [F, K, L] le groupe de parties de 1 — K — L constitué
par les traces sur 1 — K — L des éléments de F inclus dans 1 — K.

PROPOSITION 1. — On a
[ F , K , L ] * = [ F ^ L , K ] .

(Évident.)

PROPOSITION 2. — Si L, L/, K, K7 sont des ensembles disjoints deux à deux
et inclus dans I, on a

[[F, K, L], K', L ' j=[F, KuK^ L\jL'].
(Évident.)
Quelquefois, il sera commode de noter F], le groupe de parties [F, 1—K, 0].

Nous dirons qu'un groupe F de parties de 1 est décompo'sable s'il existe
deux ensembles non vides disjoints I' et F7, avec l 'Ul^^ 1 tels que tout
élément de F est la réunion d'un élément de Fp et d'un élément de Fp,,
ou, ce qui revient au même, tels que tout élément minimal de F est contenu,
soit dans I', soit dans F7. Etant donné un groupe F de parties de I, intro-
duisons dans 1 la relation binaire « i == U ou il existe un élément minimal
de F contenant i et i' ». C'est une relation d'équivalence. En effet,
soient i, i' € I, et soient A et B deux éléments minimaux de F tels que i^A,
î/eB, A n B ^ 0 et tel que A u B est minimal avec ces propriétés.
Supposons A 7^ B, et soit C un élément minimal de F vérifiant i' € C C A + B :
C rencontre nécessairement A; si ^C, alors on a

A - 4 - R + C < 1 : A , d'oii ] A u C | < | A u B ] ,

ce qui est absurde puisqu'on a aussi
/eA, i'çC et AnC^O.

Soient Ii, L, . . ., I/ les classes d'équivalence : nous dirons que Ii, la, ..., I,
sont les ensembles de décomposition de F.

PROPOSITION 3. — Soit un groupe de parties F, et soient Ii, la, . . ., I,
les ensembles de décomposition de F. Les groupes de parties F]^, F]^, . . ., Fj^
sont indécomposables. De plus, (Ii, la, . . ., I/) est la plus fine des partitions
(Ji, Ja, . . . , J.y) de I telles que tout élément de F est réunion d'éléments
de Fj^, Fj^, . . ., Fj^. D'autre part, F* a les mêmes ensembles de décomposition
que F. On a

[F, 0, I — I A - ] = F I ^ pour Â - = = i , 2, . . ., r.
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Enfin, pour que F soit indécomposable, il faut et il suffit que, quels que
soient i, i! € I, il existe un élément minimal de F contenant i et i'.

(Évident.)

Considérons maintenant deux multigraphes G et G'. Nous appellerons
isomorphisme de G sur G' tout couple (o-, y), où G- est une bijection Xp,-^ X<;,,
où o est une bijection UG-^U(,,, et où, pour tout uçV^,, y(u) a pour
extrémités dans G7 les images par cr des extrémités de u. Ceci dit, nous
considérons G et G' comme égaux si U(;==UG,, et s'il existe un isomor-
phisme (cr, e), où e est l'application identique de U,; dans lui-même.

Etant donné un multigraphe G, et deux ensembles disjoints K, LCU(, ,
nous appellerons multigraphe obtenu par étrécissement de K et suppression
de L, et nous noterons [G, K, L] le multigraphe qui a pour arêtes les éléments
de U(;— K — L, pour sommets les composantes connexes de G(K), et dans
lequel toute arête u € U < , — K — L a pour extrémités les composantes
qui contiennent les extrémit-és de u dans G. On a, par définition,

G ( L ) = [ G , 0 , U ( ; - L ] .

PROPOSITION 4. — Le groupe des cocycles de [G, K, L] est [iî^ K, L],
Son groupe des cycles est [M^, L, K].

(Évident.)

Etant donné un multigraphe connexe G, on dit qu'un sommet a€X^
est un point d'articulation si G x ^ _ < n > n'est pas connexe; plus généra-
lement, on dit qu'un ensemble AC X^, est un ensemble d'articulation si Gy _^
n'est pas connexe. Un multigraphe est dit inarticulé s'il est connexe et sans
points d'articulation. Un multigraphe sera dit 3-connexe s'il est connexe
et s'il ne possède pas d'ensemble d'articulation de moins de trois
éléments (6). Nous dirons qu'un multigraphe G est indécomposable s'il n'a
pas de sommets isolés et si le groupe û^, est indécomposable.

PROPOSITION 5 ( 7 ) . — Étant donné un multigraphe G, sans sommets isolés^
ayant plus d'une arête, les quatre propositions suivantes sont équivalentes :

(1) G est inarticulé et sans boucles;
(2) G est indécomposable;
(3) Quels que soient u, ^çU,;, il existe un cycle élémentaire contenant u et p;
(4) Quels que soient u, ^GU(,, il existe un cocycle élémentaire contenant u

et v.

(6) Nous nous écartons ici, très légèrement, de la définition classique : on dit qu'un
multigraphe est A-connexe s'il est connexe. S'il ne possède pas d'ensemble d'articulation
de moins de h éléments, et si h ̂  \ X^ | — i.

(7) Une partie des propositions 5 et 6 a été établi par H. Whitney ([34], [35]).
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On a évidemment (2) <=» (3) <==> (4) et (3) => (i). Le fait que ( i )=>(4)
découle de la proposition suivante :

PROPOSITION 6. — Soit un multigraphe G, connexe et sans boucles, et
soient Li, Ls, . . . , Lr les ensembles de décomposition de tî^. Appelons
A t ( i = i , 2 , . . . , y ) l'ensemble des extrémités des arêtes de L;. On a les
propriétés suivantes :

i° Toute intersection Ai-nAy^^j) contient au plus un élément;

2° Tout sous-muiti graphe GA; est indécomposable. De plus, [G, Uc— Li, 0]
e( îe multigraphe obtenu en supprimant dans G(Li) ^5 sommets isolés sont
tous deux égaux à G^;

3° Pour qu'un sommet de G soit un point d'articulation, il faut et il suffit
qu'il appartienne à au moins deux des ensembles Ai, As, . . . , Ar;

4° Le graphe qui a pour sommets les ensembles Ai, As, . . ., A^, et pour
arêtes les paires {A, , Ay{ telles que i^-j et A^nAy^ 0 est un arbre.

Le multigraphe obtenu en supprimant dans G(Lt) les sommets isolés
est inarticulé, puisque [ûç, 0, UG— L(] est indécomposable, et son ensemble
de sommets est A,. Comme il n'existe pas de cycle élémentaire de G qui
rencontre deux ensembles Li et L/ distincts, on voit immédiatement que ce
multigraphe est égal à GA,, que les points i° et 4° sont vrais; et que chacune
des composantes connexes de G(Uc— Li) contient un élément de A( et un
seul, donc que [G, Uc— Li, 0] est égal à GA,. Si un sommet x appartient
à deux ensembles distincts Ai et Ay, ^(;{x) rencontre à la fois L^ et L/,
donc ne peut être un élément minimal de û : x est un point d'articulation.
Au contraire, si x n'appartient qu'à un ensemble A(, on a (i)c {x) C L(, et,
puisque GA, est inarticulé, ^c{x) est un élément minimal de ûç , et a fortiori
de UG : x n'est pas un point d'articulation.

Les sous-multigraphes GA,, GA,, . . ., GA, s'appelleront les pièces de G.
Notations. — Soit F un groupe de parties indécomposable; nous

/\ ^
noterons F l'ensemble des éléments minimaux de F, et F l'ensemble des
éléments K € F tels que [F, 0, K] est indécomposable.

PROPOSITION 7 (8). — Soient G et G' deux multigraphes indécomposables
cocycliquement isomorphes. Si G est 3-connexe, il existe un isomorphisme
entre G et G' compatible avec l'isomorphisme cocy clique.

Il s'agit de montrer qu'étant donné l'isomorphisme cocyclique 9 :
U(;-^ Uc.., il existe un isomorphisme de G sur G7 qui est de la forme (o", ®).
Tout d'abord, ûç et t2^ ayant même dimension, G et G' ont même nombre

(s) Cette proposition a été établie, dans un langage différent, par H. Whitney [34].
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de sommets. Nous supposerons que ce nombre de sommets est supérieur
à deux (s'il est égal à deux, la propriété est évidente). Soit aSX,; :
on a ^G(^)€ÛGÎ puisque G est 3-connexe; l'image par ç de ûD(.(a) est donc
nécessairement de la forme <^(a'), avec a'eX^; et a' est défini de manière
unique, puisque [XG. |>2. Si l'on pose a'=o-(a), on voit immédiatement
que (<T, y) est un isomorphisme de G sur G7.

Remarque. — Une autre manière d'exprimer la proposition précédente
est de dire que si deux multigraphes indécomposables G et G' vérifient
UG= UG. et ÛG== û^,, et si G est 3-connexe, alors on a G == G'.

Soit un multigraphe indécomposable G possédant un ensemble d'articu-
lation à deux éléments { a , 6}, et soit A une composante connexe
de Gx^-{a,&}. Considérons le multigraphe G' obtenu à partir de G en
déplaçant chaque arête qui a pour extrémités dans G, x € A et a, de façon
à ce qu'elle ait x et b pour extrémités dans G', et chaque arête qui a pour
extrémités xçA. et b dans G, de façon à ce qu'elle ait x et a pour extrémités
dans G' (cf. fig. i). Nous dirons que G' est obtenu à partir de G par picote-
ment sur a, b. On a évidemment UG== UG', ûc== ÛG'? et G 7^ G'.

G ' ——^ G'
Fig..i.

PROPOSITION 8. — Pour qu^un multigraphe G, sans sommets isolés et ayant
plus (Vune arête, soit 3-connexe et sans boucles, il faut et il suffit que tout
multigraphe G' vérifiant V^ = Uc et fî^ = Qç soit égal à G aux sommets
isolés près.

(Évident.)

PROPOSITION 9. — Soit un groupe de parties indécomposable FC^I).
Soit T un élément de F, et soient Ii, la, . .., Ir les ensembles de décomposition
de [F, 0, T]. 5i, quel que soit k, il existe un multigraphe 3-connexe G/c vérifiant

UG,=TUÏ, et ^=[F,I-UGp0],

et si, quels que soient k et l, il existe un multigraphe connexe G/,i et un
sommet a^ e XG^ vérifiant

U G « = T U Ï A U I / , i2^=[F,I-UG,p 0] et a)^(o^)=T,

alors il existe un multigraphe connexe G et un sommet a 6 Xc vérifiant
UG=I, ^G==F et û )G(a)=T.
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Remarquons tout d'abord que F est égal au groupe engendré par les
éléments des r groupes [F, 1 — T -— I/r, 0] (/c = i, 2, . . ., r). D'autre part,
si J est une réunion non vide d'ensembles choisis parmi Ii, la, . . . , I,,
le groupe [F, 1 — T — J, 0] est indécomposable. En effet, s'il ne l'était pas,
il aurait au moins un ensemble de décomposition, soit K ne rencontrant
pas T; car T, qui appartient à F, est nécessairement contenu dans l'un des
ensembles de décomposition; et F serait égal au groupe engendré par les
éléments de FK et de Fi_R, ce qui est impossible, F étant indécomposable.

La proposition est vraie pour r = 2. Nous allons supposer r > 2,
et raisonner par récurrence sur r. On peut remarquer que G/c étant 3-connexe
et sans boucles, on a [G/;/, I/, 0] == G/(. Lorsqu'on étrécit dans GA/ les arêtes
de I/, tous les sommets de la pièce du sous-multigraphe obtenu à partir
de GA/ par suppression de a^ qui a I/ pour ensemble d'arêtes se ramènent
à un seul sommet, qu'on peut identifier à un sommet a/d de G/,; d'autre
part, ^ki s'identifie à un sommet a/; de G/,, et l'on a (o^(a^) === T. Deux cas
se présentent alors :

Premier cas. — Quel que soit /c, tous les sommets a/a{l = i, 2, ..., r; l^ k)
sont égaux à un même sommet a/, de GA. Il est possible alors de construire
un multigraphe G ayant les propriétés suivantes :

(1) II existe un sommet a€Xc tel que G x . _ { a > ^st connexe et possède
un seul point d'articulation a, et r pièces égales à G\, G^, . . . , G,,, où l'on
appelle G^ le sous-multigraphe de GA obtenu par suppression de a/,,
les sommets ai, 03, . . ., dr s'identifiant tous à a$

(2) On a ^(a)==T;

(3) Étant donné une arête u€T, s'il existe un indice k et un sommet x
de G/,, différent de a/^ et de a/;, qui est une extrémité de u dans G, alors x reste
une extrémité de u dans G (cette règle ne conduit pas à des contradictions,
étant donné l'existence des multigraphes G^); sinon, a est une extrémité
de u dans G.

On a alors UG== I, ûo== F et (Oc(a) = T.

Deuxième cas. — II existe un indice ko, une partition (Li, Ls, ..., L,),
avec 5^2, des indices l-^ko, et des sommets distincts ai, 02, ..., Os de G^
tels que

/çLy <=» a^i=dj.

Posons alors

J / = = l j l / pour y==i , 2, .. ., s.
IG Ly
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quelconque d'entre eux, il
le seul sommet de cette pi(
alors possible de construire

(i) II existe un sommet

rence, il existe des multigraphes G1, G2, ..., G5

a2, . . ., a' de ces multigraphes, tels que
D'après l'hypothèse de reçu]
et des sommets respectifs a1,

U c y - T u l
et

^./(a7)

Appelons G'1, G'2, ..., G'^ les
par suppression des somm

, ,UJy, ^ j==[F , I -U,y ,0]

== T pour j •==. i , 2, . . ., s.

multigraphes obtenus à partir de G1, G2, ..., G'
îts respectifs a1, a2, . . . , a\ Si G'7 est l'un
xiste dans G'7 une pièce égale à G^, et aj est
e qui soit un point d'articulation de G'7. Il est
tt multigraphe G ayant les propriétés suivantes :

pièce
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s, et les seuls sommets de cette pièce qui soient
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(2) Le multigraphe G' ob
une pièce de ce multigraphe|
des points d'articulation de

(3) Si l'on appelle Ay l'(
chaîne élémentaire partant
passe par a/, le sous-multig
de G'^ est égal à G'^;

(4) Étant donné une arêt<
de a^ et de ai, 03, .. ., a,y, te
x est une extrémité de u dai
extrémité dans G^ l'un des s
l'extrémité de u autre que a
étant a). On a bien

UG=I,

ensemble des sommets x de G' tels que toute
x et aboutissant à un sommet de la pièce G/

e de G' engendré par Ay et par les sommets-multigrapL

u € T, s'il existe un sommet x de G^, différent
que x est une extrémité de u dans G^, alors

> G (l'autre étant a) ; si, au contraire, u a pour
sommets ai, 03, . . ., a^ soit a/, et si x est dans G7

alors x est une extrémité de u dans G (l'autre

et &)G(a) =T.Î2G=F

C. Ç. F. D.

Soit un groupe de parties indécompo-3. GROUPES COCYCLIÇUE
sable FC®(I), soit T un élément
de décomposition de [F, 0,
vérifiant

y\

de F, et soient Ii, la, ..., Irles ensembles
l]. S'il existe des multigraphes Gi, Ga, ..., Gr

UG,=TU^ et Î2 k==. i, 2,=[F , I -UG, ,0 j pour

'emblage suivant T des multigraphes Gi, Gs, . . . , Gr,
ront les morceaux de l'assemblage; il est évident
!^ il existe un sommet a/c vérifiant ^G^^) = T.
Cîeaux G/( et Gi sont compatibles s'il existe un
et a^ de G^ tels que

nous dirons que F est Vass
et ces multigraphes s'appelle
que pour chaque morceau G
Nous dirons que deux mon
multigraphe G^ et un somm

UG,,=TUI,UI/, ^

nous appellerons graphe des
les morceaux, pour arêtes 1

^=[F,I-UG^0] et û)G«(a,/)=T;

incompatibilités le graphe qui a pour sommets
paires de morceaux incompatibles.
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Etant donné un morceau G/,, soit AA l'ensemble constitué par a/, et les
sommets reliés à a/. : A/; s'appellera Y ensemble de base de G/,. Nous appellerons
ensemble correct tout ensemble KC 1 — T tel que I i — K, l a— K, . . ., I ,— K
sont les ensembles de décomposition de [F, K, T] et tel que, pour chaque
morceau G/,, chaque composante connexe de G/,(KH I/^) contient un élément
de A.k et un seul. Remarquons que si K est un ensemble correct,
[F, K, 0] est l'assemblage suivant T des multigraphes [ G A , K n I / , , 0
(/c=i, 2, . . . , r).

LEMME 1. — Si G est un graphe inarticulé ayant plus d'une arête et si a est
un sommet quelconque de G, il existe au moins deux sommets b et 6', différents
de a et reliés à a, tels que [a, b} et {a, b1} ne sont pas des ensembles
d'articulation de G.

En effet, considérons la famille (SI des parties non vides ACX(. pour
lesquelles il existe une arête } a, x {telle que A est une composante connexe,
mais pas la seule, du sous-graphe obtenu par suppression des sommets a et x.
Si cette famille est vide, la propriété est évidente. Sinon, soient A et A' deux
éléments minimaux disjoints de dL, et soient b et V deux sommets reliés
à a appartenant respectivement à A et A' : il est évident que { a , b}
et { a , b ' } ne sont pas des ensembles d'articulation.

PROPOSITION 1. — Pour tout assemblage, il existe un ensemble correct.

Soit GA un morceau de l'assemblage, et supposons qu'il existe Un
sommet a^A/c. Soit b un sommet relié à a, différent de a et de a^, et tel
que { a ^ , a, b} n'est pas un ensemble d'articulation de G/( — un tel
sommet existe, en vertu du lemme précédent, car le multigraphe obtenu
à partir de G/, par suppression de ^ est indécomposable — ; soit K[
l'ensemble des arêtes reliant a et b et soit G[=[G/,, K^, 0]. S'il existe
dans G[ un sommet n'appartenant pas à l'ensemble de base, on peut
renouveler l'opération précédente, car le multigraphe obtenu à partir de G^
par suppression de o^ est indécomposable, etc. Finalement, on obtiendra
un multigrapbe G^ dont tout sommet appartient à l'ensemble de base.
Posons alors

nk r

Kk=\^JK^ pour Â==I, 2, ..., r et K==^JK^.

L'ensemble K ainsi obtenu est correct.
Nous dirons qu'un groupe de parties FC^(I) est cocyclique s'il existe

un multigraphe G vérifiant UG== 1 et ÛG= F; nous dirons alors que G est
un^ multigraphe associé à F.
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THÉORÈME 1. — Soit F un assemblage suivant T des multigraphes Gi,
GÎ, . . ., Gr, et soit K un ensemble correct. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) F est cocy cliquet
(2) [F, K, 0] est cocyclique;
(3) Le graphe des incompatibilités de l'assemblage F est bichromatique;
(4) Le graphe des incompatibilités de l'assemblage [F, K, 0] e5( bichro-

matique (9).

On a évidemment ( i ) ==> (3) => (4) et, d'après la proposition 9 du para-
graphe précédent, on a aussi (4)=>(2); nous allons montrer que (2)=>(i) .
En effet, soit G un multigraphe associé à [F, K, .0] : les pièces de [G, 0, T]
sont égales aux sous-multigraphes obtenus à partir des multigraphes
3-connexes [G/,, KnI/,, 0] (k=i, 2, . . ., r) par suppression des sommets
a/,(/c = i, 2, . . ., r); et les ensembles des sommets de ces pièces sont les
ensembles A/,— { a / , } (k = i, 2, . . ., r). Soit alors G' le multigraphe obtenu
à partir de G en supprimant les arêtes n'appartenant pas à T, en ajoutant
comme sommets les sommets de Gi, Ga, . . ., Gr qui n'appartiennent pas
aux ensembles de base, et comme arêtes les éléments de 1 — T, de manière
que toute arête u € I/, ait dans G' les mêmes extrémités que dans G/c :
le groupe des cocycles de G' n'est autre que F.

c. ç. F. D.

Étant donné un groupe de parties F C^(I) , considérons dans 1 la relation
d'équivalence «i \== 1*2 ou { i i , 1*2} € F* », et soient Ci, €2, . . ., Cr les classes
d'équivalence : nous dirons que ce sont les classes d'équivalence de F, et
que F est d'ordre r. On a évidemment la double inégalité

dimF^r^a^"11';

si F est indécomposable, et si r> i , les deux inégalités sont strictes.
Posons I = = { i , 2 , . . . , r } et considérons le groupe F de parties de 1
défini par

VeF ^ ^C,eF:
kçV

F s'appellera le groupe réduit de F. Nous dirons que deux groupes de
parties F et G ont même type si leurs groupes réduits sont isomorphes.

PROPOSITION 2. — Soit un groupe de parties réduit et indécomposable
FoC^(Io) vérifiant [ Io| = 2c i i" Ï F O—i, et soit un groupe de parties
quelconque FC^Î(I) . S'il existe deux ensembles disjoints K, Lcl tels que

('•) Un graphe est dit /c-chromàtique s'il existe une partition de ses sommets
en k ensembles, telle que toute arête a ses extrémités dans deux ensembles différents.
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[F, K, L] est isomorphe à Fo, alors il existe un ensemble HC 1 tel que [F, H, 0]
est de même type que Fo.

Soit L., C 1 tel qu'il existe Ki C 1 — Li, avec [F, Ki, Li] de même type
que Fo et supposons Li minimal avec cette propriété : nous allons voir
que LI === 0. En effet, soit io un élément de Li, et posons

I ^ I _ K , - ( L , - f / o { ) , F ^ [ F , K , , L , - { / o { ,
F.2=[Fn 0, J 4 { J et F,==[F,, j / o j , 0].

Si | io}€Fi, on a F^F^. Si { io}^Fi , on a
dimFi== dimF2==: dimPy,

et l'ordre de Fi est égal, soit à s'11"1^— i, soit à 2cli^lFO : dans le premier cas,
Fi est de même type que Fo; dans le second cas, io n'appartient à aucun
élément de Fi, ce qui entraîne que F^ est égal à Fa. On voit ainsi que si Li
n'est pas vide, il ne peut être minimal.

Nous dirons qu'un groupe de parties FC^I) est critique s'il n'est pas
cocy clique, et si tout groupe de la forme [F, K, 0] avec K^0, est
cocy clique. On peut vérifier que les groupes de parties de dimension i ou 2
sont cocy cliques; mais il existe un groupe de parties non cocyclique de
dimension 3 : c'est le groupe <I> de parties de 1 == { i , 2, 3, 4, 5, 6, 7 }
engendré par les éléments { 1 , 2 , 3, 4L { 1 , 2 , 5 , 6 } et { 1 , 3 , 5 , 7 } ; tout
groupe de parties non cocyclique de dimension 3 est de même type que ^>.
Il est évident que $ est critique. Ce groupe va jouer un rôle important
dans ce qui suit.

LEMME 2. — Soit un groupe critique réduit FC^(I). F est indécomposable
et ne contient aucune partie de 1 ayant moins de trois éléments. De plus,
quel que soit io € I, [F, { i o } , 0] est indécomposable.

La dernière partie de l'énoncé constitue le seul point délicat; nous allons
la démontrer. Supposons qu'il existe i*o€l et deux ensembles non vides
disjoints Ii et L avec

I l U Ï 2 = I — — ( < o {

tels que tout élément de [F, [ i o ] , 0] est la réunion d'un élément de F
contenu dans Ii et d'un élément de F contenu dans L. Soit un
élément i'i € Ii : comme F est réduit, il existe un élément de F conte-
nant i'o, et ne contenant pas 1*1 ; il en résulte qu'on a

[F,0 , I , ]=[F, { ^ , I ^ { 4 J ] ,

donc que [F, 0, L] est cocyclique; de même [F, 0, la] est cocyclique.
Soient Gi et Ga des multigraphes associés respectivement à ces deux groupes,
et soit G le multigraphe obtenu en « recollant » Gi et Ga suivant l'arête io
comme l'indique la figure 2 : on a û^== F, ce qui est absurde.
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LEMME 3. — Soit un groupe critique réduit FC^(I). Une {et une seule)
des deux éventualités suivantes se réalise :

( i ) F est isomorphe à 3> ;
(2) I I existe io € 1 et T, T' € F tels que

( I - T ) n T = j < o ( .

Fig. 2.

Soit ii un élément quelconque de I, et soit G un multigraphe associé
à [F, {i*i}, 0]. Les arêtes de G sont simples ou doubles; et sij, / sont deux
arêtes de G ayant mêmes extrémités, on a { i i , j, j^çF*. D'après le
lemme 1, il est possible de construire une suite bo, 61, . . . , bny ..., de
sommets de G telle que chaque sommet est différent des deux sommets
qui le suivent, que chaque sommet est relié à son successeur, et telle
qu'aucun ensemble de la formé { 6/1, bn+i} n'est un ensemble d'articulation.
G étant fini, on peut toujours se ramener au cas où l'on a, pour un
entier r>2 , br= &o? les sommets &o? &i, . . . , br-i étant tous distincts.

Si toutes les arêtes \bn^bn+^\ (n = o, i, 2, . . ., r — i ) sont doubles,
il existe un multigraphe [G, 0, L] ayant la forme indiquée sur la figure 3.

&r-l
Fig. 3.

[F*, L, 0] est alors engendré par les éléments
Pi^A} (/î=i, 2, . . . , r)

et par l'élément { j i , j 2 ? ...,jr} (ou {f^j^^ • • • f j r } f mais dans ce cas on
peut permuter ji et/J. Si Fon pose

K={J^J.•> .•., . / /•{ et Lf=={J\,J\, ...,/,.|,
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on voit alors que [F*, Lui/, K] est engendré par les éléments

( < ' ^ y'i ^ /i ! ^ f /^ /2, j\}, {?:i, y:-., /,} et {y\, /,, y:>. ;,

donc que [F, K, LuL 7 ] est isomorphe à ^). En tenant compte de la propo-
sition 2, et du fait que F est critique et réduit, on voit qu'alors F est
isomorphe à ^.

Si, au contraire, l'une des arêtes } fc,,, f c , ,+ i{ est simple, on posera

T=G).;(i^,^,,j), T=--^:(^),

et l'on appellera io l'arête d'extrémités bn et b,,+i : on a bien alors
T , T ç F . et ( I - T ) n T = = i / « ! .

THÉORÈME 2. — 5i un groupe de parties FC'Î(I) nest pas cocyclique,
il existe un groupe non cocyclique, de dimension au plus égale à 6, de la
/orme [F, K, 0].

Il s'agit de montrer que si F est un groupe critique réduit, on a dim F ̂  6.
On peut toujours supposer que F n'est pas isomorphe à <Ï>. Soient i'o€l
et T, T'eF tels que ( I—T^nT '^ io} ; soit G un multigraphe associé
à [ F, { io}, 0 ] : d'après le lemme 2, G est indécomposable. Soit A C X(; tel que
V= CO(,(A) est élémentaire, qu'il existe V'€F vérifiant (I — V^nV 7^ {i 'o} ,
et tel que A est minimal avec ces propriétés; on posera

Vi^VnV et V^V-V.

Soient Ii, la, . .., 1, les ensembles de décomposition de [F, {io}, V] : F est
l'assemblage suivant V des multigraphes

G,==[G,I-VuI , ,0] ( Â - = i , 2 , . . . , r )

et du multigraphe Go dessiné sur la figure 4. D'après le théorème 1, quel que
soit /c, tout sommet de G/c appartient à l'ensemble de base; et, d'autre
part, le graphe des incompatibilités est constitué par un circuit de longueur
impaire sans diagonales.

Fig. 4.

Quitte à changer de numérotation, on supposera que Ii, la,..., L(i^5 < r)
sont contenus dans l'ensemble des arêtes de GA, et que 1,-n, . . ., I,. sont
contenus dans l'ensemble des arêtes de Gx _A.
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Soit un morceau G/,, avec i^/c^5, et soit a un sommet quelconque
de G/. : nous allons voir que co^ (a) rencontre à la fois Vi et Va. En effet,
soit BcA l'ensemble de sommets de G vérifiant <^;(B) = ̂ .(^); posons

A^A-B et ^(A')=W.
On a

W =:(*)(; (A) 4-c,)(;(B) ==V4-coG,(a) =^,, ( ja^ a } ) ,

et comme a est relié à a/, dans G/., on a WeF. Comme A a été choisi
minimal, on ne peut avoir ni ViCW, ni VaCW; on voit ainsi que ^^.{a)
rencontre Vi et V2.

Une conséquence de ce qui précède est que Go est incompatible avec
chacun des morceaux Gi, Ga, . . . , G,. Il en résulte que le graphe des
incompatibilités est nécessairement un triangle : autrement dit, on a s = i
et r = 2 ; G'i == GA et G^ = G^ _^ sont les sous-multigraphes indécomposables
obtenus à partir de Gi et Ga par suppression de a^ et 03. Comme F est
réduit, G\ et G^ n'ont que des arêtes simples. Nous allons maintenant
distinguer deux cas.

Premier cas : G\ a plus d'une arête. Soit alors u une arête de G\ dont
les extrémités ne constituent pas un ensemble d'articulation : le groupe
[F, { u } , 0] est un assemblage suivant V des multigraphes Go, [Gi, { u } , 0]
et Ga. Comme ce groupe est cocyclique, et que Go et [Gi, [ u ] , 0] sont
incompatibles, Ga et [Go, {u}, 0] sont nécessairement compatibles. Il en
résulte que [G, { u}, 0] n'est pas 3-connexe : autrement dit, ce multigraphe
possède un ensemble d'articulation à deux éléments; et il est évident
qu'un, et un seul, de ces deux éléments, soit a, appartient à Xc—A.
Si l'on appelle b et V les deux extrémités de u, on a

VCCOC,(Û)UCOG(^)UCOG(^) .

Ceci dit, il est possible, d'après le lemme 1, de construire une suite 60,
&i, . . ., &,i, . . ., d'éléments de A, telle que chaque élément est différent
des deux qui le suivent, que chaque élément est relié à son successeur,
et telle qu'aucun élément ne forme avec son successeur un ensemble
d'articulation de G\. Il existe alors une suite Oo, ai, . . ., a^ . . . d'éléments
de XG — A telle que

VccoG(^ )UcoG(^ )UcoG(^n) quel que soit n\

on a immédiatement
Vnûi)c(^) CûûG^n+i) quel que soit /?,

d'où
VCC»)G(^) U(*)G(^+i) UdûG^+s) quel que soil n.

On voit ainsi que G^ a au plus trois sommets. D'autre part, s'il existe
dans A un élément c^-bo, &i, 62, on a nécessairement

VncoG(c)Cc»)G(«o) et Vn(*)G(c)C&)G(ai),
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d'où Oo = ai, ce qui entraîne

VCût)o(^o)UûÛG(^o)UC»)G(^l) CCOG(^o)UC*)G(^ l ) î

ce qui est absurde étant donné que Gi et Ga sont incompatibles ; G\ a donc
trois sommets. En définitive, on a

dimF = dim ̂ c+ i =\^G\ ̂ 3+3=6.

Deuxième cas : G, ne possède qu'une arête. Soient alors Ci et €2 les deux
éléments de A; posons

V3=Vna)G(d) et V4==VncoG(^).

Comme G 2 est incompatible avec Go et avec Gi, aucun des quatre
ensembles Vi, V.j, Va, V/» n'est contenu dans un ensemble de la forme ^c(^)?
avec aCX(;— A. Si u est une arête de G^ dont les extrémités &i et fca ne
constituent pas un ensemble d'articulation, l'un au moins des ensembles Vi,
Vs, Va, V, est contenu dans <Oc(^i )U 00^(62), puisque [ G 2 , { ^ } , 0 ] est
nécessairement compatible avec Go ou avec Gi. Il résulte de ce qui précède
que le nombre d'arêtes de G 3 dont les extrémités ne constituent pas un
ensemble d'articulation est au plus égal à 4- Le nombre de sommets de G^
est donc, d'après le lemme 1, au plus égal à 4? et l'on a

dimF =z dim^G-4- i == | XG | ̂  2 + 4 == 6.

C. Ç. F. D.

Un examen exhaustif montre que les seuls groupes critiques réduits
de dimension inférieure à 7 sont ^, <&*, ^i et ^2, en appelant ^i et ^s les
groupes des cycles des deux graphes de Kuratowski K» et Kn (cf. fig. 5).

Fig. 5.

On peut donc énoncer :

COROLLAIRE. — Pour qu^un groupe de parties FC^I) soit cocyclique,
il faut et il suffit qu'aucun groupe de la forme [F, K, 0], avec KC I, ne soit
du même type que <î>, $*, $1 ou ̂  ( i o).

(10) Cet énoncé est plus fort qu'un énoncé analogue donné par W. T. Tutte [32]. Notre
démonstration est essentiellement différente^ et nettement plus rapide.
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4. MULTIGRAPHES PLANAIRES. — Deux multigraphes G et G' seront dit
duaux ( l l) s'ils vérifient U<,== V^ et ÛG== MG- II est évident que deux
multigraphes duaux sans sommets isolés sont indécomposables en même
temps. Étant donné un multigraphe planaire connexe G, et une réalisation
de G sur la sphère, considérons le multigraphe G* dual de G au sens des
multigraphes planaires : G* est dual de G au sens de notre définition.

THÉORÈME 3 (12). — Si G et G' sont deux multigraphes duaux indécompo-
sables, alors ils sont planaires. De plus, il existe une réalisation sphérique
simultanée de G et de Gf qui les fait apparaître comme duaux au sens des
multigraphes planaires.

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d'arêtes. Tout d'abord
il existe au moins une arête Uo telle que l'un au moins des deux multi-
graphes [G, { U o } , 0] et [G', [ u o ] , 0] est indécomposable : si G possède
une arête multiple, il est immédiatement possible de trouver Uo € UG telle
que [G, 0, { U o }] est inarticulé, et [G7, { u o } , 0] est alors indécomposable;
si G ne possède pas d'arêtes multiples, il suffit d'appliquer le lemme 1
du paragraphe précédent.

Quitte à permuter G et G', nous supposerons que [ G , { u o } , 0 ] est
indécomposable. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe une réalisation
sphérique de [G, { M o } , 0] et [G', 0, { U o } ] qui les fait apparaître comme
duaux au sens des multigraphes planaires. Ceci dit, soient a et & les deux
extrémités de Uo, et soit a le sommet de [G, {uo}, 0] obtenu, par étrécis-
sement, à partir des deux sommets a et &. (x)<. (a) est un cocycle élémentaire
de G, donc un cycle élémentaire de G'. Soient Uo, Mi, . . ., u/, les arêtes par
lesquelles passe successivement ce cycle : la séquence Ui, Ua, . . . , uu
détermine une chaîne élémentaire de G'. Autour du sommet a, on a donc
nécessairement la figure 6 a.

Fig. 6 a. Fig. 6 b.

La figure 6 b montre que G et G' sont planaires, et qu'il existe une
réalisation sphérique qui les fait apparaître comme duaux.

(11) Cette définition est équivalente à celle qu'a donnée H. Whitney dans [35].
(12) Ce résultat a été établi par S. Mac Lane [24].



310 A. GHOUILA-HOURI.

Remarque. — Considérons les deux multigraphes de la figure 7. Ils sont
duaux, mais non indécomposables. On peut constater qu'il n'existe pas
de réalisation sphérique qui les fasse apparaître comme duaux au sens
des multigraphes planaires.

Fig. 7.

COROLLAIRE (13). — Pour quun multigraphe soit planaire, il faut et il suffit
qu'il admette un dual.

THÉORÈME DE KURATOWSKI (14). — Pour qu'un graphe soit planaire,
il faut et il suffit qu'il n'admette pas de graphe partiel qui, après suppression
des sommets isolés, soit de l'une des deux formes indiquées sur les
figures 8 a et 8 b.

Fig. 8 a. Fig. 8 b.

Ce théorème est une conséquence directe du corollaire précédent et du
théorème 2.

(1:!) C/. [35].
(14) Cf. [20].
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CHAPITRE IV.

FLOTS ET TENSIONS.

Un multigraphe orienté G est défini par la donnée :
— d'un ensemble XG dont les éléments sont appelés les sommets de G;
— d'un ensemble UG dont les éléments sont appelés les arcs de G;
— d'une application qui, à tout arc u€Uo, fait correspondre un

couple (a, b) de sommets, distincts ou non : a s'appelle l'extrémité initiale
de u, b s'appelle l'extrémité terminale de u.

A. un multigraphe orienté G correspond canoniquement, de façon évidente,
un multigraphe non orienté dont les sommets sont les éléments de Xp,,
et dont les arêtes sont les éléments de UG ; cette correspondance canonique
nous permettra de parler des cycles, cocycles, chaînes élémentaires, compo-
santes connexes, etc., de G. On définit de manière évidente les multigraphes
orientés G^où AcXc), G(L) (où LcU,.) et [G, K, L] (où K et L sont
deux ensembles disjoints inclus dans U^,). On appelle graphe orienté un multi-
graphe dans lequel, pour tout couple (a, b) de sommets, il existe au plus
un arc ayant a et b comme extrémités initiale et terminale; en général,
le multigraphe non orienté associé canoniquement à un graphe orienté
n'est pas un graphe. Si G est un graphe orienté, U<; peut être considéré
comme un ensemble de couples de sommets.

Etant donné un multigraphe orienté G, et un sommet x de G, on convient
généralement de noter T^x l'ensemble des sommets y tels qu'il existe un arc
ayant x et y pour extrémités initiale et terminale $ et l'on note T^x l'ensemble
des sommets y tels que xçF^y. Un graphe orienté est entièrement défini
par la donnée de Xr, et de l'application F^. de X(; dans l'ensemble des parties
de X(;. Un graphe orienté G est dit symétrique si l'on a

(^ j )€Uc ==» (y ,^)eU^,

autrement dit, si 1̂  = 1̂ . A tout graphe non orienté G correspond canoni-
quement un graphe orienté symétrique : c'est le graphe G défini par

X^==X<; et (^ , J )€U^ <=> }œ,y)ç.\3^

Etant donné un multigraphe orienté G, on appelle potentiel sur G tout
élément de B^. On appelle tension sur G tout élément ÔSB1'1' pour lequel
il existe un potentiel ( tel que, pour tout arc u, on a 0«== ta— t^ en appelant
a et b les extrémités initiale et terminale de u. Nous noterons ©r, l'ensemble
des tensions sur G, ©c l'ensemble des tensions entières sur G : ©c est un
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sous-espace vectoriel de R^', et ©<; est un sous-groupe de Z^'. Etant donné
un ensemble AcX^;, considérons sa fonction caractéristique (A ; et
appelons co^(A) [resp. co^ (A)] l'ensemble des arcs de CO(,(A) qui ont leur
extrémité initiale (resp. terminale) dans A. La tension O4 associée au
potentiel ^ est définie par

! i si z/€.coî(A),
9^=: — i si ^ e û û G ( A ) ,

o si ^Û)G(A) ;

©À est un élément simple de OC-

PROPOSITION 1. — ©(, est un sous-groupe régulier; on a S(©(.)=ÛG
et dim©(;= n — p , en appelant n et p les nombres de sommets et de compo-
santes connexes de G; ©<; est le sous-espace vectoriel engendré par ©c.

Nous savons déjà que tout cocycle est le support d'une tension simple.
Inversement, soit 0 une tension simple, et soit t un potentiel entier
canoniquement associé à 0; on a

S(0)=S(6)=cou(S(Q).

Comme le groupe (resp. l'espace vectoriel) des potentiels entiers
(resp. réels) est engendré par les ^(AcX^,), il est évident que ©(.(resp. ©<,)
est engendré par les O^AcX^.) : ©<; est donc le sous-espace vectoriel
engendré par ©(;. Or l'application linéaire canonique qui à tout potentiel
associe une tension a pour noyau l'ensemble des potentiels qui sont constants
sur chaque composante connexe ; on a ainsi

dim ©1;== n —p == dim Q,^,.

La proposition est ainsi démontrée (c/*. chap. II, § 3, prop. 6).
On appelle flot sur G tout élément Ç6R110 vérifiant

<^ O", îp )> == o quel que soit açX(;.

Nous noterons ^ l'ensemble des flots sur G, et ^o l'ensemble des flots
entiers sur G.

PROPOSITION 2. — ^t; est le sous-groupe régulier orthogonal à ©c;
on a S(<t\.) = M<;. 3>(; est le sous-espace vectoriel engendré par ^(,.

(Évident.)

Remarque. — Etant donné un cocycle élémentaire, il existe exactement
deux éléments primitifs de ©(; ayant ce cocycle pour support, et ces deux
éléments sont opposés [cf. chap. I, § 3, prop. 3); on voit ainsi que les
éléments primitifs de ©ç sont les éléments de la forme 9\ où G^ est
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connexe, et où Gc-A est connexe, en appelant C la composante connexe
de G qui contient A; et l'on a

S^(^ )==&)£ (A) et S-(9^=:^ (A).

Soit [̂  un cycle élémentaire de G : on peut parcourir ce cycle de deux façons
opposées; choisissons un sens de parcours et appelons [^+ l'ensemble des
arcs qui sont dans le sens du parcours, pt.~ l'ensemble des arcs qui sont dans
le sens opposé; il existe un élément primitif C€^G vérifiant S^c)^^
et S~(c) = p.", et les seuls éléments primitifs de $(; ayant p. pour support
sont c et (— c).

PROPOSITION 3 (15). — Soit G un multigraphe orienté, soit V un arbre
de G, et soit W == U(. — V le coarbre complémentaire, ^application de
restriction y -> ç^v ^ un isomorphisme de 3>c sur ^w? ^ de ^c sur Z\
L9 application de restriction Q -> Qy est un isomorphisme de ©o sur T^ et
de ©<; sur Z^.

(Évident.)

PROPOSITION 4 [18]. — Soit un multigraphe orienté G, et soient des entiers
(resp. des nombres réels) finis ou infinis a« et ba (u€:UJ vérifiant

Ou^ bu quel que soit u ç. U(,.

Pour qu^il existe un flot entier <p {resp. un flot réel 9) vérifiant
da^^u^bu quel que soit uç\J^

il faut et il suffit qvHon ait

^j ^«^ ^, ^'u quel que soit A C X\;
llÇ'^W UÇ(I)Q(\)

(cf. chap. II, § 3, prop. 1).

PROPOSITION 5 [28]. — Soit un multigraphe orienté G, et soient des entiers
{resp. des nombres réels) finis ou infinis On et bu (u€ Uc) vérifiant

Cbu^ h,t quel que soit u ç U(;.

Pour qu^il existe une tension entière 9 [resp. une tension réelle 9) vérifiant
du^ ÔM^ bu quel que soit u € UG,

il faut et il suffit que pour tout cycle élémentaire p., et pour tout sens de parcours
sur ce cycle, on ait

2^2""
Me^4- UÇ\L—

{cf. chap. II, §3, prop. 1).

(15) Pour les propositions 3 à 11,c/. [2].
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Dorénavant nous noterons ^(resp. ^>^, ©^, 0^) l'ensemble des éléments
positifs de <&o(resp. ;̂, ©r., ©(;). On 'appelle circuit élémentaire tout flot
primitif positif; on appelle cocircuit élémentaire toute tension primitive
positive. Si G est un graphe, un circuit c est entièrement déterminé
par la séquence Xo, Xi, x^, . . ., ^(définie à une permutation circulaire
près sur les indices o, i, 2, . . ., k) des sommets qu'on rencontre lorsqu'on
parcourt le cycle p,==S(c) dans le sens défini par [JL+==[JL : on le note
généralement [xo, x^ x^, . . ., x/,, Xo\.

PROPOSITION 6. — Les éléments de ^{resp. 3>c^? ®î? Q'c) sont les combi-
naisons linéaires positives à coefficients entiers {resp. réels, entiers, réels)
des circuits {resp. circuits, cocircuits, cocircuits) élémentaires de G.

(Cf. chap. II, § 4, prop. 1.)

PROPOSITION 7 [25]. — Soit un multigraphe orienté G dont les arcs sont
colorés, soit en rouge, soit en vert, soit en noir, et soit Uo un arc coloré en
noir. Uune, et Vune seulement, des deux propositions suivantes est vérifiée :

(1) I I passe par l'arc Uo un cycle élémentaire [JL uniquement rouge et noir,
dont tous les arcs noirs sont orientés dans le même sens {c^est-à-dire appar-
tiennent tous, soit à [^+, soit à |JL~);

(2) I I passe par Varc Uo un cocycle élémentaire ^c(A) uniquement vert et
noir, dont tous les arcs noirs sont orientés dans le même sens [c''est-à-dire
appartiennent tous, soit à c-o'^(A), soit à (O(;(A)J.

{Cf. chap. II, § 4, prop. 2.)

PROPOSITION 8. — Étant donné un multigraphe orienté G, les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) G ne possède pas de circuits élémentaires^
(2) Par tout arc de G, il passe un cocircuit élémentaire (cest-à-dire :

il existe un cocircuit élémentaire dont le support contient cet arc).
{Cf. chap. II, § 4, corollaire de la proposition 2.)

Soit un multigraphe orienté G. On définit dans G un chemin élémentaire
lorsqu'on se donne une séquence Xo, Xi, x^, . . ., x/, de sommets distincts
et une séquence Uj , u^, . . ., u/, d'arcs distincts tels que u, a rr,_i pour extré-
mité initiale et Xi pour extrémité terminale {i = i, 2, . . ., m). Si G est
un graphe, un chemin élémentaire de G est entièrement déterminé par la
séquence des sommets par lesquels il passe : on le note généralement
[_XQ, X i , X^y • • • ; «^/.•J«

Étant donné un multigraphe orienté G, considérons dans X^, la relation
binaire « a = b où il existe un chemin élémentaire allant de a vers b et un
chemin élémentaire allant de b vers a ». C'est une relation d'équivalence,
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Les classes d'équivalences s'appellent les composantes fortement connexes
de G. On dit que G est fortement connexe s'il n'a qu'une composante fortement
connexe, autrement dit si, pour tout couple (a, b) de sommets distincts,
il existe un chemin élémentaire allant de a vers 6.

PROPOSITION 9. — Etant donné un multigraphe orienté G, les trois propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) G ne possède pas de cocircuits élémentaires;
(2) Par tout arc de G, il passe un circuit élémentaire;

(3) Les sous-muiti graphes engendrés par les composantes connexes de G
sont fortement connexes.

L'équivalence de ( i ) et (2) est évidente {cf. chap. II, § 4, corollaire de la
proposition 2). Si G possède un cocircuit élémentaire, l'un au moins des
sous-multigraphes engendré par les composantes connexes de G n'est
pas fortement connexe. Inversement, soit C une composante connexe de G,
et supposons que G(; ne soit pas fortement connexe; soit AcC une compo-
sante fortement connexe de Gc, et soit U€CO( ; (A) : il n'existe pas de circuit
élémentaire passant par u, car si un tel circuit existait, les deux extrémités
de u appartiendraient à la même composante fortement connexe.

PROPOSITION 10. — Soit un multigraphe orienté G, sans circuits^ ayant
n sommets et p composantes connexes. Il existe^ dans G, n — p cocircuits
élémentaires qui engendrent ©^.

(Cf. le théorème du chapitre II, § 4.)

PROPOSITION 11. — Soit un multigraphe orienté G, fortement connexe^
ayant n sommets et m arcs. Il existe^ dans G, m — n 4- i circuits élé-
mentaires qui engendrent <Ï\,.

(Cf. le théorème du chapitre II, § 4.)

Étant donné un sous-groupe régulier FCZ1, et deux ensembles
disjoints K, LC I, nous noterons [F, K, L] le sous-groupe régulier de Z1"1'"1

constitué par les restrictions à 1 — K — L des éléments de F à supports
inclus dans 1 — K.

PROPOSITION 12. — On a
[ F , K , L ] * = [ F * , L , K ] .

(Évident.)

PROPOSITION 13. -— Si L, L7, K, K' sont des ensembles disjoints deux à deux
et inclus dans I, on a

[[F, K, L], K', L ' ] = [ ¥ , KuK 7 , LuV].
(Évident.)
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PROPOSITION 14. — Si K et L sont deux ensembles disjoints inclus dans I,
on a

S ( [ F , K , L ] ) = [ S ( F ) , K , L ] .
En effet, on a

[S(F), K, L]cS([F, K, L]) et [_S(P), L, K.]cS([F*, L, K j ) .

Or on a
[S(F), K, ïJ=[S*(F), L, K]=[S(F*), L, !<]

et
S-([F, K, L ] ) = = S ( [ F , K, Ln^SfF*, L, K.]);

d'où l'égalité annoncée.

PROPOSITION 15. — Soit un multigraphe orienté G, et soient K et L deux
ensembles disjoints d'arêtes de G. Le groupe des tensions entières de [G, K, L]
est [©^ K, L], et son groupe des flots entiers est [^^ L, K].

(Évident.)

PROPOSITION 16. — Soit un sous-groupe régulier FCZ'. Pour quil existe
un multigraphe orienté G vérifiant U<; = 1 et 0^; == F, il faut et il suffit
que S (F) soit cocyclique.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, nous allons
démontrer, par récurrence sur 1 , que si G est un multigraphe non orienté
associé à S (F), il est possible d'orienter les arêtes de G de manière telle
que le multigraphe G obtenu vérifie @r.= F. On peut toujours supposer
que G est indécomposable. Distinguons deux cas.

Premier cas : II existe dans G un cycle à deux éléments, soit {1*1, 1*2}.
Soit alors c l'élément de F* qui vérifie S ( c ) = = { i i , 12} et c,,==i. D'après
l'hypothèse de récurrence, il est possible d'orienter les arêtes de [G, 0, { l a } ]
de manière que le groupe des tensions du multigraphe obtenu soit égal
à [F, 0, {1*2}]. Il ne reste plus alors qu'à orienter 13 dans le même sens
que ii si c^ = — i, dans le sens contraire si c^ == i.

Deuxième cas : G ne possède pas d'arêtes multiples. Il existe alors
{cf. le lemme 1 du chapitre III, § 3) une arête io telle que [G, {io}, 0] est
indécomposable. D'après l'hypothèse de récurrence, il est possible
d'orienter G'== [G, { i o } , 0] de manière que le groupe des tensions du
multigraphe G' obtenu soit égal à [F, {io}, 0]. Soient a et & les deux
extrémités de io dans G, soit a le sommet obtenu à partir de a et b par
étrécissement de io, et soient c et c' les deux éléments de F vérifiant

S ( c ) = = û ) G ( û ) , S^^cocWî ^=i et c;;==—i.
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Comme (o^(a) est un élément minimal de S(F), les ensembles S^c+c')
et S^^^0') soîit égaux à l'ordre près, aux ensembles ^,(a) et co^(a).
Soit G le multigraphe orienté obtenu à partir de G en orientant les arêtes
autres que io de la même manière qu'elles le sont dans G', et en orientant io
de a vers b si S^c-^- c') = ̂ (a), de b vers a si S + (c+c / )=cor(a) :
il est évident qu'on a ©G== F.

PROPOSITION 17. — Soit un sous-groupe régulier FCZ'. Pour qu'il existe
un multigraphe orienté G vérifiant U(;== 1 et ©G==F, il faut et il suffit
qu^ aucun groupe de parties de 1 de la forme fS(F), K, 0] ne soit du même
type que ^i ou ^2.

En effet, on vérifie aisément qu'il n'existe pas de sous-groupe régulier F
tel que S (F) soit isomorphe à <Ï>. Il en résulte, d'après la proposition 14,
qu'aucun groupe de parties de la forme [S (F), K, 0J ne peut être du même
type que $ ou que <&*.

CHAPITRE V.

DEMI-DEGRÉS ET CIRCUITS DANS UN GRAPHE ORIENTÉ.

1. INTRODUCTION. — G. A. Dirac [6], P. Erdôs et T. Gallaï [8] ont énoncé
un certain nombre de conditions suffisantes pour qu'existe, dans un graphe
non orienté, une chaîne hamiltonienne, ou un cycle hamiltonien (16), ou
un cycle de longueur supérieure à un nombre donné, etc.; ces conditions
portent, soit sur le nombre d'arêtes, soit sur les degrés (^.du graphe.
Nous allons citer les principales d'entre elles; pour la commodité de l'exposé,
nous parlerons de graphes symétriques au lieu de parler de graphes non
orientés.

THÉORÈME 1 [6]. — Si, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a

1 l'a ̂  | ̂  - | XG | quel que soit x e XG,•i

alors ce graphe possède au moins un circuit hamiltonien.

(16) On appelle cycle (resp. chaîne, chemin, circuit) hamiltonien un cycle (resp. une
chaîne, un chemin, un circuit) élémentaire qui passe par tous les sommets du graphe.

(17) Étant donné un graphe non orienté G, on appelle degré en un sommet x le nombre
d'éléments de eo (x). Étant donné un graphe orienté G, on appelle demi-degré extérieur
(resp. intérieur) en un sommet x le nombre d'éléments de co^ {x) [resp. de ̂  (x)].
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THÉORÈME 2 [8]. — Si, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a

1 r^ | ̂  - [ | XG [ -4- i] quel que soit x € X^,
Zi

alors, quels qu^ soient a, & € X,;, il existe un chemin hamiltonien allant de a
vers 6.

THÉORÈME 3 [8]. — 5i, dans un graphe symétrique indécomposable G, on a

\ IV^ 1 î̂ : ̂  q11^ q116 solt x € X\;, u^ec o < d ̂ -- \ X<; |,

afor5 i7 existe dans G MM circuit élémentaire de longueur au moins égale à 2 d.

THÉORÈME 4. — 5i, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a

|U,|>/[ |X^-i],

alors il existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure à l.

Nous avons cherché à étendre ces résultats, de façon aussi naturelle
que possible, aux graphes orientés quelconque. Ce chapitre sera consacré
à l'exposé des résultats obtenus, résultats positifs en ce qui concerne les
théorèmes 1 et 2, négatifs en ce qui concerne les théorèmes 3 et 4.

2. DEMI-DEGRÉS ET CIRCUITS HAMILTONIENS.

THÉORÈME 5. — Si, dans j^n graphe orienté G fortement connexe^ on a

] TG.X! | -+- | r^ | >* [ XG | quel que soit x çX(,,

alors ce graphe possède au moins un circuit hamiltonien.
En effet, si l'énoncé qui précède était faux, on pourrait trouver un

graphe G qui contredise cet énoncé, et tel que tout graphe ayant moins
de sommets que G vérifie cet énoncé. Nous allons montrer que cela
conduirait à une contradiction.

Soit dans G un circuit élémentaire de longueur maximale

[.PO» ^\i ^25 . . .,-c/^-i, oi?o]î on a 2 ̂  m << | Xp. |.
Posons

Xo= { XQ^ X^ X^ . . . , 0!,n-l 1

et appelons Xi, X2, . . ., X^ les composantes fortement connexes du sous-
graphe engendré par Xc — Xo.

i° Les sous-graphes engendrés par Xi, Xs, ..., Xp possèdent chacun
au moins un circuit hamiltonien.
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En effet, soit x un élément quelconque d'une composante quelconque
Xr(i^r^p) : on a

yçT^x =^y^T^x quel que s o i t j € X G — X o — X r
et

XiçT(,x •=> Xi+i^Tçx quel que soit ^eXo (18).

On a donc
| Xr n TQX | -+- | X,. n T^x | ̂  [ Xr 1 quel que soit x € Xr.

Le sous-graphe engendré par Xr, qui est fortement connexe, et qui a
moins de sommets que G, possède donc un circuit hamiltonien.

2° Un au moins des ensembles X,(5=i,2, ...,p) vérifie

x,nrGXo^0 et x,nrGXo^0 (10).
Le graphe G étant fortement connexe, il existe au moins un

ensemble X/ (i^r^p) vérifiant

x^nrGXo^0.
On a

yçTçx ==> y^Tçx quels que soient xçXr et J^XG—XO—X,. .

Supposons que la proposition annoncée soit fausse : on a alors
y^ÎQX => y^Tex quels que soient xçXo et ^ e X c — X o — X ^ ;

d'où il résulte :
|(XoUX^)nrG^|4-|(XoUX,.)nrG^|^|XoUX^| quel que soit xçXo\jX^.

Comme G est fortement connexe, et que d'autre part on a par hypo-
thèse Xr 01^X0=0, il existe dans G au moins un chemin élémentaire
de longueur supérieure à i, [zo, JSi, ^2, ..., z<], vérifiant

-SoCXr, Zi^Xo et -si, .. .,^-i^XoUX^.

Le graphe obtenu en ajoutant au sous-graphe engendré par XoUXr
un arc admettant Zo et Zt pour extrémités initiale et terminale est fortement
connexe, et il possède moins de sommets que G : il possède donc au moins
un circuit hamiltonien. En remplaçant dans ce circuit l'arc (zo, Zt) par le
chemin [20,^1,^2, ..., z<], on obtient un circuit élémentaire de G de longueur
supérieure à m, ce qui est absurde. La proposition est ainsi démontrée.

(18) Les indices qui numérotent les sommets du circuit [a;o. Xi, Xî, ..., Xm-i^ Xo] seront
traités comme des entiers module m : pour i == m — i , la notation Xi+i représentera
le sommet a;o.

(19) Étant donné un multigraphe G, et un ensemble AcXc, on convient de noter

rGA=^JrG.y et, rGA==^Jr^.
XÇA. XÇA
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Dorénavant, quitte à changer de numérotation, nous supposerons que Xi
vérifie

x^T^,x^0 et Xinr^Xo^0.

Le sous-graphe engendré par Xi possède, d'après i°, un circuit hamiltonien
[2/o, yi, y^ ..., ^-i] (20) (?^m).

3° On a
^eToj/ ==> ^-+-11 ^+2î .. .•» ^4-7^rGj/-i

çue^ çue soient i == o, i, 2, ..., m — i e(j == o, i, 2, .. ., y — i.
En effet, si l'on a à la fois

.z-^rojy et ^€rGj/-i,
rcA étant l'un des sommets ^+1,^+2, ..., xi+q, alors le graphe G possède
un circuit de longueur supérieure à m, à savoir le circuit

^ii J/î 7/+1? J/+2î ... < Jy-i, «a^ ^+15 .. • î .a"i],

ce qui est absurde.
4° On a

y / ç. TG Xo =» | Xo n rcy/-! | ̂  w — ^
c(

Jy-lÇrGXo =» |Xonroyy 1^771— y

pourj==o, i, 2, , . . , ç — i .
Cela résulte immédiatement de ce qui précède.

5° On a
Xi c PcXo r\ 1^X0.

En effet, on a, quel que soitj = o, i, 2, ..., q—i,

KXG-Xo-xonrGyy|+ | (XG-Xo-xonrGj/ |^ |XG~Xo-x, |
et

I Xi n rcy/1 + I Xi n r^/1 ̂  2 ( q -1 ) ;
d'où

|XonrG.y/|-+- |XonrG.y/ |^w4-y— 2 ( ^ — 1 ) =m— y+2 .

D'après 405 on a donc
jy € rcXo ==> | Xo n rcj/-! [ ̂  2 => yy_i e reXo

et
jy-ieTGXo ^ IXonrGj/1^2 =» .y/crGXo.

(20) Les indices qui numérotent les sommets de ce circuit seront traités comme des
entiers modulo g.
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Comme, d'autre part, on a

X,nrGXo^0 et XinrcXoT^,

on a bien la propriété annoncée.
6° On a

[XonrGjy|+iXonrGj/-i 1^ /n—^-h i pour y=o, i, 2,. . . , q— i.

En effet, d'après 5°, on a

Xonrcj/T^ et Xonrc,j/-i7'0.
Soit /c le plus petit entier positif pour lequel il existe un indice io vérifiant

^•o^^Jy et ^+^.€rGj/_i;

d'après 3°, on a nécessairement k > q.
On a, d'après 3°,

Xi^T-^yj => ^-n^rGj/-i pour i = = o , i , 2 , . . . , m — i ;

d'autre part, d'après la définition de k et de 1*0, on a

^^roj/ et ^+i^rG.y/-i pour î = = / o 4 - i , / o + 2 y . . . , 4 + ^ — 1 .

Il en résulte l'inégalité annoncée.

7° ^Vou5 aboutissons maintenant à la contradiction annoncée.
En effet, nous avons vu dans 5° qu'on a

|Xonrc.jy| + I X o n r ^ y / l ^ w — q-}- 2 pour y==o , i, 2, ..., y — i ,

ce qui donne
q-i q-i

^|Xonr^[+^|XanTG7yl^^(^-y+2).
7=0 /=0

Or, d'après 6°, on a

y-1

^[|'(XonrGjy|4-|XonrGj7-i|]^^(w-^4-i).
7=0

D'où, en définitive,
q(m — <7-t- 2)^ç(w — ^-+-1),

ce qui est absurde.
c. Q.F. D.
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Montrons maintenant que le théorème 5, qui vient d'être démontré,
est effectivement une généralisation du théorème 1. En effet, soit G un
graphe symétrique sans boucles vérifiant

1 ^G^ | ̂  - | XG | quel que soit .a? €XG.2

Remarquons d'abord que G est nécessairement connexe, sans quoi,
en appelant A une composante connexe de G vérifiant

|A|^|XG

on aurait

| rG^|< |A|^- |Xc. | pour .r<=A.

En appliquant le théorème 5, on voit que G possède un circuit hamiltonien.

Nous avons cherché à renforcer l'énoncé du théorème 5 de deux façons :
— en supprimant la condition de forte connexité;
— en allégeant la condition imposée aux demi-degrés.
Dans chacun de ces deux cas, nous avons abouti à un contre-exemple.

Contre-exemple 1. — Soit un entier quelconque p^2, et soient deux
ensembles disjoints Xi et Xg ayant chacun p éléments.

Fig. 9.

Considérons le graphe orienté G (voir fig. 9) défini par

XG^X.UX,,

et

Ona
Y^TGX <==> .3?€Xi ou j€Xa et y^œ.

| TQX \ -+- [ TG^ | = 3p — 2 ̂  ip = | X<, | quel que soit x ç XG.

Cependant, G n'est pas fortement connexe, et a fortiori n'admet pas de
circuits hamiltoniens.
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Contre-exemple 2. — Soit un entier quelconque p^2, et soit le graphe
orienté G (voir fig. 10) défini par

XG== (0, I , 2, . . . , /?} ,

yçT(;3! <==> x<^y ou y=zo e\. y - ^ x .

Soit un entier k avec i ̂ /c < p, et soit G/, le graphe obtenu en supprimant
dans G Parc (/c, /c4-i) . GA est un graphe fortement connexe de p +1
sommets, et l'on a

I ip pour x •==. o ;
[ I\«^ [ 4- j TG x \ == p -l- i pour x -yé. o, À-, À- 4-1 ;

/? pour x=k^ k 4- i.

Or on peut remarquer que G/; ne possède aucun circuit hamiltonien.

î

Fig. 10.

3. DEMI-DEGRÉS ET CHEMINS HAMILTONIENS. — Du théorème 5 nous
pouvons déduire une conséquence importante.

THÉORÈME 6. — Si un graphe orienté G vérifie

| TQX \ -+- | T'QX [ ̂  | XG ] — î quel que soit x ç XG,

il possède au moins un chemin hamiltonien.

En effet, soit G le graphe obtenu en ajoutant à G un sommet a, et, pour
chaque a^eXc, deux arcs opposés (a, x) et {x, a). G est fortement connexe;
on a

[ XG | == | XG | 4- î
et

| FG^ | 4- | r^ | ̂  | XG | -+-1 quel que soit x € XG.

D'après le théorème 5, G possède un circuit hamiltonien. Donc G possède
un chemin hamiltonien.

Remarquons que le théorème de Kônig qui affirme que tout graphe
complet possède au moins un chemin hamiltonien, découle immédiatement
du théorème 6.

Nous allons maintenant essayer de généraliser le théorème 2. Donnons
d'abord une définition.
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DÉFINITION. — Nous dirons qu'un graphe orienté est fortement h-connexe
s'il est fortement connexe, et s'il le reste après suppression de A — i
sommets quelconques (h <; ] X(, [ ).

L'énoncé qui vient à l'esprit tout naturellement pour étendre le théorème2
au cas des graphes orientés est le suivant :

« Si dans un graphe orienté connexe sans boucles G, on a
| T^x \ + ] T^x |^|X(, | 4- i quel que soit ^eX^,

alors pour tout couple (a, &) de sommets distincts, il existe au moins un
chemin hamiltonien partant de a et finissant en b. »

Mais cet énoncé est infirmé par le contre exemple suivant :
Contre-exemple 3. — Considérons le graphe à six sommets de la figure n.

En tout sommet la somme des deux demi-degrés est égale à 7. Cependant,
il n'existe pas de chemin hamiltonien commençant en A et finissant en B.
Remarquons par ailleurs que le graphe considéré est fortement 2-connexe.

Le contre-exemple précédent laisse place à un énoncé plus faible.

Fig. ii.

THÉORÈME 7. — Si un graphe orienté fortement ^-connexe G vérifie
| r̂ ,J" [ + | r^ [ ̂  | XG [ 4- i quel que soit x ç. XG,

alors pour toute paire {a, b} de sommets distincts, il existe au moins un
chemin hamiltonien ayant a et b pour extrémités (21). Cet énoncé ne précise
pas l'orientation du chemin hamiltonien qui joint a et &.

(21) Cet énoncé généralise le théorème 2. En effet, si un graphe symétrique sans
boucles G vérifie

| ̂ G301 ̂  - f 1 XG | -+- i] quel que soit xç. XQ,
il est nécessairement inarticulé,
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Ce théorème va se démontrer très facilement à partir du théorème 5 (22).
A tout couple (a, b) de sommets distincts, associons le graphe Ga,b obtenu
en supprimant dans G les sommets a et &, en ajoutant un sommet c, et pour
chaque sommet x 7^ a, 6, un arc (c, x) chaque fois qu'on a xçT^a, et un
arc (rc, c) chaque fois qu'on a xçTçb.

Un tel graphe Ga,b est fortement connexe. En effet, G étant fortement
2-connexe, il existe dans G, quel que soit le sommet x^a, b un chemin
allant de a à x sans passer par b, et un chemin allant de x à b sans passer
par a; or cela revient à dire qu'il existe dans Ga,&, quel que soit le
sommet x -^ c, un chemin allant de c à x et un chemin allant de x à c.
D'autre part, en tout sommet de Ga,& autre que c, la somme des deux demi-
degrés est supérieure ou égale à |Xç|—i, c'est-à-dire au nombre de
sommets de Ga,6. Enfin remarquons que Ga,b admet un circuit hamiltonien
si, et seulement si, il existe dans G un chemin hamiltonien commençant
en a et finissant en b.

Ceci dit, étant donné une paire quelconque {a, b} de sommets distincts
de G, considérons les deux graphes G'== Ga,b et G"= G^,a. On a

|r Ĝ-C I 4- | T^c |] + | TG"C | 4- | r^ c \

^[|rGa|~i]+[|rG&|-i ]+ [ i rG^|- i ]+[ | rGa|- i ]^2[ |XGi- i ] .

Il en résulte que l'une au moins des deux inégalités suivantes :

I Te, c i + [ r^c | ̂  | Xc4 | TG"C | +1 r^c | ̂  | XG. i

est vérifiée, et par conséquent, d'après le théorème 5, que l'un au moins
des deux graphes G' et G" possède un circuit hamiltonien.

c. Q. F. D.

Nous allons voir maintenant qu'on ne peut renforcer l'énoncé du
théorème 7 :

— ni en remplaçant la condition que G est fortement 2-connexe par la
condition que G est fortement connexe;

— ni en allégeant la condition imposée aux demi-degrés.

Contre-exemple 4. — Considérons d'abord le graphe donné comme contre-
exemple 1 au paragraphe précédent, et remarquons que dans ce graphe
tout chemin hamiltonien commence dans Xi et finit dans Xa. Cela va nous
mettre sur la voie du contre-exemple que nous voulons construire ici.
En effet, soit p un entier quelconque ̂ 2, et soient Xi, Xa, Xa trois

(22) II n'est pas possible de passer facilement du théorème 1 au théorème 2. De ce point
de vue, le théorème 5 introduit une certaine unité.
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ensembles disjoints ayant chacun p éléments. Soit G le graphe (voir fig. 12)
défini par

XG=XiUX,.uX3

et
( ^€Xt

y^T^x <==> ^ ou .37 6X3 et j 6X^X3, et y -^x
\ ou xçX^ et j€X.3.

Soit b un élément quelconque de Xa : il n'y a dans G aucun chemin hamil-
tonien commençant ou finissant en b. Soit maintenant G' le graphe obtenu
en ajoutant à G un sommet a et, pour chaque sommet ^€XG, deux arcs
opposés (a, b) et (x, a). II est évident qu'il n'y a pas dans G' de chemin
hamiltonien ayant a et & pour extrémités. Et cependant G' est fortement
connexe, et la somme des deux demi-degrés en chacun de ses sommets
est supérieure ou égale à [XG.|+1-

Fig. 12.

Contre-exemple 5, — Considérons le graphe Gk défini dans le contre-
exemple 2, et soit G' le graphe obtenu en remplaçant le sommet 0 par deux
sommets a et b reliés entre eux et à tous les autres sommets par deux arcs
opposés. Ce graphe est fortement 2-connexe, et la somme des demi-degrés
est supérieure à [ X G . I en tout sommet autre que k et /c+i , égale à [ XcJ
aux sommets k et A*+ i. Cependant G' n'admet pas de chemin hamiltonien
ayant a et b pour extrémités; car si cela était, Gk admettrait un circuit
hamiltonien.

4. CIRCUITS DE LONGUEUR SUPÉRIEURE A UN NOMBRE DONNÉ (Contre-

exemple). — Pour tenter d'étendre les théorèmes 3 et 4 au cas des graphes
orientés, on est conduit à envisager des énoncés qui seraient en gros les
suivants :

Énoncé 1. — « Si un graphe orienté fortement 2-connexe sans boucles G
vérifie

[r 'G.rj 4- [r^l^û? quel que soit x € Xç, avec Û?^|XG|,
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alors il existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure ou
égale à d. »

Énoncé 2. — « Si un graphe orienté (fortement 2-connexe) sans boucles G
vérifie

| U G | > ^ | X G | - I ] ,

alors il existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure à l. »
Or ces énoncés sont largement infirmés par le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 6. — Soient A, Xi et Xa trois ensembles disjoints avec
[A|=2, |X,|=tX,|=//.

Considérons le graphe G défini par
X^==A\jX,uX,

et
yçT^x <=> xçA. ou jeA ou ( .z-eXietjçXs) ety-^-x.

G est fortement 2-connexe, et il a 2p + 2 sommets. On a

I ̂ GX | -+- | TQX | ̂ /? + 4 quel que soit x ç. XG,
et

|UG|=^+8^+2>^|XG| .

Cependant, aussi grand que soit p, G n'admet pas de circuits de longueur
supérieure à 6.

CHAPITRE VI.

DEUX THÉORÈMES ÇOMBINATOIRES.

1. GRAPHES DE coMpARABiLiTÉ. — Étant donné une relation d'ordre,
qui sera notée ̂ , définie sur un ensemble fini X, il est possible de lui
associer le graphe orienté G défini par

XG=X et yeT^x <=> x<y.

La propriété caractéristique des graphes ainsi définis est d'être transitifs,
c'est-à-dire de vérifier

yçTex et zçîey => Z^TG^'

Or les graphes transitifs ont un certain nombre de propriétés intéressantes
qui ne font pas intervenir l'orientation des arêtes : en particulier, dans un
graphe transitif G on a

Y(G)=îo(G) et 9(G)==a(G),
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en appelant -y (G) le nombre chromatique, a (G) le nombre de stabilité
interne, œ(G) le nombre maximal d'éléments d'une clique, et 9 (G) le
nombre minimal d'éléments d'une partition de XG en cliques.

Il paraît donc intéressant, étant donné une relation d'ordre, notée ^,
définie sur un ensemble fini X, de lui associer le graphe non orienté G
défini par

XG=:X et )cr, j (€UG <==> (^<yo\iy<x).

Un tel graphe s'appellera un graphe de comparabilité. Le problème
se pose de pouvoir caractériser simplement les graphes de comparabilité.
A. J. Hoffman a énoncé à cet égard une conjecture, qui a été démontrée
quelque temps après, simultanément et indépendamment, par lui-même
et par l'auteur de cette thèse ([14], [15]). Nous donnons ici notre démonstra-
tion, qui ne s'applique qu'au cas fini, mais qui a l'avantage d'être
extrêmement rapide.

THÉORÈME. — Étant donné un graphe non orienté wns boucles G
associons-lui le graphe non orienté G défini par

^•€XG 4=> x={a^b) et ) ^ , A ( € U G
et

} ^ , J ^ € U G <=» ^== (a, b),y=(b, c) et ( a , c ( ^ U G .

Pour que G soit un graphe de comparabilité, il faut et il suffit que G soit
bichromatique.

On appellera orientation de G un ensemble V C Xc X Xc vérifiant
(a ,&)eV => (^,a)^V

et
( a ,& )eUc <=> (a, ^ )€V ou (6, a)€V.

Nous dirons qu'une orientation V est transitive si elle vérifie
(a,6)eV et ( ^c )eV ^ (a,c)€V;

qu'elle est quasi-transitive si elle vérifie
(a, b)ç\ et (b, c)çV => {a,c{çU^.

Toute orientation transitive est quasi-transitive. D'autre part, il est
évident que G est un graphe de comparabilité si et seulement si il possède
au moins une orientation transitive.

Enfin remarquons que pour que G soit bichromatique, il faut et il
suffit qu'il existe un ensemble V C Xç X Xc tel que

VcX,,

a?,j€V •=> (^,J(^U^
^7€X^-V^{^j{^U^.
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Or pour que V vérifie toutes ces conditions, il faut et il suffit que ce soit
une orientation quasi-transitive de G.

Étant donné ce qui précède, la démonstration du théorème sera achevée
lorsque nous aurons démontré le lemme suivant :
LE M ME. — 5"i7 existe une orientation quasi-transitive de G, il existe également
une orientation transitive de G.

Nous allons supposer que ce lemme est vrai pour | X^. | < n, et
considérer un graphe non orienté G ayant n sommets et possédant une
orientation quasi-transitive V.

Remarquons d'abord que si trois sommets distincts a, b et c vérifient
(a,6)eV, ( ^ c )eV et (c,a)eV,

tout autre sommet de G est relié à o, 2 ou 3 de ces sommets. Ceci dit, si
l'orientation V n'est pas transitive, il existe trois sommets Xi, x^, Xs vérifiant

(.2-1, x.i} € V, (x.^ x-^ € V et (^•3, ^i) € V.

Deux cas se présentent alors.
Premier cas. — Tout sommet autre que a;i, ^2, Xs qui est relié à l'un

de ces trois sommets est relié aux trois. Supprimons alors x^ et x'^ et donnons
une orientation transitive au sous-graphe obtenu (cela est possible, d'après
l'hypothèse de récurrence).

Si nous orientons ensuite chaque arête de la forme } x, x ^ } ou } x, Xi},
x étant différent de x^ x^ Xy, de la même façon que \x, x^^ et si nous
orientons de manière transitive le triangle formé par x^ x^, Xs, nous obtenons
finalement une orientation transitive de G.

Deuxième cas. — II existe au moins un sommet XQ différent de o?i, x^ Xs
relié à deux de ces sommets, par exemple à rc.j et Xs, mais pas au troisième.
Soit A l'ensemble des sommets x différents de x^ et x^ qui vérifient

(^,*r-2)eV et (^.,,cr)eV.

On a o;i€A; et, d'autre part, comme Xo n'est pas relié à x^ on a néces-
sairement *To€A. Nous allons voir maintenant que si x est un sommet qui
n'appartient pas à A, alors ou bien x est relié à tous les sommets de A,
ou bien x n'est relié à aucun sommet de A. En effet, soient a, &€A, et
supposons que x soit relié à a, mais pas à b : en considérant le triangle
formé par a, x^ et ^3, on voit que x est relié à deux au moins de ces trois
sommets, donc à l'un au moins des sommets x^ et ^3; en considérant
ensuite le triangle formé par 6, x^ et ^3, on voit que x est nécessairement
relié à x^ et x-.^, et qu'on a plus précisément (rc, a^ëV et (^3, o;)€V; mais
cela est absurde, puisque .r^A.

Il suffit maintenant d'orienter de manière transitive, d'une part le sous-
graphe de G engendré par A, d'autre part le sous-graphe obtenu en
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supprimant dans G les sommets de A autres que Xi (cela est possible d'après
l'hypothèse de récurrence), et d'orienter toute arête de la forme \x^ y\
avec x ̂  A et y € A de la même manière que }^,a;i}, pour obtenir une
orientation transitive de G. c. ç. F. D.

Il existe une autre manière d'énoncer le théorème précédent.

COROLLAIRE. — Pour qu^un graphe non orienté sans boucles G soit un
graphe de comparabilité, il faut et il suffit que, pour toute séquence impaire
de sommets XQ, rci, rca, . . ., x^q vérifiant

(a:i, x^ ( € U G pour î= :o , ï , 2, . . ., iq

(en convenant que V addition entre indice se fait module 2 q 4- i) il existe
au moins un indice i (i = o, i, 2, . . ., 2ç) tel que

)œi, ^4-2 (€Uc.

En effet, pour que G soit bichromatique, il faut et il suffit que tous ses
cycles soient de longueur paire.

2. A PROPOS D'UN LEMME COMBINATOIRE. — Etant donné deux graphes G
et G' (orientés ou non), on appelle application préservante de G dans G' toute
application de Xg dans XG. qui est telle que les images de deux sommets
adjacents quelconques sont deux sommets adjacents ou confondus.

PROPOSITION 1. — Si (T est une application préservante de G dans G'
et si cr' est une application préservante de G' dans G^, le produit de compo'
sition a'ocr est une application préservante de G dans G".

PROPOSITION 2. — Soient G et G' deux graphes ayant même nombre de
sommets et même nombre d9 arêtes; et soit a" une application préservante de G
dans G'. Si cr est biunivoque, Inapplication inverse (J""1 est préservante.

En effet, l'application cr de UG dans UG' définie par

^^./^{^(^ ^(j) {

est injective. Or on a |UG|=|UG. | . Il en résulte que o- est bijective.
On a donc bien

)^y(eUG. => ^(.^(T-^^UG.
Nous allons étudier les applications préservantes pour un type de graphes

très particulier.

DÉFINITION. — Etant donné un ensemble fini I, nous appellerons graphe
simplical de I le graphe orienté G= G(I) défini par

XG=^(I)
et

BercA <=> BDÂ et |B |== |A | -4 - i .
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PROPOSITION 3. — Si a est une application préservante de G(I) dans G(I'),
alors on a

| <7 (A) 4- o- (B) | ̂  | A 4- B [ quels que soient A, B C I.

PROPOSITION 4. — Soient ï et I' deux ensembles finis ayant même nombre
£éléments, et soit o" une application préservante de G(I) dans G (F) véri-
fiant (7(0) = 0. S^il existe un ensemble A o C Ï tel que o'(Ao) == I', alors
on a Ao== I, ^

| o" (A) [ •==. \ A | <^e/ que soit A c I.

On a, en effet,
1 1 1 = | r | = | (T (Ao) -+- <r (0) | ̂  | Ao + 01 = | Ao |,

d'où nécessairement Ao= I.
D'autre part, quel que soit A C I, on a

|a(A) |=|Gr(A)-i-(T(0) |^ |A4-0[=|A|

et ^
1 1 1 - | <7(A) | = | <r(A)- ; -c r ( I ) | ̂  | A-4-11 = 1 1 1 - | A [,

ce qui entraîne | <7(A) | == | A [.

PROPOSITION 5. — Soient ï et F deuy ensembles finis ayant chacun n
éléments. Si une application préservante a de G(I) dans G (F) vérifie (r(0) = 0
et o-(I) = I', alors pour tout chemin [Ao, Ai, . . . , A.n] allant de Ao== 0
à An= 1 dans G(I), les images <j(Ao) = 0, ^(Ai), ..., (T(A^) = F consti-
tuent un chemin de G(I').

En effet, on a
|o-(A^i) \=z\a-(Ak) ] -hi pour k==o, ï , 2, . . . , T I — I .

Comme ^A/,) et a(AA+i) sont adjacents dans G', on a nécessairement
o"(A^i)erGO-(AA) pour / : = = o , i , 2 , . . . , / i — i .

COROLLAIRE. — Soient ï et V deux ensembles finis ayant même nombre
d9 éléments. Si une application préservante CT de G(I) dans G (F) vérifie
(r(0) = 0 et (7(1) == F, afcr^ on a

AcB => (T(A)CO-(B) .

PROPOSITION 6. — Soient ï et F deux ensembles finis et soit o" une appli-
cation préservante de G=G(I ) dans G'=G(F) vérifiant cr(0) == 0
et (r(I) = F. Pour que a ^oit biunivoque, il faut et il suffit que sa restriction
à 1^(0) soit une application biunivoque de 1^(0) sur 1^(0).

Si cr est biunivoque, on a nécessairement [ 1 ] == | F [ et, d'autre part,
d'après la proposition 4, l'image de tout élément de 1^(0) est un élément
de 1^(0).
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Inversement, supposons que la restriction de cr à 1^(0) soit une bijection
de r\;(0) sur r\;,(0). On a d'abord évidemment

| i [ = ] r , ( 0 ) | = | r < , ( 0 ) | = = | r | .
D'autre part, quel que soit AcI, ^(A) contient la réunion des images

des parties à un élément de A. Comme ces images sont toutes distinctes,
ont chacune un élément, et qu'il y en a donc |A == |a(A)|, il en résulte
que <^(A) est égale précisément à la réunion des images des parties à un
élément de A. On en déduit immédiatement que a est biunivoque.

THÉORÈME 1. — Soient Ï et I' deux ensembles finis ayant chacun n éléments,
et soit o" une application préservante de G = = G ( I ) dans G '===G(I ' ) véri-
fiant (7(0) == 0. Le nombre de chemins de G allant de 0 à Ï qui ont pour
image un chemin donné quelconque de G' allant de 0 à V est égal ai si ^ est
biunivoque', il est pair si a nest pas biunivoque.

Soit [Ao, Ai, . . ., A,,] un chemin de G(I') allant de Ao= 0 à A,,= I'.
Si or est biunivoque, [o-^Ao), o-^Ai), . . ., o-^A,,)] est, d'après les propo-
sitions 2, 4 et 5, un chemin de G(I) allant de 0 à 1 qui a pour image le
chemin donné, et c'est évidemment le seul.

Considérons maintenant l'ensemble J Cl\;(0) défini par
J = = ( A / A e X o e t Œ ( A ) = = A i {

et l'ensemble KcJ des éléments B €J qui vérifient
Bi,B2€rc(0) , Bi^B^ et Bi,B.^B => ( T ( B u B i ) ̂  < r ( B u B,).

LEMME. — Si <7 -n'est pas biunivoque, et si a(ï) = I', alors on a
[ K | == 0 OU 2.

En effet, supposons K 7^ 0, et soit Bi un élément de K.
i° L'ensemble J contient au moins un élément autre que Bi. En effet,

Œ n'étant pas biunivoque, il existe dans F^(0), d'après la proposition 6,
deux éléments distincts Ba et Bs qui ont même image. Si J ne contenait
que l'élément Bi, on aurait

^(B^^O^ŒCBO^Ai,

d'où nécessairement
o- (B iUB2) ==AiUo-(B2) =AiUo- (B3)=<7(BiUBo. ) ,

ce qui est impossible puisque Bi6K.
2° La relation binaire p définie dans J — { B i } par

BpB ' <=» Br^B' ou a(BuB') ^^(BlUB')

est une relation d'ordre total.
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En effet, soient B, B'eJ avec B 7^ B' et B, B'^Bi. Considérons les
trois ensembles cr(BiUB), cr(BiUB') et cr(BuB'). Ils sont contenus dans
T(BiUBuB') et ils contiennent A,. Comme les deux premiers sont néces-
sairement différents, puisque Bi€K, l'un d'eux est égal au troisième,
et pas l'autre. On voit ainsi qu'une et une seule des deux relations B p B'
et B' p B est vérifiée.

Soient maintenant B, B', B" trois éléments distincts de J, différents,
de Bi, vérifiant BpB' et B'pB". Les trois ensembles a(BuB'), a(B'uB")
et ^(BuB") contiennent Ai et sont contenus dans ^(BuB'UB"). Or les
deux premiers, égaux respectivement à <7(BiUB') et (7(BiUB"), sont diffé-
rents, et ils sont contenus dans c^BiûB'uB"). On a ainsi

^BuB^Cî^BuB'uB^^BlUB'uB").

Ceci dit, l'ensemble cr(BiUB), qui contient Ai, ne peut être contenu
dans a(BiUB'uB"); car s'il l'était, il serait égal à l'un des deux ensembles
cr(BiUB') et c^BlUB"). Or il est contenu dans c^BiûBuB^. Il en résulte
que les deux ensembles ^BiûB'UB") et ^BiûBuB") sont différents.
Comme ils contiennent tous les deux à la fois ^(BuB") et c^BiûB"),
on a Œ(BUB") = a(BiUB"), c'est-à-dire BpB\

3° La relation p étant une relation d'ordre total, il existe dans J un
élément Ba différent de Bi pour lequel on a

BeJ et B ^ B i , B 2 =» B ^ p B => ^ ( B a U B ) = < 7 ( B i U B ) .

On a évidemment
BeJ et B^Bi ,B , =^ B^K.

D'autre part, si B est un élément quelconque de 1^(0) — J, on a
(7 (BuB2)= :<7(B)uAi=o- (BuBi ) .

Soient B' et B" deux éléments de 1^(0) différents de Bs; si l'un de ces
éléments, par exemple B', est égal à Bi, on a

(7(B2UB') ==(7(B2uBi) ̂ (B^uBi) ^^B^uBz) ;

si, au contraire, B' et B^ sont différents de Bi, on a

^(BaUB^^BlUB^c^BlUB^^^BîUB').

On a donc Ba 6K. Le lemme est ainsi démontré.
Nous allons maintenant démontrer, par récurrence sur | 1 [, que si CT n'est

pas biunivoque, le nombre de chemins de G qui ont pour image le
chemin [Ao, Ai, . . . ,An] est pair. Remarquons d'abord que ce nombre
est nul si o-(I) 7^ I', et cela d'après la proposition 4; nous supposerons
donc a(I) = I'.
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Soit Bi un élément quelconque de J. Considérons les ensembles
à n—i éléments I , = = I - — B i et F, = F—Ai , et soit Œi l'application
de G(L) dans 0(1',) définie par

cri (B) = :or (B iUB) — A i pour Bcli .

Cette application est préservante; car si B et B' sont deux sommets
adjacents de G(L), a(BiUB) et a(BiUB') sont deux sommets adjacents
de G(I'), et comme ces deux ensembles contiennent o-(Bi) = Ai, il en résulte
que CTi(B) et cri(B') sont adjacents dans G(FJ. D'autre part, on a

o-i(0)r=0 et (7 i ( I i )=F/ .

D'après la proposition 6, il faut et il suffit, pour que CTI soit biunivoque,
qu'on ait

B.B'€rc(0), B^B' et B,B^B^ => ^(B)^(B'),

c'est-à-dire B i G K .
Soient maintenant n +i sommets de G, Bo, Bi, . . . , B,,, avec Bo= 0

et Bn= I. Pour qu'ils constituent un chemin de G ayant pour image le
chemin donné, il faut et il suffit qu'on ait Bi€J, et que les n ensembles

B^=0, B^=B,-B,, B,=B3-B,, ..., B^=B,-B,=I,,

constituent un chemin de G(Ii) ayant pour image dans G(rj, par l'appli-
cation cri, le chemin [A'o, A^, A^, ..., A^J avec

Ao=0, A\=:A2-Ai, A^A.-AI, ..., A!^=An— A,z= 1\,

Or, Bi étant fixé, appartenant à J, le nombre de ces chemins est pair,
d'après l'hypothèse de récurrence, si <7i n'est pas biunivoque, c'est-à-dire
si Bi ̂  K ; et il est égal à i si Bi € K. Comme nous savons que K a un nombre
pair d'éléments, le théorème est démontré.

c. Q. F. D.
DÉFINITION. — Soit un entier positif n, et soit l'ensemble L== { i, 2,..., n}.

Considérons le graphe Gn= G(L), et soit y l'application de XG, dans
{ o, i, 2, .. ., n ] définie par

<p(A) = le plus grand entier appartenant à A, si A 7^ 0;
y(0) == o.
On dit qu'un ensemble S de sommets de Gn est complet si S comprend

n + i éléments, et si l'on a
A,BeS et A ^ B ==> ( p ( A ) ^ c p ( B ) .

PROPOSITION 7. — Quel que soit Ao C L, il existe une et une seule chaîne
élémentaire dont les sommets constituent un ensemble complet, et ayant Ao pour
l'une de ses extrémités; et l'autre extrémité de cette chaîne est le complémentaire
de Ao dans ïn.
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Nous allons raisonner par récurrence sur n. Remarquons d'abord que
si [Ao, Ai, ..., An] est une chaîne complète (c'est-à-dire une chaîne élémen-
taire dont les sommets constituent un ensemble complet), il existe un
indice i et un seul (i = o, i, 2, ..., n) vérifiant ç(At) = n, c'est-à-dire n€A/,
et cet indice ne peut être que o ou n; car si l'on avait

n € A/, avec o<i<72,

on aurait nécessairement
A(_I== Af4- j n} = A(.H,

ce qui est absurde. Nous pouvons maintenant distinguer deux cas.
Premier cas : n€Ao' — Pour que [Ao, Ai, . . . .An] soit une chaîne

complète de Gn, il faut et il suffit que [Ai, Aa, . . . , An] soit une chaîne
complète de Gn-i, et qu'on ait Ai= Ao4- { n}.

Deuxième cas : n^Ao. — Pour que [Ao, Ai, ..... An] soit une chaîne
complète de Gn, il faut et il suffit que [Ao, Ai, .. ,,An-i] soit une chaîne
complète de Gn-i, et qu'on ait An== An-i-4- { n } .

Dans les deux cas, on voit, d'après l'hypothèse de récurrence, qu'il existe
une chaîne complète et une seule ayant Ao pour extrémité, et que l'autre
extrémité de cette chaîne est le complémentaire de Ao dans In.

THÉORÈME 2. — Soit î un ensemble fini ayant n éléments, et soit o" une
application préservante de G(I) dans G (In). Le nombre de chemins de G(I)
allant de 0 à ï et ayant pour image un ensemble complet de G (In) est pair
si (T n^est pas biunimque, égal à i si a est biuniwque.

En effet, soit [Ao, Ai, ..., An] la chaîne complète ayant Ao== ^(0) pour
extrémité, et soit ^ Inapplication préservante de G(I) dans G (In) définie par

<T'(A)=Ao4-<7(A).

Les ensembles A'o, A',, ..., A',, définis par

A^ ==A,-î-Ao pour i= o^ i , 2, . . . , n

constituent une chaîne de longueur n ayant 0 et In pour extrémités ; cette
chaîne est nécessairement un chemin allant de 0 à In. Or^ pour qu'un chemin
de G(I) allant de 0 à I ait pour image par Œ un ensemble complet, il faut et
il suffit que son image par a' soit le chemin [Ao, A'i, ..., A'J. On se trouve
donc ramené au théorème 1. c. Q. F. D.

Étant donné des entiers pi, ps? • • • ? pn^ 2? considérons dans R"
l'ensemble E des points x = (xi, x^ ..., Xn) à coordonnées entières qui
vérifient

o^Xi^pi pour i==i, 2, . . . , n.
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Soit G le graphe défini par Xc.== E, et

/ yi — Xj^ o pour i == i , 2, . . . , n

Si a est un point de E vérifiant

o^ai<^pi pour /==i , 2, ... ^,

nous appellerons « petit cube » issu de a le sous-graphe Ga engendré par les
points x € E qui vérifient

o^Xi—di^i pour î = = i , 2 , . . . , ^ .

Nous appellerons « chemin cubique » tout chemin de longueur n contenu
dans un petit cube.

Tout petit cube Gn est isomorphe au graphe G,,= G(P) défini plus
haut; en effet, l'application qui fait correspondre à tout sommet x de Ga
le sommet A de Gn défini par

A = = ( / / / 6 L et Xi—a^î \

établit un isomorphisme entre les deux graphes. Dans cet isomorphisme,
il correspond à tout chemin cubique contenu dans Ga un chemin de Gn
allant de 0 à L, et réciproquement.

Considérons maintenant une application ^ de E dans X^ qui vérifie

Xi=zo ==> i^ o-(^),
Xi-==.pi ==> iç. o-(^).

Dans un article consacré à des lemmes combinatoires qui interviennent
en topologie [2l], H. Kuhn démontre que le nombre de chemins cubiques
qui ont pour image un ensemble complet de Gn est impair (Cubical Sperner
Lemma). D'autre part, il cite un lemme de Ky-Fan selon lequel si Œ est
une application préservante, le nombre de petits cubes qui ont pour image
Vensemble Xc,,, tout entier est impair. Et H. Kuhn se demande s'il existe
un lien entre ces deux lemmes. Le lien apparaît maintenant comme évident :
en effet, o" étant préservante, le nombre de chemins cubiques contenus
dans un petit cube donné et ayant pour image un ensemble complet de Gn
est, d'après le théorème 2, impair ou pair suivant que la restriction de cr aux
sommets de ce petit cube est ou n'est pas biunivoque; à partir de là, le second
lemme découle immédiatement du premier.
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