ALAIN GHOUILA-HOURI
Flots et tensions dans un graphe

Annales scientifiques de I'E.N.S. 3¢ série, tome 81, n°3 (1964), p. 267-339
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1964_3_81_3_267_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1964, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1964_3_81_3_267_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
3¢ série, t. 81, 1964, p. 267 a 339.

FLOTS ET TENSIONS DANS UN GRAPHE ()

Par M. Arain GHOUILA-HOURI.

INTRODUCTION.

La notion de flot joue un réle important en théorie des graphes. Cette
notion revét des aspects assez différents suivant qu’il s’agit de flots prenant
leurs valeurs dans R, dans Z ou dans Z/(2). Un flot & valeurs dans Z/(2)
peut étre 1dentifié 4 'ensemble des arétes qui le supportent, et cet ensemble
se décompose d’une maniére unique en sous-ensembles, qui, géométri-
quement, forment des cycles; pour cette raison les flots & valeurs dans Z/(2)
seront appelés cycles. Les flots a valeurs réelles interviennent dans 1’étude
des réseaux électriques — ce sont les intensités — mais ce sont les flots
entiers et les cycles qui donnent lieu aux propriétés combinatoires les plus
intéressantes. Dans les trois cas, les flots d’'un multigraphe constituent un
sous-module du module libre engendré formellement par I’ensemble des
arétes; les éléments orthogonaux a ce sous-module s’appellent les tensions;
on appelle cocyles les tensions & valeurs dans Z/(2).

Il existe un parallélisme trés net entre les propriétés des flots et celles des
tensions; pour expliquer ce phénoméne, W. T. Tutte a introduit la notion
de sous-groupe régulier [29]. D’autre part, certaines propriétés importantes
des flots et des tensions sont liées a la théorie des inégalités linéaires et a la
notion de matrice totalement unimodulaire [19], qui rejoint d’ailleurs la
notion de sous-groupe régulier. '

(') Theése Sc. math., Paris, 1963.
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Dans le chapitre I, nous introduisons la notion de famille distributive
de parties d’'un module, et la notion d’ensemble représentatif d’un sous-
module d’un module libre. Cela nous permet d’énoncer un théoréme général
de compatibilité, qui a comme conséquences particuliéres les conditions
nécessaires et suffisantes d’existence d’une solution pour un systéme
d’inégalités linéaires en nombres réels, un systéme d’équations dans un
corps, ou un systéme d’équations dans un anneau principal; de plus,
ce théoréme fait apparaitre immédiatement le role particulier que jouent
les sous-groupes réguliers dans la théorie des systémes d’inégalités linéaires
en nombres entiers.

Le chapitre I est consacré a1’étude des sous-groupes réguliers. Le passage
aux entiers modulo 2 s’y révéle a maintes reprises comme un moyen de
travail efficace, qui nous permet en particulier de caractériser les matrices
totalement unimodulaires, généralisant ainsi un certain nombre de condi-
tions suffisantes connues ([3], [16], [17], [19]). Des résultats contenus dans
ce chapitre découlent de facon immédiate, au chapitre IV, les principales
propriétés des flots et des tensions en nombres entiers (et réels).

Au chapitre III, la notion de groupe de parties, et la définition de deux
opérations fondamentales qui sont 1'étrécissement et la suppression d’arétes
nous permettent d’étudier de maniére trés synthétique les cycles et les
cocycles. D’autre part, nous définissons et étudions les assemblages de
multigraphes et nous obtenons ainsi, de maniére assez rapide, une caractéri-
sation des groupes cocycliques plus forte que celle qu'a donnée
W. T. Tutte [32]; le théoréeme de Kuratowski [20] en découle directement.

Au chapitre V, nous généralisons aux graphes orientés quelconques
certains résultats ([6], [8]) concernant I’existence de chemins et de circuits
hamiltoniens dans les graphes symétriques. Bien que les conditions suffi-
santes que nous donnons respectent a peu prés la dualité cycles-cocycles,
leur démonstration est élémentaire, et il ne semble pas possible, dans I’état
actuel des choses, d’aborder le probléme de fagon algébrique.

Un peu en marge des précédents, le chapitre VI contient deux théorémes
combinatoires. Le premier fournit une caractérisation des relations de
comparabilité. Le second résoud un probléme posé par H. Kuhn [21].
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CHAPITRE L.

CONDITIONS DE COMPATIBILITE.

1. RarpreLs DE DEFINITIONS. — Les notations utilisées dans cette thése
seront les notations classiques de la théorie des ensembles. Signalons
toutefois que, pour noter le cardinal d’un ensemble X, nous écrivons | X]|.
Rappelons maintenant quelques définitions d’algébre.

On appelle anneau un ensemble A sur lequel sont définies deux
opérations :

1° Une addition, qui fait correspondre, a tout couple (z, y) d’éléments
de A, un élément de A noté z - y; cette opération doit vérifier les
propriétés suivantes :

(1) 4 (y + z) = (x + y) + z quels que soient z, y, z€A (associativité);

(2) z+ y=y+ z quels que soient z, y €A (commutativité);

(3) 1l existe un élément de A, appelé zéro vérifiant

xz-+o=x quel que soit z€A;

(4) quel que soit z €A, il existe un élément de A, noté (— z), tel que
z+ (—x)=o.

20 Une multiplication, qui fait correspondre, a tout couple (z,y)
d’éléments de A, un élément de A noté zy; cette opération doit vérifier
les propriétés suivantes :

(1) z{yz) = (zy)z quels que soient z, y, z €A (associativité);

(2) (x+ y)z=2z+ yz et z(x + y) = zx + zy quels que solent z,y, z €A
(distributivité par rapport a I’addition).

On peut résumer ces propriétés en disant qu'un anneau est un groupe
abélien sur lequel est défini une multiplication associative et distributive
(4 droite et a gauche) par rapport a I’addition.
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On appelle idéal & gauche (resp. & droite) d’'un anneau A tout

’

ensemble F C A qui vérifie les propriétés (1) et (2) [resp. (1) et (2’)] suivantes :

(1) F est un sous-groupe de A ;
(2) €A et z€F = a z€F;
(2) »€A et z€F = z o €F.

On appelle 1déal bilatére tout ensemble qui est & la fois 1déal & gauche
et 1déal a droite.

Un anneau A est dit unitaire s’il posséde un élément umté, c’est-a-dire
un élément, noté 1, vérifiant

L.x=xz.1=x quel que soitz€A.

Si a est un élément d’un anneau unitaire A, ’ensemble des éléments de A
de la forme za avec x €A (resp. de la forme az avec z€A) est un 1déal a
gauche (resp. a droite). Un tel idéal est dit principal & gauche (resp. a droite).
Un anneau unitaire A est dit principal ¢ gauche (resp. d droite) si tout 1déal
de A est principal a gauche (resp. a droite).

Un anneau A est dit commutatif si l’on a

xy = yx quels que soientx, y €A.

On appelle anneau principal un anneau unitaire commutatif dans lequel
tout 1déal est principal.

Si deux éléments non nuls a et b d’'un anneau A vérifient ab = o, on dit
que a est un diviseur de zéro a gauche et que b est un diviseur de zéro
a droite.

Dans un anneau unitaire, on dit que I’élément a’ est inverse & gauche
(resp. a droite) de I’élément a si I'on a a’a =1 (resp. aa’ = 1). Si a posséde
a la fois un inverse 4 gauche et un inverse a droite, ces deux inverses sont
nécessairement égaux; on dit alors que a est inversible et ’on note a™*
I'élément unique qui vérifie

a'la=aa"'=—1.

Un anneau umtaire dans lequel tous les éléments autres que zéro sont
inversibles s’appelle un corps.

Etant donné un anneau A, on appelle A-module d¢ gauche un groupe
abélien E sur lequel est défini une opération externe appelée multiplication
scalaire qui a tout couple («, z) €A X E fait correspondre un élément ez €E,
cette opération vérifiant les propriétés suivantes :

(1) «(Bz) = («B)z quels que soient o, BEA et 2€E;

(2) (2 + B)z = azx + Bz quels que soient «, PEA et z€E;

(3) a(z+y) = 2z + 2y quels que soient 2 €A et z, y€E.
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On définit de la méme maniére les A-modules a droite. Dans un
A-module E, I’élément zéro s’appelle quelquefois 'origine. On dit que
le A-module & gauche E est unitaire si A est unitaire et si ’on a

1.x =z quel que soitz€kE.

S1 K est un corps, un K-module & gauche unitaire s’appelle un espace
vectoriel a gauche sur K.

Etant donné un A-module a gauche E, on dit qu’un ensemble FCE est
un sous-module a gauche de E sil’on a :

(1) F est un sous-groupe de E;
(2) €A et z€ F= az€F.

Ezemple 1. — Tout groupe abélien G peut é&tre considéré comme un
Z-module a gauche unitaire. Il suffit, pour cela, de considérer la multipli-
cation scalaire qui, a tout entier n, et a tout z€G, fait correspondre
‘élément nz €G (ou I'on appelle nz la somme de rn éléments égaux a x).
Les sous-modules a gauche de G ne sont autres alors que les sous-groupes

de G.

Exemple 2. — Etant donné un anneau A, et un ensemble d’indices
quelconque I, considérons l’ensemble A'. Si a est un élément de A' de
coordonnées (a:);ei, €t si b est un élément de A' de coordonnées (b:)er,
on définit a + b comme 1’élément de A' de coordonnées (a;+ b))
Si a est un élément de A', etsi « est un élémentde A, ondéfinit aa (resp. ax)
comme 'élément de A' de coordonnées (2a;),e, [resp. (a:%),e,]- On voit ainsi
que A' peut étre considéré a la fois comme un A-module & gauche et comme
un A-module a droite; si A est un anneau unitaire, A' est un module
unitaire. En prenant en particulier pour I un ensemble a un élément, on voit
que A peut étre considéré a la fois comme un A-module a gauche et comme
un A-module a droite; les sous-modules de A ne sont autres que les 1déaux
de A.

Avant de terminer ce paragraphe, précisons quelques notations. Soit E
un A-module. Etant donné a€E et CCE, on notera a + C I’ensemble
des éléments de la forme a+ ¢, avec c€C. Etant donné CCE,
on notera (— C) I'ensemble des éléments de la forme (— ¢), avec c€C.
Etant donné C, DCE, on notera C 4 D I’ensemble des éléments de la
forme ¢ + d,avecceCetd€D (*).

Etant donné a €A et CEE, on notera oC ’ensemble des éléments de

la forme oc, avec ¢c€C, et I'on notera — C I’ensemble des éléments z€E
b b a

(*) On évitera de confondre la notation C 4 (— D), qui signifie « I’ensemble des éléments
de la forme c¢c—d, avec ceC et deD », avec la notation usuelle C — D qui signifie
« ’ensemble des éléments de C qui n’appartiennent pas 4 D ».
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. . . ! ,
tels que x €C; dans le cas ol « est inversible, on a . C=o""' C; dans le

cas ou le A-module E est unitaire, on a

(—1C=(—C).

2. FAMILLES DISTRIBUTIVES.

Deérintrion. — Etant donné un A-module a gauche unitaire E, et un
ensemble SCA —)o| stable pour la multiplication (c’est-a-dire véri-
fiant a, b€S-=ab€S) et contenant l'élément (—1), nous appellerons
famille S-distributive toute famille € de parties de E qui vérifie les axiomes
suivants :

(M,) ceE et CeC = c+ CeC;

G, Cec=C+C(Cec;

9

(M.)
(M,) z€S et CEC = 2C et - CEC,;
(M,) St des ensembles C,, C,, ..., C,€C se rencontrent deux & deux,
ils ont au moins un élément en commun (propriété de Helly).

51 5 = A — |of on dira simplement que C est distributive.

Nous dirons qu’une famille S-distributive est compléte si elle vérifie les
axiomes suivants :

(M) c€E = [cjec;

M;) C,Cec = CnC ec.

Citons, sans les démontrer, les deux propositions suivantes, que nous
n’aurons pas a utiliser par la suite :

ProposiTion 1. — Si S ne contient pas de diviseurs de zéro, toute
famille S-distributive C est contenue dans une famille S-distributive compléte.

Prorosiriox 2. — Soit une famille C de parties de E comprenant U'ensemble
vide, et vérifiant
ceEetCec = c¢+ Ceg,

et soit C, la famille des ensembles de C qui contiennent l'origine. Pour que € sout
S-distributive compléte, il faut et il suffit que C, vérifie les axiomes suivants :

(L) {of€Cu;

(L,) C, C'e¢,=C+ C' € ¢, (stabilité pour Uaddition);

(L;) 2€S et C€Cy = 2CEC, et ;CEGO (stabilité pour la multipli-
cation);

(L)) C, (e, = CnC €€, (stabilité pour l'intersection);

(Ly) G, C,C"ec, = C+ (C'NnC") = (C+ C"YNn(CH C”) (distributiyité).
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3. ENSEMBLES REPRESENTATIFS. — Dans tout ce paragraphe, A sera
un anneau unitaire, I un ensemble quelconque, et nous allons considérer
le A-module a gauche A'.

Dirinrrion. — On appellera support d’un élément a€A' 'ensemble
S(a)=—{ifiel et a; 7 0 !.

Etant donné une partie quelconque M de A', on appellera support de M
tout support d’un élément de M; support minimal de M tout élément
minimal de la famille des supports non vides de M. Si F est un sous-
module & gauche de A', et si K est une partie de I, nous noterons Fy le sous-
module & gauche de A' constitué par les éléments de F a support inclus
dans K; et nous noterons L, «(: € K) I'1déal & gauche de A constitué par les
éléments de la forme a;, avec a €F. Nous dirons qu’un ensemble BCF est
un ensemble représentatif de F si, quel que soient KC 1 et i €K, il existe
un élément b €B a support inclus dans K, tel que L, soit égal a I'idéal
a gauche engendré par b,.

Prorosirion 1. — Pour que F admette un ensemble représentatif, il faut
et tl suffit que tous les idéaux L, x (KC1; i €K) sotent principaux d gauche.
St, de plus, 1 est fini, alors tout ensemble représentatif contient un ensemble
représentatif fint.

(Evident.)

Ezemple. — Si A est un anneau principal a4 gauche, tout sous-module
4 gauche FCA' admet un ensemble représentatif.

Prorosition 2. — Si F est un sous-module & gauche a supports finis de A',
et st B est en ensemble représentatif de F, alors tout élément a € F est combinaison
linéaire a gauche d’éléments de B a supports différents inclus dans celui de a.

Soit 7 un élément de S(a) : il existe un élément b' €B ct un élément A, €A
tels que

S(br)cS(a) et a=2,0}.
Posons a'=a — 4,b' : on a
S(a'ycS(a) —{i}.

S1 a' #£o0, on recommencera la méme opération avee a', .... Comme
Pensemble S(a) est fini, on finira par trouver une différence
0 — 1 b — A — . A" oy

2

ct les supports de b', b*, ..., b" sont distincts et inclus dans celui de a.

DeriniTion. — Soit A un anneau unitaire. On appellera partie compléte-
ment stable de A tout ensemble SCA — {0 stable pour la multiplication,
contenant I’élément (—1), et vérifiant

«a=bc et a,ce€S = beSs.
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\

Soit S une partie complétement stable de A, et soit F un sous-module a
gauche de A': un ensemble B C F sera dit S-représentatif s’il est représentatif

et si
beBetieS() = U;eS.

4, CONDITIONS DE COMPATIBILITE.

DErinrtion. — Soit un A-module unitaire E, et un ensemble quelconque I.
Si a est un élément de A' & support fini, et si z est un élément de E/
I’expression

la, x> = 2 a; z;
iel
définit un élément de E que nous appellerons le produit scalaire de a et de z.
Si {a, z )= o0, a et z seront dit orthogonaux.

Si M est une partie a supports finis de A', I’ensemble des éléments
de E' orthogonaux & tous les éléments de M est un sous-groupe (et non
nécessairement un sous-module) de E' qu’on notera M*; soit F le sous-
module & gauche de A' engendré par M : on a F* = M*.

TutoriME DE coMPATIBILITE. — Sotent E un A-module unitaire, S une
partie complétement stable de A, I un ensemble fint, et soit F un sous-module
a gauche de A' admettant un ensemble S-représentatif B. St (C;),e, est une
famille de parties de E appartenant toutes & une méme famille S-distributive C,
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(1) On a F*'n HC,-#Q;

iel
(2) Quel que soit a€F, il existe x € [] C: vérifiant {a, x> = o;
i€l .
(3) Quel que soit bEB, il existe x€ [ | C: vérifiant (b, x> =o.
iel

Nous pouvons toujours supposer que C contient toutes les parties
4 un élément de E, et d’autre part, puisque I est fini, que B est fini.

On a évidemment (1)=>(2)=>(3). Nous allons montrer que (3)=>(1),
en raisonnant par récurrence sur | I|. La propriété est évidente pour |I|=1.
Supposons donc |I|>1, et remarquons tout d’abord que si les
ensembles (C;),¢, se réduisent chacun a un élément, la propriété est bien
vérifiée. _

Nous allons voir maintenant que si, la proposition (3) étant vérifiée,
un des ensembles (C;),e), soit C,, ne se réduit pas & un élément, alors il est
possible de trouver c€C, tel que la famille (C;),c; d’ensembles de C
définie par

C = 5 {c} pour l::l:w
G pouriz#i,
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vérifie (3). En opérant cette réduction autant de fois qu’il est nécessaire,
on se rameénera au cas précédent, et I’on verra ainsi que la proposition (1)
est bien vérifiée.

Posons J =1 — {1,}: il s’agit de montrer qu’il existe un élément c€C,
vérifiant

— b, ce 2 b:C; quel que soit b €B.
ield B

Or, BNF,; étant un ensemble S-représentatif de F,, il existe, d’apres

Ihypothése de récurrence, un élément z € H C; vérifiant
i€l

Z a;z;==0 quel que soit e €F,.

i€l
Soit B* I’ensemble des b€B tel que b, 0. S1 B* est vide, la propriété
est évidente. Sinon, soit b"€B* tel que L, est I'idéal & gauche de A
engendré par o = b} €S. Si b est un élément quelconque de B*, b, est de
la forme b,= Aya, et 'on a A, €S, puisque S est complétement stable.
Posons alors

Dy—— 2 b:Ciee, X,— {;Dbec
i€d

et
dy—— 2 b,z; €Dy
el
Considérons h =2, — b€F, : on a
‘ hody—dy=— ¥, hizi=o.

i€l
On a ainsi
dweXs quel que soit beBr.

Par ailleurs, quel que soit b€B*, il existe y € [I C: tel que {b, y> =o;
i€l
et on a
Xbay“:—- 2 btyiEDb'
iel

On voit ainsi que ’ensemble «C, rencontre chacun des ensembles (X,), ¢ -
Or ces ensembles contiennent tous d;, et a fortiori se rencontre deux a deux.
Comme la famille C est S-distributive, il existe par conséquent un

élément c€C,, tel que
aceX, quel que soit b€ B™;
et 'on a

byc—=hac€Dy—=— 2 5,C; quel que soit beB+.

iel
C. Q. F.D,
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Nous allons voir maintenant que le théoréme précédent est, dans une large
mesure, maximal. En effet, étant donné un A-module unitaire E et une
partie complétement stable SC A, demandons-nous quelles conditions doit
vérifier une famille € de parties de E pour que I’énoncé suivant soit vrai :

« Quels que soient 'ensemble fini I, la famille (C;),¢, d’ensemble de €,
ct le sous-module a gauche FC A' admettant un ensemble S-représentatif B,
tels que

beB == ilexistexre HCi vérifiant (b, > — o,

iel

on a

F HIIC,Z/LQ »
i€l

L’ensemble & des familles ¢ qui vérifient cet énoncé est évidemment
inductif pour la relation d’inclusion, et 'on a

’

écel, ceé& = Ceé.

On peut done toujours supposer que € est maximale.

1° Soient C, C'€C. On peut constater que la famille obtenue en ajou-
tant C+ C’ a la famille ¢ vérifie 'énoncé. Comme C est maximale,

onaC+4 C'ecC.

20 Soient 2€S et C€C. On voit de méme que CU{ « C} vérifie ’énoncé,
donc que « C€C.

30 Soient C,y, C,, ..., C,€C, et soit dans A” ’ensemble B des éléments
de la forme b™" (i, £ 1.), ou

Bptesa, byt et S(b) = (i 4 ).

est un ensemble S-représentatif du sous-module a gauche u’ll engendre.

B est ble S tatif d dul he F

Comme € vérifie I’énoncé, on voit immédiatement que si les ensembles C,,

C., ..., C, se rencontrent deux a deux, alors ils ont au moins un élément
) b b

commun.

Des considérations qui précédent, il résulte que si les éléments de S sont
tous inversibles, toute famille ¢ qui vérifie I’énoncé et qui, de plus, est
invariante par translation [c’est-a-dire qui vérifie Paxiome (M,)] est
contenue dans une famille S-distributive.

Le théoréme de compatibilité établit un lien entre la théorie des systemes
d’inégalités linéaires et la théorie des systémes d’équations linéaires,
comme vont le montrer les exemples suivants.
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FEzemple 1. —— En prenant pour E le corps R des nombres réels (considéré
comme R-module), en prenant S=R—{o{ et en remarquant que la
famille € des intervalles de R est distributive, on obtient I’énoncé suivant :

«Soit F un sous-espace vectoriel de R”, et solent des nombres a,, a., ..., a,
(pouvant éventuellement étre égaux a — ) et des nombres by, b, ..., b,
(pouvant éventuellement étre égaux a - =) vérifiant

a; = b; pour i=—1,2, ..., n

ct solt un entier s avec 0 = s _Z:‘n Pour qu’il existe un point x €F* vérifiant
L x; b pour i1, 2, ..., n,
cette double 1négalité étant vérifiée strictement pour ¢ > s, 1l faut et 1l suflit

que
a;<< b; pour i>s,

et que, quel que soit y €F, on ait, en posant

L={i/yi>o} et L={i/y;<o} ,

Z Yibi+ E Yiai>o0

iel+ ier—

[et aussl

_ )
2 Yia;+ 2_, yibi<o;
i€ly i€l_

mais on peut omettre dans I’énoncé cette inégalité, car elle se déduit de la

précédente en changeant y en (— y)], avec I'inégalité vérifiée strictement

chaque fois que I, UL rencontre ’ensemble {i/i > s{. »

Ezemple 2. — En prenant pour E un anneau principal quelconque A
(considéré comme A-module), en prenant S= A — {0}, et en remarquant
que la famille C des ensembles de la forme a + F, ou a €A et ou F est un
1déal de A, c’est-a-dire la famille des ensembles de la forme

Lyg={z/xr=a+ Ly, avec y€A}, avec a4, B€A,

9,

est distributive, on obtient I’énoncé suivant :

« Etant donné des éléments a/(i =1, 2, ..., m;j=1, 2, ..., n) et des
éléments b; (1 =1, 2, ..., m) de 'anneau principal A, pour que le systéme
d’équations

n

al / .
Zaia:j:b, pour I=1,2, ..., m,
Jj=1

-
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admette au moins une solution, il faut et il suffit que, quels que soient 2!,
23, ..., €A, 'élément

m
U
J— i
v Z M.

i=1

appartienne a I'idéal engendré par les éléments y*, Y%, ..., ¥", ou Ion pose

m
. ul i i .
vi= Zla pour j==1,2, ..., 7.

i=1

Ezemple 3. — En prenant pour E un corps K, commutatif ou non
(considéré comme K-module), en prenant S= K — o}, et en remarquant,
d’une part que K est un anneau principal a gauche, d’autre part que les
seuls idéaux a droite de K sont {o} et K, donc que le treillis des idéaux
est distributif, on obtient ’énoncé suivant :

« Etant donné des éléments aj(i=1, 2, ..., m;j=1, 2, ..., n) et des
éléments b;(1 =1, 2, ..., m) du corps K, pour que le systéme d’équations
"
Za’{.z‘,-: b; pour =1, ..., m,

j=1

admette au moins une solution, il faut et il suffit que, quels que soient les
éléments 2*, A2, ..., ”» €K vérifiant

m

Zl"a{?:o pour j=1, ..., n,

i=1

on ait
nm
2 Alb;=—o0.»
i=1
CHAPITRE II.
S0US-GROUPES REGULIERS.
1. Sous-MmopULEs REGULIERS. — Dans tout ce qui suit, A sera un anneau

unitaire, et I un ensemble fini. Nous dirons qu’un élément a € A' est simple
s1 toutes ses coordonnées non nulles sont des éléments inversibles de A.
Etant donné un sous-module a gauche FC A', et un élément a € F, nous dirons
que a est un élément primitif de F si a est simple et si S(a) est un support
minimal de F. Un sous-module a gauche FC A' sera dit régulier s’il admet
un ensemble représentatif dont tous les éléments sont simples; autrement
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dit, un sous-module a gauche régulier est un sous-module & gauche qui
admet un ensemble U-représentatif, U étant ’ensemble (complétement
stable) des éléments inversibles de A.

Prorosition 1. — Etant donné un sous-module & gauche F C A', les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F est régulier;
(2) Tout support minimal de F est le support d’un élément primitif de F;
(3) Les idéaux a gauche L,y sont égauz, soit a { o}, soit a4 A.

Y

On a évidemment (2)=>(1)-=(3); reste & montrer que (3)= (2).
Supposons donc (3) vérifiée, et soit K un support minimal de F. A tout : €K,
on peut associer un élément o' € Fi tel que a; = 1. Quels que soient 7, j €K,
on a

b — al— ullalth_(l}

donc b=o0, ce qui entraine b;=1—alaj=o0 : on voit ainsi que tous
les éléments a; sont inversibles. Tous les éléments a’' considérés sont donc
primitifs : a fortiort, (2) est vérifiée.

Ezemple. — Si A est un corps, tout sous-module &4 gauche de A' est
régulier.
Dirinition. — Etant donné un sous-module a gauche (ou a droite)

régulier F C A', nous dirons qu’'un ensemble VCI est un arbre associé @ F
s’ll rencontre tous les supports non vides de F, et s’il est minimal avec cette
propriété.
Si F est un sous-module & gauche de A', nous noterons F* I’ensemble
des z€A' tels que
{a, z) =0 quel que soit a€F;

F* est un sous-module & droite de A'. De méme, si F est un sous-module
a droite, nous noterons F* I’ensemble des z€ A’ tels que

{z, @) =0 quel que soit a€F;
F* est un sous-modiile & gauche de A'.

Prorosition 2. — Si F est un sous-module & gauche régulier de A', les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) V est un arbre associé a F;

(2) L’application de restriction (a:),e; > (a:)iev de F dans A' est un
tsomorphisme; '

(3) V rencontre tous les supports non vides de F, et [} V rencontre tous les
supports non vides de F*.
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(1)=>(2) : Soit V un arbre, et soit i €V. Il existe au moins un support
minimal de F qui ne rencontre pas V— {¢]. Il existe donc un élément
primitif "' €F tel que a'=1 et S(a"")NV ={1{. Quel que soit a€F

Iélément
W e
o« — Zaia”‘
iev
a un support qui ne rencontre pas V, donc est nul.

(2) =+ (3) : Supposons que 'application (a;).c,-> (@;),e soit un isomor-
phisme de F sur A'. Alors, pour tout i€V, il existe un élément
unique "' €F tel que /' =1et S(a" )NV =1{il;0na

= Eaia’v" quel que soiteel’.
iev
Ceci dit, nous allons voir que I'application

(a:)ier—> (ai)iecvde F* dans AL
est un isomorphisme. En effet, quel que soit () _GCVEAC"’ il existe un

élément (z:),e, €F* et un seul tel que
ri=x; quel que soitieGV;
cet ¢élément est défini en prenant

Ty — 2 a;¥xz; quel que soitieV.
jeQv
1l est maintenant évident que (3) est vérifié.
(3) == (1) : En effet, soit WC 'V un arbre associé a F. Nous avons vu que
Iapplication (a;)e,— (a:) [ de F* dans ALY est un isomorphisme.
€

Or, GV rencontrant tous les supports de F*, I'application (ai)l?,(ai)iec‘,
de F* dans Ac\' est injective. Comme GW ») GV, on a nécessairement W = V.

Prorosition 3. — St F est un sous-module a gauche régulier de A', alors F*
est régulier et U'on a (F*)* =TF. Les arbres de F* sont les complémentaires
des arbres de F.

Il s’agit d’abord de montrer que tous les idéaux a droite L, associés
a F* sont égaux, soit a {o}, soit & A(cf. la proposition 1). Remarquons

\

au préalable que le sous-module (F*); constitué par les éléments de F* a

\

supports inclus dans K est égal a (F*)*, en appelant F* le sous-module
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a gauche engendré par F et par les éléments de A' & supports inclus dans [}K;

or F* est évidemment régulier, et par ailleurs 1'idéal a droite L, ¢ est égal
a I'idéal L;, associé a (F*)g. Il nous suffit donc de démontrer la propriété
pour les idéaux L,,. Distinguons deux cas :

Premier cas. — I — {i}| rencontre tous les supports non vides de F.
I existe alors un arbre V associé a F tel que i V. Il est alors possible de
trouver un élément x €F* tel que z;=1. On a donc L,,, = A.

Deuzxiéme cas. — 1l existe un élément a€F tel que S(a) ={i}. F étant
régulier, on peut toujours supposer a; =1, et’'on a

zeF = aqz;=x,—o, d’ou L,y={ol.

Nous voyons ainsi que F* est régulier. Soit maintenant V un arbre de F :

Papplication (a;),c, — (ai)[ec\, de F* dans AC est un 1somorphisme (il suffit,

pour le voir de se reporter & la démonstration de la proposition 2);

donc GV est un arbre de F*. On a (F*)*DF, et V est un arbre de (F*)* :

il est, dans ces conditions, évident que (F*)*=F.

Prorosition 4. — Tous les arbres d’un sous-module régulier ont méme
nombre d’éléments.

Soient deux arbres V et W d’'un méme sous-module régulier F,
avec | V|=|W/|. Nous allons supposer que si |V|<<r, on a nécessai-
rement | V|=| W/, et nous allons voir que pour |V|=r, on a aussi
Iégalité.

En effet, soit 1€ W, et considérons F,_,, : on a F,_,,5 F. Il en résulte
que I'image de F,_,, par application (a;),e; —~4a:);ev n’est pas égale & A'.
Comme V rencontre tous les supports de F,_,, il existe un arbre V' de F,_,,
inclus dans V, et 'ona V52 V. Or W — {i} est un arbre de F,_,. D’aprés

I’hypothése de récurrence, on a
IV|=|W|—1, dou |V[>|V|+1=|W]
Cela entraine évidemment | V|=|W|.

Dirinition. — Etant donné un sous-module régulier F, on appellera
dimension de F le nombre d’éléments d’un arbre de F.

2. Espace vecrorier C(I). — Dans le cas ou A est le corps des entiers
modulo 2, tout élément de A est défini de maniére unique par son support.
On peut donc identifier les éléments de A' & leurs supports : on définit
ainsi une structure d’espace vectoriel sur I’ensemble des parties de I;
nous appellerons < (I) I’espace vectoriel ainsi obtenu. La somme de deux
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parties de I se notera en utilisant le signe . Précisons quelques propriétés
de (1) :

(1) La somme A4 B de deux parties A et B de I est ’ensemble des
¢léments de I qui appartiennent & un et un seul de ces deux ensembles;

(2) La somme de m parties de I, A, A,, ..., A, qui se note zAi, est
. i=1
I'cnsemble des éléments de I qui appartiennent 4 un nombre impair d’entre

les ensembles A,, A,, ..., A,;
(3) L’élément nul de ¢ (I) est ’ensemble vide;

(4) Tout élément de <T(I) est son propre opposé : on a A+A=0
quel que soit AcCI;

(5) A et B étant donnés, I’équation A 4+ X =B admet pour solution
unique X = A 4 B;

(6) Si AcB,onal,” A=A-+B;
(7) Le produit scalaire de deux ensembles A, BC I est
(A, B>=|AnB| (mod2);

(8)‘ Onai1. A=A et o.A=0 quel que soit ACI;
(9) Tout sous-groupe de %(I) est un sous-espace vectoriel de Z(I);

(10) Soit V une partie de I. La restriction f— fy est une application
linéaire de E' dans E'. En passant aux supports, on voit que Iappli-
cation A — VN A est une application linéaire de < (I) dans (V).

Remarque. — La derniére propriété montre que la multiplication définie
sur ¢ (I) par A.B = ANB est distributive par rapport a I'addition. Cette
multiplication définit sur ¢(I) une structure d’anneau commutatif,
avec I comme élément unité. L’anneau obtenu s’appelle I'anneau de Boole
de I'ensemble I. Cependant, nous n’aurons pas a utiliser cette structure
d’anneau : lorsque nous parlerons de < (I), il s’agira seulement de la structure
d’espace vectoriel.

3. Sous-GrRoUPES REGULIERs. — Nous allons, 4 partir de maintenant,
nous limiter au cas ou A est égal 4 ’anneau Z des entiers. Un élément a €Z'
est simple si ses coordonnées sont égales a o, + 1 ou — 1. On sait que tout
sous-groupe de Z' est en méme temps un sous-module : on pourra ainsi
parler de sous-groupes réguliers de Z'. En tenant compte de la proposition 1
du paragraphe 1, on retrouve la définition donnée par W. T. Tutte [29] :
un sous-groupe F CZ' est dit régulier si, pour tout élément a €F, il existe
un élément simple non nul b €F tel que S(b) est contenu dans S(a).
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Comme ’ensemble des éléments inversibles de Z est U={—1, + 1},
et comme la famille des intervalles, finis ou non, de Z est U-distributive,
on peut déduire du théoréme de compatibilité la proposition suivante :

Prorosition 1. — Soit F un sous-groupe régulier de Z' et soient (a:)e
et (b:).e: deux familles d’entiers, finis ou infinis, vérifiant

a; < b; quel que soiti€l,
Pour qu’il existe un élément c€F tel que
a; L x; b quel que soitiel.

il faut et il suffit que pour tout élément primitif ¢ de F*, on ait

2 b — Z ai> o,
)

i€ S+(c i€S—c)
en posant
S+(¢c) ={ifieletc;=1} et S—(c) ={ifieletc;=—1).
Prorosition 2 [29]. — Soit F un sous-groupe régulier de Z' et soit un

entier ¢ > 1. Quel que soit a €F, 1l existe b€F vérifiant
|bi]<<¢ et a;=0b;, (modgq) quel que soit iel.
La proposition précédente va nous permettre de donner ici une

démonstration trés simple. En effet, 1l s’agit de montrer qu’il existe un
élément z€F tel que

|a;— qxi| < g quel que soit i€l.
Or I’ensemble défim par cette inégalité est un intervalle : il nous suffit

donc de montrer que pour tout élément simple c€F*, il existe b€Z'
vérifiant (¢, b>=o0 et

[b;)]<<qg et a;=b; (modgqg) quel que soit 7el.
Soit D I’ensemble des éléments z€Z' qui vérifient (¢, > = o et
a;=xz; (modgq) quel que soit iel;
et & tout €D associons l’entier

d(x) = Min { Z|yi|/| x;— qyi| < q quel que soit i€l ;
iel
Si b est un élément de D qui minimise d(z), on a nécessairement

|6:] << g quel que soit iel.
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DeriniTioN. — Soit a €Z'. On appellera support d’imparité de al’ensemble
S(a)={ifiel et ;=1 (mod 2) }.
On a évidemment S(a)CS(a). Si a est simple, on a S(a)=S(a). Ktant
donné un sous-groupe FCZ'| les supports d’imparité des éléments de F
constituent un sous-groupe de 2(I) qu’on notera S(F).

Prorosition 3. — St F est un sous-groupe régulier, alors quel que soita€F,
il existe un élément simple bE€F tel que S(b)= S(a). Autrement dit, les
éléments de S(F) sont les supports des éléments simples de F.

Cela résulte immédiatement de la proposition 2, en prenant ¢ = 2.

Prorosition 4. — St F est un sous-groupe régulier, tout arbre de F est
un arbre de S(F), et réciproquement; F et S(F) ont méme dimension.

(Evident.)

Prorosition 5. — Si F est un sous-groupe régulier, on a
S (F*) = $*(F).
Soient A€S(F) et BES(F*) : il existe deux éléments a€F et beF*
tels que S(a) = A et S(b)=B.Ona
A,B>= Y abi=o0 (moda).
i€l
1l en résulte qu’on a S(F*)c $*(F). Or on a, par ailleurs,
dim $ (F*) == dim F*= | 1| — dim F = | [ | — dim $ (F) = dim &* (F);
d’ou I'égalité
S (F*) = $*(F).
Prorosition 6. — Pour qu’un sous-groupe F CZ' soit régulier, il faut et
il suffit que les supports des éléments simples-de F constituent un sous-groupe

de (1) ayant méme dimension que le sous-espace vectoriel F' de R' engendré
par F.

Supposons que F est régulier. L’ensemble des supports des éléments

simples de F n’est autre que le sous-groupe S(F). D’autre part, soit V un
arbre de F, et soient les éléments a"* (i € V) de F définis par

S@")ynV={i} e af'=r1;
F/ n’est autre que le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments a"* (1€V); on a donc

dim F'=|V|=dim § (F).
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Inversement, supposons que les supports des éléments simples de F
constituent un sous-groupe S de < (I) : on a SCS(F). Posons dimF’=r,

et soient a', a’, ..., a’*' des éléments quelconques de F : il existe des
entiers non tous nuls n,, n., ..., n., tels que
nat+n.at+ ... +n,,,a"=o,

et 'on peut toujours supposer que ces entiers ne sont pas tous pairs;
on a alors

nS(a') + n,S(a*) + ... +n. . S(a"+) =@.

On voit ainsi quon a dim S(F)-"r. Supposons maintenant qu’on a
dim S = r; 1l en résulte

S=S(F) et dimS$(F)=r.

Il est possible de trouver alors des éléments simples a', a?, ..., a'€F
dont les supports sont linéairement indépendants. Si a est un élément non
nul quelconque de F, il existe une relation de la forme

na=—n,a'+ n,a®+...+ n.a’, avec n3z£o.

Soit alors 2* 1a plus grande puissance de 2 divisant les nombres n,, n,, ..., n,,
on a

na=—=2%(nya'+ nya*+...+ n.a"),

en posant

n;=— 24n; pour =1, 2, ...., I

Soit b I’élément simple de F qui a pour support I’ensemble non vide
n S (a') + ny S (a?) +...+ n.S(a),
on a S(b)CS(a). On voit ainsi que F est régulier.

DeriniTion. — On dit qu'une matrice (m)) (i€1; j€J) est totalement
unimodulaire si le déterminant de toute sous-matrice carrée est égal
a 0,41 ou — 1;1l faut, en particulier, que tous les termes de cette matrice
soient égaux 4 o, + 1 ou — I.

TuEOREME FONDAMENTAL [13]. — Soit une matrice M = (m) (i€l;j€J)
dont les termes sont égaux & o, + 1 ou — 1. A tout ensemble A C 1 associons
Pensemble

AN = {j/jEJ et Zm}s o (mod 2) ;
iea
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Les six propositions suivantes sont équivalentes :
(1) M est totalement unimodulaire;
(2) Tout ensemble non vide A C1 peut étre partitionné (*) en deux
ensembles A, et A, de maniére telle que
Zm}— zm}: 0, +10u—1 quel que soit j€J;
€A €Ay

(3) Tout ensemble non vide A C 1 peut étre partitionné en deux ensembles A,
et A, de maniére telle que

JEAN = N mi= 3

1€EA, iI€A,

(4) Pour tout ensemble non vide A C 1, il existe deux ensembles disjoints A,
et A, non tous deux vides, et inclus dans A, tels que

JEA = Zm}: Zm}-;

€A, (€A,

(5) Quel que soit 'ensemble non vide A C 1, la sous-matrice M}, est de rang
inférieur a |A|;

(6) Le déterminant de toute sous-matrice carrée est ou bien nul ou bien
impair.

Remarquons tout d’abord que 'application ¢ de < (I) dans < (I) définie
par 2(A) = J — AA est linéaire.

12 On a évidemment (2) = (3) = (4) = (5).

29 Montrons que (5) = (6). Soit M} une sous-matrice carrée dont le
déterminant est pair : il existe un ensemble non vide A’ C A tel que

JEB = zm}Eo (modz2).
ieAr

On a BCAA’ : la sous-matrice M} est donc de rang inférieur & |A’|[;
il en résulte que le déterminant de Mj est nul.

3° Montrons que (1) = (2). Pour cela, il nous suffit de montrer que si M est
totalement unimodulaire, alors I’ensemble I peut étre partitionné en deux
ensembles I, et I, de facon telle que

i R i 1 . . J
ij— ij__o,-i—lou—l quel que soit je€J.
i€l i€ly

(*) Nous disons ici que A, et A, partitionnent A si’on a
AinA2=ﬂ et A1UA2=A;

il n’est pas nécessaire pour cela que A, et A, soient non vides.
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Nous allons raisonner par récurrence sur |I|. Soit ¢ I'application linéaire
de < (I) dans < (AI) définie par
¢ (A) =Alng(A);
on a ¢(I)= @, ce qui entraine que le sous-groupe G = ¢[Z(I)] de Z(AI)
a une dimension inférieure & |I|. Distinguons maintenant deux cas :
Premier cas. — 1l existe un ensemble non vide A 41 tel que ¢(A) = @.
On a alors ¢ (A)No(I — A) = @. D’aprés ’hypothése de récurrence, on peut

partitionner A en deux ensembles A, et A,, [ — A en deux ensembles A
et A, de fagon telle que

. - o pour je€AA,
me Zm’_{:':l pour jE€G (A);

N, i o pourjeA(I—A),
%y Zm {—_*:1 pour jeog (I —A).

i€A] i€A}
On a alors
2 m— Z mi=o, +10u—1 quel que soit j€J.
i€AUAL €A UAL
Deuzxiéme cas. — On a

A£G, AZL et Acl = $(A)#0;

G est alors de dimension | I|— 1. Soit VCAI un arbre de G. Pour tout t €1,
le déterminant de M) ‘" est différent de o; car, dans le cas contraire,
il existerait un ensemble non vide ACI— {¢} tel que AADV. Identifions
maintenant les éléments de I aux entiers 1, 2, ..., n et posons

o= (—1)idét My~ @ pour (=1, 2, ..., n.
On a )
iy o sijev,
a;m;| — , .

2 ! {ldelMIVU<i>|511¢V~

iel
Posons

A={ifieleta;=1} et A,—={ifieleto;=—1}.

On a

zm}— Zm}:o, +10u—1 quel que soit j€J.
i€A,; I€As
4° Montrons que (6) = (1). Pour cela, nous allons montrer que si une
matrice carrée M = (m;) (1 €1; j€J) -de rang supérieur a 1 a son détermi-
nant impair, et si toute sous-matrice carrée de M différente de M a son
déterminant égal & 0,4+ 1 ou — 1, alors on a |dét M|=1.
Remarquons d’abord que I’application ¢ de £(I) dans € (J) est biunivoque :
en effet, s’1l existait un ensemble A £ & tel que ¢(A) = @, on aurait

détM=o (mod2).
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Il est donc possible de trouver un ensemble A C I, différent de @ et de I,
tel que ¢(A) soit de la forme

@A) ={/o} avec J,€J.
La sous-matrice M étant totalement unimodulaire, elle vérifie la propo-

sition (2). Il est donc possible de partitionner A endeuxensembles A, et A, de
facon telle que

Em}— Zm,’: o, +1ou—1 quel que soit j€J;
€A, i1€A,s
on a alors nécessairement
zm}-— 2 mi=o pour j £ j,.
1€ A, €A,y
Soit i, un élément quelconque de A : on a

i i
2 |m/n— 2 ‘m/o

i€A, I€As

| détM | = |detM}:gtH: 1.

C.Q.F.D.

Ce théoréme a de nombreuses conséquences. Tout d’abord, il permet
d’établir immédiatement I’équivalence entre les notions de matrice tota-
lement unimodulaire et de sous-groupe régulier.

CoroLLatRe 1 (Tutte). — Etant donné un ensemble fini 1, un
ensemble VCI, et pour chaque 1€V, un élément simple a"' €Z' vérifiant

VnS(ahV)y ={i} et ap'=r,

considérons la matrice M = (m)) (1€V;j€1— V) définie par
m,’: a/i-’v.
Pour que le sous-groupe F de 7' engendré par les éléments (a"),ev soit un

sous-groupe régulier (admettant V comme arbre), il faut et il suffit que M sout
totalement unimodulaire.

Si F est régulier, considérons un ensemble non vide ACV, et posons
a= Za’v".
€A
D’aprés la proposition 3, il existe un élément simple bE€F tel que
S(b)=S(a) : on a alors S(b)NV = A. Posons
A={i/ieA et by=1} et A,={ifieA et b=—1};
on a

Em}— Zm}:b,-:o, +1 ou—1 quel que soitj €l —V.
i€A, i€ A,
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La proposition (2) du théoréme précédent est donc vérifiée.
Inversement, s1i M est totalement unimodulaire, soit un élément de F

Rl P
u= —Z a;abV.

Soit 2* La plus grande puissance de 2 divisant toutes les coordonnées de a,
et soit A I’ensemble des éléments : € V tels que 2/** ne divise pas a;. On peut
partitionner A en deux ensembles A, et A, de maniére telle que

b= Za"»"—— 2a’="

iea, i€ A,

soit un élément simple de F. On a alors

N
a=o0 = Za}"so(modz) = b,=o.
i€A

On voit ainsi que F est régulier.

Il faut remarquer que le corollaire 1 n’utilise que la partie du théoréme
fondamental qui concerne I’équivalence des propositions (1) et (2). L’équi-
valence de ces deux propositions avec les propositions (3), (4), (5) et (6)
fournit une caractérisation entiérement nouvelle des matrices totalement
unimodulaires. Un certain nombre de conditions suflisantes connues en

sont des conséquences directes ([3], [16], [17], [19]).

DiriniTioN. — Soit F un sous-groupe de Z'. On dit qu’un ensemble VC I
est un préarbre de F si I'application (a:).ci— (ai)iev de F dans Z' est un
isomorphisme, et si, pour tout : €V, I’élément a*¥ €F défini par

S(a"V)nV={7} et ar¥=1
est simple.

CoroLLAIRE 2. — Pour qu’'un sous-groupe FCZ' soit régulier, il faut
et il suffit que F admette un préarbre, et que pour tout élément a €F, il existe
un élément non nul b €F tel que

S(b)cS(a).

11 est évident (cf. prop. 3) que tout sous-groupe régulier vérifie les deux
conditions proposées. Inversement, supposons que ces conditions sont
vérifiées, et considérons la matrice M de terme général

my=a}" (ieV,jel—YV).

Soit un ensemble non vide A C V. Posons

a= E ahv,

et soit bEF tel que bs£o et S(b)CS(a).
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On a
SB)nVcA
et
b= Zb,ai'v.
i€A

D’autre part, on a

JEAA = a;=o0 (mod2) = b,=o.
On voit ainsi que la sous-matrice M}, est de rang inférieur & |A|. Il en
résulte que M est totalement unimodulaire, et que F est régulier.

Remarque. — Dans 1’énoncé précédent, la condition que F admette
un préarbre est indispensable. Considérons, par exemple, dans Z* le sous-
groupe F engendré par les vecteurs-lignes de la matrice

I 1 0 O
I o0 1 O
—1 1 I I

Quel que soit a €F, 1l existe b €F vérifiant
S(b) =S (b) =S (a);

et cependant, F n’est pas régulier.

4. ELEMENTS POSITIFS D’UN SOUS-GROUPE REGULIER.

Prorosition 1. — Si F est un sous-groupe régulier de Z', alors pour tout
élément a €F, il existe un élément primitif de F a support inclus dans celut
de a, ayant toutes ses coordonnées de méme signe que celles de a.

En effet, soit b un élément primitif tel que S(b)CS(a) : il existe un
entier n, positif ou négatif, tel que a’=a — nb a ses coordonnées de méme
signe que celles de a, et son support strictement inclus dans celui de a.
Si a’=o0, 'un des éléments b et — b répond a la question. Si a’=o,
on recommence 1’opération avec a’, etc.

Dirinition. — Un élément a €Z' est dit positif s’il est non nul et si
toutes ses coordonnées non nulles sont positives.

CoroLLaIRE. — Si F est un sous-groupe régulier de Z', tout élément
positif a€F est combinaison linéaire positive d’éléments primitifs positifs
de F a supports inclus dans celut de a.

Prorosition 2. — Soit F un sous-groupe régulier de Z', soient 1,, 1, et 1,

trois ensembles formant une partition de 1, et soit i, €I,. Une et une seule
des deux éventualités suivantes se réalise :

(1) Il existe un élément primitif a €F tel que
a;, =1, S(a)cl,uly et a;> o0 pour (€ly;
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(2) Il existe un élément primitif b€F* tel que
b,=1, S)cliul, et bi>o0 pour i€l

Dire que (1) ne se réalise pas équivaut a dire, d’aprés la proposition 1,
qu’il n’existe pas d’élément a €F vérifiant le systéme de conditions
{1} pour =1y,
(S) se [0, +oof pour iel— {i},
]—o, +oof pour i€l
{o} pour i€l

D’aprés la proposition 1 du paragraphe précédent, cela équivaut a dire
qu’ll existe un élément primitif b de F* tel que
a vérifie (S) = <(b,a)Fo.

Or pour qu’un tel élément existe, 1l faut et il suffit que I’éventualité (2)
se réalise. ‘

CororLLatrRE. — St F est un sous-groupe régulier de Z', les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) F* n’admet pas d’éléments positifs;
(2) Quel que soit 1€, il existe un élément primitif positif de F dont le
support contient t.

En effet, prenons I,=1, I, = I, = @. La proposition (1) équivaut a dire
que, quel que soit i, €l,, I’éventualité (2) de la proposition précédente ne
- se réalise pas, et la proposition (2) équivaut a dire que, quel que soit i, € I,,
‘éventualité (1) de la proposition précédente se réalise. On a donc
bien (1) = (2).

TutoriMe. — Soit F un sous-groupe régulier de Z', de dimension r.
St F* n’admet pas d’éléments positifs, alors il existe r éléments primitifs
positifs de F qui engendrent F.

Considérons dans I la relation binaire « i’=1" ou il existe un élément
primitif c€EF* tel que

Cr=—1, =1 et ¢i>o0 pour iFU ».
Nous allons voir que c’est une relation de préordre. En effet,
solent i;, s, i3 trois éléments distincts de I, et supposons qu’il existe deux
éléments primitifs ¢, ¢’ de F* tels que
ci,—=—1, ¢, =1 et >0 pour iy,
c,=—1, c,=1 et >0 pour i
posons ¢"=c-+4¢’. On a

ci<o, X1 et ¢X>o  pour IFi.
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D’apreés la proposition 1, il existe alors un élément primitif d€F*
vérifiant

d,':"'_"l, di‘éo et diéo pour l# i1.

Comme F* n’admet pas d’éléments positifs, on a d, =— 1. Nous venons
ainsi de montrer que la relation considérée est transitive; dorénavant,
cette relation sera notée <. Nous allons maintenant raisonner par récurrence
sur | [], en distinguant deux cas.

Premier cas. — La relation considérée est une relation d’ordre. Soit
alors 7, un élément maximal, et posons J=1—{i,}. Soit F; le sous-
groupe de Z’ constitué par les restrictions & J des éléments de F,, c’est-a-dire
des éléments de F & support inclus dans J : F;" est le sous-groupe de Z'’
constitué par les restrictions a J des éléments de F*; nous allons voir
que F;" n’admet pas d’éléments positifs. En effet, supposons le contraire :
il existe alors un élément primitif c€F* tel que S(c)NJ 5= O et tel que

SN pour €.

Comme F* n’admet pas d’éléments positifs, on a ¢,=—1; soit alors
L ES(c)NJ : on a 1,=1,, ce qui est absurde.

D’aprés le corollaire précédent, il existe un élément primitif positif
a'€F tel que i, €S(a'); et d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe,
puisque F;" n’admet pas d’éléments positifs, r —1 éléments primitifs

positifs a*, a®, ..., a" de F, qui engendrent F, : il est évident alors
que a', a’, ..., @ engendrent F.
Deuzxiéme cas. — 1l existe deux éléments distincts ¢y, 1, € [ vérifiant 1, <1,

et 1, =% 1,. Solent alors ¢, ¢/ € F* vérifiant

e, =—1, c,—=+1, >0 pour X1,
=1, Ch=—1, i o0 pour i1,

On a nécessairement

= Ci=o0 pour 26y, I,
~On a donce
aeF = a,=a,.
En considérant le sous-groupe régulier constitué par les traces sur I — {i,}
des éléments de F, on voit immédiatement, d’aprés I’hypothése de
récurrence, qu’il existe r éléments primitifs positifs a', a*, ..., a”€F

qui engendrent F.

C. Q. F.D.
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CHAPITRE III.

CYCLES ET COCYCLES.

1. MuLTiGRAPHES NON ORIENTES. — Un multigraphe non orienté G est
défini par la donnée :

— d’un ensemble X; dont les éléments sont appelés les sommets de G;
— d’un ensemble U; dont les éléments sont appelés les arétes de G;

— d’une application qui, & toute aréte u€Us, fait correspondre une
paire non ordonnée {a, b{ de sommets, distincts ou non : a et b s’apellent
les extrémités de ’aréte u.

Le multigraphe G est dit fini si X; et Ug le sont. Dans cette thése,
il s’agira toujours de multigraphes finis. Un multigraphe fini peut se dessiner
sur le papier en représentant chaque sommet par un point, et chaque aréte
par un trait continu reliant ses deux extrémités. Une aréte dont les deux
extrémités sont égales s’appellera une boucle et se représentera effectivement
sur le papier par une boucle.

Une paire non ordonnée {a, b{ de sommets pour laquelle il existe au
moins un élément u €U, d’extrémités a et b s’appellera quelquefois, par
abus de langage, une aréte de G. On dira que {a, b} est une aréte simple
s’ll n’y a qu'une aréte de G d’extrémités a et b, une aréte multiple s’1l y a
plus d’une aréte de G d’extrémités a et b. Un multigraphe non orienté
dont toutes les arétes sont simples s’appellera un graphe non orienté.
Si G est un graphe, U; peut étre considéré comme un ensemble de paires
non ordonnées de sommets. ‘

Etant donné un multigraphe G, et un ensemble AcX,, on appellera
sous-multigraphe engendré par A ou encore sous-multigraphe obtenu par
suppression des sommets de X;— A le multigraphe G, qui a pour sommets
les éléments de A, et pour arétes les éléments de U; qui ont leurs deux
extrémités dans A, ces arétes ayant dans G, les mémes extrémités que
dans G. Etant donné un ensemble L.c Ug, on appellera multigraphe partiel
défint par L, ou encore multigraphe partiel obtenu par suppression des
arétes de Ug— L, le multigraphe G(L) qui a pour sommets les éléments
de X, pour arétes les éléments de L, ces arétes ayant dans G(L) les mémes
extrémités que dans G.

On définit dans G une chaine élémentaire lorsqu’on se donne une
séquence Zo, Ty, &1, . . ., Zr de sommets distincts et une séquence u,, u., ..., U
d’arétes distinctes telles que u; a pour extrémités z;_; et z; (1 =1, 2, ..., k).
Une chaine élémentaire est entiérement déterminée par l’ensemble des
arétes par lesquelles elle passe. S1 G est un graphe, une chaine élémentaire
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de G est entierement déterminée par la séquence des sommets par lesquels
elle passe : on la note généralement [z, 4, ., ..., Z«].

Etant donné un multigraphe G, considérons dans X, la relation binaire
«a = b ou 1l existe une chaine élémentaire passant par a et b». C’est une
relation d’équivalence. Les classes d’équivalence s’appellent les composantes
connezes de G. On dit que G est conneze s’il n’a qu’une composante connexe.
On dit qu’un sommet a € X,; est isolé s’il constitue a lui seul une composante
connexe.

Considérons maintenant 'application w,de < (X;) dans < (U;) définie par

i (A) = ensemble des arétes qui ont une extrémité dans A, et 'autre dans Xz — A.

Cette application est linéaire, car on a [en convenant de poser
wi(a) = o({a})]
o, (A) :20)‘;(11);
a€A

le noyau de cette application est constitué par les réunions de composantes
connexes. Un ensemble d’arétes de la forme w;(A) s’appelle un cocycle.
L’ensemble des cocycles, que nous noterons £; est un sous-groupe
de < (U;) de dimension n — p, en appelant n le nombre de sommets et p le
nombre de composantes connexes de G. On appelle cocycles élémentaires
les éléments minimaux de €.

Prorosition 1 (*). — Pour qu’un cocycle soit élémentaire, il faut et il
suffit qu’il soit de la forme wi(A), ot G, est connexe, et ot G._, est connexe,
en appelant C la composante connexe qui contient A.

En effet, soit w;(A) un cocycle de la forme indiquée, et soit L Cw(A)
avec L 2 w;(A); toutes les composantes connexes de G sont des compo-
santes connexes du multigraphe partiel obtenu par suppression de L :
il en résulte que si L est un cocycle, il ne peut étre que vide. Inversement,
soit w;(B) un cocycle élémentaire : w(B) est égal a la réunion des cocycles
disjoints w,(BNGC,), w;(BNC,), ..., w,(BNC,), en appelant C,, Co, ...,C,
les composantes connexes de G; il est donc nécessairement égal a I'un de
ces cocycles : on peut ainsi le mettre sous la forme wg(A), oi A est contenu
dans une composante connexe C. Ceci dit, supposons que G, (ou que G¢_,)
ne soit pas connexe, et soient A,, A,, ..., A, les composantes connexes de G,
(ou de G¢_,) : wg(A) est égal & la réunion des cocycles wg(A,), ..., ws(A,),
et ces cocycles ne sont pas vides, puisque G¢ est connexe; nous aboutissons
la a une contradiction. La proposition est donc démontrée.

Nous dirons qu’un ensemble d’arétes est un cycle élémentaire s’il est
possible de I'ordonner en une séquence u,, u., ..., u; et de trouver une

*) Cf. [2].
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séquence o, Zs, . . ., —; de sommets distincts de fagon telle que u,, u., ..., ux
alent respectivement pour extrémités |zo, Z.{, |Zi, 2|, ..., {Ti_1, To|.
Dans un graphe, un cycle élémentaire est entiérement déterminé par la
séquence des sommets par lesquels il passe.

Nous appellerons cycle tout ensemble d’arétes orthogonal a tous les
cocycles : autrement dit, un ensemble L€ U; sera un cycle si, pour tout
sommet a, le nombre d’arétes de L qui ne sont pas des boucles, et qui ont a
pour extrémité, est pair. Nous noterons Mg ’ensemble des cycles. Il est
évident que M, est un sous-groupe de % (U;) de dimension m — n + p, oum,
n et p sont respectivement le nombre d’arétes, de sommets, de composantes
connexes de G. D’autre part, les éléments minimaux de M, sont les cycles
élémentaires de G.

Etant donné un multigraphe G, on dit qu’'un ensemble VCU, est un
arbre de G, si c’est un arbre pour Q;(*); on dit que WC U, est un coarbre
de G s1 ¢’est un arbre de M. Il est évident que les coarbres sont les complé-
mentaires des arbres; d’autre part, on a immédiatement :

Prorosition 2. — Etant donné un multigraphe G ayant n sommets
et p composantes connexes, et un ensemble VC U, les propositions sutvantes
sont équivalentes :

(1) V est un arbre de G;

(2) G(V) est sans cycles et a p composantes connexes;

(3) G

(4) G(
(5) G(V) est sans cycles, et en ajoutant une aréte quelconque, on obtient

un cycle;

V) est sans cycles et |V|=n — p;
V) a p composantes connezes, et |V|=n — p;
)

(6) Le nombre de composantes connexes de G(V) est p, et il augmente
(d’une unité) sv Uon supprime une aréte quelconque.

(Evident.)

On dit qu’un multigraphe G est un arbre s’il est connexe et si U est
un arbre de G. ’

2. IsomorpHISMES. ETRECISSEMENT ET SUPPRESSIONS. PIVOTEMENTS. —
Etant donné un ensemble fini I, nous appellerons groupe de parties de 1
tout sous-groupe de < (I). Soit F un groupe de parties de I, et soit F/ un
groupe de parties de I’ : nous dirons que F et F’ sont isomorphes s’1l existe
une bijection ¢ : I - I telle que

Ael < ¢(A)el.

(*) Nous nous écartons ici légérement de la terminologie habituelle, dans laquelle
I’étre que nous venons de définir s’appelle un arbre si G est connexe, une « forét » si G n’est
pas connexe.
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Nous dirons qu’un multigraphe G est cocycliquement (resp. cycliquement)
isomorphe & un groupe F de parties de Isi le groupe Qg (resp. M) de parties
de U, est isomorphe & F. Nous dirons que deux multigraphes G et G’ sont
cocycliquement isomorphes si ; et Q. sont isomorphes.

Etant donné un groupe F de parties de I, et deux ensembles disjoints K,
LI, nous noterons [F, K, L] le groupe de parties de I — K — L constitué
par les traces sur I — K — L des éléments de F inclus dans I — K.

Prorosition 1. — On a
(¥, K, LP=[F, L, K].
(Evident.)

Prorosition 2. — St L, L/, K, K’ sont des ensembles disjoints deuz & deux
et inclus dans 1, on a

[[F, K, L], K, ') =[F, KUK, LUL/].
(Evident.)

Quelquefois, il sera commode de noter Fy le groupe de parties [F, I — K, 0].
Nous dirons qu’un groupe F de parties de I est décomposable s’il existe
deux ensembles non vides disjoints I’ et 1”7, avec I'UI”=1 tels que tout
élément de F est la réunion d’un élément de F, et d’un élément de F,,
ou, ce qui revient au méme, tels que tout élément minimal de F est contenu,
soit dans I, soit dans I”. Etant donné un groupe F de parties de I, intro-
duisons dans I la relation binaire «i =1’ ou il existe un élément minimal
de F contenant i et i/ ». C’est une relation d’équivalence. En effet,
soient 7, i’ €I, et soient A et B deux éléments minimaux de F tels que 1€A,
/€B, AnNB=0 et tel que AUB est minimal avec ces propriétés.
Supposons A £ B, et soit C un élément minimal de F vérifianti’ € CCA 4 B:
C rencontre nécessairement A; si 1€ C, alors on a

ALBICqA,  doi  |AUC|<|AUB|

ce qui est absurde puisqu’on a aussi

(€A, 'eC et AnCz=0.

Soient I, L, ..., I, les classes d’équivalence : nous dirons que I, I, ..., I,
sont les ensembles de décomposition de F.

Prorosition 3. — Soit un groupe de parties F, et sotent I,, I, ..., I,
les ensembles de décomposition de F. Les groupes de parties F,, F,, ..., F,
sont indécomposables. De plus, (1,, I,, ..., L,) est la plus fine des partitions
(Jiy, Joy ...y Jy) de 1 telles que tout élément de F est réunion d’éléments
deF,,F,, ..., F,.Dautre part, F* a les mémes ensembles de décomposition
que F.On a

[F, 9, 1-1L]=F, pour k—=r1,2,...,r
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Enfin, pour que F soit indécomposable, il faut et il suffit que, quels que
sotent 1, I €1, il existe un élément minimal de F contenant 1 et 1'.

(Evident.)

Considérons maintenant deux multigraphes G et G’. Nous appellerons
isomorphisme de G sur G’ tout couple (3, ¢), ou 5 est une bijection X;— X,
ou ¢ est une bijection U;— U, et ou, pour tout u€U, ¢(u) a pour
extrémités dans G’ les 1mages par 5 des extrémités de u. Ceci dit, nous
considérons G et G’ comme égaux s1 U,= U, et s’il existe un isomor-
phisme (3, €), ou e est I'application identique de U, dans lui-méme.

Etant donné un multigraphe G, et deux ensembles disjoints K, L.c U,
nous appellerons multigraphe obtenu par étrécissement de K et suppression
de L, et nous noterons [G, K, L]le multigraphe qui a pour arétes les éléments
de U,— K — L, pour sommets les composantes connexes de G(K), et dans
lequel toute aréte u€U,— K — L a pour extrémités les composantes
qui contiennent les extrémités de u dans G. On a, par définition,

G(L) =[G, ¥, Us— L].

Prorosition 4. — Le groupe des cocycles de [G, K, L] est [Q,, K, L].
Son groupe des cycles est [M,, L, K].
(Evident.)

Etant donné un multigraphe connexe G, on dit qu’un sommet a€ X,
est un point d’articulation si Gy _,, n’est pas connexe; plus généra-
lement, on dit qu’un ensemble A C X est un ensemble d’articulation si Gy__,
n’est pas connexe. Un multigraphe est dit tnarticulé s’il est connexe et sans
points d’articulation. Un multigraphe sera dit 3-conneze s’il est connexe
et s’il ne posséde pas d’ensemble d’articulation de moins de trois
éléments (°). Nous dirons qu'un multigraphe G est indécomposable s’1l n’a
pas de sommets 1solés et si le groupe €2 est indécomposable.

Proposrrion 5 (7). — Etant donné un multigraphe G, sans sommets isolés,
ayant plus d’une aréte, les quatre propositions sutvantes sont équivalentes :

(1) G est tnarticulé et sans boucles;

(

2)
(3) Quels que sotent u, v € U, il existe un cycle élémentaire contenant u et v;
4)

(

et ¢.

G est indécomposable;

Quels que sotent u, v €U, il existe un cocycle élémentaire contenant u

(*) Nous nous écartons ici, trés légérement, de la définition classique : on dit qu’un
multigraphe est h-connexe s’il est connexe, s’il ne posséde pas d’ensemble d’articulation
de moins de h éléments, ef si h = | X;| — 1.

() Une partie des propositions 5 et 6 a été établi par H. Whitney ([34], [35]).
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On a évidemment (2) < (3) < (4) et (3) = (1). Le fait que (1) = (4)
découle de la proposition suivante :

Prorosition 6. — Soit un multigraphe G, connexe et sans boucles, et
sotent Ly, L., ..., L, les ensembles de décomposition de Q.. Appelons
Ai(t=1,2, ..., r) Uensemble des extrémités des arétes de L;. On a les
propriétés suivantes :

10 Toute intersection A;N A;(i 5 j) contient au plus un élément;

20 Tout sous-multigraphe G,, est indécomposable. De plus, [G, Us— L;, 9]
et le multigraphe obtenu en supprimant dans G(L;) les sommets isolés sont
tous deux égaux a G,;

3% Pour qu’un sommet de G soit un point d’ articulation, il faut et il suffit
qu’il appartienne d au moins deux des ensembles Ay, A, ..., Ay

4° Le graphe qui a pour sommets les ensembles Ay, A,, ..., A,, et pour
arétes les paires | A;, A;| telles que i< et AiNA;= @ est un arbre.

Le multigraphe obtenu en supprimant dans G(L;) les sommets isolés
est inarticulé, puisque [Q, 9, U;— L;] est indécomposable, et son ensemble
de sommets est A;. Comme il n’existe pas de cycle élémentaire de G qui
rencontre deux ensembles L; et L; distincts, on voit immédiatement que ce
multigraphe est égal 4 G,,, que les points 1° et 4° sont vrais; et que chacune
des composantes connexes de G(U;— L;) contient un élément de A; et un
seul, donc que [G, U;— L;, O] est égal a G,,. S1 un sommet z appartient
a deux ensembles distincts A; et Aj, wg(x) rencontre a la fois L; et Lj,
donc ne peut étre un élément minimal de Q : z est un point d’articulation.
Au contraire, si z n’appartient qu’a un ensemble A;, on a wg(z)CL;, et,
puisque G,, est inarticulé, ws(z) est un élément minimal de QGA‘, et a fortiort
de Q; : z n’est pas un point d’articulation.

Les sous-multigraphes G,,, G,,, ..., G, s’appelleront les piéces de G.
Notations. — Soit F un groupe de parties indécomposable; nous

noterons I I’ensemble des éléments minimaux de F, et f Iensemble des
éléments K €F tels que [F, 0, K] est indécomposable.

Prorosition 7 (*). — Soient G et G’ deux multigraphes indécomposables
cocycliguement isomorphes. Si G est 3-connexe, il existe un isomorphisme
entre G et G’ compatible avec 'isomorphisme cocyclique.

Il s’agit de montrer qu’étant donné l'isomorphisme cocyclique ¢ :
U,— Uy, il existe un isomorphisme de G sur G’ qui est de la forme (o, 9).
Tout d’abord, Q; et Q. ayant méme dimension, G et G’ ont méme nombre

(*) Cette proposition a été établie, dans un langage difiérent, par H. Whitney [34].
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de sommets. Nous supposerons que ce nombre de sommets est supérieur
a deux (s’il est égal & deux, la propriété est évidente). Soit a€X, :

on a wy(a) €Q, puisque G est 3-connexe; 'image par ¢ de w,(a) est donc
nécessairement de la forme w, (a’), avec a’ € X, ; et a’ est défini de maniére
unique, puisque | X¢|> 2. Si 'on pose a’ =5 (a), on voit immédiatement
que (g, ¢) est un isomorphisme de G sur G’.

Remarque. — Une autre maniére d’exprimer la proposition précédente
est de dire que si deux multigraphes indécomposables G et G’ vérifient
Us= U, et Q;=Q;, et s1 G est 3-connexe, alors on a G = G’.

Soit un multigraphe indécomposable G possédant un ensemble d’articu-
lation 4 deux éléments {a, b}, et soit A une composante connexe
de Gy, _(s:). Considérons le multigraphe G’ obtenu & partir de G en
déplacant chaque aréte qui a pour extrémités dans G, z€A et a, de facon
4 ce qu’elle ait z et b pour extrémités dans G/, et chaque aréte qui a pour
extrémités 2 € A et b dans G, de fagon a ce qu’elle ait z et a pour extrémités
dans G’ (cf. fig. 1). Nous dirons que G’ est obtenu a partir de G par pivote-
ment sur a, b. On a évidemment U;= U, Q= Q;, et GZ G/,

Prorosition 8. — Pour qu’un multigraphe G, sans sommets isolés et ayant
plus d’une aréte, soit 3-connexe et sans boucles, il faut et il suffit que tout
multigraphe G’ vérifiant U, = U; et Qg = Q; soit égal & G auxr sommets
1solés prés.

(Evident.)
ProrosiTion 9. — Soit un groupe de parties indécomposable F C Z(I).
Soit T un élément de I, et sotent 1,, I, ..., I, les ensembles de décomposition

de[F, O, T]. Si, quel que soit k, il existe un multigraphe 3-connexe Gy vérifiant
Uo,=Tul; et Q=[F,1—Ug, 0],
et si, quels que sotent k et 1, il existe un multigraphe connexe Gy et un
sommet oy, € X, vérifiant
Us,=TuLuUl, Q¢,=[F,1—Ug, 8] et wg(a,)=T,

alors il existe un multigraphe connexe G et un sommet « € X, vérifiant
Ug=1, Qs=F et wg(a) =T.
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Remarquons tout d’abord que F est égal au groupe engendré par les
éléments des r groupes [F, - T — I, 9] (k=1, 2, ..., r). D’autre part,
st J est une réunion non vide d’ensembles choisis parmi I,, I, ..., L,
le groupe [F, I — T — J, ()] est indécomposable. En effet, s’1l ne I’était pas,
il aurait au moins un ensemble de décomposition, soit K ne rencontrant
pas T; car T, qui appartient a f, est nécessairement contenu dans I'un des
ensembles de décomposition; et F serait égal au groupe engendré par les
éléments de Fy et de F,_g, ce qui est impossible, F étant indécomposable.

La proposition est vraie pour r=2. Nous allons supposer r>2,
et raisonner par récurrence sur r. On peut remarquer que G, étant 3-connexe
et sans boucles, on a [Gy, I, 9] = G Lorsqu’on étrécit dans Gy, les arétes
de I, tous les sommets de la piéce du sous-multigraphe obtenu a partir
de Gy par suppression de ay qui a I, pour ensemble d’arétes se rameénent
4 un seul sommet, qu'on peut identifier & un sommet a, de Gy; d’autre
part, a;; s’identifie & un sommet «; de Gy, et 'on a wg (a;) = T. Deux cas
se présentent alors :

Premier cas. — Quel que soit k, tous les sommets au(l=1, 2, ..., r; 15£k)
sont égaux & un méme sommet a; de G;. Il est possible alors de construire
un multigraphe G ayant les propriétés suivantes :

(1) Il existe un sommet « € X, tel que Gx,_(., est connexe et posséde
un seul point d’articulation a, et r piéces égales a G|, G,, ..., G;, ou 'on
appelle G le sous-multigraphe de G, obtenu par suppression de a
les sommets a,, as, ..., a, s’identifiant tous a a;

(2) On a wg(a)=T;

(3) Etant donné une aréte u €T, s’il existe un indice k et un sommet z
de Gy, différent de «, et de a;, qui est une extrémité de u dans G, alors z reste
une extrémité de u dans G (cette régle ne conduit pas a des contradictions,
étant donné I'existence des multigraphes Gy); sinon, a est une extrémité

de u dans G.
On a alors Ug=1, Q;=F et w;(a) =T.

Deuxiéme cas. — 1l existe un indice ko, une partition (L,, L., ..., L)),
avec s> 2, des indices [ k,, et des sommets distincts a,, a., ..., a; de G,
tels que

lELi = ap1=a,.

Posons alors

J/:UII pour j=1,2, ...,

le Ll'
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D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe des multigraphes G*, G*, ..., G*
et des sommets respectifs a'; «*, ..., 2" de ces multigraphes, tels que
Usj=Tul,ul; Q. =[F,1—U., 0]
et
wef(af) =T pour j=1,2, ...,5.
Appelons G, G, ..., G" les multigraphes obtenus a partir de G, G, ..., G'

par suppression des somm
quelconque d’entre eux, 1l e
le seul sommet de cette piéc
alors possible de construire u

(1) Il existe un sommet o
(2) Le multigraphe G’ ob
une piéce de ce multigraphe
des poiuts d’articulation de

(3) S1 'on appelle A; e

ets respectifs a', «* ..., . Si G est I'un
xiste dans G’/ une piéce égale a G;, et a; est
e qui soit un point d’articulation de G'/. Il est

n multigraphe G ayant les propriétés suivantes :
€ X; pour lequel on a w,(a) =T;

tenu par suppression de «, est connexe, Gj, est
, et les seuls sommets de cette piéce qui soient
G’ sont a4, as, ..., a;

nsemble des sommets z de G’ tels que toute

chaine élémentaire partant

z et aboutissant 4 un sommet de la piéce G},

e
passe par aj, le sous-multigr(;phe de G’ engendré par A; et par les sommets

de G, est égal a G'/;

(4) Etant donné une aréte

de «; et de a4, a., ..., a, te
z est une extrémité de u dar
extrémité dans G;, 'un des s
I’extrémité de u autre que «

étant «). On a bien
Ug=1,

3. GROUPES COCYCLIQUES
sable F € 2 (I), soit T un élén

de décomposition de [F, O,
vérifiant

UGk: TUIk et

nous dirons que F est I'assem
et ces multigraphes s’appelle

gGk: [F, I -_ UGH ﬂ]

» u €T, s’il existe un sommet z de G;, différent
1 que z est une extrémité de u dans G;, alors
1s G (’autre étant «); si, au contraire, ¥ a pour
ommets a., @s, . . ., a4, soit a;, et si z est dans G/
, alors z est une extrémité de u dans G ('autre

Qs=F

et wg(a) =T.

C. Q. F.D.
5. — Soit un groupe de parties indécompo-
nent de F, et soient I,, I, ..., I, les ensembles
T]. S'il existe des multigraphes G,, G,, ..., G,

pour k=1,2,...,r

blage suivant T des multigraphes G,, G, ..., G,
ront les morceaux de I’assemblage; il est évident

que pour chaque morceau Gy, il existe un sommet a, vérifiant wg, (o) =T.
Nous dirons que deux morceaux G, et G; sont compatibles s’il existe un

multigraphe Gy et un somm
UGH: T v IkU II?

nous appellerons graphe des

QCI:!: [F’ I— UGH’ ﬂ]

et a, de Gy tels que

et 0)(;“(1“) :T;

incompatibilités le graphe qui a pour sommets

les morceaux, pour arétes les paires de morceaux incompatibles.
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Etant donné un morceau Gy, soit A; ’ensemble constitué par «; et les
sommets reliés a ;. : A, s’appellera I’ensemble de base de G;. Nous appellerons
ensemble correct tout ensemble KCI —T tel que I, — K, L, — K, ..., 1.— K
sont les ensembles de décomposition de [F, K, T] et tel que, pour chaque
morceau G, chaque composante connexe de G.(KNI;) contient un élément
de A; et un seul. Remarquons que si K est un ensemble correct,
[F, K, 0] est I'assemblage suivant T des multigraphes [Gi, KNI, O
(k=1,2,...,71).

Lemume 1. — St G est un graphe inarticulé ayant plus d’une aréte et si a est
un sommet quelconque de G, il existe au moins deux sommets b et b’, différents
de a et reliés a a, tels que {a, b} et {a, b’} ne sont pas des ensembles
d’articulation de G.

En effet, considérons la famille' @ des parties non vides AC X, pour
lesquelles il existe une aréte } a, z{ telle que A est une composante connexe,
mais pas la seule, du sous-graphe obtenu par suppression des sommets a et 2.
Si cette famille est vide, la propriété est évidente. Sinon, soient A et A’ deux
éléments minimaux disjoints de @, et soient b et b’ deux sommets reliés
4 a appartenant respectivement & A et A’ : il est évident que {a, b}
et {a, b’} ne sont pas des ensembles d’articulation.

Prorosition 1. — Pour tout assemblage, il existe un ensemble correct.

Soit G; un morceau de I’assemblage, et supposons qu’il existe un
sommet a€ Ay Soit b un sommet relié i a, différent de a et de «, et tel
que {a; a, b} n’est pas un ensemble d’articulation de G, — un tel
sommet existe, en vertu du lemme précédent, car le multigraphe obtenu
a partir de G, par suppression de «; est indécomposable —; soit K;
Pensemble des arétes reliant a et b et soit Gy=[Gy, K;, 9]. S’il existe
dans G; un sommet n’appartenant pas a I’ensemble de base, on peut
renouveler I’opération précédente, car le multigraphe obtenu a partir de G;
par suppression de o, est indécomposable, etc. Finalement, on obtiendra
un multigrapbe G7* dont tout sommet appartient & I’ensemble de base.
Posons alors

Nk

Kk;UKi pour A=1,2, ..., r et K:UKk.
k=1

i=1

L’ensemble K ainsi obtenu est correct.

Nous dirons qu’un groupe de parties FC Z(I) est cocyclique s’il existe
un multigraphe G vérifiant U;=1 et ;= F; nous dirons alors que G est
un’ multigraphe associé a F.



FLOTS ET TENSIONS DANS UN GRAPHE. 303

TutoriME 1. — Soit F un assemblage suivant T des multigraphes G,,
G., ..., G, et soit K un ensemble correct. Les propositions sutvantes sont
équivalentes :

(1) F est cocyclique;

(2) [F, K, O] est cocyclique;

(3) Le graphe des incompatibilités de Uassemblage F est bichromatique;

(4) Le graphe des incompatibilités de U'assemblage [F, K, O] est bichro-
matique (°).

On a évidemment (1)=>(3) = (4) et, d’aprés la proposition 9 du para-
graphe précédent, on a aussi (4) = (2); nous allons montrer que (2) = (1).
En effet, soit G un multigraphe associé a [F, K, 0] : les preces de [G, 9, T]
sont égales aux sous-multigraphes obtenus a partir des multigraphes

3-connexes [G;, KNI, O] (k=1, 2, ..., r) par suppression des sommets
ar(k=1,2,...,r); et les ensembles des sommets de ces piéces sont les
ensembles A,— {o} (k=1, 2, ..., r). Soit alors G’ le multigraphe obtenu

4 partir de G en supprimant les arétes n’appartenant pas a T, en ajoutant
comme sommets les sommets de G, G., ..., G- qui n’appartiennent pas
aux ensembles de base, et comme arétes les éléments de I — T, de maniére
que toute aréte u€l; ait dans G’ les mémes extrémités que dans Gy :

le groupe des cocycles de G’ n’est autre que F.
C. Q. F. D,

Etant donné un groupe de parties F € <% (I), considérons dans I la relation
d’équivalence «i, =1, ou {i,, i.}€F* », et soient C,, C,, ..., C, les classes
d’équivalence : nous dirons que ce sont les classes d’équivalence de F, et
que F est d’ordre r. On a évidemment la double inégalité

dim F é ,-é 2(limF;

si F est indécomposable, et si r>1, les deux inégalités sont strictes.
Posons I=/{1, 2, ...,r} et considérons le groupe F de parties de I
défini par
VGF = UCkEFZ
kev

F s’appellera le groupe réduit de F. Nous dirons que deux groupes de
parties F et G ont méme type si leurs groupes réduits sont isomorphes.

Proposition 2. — Soit un groupe de parties réduit et indécomposable

Foc2(l,) vérifiant |1,|=2""%—1, et soit un groupe de parties
. . . . g p p

quelconque FC 2 (I). S’il existe deux ensembles disjoints K, LC1 tels que

(") Un graphe est dit k-chromatique s’il existe une partition de ses sommets
en k ensembles, telle que toute aréte a ses extrémités. dans deux ensembles différents,

7
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[F, K, L] est tsomorphe a ¥, alors il existe un ensemble HC 1 tel que [F, H, 0]
est de méme type que F,.

Soit L, c1 tel qu’il existe K,cI— L,, avec [F, K,, L,] de méme type
que F, et supposons L, minimal avec cette propriété : nous allons voir
que L, = O. En effet, soit i, un élément de L,, et posons

[l:I_Kl_(Ll'—{io}), Fl:[Fy Ky, Ll—{l'o},
F,=[F, 0, {4}] et F,=[F, (i}, 0].

Si {io}ng, on a F’?= F‘_). Si {io}¢F4, on a

dimF, = dimF,—= dimF,,

et l'ordre de F, est égal, soit a 2"™" — 1, soit & 2'™" : dans le premier cas,
F, est de méme type que F,; dans le second cas, i, n’appartient a4 aucun
élément de F,, ce qui entraine que F, est égal a F.. On voit ainsi que si L,
n’est pas vide, il ne peut étre minimal.

Nous dirons qu'un groupe de parties F C < (I) est critique s’il n’est pas
cocyclique, et si tout groupe de la forme [F, K, O] avec K0, est
cocyclique. On peut vérifier que les groupes de parties de dimension 1 ou 2
sont cocycliques; mais il existe un groupe de parties non cocyclique de
dimension 3 : c’est le groupe ® de parties de I=/{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
engendré par les éléments {1, 2, 3, 4}, {1,2,5,6} et {1,3,5,7]; tout
groupe de parties non cocyclique de dimension 3 est de méme type que ®.
Il est évident que @ est critique. Ce groupe va jouer un rdle important
dans ce qui suit.

Lemme 2. — Soit un groupe critique réduit F C % (I). F est indécomposable
et ne contient aucune partie de 1 ayant moins de trois éléments. De plus,
quel que soit 1, €1, [F, {1,}, O] est indécomposable.

 La derniére partie de ’énoncé constitue le seul point délicat; nous allons

la démontrer. Supposons qu’il existe i, €I et deux ensembles non vides
disjoints I, et I, avec
LuL=1— (&)

tels que tout élément de [F, {i,}, @] est la réunion d’un élément de F
contenu dans I, et d’'un élément de F  contenu dans I,. Soit un
élément i, €1, : comme F est réduit, il existe un élément de F conte-
nant i,, et ne contenant pas i,; il en résulte qu’on a

[Fa a, Ii]:[F’ {i‘}’ L— {il}]‘

donc que [F, @, I,] est cocyclique; de méme [F, O, I,] est cocyclique.
Soient G, et G, des multigraphes associés respectivement a ces deux groupes,
et soit G le multigraphe obtenu en « recollant » G, et G, suivant ’aréte i,
comme I'indique la figure 2 : on a Q;= F, ce qui est absurde.
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Lemme 3. — Soit un groupe critique réduit FC Z(I). Une (et une seule)
des deux éventualités suivantes se réalise : .

(1) F est isomorphe a ®;
(2) Il existe i, €1 et T, T' €F tels que
(I—T)nT'=

N —
i —
G

Flg. 2.

Soit i; un élément quelconque de I, et soit G un multigraphe associé
a[F, {i}, O]. Les arétes de G sont simples ou doubles; et si j, j* sont deux
arétes de G ayant mémes extrémités, on a {i,,j,j'}€F*. D’aprés le
lemme 1, 1l est possible de construire une suite by, by, ..., by, ..., de
sommets de G telle que chaque sommet est différent des deux sommets
qui le suivent, que chaque sommet est relié a son successeur, et telle
qu’aucun ensemble de la formé { b, b...} n’est un ensemble d’articulation.
G étant fini, on peut toujours se ramener au cas ou l'on a, pour un
entier r > 2, b.,= b,, les sommets b,, b,, ..., b._, étant tous distincts.

Si toutes les arétes | b, bui) (n=0,1,2,...,r—1) sont doubles,
il existe un multigraphe [G, ¥, L] ayant la forme indiquée sur la figure 3.

Fig. 3.

[F*, L, O] est alors engendré par les éléments
{80y Jns T} (n=1,2y...,71)

et par I'élément {ji, js, ..., J-} (OU {jyJsy «+e, ]}, mais dans ce cas on
peut permuter j, et j,). Si 'on pose

K={juss o0y Jr} et L= {05 o rdih
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on voit alors que [F*, LUL’, K] est engendré par les éléments

.

{ilv./.h./"l‘}? {’.2’./"-”./'/2}" (i Jas J5) et (i Jas Jals

donc que [F, K, LUL’] est isomorphe & ®. En tenant compte de la propo-
sition 2, et du fait que F est critique et réduit, on voit qu’alors F est
isomorphe a ®.

Si, au contraire, I'une des arétes ) b,, b..{ est simple, on posera

T:m(i(:bm bll'l'l})7 T’:w(:([/u)y

et 'on appellera i, 'aréte d’extrémités b, et b,., : on a bien alors
T, T'ef et (I—=T)nT' =14}

Tutorime 2. — Si un groupe de parties FC (1) n’est pas cocyclique,
il existe un groupe non cocyclique, de dimension au plus égale a 6, de la
forme [F, K, O].

Il s’agit de montrer que si F est un groupe critique réduit, on a dim F 6.
On peut toujours supposer que F n’est pas isomorphe & ®. Soient i, €1
et T, T'€F tels que (I—T)NT ={i,}; soit G un multigraphe associé
a[F, {io}, O]: d’apréslelemme 2, G est indécomposable. Soit A € X, tel que
V = w,(A) est élémentaire, qu’il existe V'€ F vérifiant (I— V)n V' = {i,},
et tel que A est minimal avec ces propriétés; on posera

V1:anl et VQZV—VI.

Soient I,, I, ..., I, les ensembles de décomposition de [F, {i,}, V] : F est
I’assemblage suivant V des multigraphes

Gi=[G, I - VUL, 8] (k=1,2,...,7)

et du multigraphe G, dessiné sur la figure 4. D’aprés le théoréme 1, quel que
soit k, tout sommet de G, appartient a ’ensemble de base; et, d’autre
part, le graphe des incompatibilités est constitué par un circuit de longueur
impaire sans diagonales.

Fig. 4.

Quitte a changer de numérotation, on supposera que I, I, ..., L(1Zs <r)
sont contenus dans I’ensemble des arétes de G,, et que I, ..., I, sont
contenus dans 'ensemble des arétes de Gx__,.
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Soit un morceau Gy, avec 1k s, et soit a un sommet quelconque
de G, : nous allons voir que ®, (a) rencontre a la fois V, et V,. En effet,
soit BC A I'ensemble de sommets de G vérifiant w,(B)= w,, (a); posons

A\l=A—B et e (A") =W.
On a

W=uw;(A) +0:;(B) =V +w(a) =w (| al),

et comme a est relié & «, dans G4, on a WeF. Comme A a été choisi
minimal, on ne peut avoir ni V,CW, ni V,CW; on voit ainsi que v, (a)
rencontre V, et V..

Une conséquence de ce qui précéde est que G, est incompatible avec
chacun des morceaux Gy, G., ..., G,. Il en résulte que le graphe des
incompatibilités est nécessairement un triangle : autrement dit,ona s=1
et r =2; G, = G, et G, = G,__, sont les sous-multigraphes indécomposables
obtenus a partir de G, et G. par suppression de «, et «,. Comme F est
réduit, G, et G, n’ont que des arétes simples. Nous allons maintenant
distinguer deux cas.

Premier cas : G, a plus d’'une aréte. Soit alors u une aréte de G, dont
les extrémités ne constituent pas un ensemble d’articulation : le groupe
[F, {u}, @] est un assemblage suivant V des multigraphes G, [G,, {u}, 9]
et G,. Comme ce groupe est cocyclique, et que G, et [Gy, {u}, 9] sont
incompatibles, G, et [G,, {u}, @] sont nécessairement compatibles. Il en
résulte que [G, {u}, @] n’est pas 3-connexe : autrement dit, ce multigraphe
posséde un ensemble d’articulation a deux éléments; et il est évident
qu'un, et un seul, de ces deux éléments, soit a, appartient a X;— A.
Sil’on appelle b et b’ les deux extrémités de u, on a

VCO)G (a) Uw(;(b) Uw(;(bl).

Ceci dit, il est possible, d’aprés le lemme 1, de construire une suite b,
biy ..., by, ..., d’éléments de A, telle que chaque élément est différent
des deux qui le suivent, que chaque élément est relié a son successeur,
et telle qu’aucun élément ne forme avec son successeur un ensemble
d’articulation de G,. Il existe alors une suite a,, @, ..., @, ... d’éléments
de X;— A telle que

VCwg (@) Uwg (b,) Uog (bni1) quel que soit n;

on a immédiatement
VNwe(br) Cwe(@nr1) quel que soit n,
d’ou ,
VCwe (@) Uwg (Anii) Uwg (@ni2)  quel que soit n.
On voit ainsi que G, a au plus trois sommets. D’autre part, s’il existe
dans A un élément ¢ £ by, by, b,, on a nécessairement

YNnoe(c) Cwc(a) et Vo (c) Cwg(ar),
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d’ou a,= a,, ce qui entraine
Vcwg (@) Uwg (bo) Uwg (b)) Cwg (@) Uweg(b1),

ce qui est absurde étant donné que G, et G, sont incompatibles; G, a donc
trois sommets. En définitive, on a

dimF =dimQ;+1=|Xg| L3 + 3 =6.

Deuziéme cas : G, ne posséde qu'une aréte. Soient alors ¢, et ¢, les deux
éléments de A; posons

V:=Vno(c) et Vi=Vnuws(c).

Comme G, est incompatible avec G, et avec G,, aucun des quatre
ensembles V,, V., V,, V, n’est contenu dans un ensemble de la forme w(a),
avec aC X, — A. Si u est une aréte de G, dont les extrémités b, et b, ne
constituent pas un ensemble d’articulation, I’'un au moins des ensembles V,,
V., Vi, V, est contenu dans ®(b;)Uw,(b,), puisque [G,, {u}, O] est
nécessairement compatible avec G, ou avec G,. Il résulte de ce qui précéde
que le nombre d’arétes de G, dont les extrémités ne constituent pas un
ensemble d’articulation est au plus égal 4 4. Le nombre de sommets de G,

est donc, d’aprés le lemme 1, au plus égal a 4, et 'on a
, d'ap p g )
dimF =dimQ¢+1=|Xg| L2+ 4=06.

C. Q. F. D.

Un examen -exhaustif montre que les seuls groupes critiques réduits
de dimension inférieure a 7 sont ®, ®*, ®, et ®,, en appelant @, et ®, les
groupes des cycles des deux graphes de Kuratowsk:i K, et K, (cf. fig. 5).

K
I
Ky
Fig. 5.
On peut donc énoncer :
CororLLAIRE. — Pour qu’un groupe de parties F C () soit cocyclique,

il faut et il suffit qu’aucun groupe de la forme [F, K, @], avec KC 1, ne soit
du méme type que ®, ®*, &, ou O, (**).

(') Cet énoncé est plus fort qu’un énoncé analogue donné par W. T. Tutte [32]. Notre
démonstration est essentiellement différente, et nettement plus rapide.
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4. MurticrAPHES PLANAIRES. — Deux multigraphes G et G’ seront dit
duauz (*') s’ils vérifient U,= U, et Qy= M. Il est évident que deux
multigraphes duaux sans sommets isolés sont indécomposables en méme
temps. Etant donné un multigraphe planaire connexe G, et une réalisation
de G sur la sphére, considérons le multigraphe G* dual de G au sens des
multigraphes planaires : G* est dual de G au sens de notre définition.

TutoremE 3 (**). — St G et G’ sont deux multigraphes duaux indécompo-
sables, alors ils sont planaires. De plus, il existe une réalisation sphérique
stmultanée de G et de G’ qui les fait apparaitre comme duaux au sens des
multigraphes planaires.

Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d’arétes. Tout d’abord
il existe au moins une aréte u, telle que I'un au moins des deux multi-
graphes [G, {uo}, O] et [G/, {u,}, O] est indécomposable : si G posséde
une aréte multiple, il est immédiatement possible de trouver u, € U; telle
que [G, 9, {u, }] est inarticulé, et [G’, {u,}, O] est alors indécomposable;
si G ne posséde pas d’arétes multiples, il suffit d’appliquer le lemme 1
du paragraphe précédent.

Quitte & permuter G et G’, nous supposerons que [G, {u,}, 9] est
indécomposable. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe une réalisation
sphérique de [G, {u,}, 9] et [G', O, {u,}] qui les fait apparaitre comme
duaux au sens des multigraphes planaires. Ceci dit, solent a et b les deux
extrémités de u,, et soit « le sommet de [G, {u,}, 9] obtenu, par étrécis-
sement, a partir des deux sommets a et b. w; (a) est un cocycle élémentaire
de G, donc un cycle élémentaire de G’. Soient uo, ui, ..., u: les arétes par
lesquelles passe successivement ce cycle : la séquence us, usy, ..., ux
détermine une chaine élémentaire de G’. Autour du sommet o, on a donc
nécessairement la figure 6 a.

-
L. —

U,

Fig. 6 b.

La figure 6 b montre que G et G’ sont planaires, et qu’il existe une
réalisation sphérique qui les fait apparaitre comme duaux.

(1) Cette définition est équivalente a celle qu’a donnée H. Whitney dans [35].
(1*) Ce résultat a ét¢ établi par S. Mac Lane [24].
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Remarque. — Considérons les deux multigraphes de la figure 7. Ils sont
duaux, mais non indécomposables. On peut constater qu’il n’existe pas
de réalisation sphérique qui les fdsse apparaitre comme duaux au sens
des multigraphes planaires.

"
b
1
3
3
2
2
Fig. 7.

CorovrraIrE (**). — Pour qu’un multigraphe soit planaire, il faut et il suffit
qu’il admette un-dual.

TatortEmeE pE Kuratowskr (**). — Pour qu’un graphe soit planaire,
il faut et il suffit qu’il n’admette pas de graphe partiel qui, aprés suppression

des sommets isolés, soit de Uune des deuxr formes indiquées sur les
figures 8 a et 8 b.

=l

Fig. 8 a. Fig. 8 b.

Ce théoréme est une conséquence directe du corollaire précédent et du
théoréeme 2. '

(*%) Cf. [35].
(") Cf. [20].
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CHAPITRE IV.

FroTs ET TENSIONS.

Un multigraphe orienté G est défini par la donnée :
— d’un ensemble X; dont les éléments sont appelés les sommets de G;
— d’un ensemble U; dont les éléments sont appelés les arcs de G;

— d’une application qui, & tout arc u€U, fait correspondre un
couple (a, b) de sommets, distincts ou non : a s’appelle 'extrémité initiale
de u, b s’appelle I'extrémité terminale de u.

A un multigraphe orienté G correspond canoniquement, de fagon évidente,
un multigraphe non orienté dont les sommets sont les éléments de X,
et dont les arétes sont les éléments de Ug; cette correspondance canonique
nous permettra de parler des cycles, cocycles, chaines élémentaires, compo-
santes connexes, etc., de G. On définit de maniére évidente les multigraphes
orientés G,(ou ACX;), G(L) (o0 LcU,) et [G, K, L] (ou K et L sont
deux ensembles disjoints inclus dans U). On appelle graphe orienté un multi-
graphe dans lequel, pour tout couple (a, b) de sommets, 1l existe au plus
un arc ayant a et b comme extrémités initiale et terminale; en général,
le multigraphe non orienté associé canoniquement & un graphe orienté
n’est pas un graphe. S1 G est un graphe orienté, U, peut étre considéré
comme un ensemble de couples de sommets.

Etant donné un multigraphe orienté G, et un sommet z de G, on convient
généralement de noter I' .z I’ensemble des sommets y tels qu’il existe un arc
ayant z et y pour extrémités initiale et terminale; et 'on note I';z ’ensemble
des sommets y tels que z€l'yy. Un graphe orienté est entiérement défini
par la donnée de X, et de I’application I'; de X, dans ’ensemble des parties
de X;. Un graphe orienté G est dit symétrique sil’on a

(z,y)eUs = (y,z)elUy,

autrement dit, si I';=T';. A tout graphe non orienté G correspond canoni-
quement un graphe orienté symétrique : c’est le graphe G défini par

X=X et (z,y)eU; = |z, y)eU,

Etant donné un multigraphe orienté G, on appelle potentiel sur G tout
élément de R*. On appelle tension sur G tout élément 6 €R" pour lequel
il existe un potentiel ¢ tel que, pour tout arc u, on a 6,=t,— t,, en appelant
a et b les extrémités initiale et terminale de u. Nous noterons 0, I’ensemble
des tensions sur G, O, I’ensemble des tensions entiéres sur G : @; est un
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sous-espace vectoriel de R", et 6 est un sous-groupe de Z':, Etant donné
un ensemble ACX,, considérons sa fonction caractéristique t'; et
appelons o (A) [resp. w;(A)] 'ensemble des arcs de ».(A) qui ont leur
extrémité initiale (resp. terminale) dans A. La tension 0' associée au
potentiel ¢* est définie par
1 siueni(A),
fi={ —1 siuewg(A),
o siugwg(A);

0* est un élément simple de O,.

Prorposition 1. — O, est un sous-groupe régulier; on a S(0,)=Q;
et dim O, = n — p, en appelant n et p les nombres de sommets et de compo-
santes connexes de G; O, est le sous-espace vectoriel engendré par 0.

Nous savons déja que tout cocycle est le support d’une tension simple.
Inversement, soit 0 une tension simple, et soit ¢ un potentiel entier
canoniquement associé 4 0; on a

S(0)=8(0)=w;(S(¢t)).

Comme le groupe (resp. l'espace vectoriel) des potentiels entiers
(resp. réels) est engendré par les t'(A € X,), il est évident que O (resp. 0;)
est engendré par les 0'(AcCX,) : O, est donc le sous-espace vectoriel
engendré par 0.. Or I’application linéaire canonique qui a tout potentiel
assocle une tension a pour noyau ’ensemble des potentiels qui sont constants
sur chaque composante connexe; on a ainsi

dim ;= n — p = dim Q.

La proposition est ainsi démontrée (cf. chap. 11, § 3, prop. 6).
On appelle flot sur G tout élément ¢ €R"% vérifiant

(0% 9>=0 quel que soit a €X,.

Nous noterons ®; I’ensemble des flots sur G, et ®; ’ensemble des flots
entiers sur G.

Prorosttion 2. — @ est le sous-groupe régulier orthogonal & O
on a S(®;) = M,. ¥ est le sous-espace vectoriel engendré par ®,.

(Evident.)

Remarque. — Etant donné un cocycle élémentaire, il existe exactement
deux éléments primitifs de O, ayant ce cocycle pour support, et ces deux
éléments sont opposés (cf. chap. I, §3, prop. 3); on voit ainsi que les
éléments primitifs de O; sont les éléments de la forme 0%, ou G, est
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connexe, et ou G;_, est connexe, en appelant C la composante connexe
de G qui contient A; et 'on a
SH(0A) =i (A) et S—(04) = wi(A).

Soit 1 un cycle élémentaire de G : on peut parcourir ce cycle de deux fagons
opposées; choisissons un sens de parcours et appelons p* ’ensemble des
arcs qui sont dans le sens du parcours, .~ I’ensemble des arcs qui sont dans
le sens opposé; il existe un élément primitif c€®; vérifiant S*(c) = p*
et S™(c) = 7, et les seuls éléments primitifs de @, ayant . pour support
sont c et (— ¢).

Prorosition 3 (**). — Soit G un multigraphe orienté, soit V un arbre
de G, et soit W=U;— V le coarbre complémentaire. L’application de
restriction ¢ — @ est un isomorphisme de ®; sur RY, et de ®; sur Z".
L’application de restriction 6 — 0, est un isomorphisme de ©; sur R’ et
de O, sur Z".

(Evident.)

Prorosition 4 [18]. — Soit un multigraphe orienté G, et sotent des entiers
(resp. des nombres réels) finis ou infinis a, et b, (u€U,) vérifiant

ay < b, quel que soit ueU;.
Pour qu’il existe un flot entier ¢ (resp. un flot réel 9) vérifiant
AuZ QuL by quel que soit ueUg,
il faut et il suffit qu'on ait
2 b, Z a, quel que soit AcX
u€mlr(A) uEWS (A)
(cf. chap. 11, § 3, prop. 1).

Prorosition 5 [28]. — Soit un multigraphe orienté G, et soient des entiers
(resp. des nombres réels) finis ou infinis a, et b, (u € U,) vérifiant

an<=b, quel que soit ueU,.

Pour qu’il existe une tension entiére 9 (resp. une tension réelle 9) vérifiant

ay = 0,b, quel que soit ueUg,

il faut et il suffit que pour tout cycle élémentaire (., et pour tout sens de parcours

sur ce cycle, on ait
SosYa
uep+ uep—

(cf. chap. 11, § 3, prop. 1).

('%) Pour les propositions 3 a 11, cf. [2].
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-

Dorénavant nous noterons ®;(resp. @, 0, ©;) ’ensemble des éléments
positifs de @ (resp. O, O, 0,). On "appelle circuit élémentaire tout flot
primitif positif; on appelle cocircuit élémentaire toute tension primitive
positive. Si G est un graphe, un circuit ¢ est entiérement déterminé
par la séquence z,, x,, ., ..., x;(définie & une permutation circulaire
pres sur les indices o, 1, 2, ..., k) des sommets qu'on rencontre lorsqu’on
parcourt le cycle p.=5(c) dans le sens défin1 par p*=p : on le note

généralement [z,, 21, Z», . .., Ti, To.

Prorosition 6. — Les éléments de ®{(resp. ®:, O, 0F) sont les combi-

naisons linéaires positives & coefficients entiers (resp. réels, entiers, réels)
des circuits (resp. circuits, cocircuits, cocircuits) élémentaires de G.

(Cf. chap. II, § 4, prop. 1.)

Prorosition 7 [25]. — Soit un multigraphe orienté G dont les arcs sont
colorés, soit en rouge, soit en vert, soit en noir, et soit u, un arc coloré en
noir. L’une, et Uune seulement, des deux propositions suivantes est vérifiée :

(1) Il passe par Uarc u, un cycle élémentaire | uniquement rouge et notr,
dont tous les arcs noirs sont orientés dans le méme sens (c’est-a-dire appar-
tiennent tous, soit & [+, soit d 7);

(2) Il passe par Uarc u, un cocycle élémentaire w (A) uniquement vert et
notr, dont tous les arcs noirs sont orientés dans le méme sens [c’est-d-dire
appartiennent tous, soit & w;(A), soit a w;(A)].

(Cf. chap. II, § 4, prop. 2.)

Prorosition 8. — Etant donné un multigraphe orienté G, les deux propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) G ne posséde pas de circuits élémentaires;

(2) Par tout arc de G, il passe un cocircuit élémentaire (c’est-a-dire :
il existe un cocircuit élémentaire dont le support contient cet arc).

(Cf. chap. 11, § 4, corollaire de la proposition 2.)

Soit un multigraphe orienté G. On définit dans G un chemin élémentaire
lorsqu’on se donne une séquence z,, %, 2, ..., Z; de sommets distincts
et une séquence u,, U., ..., u; d’arcs distincts tels que u; a z;_, pour extré-
mité initiale et z; pour extrémité terminale (t=1,2,...,m). Si G est
un graphe, un chemin élémentaire de G est entiérement déterminé par la
séquence des sommets par lesquels il passe : on le note généralement
[@oy T4y Tay ooy 2.

tant donné un multigraphe orienté G, considérons dans X la relation
binaire « a = b ou il existe un chemin élémentaire allant de a vers b et un
chemin élémentaire allant de b vers a ». C’est une relation d’équivalence,
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Les classes d’équivalences s’appellent les composantes fortement connexes
de G. On dit que G est fortement connexe s’il n’a qu’une composante fortement
connexe, autrement dit si, pour tout couple (a, b) de sommets distincts,
il existe un chemin élémentaire allant de a vers b.

Prorosition 9. — Etant donné un multigraphe orienté G, les trois propo-
sittons sutvantes sont équivalentes :

(1) G ne posséde pas de cocircuits élémentaires;
(2) Par tout arc de G, il passe un circuit élémentaire;

(3) Les sous-multigraphes engendrés par les composantes connexes de G
sont fortement connexes.

L’équivalence de (1) et (2) est évidente (cf. chap. 11, § 4, corollaire de la
proposition 2). Si G posséde un cocircuit élémentaire, 'un au moins des
sous-multigraphes engendré par les composantes connexes de G n’est
pas fortement connexe. Inversement, soit C une composante connexe de G,
et supposons que G ne soit pas fortement connexe; soit A C C une compo-
sante fortement connexe de G, et soit u€w(A) : il n’existe pas de circuit
élémentaire passant par u, car si un tel circuit existait, les deux extrémités
de u appartiendraient a la méme composante fortement connexe.

Prorosition 10. — Soit un multigraphe orienté G, sans circuits, ayant
n sommets et p composantes connexes. Il existe, dans G, n — p cocircuits
élémentaires qui engendrent O,

(Cf. le théoréeme du chapitre 11, §4.)

Prorosition 11. — Soit un multigraphe orienté G, fortement connexe,
ayant n sommets et m arcs. Il existe, dans G, m —n + 1 circuits élé-
mentaires qui engendrent ®,.

(Cf. le théoréme du chapitre 11, § 4.)

Etant donné un sous-groupe régulier FCZ' et deux ensembles
disjoints K, L€ I, nous noterons [F, K, L] le sous-groupe régulier de Z'*"
constitué par les restrictions & I — K — L des éléments de F a supports
inclus dans I — K.

Prorosition 12. — On a
[V, K, L'=[F, L, K.
(Evident.)
Prorosition 13. — Si L, L/, K, K’ sont des ensembles disjoints deuz d deuz
et inclus dans 1, on a
[[F, K, L], K, L')=[F, KUK/, LUL'].
(Evident.)
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Prorosition 14. — St K et L sont deux ensembles disjoints inclus dans 1,
on a '
S([F, K, L])=[$(F), K, L].
En effet, on a

[S(F), K, L]cS([F, K, L]) et [S(F),L,K]cS(F, L, KJ).

Oron a

[S(F), K, LT =[s$("), L, K]=[S(™), L, K]
et

$([F, K, L)) =$([F, K, L") =S$[F*, L, K]);

d’ou I’égalité annoncée.

Prorosition 15. — Soit un multigraphe orienté G, et soient K et L deux
ensembles disjoints d’arétes de G. Le groupe des tensions entiéres de [G, K, L]
est [0, K, L], et son groupe des flots entiers est [D, L, K].

(Evident.)

Prorosition 16. — Soit un sous-groupe régulier F CZ'. Pour qu’il existe
un multigraphe orienté G vérifiant U.=1 et O, =F, il faut et il suffit
que S (F) soit cocyclique.

La condition est. évidemment nécessaire. Inversement, nous allons
démontrer, par récurrence sur | I |, que si G est un multigraphe non orienté
associé & S (F), il est possible d’orienter les arétes de G de maniére telle

que le multigraphe G obtenu vérifie ;= F. On peut toujours supposer
que G est indécomposable. Distinguons deux cas.

Premier cas : 1l existe dans G un cycle &4 deux éléments, soit {i,, ..
Soit alors ¢ I’élément de F* qui vérifie S(c) = {1, 1o} et ¢,=1. D’aprés
I’hypothése de récurrence, il est possible d’orienter les arétes de [G, G, {12 ]]
de maniére que le groupe des tensions du multigraphe obtenu soit égal
a [F, 9, {t2}]. Il ne reste plus alors qu’a orienter i, dans le méme sens
que i, si ¢,= — 1, dans le sens contraire si ¢, = 1.

Deuziéme cas : G ne posséde pas d’arétes multiples. Il existe alors
(cf. le lemme 1 du chapitre III, § 3) une aréte i, telle que [G, {i,}, O] est
indécomposable. D’aprés I’hypothése de récurrence, il est possible
d’orienter G'=[G, {i,}, 9] de maniére que le groupe des tensions du
multigraphe G’ obtenu soit égal a [F, {i,}, @]. Soient a et b les deux
extrémités de i, dans G, soit « le sommet obtenu a partir de a et b par
étrécissement de i,, et soient ¢ et ¢’ les deux éléments de F vérifiant

S(c) =w¢(a), S(d)=w¢(d), ¢, =1 et c=—1.

0
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Comme () est un élément minimal de S$(F), les ensembles S*(c+ ¢')
et S7(c+¢') sont égaux a l'ordre prés, aux ensembles o} («) et w (x).
Soit G le multigraphe orienté obtenu A partir de G en orientant les arétes
autres que i, de la méme maniére qu’elles le sont dans G’, et en orientant i,
de a vers b si S*(c+¢)=w_ (), de b vers a si S*(c+¢')=0w7(2):

il est évident qu'on a O;=F.

Prorosition 17. — Soit un sous-groupe régulier F CZ'. Pour qu’il existe
un multigraphe orienté G vérifiant U,=1 et O,=TF, il faut et il suffit

quw’aucun groupe de parties de 1 de la forme [S(F), K, O] ne soit du méme
type que D, ou ®,.

En effet, on vérifie aisément qu’il n’existe pas de sous-groupe régulier F
tel que S(F) soit isomorphe a ®. Il en résulte, d’aprés la proposition 14,
qu’aucun groupe de parties de la forme [S (F), K, @] ne peut étre du méme
type que ® ou que ®*.

CHAPITRE V.

DEMI-DEGRES ET CIRCUITS DANS UN GRAPHE ORIENTE.

1. InTRODUCTION. — G. A. Dirac [6], P. Erdos et T. Gallai [8] ont énoncé
un certain nombre de conditions suffisantes pour qu’existe, dans un graphe
non orienté, une chaine hamiltonienne, ou un cycle hamiltonien (**), ou
un cycle de longueur supérieure 4 un nombre donné, etc.; ces conditions
portent, soit sur le nombre d’arétes, soit sur les degrés (*').du graphe.
Nous allons citer les principales d’entre elles; pour la commodité de I’exposé,
nous parlerons de graphes symétriques au lieu de parler de graphes non
orientés.

Tutorkme 1 [6]. — Si, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a

[Tex | > :-) | X6 | quel que soit x €Xg,

alors ce graphe posséde au moins un circuit hamiltonien.

(1) On appelle cycle (resp. chaine, chemin, circuit) hamilfonlen un cycle (resp. une
chaine, un chemin, un circuit) élémentaire qui passe par tous les sommets du graphe.

(t") Etant donné un graphe non orienté G, on appelle degré en un sommet x le nombre )
d’éléments de w (z). Etant donné un graphe orienté G, on appelle demi-degré extérieur
(resp. intérieur) en un sommet x le nombre d’éléments de w¢ (z) [resp. de wg (x)].
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Tutorime 2 [8]. — Si, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a

IToz | > é [|Xg|+1] quel que soit x€Xg,

alors, quels que sotent a, b€ X,, il existe un chemin hamiltonien allant de a
vers b.

Tuiorime 3 [8]. — Si, dans un graphe symétrique indécomposable G, on a

Al . > I
[Tox | >>d quel que soit x €Xg, avec 0 << (lé; [ Xe |

alors il existe dans G un circuit élémentaire de longueur au moins égale a 2 d.
Tutortme 4. — Si, dans un graphe symétrique sans boucles G, on a
[Uc| > [ X¢]| —1],

alors 1l existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure a l.

Nous avons cherché a étendre ces résultats, de fagon aussi naturelle
que possible, aux graphes orientés quelconque. Ce chapitre sera consacré
a 'exposé des résultats obtenus, résultats positifs en ce qui concerne les
théorémes 1 et 2, négatifs en ce qui concerne les théorémes 3 et 4.

2. DEMI-DEGRES ET CIRCUITS HAMILTONIENS.

Tutortme 5. — Si, dans yn graphe orienté G fortement connexe, on a

|Tex |+ |Tex|>|Xe| quel que soit xeXq,

alors ce graphe posséde au moins un circuit hamiltonien.

En effet, si I’énoncé qui précéde était faux, on pourrait trouver un
graphe G qui contredise cet énoncé, et tel que tout graphe ayant moins
de sommets que G vérifie cet énoncé. Nous allons montrer que cela
conduirait a une contradiction.

Soit dans G un circuit élémentaire de longueur maximale

[@oy X1y 2y « ooy Zpeyy 2o )5 ona 2Zm<|X;|
Posons
X0: { Loy Lyy L2y + vy Tin—t }
et appelons X,, X, ..., X, les composantes fortement connexes du sous-

graphe engendré par X; — X,.

1° Les sous-graphes engendrés par X,, X,, ..., X, possédent chacun
au moins un circuit hamiltonien.
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En effet, soit z un élément quelconque d’une composante quelconque
X (1<Lr<p):ona
ye€l¢x = y¢liz quel que soit y eXg— X, — X,
et '
’ z;€Tex = xi,.1¢Tex quel que soit z;€X, (1%).

On a donce
| X,nTez |+ | X, NIz |>|X,| quel que soit z€X,.

Le sous-graphe engendré par X,, qui est fortement connexe, et qui a
moins de sommets que G, posséde donc un circuit hamiltonien.
20 Un au moins des ensembles X (s=1, 2, ..., p) vérifie

X;nTeXoZ0 et XonTeXoZG (V).

Le graphe G étant fortement connexe, il existe au moins un
‘ensemble X, (1<r < p) vérifiant
X, NTX, % 0.
On a
y€lgz = y&lgx  quels que soient z€X, et yeXs— X,—X..

Supposons que la proposition annoncée soit fausse : on a alors
ye€lgx = y¢lgzx quels que soient zeX, et yeX;s—Xi—X;;
d’ou 1l résulte :
[(XoUuX;)nTex |+ | (XoUX,) NTez || XoUX,.| quel que soit zeX,UX..

Comme G est fortement connexe, et que d’autre part on a par hypo-
thése X, NI'gX,= @, il existe dans G au moins un chemin élémentaire
de longueur supérieure a 1, [2o, 24, 23, ..., 2], vérifiant

Zoexr, ztGXo et By ooy Zt_i¢X0UXr.

Le graphe obtenu en ajoutant au sous-graphe engendré par X,U X,
un arc admettant z, et z, pour extrémités initiale et terminale est fortement
connexe, et i1l posséde moins de sommets que G : il posséde donc au moins
un circuit hamiltonien. En remplagant dans ce circuit I'arc (z,, z,) par le
chemin [z, z, 21, ..., %], on obtient un circuit élémentaire de G de longueur
supérieure & m, ce qui est absurde. La proposition est ainsi démontrée.

(**) Les indices qui numérotent les sommets du circuit [xo, 1, 2y ..., Zm—1, To] seront
traités comme des entiers modulo m : pour i = m— 1, la notation x;:+; représentera
le sommet x,.

(19) Etant donné un multigraphe G, et un ensemble A c X, on convient de noter

PGA=‘ ’FGx et, FEA:‘ ’I‘E.’t.
XEA

€A
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Dorénavant, quitte & changer de numérotation, nous supposerons que X,
vérifie
XinTe X2 9 et XinTgX,Z 9.
Le sous-graphe engendré par X, posséde, d’aprés 1°, un circuit hamiltonien
20
Yo, Y15 Y5 - - 5 Yaut] (*°) (g=m).
3° On a
x; Eriy; = Lty Ligey -0 v xi+q¢rG}’j—-—1
quels que sotent i1 =o0,1,2, ..., m—1etj=0,1,2, ..., —1I.
En effet, si ’on a a la fois
x,el‘ay, et xkel‘p,y/_“
x; étant I'un des sommets Zi,4, Ziys, ..., Tirg, alors le graphe G posséde
un circuit de longueur supérieure & m, a savoir le circuit
[xia Yiv Yi+ty Yi+2s « o o0 YVji—1y Zhy Liyty + oy .1‘1],

ce qui est absurde.

4° On a

i €TcX, = | XonTeyja|<Lm—q

et
POUr ] =0, 1,2, ..., —I.

Cela résulte immédiatement de ce qui précéde.

50 Ona

XicTeXonT6X,.

En effet, on a, quel que soitj=o0, 1,2, ..., ¢—1,

| Xe—Xo—Xi)NTey; |+ | Xe— Xo— Xy) nToy; | £ Xe— Xo— X |
et
[XinTey; |+ |XinTgy | <L2(g—1);
d’ou
[ XonTey;|+|XenTey;|>m+g—2(¢9—1)=m—g+2.
D’aprés 49, on a donc

}’jerGXo = IXonl'Ey,'—aIéz = }’j—iercxo
et
vi-1€leX, = [|Xonley;j|x2 = y,elgX..

(%) Les indices qui numérotent les sommets de ce circuit seront traités comme des
entiers modulo q.
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Comme, d’autre part, on a
XinTeXyZ Y et X;nT¢X, Z4,
on a bien la propriété annoncée.
6° On a
1 XonTey; |+ XonTeyj|Lm —q+1 pour j=o,1,2,...,q9—1.
En effet, d’aprés 59, on a
XonTgy; #9 et XonTey;—1 7 0.
Soit k le plus petit entier positif pour lequel il existe un indice ¢, vérifiant
z, €Ty, et zi 1 €lcyin;

d’aprés 39, on a nécessairement k > q.

On a, d’apres 39,
€Ty, = xi€ley pour i=o,1,2,...,m—1I;
d’autre part, d’aprés la définition de k et de i,, on a
x¢lcy; et x,+1¢FGyj;1 pour i=1i,+1, I+ 2, ..., L+g—1.

Il en résulte I'inégalité annoncée.

79 Nous aboutissons maintenant & la contradiction annoncée.

En effet, nous avons vu dans 5° qu’on a
[ XonTey;| +1XonTgyj | >m — g+ 2 pour j=o,1,2,...,¢—1,

‘ce qui donne

g—1 g—1
DXLy, |+ X1 XenToy; | > q(m— g +2).
j=0 j=0

Or, d’apres 6°, on a

qg—1

DnTsy; |+ 1XnTeyj ] Lg(m —g+1).

j=0
D’ol, en définitive,
g(m—g+2)=g(m—g-+1),
ce qui est absurde.
C. Q.F. D.
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Montrons maintenant que le théoréme 5, qui vient d’étre démontré,
est effectivement une généralisation du théoréme 1. En effet, soit G un
graphe symétrique sans boucles vérifiant

| Tex|> ; | Xe| quel que soit z€Xg.

Remarquons d’abord que G est nécessairement connexe, sans quoi,
en appelant A une composante connexe de G vérifiant
I
A<= Xe]
on aurait

|I‘Gx]<lA|éé|XG| pour z€A.

En appliquant le théoréme 5, on voit que G posséde un circuit hamiltonien.

Nous avons cherché a renforcer I’énoncé du théoréme 5 de deux facons :

-— en supprimant la condition de forte connexité;
— en allégeant la condition imposée aux demi-degrés.

Dans chacun de ces deux cas, nous avons abouti & un contre-exemple.

Contre-exemple 1. — Soit un entier quelconque p>-2, et soient deux
ensembles disjoints X, et X, ayant chacun p éléments.

————
- -

N —————

Considérons le graphe orienté G (voir fig. g) défini par

Xe=X,UX,
et
y€lex & ze€X, ou yeX, et yHu.
On a '

[ Tez |+ |Tex|=3p—2>2p=|Xg| quel que soit z€Xg.

Cependant, G n’est pas fortement connexe, et a fortiori n’admet pas de
circuits hamiltoniens.
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Contre-exemple 2. — Soit un entier quelconque p>>2, et soit le graphe
orienté G (voir fig. 10) défini par
Xe={o, 1,2, ...,p},
yelge & xz<y ou y=—o et yHux.

Soit un entier k avec 1 =k < p, et soit G4 le graphe obtenu en supprimant
dans G larc (k, k4 1). G est un graphe fortement connexe de p-+1
sommets, et 'on a

2p pour x=—o;
[I‘ka[—klrakxlz p+1 pour zZo, k, k+1;
p pour z =k, k+1.

Or on peut remarquer que G, ne posséde aucun circuit hamiltonien.

1

D 3

X———

Fig. 1o0.

3. DEMI-DEGRES ET CHEMINS HAMILTONIENS. — Du théoréme 5 nous
pouvons déduire une conséquence importante.

TutorEME 6. — Si un graphe orienté G vérifie
[Tezx |+ |Tex || Xg| —1 quel que soit xz €Xg,

il posséde au moins un chemin hamiltonien.

En effet, soit G le graphe obtenu en ajoutant 4 G un sommet a, et, pour
chaque z € X, deux arcs opposés (a, z) et (z, a). G est fortement connexe;
ona

| Xg|=|X¢|+1
et
|Tez |+ |5z |>|Xc|+1 quel que soitz €Xg.

D’aprés le théoréme 5, G posséde un circuit hamiltonien. Donc G posséde
un chemin hamiltonien.

Remarquons que le théoréme de Konig qui affirme que tout graphe
complet posséde au moins un chemin hamiltonien, découle immédiatement
du théoréme 6.

Nous allons maintenant essayer de généraliser le théoréme 2. Donnons
d’abord une définition.
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DEriniTioN. — Nous dirons qu’un graphe orienté est fortement h-connexe
s’il est fortement connexe, et s’il le reste aprés suppression de h—1
sommets quelconques (h < |X;]|).

L’énoncé qui vient a ’esprit tout naturellement pour étendre le théoréme2
au cas des graphes orientés est le suivant :

« Si dans un graphe orienté connexe sans boucles G, on a

| Tex |+ |Tex || X¢|+1  quel que soit z€Xg,
alors pour tout couple (a, b) de sommets distincts, il existe au moins un
chemin hamiltonien partant de a et finissant en b. »

Mais cet énoncé est infirmé par le contre exemple suivant :

Contre-exemple 3. — Considérons le graphe a six sommets de la figure 11.
En tout sommet la somme des deux demi-degrés est égale a 7. Cependant,
il n’existe pas de chemin hamiltonien commencgant en A et finissant en B.
Remarquons par ailleurs que le graphe considéré est fortement 2-connexe.

Le contre-exemple précédent laisse place & un énoncé plus faible.

F

Fig. 11.

TutoriME 7. — Si un graphe orienté fortement 2-connexe G vérifie
[Tox |+ Tz || Xe| +1  quel que soit x €Xg,
alors pour toute paire {a, b} de sommets distincts, il existe au moins un

chemin hamiltonien ayant a et b pour extrémités (**). Cet énoncé ne précise
pas l'orientation du chemin hamiltonien qui joint a et b.

(>') Cet énoncé généralise le théoréme 2. En effet, si un graphe symétrique sans
boucles G vérifie

1 .
|I‘Gx[§£[|XG|+x] quel que soit ze€Xg,
il est nécessairement inarticulé,
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Ce théoréme va se démontrer trés facilement a partir du théoréme 5 (**).
A tout couple (a, b) de sommets distincts, associons le graphe G,,; obtenu
en supprimant dans G les sommets a et b, en ajoutant un sommet ¢, et pour
chaque sommet z 3~ a, b, un arc (¢, z) chaque fois qu'on a z€Il'¢a, et un
arc (x, ¢) chaque fois qu’on a x €I';b.

Un tel graphe G, est fortement connexe. En effet, G étant fortement
2-connexe, il existe dans G, quel que soit le sommet z5<a, b un chemin
allant de a 4 z sans passer par b, et un chemin allant de  a b sans passer
par a; or cela revient a dire qu’il existe dans G, quel que soit le
sommet ¢, un chemin allant de ¢ 4 z et un chemin allant de z & c.
D’autre part, en tout sommet de G,,, autre que ¢, la somme des deux demi-
degrés est supérieure ou égale a |X|—1, c’est-d-dire au nombre de
sommets de G,,;. Enfin remarquons que G,,, admet un circuit hamiltonien
si, et seulement si, il existe dans G un chemin hamiltonien commencgant
en a et finissant en b.

Ceci dit, étant donné une paire quelconque {a, b} de sommets distincts
de G, considérons les deux graphes G'= G,,;, et G"= G,.. On a

[ITec|-+|Tec|]+|Tec|+|Tec|
>[|Tea|—1]+[|Teb|—1]+[|Teb|—1]+[|Tea|—1]2[|Xe|—1].

Il en résulte que 'une au moins des deux inégalités suivantes :
ITo c|+|Toe|x[Xe |, |Tec|+|Toc| x| Xe |

est vérifiée, et par conséquent, d’aprés le théoréme 5, que 'un au moins
des deux graphes G’ et G” posséde un circuit hamiltonien.

C. Q. F. D.

Nous allons voir maintenant qu’on ne peut renforcer I’énoncé du
théoreme 7 :

— ni en remplacant la condition que G est fortement 2-connexe par la
condition que G est fortement connexe;

— ni en allégeant la condition imposée aux demi-degrés.

Contre-exemple 4. — Considérons d’abord le graphe donné comme contre-
exemple 1 au paragraphe précédent, et remarquons que dans ce graphe
tout chemin hamiltonien commence dans X, et finit dans X,. Cela va nous
mettre sur la voie du contre-exemple que nous voulons construire ici.
En effet, soit p un entier quelconque>.2, et soient X,, X,, X; trois

(22) Il n’est pas possible de passer facilement du théoréme 1 au théoréme 2. De ce point
de vue, le théoréme 5 introduit une certaine unité.
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ensembles disjoints ayant chacun p éléments. Soit G le graphe (voir fig. 12)
défini par ) <
Xe=X,UuX,UX, i
et
reX,
ye€ljz & {ou zeX, et yeX,uX; et yZx
ou z€X; et yeX,.

Soit b un élément quelconque de X, : il n’y a dans G aucun chemin hamil-
tonien commengant ou finissant en b. Soit maintenant G’ le graphe obtenu
en ajoutant 4 G un sommet a et, pour chaque sommet z €X,, deux arcs
opposés (a, b) et (z, a). Il est évident qu’il n’y a pas dans G’ de chemin
hamiltonien ayant a et b pour extrémités. Et cependant G’ est fortement
connexe, et la somme des deux demi-degrés en chacun de ses sommets
est supérieure ou égale a | X |+ 1.

LNVN

Fig. 12.

Contre-exemple 5. — Considérons le graphe G, défini dans le contre-
exemple 2, et soit G’ le graphe obtenu en remplacant le sommet O par deux
sommets a et b reliés entre eux et 4 tous les autres sommets par deux arcs
opposés. Ce graphe est fortement 2-connexe, et la somme des demi-degrés
est supérieure a | X¢ | en tout sommet autre que k et k-1, égale a | Xq |
aux sommets k et k + 1. Cependant G’ n’admet pas de chemin hamiltonien
ayant a et b pour extrémités; car si cela était, G, admettrait un circuit
hamiltonien.

4. CIRCUITS DE LONGUEUR SUPERIEURE A UN NOMBRE DONNE (Contre-
exemple). — Pour tenter d’étendre les théorémes 3 et 4 au cas des graphes
orientés, on est conduit a envisager des énoncés qui seraient en gros les
sulvants : " k

Enoncé 1. — « Si un graphe orienté fortement 2-connexe sans boucles G
vérifie
[Tz |+ |Tex|>d quel que soit z€Xg,  avec d=|Xgl,
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alors il existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure ou
égale a d. »

Enoncé 2. — « Si un graphe orienté (fortement 2-connexe) sans boucles G
vérifie
|U|>I[|Xe|—1],

alors 1l existe dans G un circuit élémentaire de longueur supérieure a l. »
Or ces énoncés sont largement infirmés par le contre-exemple suivant :
Contre-exemple 6. — Soient A, X, et X, trois ensembles disjoints avec
[Al=2, [|Xi|=|X:|=p"
Considérons le graphe G défini par
XG:AUX1UX2
et .
yelgz & x€A ou yeA ou (zeX etyeX,) ety Z .
G est fortement 2-connexe, et il a 2p 4 2 sommets. On a
|Tez |+ |Tex|>p+4 quel que soit z€X,
et
|Us|=p*+8p+2>L1xy.

Cependant, aussi grand que soit p, G n’admet pas de circuits de longueur
supérieure a 6.

CHAPITRE VI

DEux THEOREMES COMBINATOIRES.

1. GRAPHES DE COMPARABILITE. — Etant donné une relation d’ordre,
qui sera notée =, définie sur un ensemble fini X, il est possible de lui
associer le graphe orienté G défini par

X=X et yelix = z<<y.
La propriété caractéristique des graphes ainsi définis est d’étre transitifs,
c’est-a-dire de vérifier
yelsx et ze€lgy = zelge.
Or les graphes transitifs ont un certain nombre de propriétés intéressantes

qui ne font pas intervenir I'orientation des arétes : en particulier, dans un
graphe transitif G on a

Y(G) =w(G) et 0(G)=a(G),
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en appelant y(G) le nombre chromatique, «(G) le nombre de stabilité
interne, »(G) le nombre maximal d’éléments d’une clique, et 6(G) le
nombre minimal d’éléments d’une partition de X; en cliques.

Il parait donc intéressant, étant donné une relation d’ordre, notée =,
définie sur un ensemble fini X, de lui associer le graphe non orienté G
défini par

Xe=X e Jx,y(ely & (z<youy<uz).

Un tel graphe s’appellera un graphe de comparabilité. Le probléme
se pose de pouvoir caractériser simplement les graphes de comparabilité.
A. J. Hoffman a énoncé a cet égard une conjecture, qui a été démontrée
quelque temps aprés, simultanément et indépendamment, par lui-méme
et par 'auteur de cette theése ([14], [15]). Nous donnons ici notre démonstra-
tion, qui ne s’applique qu’au cas fini, mais qui a Pavantage d’étre
extrémement rapide.

Tutorime. — Etant donné un graphe non orienté sans boucles G
associons-lui le graphe non orienté G défini par

rz€Xs & xz=(a,bd) et Ya, b(eUg
et
)z, y)€eUs & z=(a,b),y=(b,c) et {a,cl&Us.
Pour que G soit un graphe de comparabilité, il faut et il suffit que G soit
bichromatique.
On appellera orientation de G un ensemble V C X X X, vérifiant
(a,b)eV = (b,a)¢V

et
(a,6)eU; < (a,b)eV ou (b,a)eV.

Nous dirons qu’une orientation V est transitive si elle vérifie

(a,b)eV et (byc)eV = (a,c)eV;

qu’elle est quasi-transitive si elle vérifie

(a,b)eVet (b,c)eV = (a,c({e€U.

Toute orientation transitive est quasi-transitive. D’autre part, il est
évident que G est un graphe de comparabilité si et seulement si il posséde
au moins une orientation transitive.

Enfin remarquons que pour que G soit bichromatique, il faut et il
suffit qu’il existe un ensemble VC XX X, tel que

VCXE’

z, y€V = (=z, y(¢U;
z, y€Xe— V==, y(¢U.
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Or pour que V vérifie toutes ces conditions, il faut et il suffit que ce soit
une orientation quasi-transitive de G.

Etant donné ce qui précéde, la démonstration du théoréme sera achevée
lorsque nous aurons démontré le lemme suivant :

Lemme. — S’il existe une orientation quasi-transitive de G, il existe également
une orientation transitive de G.

Nous allons supposer que ce lemme est vrai pour |X.|<n, et
considérer un graphe non orienté G ayant rn sommets et possédant une
orientation quasi-transitive V.

Remarquons d’abord que si trois sommets distincts a, b et ¢ vérifient
(a, b) €V, (b,c)eV et (c, @) €V,

\

tout autre sommet de G est relié a o, 2 ou 3 de ces sommets. Ceci dit, si
I'orientation V n’est pas transitive, il existe trois sommets i, Z., Z; vérifiant

(21, @) €Y, (21, £3) €V et (x5 x)€V.
Deux cas se présentent alors.

Premier cas. — Tout sommet autre que z,, Z., Z; qui est relié a 'un
de ces trois sommets est relié aux trois. Supprimons alors z, et x;, et donnons
une orientation transitive au sous-graphe obtenu (cela est possible, d’aprés
I'hypothése de récurrence).

Si nous orientons ensuite chaque aréte de la forme jz, z.| ou |z, 2, ),
z étant différent de z,, z., z,, de la méme fagon que }z, .|, et si nous
orientons de maniére transitive le triangle formé par z,, ., z;, nous obtenons
finalement une orientation transitive de G. '

Deuziéme cas. — 1l existe au moins un sommet z, différent de z,, z., z;
relié a4 deux de ces sommets, par exemple 4 z, et x;, mais pas au troisiéme.
Soit A I'ensemble des sommets z différents de z, et 2; qui vérifient

(z, z,) €V et (x5, ) €V.

On a z,€A; et, d’autre part, comme z, n’est pas relié a z,, on a néces-
sairement z, €A. Nous allons voir maintenant que si z est un sommet qui
n’appartient pas 4 A, alors ou bien z est relié a tous les sommets de A,
ou bien z n’est relié 4 aucun sommet de A. En effet, soient a, bEA, et
supposons que z soit relié & a, mais pas & b : en considérant le triangle
formé par a, z, et z;, on voit que z est relié & deux au moins de ces trois
sommets, donc & 'un au moins des sommets z, et z,; en considérant
ensuite le triangle formé par b, z, et z;, on voit que z est nécessairement
relié & x, et z,, et qu’on a plus précisément (z, 2.) €V et (z;, z) €V; mais
cela est absurde, puisque z € A.

Il suffit maintenant d’orienter de maniére transitive, d’une part le sous-
graphe de G engendré par A, d’autre part le sous-graphe obtenu en
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supprimant dans G les sommets de A autres que z, (cela est possible d’apres
I’hypothése de récurrence), et d’orienter toute aréte de la forme |z, y|
avec z€¢A et y€A de la méme maniére que |z, z,|, pour obtenir une
orientation transitive de G. C. Q. F. D.

Il existe une autre maniére d’énoncer le théoréme précédent.

CoroLLAIRE. — Pour qu’un graphe non orienté sans boucles G soit un
graphe de comparabilité, il faut et il suffit que, pour toute séquence impaire
de sommets o, T, Za, ..., Toq vérifiant

{ ziy 241 (€Ug pour i=o0,1,2,...,2q9

(en convenant que Uaddition entre indice se fait modulo 2 q + 1) il existe
au moins un indice 1 (L = o, 1, 2, ..., 2q) tel que

) Zis Zis (€ Ug.

En effet, pour que G soit bichromatique, il faut et il suffit que tous ses
& 1Y q ‘ que, q
cycles soient de longueur paire.

2. A PROPOS D’UN LEMME COMBINATOIRE. — Etant donné deux graphes G
et G’ (orientés ou non), on appelle application préservante de G dans G’ toute
application de X; dans X qui est telle que les images de deux sommets
adjacents quelconques sont deux sommets adjacents ou confondus.

ProrositioNn 1. — Si o est une application préservante de G dans G’
et st o’ est une application préservante de G’ dans G", le produit de compo-
sition ¢’ oo est une application préservante de G dans G”".

Prorosition 2. — Sotent G et G’ deux graphes ayant méme nombre de
sommets et méme nombre d’arétes; et soit ¢ une application préservante de G
dans G'. Si o est biunivoque, l'application inverse a=* est préservante.

En effet, 'application ¢ de U; dans U, définie par
alz, y{={o(2), s (1)

est injective. Or on a |Ug|=|Ug|. Il en résulte que G est bijective.
On a donc bien
Yz, yl€eUs = ot (x), o' (y))eUs.

Nous allons étudier les applications préservantes pour un type de graphes
trés particulier.

DfrinirioN. — Etant donné un ensemble fini I, nous appellerons graphe
stmplical de I le graphe orienté G = G(I) défini par
Xe=2(I)
et

BelcA < BDAet|B|=|A|+1.
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Prorosition 3. — Si 5 est une application préservante de G(I) dans G(I),
alors on a
|o(A) +o(B) | L |A4B| quels que sotent A, Bcl.

Proposition 4. — Sotent I et I’ deux ensembles finis ayant méme nombre
d’éléments, et soit o une application préservante de G(I) dans G(I') véri-
) PP P
fiant a(Q) = O. S’il existe un ensemble A, C1 tel que o(A,)=1T, alors
ona Ay=1, et '
|e(A)|=|A| quel que soit ACI.
On a, en effet,
[T] =|I'|=]0(Ao) + (D) |<L|AF+ OB |=]|As|,

d’ou nécessairement A,= I.
D’autre part, quel que soit ACI, on a
lo(A)|=]o(A) +o(D)|Z|A+0O|=]A|
et *
Il —]o(A) [=]o(A) +o(I) | Z|A+T|=[T|—|A],
ce qui entraine |o(A)|=|A|.

Prorosition 5. — Sotent 1 et I' deux ensembles finis ayant chacun n
éléments. St une application préservante a de G (I) dans G(I') vérifies(9) =0
et a(I)=1T, alors pour tout chemin [A,, Ay, ..., A,] allant de A= O
a A,=1 dans G(I), les timages o(A,) =9, a(Ay), ..., 6(A) =1 consti-
tuent un chemin de G(I).

En effet, on a

o (Arr) | = |0 (AR) | +1 pour k=o,1,2,...,n—1.

Comme o (A;) et a(A,) sont adjacents dans G’, on a nécessairement

o (Ar) €Tgo (AR) pour k=o,1,2, ...,n—1.

CoroLLAIRE. — Sotent I et 1" deux ensembles finis ayant méme nombre
d’éléments. Sv une application préservante o de G(I) dans G(I') vérifie
c(@)=0 et o(I)=1T', alors on a

AcB = o(A)co(B).

Prorosition 6. — Sotent 1 et I' deux ensembles finis et soit ¢ une appli-
cation préservante de G = G(I) dans G'=G(I') vérifiant o(F)=9
et a(I) =1I'. Pour que o soit biunivoque, il faut et il suffit que sa restriction
a I's(9) soit une application biunivoque de T'c(D) sur I, (D).

Si o est biunivoque, on a nécessairement |I|=|I'| et, d’autre part,
d’apres la proposition 4, 'image de tout élément de I';(J) est un élément

“de I, (9).
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Inversement, supposons que la restriction de 7 & I';(0) soit une bijection
de I';(9) sur I, (9). On a d’abord évidemment

=T (9) | =] Lo (0) | =[].

D’autre part, quel que soit ACI, 5(A) contient la réunion des images
des parties & un élément de A. Comme ces images sont toutes distinctes,
ont chacune un élément, et qu’il y en a donc |A|=|c(A)], il en résulte
que G(A) est égale précisément a la réunion des images des parties a4 un
élément de A. On en déduit immédiatement que 5 est biunivoque.

TutorEME 1. — Sotent I et I' deux ensembles finis ayant chacun n éléments,
et soit ¢ une application préservante de G = G(I) dans G'= G(I') véri-
fiant ()= O. Le nombre de chemins de G allant de @ a 1 qui ont pour
tmage un chemin donné quelconque de G' allant de O a 1’ est égal a1 st g est
biunivoque; il est pair si ¢ n’est pas biunivoque.

Soit [Ao, Ay, ..., A,] un chemin de G(I') allant de A,= @ a A, =T
Si @ est biunivoque, [a7*(A,), 7' (Ay), ..., a7*(A,)] est, d’apres les propo-
sitions 2, 4 et 5, un chemin de G(I) allant de ¥ a I qui a pour image le
chemin donné, et c’est évidemment le seul.

Considérons maintenant I’ensemble J CT'¢ (D) défini par
J={A/AeX;eto(A) =A,}
et 'ensemble K CJ des éléments B €J qui vérifient
B,,B,eT:(9), B,#B, e B,B,#B = o(BUB,) =Zo(BUB,).
LemMEe. — Si 0 n’est pas biunivoque, et si a(I) = ', alors on a
IK|=o0 ou o.
En effet, supposons K £ @, et soit B, un élément de K.

1° L’ensemble J contient au moins un élément autre que B,. En effet,
¢ n’étant pas biunivoque, il existe dans I;(@), d’aprés la proposition 6,
deux éléments distincts B. et B; qui ont méme image. Si J ne contenait
que I'élément By, on aurait

o (B;) =0 (By) Za(By) =Ay,
d’ou nécessairement
o(B,UBy) =A,Uc(B;) =A,Uc(B;) =0 (B,UB,),
ce qui est impossible puisque B, €K.
20 La relation binaire ¢ définie dans J — { B, | par
BpB' & B=D ou c(BUB') =¢(B,UB’)

est une relation d’ordre total.
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En effet, soient B, B’'€J avec B # B’ et B, B’ B,. Considérons les
trois ensembles (B, UB), ¢(B,UB’) et 5(BUB’). Ils sont contenus dans
7(B;UBUB’) et ils contiennent A,. Comme les deux premiers sont néces-
sairement différents, puisque B, €K, l'un d’eux est égal au troisiéme,
et pas 'autre. On voit ainsi qu'une et une seule des deux relations B ¢ B’
et B’ ¢ B est vérifiée.

Soient maintenant B, B’, B” trois éléments distincts de J, différents,
de B,, vérifiant BoB’ et B’pB”. Les trois ensembles ¢(BUB’), a(B’UB”")
et s(BUB”") contiennent A, et sont contenus dans ¢(BUB'UB”). Or les
deux premiers, égaux respectivement a ¢(B,UB’) et (B, UB”), sont diffé-
rents, et ils sont contenus dans ¢(B, UB’UB”). On a ainsi

g(BUB")ce(BUB'UB") =a(B,UuB'UB").

Ceci dit, I'ensemble o(B,UB), qui contient A,, ne peut étre contenu
dans (B, UB’UB”); car s’il I’était, il serait égal 4 I'un des deux ensembles
¢(B,UB’) et ¢(B,UB”). Or il est contenu dans ¢(B,UBUB”). I en résulte
que les deux ensembles ¢(B,UB’UB") et ¢(B,UBUB”") sont différents.
Comme ils contiennent tous les deux a la fois o(BUB”) et o(B,UB”),
on a 6(BUB") = ¢(B, UB"), c’est-a-dire B pB”". :

3° La relation p étant une relation d’ordre total, il existe dans J un

élément B, différent de B, pour lequel on a
BeJ e BB, B, = B,pB = o¢(B,uB)=0c(B,UB).
On a évidemment
BGJ et B?f.B“ Bg = B¢K.
D’autre part, si B est un élément quelconque de I';(9d) — J, on a
¢(BUB,) = (B)UA,= o (BUB,).
Soient B’ et B” deux éléments de I'c(9) différents de B,; si I'un de ces
éléments, par exemple B’, est égal 4 B, on a
g(B;UB') =o(B;UB,) Z¢(B"UB,;) =o¢ (B"UB,);

si, au contraire, B’ et B” sont différents de B,, on a

o (ByUB') = (B,UB') %0 (B,UB’) = (B;UB").

On a donc B, €K. Le lemme est ainsi démontré.

Nous allons maintenant démontrer, par récurrence sur | I |, que si ¢ n’est
pas biunivoque, le nombre de chemins de G qui ont pour image le
chemin [A,, Ay, ..., A,] est pair. Remarquons d’abord que ce nombre

est nul si o(I) 2 I, et cela d’aprés la proposition 4; nous supposerons
donc o(I) =T".
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Soit B, un élément quelconque de J. Considérons les ensembles
a n—1 éléments I,=1—B, et I'=1"—A,, et soit o, I'application

de G(I,) dans G(I|) définie par
g (B) =¢(B,UB) — A, pour Bcl,.

Cette application est préservante; car si B et B’ sont deux sommets
adjacents de G(I,), (B, UB) et o(B,UB’) sont deux sommets adjacents
de G(I'), et comme ces deux ensembles contiennent o(B,) = A, 1l en résulte
que o, (B) et a,(B’) sont adjacents dans G(I,). D’autre part, on a

0, (9) =0 et o (I)=T,.
D’aprés la proposition 6, il faut et il suffit, pour que o, soit biunivoque,
qu’on ait
B.B'els(¥), BxB e B, BB, = o (B)=Za(B),
c’est-a-dire B, € K.

Soient maintenant n -+ 1 sommets de G, B,, By, ..., B,, avec B,=0
et B,= I. Pour qu’ils constituent un chemin de G ayant pour image le
chemin donné, il faut et il suffit qu’on ait B, €J, et que les n ensembles

B,=¢, B,=B,—B,, B,=B;— B,, . B, ,=B,—B,=1,
constituent un chemin de G(I,) ayant pour image dans G(I,), par appli-
cation g, le chemin [A,, A}, A}, ..., A,_] avec

Ay=0, A=A—A, A,=A,—A, ..., A_ —=A,—A=LI,.

Or, B, étant fixé, appartenant 4 J, le nombre de ces chemins est pair,
d’aprés ’hypothése de récurrence, si o, n’est pas biunivoque, c’est-a-dire
siB, € K; et il est égal 4 1 s1 B, €K. Comme nous savons que K a un nombre
pair d’éléments, le théoréme est démontré.

C. Q. F. D.

DEriniTiOoN. — Soit un entier positif n, et soit 'ensemble [,= {1, 2,...,n}.
Considérons le graphe G,.= G(I.), et soit ¢ Plapplication de X, dans
{o,1,2,...,n} définie par

9(A) = le plus grand entier appartenant 4 A, si A % J;

¢(9) = o.

On dit qu'un ensemble S de sommets de G, est complet st S comprend
n + 1 éléments, et sil’'on a

A,BeS et AZB = ¢(A)Zq(B).

Prorosition 7. — Quel que soit A, C1,, il existe une et une seule chaine
élémentaire dont les sommets constituent un ensemble complet, et ayant A, pour

Pune de ses extrémités; et I autre extrémité de ceite chaine est le complémentaire
de Ao dans In.
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Nous allons raisonner par récurrence sur n. Remarquons d’abord que
si[A,, Ay, ..., A;] est une chaine compléte (c’est-a-dire une chaine élémen-
taire dont les sommets constituent un ensemble complet), il existe un
indice t et un seul (t = o, 1, 2, ..., n) vérifiant @(A;) = n, c’est-a-dire n€A,,
et cet indice ne peut étre que o ou n; car si 'on avait

neA,;, avec o<<i<n,

on aurait nécessairement
Ay=A+{n} =Auy,

ce qui est absurde. Nous pouvons maintenant distinguer deux cas.

Premier cas : n€A,” — Pour que [A,, Ay, .... A;] soit une chaine
compléte de G, il faut et il suffit que [A,, A., ..., A;] soit une chaine
compléte de G._,, et qu'on ait A, = A,+ {n}|.

Deuziéme cas : ngA,. — Pour que [A,, Ay, .... A,] soit une chaine
compléte de G, il faut et il suffit que [A,, Ay, ..., A, ,] soit une chaine
compléte de Gn_i, et qu'on ait A,= A, -+ {n}.

Dans les deux cas, on voit, d’aprés I’hypothése de récurrence, qu’il existe
une chaine compléte et une seule ayant A, pour extrémité, et que 'autre
extrémité de cette chaine est le complémentaire de A, dans I,.

TutoriME 2. — Soit 1 un ensemble fini ayant n éléments, et soit ¢ une
application préservante de G (I) dans G(I.). Le nombre de chemins de G(I)
allant de @ & 1 et ayant pour image un ensemble complet de G(I,) est pair
st ¢ n’est pas biunivoque, égal d 1 st o est biunivoque.

En effet, soit [A,, Ay, ..., A,] la chaine compléte ayant A,= a(J) pour
extrémité, et soit ¢’ 'application préservante de G(I) dans G(I,) définie par

o' (A) = Ao+ o (A).
Les ensembles A\, A, ..., A, définis par

Al =A;4 A, pour i=o0,1,2, ...,

constituent une chaine de longueur n ayant 9 et I, pour extrémités; cette
chaine est nécessairement un chemin allant de @ a I,.. Or, pour qu’un chemin
de G(I) allant de @ a I ait pour image par ¢ un ensemble complet, il faut et
il suffit que son image par o’ soit le chemin [A}, A, ..., A,]. On se trouve
donc ramené au théoréme 1. C. Q. F. D.

Etant donné des entiers p,, ps, ..., p.>>2, considérons dans R”
Pensemble E des points z = (z,, #,, ..., #.) & coordonnées entiéres qui
vérifient

[\ - pour I=1,2,...,n.
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Soit G le graphe défini par X;= E, et

Yi— x> o pour (=1,2,...,n

el i’
Y o= et z(yi—xi):l.
i=1

Si a est un point de E vérifiant

oL a; < p; pour i=1,2, ... n,

nous appellerons « petit cube » issu de a le sous-graphe G, engendré par les
points z €E qui vérifient

oLz — a; L1 pour i=—rux, 2, ..., n.

Nous appellerons « chemin cubique » tout chemin de longueur n contenu
dans un petit cube.

Tout petit cube G, est isomorphe au graphe G,= G(I") défini plus
haut; en effet, application qui fait correspondre a tout sommet z de G,
le sommet A de G, défin1 par

A={ifiel, et &;—a;=1}

établit un 1somorphisme entre les deux graphes. Dans cet isomorphisme,
il correspond a tout chemin cubique contenu dans G, un chemin de G,
allant de @ a I,,, et réciproquement.

Considérons maintenant une application 7 de E dans X, qui vérifie

zi—=o0 = Ii¢o(z),
ri=p;, = I€a(x).

Dans un article consacré a des lemmes combinatoires qui interviennent
en topologie [21], H. Kuhn démontre que le nombre de chemins cubiques
qui ont pour image un ensemble complet de G, est impair (Cubical Sperner
Lemma). D’autre part, il cite un lemme de Ky-Fan selon lequel si o est
une application préservante, le nombre de petits cubes qui ont pour image
Uensemble X, tout entier est impair. Et H. Kuhn se demande s’il existe
un lien entre ces deux lemmes. Le lien apparait maintenant comme évident :
en effet, ¢ étant préservante, le nombre de chemins cubiques contenus
dans un petit cube donné et ayant pour image un ensemble complet de G,
est, d’aprés le théoréme 2, impair ou pair suivant que la restriction de ¢ aux
sommets de ce petit cube est ou n’est pas biunivoque; a partir de 13, lesecond
lemme découle immédiatement du premier.
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