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FAMILLES COMPACTES

DE
FRACTIONS RATIONNELLES ET ENSEMBLES FERMES
DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Par M. Cu. PISOT.

INTRODUCTION.

Soit S I’ensemble des entiers algébriques réels 0, vérifiant 6 > 1, dont
tous les conjugués autres que 6 sont dans le cercle | z| < 1. Ces nombres
algébriques jouissent de propriétés remarquables.

Ils sont étroitement liés aux approximations rationnelles des nombres
algébriques. Ils sont caractérisés par le fait qu’il existe des nombres A

N - . . , e Y e
tels que, si ’on pose 40" = u, + ¢,, ou u, est entier rationnel, la serleZen
n=o0

est convergente. Cette derniére propriété montre une relation avec la
répartition modulo 1 encore si mal connue des fonctions exponentielles [10].

Les nombres de S sont aussi liés & certains ensembles d’unicité dans la
théorie des séries trigonométriques. Soit un ensemble du type de Cantor,
mais obtenu en partageant les intervalles dans les rapports £, 1-2 %, £,

avec 0 < £ < % et en enlevant I'intervalle médian <l’ensemble de Cantor

est obtenu pour £ = %) Une condition nécessaire et suffisante pour que

cet ensemble soit un ensemble d’unicité est que%ES [14], [16].
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Enfin R. Salem a démontré la propriété remarquable suivante de I’en-
semble S, a savoir que : ‘

S est un ensemble fermé [15].

(C’est ce dernier théoréme que nous allons prendre comme point de
départ de ce travail et montrer, en utilisant a la fois I’analyse dans le
domaine des nombres complexes C et dans celul des extensions p-adiques
du corps des rationnels Q, qu’il existe d’autres ensembles fermés de nombres
algébriques analogues a S. Ces résultats ont été annoncés dans une Note
aux Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences [11].

Pour les théorémes d’analyse p-adique utilisés nous renvoyons, en général,
4 un article de B. Dwork [4] ou sont exposés un certain nombre de résul-
tats obtenus par divers auteurs.

La fermeture de ’ensemble S peut s’obtenir & partir du théoréme suivant :

\

Soit Q (z) le polynome & coefficients entiers rationnels, irréductible, ayant(—;

pour zéro et tel que Q (o) = 1. Soit A (z) un autre polynome a coefficients
entiers rationnels vérifiant
[A(5) | ZL|Q(5)| sur|s|=1 et A<%>¢'o.
_AG)

Alors la famille des fractions rationnelles f (z) = Q(z) Pour lesquelles ) est

borné supérieurement est un ensemble compact pour la convergence uniforme
dans un certain compact situé dans |z| < 1 [5].

(C’est ce dernier théoréme que nous nous proposons de généraliser dans
le chapitre I.

CHAPITRE L

1. Le résultat de base de cette étude est le suivant :

Lemume 1 (Kronecker [9]). — La condition nécessaire et suffisante pour que

la série Z w,z" représente le développement de Taylor d’une fraction ration-
n=~0

nelle, c’est que les déterminants

uy U e U,
d,=| U R 7
u, Upi PRTE Us )y,
sotent tous nuls pour n assez grand.

Nous ne démontrons pas ici ce résultat classique.
Nous allons maintenant établir une majoration de | d, |.
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Lemme 2. — Soit ¢ (z) une fonction méromorphe dans |z| < 1, ayant
dans |z| <1 au plus k péles (k>>o0), mats z= o n’étant pas un péle,
et supposons que | 9 (z) | soit bornée supérieurement au voisinage de | z|=1.
La fonction ¢ (z) posséde alors un développement de Taylor autour de z = o,

. %l . . .
soit ¢ (z) = 2‘ u. 2", et Uon a la majoration sutvante :

n=o

Quel gue soit = > o, il existe une constante C (c), indépendante de n,
telle que

| d, | < C(e)en

Démonstration. — Soit g (z) =1 + vz 4 ...+ 72" le polynome qui a
pour zéros les poles de ¢ (z), alors

z

’
CP (:)g(:’) - Z uy, 3“? ,(,/l = Uy+ Yl P '\3'/\‘ WUy—j

n=ou

de méme que

»

D U " ! ’
9 (3)g*(z)= E u, ", Uy, == Uy Y Uy oo =Y U

n=0

sont holomorphes et bornés dans |z| < 1.

9

. . [l N y
Par suite, les séries 2,5“” et 2 |u,|* sont convergentes. Or, on a

n=0 n=o0
’ ’ ’ ’
Uy oo. Uiy W, ... U, Uy e Uy o, . i,
. . . . ’ ’
d — . . . . o Mk e Usp s oy vov UWyygy
e . : . . - ’ ’ " "
L 7S 75 A LA
) ! : " ’ ' n "
Uy oo Untg g oee U, W, i Upgey Wk ..Uy,

La majoration de Hadamard [7] d’'un déterminant donne

n
EA | I8
i=0
ou l'on a posé
sq=lu; P4 P P P sio j=o, ..., k—1
et

si=lu; P P P W P si x> k.
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La convergence des séries de terme général |u,|* et |u,
lims; = o. Etant donné ¢ > o, on peut donc trouver h = h(c) tel
e

que |s;| < ¢ pour tout j > h. En posant

13
Cey=«] 151,

j=0

* montre que

on obtient
|d,| < C(e)eny

et le lemme 2 est démontré.

. . A(s .
Lemme 3. — Supposons que 3 (z) est une fraction rationnelle Q—%%, ou A
et Q sont des polynomes d coefficients entiers rationnels. Nous poserons
Qo) =g #o.

Les nombres ¢"*' u, sont alors des entiers rationnels pour tout n.

En effet, ¢¢(qz) = ¢ g((((];;)) est une fraction rationnelle a coefficients

entiers, telle que le terme constant du dénominateur soit égal & 1 (apres
simplification par ¢); le développement de Taylor a donc tous ses coefli-
cients entiers rationnels.

REciproQue. — Supposons que 2 u, z* soit le développement de Taylor
n=u

. . B(s
d’une fraction rationnelle CE'

~

\

y ou

~

B(zs)=by+bz+byz2+. .., C(3)=coy4 0,5+ cy3t. ..

et supposons qu’il existe un entier rationnel g 7 o tel que ¢"*'u, soit entier
rationnel pour tout n.

Dans ces conditions, le développement en série de Taylor de la fraction
B (g3)

(73)
théoréeme de Fatou [6], la fraction rationnelle est le quotient de deux
polynomes a coeflicients entiers rationnels, le terme constant du déno-
minateur valant 1. Par suite :

a tous ses coeflicients entiers rationnels. D’aprés un

rationnelle ¢

St Don choistt ¢, = ¢, les nombres ¢/c;.\ et ¢/ b; pour j > 0 sont entiers
rationnels.

Soit maintenant p un nombre premier, nous désignons par | |, la
valeur absolue p-adique définie par |p|, = p "' et |p'|,= 1 sl p’ est un
nombre premier distinct de p. Nous notons Q, la complétion du corps Q
des rationnels par la valeur absolue p-adique, £, la cloture algébrique
de Q,. Nous distinguerons soigneusement les symboles | |, valeur
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absolue ordinaire (module) dans le corps G des nombres complexes et | |,
valeur absolue p-adique dans £,.
A(5)

Lemme 4. — Sout 0 =2 u, 2" une fraction rationnelle ot A et ) sont

n—=—o

a coefficients entiers rationnels et ot Q (o) = ¢ £ o. Pour tout nombre
premier p, on a alors la majoration suivante :

]du \/)é I (] ‘;(Z:IH—I)'

CoroLLAIRE. — Comme d, est un nombre rationnel dont le dénomi-
nateur est une puissance de ¢, en appliquant le lemme 4 a tous les nombres
premiers p qui divisent ¢, on voit que :

Le nombre ¢*"** d,, est un entier rationnel pour tout n.

Ce résultat n’a d’ailleurs de 'intérét que pour les petites valeurs de n,
car pour les valeurs assez grandes de n, le critére de Kronecker (lemme 1)
montre que d, = o.

Démonstration. — Plagons-nous dans £, et décomposons Q (z) en ses
facteurs linéaires. On a

Qe =q]Jo—=9

j=1
et nous supposerons les |2;|, rangés par ordre décroissant
1 oy |/;§| azl/»_\ﬁ- . -é I e 99 [p > 1,é [ am+l|/;é . -él A |p-

Le nombre m vérifie o = m — s, le cas m = o voulant dire que |o;[,= 1
pour tout j =1, ..., s.

Posons
s
Q=g || t—9
j=h+1
et
Az e
—_) = 2‘ Upp5.
Q/l (“)
n=—~0
On a alors uy, = u, et
U= U, + B/t,l Upy oo+ }SIL,IL Up—ps
ou

h

L+ B a+.. .+ SM;":H(l— a;3).

]j=1
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T | —
La serleZu,,,/L z" converge pour |z|, <|#u..|,'. D’autre part, pour
n=—o
—1
IZ]p: ? < ]a/l-i-il,} , On a

[Qu(3) =191

car

<1 pour s>/ 1.

V4

EIEIVRS

e/

Pour h < m, on a p < 1; pour h = m, nous nous restreignons aux valeurs
de ¢ = 1; alors pour |z|, =g, on a |A (z)|, < 1.

\ )

Ainsi on a
A (5)
Q (%)

Les inégalités de Cauchy [4] dans £, montrent qu'on a

Zlal,' pour [sl=p.

| Up,n [/1é i q l;71 P_n'

Faisant tendre ¢ vers |a,,,[," si h << m, vers 1 si h = m, on obtient

tnalp<= | q ;" @nrl) si << m,
]u;,,n|,,é|(]|;‘ si h=m.
Si n>m, on a
oo Moo e U Uiy wee U

d,

o, Uy it .. Wi e Wngn i 1 e Um2n

Les inégalités trouvées donnent

[dul, < gl oy o]t e fan ]y
Si n << m, on obtient de maniére analogue
s g

KAV P C YV S PR L2 A

La considération du polygone de Newton [4] du polynome
Q(S)ZZ’]/';[’
j=o0

ou ¢, = ¢, montre que m est le plus petit indice tel que
| G lp= M?‘ war
=y =

et que
e dplp =1 gs =g L
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On a done, dans tous les cas,
| dnlp=1q15°""
et le lemme 4 est démontré.

Remarque. — F. Dress [3] vient de préciser, en se servant d’iden-
tités déduites par E. Borel [1], qui ne font pas intervenir le p-adique,
que ¢***'d, est toujours un entier rationnel.

2. DErinitioN. — Nous désignons par F = F (q, k, &) Uensemble des

A (5)

fractions rationnelles ¢ (z) = 90 telles que A et Q sotent des polynomes a

coefficients entiers rationnels. Nous supposons de plus que Q (0) = g% o
est fize et que Q (z) a, dans |z| = 1, au plus k zéros, k > o, tous dans une
couronne fixe o < ¢ = |z| << 1. Enfin, nous supposons que

lo(z)| L1 pour |z|=1.
On a alors la proposition suivante :

TutoriME 1. — L’ensemble & est compact pour la convergence uniforme
dans tout disque |z| = r, r < 8 dans G et dans tout disque |z |, = r,, r,<<|q|,
dans L,,.

Démonstration. — Soient 6;(j =1, ..., k) des nombres vérifiant

1< |6;] < %et tels que dans G
x
e | R
j=1

soit holomorphe dans |z| = 1. [Les poles de ¢ (z) sont done de la forme OL]
]

Si k = o, ces nombres 0; n’existent, pas. Posons
’ J

&
— 0,z
QJ(;):IIIH—/’ s1 A et b(z)=1 sih=o;
. jT 3
j=1

alors ¢ (z) est holomorphe dans |z| = 1 et 'on a
[$(s)[=1  pour [s|=1.
La fonction ¢(z) ©(z) est aussi holomorphe dans [z| =1 et I'on a
l¥(s)e(s)[=1  pour |s|=r.

Les fonctions ¢ (z) et ¢ (z) ¢ (z) constituent donc dans |z| < 1 une
famille normale au sens de M. Montel, c¢’est-a-dire, de tout sous-ensemble
infini de telles fonctions, on peut extraire des suites partielles convergeant

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 22
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uniformément dans tout compact situé dans |z| < 1. On peut d’ailleurs
choisir ces suites partielles de maniére qu’elles convergent simultanément.

I ) . .
Comme la couronne 1 =~ |z| = 5 est un ensemble compact, on peut choisir

ces suites partielles de maniére que, si k > 1, les nombres 0; tendent vers
des limites 07 situés dans la couronne. Les fonctions ¢ (z) tendent alors

vers la fonction
1— 0%z
IF(;):[[ 6",__}~
i T

ou j parcourt les indices pour lesquels |6 | > 1. Si k = o, on a W' (z) = 1.

Nous désignons la fonction limite de ¢(z) ¢(z) par W(z) ®(z); cette
derniére fonction est alors holomorphe dans |z| < 1 et vérifie

[ W(s)®(5)] L1 pour |s|<1.

Comme lejjééaon a |0;

éé et W(z) est holomorphe et ne s’annule

pas pour |z| << ¢; par suite, ® (z) est holomorphe dans |z| << ¢ et est
limite uniforme de ¢ (z) dans tout compact intérieur & |z| < <. La fonec-

tion ® (z) admet donc un développement en série de Taylor, soit 2 U, z,
n=u
convergeant pour |z| < ¢ et U, est limite des u, de méme indice n.
Mais ¢"*' u, est un entier rationnel; il en sera donc de méme de ¢"** U,
et w, finit par étre égal & U,. De plus, comme ¥ (z) ® (z) est holomorphe
dans |z| < 1, la fonction ® (z) est méromorphe dans |z| << 1 et ses seuls

poles possibles sont les nombres OL avec [0/ |>1;1l y en a donc k au
i

plus; aucun de ces pdles n’est en z = o. Enfin, |W (z)| = 1 pour |z| =1
et est continu au voisinage de |z| = 1, done ® (z) est borné au voisi-
nage de |z| = 1.
Posant alors
U, U, ... U,
p,—|Ur U o Unn|
Un Un—H e []in

le lemme 2 montre que, pour tout ¢ > o, 1l existe C (¢) indépendant de n,
tel que | D,| = C (¢) e

D’autre part, comme u, finit par devenir égal & U,, D, est égal a d,
a partir d’un certain rang; le corollaire du lemme 4 montre alors que ¢***' D,
est un entier rationnel. Or

lg* D, | ZC(¢) g(cq®)™



FAMILLES COMPACTES DE FRACTIONS RATIONNELLES. 1‘73
En choisissant ¢ < ¢7*, on voit que pour n assez grand, on a

| gD, | <1, donc D,=o

et le lemme 1 montre que ® (z) est une fraction rationnelle que nous
écrirons

A" (s
® ) =g
avec
A(z)=aj+als+a,s2+. .., Q' (5) =g+ qis+¢q33+....

les coefficients a; et q; étant des nombres rationnels, A* et Q* étant

premiers entre eux. En faisant tendre z vers un point de |z| = 1, on voit que
A*(z)
D(z) | = |~ |1 our |s|=r1.
[@(s) | o) | = P l=]

Nous nous proposons maintenant de montrer que les coefficients des
polynomes Q* et A* sont des entiers rationnels. Pour cela, nous allons
étudier le polygone de Newton [4] des polynomes () et du polynome Q*
dans €2,

Rappelons que /

Q(:):Zq,:f, avec ¢,—¢.

j=0

Posons |¢q|, = p™, alors t>> 0 est un entier rationnel. Le polygone de
Newton de Q (z) montre que, dans €, tous les zéros de () (z) sont
dans |z |, > p~. Désignons par j (k) le plus petit indice j (lorsqu’il existe)
tel que |¢q;|, = p™", ot 0 =~ h =_t. Soit h, le plus petit indice h tel que,
pour tous les polynomes Q de la suite considérée, lim sup j (h) soit fini;
on a alors 0 =~ h, =~ t et nous poserons m, = lim sup j (h,). On a m, > o.
On peut alors extraire de la suite des 9 (z) une suite partielle telle que
pour les polynomes Q (z) correspondants on ait

J () =m, et limj (h) =+

pour tout h << h, (s’1l y en a), de plus que le polygone de Newton de () (z)
soit fixe pour o = j = m, et que le point (m,, h,) soit un sommet de ce
polygone.
Dans &, les polynomes Q) (z) ont alors dans |z|, << 1, m, zéros, dans la
couronne
lgl=lsl=y<m,

ou log v est la pente (négative) du cété du polygone de Newton aboutissant
a gauche au sommet (m,, h,). Ces zéros appartiennent a des extensions
de Q, de degré m, au plus, donc ils sont tous dans une méme extension
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de degré fim de Q, [8]; leurs valeurs absolues p-adiques données par les
pentes du polygone de Newton sont fixes. Par suite, ces zéros appartiennent
a un ensemble compact et 'on peut trouver une suite partielle telle que
ces zéros aient des limites p-adiques.

Soit
B(a) =(1— ay5) .. (1— 0, 3) =1+ 315 ..o By 5™
le polynome ayant pour zéros les m, zéros de Q (z) situés dans |z|, =;
on a donc
gt Ly pour j=1, ..., my.

Désignons par «) la limite p-adique de o; et posons

Brz) =(1—ajz)...(1— ap,5) =1+ PB]5+...+ B, 5".
On a alors aussi

lim|B;—B}|,=o pour j=—r1, ..., m,.

Posons
AG) N,
fj( )Q( ) _‘n2=ovn b

alors
On=Up+ 51 Upgt+ ...+ ﬁmu Up—mye

Or on a u, = U, a partir d’un certain rang, donc pour tout n fixe, ¢, tend
au sens p-adique vers

V,= Un -+ ﬁ; Un—1 +... S;L,Un—mo

et I'on a

) N
T Ver=FC) gy

. A (z
Montrons alors que pour |z|,= ¢’ <1, les fonctions f(z) QE”; sont
uniformément bornées au sens p-adique dans £,. Il en résultera qu’elles

tendent uniformément vers B*(z) gg ; dans tout disque |z|, = ¢ <o

et la fonction limite est bornée par la méme borne [4].

On a

u b\

B(
a q[[o—a,»

J>me

Donnons-nous ¢’ << 1; on a

|aj|,' >0 pourtout ;> m,
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dés que le rang est assez grand. Par suite,

ﬁ(z

.v

s€Q, vérifiant |z |,=p'.

D’autre part, pour |z|,, =o', on a
[A(3) [p=1.

On a donec

=p' pour [z],=p' <t

550,

et B (z _QW% est holomorphe dans |z|, < ¢’ & partir d’un certain rang
dans la suite partielle. Il en résulte que, dans |z|, =~ ¢ < ¢’, la fonctien
limite

vy A (5)

TOTE

est holomorphe et 'on a

14

pour |3, p.

* (. A,*(Z)
ﬁ (*’) Q*(Z) pé

Comme p et o’ sont aussi voisins qu’on veut de 1, on voit que les seuls zéros
possibles de Q* (z) dans |z], < 1 sont les zéros de * (z). Par suite, les
cotés & pente négative du polygone de Newton de Q* (z) (s’il y en a)
coincident ou sont au-dessus de ceux du polygone de Newton des Q (z)
pour j-=_m, (partie fixe des polygones). Le polygone de Newton est donc,
en particulier, tout entier au-dessus de I’axe des j, c’est-a-dire on a

|g71p<1 pour tout ;.

On peut d’ailleurs préciser. Désignons par J I’ensemble (pouvant étre
vide) des indices j =~ m, tels que &I—,_ soit effectivement zéro de Q* (z).

]
Le dernier sommet du polygone de Newton de Q* (z) auquel aboutit un
coté de pente négative est alors le point (m,, hy), o m, est le nombre
d’éléments de J et | g, |,= p™. On a donc hy < h4, et

|47 1,<p~" pour tout /.

De plus,

mg

H | &} |p=p*,

j=1

|5 L=
11

€3
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Soit maintenant 7 un nombre vérifiant Y < < 1. Pour tout =
avec [z], = p, on a alors

my

LRQIEE | IR0

j=1

1Q (z) ,=pmp ] 1% lo=0p"p

j€’

Par conséquent, pour |z|, = ¢, on a
Q" ()
B (=)

Les inégalités de Cauchy [4] dans £, donnent alors

I A* (;) Ipépt — P’”I_”lﬂphtl_]li_

r

l a; Iﬁé pmi_’"o'—/.Pho‘/‘:,
En faisant tendre ¢ vers 1, j étant fixé, il vient
) ) b
| @} |p< p"~" pour tout ;.
En particulier, comme h, =~ hy, on a

|aj|,< 1 pour tout j.

-]
e E U, "
n=0

et ¢'*' U, est entier rationnel. La réciproque du lemme 3 montre que g;
est un nombre rationnel dont le dénominateur est ¢/~' et a; est un nombre
rationnel dont le dénominateur est ¢/. En répétant les considérations précé-
dentes pour tous les nombres premiers distincts p qui divisent ¢, donc
pour un nombre fini de nombres premiers, on voit que les conditions

[7;‘ lpZ1, ]a; [p<1

Mais on a
A*(s)
Q* (=)

pour tout p divisant g entrainent que ¢ et a; sont des entiers rationnels.
Par suite,
A* ()
—eF
Q" (=)
et le théoreme 1 est démontré.

Nous voyons de plus que si, pour certains p, on a hy > o, alors Q* (z)
n’est pas primitif et 'on peut diviser tous ses coefficients par un méme
entier ¢, diviseur de ¢, défini par |§|, = p™ pour tout p divisant gq.
On peut écrire

Q' () =7Q (2),

ot Q (z) est un polynome primitif.
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On a, de méme,
A*(5) =7 A(3),

ou A (z) est un polynome & coefficients entiers rationnels (pas nécessai-
rement primitif) et ou ¢’ est défini par |§’|, = p™™ pour tout p divi-
sant ¢; par suite, ¢’ divise ¢ et 'on a

—q— = )
7=
En particulier, §' = ¢ si hy = 0 pour tout p divisant g. Posant ¢” :%’
on a, par suite,
! A~(z) = A*(:) 1 sur |s|=1.
7 Q) 1)
. . X z . N . )
Ainsi — (=) appartient a une famille F (¢, k, ¢), out
7'Q(2) '
|
7= 7 q 7
est un diviseur de g.
3. ComprLEMENTS. — Une famille & telle que nous venons de la définir

contient des constantes et, si |¢|> 2, des polynomes. Si nous voulons
avoir une famille dont toutes les fonctions soient de véritables fractions
rationnelles, 4 I’exclusion des polynomes, nous sommes amenés a intro-
duire des conditions supplémentaires.

LemuMmE 5. — Sotent y (z) et ® (z) deux fonctions holomorphes dans |z| = 1
et vérifiant
[z (5) | <o (5) ] pour |s|=1.
Supposons que
%(3) — 0 (5) = 8"+ Y1 5"
et que w (z) a k zéros dans |z| < 1. Alors :
St Yn5Z0,0nan=—k etstn>k onary (z=0w(z).

En effet, considérons la fonction
W (3) = (5) — ko (z),
ou A est un nombre réel avec A > 1. Comme
[Po(z) | >]x(s)]  sur |z]=1,

les fonctions ®; (z) et ® (z) ont, d’aprés le théoréme de Rouché, le méme
nombre de zéros dans |z| =1, c’est-a-dire k. Faisant tendre % vers 1,
la continuité des racines montre que ®, (z) a, dans |z| < 1, au plus k zéros.
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Si v, 0,1y adéja nzéros en z = o0, doncn k. Sin >k, il y a contra-
diction si w, (z) n’est pas identiquement nul.

Lemme 6. — Soit ¢ (2) ==Z u,z" une fonction méromorphe dans |z| < 1

n=~0

et | (z)| < 1 pour |z| = 1. Supposons, de plus, |u,| > 1.

St u; 7 o pour au moins un indice j > 1, alors 9 (z) a au moins un péle
dans |z| < 1.

Réciproquement, si ¢ (z) a k> 1 péles dans |z| < 1, alors on a u; o
pour au moins un indice j vérifiant 1 =~ j — k.

Comme ¢ (z) est borné sur |z| = 1, ¢ (z) a un nombre fini, soit k poles
dans |z| < 1.

Soit

&(8) =14 Y15 +...4 V5t

le polynome qui a pour zéros les podles de ¢ (z). Alors
?(2) g(5) =% (%)
est holomorphe dans |z| = 1 et 'on a
lx(z)|<ls ()| pour [s]|=1;
de plus, g (z) et y (z) n’ont pas de zéro commun.
Supposons que n > 1 soit le plus petit indice tel que u,7# 0. On a
(g + ups"+...)g(5) =% (5),
donc
1 (3) — g (5) = tpzn+. . ..

Le lemme 5 montre alors que n =k, ce qui montre la réciproque du
lemme 6.

La proposition directe est évidente, car si ¢ (z) n’avait pas de pdle
dans |z| < 1, elle serait holomorphe et le lemme 5 appliqué avec ¢ (z)
a la place de y (z) et u, a la place de ® (z) montre que ¢ (z) = u,, donc on ne
pourrait avoir u; > o pour un j >~ I.

CorOLLAIRE. — Soit |ue|>>1; st us £ 0, 9 (2) a au moins un pole
dans |z| <<1; st 9 (z) a exactemeni un péle dans |z| < 1, alors u, = o.

Lemme 7. — Examinons maintenant le cas de poles dans £,. Montrons
la proposition suivante :

St le polygone de Newton du polynome al A (z) est strictement au-dessus

. , A* (= . A
de Ihorizontale d’ordonnée h,, alors ==— a au moins un péle dans |z |, < 1.

Q (=)
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Démonstration. — Comme les polygones de Newton de g A (z) et de Q (z)

ont le sommet de départ j = o en commun, les conditions du lemme 7

ne peuvent étre vérifiées que si m, > 1. Soit alors ¢ un nombre véri-
1 1

fiant p *" < p < 1. Comme on a |a,/|,> p™, on a donc ¢ >|a,.|,;
d’autre part, on a
part,
|a7'|[,>p pour tous les ;> m,+1

a partir d’un certain rang dans la suite. On en déduit que pour z€ £,
avec |z], = p, on a

o=

—ho—3
Q=) [p=p~hpm>p = =

D’autre part, les hypothéses du lemme 7 expriment que

iaj = p~' pour tout ;> o,
(2 P
donec
lA(z) = p~het pour |z|,=p.
a, »
On a donc
q A(3) -3
L < 2 our s€Q, avec 5 |,==p,
a,Q(2) |, P p P |s],=p

D’autre part, pour |z|, = ¢, on a

My

EIOIE | [E2
j=1

OrlA(;)

2 003 B (z) tend vers

1A (3) g )

XW)— dans |z{,=¢/,

ou p < o' < 1. Comme u, finit par étre égal a Uy, on a a; = a, & partir
d’un certain rang. Enfin, pour |z|, = ¢, on a

my

[B*(2) |,= Pm“H| ajlp=1B(2)1p

j=1
a partir d’un certain rang.

On a, par conséquent,
q A" (z)
a, Q" (3) |,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 23

1
il

pour |z, =p.
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A" (s)
Q" (z)
et les inégalités de Cauchy donneraient

9 A'(0)
a, Q*(o) |p

Si alors n’avait pas de pole dans |z|, = ¢, elle serait holomorphe

1
Zp i<,

A* (o)
@ Q (o)

Les conditions du lemme 7 s’expriment par les inégalités

ce qui est en contradiction avec -

L7 lplalp<L ] aolp p="o= pour 1.
On en déduit le corollaire suivant :

CororraIre 1. — Si pour toutes les fractions de la suite ona|a,|, > | |,"
alors la fraction limite a au moins un péle dans |z|, < 1. Cette condition
est satisfaite en particulier st Uon a |a,|, > p" "

En effet, on a
laly <l gl P~

la condition du lemme donne

laolp p=>]o], p=lx]qlp

Comme |a;|, < 1, les conditions
lqlplajlp<<laolpp=',

sont donc vérifiées.

CoroLLAIRE 2. — St pour loutes les fonctions de la famille, le polygone
de Newton de Q (z) entre j = o0 et j: m,, est formé d’un seul segment

jotgnant le point (0 t), ou |ql, = p~*, au point (m,, h,) et que t— h, soit
= /10 X

premier & m,; si, d’autre part, |a,|, >p ", alors il en est de méme

de Q* (z), et

1—hy
[A* (o) [p>p ™
En effet, d’apreés le corollaire 1, Q* (z) a, dans Q,, au moins un zéro
o , N ..
dans |z], < 1 et si_=est ce zéro, o] est limite de a,, donc
1

/— /Io'
lailp=]aslp=p ™

Mais Q* (z) étant a coefficients entiers rationnels, les sommets de son
polygone de Newton sont des points & coordonnées entiéres; le premier
sommet possible aprés le point (o, t) est donc le point (m,, h,), donc Q* (2)
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a exactement m, zéros dans |z|, < 1; ils ont tous la méme valeur absolue

t—hy
my

. Enfin, a) étant limite de a,, on a aussi

p-adique p

L—hy

laglp>p "

CHAPITRE II.

Nous donnons ici quelques applications du théoréme 1.

1. DEérinition. — Nous appelons S,, ot q est un entier rationnel, I'ensemble

suivant de nombres algébriques réels : 6 €S, st % est zéro d’un polynome Q (z)

a coefficients entiers rationnels tel que Q (o) = q, que % est le seul zéro de Q (z)
sttué dans |z| < 1 et enfin qu’il existe un polynome A (z), & coefficients

entiers rationnels, vérifiant

A(%);Ao, A)]>]g] e [AEIZIQG)]  pour |s]=1.

L’ensemble S, n’est pas vide. En effet, appartient a S, tout nombre
algébrique 0 > 1 de degré s > 3 défini comme suit : ses conjugués autres
que 0 sont dans |z| < 1 et la norme N (0) vérifie |N (0)]| > 1; soit P (2)

le polynome irréductible primitif dont 0 est zéro et posons Q (z) = Z‘P<;)
on suppose que Q (o) = g.

P (z) ayant 0 pour seul zéro dans |z|>1, Q (z) a (; pour seul zéro
dans |z| = 1. Comme s>>3, P (z) a s — 1>>2 zéros dans |z| < 1 et puisque
P est irréductible, P et Q sont premiers entre eux, donc P( > # o. Enfin,

INO) = ||~

>, donc [P (o) |>|q].

Par suite, on peut prendre A (z) = P (z) et €S,

Remarquons encore que la définition de S, n’implique pas que Q (2)
soit 1rréductible, ni que Q (z) soit primitif. On peut donc multiplier Q
et A par un méme entier, ce qui montre que S, CS, si ¢’ est un diviseur
de ¢. En particulier, S, est identique a ’ensemble S dont nous avons parlé
au début; en effet, si 0€S,, 0 est un entier algébrique, donc | N (0)| > 1;
si son degré s >~ 3, on peut prendre pour A (z) le polynome irréductible
primitif dont 0 est zéro; si s = 1 ou s = 2, on montre aisément qu’on peut
prendre A (z) = 1. Ce que nous venons de dire montre que S, est un sous-
ensemble de tout S,.
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Le théoréme 1 nous permet de monter le théoréme suivant :
TutoriME 2. — L’ensemble S, est fermé.

Ce théoreme 2 généralise donc le théoréme déja cité de M. R. Salem [15]
relatif a I'ensemble S, = S.

Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 8. — Pour tout 0 de S,, on a

0 _|_._I..._.
01>+

On peut supposer 0 > 1, car si 6€S,, alors aussi — 0€&€S,. Considérons
la fonction

v 1—0z A(3)
f(")—“ 0 — 2 Q(Z),
elle est holomorphe et bornée par 1 dans |z| = 1. On a donc
__1]A(0)
FOIEHE
Pour les nombres 0 vérifiant 0 << 1 + ﬁ, on a donc
IéIA(O) <1—|———I—-, donc A (o) =1,
q l7] q
Choisissons le signe de A (z) de sorte que é((]i) = 1 et posons
Alz) _qtms+... =14 Us+....

Q=) qg+qs~+...

On en déduit qu, 4+ ¢ = a,, donc qu, est entier rationnel. Le corollaire
du lemme 6 montre que

I
u, 7 o, donc |uy|> —r-
17 = 1g]
Or on a

—— “o o1 Y,
f(z)__e—l—<e+62 1>A+..

Le lemme de Schwarz, appliqué a f (z), donne

f5) = £ (o) -
@Gy = e lEl=r

Pour z = o, on obtient
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c¢’est-a-dire
—(2—1) Zu b — (02—1) Z02—1.

Par suite,
Uy >0 et 202— 1,0 — 2> 0,
d’out
0~ u1+\/u'f+16‘
- 4

La plus petite valeur de cette derniére expression est obtenue pour

L . Or
\/‘6+rq‘1‘2>4

tT Tl
Ce lemme 8 montre, en particulier, que 4 1 ne sont pas des points
limites de S,.

u

d’ou le lemme &.

Remarque. — La méthode qui nous a permis de déterminer les quatre plus
petits nombres de S, [5] s’applique également ici. Sans diminuer la géné-
ralité, on peut supposer ¢ > 1. On démontre alors que si O <0, ou O est
le zéro > 1 de

P(s) =g+ (g—2)s*—(g—1)5—gq,

on a
I I
Uy—/I1, U= —y Uy== —
q9 q
. . A(s .
Les seules fractions rationnelles QE”; ayant ces coeflicients sont, ou
. — qz? .
bien q_'q—q"é’ ou bien
T~ T ~

q—95°+ (945 —g5°) "
g—5— gzt (g —gz*) "

pour n>1,

Désignons par 0_ le zéro > 1 de gz> —z— ¢ et par 0, le zéro > 1 de
(95" — 5 —q) 5"+ q (2 —1).
On voit alors facilement qu’on a
0,<0pa<<0, e 0, <0<0,<B<0,.

Par suite, comme aussi €S, on a :

Les quatre plus petits éléments de S, sont, dans Uordre :
0,, zéro > 1 de ¢z* + (¢— 1)2> — qz — q;

0., zéro > 1 de qz* — 27" — q;

0;, zéro > 1 de qz° — z* — qz* + ¢z* — q;
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0, zéro > 1 de qz* + (q—2)z" — (¢g— 1)z —q.
O, est point limite de S,; il est probable que les méthodes de [5] permettent
de montrer que c’est le plus petit.

Démonstration du théoréme 2. — Soit une suite de nombres 6 €S, tendant
vers un point limite 0’. Alors [0"| > 1, d’aprés le lemme 8; d’autre part,

il existe 2 > o, tel que tous les nombres O de la suite vérifient [6]4;’%'
La famille des fractions rationnelles Q( ) est donc une famille compacte &

on peut en extraire une suite partielle tendant vers une fraction hmlte

\*

@%——UO‘{"Ul;”{"
On a U, = lim u,, et comme |u,|= A (o) > 1,0na
Q (o)
U =1,  donc [A"(0) [=]q].

D’autre part, 6’ est le seul pole possible de 2 00 (%) dans |z| < 1.
A(s)

00 2 exactement un pole dans |z| = 1, le corollaire du lemme 6

montre que u, < o, done |, IL - Par suite, aussi U, = lim u, 3 o, donc
A (5)
Q" ()

1 N NPT .
, donc g est un pole, c’est-a-dire g est zéro de Q* (z); par

Comme

ce méme corollaire montre que a effectivement au moins un pole

suite, 0'€S, et A* <é> # 0; le théoréme 2 est démontré.

Sous-ENSEMBLES DE S,. — En utilisant Panalyse p-adique, on peut
montrer qu’ll y a aussi des sous-ensembles de S, qui sont eux-mémes
fermés.

DeriNitioN. — Supposons que g = p? ... py, ou t; est entier rationnel
avec t; > 1, soit la décomposition de q en facteurs premiers distincts.
Nous dirons qu'un nombre 0 €S, appartient a S, (m,, ..., m,) s'il existe

un polynome
Q) =g+ qi5+ ¢25°+. ..

a coefficients entiers rationnels tel que % soit le seul zéro de Q (z) dans |z| = 1,

vérifiant de plus la condition suivante : pour chaque v = 1, ..., r il existe
un indice m; > 1 fize, premier a t;, tel que g, ne soit pas divisible par p;
et que, s’tl y a des indices j avec 1 = j = m; — 1, q; soit divistble par une
puissance de p; strictement supérieure & t;<1 —;}é) D’autre part, nous

i
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supposons qu’il existe un polynome A (z), & coefficients entiers rationnels,
vérifiant

A<%>¢o, [A()|>1]g], |A®()|<|Q)| pour |s|=1,

enfin
t

| A (o) |pi>pi_m_i pour I=1, ..., 7.

Nous remarquons que les conditions imposées aux coefficients de ) (z)
entrainent d’abord que Q (z) est primitif; d’autre part, pour chaque nombre
premier, le polygone de Newton de Q) (z) a un seul c6té de pente négative,
c’est celui qui joint le point (o, #;) au point (m;, o) et ce cdté ne contient
aucun point & coordonnées entiéres.

On a alors :

Tutorime 3. — L’ensemble S, (m,, ..., m,) est un sous-ensemble fermé
de S,.

Soit, en effet, une suite de nombres 0 de S, (m,, ..., m,) tendant vers
un nombre §’. Comme 0 €S,, nous savons déja par le théoréme 2, que 0’ €8,
A
Q=)
pour poles les nombres de la suite 0 une suite partielle qui converge vers
une fraction rationnelle ﬁ:gi;

Le corollaire 2 du lemme 7 nous apprend que les coefficients de Q* (z)
vérifient les conditions 1mposées a ceux de Q (z) et A* (z) celles imposées

aux A (z). Ainsi 0'€S, (m,, ..., m,) et le théoréme 3 est démontré.

Nous pouvons extraire de la suite des fractions rationnelles ayant

ayant 0' pour pdle effectif dans |z| < 1.

Cas parTICULIERS. — Si tous les m; valent 1, la définition de S, (1, ..., 1)
est particulierement simple. En effet, il suflit que ¢, soit premier a ¢ et
que |A (o) |, > |q|, pour tout nombre premier divisant ¢ [13].

Si tous les t; valent 1, alors m,, ..., m, peuvent étre pris arbitrairement
et les conditions deviennent |gq;|,, << 1 si j << m; et A (o) premier a q.

3. On peut encore donner d’autres applications du théoréeme 1. Pour
cela nous allons considérer le cas ou les fractions rationnelles n’ont aucun
pole dans |z|>> 1, c’est-a-dire une famille & (g, o, 2). Le théoréme 1
s’énonce alors :

L’ensemble des fractions rationnelles SE::;, holomorphes dans |z| = 1,

ou A et Q sont des polynomes a coefficients entiers rationnels, vérifiant
A (2)|<Z|Q (2)| sur |z|=1 et Q(0) = q fize, est une famille compacte
dans G pour la convergence uniforme dans tout compact situé dans

lz] < 1, [12].
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On peut remarquer que les hypothéses entrainent que

[A()| <] q], car g((z)) 1 pour |5|=1
Az) oo holomorphe dans |z| = 1. Done, sauf si |A (o)|=]q]|, il existe

e 2
au moins un diviseur premier p de ¢q tel que |A (0)|, > |¢|,- Par suite,
st hy = o, on peut appliquer le corollaire 1 du lemme 7 et ’on en déduit :

Si, de plus, hy = o, la famille F (q, o, ) ne contient que de véritables

fractions rationnelles, sauf peut-étre les constantes -+ 1.

Comme application, nous allons obtenir un résultat énoncé par

M. Cl. Chabauty [2].

Derinition. — Un nombre € Q,, est dit « p-intégrable » s’tl est algébrique
sur le corps des rationnels et vérifie une équation

P(z) =p'z*+ g5 +. ..+ qs=o,

ot t > 1, q; entier rationnel et q, non divisible par p.

On appelle € Uensemble suivant de nombres de Q, : €€ st 0], > 1 et
st 0 est p-intégrable, le polynome P (z) ayant tous ses zéros complexes
dans |z| < 1.

Alors, on a :

Tutortme 4 (Chabauty) [2]. — L’ensemble € est un ensemble fermé
dans Q, pour la topologie de Q,.

En effet, posons Q (z) = z‘P<£>a alors tous les zéros de Q (z) sont

()E ; est donc holomorphe dans |z| =~ 1.
D’autre part, les zéros de P (z) étant tous dans |z]| < 1, on a |¢,| < p/,
donc on a

dans|z| > 1. La fraction rationnelle

[P(0)l,=1gslp>1|P"1p-

Enfin, comme ¢, n’est pas divisible par p, on a

/L;,:o et |0],=p!

Soit alors une suite de nombres 0 tendant dans Q, vers un nombre 0’,
alors, comme |0[,> p, on a [0"|, = p’, ou t' est un entier > 1. Nous
pouvons alors extraire de la suite des 0 une suite partielle telle que [0], = p*
pour tous les nombres de la suite partielle. Posons ¢ = p' et associons a
P (=)
Q (=)

cette suite

cette suite partielle la suite des fractions rationnelles

constitue une famille compacte dans |z] < 1.
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Soit ggg une fonction limite; on aura
A* (o) m | B0 lgl—1
Ty | T Q@ | = e S

done AL Q( L ne peut pas se réduire a la constante + 1 ou — 1.

De plus, [qi], = 1, donc hy = o0 et |P (0)[, > |q|p doan(( ; est une

véritable fraction rationnelle et Q* (z) vérifie les mémes propriétés
que Q(z). Le polygone de Newton montre que Q (z) et Q* (z) ont,
dans |z], < 1, un seul zéro, a savoir % et (;—, Done é est zéro de Q* (2)

et tous les zéros complexes de Q* (z) sont dans |z| > 1. Par suite, '€ €
et le théoréme 4 est démontré.

Remarque. — D’aprés une i1dée de Mme M. Grandet, on peut observer

*

. ... A N P*(s . D .
que la fraction limite —Q-,%f—; ne peut étre de la forme Q,—(—), ou P* serait

(3)
A(s)

le polynome réciproque de Q*. En effet, supposons le contraire ; comme 05

tend vers (;E ; dans |z| << 1, les coefficients du développement en série
P*(z)

(s) ) o
de Taylor de Q(z) tendent vers ceux de TG Or, d’aprés le lemme 3,

¢"** u, est entier, donc les coeflicients sont égaux a partir d’'un certain

rang. On a donc
Als)  P(5)
Q(s) Q(s)
avec n augmentant indéfiniment, donc
A(3) Q" (5) — Q(5) P*(3) = ¥us" 4 vui 57 . ...

etsur|z|=1,0na

3) Q"(2) [£[Q(5) P*(2) |.

Mais le nombre de zéros dans ‘z| <1 de Q(z) P*(z) est fixe, égal au degré s*
de P*, Le lemme 5 donne alors, pour n > s* ’égalité

Az ) P*(z)

Qx) — Q' (=)

\ . . P
et les nombres 0 restent fixes a partir d’un certain rang. —Q:n’est donc

%)
5)

pas une véritable fraction limite.
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