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SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE
VECTORIELLE

fla(u), y(9), 2(u+9)]=o0
(Suite)

Par Roserr MEYNIEUX.

CHAPITRE II.

ENSEMBLES ANALYTIQUES.

SECTION 1 : APPLICATIONS CONTINUMENT DIFFERENTIABLES.

23. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES. — a. Nous aurons & considérer
plus loin des variétés analytiques plongées dans R™ (cf. J. Lelong-Ferrand [6],
p- 118), et des applications analytiques d’une variété dans une autre.
Certaines des propriétés utilisées appartiennent plus généralement aux
variétés et applications continiiment différentiables. D’autre part, on peut
remplacer le corps R des réels par le corps G des nombres complexes,
sans que les notions dont il s’agit cessent d’avoir un sens et sans que les
propriétés invoquées cessent d’étre vraies; d’ailleurs, dans le cas complexe,
« analytique » équivaut & « (partout) différentiable » au sens ou nous
I'entendons (¢f. H. Cartan [7], p. 74 et 135, ou toutefois le mot « diffé-
rentiable » s’entend par rapport aux variables réelles; pour les variables
complexes on emploie le mot « holomorphe »).

Donnons d’abord les définitions nécessaires (nous avons choisi celles
qui nous ont paru les plus commodes pour la suite; elles ne sont pas
toujours équivalentes a celles d’autres auteurs). Comme aux no 21-22,
nous désignerons par K le corps R ou le corps G.

b. Soient : A, de dimension m > 1, et B, de dimension n>. o, deux
espaces aflines sur K (m et n entiers); A* et B* les espaces vectoriels associés.
Soient : D un ouvert non vide de A; a un point de D; f une application
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de D dans B; b le point f(a) €B. La condition sous laquelle on dit que f
est différentiable en a, condition classique qui implique la continuité en a
(cf. par exemple M. Fréchet [8], R. de Possel [9]), peut ici (espaces de
dimensions finies) s’exprimer sous une forme indépendante de toute
norme, et de tout repére (¢f. auss1 G. Papy [10]), savoir :

Parmi les applications affines de A dans B, il en existe une (et alors néces-
sairement une seule) qui est tangente a f en a.

Cect suppose la définition préalable du contact en a de deux appli-
cations f, g de D dans B, éléments de B”; voici la condition de contact :

Le vecteur f— g de Uespace vectoriel (B*)", espace qui est un module
sur 'anneau K", et donc aussi un module sur le sous-anneau H formé des
applications bornées de D dans K, appartient au sous-H-module que constitue
le sous-groupe additif engendré par les produits de la forme e, ou c€K”
est continue en a et s’y annule, et ot Y est la restriction @ D d’une application
affine de A dans B* qui s’annule en a. (La condition ne fait intervenir en
fait que les germes de f et g en a.)

c. Supposons f différentiable en a, et soit ¢, I'application affine tan-
gente a4 f en a. Alors I'application : £ — [¢.(a + £) — b] de A* dans B*
est l'application linéaire associée a I’application affine @,; nous dési-
gnerons par [, cette application linéaire, et nous 'appellerons différentielle
de f en a (cf. C. Chevalley [11], p. 78) [quand A* coincide avec K, f, peut
étre représentée par le vecteur f, (1) €B*, et lul é&tre assimilée] : c’est un
élément de I'espace vectoriel £(A*; B*), de dimension mn sur K. Quand on
rapporte A et B (si n 2> 1) & des bases, f, est représentée par une matrice
dont les mn éléments sont les dérivées partielles en a des coordonnées
de f(z) par rapport a celles de z. Soit p le rang de f, (et de la matrice),
1. e. la dimension de ¢,(A), sous-espace affine de B; ce rang est =~ inf(m, n)
et > 0; nous dirons que f, différentiable en a, est de rang p en a.

d. Nous dirons que l'application f de D dans B est différentiable si,
pour tout x€D, elle est différentiable en z (elle est alors continue).
Supposons-le. Alors, en tout point x€D, le rang r(z) de f est défini, ainsi
que la différentielle f,; r(z) est la dimension, non seulement du sous-
espace vectoriel f,(A*)CB*, mais encore de l’espace-quotient de A* par
le noyau N(z) = (f.) " (0), lequel a la dimension m — r(z).

24. APPLICATIONS CONTINUMENT DIFFERENTIABLES. APPLICATIONS ANA-
LYTIQUES. — a. Supposons, en outre, que l'application z — f, de D
dans £ (A*; B*) soit continue : nous disons dans ce cas que f est conti-
niment différentiable. (On sait que pour cela existence et la continuité
dans D des dérivées partielles de f par rapport aux coordonnées de x relatives
a un repére de A sont non seulement nécessaires, mais encore suffisantes.)
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b. Soit f une application de D dans B. On dit que f est analytique
en a€D (cf. [7], p. 36 et 123) s'1l existe une série entiére formelle & m
indéterminées (sans terme constant), a coeflicients dans B*, qui donne
naissance a une série absolument convergente, ayant pour somme
f(z) — f(a), quand on substitue aux m indéterminées les coordonnées du
vecteur £ — a € A* (relatives & une base, dont le choix est indifférent),

pourvu que z soit assez voisin de a dans D (ouvert de A).
Le lieu des points de D ou [ est analytique est un ouvert (vide ou non)

de D (et donc de A) : cf. [7], p. 37 et 124.

On dit que [ est analytique (dans D) si, pour tout z€ D, elle est ana-
lytique en z. Alors f est contintiment différentiable; et Uapplication z — f,,
de D dans £(A*; B*) est analytique; de sorte que f est indéfiniment diffé-
rentiable, et que ses dérivées partielles (éléments de B*) de tous ordres en z
(par rapport aux coordonnées, une base de A* étant choisie) dépendent
analytiquement de x (1. e.: sont les images de x par des applications analy-
tiques de D dans B*).

c. Soit f une application analytique de D dans B. L’ouvert lieu des
points de D au voisinage desquels f est constante est aussi fermé dans D,
car c’est le lieu des points ot toutes les dérivées partielles de tous ordres (> 1)
de f s’annulent.

Supposons D conneze (c’est donc un domaine de A). Alors f est constante
dans D dés qu’elle est constante dans un ouvert partiel.

CoroLLAIRE. — Deux applications analytiques du domaine D dans B
sont identiques dés qu’elles coincident dans un ouvert partiel.

Cest le principe du prolongement analytique, cf. [7], p. 4o et 124. On peut
aussi I'exprimer en disant que, dans ’espace produit A XB, I’ensemble
saturé de sous-espaces engendré (n° 9 b) par les graphes des applications
analytiques dans B des ouverts non vides de A est ldche (n° 9 d).

25. APPLICATIONS CONTINUMENT DIFFERENTIABLES (suife). VARIATION
DU RANG. — a. Soit encore f une application dans B, différentiable
en a€A, d'un voisinage de a dans A; soit b = f(a). Supposons n>> 1,
et soit g une application, différentiable en b, d’'un voisinage de b incluant
P'image de f, dans un troisieme espace affine. Alors l’application composée g o f
est différentiable en a, et sa différentielle en a est la composée g,of, des
différentielles de g et f. Le rang de gof en a est au plus celui de g en b,
et au plus celui de f en a; c’est celul de g si f est de rang n, et celui de f
si g est de rang n.

b. Supposons maintenant que f et g soient 'une et I'autre des appli-
cations contintiment différentiables (ou analytiques) définies, f dans un
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ouvert D de A, et g dans un ouvert de B. Alors go f est elle aussi conti-
niiment différentiable (rvesp. analytique).

c. Soit f comme il vient d’étre dit, et conservons les notations du n° 23 d.
On peut écrire r(z) = w(f,), si © désigne la fonction a wvaleurs
entiéres > o, définie dans £(A*; B*), qui & chaque élément de cet
espace (1. e. & chaque application linéaire de A* dans B*) associe son rang.
Or, pour tout entier p > o et = inf(m, n), les points de £(A*; B*) ou
le rang est < p sont ceux ou s’annule une certaine fonction polynomiale @,

de degré p, qui prend ses valeurs dans un espace vectoriel sur K de
m!n!

dimension PO m—p) T in=p) 1’

ces points forment donc un ensemble
fermé.

Autrement dit, la fonction o, et par suite aussi la fonction r, ont en chaque
point un minimum local; en outre, si Papplication f est analytique, il en
est de méme de lapplication z — @,(f,), d’aprés les no 24 b et 255,
puisque I'application polynomiale ®, est (a fortiori) analytique : cf. plus
loin n° 26 c.

d. La fonction r est donc (cf. n® 8) localement constante dans un ouvert
partout dense de D, réunion disjointe et finie d’ouverts partiels ou elle est
constante. St, en outre, [ est analytique, et D connexe, le principe du prolon-
gement analytique (n° 24 ¢), joint aux résultats des alinéas précédents,
montre qu’alors r prend sa plus grande valeur en tout point d’un ouvert
partout dense de D s1 p désigne cette plus grande valeur, 'ouvert dont 1l
s’agit est le lieu des €D qui ne satisfont pas a I’équation analy-
tique ®,(f,) = o.

26. CAs DES APPLICATIONS POLYNOMIALES OU RATIONNELLES. — a. La
notion d’application analytique (d’un ouvert d’espace affine dans un espace
affine) est définie au n® 24 b. Si I'on impose des conditions supplémen-
taires, on obtient une classe plus restreinte d’applications. Il est possible
de choisir les conditions ainsi imposées de facon que :

1° Vf dans cette classe, I'application x — f, appartienne aussi a cette
classe (cf. n® 24 b);

20 Vf, Vg dans cette classe, gof (si elle est définie) appartienne aussi
a cette classe (cf. n® 25 b);

30 Vf, Vg dans cette classe, applications d’un méme ouvert D dans les
espaces respectifs B et C, 'application (f, g) de D dans B X C appartienne

\

a cette classe;
4° toute application affine appartienne a cette classe;
50 Vf dans cette classe et définie dans un ouvert D, les restrictions de f

aux ouverts non vides inclus dans D appartiennent a cette classe.
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b. Les propriétés 1° a 5° sont vérifiées par la classe de toutes les appli-
cations analytiques au sens du n® 24 b (cas ou 'on n’impose aucune condi-
tion supplémentaire).

Elles sont aussi vérifiées (cas extréme opposé) par la classe des restrictions
des applications affines a des ouverts non vides.

(Remarquons que la classe des applications contintiment différentiables
vérifie 20, 30, 4°, 50, mais non 1°.)

c. Les propriétés 1° a 5° sont vérifiées par la classe des restrictions des
applications polynomiales (dont un exemple, ®,, a été considéré au n° 25 c)
a des ouverts non vides.

d. Elles le sont aussi par la classe des restrictions des applications
rationnelles & des ouverts non vides (ou les dénominateurs ne s’annulent pas).

27. APPLICATIONS DE RANG CONSTANT (ETUDE LOCALE). — a. Solent A,
de dimension m, et B, de dimension n (m et n entiers > 1), deux espaces
vectoriels sur K. Soit ¢ une application linéaire de A dans B, de rang p
(> 0, = m et = n), de noyau N et d’image M; soit A (resp. B) un sous-
espace vectoriel complémentaire de N (resp. M) dans A (resp. B). Soit f
une application continiiment différentiable de rang constant p, définie dans
un voisinage ouvert D de o dans A, a valeurs dans B, et tangente a ¢ au

point o. On considérera B comme produit MxB, d’ou f= (fi, f-), ou fi
est une application de D dans M, et f, dans B. L’application linéaire ¢
peut é&tre considérée comme une application de A sur M; on appellera ¢
la restriction de ¢ & A (c’est un isomorphisme de A sur M); ¢ est appli-
cation linéaire tangente a f, au point o.

b. On veut étudier f au voisinage de o. Comme f, est de rang p (dimen-
sion de M) au point o €A, elle reste de rang p au voisinage de o, et nous
supposerons D assez petit pour que l'application contintiment différen-
tiable f, soit de rang constant p, et que par suite, V2 €D, on ait

ﬁnffl.(A) —={o}.

c. Considérons A comme produit NXA, et a tout z= (£, z)€D,
avec F€EN et z€A, associons le point [£, fi(z)]€ NXM. On a ainsi une
application continiment différentiable g (analytique si f Dest) de
Iouvert D de I'espace vectoriel NX A dans I’espace isomorphe NxM,
et 'application linéaire g, tangente a g au point o se compose de I'appli-
cation identique dans N et de I'isomorphisme ¢ de A sur M; comme g,
est de rang m, il existe des voisinages de o dans lesquels g est de rang

constant m, et nous supposerons D assez petit pour étre 'un de ces
volsinages.
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d. Nous nous appuierons sur le théoréme (classique) que voict :

Sotent : D un voisinage ouvert de o dans un espace vectortel A, de dimen-
ston m sur K; et g une application continiiment différentiable, constamment
de rang m, de D dans un espace affine E sur K de dimension m. Alors :

1° g(D) est un ouvert de E (Papplication g est ouverte);

20 1l existe des voisinages ouverts A de o dans D, tels que la restriction
de g a A soit injective;

3° pour tout A vérifiant 2°, la restriction g* de g a A est un homéo-
morphisme de A sur Uouvert g(A) de E;

40 Phoméomorphisme g*~' de g(A) sur A, réciproque de g*, est conti-
niiment différentiable et constamment de rang m;

*—1

50 st, en oulre, g est analytique, alors g*" est analytique.

(Voir les chapitres relatifs aux fonctions implicites de variables réelles
ou complexes dans les traités d’analyse, par exemple G. Valiron [12]
et [13]; ¢f. pour le cas analytique H. Cartan [7], p. 27, 138, 175, 178;
et C. Chevalley [11], p. 71.)

On peut ajouter que si, en outre, g est la restriction & D d’une appli-
cation affine de A dans E, alors g** est évidemment la restriction a g(4)
d’une application affine de E sur A, inverse de la premiére.

e. Par contre, si g est restriction d’une application polynomiale (a fortior:
rationnelle), g n’est pas en général restriction d’une application ration-
nelle (a fortiort d’une application polynomiale).

Appelons difféomorphisme d’un ouvert D d’un espace affine de dimen-
sion m (sur K) sur un ouvert D’ d’un second espace affine (sur K) de méme
dimension, tout homéomorphisme continiiment différentiable, partout de
rang m, de D sur D’. Les assertions 4° et 5° de d signifient que 'inverse
d’un difféomorphisme est un difféomorphisme, et que I'inverse d’un difféo-
morphisme analytique est analytique; d’ailleurs deux homéomorphismes
continiment différentiables inverses 'un de I’autre sont nécessairement
des difféomorphismes (d’ou la définition usuelle : ¢f. [6], p. 8o).

Nous pouvons alors dire, d’aprés ce qui précede, que, pour une classe
d’applications analytiques (au sens du n® 24 b), les propriétés 19, 29, 30, 40, 50
du n° 26 ¢ n'impliquent pas toujours (conjointement) celle-ci :

6° de deux difféomorphismes inverses I'un de 'autre, si 'un appartient
a cette classe, alors ’autre aussi.

f. Apres cette digression, reprenons le raisonnement commencé en a, b, c,
et appliquons a g le théoréeme d’inversion énoncé en d; nous supposerons D
assez petit pour que g soit un difféomorphisme (afin de ne pas multiplier
les notations). Nous noterons g le difféomorphisme inverse, de g(D)
sur DCA (analytique si f est analytique).
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Posons D’ = g(D); lapplication composée h = fo g™', de D’ dans B,
est continiment différentiable (analytique si f ’est) et de rang p. Pour
tout z€D, s1 z = g(x), on a ‘

Bo=foo(s™), ot K (NxM)=fL(A),

donc, d’apres b,
BNk, (N xM)={o}.
Or, si z= (&, 1), on a

R(z)=[n, fu(x)], dou  K.(Nx[o])cB,

et donc A (NX{o})={o}| : autrement dit, h(%,n) ne dépend pas
localement de %, mais seulement de .

g. Prenons alors un voisinage A de o € A assez petit pour que 'ouvert g(A)
de N XM soit inclus dans un domaine convexe, lui-méme inclus dans D’.
Dans ces conditions, h(%, v) ne dépend dans g(A) que de 7 (et non de &).
Soit = la projection (&, v) -7 de NXM sur M, et soit  la projection
(m,y) -1 de B= MXB sur M. Alors la restriction f; 4 A de fi=Tog
est une application continfiment différentiable (analytique si f Iest) et
ouverte, toujours de rang p, de A dans M, dont 'image est un voisinage
ouvert A de o dans M; et la restriction a A de f est f*= ko f;, ou k désigne
une application contintiment différentiable (analytique si f I’est) et injec-

tive, toujours de rang p, de A dans B, telle que 0 ¢k soit I'application

identique dans A (cf. [6] et [11]). Remarquons que f(A) est une partie
localement fermée de B.

28. APPLICATIONS DE RANG CONSTANT (sutte). — a. De I’étude qui vient
d’étre faite résulte immédiatement ce théoréme:

Sotent A, B deux espaces affines sur K (i. e. sur R ou sur C), de dimen-
stons respectives m, n (entiers > 1). Soit  une application, continiiment
différentiable et de rang constant p, d’un ouvert D de A dans B. Alors on
peut recouvrir D par des ouverts partiels, et assocter a chaque ouvert A de ce
recouvrement un difféomorphisme g de A sur un ouvert de K" = K" 77X K?,
un ouvert A de K, une application k contintiment différentiable et injective,
toujours de rang p, de A dans B, et une application affine 9 de B sur K,
de telle sorte que 0 o k soit Papplication identique dans A, et que la restriction
de f a A soit komog, st © désigne la projection de K™ sur K”. En outre,
si [ est analytique, k et mo g sont alors nécessairement analytiques, et
I'on peut choisir g analytique.

On peut ajouter : pour que f soit ouverte, 1l faut et suffit que p = n;
pour que f soit localement injective, il faut et suffit que p = m (cf. [11]).
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b. Soient A, B comme en a. Soit f une application continiiment diffé-
rentiable dans B d’un ouvert D de A. On dit que f est réguliére au
point a €A si1 (et seulement si) elle est de rang m (= dim A) en a; elle est
alors réguliére en tout point assez voisin de a dans A, et par conséquent
injective dans un voisinage de a. En outre, si ce voisinage A est pris assez
petit, Vapplication continue, restriction de f, de A sur le sous-espace f(A)
de B est un homéomorphisme de A sur f(A); 'injection partout réguliére
(ou immersion) ne suffirait pas (cf. [6], p. 118) et Pon a la un cas particulier
d’immersion qu’on appelle plongement (immersion qui est un homéo-
morphisme sur un sous-espace de B).

L’image d’un ouvert D de A par un plongement dans B est une partie
localement fermée de B (c¢f. fin du n° 27).

SECTION II : VARIETES.

29. NoTiON INTRINSEQUE DE VARIETE. — a. K désigne encore le
corps R ou le corps C.

E désigne un espace topologique séparé (connexe ou non).

Un atlas de E, de dimension p (entier > 1) sur K, est par définition une
famille d’homéomorphismes h. (appelés cartes) d’ouverts E, de E sur des
ouverts D, de K7, assujettie aux deux conditions suivantes :

(1) la famille des E, recouvre E;

(2) s1 Eugs = E.NEg n’est pas vide, 'homéomorphisme kg o k"' de ha(Eqp)
sur hg(Eqg) est un difféomorphisme (n° 27 e).

[Une autre terminologie usuelle définit un « atlas » par la condition (1),
a Pexclusion de (2); avec (2), on a alors un « atlas de classe C* ».]

Si, en outre, ce difféomorphisme est toujours analytique, on a un atlas
analytique. (Cf. pour tout ceci J. Lelong-Ferrand [6], p. 112.)

b. Deux atlas (resp. atlas analytiques) de E, de dimension p sur K,
sont dits équivalents (resp. analytiquement équivalents) si leur réunion
est encore un atlas (resp. atlas analytique) de E.

Une structure de variété (resp. variété analytique) de dimension p (sur K)
est définie sur E par un atlas (resp. atlas analytique) de E, de dimension p
sur K, et la donnée de cette structure équivaut a celle de ’ensemble des
atlas (resp. atlas analytiques) équivalents (resp. analytiquement équi-
valents) & celui-la. Toute carte appartenant & un de ces atlas est, par
définition, compatible avec chacun d’eux et admissible pour la structure de
variété. L’espace E est appelé le support de la variété.

30. APPLICATIONS D’UNE VARIETE DANS UNE AUTRE. DIFFERENTIELLES.
— a. Soient V, de dimension m sur K, et W, de dimension n sur K, deux
variétés (resp. variétés analytiques), et soit f une application continue
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de V dans W. Soient h,, h, deux cartes admissibles d’'un méme voisi-
nage E de a€V; soient ky, k. deux cartes admissibles d’un méme voisi-
nage I de b = f(a)€W, tel que f(E)CF. Alors kyo fo h,' est transmuée
de kyofoh)' par les difféomorphismes hso hy', koo k)'; de ces deux appli-
cations continues de K™ dans K7, il suffit donc que 'une soit continiment
différentiable (resp. analytique) pour que I’autre le soit aussi; on dit dans
ce cas que [ est continiiment différentiable (resp. analytique) dans E
(pour E = V, on peut omettre de dire « dans V »). S1 m = n, on définit
de méme un difféomorphisme. [S1 V et W sont analytiques, le principe du
prolongement analytique (n° 24 ¢) est valable.]

b. On définit de méme le rang, en un point a de V, d’une application
continiiment différentiable f de V dans W. Pour la différentielle (n° 23 ¢),
on peut procéder comme C. Chevalley [11], p. 76-81 (c¢f. aussi [6], p. 120),
ou encore comme suit (¢f. G. Papy [10]).

On dira qu’une application continiiment différentiable g de V dans W
est tangente & f en a, s’il existe une carte admissible 2 d’un voisinage E
de a et une carte admissible k& d’un voisinage F de b = f(a), telles que
kofoh™ et kogeoh™ soient définies dans h(E), et tangentes I'une a
lautre au point h(a); alors cette derniére condition est vérifiée pour
toutes cartes h, k qui vérifient les autres conditions. Les points a €V
et b€W étant fixés, on a ainsi une relation déquivalence dans ’ensemble
des applications continiment différentiables f d’ouverts de V dans W,
telles que f(a) = b (relation de contact); c’est la classe d’équivalence
de f (ensemble des applications continiiment différentiables tangentes a f
en a) que nous appellerons la différentielle de f en a, et que nous désignerons
par f,. C’est un élément d’un espace vectoriel £)(V; W) de dimension mn
sur K; on peut supprimer dans la notation £’ l'indice a (resp. b) si V
(resp. W) est un ouvert d’espace vectoriel. L’espace vectoriel £, (V; W)
est canoniquement isomorphe a £[£* (K; V); £°(K; W)] et lul est assi-
milable, de sorte que dans le cas d’espaces aflines la nouvelle définition
de la différentielle concorde avec ’ancienne (n® 23 ¢); en effet, s1 V est
un espace vectoriel, £ (K; V) est canoniquement isomorphe & V (tbid.).

L’espace vectoriel £(K; V), de dimension m sur K, est assimilable
au dual de 2,(V; K), et s’appelle espace linéaire tangent 3 V en a; ses
éléments sont les vecteurs tangents @ V (ou vecteurs de V) en a.

Dans tout ce paragraphe b et en maint autre endroit, ’adverbe « conti-
niiment » peut étre omis, moyennant une définition préalable (qui ne
présente pas de difficulté, mais nous serait peu utile).

c. On peut composer les applications continiiment différentiables ou
analytiques, et leurs différentielles, comme au n® 25a : (gof),= g,° fo
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 15
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Les résultats du n° 25, ¢ et d, restent valables ici, dans la mesure ou
ils conservent un sens. v

De méme, la définition et les propriétés d’une application réguliére,
d’une tmmersion, d’un plongement (n° 28 b).

L’énoncé du théoréme du n® 28 a est a remplacer ici par le suivant :

Sotent V, W deux variétés de dimensions respectives m, n (entiers > 1)
sur K (= R ou Q). Sott f une application de V dans W, continitment diffé-
rentiable et de rang constant p. Alors on peut recouvrir V par des ouverts,
et associer & chaque ouvert A de ce recouvrement un difféomorphisme g de A
sur un ouvert de K™, un ouvert A’ de K", et un difféomorphisme h de A’
sur un ouvert de W, de telle sorte que la restriction de f a A soit hogo g
st ¢ désigne Uapplication linéaire de rang p : (&, ) — (z, 0), de K" X K»
dans K?X K" *. En outre, st V, W, f sont analytiques, on peut chotsir g
et h analytiques. Et, pour que [ soit ouverte (resp. localement injective),
il faut et suffit que p = n (resp. p = m).

Ce nouvel énoncé résulte du fait qu’au n° 27 g Dapplication k de A

dans B peut &tre étendue 3 AxB, pour donner un difféomorphisme de
cet ouvert sur lui-méme, par exemple (1, y) — (o, y)+k(v) : difféo-
morphisme analytique si k est analytique. En outre, on peut faire en
sorte que f(A) soit une partie localement fermée de W.

31. Sous-vAriETES. — a. Au n° 29 nous avons supposé p > 1. Mais nous
pouvons aussi prendre p = o. La notion de variété de dimension o coincide
avec celle d’espace discret. Toute application continue d’un autre espace
dans cette variété est localement constante, et toute application de cette
variété dans une autre est continue et localement constante. En chaque
point de cette variété I'unique vecteur tangent est nul. (En fait, le cas
d’une variété a un seul point était déja implicitement considéré au n® 27,
ou la valeur o de p n’était pas exclue.)

b. Soit V une variété de dimension m sur K. Nous appellerons sous-
pariété de dimension p (o =~ p =~ m) (de V) toute variété W, de dimension p
sur K, dont le support soit un sous-espace de V, et telle que ’application
1dentique de W dans V soit un plongement (n% 28 b et 30 ¢) : cf. [6], p. 118
(dans [11], p. 85, au contraire, on ne suppose pas que la topologie de W
soit la topologie induite par I’application identique dans V, et I'on a seule-
ment une tmmersion). Nous pourrons d’ailleurs dire variété au lieu de

sous-variété quand il n’y aura pas a craindre d’ambiguité. Toute sous-
variété de V est localement fermée dans V (cf. fin du n° 30).

S1 V, W et le plongement sont analytiques, on a une sous-variété analy-

\

tique (ou variété analytique s’il n’y a pas a craindre de confusion).
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c. Toute sous-variété de dimension ¢ (o =~ ¢ =~ p) de la variété W est
aussi une sous-variété de dimension g de V.

Réciproquement, soit W’ une sous-variété de dimension ¢ (o =~ g = m)
de V, dont le support soit inclus dans celui de W. Localement, ’appl-
cation identique de W dans V est transmuée en application linéaire par
un difféomorphisme d’un ouvert de V sur un ouvert A’ de K", induisant
un difféomorphisme d’un ouvert de W sur un ouvert A de K?, sous-espace
de A" (n° 28 g et 30 ¢) et image de A’ par la projection de K™ sur K.
En utilisant la transmuée de cette projection par le difféomorphisme
inverse (de A’ dans V), on réalise un plongement de W’ dans W : on a
donc g = p, et W’ est une sous-variété de W.

Les résultats ainsi obtenus restent valables quand il s’agit de sous-
variétés analytiques.

Il résulte de la que toute sous-variété de V est déterminée par son
support, et peut donc lui étre assimilée, quand la structure de V est donnée.

d. Les sous-variétés de dimension p de V sont les éléments d’un
ensemble C, saturé (n°® 9 b) engendré par les plongements dans V d’ouverts
de Kr. Sl s’agit de sous-variétés analytiques, cet ensemble saturé est
lache (n° 9d; cf. n° 24 ¢), comme 1l résulte du fait que toute sous-variété
analytique connexe de K™ dont un ouvert est inclus dans le sous-espace
Krc K™ est elle-méme incluse dans K”. Les m 4 1 parties Gy, Cy, ..., Cp
de 2 (V) (ensemble des parties de la variété analytique V de dimension m
sur K) sont alors les éléments d’un ensemble I' sitmplement ordonné (n° 10 b)
1isomorphe & l’ensemble ordonné I des m + 1 entiers o, 1, ..., m
(cf. n°8 22 a et 31 ¢); en particulier, C, est I’ensemble des parties discrétes
non vides de V, et C, ’ensemble des ouverts non vides.

e. D’aprés une remarque que nous avons faite en ¢, toute sous-variété W,
de dimension p, de la variété V (de dimension m sur K), peut étre consi-
dérée comme une réunion de parties ouvertes de W, a chacune desquelles,
soit A, on peut associer un ouvert A’ de V et une application contintiment
différentiable f, partout de rang m — p, de A’ sur un voisinage ouvert
de o dans K™ 7, de telle sorte que A = f~'(o).

En outre, si V et W sont analytiques, on peut choisir f analytique.

SECTION IIT : ENSEMBLES ANALYTIQUES.

32. DEFINITION D'UN ENSEMBLE ANALYTIQUE. — a. K désigne toulours
le corps R ou le corps C

V désigne une variété analytique de dimension m sur K (m entier > 1).

Soit @ un point de V. Les germes en a d’applications analytiques, a valeurs
dans K et définies chacune dans un voisinage (non précisé) de a, forment
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un anneau H, (qui est le méme & un isomorphisme prés pour tous les
points de toutes les variétés analytiques de dimension m sur K), somme
directe du sous-anneau K, des germes d’applications constantes et de
I'idéal 1. des germes nuls en a, 1déal qui est Punique idéal mazimal de H,,
et qui inclut tous les idéaux distincts de H, lui-méme.

Soit E une partie de V dont le germe E, au point a ne soit pas vide.
La restriction a E, de H, est un anneau H(E,), quotient de H,= H(V,)
par lidéal I(E,) des éléments de H, qui s’annulent sur E, [on a
L=1I({al.), I(V.) = {o}].

b. Or I’anneau H, est ncethérien, 1.e. ([2], p. 238 ou Bourbaki [14],
p- 24-25) : tout tdéal admet un systéme fini de générateurs. Parmi les germes
en a (de parties de V) ou s’annulent les éléments d’un i1déal donné stric-
tement inclus dans H,, i1l y en a donc un qui est le plus grand, et que
nous assocterons a cet 1déal; ce germe associé est nécessairement fermé.

Soit alors E, comme ci-dessus (en a). Nous dirons que le germe E, est
analytique st (et seulement s1) 1l coincide avec le germe assocté (comme il
vient d’étre dit) 4 Uidéal I(E,).

Pour qu'un germe E, soit analytique, il faut et suffit quil existe un
idéal J (strictement inclus dans H,) auquel E, soit associé. En effet,
on a alors JCI(E,), donc le germe associé a I(E.) est inclus dans le
germe E, associé a J, et par conséquent coincide avec E,.

Pour qu'un germe E, soit analytique, 1l faut et suffit qu’il existe un
entier n > o, et une application analytique f dans K" d’un voisinage de a,
tels que f (a) = o, et que E ait méme germe en a que f~* (o). Cette condition
est en particulier satisfaite quand E est une sous-variété analytique de V
passant par a (n° 31e), de dimension p (=~ m); le germe analytique E,
est alors dit régulier et de dimension p.

Pour tout ceci, voir par exemple J. Frenkel [15], F. Bruhat [16],
H. Cartan [17] ou P. Samuel [18].

Tout germe analytique est fermé.

¢. Soit E une partie de V. Nous dirons que E est un sous-ensemble analy-
tique de V (ou simplement un ensemble analytique) si (et seulement si),
Vz€E, le germe E, est analytique; E est alors localement fermé.

D’apres cette définition, la partie vide de V et les sous-variétés analy-
tiques de V sont des ensembles analytiques.

Les ensembles analytiques non vides sont les éléments d’une partie
saturée (m° 9b) de <%€(V), que nous appellerons @A, et qui inclut
les m 4 1 parties C,, C,, ..., C, (saturées et laches) définies n° 31 d,
éléments de ’ensemble simplement ordonné T'.

Nous allons voir que I' et & déterminent sur V une structure analy-
ticoide (n° 15 a), nécessairement séparée (n°8 17 b et 29 a) et fermée (n® 17 e);
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dans le cas ou V est un espace affine sur K, 1l s’agira alors évidemment
d’une structure analyticoide affine (n° 22 b).

33. VERIFICATION DES AXIOMES. — a. Les axiomes 1 et 2 du n°® 15 a
sont déja vérifiés : ¢f. n® 31 d, a la fin.

Axiome 3 : résulte de la caractérisation ci-dessus (n° 32 b) d’un germe
analytique; soit, en effet, 9 = (f, g) une application (analytique ou non)
dans K"X K? d’un voisinage de a; on a

¢~ (o) =/~ (o) ng~ (o).

Axiome 4 : résulte de la correspondance biunivoque strictement décrois-
sante entre les germes analytiques E, au point a et les idéaux I(E,)
(n° 32 b), et de la propriété caractéristique (appliquée a H,) d’un anneau
neethérien, suivant laquelle Uensemble ordonné des idéaux satisfait a la
condition maximale ([14], p. 24-25, ou [2], p. 238-239).

Axiome 6 : résulte du principe du prolongement analytique (n° 24 c et 30 a).

b. Reste a vérifier I'aziome 5, (n° 15¢), c’est-a-dire : associer a tout
germe analytique E. une dimension p = dimE,, entier >0 et = m,
de telle sorte que dans E. soit inclus un germe non vide de sous-variété
analytique de dimension p, le complément dans E, de ce germe étant le germe
vide ou un germe analytique de dimension << p.

c. Notons d’abord une propriété trés importante de l’ensemble des
germes analytiques en un point a (propriété qui ne résulte pas des axiomes
du n° 15, comme le montre ’exemple de la structure linéaire, n® 22 a) :

La réuniton E,UF, de deux germes analytiques en a est un germe analy-
tique, associé (n° 32 b) a I'idéal-produit de I(E,) et I(F.).

Il en résulte (n® 12 f) que tout germe analytique est réunion finie de germes
analytiques irréductibles, bien déterminés si aucun d’eux n’est superflu
(1. e. inclus dans un autre), et alors appelés composants irréductibles de

leur réunion (cf. [16] et [18]).

34. STRUCTURE D'UN GERME ANALYTIQUE. — a. Nous supposerons, comme
il est loisible, que V est un espace vectoriel (de dimension m sur K), et
qu’on étudie un germe E, analytique au point o€ V. Désignons par V*
le dual de V. Supposons d’abord E, (pour fixer les idées) distinct de { o |,
et de V, (ce qui exige m > 2). Pour tout entier p > o et << m, considérons

. . . m\ m!
Pespace vectoriel, de dimension < ) =
p plim—p)!
iéme

j4 de V*, puis Despace projectif II, de dimension <’;>——1, qui

putssance extérieure

s’en déduit; aux sous-espaces vectoriels de dimension p de V* corres-
pondent dans II, les points d’une variété connexe et compacte ®, (définis-



120 R. MEYNIEUX.

sable par des équations algébriques) de dimension (sur K) p(m — p):
(cf. Bourbaki [19], p. 63, et [20], p. 52 et 119g), C’est la grassmannienne.

Soit W* un tel sous-espace vectoriel, ensemble des éléments de V*
(formes linéaires dans V) qui s’annulent sur un sous-espace W’ de V,
de dimension m — p. Nous désignerons par H'(W*) le sous-anneau de H,
analytiquement engendré par les éléments de W*, 1. e. ’ensemble des germes
au point o des fonctions analytiques scalaires invariantes par les trans-
lations de W’. Nous dirons que W* est libre sur E, si (et seulement si)

H' (W AT(E,) ={o].

Nous dirons que W* est générateur pour H(E,) si (et seulement si)
tout élément de H(E,) est algébrique et entier sur le sous-anneau de
H(E,) = H,/I(E,;) image de H'(W*) (sous-anneau de H,) par l'apph-
cation canonique; H(E,) est alors inclus dans I’anneau des entiers d’une
extension algébrique finie de ce sous-anneau. Cf. H. Cartan [21].

b. Voici alors des résultats essentiels, pour la démonstration desquels
nous renvoyons a S. Bochner et W. T. Martin [22], chap. 10;
H. Cartan [21], [23], [17]; P. Samuel [18]; B. Malgrange [24].

19 Soit E, un germe analytique au point o de espace vectoriel V (de dimen-
ston m sur K). Il existe un entier p et un seul tel que ne soit pas vide I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de V* de dimension p, libres sur E, et générateurs
pour H(E,). On pose alors p = dimE, (définition de la dimension).

20 Cet ensemble a alors dans ®, une tmage ouverte partout dense.

3% Dans le cas complexe (K = Q), pour qu’'un sous-espace vectoriel W*
de V* soit générateur pour H(E,), il faut et suffit que (EAW'), = {o0},.
W' désigne le sous-espace orthogonal & W* dans V.

4° Soit W* un sous-espace vectoriel de V* (de dimension p) libre sur E,
et générateur pour H(E,). Soit p << m, de sorte qu’on peut considérer I’ensemble
des sous-espaces vectoriels de V* de dimension p + 1 qui incluent W* comme
un espace projectif de dimension m —p — 1 sur K. Il existe alors un
ouvert partout dense de cet espace, et pour chaque élément U* de cet ouvert
un élément non nul A de H'(W?*), tels que U'image dans H(E,) de AH,
sott incluse dans celle de H'(U*). Un tel élément A sera appelé dénomi-
nateur universel.

50 La dimension p de K, est la plus grande des dimensions de ses
composants trréductibles.

6° Dans le cas ou tous les composants irréductibles de E, ont méme
dimension p < m, et dans les conditions de 4°, Uintersection H'(U*) N 1(E,)
est un idéal principal de H'(U*) engendré par un élément de la forme P (f),
o P désigne un polynome distingué a coefficients dans H'(W*), premier
avec sa dérivée, et [ le germe d'un élément de U* (indépendant de W*).
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Comme dénominateur universel A on peut alors prendre le discriminant

de P.

Remarquons que les auteurs cités n’ont pas tous la méme terminologie,
et que les résultats sont présentés dans un ordre et sous une forme variable;
les ouverts partout denses de 20 et 4° ne sont d’ailleurs pas explicitement
signalés (cf. toutefois une remarque de B. Malgrange [24], p. 121), mais
leur existence se déduit de la démonstration des autres résultats,
notamment, pour l'ouvert de 4°, de la démonstration du théoréme de
Pélément primitif pour une extension algébrique séparable et finie d’un
corps commutatif (cf. [2], p. 366).

Autre remarque : certains résultats ne sont démontrés d’abord que
dans le cas ou E, est irréductible, 1. e. ou I(E,) est un itdéal premier de H,,
i.e. ou H(E,) est intégre. Ils sont ensuite étendus au cas général :
¢f. H. Cartan [23], exposé 10. La propriété 5 de la dimension est souvent
prise comme définition pour un germe décomposable. '

En outre : certains auteurs ne considérent que le cas complexe. H. Cartan
considére d’abord le cas complexe, [21] et [23], puis le cas réel [17]. Mais les
deux cas peuvent étre traités d’une maniére presque identique : cf. [24];
on s’appuie notamment, pour cela, sur la théorie de la dimension d’un
anneau local neethérien ([24], p. 116, et [18]).

Signalons enfin qu’on pourrait s’inspirer, pour une autre démonstration,
des méthodes de S. Lojasiewicz [25] (¢f. notamment I'appendice de [25]).

35. VERIFICATION DE L’AXIOME DE LA DIMENSION. — a. Reste a vérifier
que E, et la dimension p définie n° 34 b, 1° satisfont bien a la condition
énoncée n° 33 b (axiome 5,). Nous pouvons éliminer les cas p = m(E,=V,)
et p=o0(E,=1{0},), ou la condition est trivialement satisfaite. Soit
donc o < p < m, et plagons-nous dans les conditions du n°34 b, 4°.

Soit F, le germe (inclus dans E,) défini comme suit : F, est le germe
vide si Agl,; sinon, F, est le germe (analytique) associé a l'idéal
A.H,+ I(E,). Dans ce dernier cas, d’aprés le théoréme de préparation
de Weierstrass (cf. [15]), on peut remplacer A par un élément de la
forme Q(g), ou Q désigne un polynome distingué a coeflicients dans H'(Z*),
avec Z* sous-espace vectoriel de dimension p — 1 de W*, et ou g est le
germe d’un élément de W* indépendant de Z*. Alors Z* est générateur
pour H(F,); et l'existence d’un sous-espace Z* (de dimension p —1)
générateur pour H(F,) résulte ainsi seulement de ce que W* est géné-
rateur pour H(F,) sans étre libre sur F, (¢f. [21]). De proche en proche
on finira (en répétant au besoin l'opération qui fait passer de W* a 7*)
par trouver un sous-espace a la fois générateur pour H(F,) et libre sur F,,
de dimension = p-—1 (et > 0). Donc dim F,<< p.
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b. Le complémentaire E, de F, dans E, n’est donc pas vide, et il suffit
de montrer que E, est un germe de variété analytique de dimension p,
si I’on a préalablement, comme il est loisible et comme nous le supposerons,
choisi pour A un élément de H'(W*) qui s’annule sur les composants de E,
de dimension << p (s’il y en a), et admet comme facteur le discriminant
d’un polynome distingué P construit comme en 6° (n° 34 b) a partir de la
réunion des composants irréductibles de dimension p de E,. Il est donc
loisible de supposer que cette réunion coincide avec E,, et nous le ferons
pour éviter un abus de notations.

c. Soit f = f, comme en 6° (n°® 34 b), et soient fi, ..., fmnps les germes
de m —p—1 formes linéaires sur V, qui, avec U*, engendrent V*.
Soit P; le polynome distingué minimal, & coeflicients dans H'(W*), tel
que P;(f)€Il(E,) : en particulier, Py= P; soit n; 4 1 le degré (> 1)
de P;, et soit s =2 nifonas=osip=m—r1).Onadf—R;(f)€l(E,),

avec R; polynome de degré < n,, a coeflicients dans H'(W*) (ou éventuel-
lement R;= o). Soit J l'idéal [inclus dans I(E,)] engendré par les
2m — 2p — 1 éléments :
P:(f:), pouri =o,..,m—p—r1;et A.fi—R;(f) pour v =1, ..., m—p—1.
Alors, dans H,/J, I'image de A’. H, est incluse dans celle de H'(U*).
Donc A&°.I(E,)CJ, puisque

H (U*)n1(E,) cP(f).H,cJ.

(Cf. [24], p. 116 et 120.)

Le germe E| est donc inclus et ouvert dans le germe (analytique) G,
associé a4 J (et qui inclut donc E,), le complémentaire G,— E| étant
I'intersection de G, et du germe associé a l'iddéal principal A.H,.

D’autre part, si 1 =i = m-—p—1, I'élément A""'P;(f) appartient
a l'idéal engendré par Af;— R;(f) et P(f), de sorte que la conclusion
qui vient d’&tre énoncée reste valable quand on y remplace J par I'idéal J
(inclus dans J) engendré par les m — p éléments :

A.fi—R;(f) pour i=1, ..., m —p—ri; et P(f).

(Au lieu de G, on a alors un germe analytique G,DG,DE,.)

d. D’apreés cela, pour la vérification proposée, il suffit de considérer
I'image de E| dans le dual de U*; autrement dit, nous sommes ramenés
au cas p = m — 1, dans lequel nous nous placerons : on a alors U*=V"*, et

j:J:I(EO):P(f).HO

Or A appartient a I'idéal engendré par P(f) et P'(f), si P’ désigne le
polynome dérivé de P. On a donc dans un voisinage ouvert de o dans V
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une fonction analytique scalaire [dont le germe en o est P(f)], de rang 1
en tout point de I’ouvert partiel X ou ne s’annule aucune de deux certaines
fonctions [dont les germes en o sont A et P'(f)]: le lieu E’ des points
de X oul la premiére de ces trois fonctions s’annule est bien une variété
analytique de dimension m — 1 (cf. n° 30 ¢; la propriété des applications
analytiques utilisée ici est une réciproque de celle du n° 31 e).

e. En conclusion, sur une variété analytique V, les sous-variétés ana-
lytiques des différentes dimensions et les sous-ensembles analytiques
déterminent bien une structure analyticoide, que nous appellerons la
structure analytique.

36. GERME ANALYTIQUE ASSOCIE A UNE APPLICATION. DIMENSION
ANALYTIQUE. — @. Soit encore V une variété analytique de dimension m
sur K. Soit A un espace topologique. Soit f une application de A dans V,
continue en un point a€A; soit b= f(a). Relativement a la structure
analytique de V (n° 35 e), le germe analyticoide associé a f et a (n° 17 b)
est tout naturellement appelé le germe analytique associé a f et a; sa
dimension (n% 33 b et 34 b, 1°) est appelée la dimension analytique de f
en a; st p = dim.an.f, est cette dimension, C, (n° 31 d) est ce que nous
désignions au n® 18 b par d.(f).

b. Par exemple, si A est lui-méme une variété analytique, et st f est
une application analytique de rang constant p au voisinage de a, la dimension
analytique de f est constamment p dans tout un voisinage de a (dans tout A
si le rang est constant dans tout A): ¢f. n°® 30 ¢; et le germe analytique
associé est régulier.

c. Par contre, la dimension analytique d’une application analytique f
de rang non constant peut fort bien prendre en certains points des valeurs
strictement supérieures a toutes les valeurs du rang, et méme a la dimension
de la variété de départ A (cf. W. F. Osgood [26], p. 155), si dim A > o,
Exemple : lapplication (¢, ) - (z, «t, ze') de K* dans K* a pour dim. an.
le nombre 3 en tout point o # = o (elle y est de rang 1; et son rang est 2,
comme sa dim. an., partout ailleurs). On peut dire toutefois que de tels
points sont exceptionnels : ¢f. n® 25 d, en accord avec le n° 18 g.

En outre, le germe analytique associé a f (pour tout point de A) est

irréductible : cf. [21], exp. 14, th. 5.

d. Soit maintenant A une partie de la variété analytique V. Soit a un
point de V adhérent & A. On définit de méme le germe analytique associé
d A et a (n° 17 ¢); sa dimension est appelée la dimension analytique de A
en a, ce germe est le germe associé (n® 32 b) a I'idéal I(A,) des éléments
de H, qui s’annulent sur le germe A, (n° 32 a).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 16
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37. LEMME CONCERNANT LE RANG DE CERTAINES APPLICATIONS ANALY-
TIQUES SURJECTIVES. — Soit V une variété analytique conneze de dimenston m
sur K (m entier > 1). Soit g une application analytique de V sur une variété
analytique U = g(V), de dimension q. Supposons qu’il existe une injection
continue | de U dans V, dont la dimension analytique soit partout m, et telle
que geof soit Uapplication identique dans U. Alors g est de rang q en tout
point d’un ouvert partout dense de V, incluant U'image par f d’un ouvert
partout dense de U. | ‘

Soit, en effet, ¢’ le maximum du rang de g dans V. Puisque V est
connexe, le rang de g est ¢’ en tout point d’un ouvert partout dense V’
de V, dont le complément dans V est un ensemble analytique de
dimension << m en chacun de ses points (n® 25 d). Posons W = V'nf(U);
alors W est ouvert dans f(U); et il y est partout dense puisque dim. an. f=m
partout, et que par suite le germe de f(U) en un de ses points ne peut
tre inclus dans celui de V— V’. Soit y€W; la dimension analytique
de g en ¢ est ¢’ (n° 36 b), tandis que celle de sa restriction a f(U) [homéo-
morphisme [ de f(U) sur U] est ¢>>¢’; on a, par suite, ¢'>> ¢, et
donc ¢’ = gq. ’

En outre, puisque W est partout dense et ouvert dans f(U), I'ouvert V’
de V inclut bien I'image W par f de Uouvert partout dense f~* (W) de U.

38. APPLICATION CONTINUE D’ UNE VARIETE ANALYTIQUE DANS UNE
AUTRE. — a. Soient U, X des variétés analytiques de dimensions
respectives ¢, [ sur K. Soit f une application continue de U dans X; soit f,
Papplication u — fi(u) = [u, f(w)] de U dans UX X; soit = I’application
analytique (u, ) - ©(u, z) = u de UXX sur U.

Appliquons a f, le résultat du n° 18 g. On a : dans U un ensemble
d’ouverts dont la réunion est partout dense; et pour tout ouvert W, élément
de cet ensemble, une sous-variété analytique V de UX X, incluant f,(W),
de telle sorte que la dim. an. de f, en tout point de W soit dim V. Nous
préciserons : VCWXX. [On peut, en effet, prendre VN (W x X).]

Nous supposerons, comme il est loisible, W et V connezes. '

b. Appliquons alors le lemme du n® 37 a la restriction de = 4 V, et a
la restriction & W de l'injection continue f,.

Le résultat est que la restriction de © a V est de rang q en tout point d’'un
ouvert partout dense de V, incluant U'tmage par fi d’un ouvert partout dense

de W. '

¢. Combinons a et b : il existe un ensemble d’ouverts de U dont la réunion
est partout dense, et, pour tout élément W de cet ensemble, une sous-variété
analytique 'V de WX X, incluant f,(W), de telle sorte que la dim. an. de f,
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en tout point de W soit dim V, et que la restriction & V de © soit partout de
rang q.

Et il est loisible de préciser : W et V connexes.

39. GERMES ALGEBRIQUES. — a. Soit B un espace affine de dimen-
sion m (> 1) sur K. Soit (B, I', @) la structure analytique (n° 35 ¢) sur B,
avec I' = {C,, Cyy ..., Cul.

Tout germe analytique E, (en un point a €B) associé (n® 325) a un
1déal de H,= H(B,) engendré par des germes d’applications polynomiales
(de B dans K) est dit algébrique.

Soit @ I’ensemble dont les éléments sont ceux des éléments de @
dont les germes analytiques sont algébriques; soit €, =@ NEC, Alors
T = {@0, Gy, ...,Cn} est un ensemble simplement ordonné (n° 10)

de parties saturées et laches (n°9) de % (B), incluses dans la partie saturée & ;

on a G, =C, et G, = C,. Pour vérifier que I' et @ déterminent sur B
une structure analyticoide affine, que nous appellerons la structure algé-
brique, il suffit donc de vérifier ’axiome de la dimension (n° 33 b), ce qui
résulte des remarques que voicl :

b. Au n° 34 b, supposons E, algébrique; alors la dimension p définie
en 1° 4 partir de ’anneau H, est égale a celle qu’on définirait pareillement

& partir du sous-anneau H, formé des germes d’applications polynomiales
(de V dans K); et les sous-espaces vectoriels libres sur E, (n° 34 a) restent

les mémes si on les définit 4 partir de H, au lieu de H,. De méme, soit
1(E,) = HynI(E,), et soit H(E.) = ﬁo/T(Eo); un sous-espace vectoriel
« générateur » (suivant la définition a partir de H,) pour H(E,) est aussi
générateur (suivant l’ancienne définition) pour H(E,). La réciproque
n’est pas vraie (4 cause des directions asymptotiques), mais la propriété 20
du n® 34 b reste vraie pour la nouvelle définition (la propriété 30, elle,
ne reste pas vraie), ainsi que 4° et 5° et les propriétés du n° 33 ¢. De méme,
la propriété 6°, & condition de remplacer « distingué » par « unitaire » (ce
qu’il convient de faire aussi au n° 35). L’irréductibilité doit, bien entendu,
étre prise alors au sens algébrique : -un germe algébrique (algébriquement)
irréductible peut avoir plusieurs composants analytiques irréductibles,
et méme de dimensions différentes, comme le montre ’exemple du point
triple d’une surface quartique de Steiner (K =R, m = 3, p = 2) dont
une seule droite de points doubles est réelle (toutefois, les composants
analytiques sont de méme dimension dans le cas complexe; cf., par
exemple, S. Lefschetz [27], p. go).

Les relations que nous venons de signaler entre H, et H, sont liées
au fait que le H,-module H, est plat, i.e. (Bourbaki [28], p. 43) : toute
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relation linéaire, a coefficients dans H,, entre éléments de H,, est combi-

naison linéaire de relations linéaires, a coeffictents dans H,, entre ces mémes
éléments. Cela résulte de 1’étude du module des relations linéaires entre
des éléments donnés de H,; ¢f. H. Cartan [29], p. 38-41.

c¢. Soit f une application dans B d’un espace topologique A ; supposons f
continue en un point a €A, et soit b = f(a). Relativement a la structure
algébrique de B, le germe analyticoide associé a f et @ (n®17 b) est naturel-
lement appelé le germe algébrique associé a f et a; il inclut le germe analy-
tique associé, et sa dimension, appelée dimension algébrique de [ en a,
est donc au moins égale & la dimension analytique de f en a.

d. Supposons en outre que A soit une variété analytique (sur K), et
que [ soit analytique. Pour tout a €A, le germe algébrique associé a f
et a est algébriquement irréductible (c¢f. remarque finale du n° 36 ¢).
C’est le germe en b associé & un idéal premier de fonctions polynomiales
scalaires, 1déal indépendant du point a si A est connexe, d’apres le principe
du prolongement analytique (les fonctions polynomiales étant définies
et analytiques dans tout I’espace B). Dans ce cas, soit E I'ensemble algé-
brique défini dans B par cet idéal, et soit E’ le lieu des points y€E tels
que cet 1déal coincide avec celui défini par le germe E, (au lieu d’y étre
strictement inclus, comme il peut arriver en certains points de E si K = R).
Alors f(A)CE’, et, pour tout a €A, le germe algébrique associé a [ et a
est E,, s1 b= f(a). Et la dimension de ce germe est constante quand a
varie (cf. [27], p. 9o-93 pour K = G; pour K= R on considére les
germes complexifiés, cf. [17]).

SECTION 1V : DECOMPOSITION D’UN GERME ANALYTIQUE
EN GERMES CONNEXES DE VARIETES.

(Les résultats de cette section ne seront utilisés que dans la derniére
section du chapitre IV.)

40. DfcoMPOSITIONS NORMALES D' UN GERME ANALYTIQUE. — a. Soit
toujours K = R ou K = G, et soit V une variété analytique de dimension m
‘sur K (m entier > 1). Soit @ un point de V, et soit E, un germe analytique
en a, de dimension p>>1 (p = m).

D’apres les résultats précédents (n° 35), on peut toujours trouver en a
au moins un germe analytique F, de dimension << p (on peut prendre F = {a |
sile germe E, est régulier), inclus dans E, et dont le complément dans E,
soit le germe en @ (non vide) d’une sous-variété analytique S de dimension p
(le point @ adhére a S, mais a€S). Toute décomposition E,=F,US,
satisfaisant aux conditions qui viennent d’étre rappelées sera dite normale
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(notons bien que F,NS, est vide). I n’y en a qu'une si p =1,
avec F, = {al.

Si, au contraire, p > 2, nous verrons qu’il existe pour E, une infinité
de décompositions normales. Il est loisible pour cela de supposer que V
est un espace vectoriel et que a = o, mais l'existence de ces décompo-
sitions en nombre infini résultera d’une étude préalable du germe S,.
Nous supposerons, en outre, que tous les composants analytiques irré-
ductibles de E, sont de dimension p (les autres, quand 1l y en a, étant néces-
sairement inclus dans F,) : on dit alors que E, est purement de dimension p.

b. Soient donc comme au n® 34 I'espace vectoriel V, le germe pur E,
de dimension p > 1, et le sous-espace vectoriel W* (de dimension p dans
le dual V* de V) libre sur E, et générateur pour H(E,). Soit une décompo-
sition normale E, = F,US, comme ci-dessus. W* est générateur pour H(F,),
mais non libre sur F,, puisque dim F, << p (par contre, il est libre sur
chaque composant analytique irréductible de E,).

L’idéal H' (W*)nI(F,) de H'(W*) n’est donc pas {o}. Soit F, le
germe intersection de E, et du germe associé a 'idéal principal engendré
dans H, par un élément non nul de H' (W*)nI(F,) qui, si p <m, admette
comme facteur (pour un choix de f au n° 34 b, 69) le discriminant du poly-
nome distingué P (loc. cit.).

Alors F), est de dimension < p, et F,CF,CE,; on a donc une décompo-
sition normale E, = F US|, avec S,CS,. En outre, aucun germe non
vide inclus dans F, ne peut étre le germe d’une variété de dimension p,
et en particulier ne peut étre inclus et ouvert dans S,; donc S, est inclus
dans I'adhérence de S, : ce n’est d’ailleurs 1a qu’'un cas particulier de la
propriété signalée au n° 14 e.

41. Cas compLEXE. — a. Plagons-nous d’abord dans le cas complexe :
K=a.

Il est alors classique qu’est connexe (n®5 d) le complément, dans un
germe analytique irréductible, d’'un germe analytique qui y est stricte-
ment inclus (et qui est donc de dimension strictement inférieure, cf. [21],
exp. 14, théor. 4). C’est le cas pour le complément, dans un composant
irréductible de E,, de I'intersection de ce composant avec F,.

b. Or deux composants irréductibles distincts quelconques de E, sont
les germes en o de deux ensembles analytiques tels que les composants
irréductibles des germes de 'un quelconque de ces deux ensembles en
ses différents points soient tous de dimension p, et qu’aucun de ces compo-
sants ne soit commun aux deux ensembles. En conséquence, I'intersection
de deux composants (distincts) de E, est disjointe de S,.
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¢. En combinant ces deux résultats, on voit que S, est la réunion disjointe

de germes connexes en nombre fini, égal a celut des composants irréduc-
tibles de E,.

d. Considérons un élément de I, qui ne s’annule sur aucun des compo-
sants irréductibles de E,, et I'idéal engendré par cet élément et par I(E,).
Alors le germe (analytique) associé a cet idéal a tous ses composants
irréductibles de dimension p — 1 (cf. [21], exp. 14, p. 16), et il est loisible
de I'adjoindre & F,. Il y a donc bien, st p > 2, une infinité de décompo-
sitions normales de E,, comme nous I’avions annoncé (n° 40 a).

42. Cas RmEEL. — a. Désormais nous nous plagons dans le cas
réel (K = R), ou les choses sont loin d’étre aussi simples que dans le cas
complexe.

Il peut alors se faire que, E, étant donné, méme irréductible, S, ne
soit connexe pour aucune décomposition normale (exemple : point de
rebroussement d’une courbe plane). D’autre part, le plan peut étre
décomposé, quel que soit I'entier n > o, en la réunion de n droites issues
de o, et 2n ouverts connexes disjoints, auxquels o adheére.

b. Autre différence : il n’est plus vrai que les composants irréductibles
des germes de E aux points de E voisins de o soient tous de dimension p,
ni par suite que 'intersection de deux composants de E, (distinets) soit
toujours disjointe de S,; exemple : m = 3, E est la réunion d’un plan II
issu de o et d’un cdne cubique de sommet o, ayant une génératrice double
isolée L située dans II et recoupant II suivant une génératrice simple F;
on a alors LcSuU{o}, si E=FuUS.

c. Enfin, un céne de sommet o (m =3, p = 2) peut fort bien é&tre
coupé par un plan suivant le seul point o, ce qui empéche de refaire ici
le raisonnement du n° 41 d. Mais nous aboutirons 4 la méme conclusion
finale (infinité de décompositions normales st p > 2) en adjoignant a F,
ou & F, (n° 40 b) le germe analytique associé a un arc analytique issu de o
et inclus dans S'U{o}. Pour voir 'existence d’un tel arc, il suffit de se
reporter au raisonnement par lequel F. Bruhat et H. Cartan [30] montrent
Iexistence d’un arc issu de o et inclus dans S’U{o} (ils considérent un
germe E, irréductible, ce qui revient au méme, puisque par construction F,
inclut I'intersection de deux composants irréductibles s’ils sont distincts);
c’est un raisonnement par récurrence, et ’'on constate qu’a chaque stade
on peut choisir un arc analytique.

43. DECOMPOSITION EN GERMES CONNEXES DE VARIETES. — a. Il résulte
encore de la Note citée [30] de F. Bruhat et H. Cartan [ce qu’ils disent
du discriminant de P s’applique évidemment & tout multiple non nul de
ce discriminant dans H’'(W™*), et I’hypothése d’irréductibilité de E, n’inter-
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vient pas en fait, pour la raison déja indiquée ci-dessus] qu’existent des
voisinages de o dans S’ (aussi petits qu'on veut, puisqu’il s’agit d’une
propriété du germe E,) dont chacun est la réunion d’un nombre fini de
composantes connexes (ouverts de S') auzquelles le point o adhére par arcs,
et méme par arcs analytiques, d’aprés la remarque du n° 42 c.

b. D’autre part, la majoration indiquée (ibid.) pour ce nombre fini ne
dépend que du germe E, (elle fait intervenir le degré du polynome P, puis
celul du polynome Q du n° 35 a, etc.), et reste donc la méme pour tous
les voisinages considérés, aussi petits qu’ils soient. Le nombre de compo-
santes connexes, qui ne peut décroitre quand on restreint le voisinage,
puisque o adhére a chacune d’elles, reste donc fize dés que les voisinages
considérés sont assez petits.

c. Ainsi S, est réunion finie de germes connexes, ouverts dans S,, dont
chacun inclut le germe d’un arc analytique issu de o.

Il en est a fortiort de méme pour S,, qui est compris entre S, et '’adhé-
rence de S, (n° 40 b). Et aussi pour le germe en o de 'ensemble des
points x ou E, est régulier de dimension p (la raison en est la méme),
comme le remarquent F. Bruhat et H. Cartan [30].

d. Par application répétée du résultat précédent, on voit que tout germe
analytique est réunion finie et disjointe de germes connexes de variétés analy-
tiques, de dimensions > o et =~ p (dimension du germe analytique donné).

Ce résultat se trouve chez S. Lojasiewicz [25], assorti de précisions inté-
ressantes. (Nous attendons d’ailleurs la publication par cet auteur,
d’aprés [31], d’un travail dont les résultats, semble-t-il, impliqueraient c).

44, LEMME CONCERNANT UNE VARIETE ANALYTIQUE OUVERTE DANS UN
ENSEMBLE ANALYTIQUE. — Le résultat du n° 43 ¢ entraine celui-ci :

Soit V une variété analytique-réelle de dimension m; soit E un sous-
ensemble analytique de V; soit S une sous-variété analytique de V, de dimen-
ston p, incluse et ouverte dans E; soit F la frontiére de S dans E; soit a un
point de F tel que le germe analytique F, associé a F. soit disjoint de S..

Alors : 1° S, est réunion disjointe et finie de germes connexes ouverts
dans S.; 2° le point a adhére a chacun de ces germes par un arc analytique.

Nous supposerons, comme il est loisible, que E, est le germe analytique
associé a S,. Alors E, est de dimension p, et méme chaque composant
analytique irréductible de E, est de dimension p. Chacun de ces compo-
sants rencontre S,, donc aucun n’est inclus dans F,, donc dim F, < p,
puisque F, CE.,.

Il existe alors une décomposition normale E, = F,US,, avec F,>F,,
donc S, disjoint de F,CF,. Cette propriété de S, entraine que tout
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composant connexe de S, qui rencontre S, est inclus dans S,; or, a tout
composant connexe de S, qui ne rencontre pas S, le germe S, est exté-
rieur; et d’autre part, S, est inclus dans ’adhérence de S,.

Le résultat annoncé résulte donc bien de celui du n® 43 ¢ : chaque
composant connexe de S, est compris entre un composant connexe de S,
et ’adhérence de ce composant de S,.

45. LEMME CONCERNANT UNE APPLICATION CONTINUE D UNE VARIETE
ANALYTIQUE DANS UNE AUTRE. — Sotent W, de dimenston p, et Z, de dimen-
ston n, deux variétés analytiques-réelles. Soit h une application continue
de W dans Z, telle que Uouvert W’ lieu des points de W ou h est analytique
soit partout dense dans W. Pour tout w€W, on pose h,(w) = [w, h(w)],
élément de WX Z; on pose G = hy(W). On suppose G inclus dans un sous-
ensemble analytique E de W X Z, tel que Uintérieur G’ de G dans E sout
partout dense dans G. On pose

G' = h (W) =G nh (W).
Alors, pour tout c€W et a = hy(c) :

1° G, est réunion disjointe et finie de germes connexes inclus et ouverts
dans G, et éventuellement de Uintersection de G, avec un germe analytique
de dimension << p; ‘

20 ‘W' est réunion finie de germes connexes ouverts.

L’assertion 2° équivaut, h, étant un homéomorphisme de W sur G,
a l'assertion analogue concernant G,. Or, d’aprés I’assertion 1°, G, est
compris entre une réunion finie de germes connexes et ’adhérence G, de
cette réunion. Nous sommes donc ramenés a démontrer 1°.

Admettons d’abord qu’il existe un germe analytique F,, inclus dans E,
et de dimension < p, tel que G.C(F.,UG,). Alors le complément
de G.NF, dans G, est un germe de variété, inclus et ouvert dans E,,
dont P’adhérence est G., et dont la frontiére est incluse dans le germe
analytique F, (disjoint de ce germe de variété). L’assertion 1° résulte
alors du lemme du n° 44. Nous sommes donc ramenés 4 montrer ’existence
de F, satisfaisant aux conditions indiquées, c’est-a-dire a prouver que p
est strictement supérieur a dim. an. (G, — G)).

Nous supposerons, comme au n° 44, que chaque composant analytique
irréductible de E. est de dimension p, dimension de la variété analy-
tique Ay (W')D G”, et que E, est le germe analytique associé a G, (et aussi
a G,). Remarquons que tout point z€G tel que E, soit régulier de
dimension p appartient a G’, puisque toute injection continue dans R’
d’un ouvert de R” est ouverte.

Soit alors E, = F,US, une décomposition normale de E.; on a
G.nS,cG,, donc G,— G, cF,.
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Reste a montrer que dim. an.[S'NA (W — W), < p, si la décompo-
sition normale E,= F,US, est définie comme au n® 40 b, au moyen
d’un élément non nul A de H,, et si 'on suppose, comme il est loisible,
que W et Z sont des ouverts d’espaces vectoriels, et donc WX Z un ouvert
d’un espace vectoriel V, de dimension m = p + n. On pourra prendre a = o,
et considérer comme au n® 35 ¢ le sous-espace W* (de dimension p) du
dual V* de V, et les germes f,, ..., f,.1 de n formes qui, avec W*, engen-
drent V*; ct aussi les polynomes P; tels que P;(f;) € I(E,), et dont les coeffi-
cients, de méme que A, appartiennent a I’anneau analytique H’'(W™*).

Soit W le sous-espace de V* (de dimension p lui aussi) orthogonal au
second sous-espace facteur de V (celui dont Z est un ouvert), et donc
assimilable au dual du premier (celui dont W est un ouvert). En un
point z€GNY, la condition nécessaire et suffisante pour que x€h,(W’)

est que W posséde p éléments dont les différentielles en « sur la variété S’
soient linéairement indépendantes, c’est-a-dire (si x est assez voisin de o)
dont les différentielles en  sur V soient linéairement indépendantes de
celles de n fonctions qui ont en o les germes P;(f)) (i =o0, ..., n—1).
En annulant le produit extérieur de ces m = p + n différentielles, on a
bien une équation analytique en o, qui n’est une identité sur aucun des
composants analytiques irréductibles de E, (sinon la réunion des autres
inclurait déja G, et donc G,), et qui détermine donc dans E, un germe
analytique de dimension << p.
C. Q. F. D.

Remarquons enfin que ’hypothése (dans I'énoncé du lemme) de Pexis-
tence de I’ensemble E n’est pas superflue, comme le montre I’exemple
que voicl :

W =R, 7Z=R, h (o) =o, é/l(w):

L1
smv—vl pour «w >~ o, c=o;

aucune des deux parties de la conclusion, ot W” désigne une partie de W’
et ou G” = hy(W’), n’est alors vraie.

CHAPITRE HI.

COMPLEMENTS SUR LES KLEMENTS DERIVES
ET LA DIFFERENTIELLE DEPENDANT D’UN PARAMIETRE.

SECTION I : ELEMENTS DERIVES.

46. EsPACE VECTORIEL ACHEVE. — a. Soit I un intervalle de R, que
nous supposerons ougert pour plus de commodité. Soit X un espace affine
réel de dimension m (entier >~ 1) et soit X* [lespace vectoriel associé.
Nous aurons besoin d’étendre au cas d’une application f de 1 dans X

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 17
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certaines propriétés des nombres dérivés d’une fonction numérique, qui
apparaissent dans H. Lebesgue ([32], p. 72 et suiv.), puis dans A. Denjoy
([33], p. 175 et suiv.), comme conséquences immédiates ou cas particuliers
d’autres résultats, et qu'on pourra voir dans P. Montel ([34], p. 69 et 73),
qui s’en sert pour 'étude d’une équation fonctionnelle. Nous allons pour
cela adjoindre a X* des éléments, dits éléments a Uinfini, de maniére a
obtenir un espace compact X (qui n’est ni espace projectif ni celui de
la géométrie des spheéres, le role des éléments & I'infini dans X étant essen-
tiellement différent de celui des points de X); pour X = R, I'espace X
se réduira 4 ce que Bourbaki ([35], p. 86) appelle la droite achevée R,
obtenue en adjoignant & R les deux éléments 4 % et —oo (notons cepen-
dant que, dans [6], c’est la droite projective, avec un seul élément infini,
qui est appelée « droite achevée », mais nous suivrons Bourbaki).

b. Nous appellerons demi-droite vectorielle engendrée par le vecteur ¢
non nul de X* la partie R*¢ de la droite vectorielle Rc engendrée par c,
si R* désigne ’ensemble des réels > o.

Toute demi-droite vectorielle est d’ailleurs engendrée par I'un
quelconque ¢ de ses éléments non nuls; nous adjoindrons a cette demi-
droite un élément que nous appellerons son élément & I'infini et que nous
désignerons par oc. L’ensemble X est construit (i partir de X*) en
adjoignant 4 X* les éléments & l'infini des diverses demi-droites vecto-
rielles de X*; sur 'espace vectoriel achevé X ainsi obtenu on définit comme
suit une topologie (qui induit sur X* la topologie usuelle d’espace vecto-
riel réel de dimension m, et sur chaque demi-droite vectorielle achevée sa
topologie de demi-droite achevée).

¢. Soit H une pariété linéaire dans X*, obtenue par translation a partir
d’un sous-espace vectoriel H* de X*. En adjoignant a H les éléments
a linfini des demi-droites vectorielles de H*, on obtient une partie H
de X, que nous appellerons variété linéaire achevée. Supposons, en particulier,
que H soit un hyperplan (i.e., dimH*= m — 1), et donc H un hyper-
plan achevé. La partition en deux demi-espaces (ouverts) de la partie
complémentaire de H dans X* peut étre prolongée en une partition en
deux classes U, U’ de la partie complémentaire de H dans X, en conve-
nant que 'appartenance & U ou U’ d’un élément & I'infini o¢ implique
Pinclusion dans cette méme classe d’une partie non bornée de R*¢. La topo-
logie de X est alors définie comme la topologie engendrée par les
parties U, U’ déterminées dans X par les divers hyperplans, autrement
dit celle dont une base est constituée par les intersections finies de telles
parties (il suffit, comme pour X*, des intersections de m + 1 de ces
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parties); une autre base est constituée par les intersections de m de ces
parties (non précisées) et les ouverts de X*.

d. 1l est clair que I'espace vectoriel achevé X est ainsi un espace compact.
D’ailleurs, considérons X* comme espace euclidien (donc normé); 'appli-
cation '

X

x»h(x):;—_:-m

est un homéomorphisme de X* sur la boule ouverte B de centre O et
rayon 1, et on peut I’étendre & X de maniére 4 avoir un homéomorphisme h

de X sur la boule fermée B, adhérence de B, en posant

h(oc) =c si [|e]]=1.

47. ENVELOPPE FERMEE CONVEXE. APPLICATION LINEAIRE ACHEVEE. —

a. Nous dirons d’une partie E de I’espace vectoriel achevé X qu’elle est
convexe si (et seulement si) :

1° lintersection de E et de toute droite achevée est connexe;

20 est ausst connexe, pour tout demi-plan fermé, Uintersection de E et de
Densemble des éléments a Uinfini du demi-plan (achevé).

(Quand E est fermée et posséde au moins un élément dans X*, la
condition 1° entraine 29).

Toute partie convexe distincte de X n’a au plus qu’'un des deux éléments
a l'infim d’une méme droite. )

b. Toute intersection de parties convexes est convexe. L’adhérence
d’une partie convexe n’est pas nécessairement convexe; ainsi le demi-
espace ouvert U (n° 46 ¢) est convexe, mais non le demi-espace fermé UU H
(thid.) st m > 2 (pour m = 1, ’adhérence d’une partie convexe est encore
convexe). Mais, soit E une partie quelconque de X; lintersection des
parties convexes (resp. fermées convexes) qui incluent E est une partie

convexe (resp. fermée convexe), dite enveloppe convexe (resp. enveloppe
fermée convexe) de E.

c. Soit E une partie fermée convexe de X, non vide et distincte de X.
La partie complémentaire de E dans X rencontre X* suivant un ouvert
non vide; soit ¢ un point de cet ouvert; autrement dit, c€ X* et c¢E.

La réunion F des demi-droites achevées d’origine ¢ qui rencontrent E
est convexe et fermée : c’est un cone satllant (achevé) fermé. Dans ces
conditions, il existe un hyperplan achevé H tel que HNF = {¢}, et E est
incluse dans un demi-espace ouvert U dont H est la frontiére (démonstration
analogue a celle du théoréme de Hahn-Banach dans Bourbaki [36], p. 69-70 :
on remarque que si m > 2, il existe une droite dont I'intersection avec F
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\

est |cj, et qu'en projetant parallélement & cette droite on est ramené a
la méme question pour la dimension m — 1 & la place de m). Tout hyper-

plan paralléle & H rencontre F et E suivant des parties fermées convexes

bornées, dont la seconde est vide si I'’hyperplan est assez voisin de H.
Il existe sur X* une forme linéaire 0 telle que inf[0(z)—0(c)] > o,
R =3 )

en convenant d’étendre par continuité la définition de la fonction 6 aux

éléments a Pinfini de X — H (la fonction n’est pas définie pour les

\

éléments & linfini de H), de maniére 4 avoir une application dans R
de X, privé des éléments a 'infini de H; on a

0(x) =0(c) pour reHnX, et O(x) =+w sizelU et x¢X.
( P

d. Plus généralement, toute application linéaire (homogeéne) ¢ de X*
dans un espace vectoriel Y de dimension n (entier > 1) admet comme

extension une application continue, dans l’espace achevé Y (construit

a partir de Y), de I'espace X privé des éléments a I'infini du noyau de ¢
(1. e. qui adhérent & ce noyau).

48. BLémENTS DERIVES. — Revenons a la situation du n° 46 g, avec
les notations alors introduites : f est une application de Iintervalle
ouvert ICR dans l'espace affine X de dimension m sur R.

Soit J la partie complémentaire de la diagonale dans le carré IxI.
Pour tout (u, v)€J on pose

J(W) —f(@)

r(u, )= —

c’est le quotient incrémentiel, élément de lespace vectoriel X* associé a X.

Soit a€l, et posons r.(u) = r(u, a), de sorte que r, est une appli-
cation dans X* de I’ensemble des points de I autres que a, 1. e. des points u
de I situés, soit a gauche de a (u < a), soit a droite de a (u > a). Consi-
dérons r, comme une application de cet ensemble (de points de I) dans

Iespace achevé X; nous considérerons d’ailleurs aussi r comme une appli-

cation de J dans X. Alors r, posséde, au point a qui adhére des deux
A r \ 9 \ r h t] ’ Y
cotés a l'ensemble ou r, est définie, des valeurs d’adhérence a gauche

(resp. & droite), éléments de X qu’on appelle éléments dérivés gauches
(resp. droits) de f en a.

Dans le cas X = R les éléments dérivés sont d’ordinaire appelés nombres
déripés.

Soit I’ un ouvert (non vide) inclus dans I, et soit J/ = Jn(I'xT).
Il résulte de la définition que tout élément dérivé (gauche ou droit) de f
en un point de I’ adhére a r(J’).
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49. CHOoIX D'UN ELEMENT DERIVE EN CHAQUE POINT POUR UNE APPLI-
CATION CONTINUE. — Inversement, choisissons, pour tout u € I, un élément
dérivé f*(u), toujours gauche ou toujours droit, de f en u. Soit E I'image
par f* de l’ouvert I'cl,etsoit ED enveloppe fermée convexe de E (n° 47 b);
soit J/'=Jn(I'xT). (X sera assimilé a X*.)

Alors, si f est continue et si 1’ est un intervalle, on a r(J')CE.

C’est évident si E = X; démontrons-le donc en supposant E £ X,

et nous reportant au n° 47 ¢, ou E doit étre mis a la place de E, et ou,
raisonnant par l’absurde, nous supposons c€r(J’); nous y définissons

I’hyperplan achevé H, la forme linéaire achevée 0 et le demi-espace ouvert U.

Soit ¢(u)€R I'image par § du vecteur f(u) —uc€X*, pour ue€l’.
L’application ¢ de I’ dans R est continue. Au quotient incrémentiel r(u, ¢)
relatif & f correspond le quotient incrémentiel ¢(u, ¢)=0[r (u, ¢) — c]
relatif & ¢, et 'on a o€p(J’); application p de J’ dans R est continue,
comme lapphcatlon r de J dans X*.

Cependant, a ’élément dérivé f*(u) de fen u€ 1 correspond I’élément
dérivé

¢* (u) = 0[f* () ] —0(e)
de ¢ en u, méme si f*(u) est infini, puisque
f*(u)eEcEcU;

et la borne inférieure de ¢* est strictement positive. Nous allons montrer
que ce dernier résultat est incompatible avec le résultat ci-dessus o€¢(J’),
c’est-a-dire avec

9(a) =9 (b), ael, bel, a<<b;

nous pouvons supposer (en prenant au besoin — u comme variable a la
place de u) que ¢*(u) est un nombre dérivé droit.

Il suffit de remarquer que la borne supérieure de la fonction continue 9
dans l'intervalle fermé [a, b] est atteinte en au moins un point, qu'on peut
prendre distinct de b puisque ¢(b) = ¢(a); en un tel point u on ne peut
avoir ¢*(u) > o, d’ou la contradiction annoncée. On a donc bien r(J’)CE.

1l en résulte que f*(1') et r(J') ont méme enveloppe fermée convexe dans X
(dans les hypothéses ci-dessus : f continue, et I’ sous-intervalle ouvert de I).

Cette enveloppe fermée convexe est donc alors indépendante du choix de f*;
en particulier elle est la méme, qu’on prenne un élément dérivé toujours
gauche ou toujours droit.

50. CONDITION SUFFISANTE POUR L’EXISTENCE D UNE  DERIVEE. —
Conformément & la définition usuelle, nous disons qu’une application f
de I dans X (n° 48) admet en a €1 une dérivée, et que cette dérivée est
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élément f,€X, si (et seulement si) tous les éléments dérivés (gauches
et droits) de f en a sont égaux & 'unique élément f,.

TrtorEME. — Pour que f admette en a €1 une dérivée, il suffit que f soit
continue dans 1, et qu’il existe une application f* de I dans X, continue en a,
et telle que, VYu€ 1, Uélément *(u) soit un élément dérivé de f en u, toujours
gauche ou toujours droit.

11 suffit de remarquer que le voisinage ouvert connexe I’ de a peut étre
choisi assez petit pour que f*(I’) soit inclus dans tel voisinage fermé
conveze de f*(a) donné a 'avance ausst petit qu’on veut; i ce dernier appar-
tiennent alors tous les éléments dérivés de f en a, d’aprés les résultats
du n® 49. L’espace X étant séparé, le théoréme en résulte (nous avons

e . . » <y s %)
utilisé aussi la propriété de convexité locale de X*, qui s’étend a X ;.

51. CAs OoU EXISTE UNE FONCTION DERIVEE PARTOUT CONTINUE. —
a. Soit f une application continue de I dans X. D’aprés ce qu'on vient
de voir, pour que [ admette une dérivée en tout point de 1, il suffit qu’il existe
une application continue f* de 1 dans X, dont la valeur f*(u), pour tout u€ I,
soit un élément dérivé de f en u, toujours gauche ou toujours droit.

b. Supposons cette condition satisfaite, et soient I’ un sous-intervalle
ouvert de I, et J D'intersection JN (I’ X I’'), complémentaire de la diago-
nale dans le carré de I’. L’enveloppe fermée convexe E de E = f*(I)
inclut r(J') (n°® 49), donc E N X* n’est pas vide; il en résulte que EnX*
n’est pas vide si I’ (donc E) est assez petit pour que E 5% X, et par suite
aussi quel que soit I’

Donc : Uensemble des points u€l ot f*(u)€X* est un ouvert partout
dense de 1. (Rappelons que la fonction dérivée f* est supposée continue.)

c. Supposons, en outre, que f[* soit constante, f*(u) = c. D’aprés b,
on a c€ X*. On a d’ailleurs r(u, v) = ¢ pour tout (u, ¢)€J, donc, Vu€el,
on a f(u) —uc = d, point fixe de X.

52. AppLicATION coMPOSEE. — Soit toujours [ une application de I
dans X, continue en a€l.

Soit ¢ une application, différentiable au point b = f(a), d’un voisi-
nage de b incluant f(I) dans un espace affine réel Y de dimension n
(entier > 1).

Alors g = ¢ of est une application de I dans Y, continue en a.

A tout élément dérivé droit (resp. gauche) ¢ de f en a, pourvu que ce
ne soit pas un élément infini adhérent au noyau de la différentielle ¢,
de ¢ en b, correspond un élément dérivé droit (resp. gauche) de g en a,
fini ou infini en méme temps que c, et égal a 4, (c), si on convient de
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désigner encore par ¢, l'application linéaire achevée (n® 47 d) définie par
la différentielle.

Cette correspondance ne s’étend pas aux éléments infinis' qui adhérent
au noyau de la différentielle ;.

SECTION 1I : DIFFERENTIELLE DEPENDANT D’UN PARAMETRE.

53. FonNcTiONS DEPENDANT D’UN PARAMETRE; NOYAUX DES DIFFE-
RENTIELLES EN UN POINT. — a. On désigne de nouveau par K le corps R
ou le corps C.

Soient l, m, n des entiers > 1. Soient X, Y, Z des variétés de dimensions
respectives [, m, n sur K. Soit A un ouvert de la variété produit XX Y;
on désignera par A(y), st y€Y, 'ensemble (ouvert de X) des z€X tels
que (z, y) €A, et par A'(z), si € X, I’ensemble (ouvert de Y) des y€Y
tels que (z, y) €A.

Soit f une application de A dans Z. Pour tout y€Y tel que A(y) ne
soit pas vide, on désignera par f” I'application partielle z - f*(z) = f(z, y)
de A(y) dans Z. Nous supposerons f continue et les [ différentiables.

b. Soit a€X tel que A’(a) ne soit pas vide. A tout yE€A'(a) on peut,
dans 'espace des vecteurs tangents a X en a, associer le noyau N7 (a)
de la différentielle (f), de f> en a. Plus généralement, pour toute partie V

de A’ (a), posons
an(a),

de sorte que N est la méme chose que N“*

Soit & un filtre sur A’(a). Alors il existe des VEF telles que, VWEF,
on ait N"(a)D>N"(a). :

c. En particulier, soit b€ A’ (a). Il existe des voisinages V de b dans A’(a)
(donc dans Y) tels que, pour tout voisinage W de b, on ait N'(a) DNV (a).
Le sous-espace vectoriel N'(a), qui est la réunion des N%(a) relatifs
a tous les voisinages W de b, sera désigné par M’(a). Pour qu’un vecteur
tangent & X en a appartienne & M’(a), il faut et suffit que I’ensemble
des y tels que ce vecteur appartienne a N?(a) soit un voisinage de b.
On a M’(a) CN”(a) pour tout y assez voisin de b.

Il en résulte que M’(a) CM”(a) pour tout y assez voisin de b.

Autrement dit, 'application y — M?(a), de A’(a) dans I’ensemble des
sous-espaces vectoriels de ’espace linéaire tangent 4 X en a, admet en
chaque point un minimum local; et puisque toute chaine est finie dans
* cet ensemble ordonné, il en résulte que Plapplication y — M?(a) est
localement constante dans un ouvert partout dense de A’(a) (situation

N" (a) ==
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analogue a celle du n°® 8), qui est aussi le lieu des points y au voisinage
desquels est constant l’entier r”(a), codimension de M’(a) dans l'espace
linéaire tangent a X en a.

54. Cas aNaLyTIQUE. — Nous supposons désormais que f est analytique
(et d’abord que X, Y, Z sont des variétés analytiques).

Pour exprimer l'appartenance & N”(a) d’un vecteur donné tangent
a X en a, on annule 'image de ce vecteur par la différentielle (f*),, ce
qui donne alors des équations analytiques dans A’(a). D’apres le principe
du prolongement analytique, si ces équations sont vérifiées en tous les
points d’un domaine, elles le sont partout dans la composante connexe
de A’(a) ou se trouve ce domaine.

Si donc V désigne une composante connexe de A'(a), et b un point de V,
on a M’(a) € N”(a) pour tout y€V. Donc M’(a) CM?(a) pour tout y€V;
pour la méme raison, M’(a)CM’(a), donc M’(a) ne dépend pas de y
dans V, nt par suite r’(a). Et on a

My (a) =NV(a) (cf n°383c).

55. FONCTION AUXILIAIRE DEPENDANT DE PLUSIEURS PARAMETRES
QUI VARIENT DANS UN DOMAINE. — a. Nous ne considérerons provisoi-
rement qu’une partie de A qui soit le produit UX V d’un ouvert U de X
et d’'un domaine V de Y. Alors M?(z) et r"(z) ne dépendent pas de y€V,
mais seulement de €U, et nous les noterons simplement M(z) et r(z);
Pentier r(z) est >0 et =l (= dimX). Et 'on a

M(2) =NV (z) (cf. n°5h).

Il existe des entiers g (il suffit que ¢>>1) tels que, YVz€U, le sous-
espace M(z) soit l'intersection des N"(z) relatifs 4 une famille de
q points y€YV, dépendant de .

On est donc amené a considérer, g étant un tel entier, I’application
(analytique) F de UX V7 dans Z7 définie par 1’égalité

F(z, yi oo ) =[f(@00)5 o5 [ (25 y4)]
dont le premier membre, si 'on pose 1= (yi, ..., y,) €V, sera encore
noté F7(z), ce qui définit 'application (analytique) F" de U dans Z7.

b. Le mnoyau L"(z) de la différentielle (F7), est l’intersection de
N*(z), ..., N"(z). On a donc M(z) = L"(z) pour un point conve-
nable v de V’, dépendant de x; et r(z) est alors le rang ¢"(z) de F" en .

Pour tout 1€ VY, on a

M (x)cL(x) et r(z) >0 (x).
Comme, pour z donné, la condition r(z) > ¢%(x) s’exprime par des
équations analytiques dans V7, on a M(z)= L"(z) pour tout v dans un
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ouvert partout dense de V! (dépendant de z), dont le complémentaire
est analytique, et cette égalité équivaut a r(z) = o"(z).

c. Faisons varier aussi z, en supposant que U soit un domaine de X. Soit p
le maximum de r dans U; c’est aussi, d’aprés b, le maximum de ¢ dans
UX V7, silon pose p(z, 1) = ¢" (). ‘

La condition ¢"(z) < p s’exprime par des équations analytiques
dans UX V% On a donc p"(x) = p pour tout (z,v) d’un ouvert partout
dense de Ux V’, dont le complémentaire H est analytique, et qui se pro-
jette dans U suivant un ouvert partout dense de U, lequel, d’apres b,
est le lieu des points z de U tels que r(z) = p; le complémentaire dans U
de ce lieu est une partie fermée E de U, ensemble des points « de U tels
que r(z) < p. La partie EXV? de UXV? est incluse dans I’ensemble
analytique H, fermé dans UX V7 et elle est le plus grand V?-cylindre
inclus dans H, si ’on appelle V?-cylindre toute partie de UX V¢ qui soit
le produit d’une partie de U et de V?; H n’inclut méme aucun ouvert
de {z} X V? st 2§ E; donc H n’inclut aucune partie localement Vi-cylin-
drique (cette notion étant définie a partir de celle de V?-cylindre comme
au n® 19 b) qui ne soit pas incluse déja dans E X V7.

Or le germe analytique associé 4 I’ensemble E X V7 en un de ses points
est, d’une part, inclus dans le germe de H en ce point, d’autre part
Vi-cylindrique d’aprés le théoréeme du n® 22¢, applicable ici si I'on
assimile, comme il est loisible, de petits ouverts des variétés U, V a des
ouverts d’espaces affines. D’aprés la remarque qu'on vient de faire, ce
germe est donc inclus dans le germe de EX V7 donc lui est identique.
L’ensemble EXV? est donc analytique.

Done, Uensemble E, liew de x€U tel que r(z) <p<= max r(x)), est
analytique (et fermé dans le domaine U). ’

d. Signalons en passant une autre conséquence des remarques ci-dessus.
Soit a€ U, agE. Soit W un espace topologique. Soit g une application
continue de W dans V, de dimension analytique m (= dimV) partout.
Alors H n’inclut I'image d’aucun ouvert de W? par 'application

(W1y ooy wg) = [y, g(wy), ..oy g(Wy)]

de W7 dans { a | X V7.

56. Concrusion. — Revenons a 'ouvert A de XX Y. En posant
r(z,y)=ry(z),

nous définissons dans A une fonction r & valeurs entiéres > o et 1.
D’apres I’étude qui vient d’étre faite, la fonction r est localement cons-

tante en tout point d’un ouvert partout dense de A, dont le complémentaire
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 18
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dans A est analytique et localement Y-cylindrique, et la restriction de r
4 cet ouvert est constante au voisinage de tout point de A; la fonction r
admet en tout point un minimum local.

Supposons que A soit un domaine dans X XY, et soit p le mazimum
de r dans A. Alors r prend la valeur p en tout point d’un ouvert partout
dense de A, dont le complémentaire dans A est analytique et localement
Y-cylindrique.

57. VariaBLE REDUITE. — a. Reprenons I’étude d’un domaine de
la forme U X V? comme au n° 55 ¢, en supposant que r ait dans U la valeur
constante p (i. e. que E soit vide).

Soit a€U. 1l existe €V, et un voisinage ouvert connexe U’ de a
dans U, tels que p(z, 1) = p pour tout € U’. Autrement dit, la restriction
a U’ de F" est partout de rang p; rappelons qu’on a alors M(z) = L"(z),
avec les notations du n® 55 b, et d’autre part

M(z)cNry(z) pourtoutyeV (n°5h) et M(z) =NV ().

Il résulte de 1a que, si F" est constante sur une sous-variété connexe
de U’, alors, Vy€V, la fonction f7 est aussi constante sur cette sous-
variété. Réciproquement si les fonctions f” sont toutes constantes sur une
sous-variété connexe de U’, alors F" y est aussi constante (cela pour
tout n€ VY).

b. On peut appliquer a la fonction analytique F", définie dans U’,
a valeurs dans 77, le résultat énoncé au n° 30 c.

Il existe donc : un voisinage ouvert U” de a dans U’; un difféo-
morphisme analytique g de U” sur un ouvert A de K™; et un difféomor-
phisme analytique A d’un ouvert de K" sur un ouvert de Z7, tels que
la restriction de F" a U” soit hogpog, si ¢ désigne I'application linéaire
de rang p :

(5, ) = (=, 0) de K™7x K~ dans K» x K77,

Nous supposerons, en outre (comme il est loisible), que g(a) = o et
que A est convexe.

F" est constante sur chaque sous-variété de U” image par g~* de l'inter-
section (convexe) de A par une variété linéaire de’espace produit K™ x K~
déduite du premier des deux facteurs par translation. Donc, d’aprés a,
les f7 y sont aussi constantes; donc, Vy€V, l'application (analy-
tique) f7o g de A dans Z se réduit a f"o¢, ou ¢ est mis pour la restriction

de ¢ & A, et ou {7 est une application analytique de 'ouvert U= ¢(A)
de K7 dans Z.

c. La restriction & U” de f7 est donc f7ogog.



EQUATION FONCTIONNELLE VECTORIELLE. 141

La restriction 8 U” XV de f résulte donc de 'application analytique 9o g,
de rang p, de U” sur U, et de 'application analytique f de Ux V dans Z

définie par D'égalité f(z, y) = f(z).

Le rang de f7 au point z, image de 2€U” par gog, est le méme que
celui de f” en z. Il en résulte que 'analogue, pour U, de la fonction r
définie dans U (¢f. a) a encore la valeur constante p, qui est précisément
la dimension de U.

Donc, quel que soit I'ouvert W de V, et quel que soit Z € U, les noyauz N (z)
des différentielles en x des {7 relatives aux y € W n’ont aucun vecteur commun
non nul. Autrement dit, étant donné dans K” un vecteur non nul, les ye 'V
tels que I'image de ce vecteur par la différentielle (f7)- (ot Z est donné)
ne soit pas nulle forment un ouvert partout dense de V (un ouvert parce
que le complémentaire est défini par des équations analytiques).

d. Disons qu’'une application linéaire (homogéne) d’un espace vectoriel,
tel que K”, dans un autre espace vectoriel sur K est dégénérée quand
elle n’est pas injective (i.e.réguliére), c’est-a-dire quand son noyau ne
se réduit pas a {o}.

Disons que des applications linéaires de K” dans des espaces vectoriels
de dimension n sur K sont uniformément dégénérées quand Uintersection
de leurs noyaux ne se réduit pas & {o}.

Avec cette locution, la remarque faite en fin de ¢ peut s’exprimer ainsi :
soient donnés Pouvert WCV et le point z€U; alors les différentielles

en z des [ relatives aux y€W ne sont pas uniformément dégénérées.

58. Concrusion. — Soit A un domaine de XX Y, comme a la fin
du n° 56, et soit p le maximum de r dans A. Soit B 'ouvert partout dense
de A ou r prend la valeur p (tbid.). L’étude que nous venons de faire permet
de compléter I’énoncé de la fin du n® 56, comme suit :

L’ouvert B est la réunion de domaines dont chacun est le produit UXV
d’un domaine U de X et d'un domaine V de Y, auxquels on peut associer
une application analytique g, partout de rang p, de U sur un ouvert U de K,
et une application analytique f de UXV dans Z, de telle sorte que :

1°V (z,y) €UXV, on ait f(z,y)={f(c,y) avec z = g();

20 Ya€U, et quel que soit Pouvert WCV, les différentielles en a des
fonctions [, relatives aux y €W et telles que > (z) = f (=, y) pour tout z€ U,
ne soient pas uniformément dégénérées.

59. ECHANGE DES ROLES DE LA VARIABLE ET DU PARAMETRE. — Dans
ce qui précéde (depuis le n° 53) on peut échanger les roles de X et de Y.
A la place de r(z,y) on a alors un entier r*(z,y) >0 (et m).



142 R. MEYNIEUX.

En combinant le résultat du n® 56 avec celui qui s’en déduit ainsi, on
obtient ceci :

Soit A un domaine de X X'Y; soit p le maximum de r dans A, et soit p*
celut de r*. Alors r et r* prennent les valeurs respéctives p et p* en tout point
d’'un ouvert partout dense B de A, dont le complémentaire dans A est un
ensemble analytique, réunion d’un ensemble localement X-cylindrique et
d’un ensemble localement Y-cylindrique.

b. En combinant le résultat du n® 58 avec celur qui s’en déduit par
échange des roles de X et de Y, on compléte comme suit celui qui vient
d’étre énoncé :

L’ouvert B est la réunion de domaines dont chacun est le produit UXV
d’un domaine U de X et d'un domaine V de Y, auxquels on peut associer :
une application analytique g, partout de rang p, de U sur un ouvert U
de K?; une application analytique g*, partout de rang p*, de V sur un
ouvert V de K”'; et une application analytique f de UXV dans Z, de telle
sorte que :

1° V(z, y) €EUXV, on ait f(z,y) = [ (=, y), avec z = g(x) et y = g*(y),

20 Ya€U (resp. VbeV), et quel que soit Douvert WC 'V (resp. WcU),
les différentielles en a (resp. b) des fonctions [ (resp. f**), relatives auzx y € W
(resp.z € W) et telles que [ (z) = f (z,y) pour tout €U [resp. f*=(y) = f(Z, y)
pour tout YEV |, ne soient pas uniformément dégénérées.

CHAPITRE 1V.
L’tquatiox FoxcTiONNELLE [ (1), y(¢), 5(u+¢)]=o.

SECTION I : CAS EXPLICITE ; REDUCTION.

60. Norarions. Position pu proBLEME. — a. Nous désignons :

par ¢, I, m, n quatre entiers > 1;

par ¢, o, 7 les applications linéaires de R? X R? = R* sur R? qui, a (u, ¢),
associent respectivement u, ¢, u + ¢;

par A un ouvert de R?’XRY;

par U, V, W les ouverts de R? images de A respectivement par ¢, o, T;

par X, Y, Z des variétés analytiques de dimensions I, m, n respectivement
sur R;

par z, y, z des applications continues respectivement de U dans X,

de V dans Y, de W dans Z;
par x,(u), pour tout u€U, le point [u, z(u)|€ U X X;
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par y,(¢), pour tout ¢y €V, le point [¢, y(¢v)]€EVXY;

par 7 l'application (u, £) > u de R?X X sur RY;

par ¢ Papplication (¢, v) - ¢ de R’XY sur R?;

par D un ouvert de X X Y, tel que [z(u), y(¢)]€D pour tout (u, ¢) €A;
par 9 une application analytique de D dans Z.

b. Nous supposons vérifiée, pour tout (u, v) €A, égalité
(@) ¢lz(u), y (V)] ==(w+9).

Et nous nous proposons d’en tirer des conséquences concernant la nature
des fonctions ¢, z, y et surtout z. Nous démontrerons notamment que z
est analytique dans W. Dans la présente section nous montrerons que
pour cela nous pouvons nous ramener 4 un cas particulier, que nous appel-
lerons cas réduit. Dans les sections II et III nous étudierons ce cas réduit :
c’est alors que sera démontrée I'analyticité de z, avec d’autres résultats
particuliers & ce cas.

61. REGULARISATION LOCALE AU MOYEN DE GRAPHES. — a. Nous voulons
démontrer 1’analyticité de z en un point arbitraire ¢ de W. Pour cela,
nous considérons la partie I' = ANt '(¢c) de R’XR’, qui est un ouvert
de la variété linéaire v~'(¢) de dimension ¢; les restrictions de ¢ et de o
a cette variété sont des applications affines bijectives; en particulier ¢ (') est
un ouvert de U, et o(I') un ouvert de V.

b. Or I'application continue x de U dans X, et par conséquent aussi sa
restriction & p(I'), vérifie les hypothéses du n° 38, et donc aussi les conclu-
sions, dans lesquelles on peut faire intervenir des ouverts de I' (dont la
réunion est partout dense dans I'), en remarquant que tout ouvert de p(I)
est 'image par ¢ d’un ouvert de I'.

Il en est de méme de la restriction a o(I') de I'application continue y
de V dans Y. On utilise ainsi les graphes z,(U) de z et y,(V) de y.

c. En combinant les deux résultats ainsi obtenus, on a celui-ci :

Il existe un ensemble d’ouverts de I' dont la réunion est partout dense et,
pour tout élément I' de cet ensemble, une sous-variété analytique connexe X'
de o(I")x X, incluant z,[p(I")], et une sous-variété analytique connexe Y’
de a(I'"YX Y, incluant y,[a(I")], de telle sorte que la dim. an. de z, (resp. yi)
en tout point de ¢(I") [resp. a(I")] sott dimX’' (resp. dimY’), et que la

\

restriction & X' (resp. Y') de = (resp. V) soit partout de rang q.

Etl'on peut évidemment prendre les I' assez petits pour que p(I') X o(I')
soit un domaine U’ XV’ de A, et supposer z,(U") Xy, (V') inclus dans une
composante connexe D’ de I'ouvert de la variété X’'XY’, intersection de
cette variété, dans l'espace (UXX)X(VXY), avec le lieu des points
[(u, &), (¢, m)] tels que (£, ) €D.
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d. Considérons désormais un des domaines I’ de I' ainsi définis.

L’égalité 9,[(u, &), (v, n)] = ¢(&, ) définit une application analytique ¢,
de D’ dans Z.

Les conditions du n° 60 (mises & part celles qui concernaient zi, yi, =, {)
sont alors vérifiées quand on y remplace :

X par X', Y par Y', Il par I'= dimX’, m par m'= dimY’;

A par A’=U'XV’, U par U’, V par V', W par U'+ V’;

x, y, z par les restrictions de z; & U’, de y, & V', de za U+ V' resp.;

D par D/, et ¢ par o¢,.

Pour tout (u, ¢v)€A’, on a
(o) o[z (u), yi(0)] =35 (u+v).

Nous sommes donc ramenés & une situation analogue, mais en un sens
plus réguliére, d’apres les conditions énoncées en c.

62. REGULARISATION RELATIVE A LA FONCTION ANALYTIQUE DE DEUX
VARIABLES. — a. La fonction analytique ¢,, & valeurs dans Z, est définie
dans le domaine D’ de la variété-produit X' X Y’. On peut donc lui appli-
quer les résultats du n° 59, et d’abord du n° 59 a.

Rappelons qu’il s’agit des différentielles, en un point a (resp. b) de X'
(resp. Y’), des fonctions partielles obtenues en ne faisant varier que le
point de X’ (resp. Y’), un point fixe étant choisi arbitrairement dans un
voisinage connexe d’un point donné b (resp. a) de Y’ (resp. X’), et de la
codimension r(a, b) [resp. r*(a, b)], dans I’espace des vecteurs tangents
a X’ (resp. Y’) en a (resp. b), de 'intersection des noyaux de ces diffé-
rentielles. On désigne par p (resp. p*) le maximum dans D’ de la fonc-
tion r (resp. r*) a valeurs entiéres > o. Nous verrons, au n® 72, que p = p*.

Alors r et r* prennent les valeurs respectives p et p* en tout point d’un
ouvert partout dense E de D’, dont le complémentaire dans D’ est un
ensemble analytique, réunion d’un ensemble localement X’-cylindrique et
d’un ensemble localement Y’-cylindrique. L’intersection E N [z,(U’) X y,(V’)]
est 'image par (z, y:) d’'un ouvert de A" qui est partout dense dans A’
(puisque les dimensions analytiques de z, et y,, resp. dans U’ et dans V’,
sont partout resp. les dimensions de X’ et Y’, ¢f. n® 61¢), et dont le
complémentaire dans A’ est la réunion d’un ensemble localement U-cylin-
drique et d’un ensemble localement V-cylindrique (A’ étant considéré
comme partie de UXV); lintersection avec I" de cet ouvert est, par
suite, partout dense dans I (raisonnement analogue & celui du n° 61).

b. Nous pouvons donc choisir dans I’ (et méme dans tel ouvert de I'/
que nous voulons) un domaine I'” tel que, si 'on pose

UI/:P(I‘/I), \]//:_o.(I‘l/)7 A”:U”XV”, X!/:XIn (U”X X)’ Yl/:Y/n (V”XY)’



EQUATION FONCTIONNELLE VECTORIELLE. 145
on ait
3?1 (U//) X}’i (‘/”) CE)

les conditions précédentes étant par ailleurs vérifiées encore quand on
remplace I, A’, U’, V', X', Y’ par ', A7, U”, V', X", Y”, et D’ par la
composante connexe D” de EN (X" X Y”) qui inclut z,(U”) Xy, (V”).

Dans D” les fonctions r et r* ont donc les valeurs constantes p et p*
respectivement. Cette régularisation compléte celle du no 61.

63. RépucrioN. — a. Nous appliquons maintenant le résultat du n° 59 b
a la restriction de ¢, 4 D”.

Soit («, B)€I'”; soit a = =, () et b = y,(B). Il existe alors : un voisi-
nage ouvert connexe de (a, b) dans D”, de la forme X” X Y”; une appli-
cation analytique g (resp. g*), partout de rang p (resp. p*), de X” (resp. Y”)
sur un ouvert X (resp. Y) de R” (resp. R”); et une application analytique
o de X X Y dans Z, de telle sorte que :

10V (6, 1) €EX”"XY”, on ait

91 (G m) =5(5 ), avee E=g(E) et n=g"(m);

20 Ya€ X, et quel que soit I'ouvert Y’ de Y, les différentielles en @
des fonctions partielles 37, relatives aux 7€ Y’ et telles que 37(¢) = (£, 7)
pour tout te€X, ne soient pas uniformément dégénérées;

29* WYbEY, et quelque soit 'ouvert X' de X, les différentielles en b
des fonctions partielles 3%, relatives aux teX’ et telles que

9 (m)=79(;, v) pour tout €Y,
ne solent pas uniformément dégénérées.

b. Nous choisirons, comme il est loisible, X” stable par z, o 7, et Y” stable
par yi o . Alors £ = goz, est une application continue de U” = =(X")
dans X, partout de dimension analytique p; et ¥ = g* oy, est une appli-
cation continue de V” = {(Y”) dans Y, partout de dimension analy-
tique p*.

c. Dans ces conditions, la remarque du n°® 55 d montre que :

30 I’énoncé 20 ci-dessus est encore valable quand on y remplace Y’
par I'image par y d’un ouvert de V”;

30* Ténoncé 20* ci-dessus est encore valable quand on y remplace X’
par I'image par # d’un ouvert de U”.

d. Les conditions du n°® 60 (& part celles qui concernent z,, yi, %, ¢)
sont vérifiées quand on y remplace :

X par X, Y par Y, Il par p, m par p*;

A par A//l — U”,X 'V///, U par U///’ 'V par 'V///’ W par U/”__I_ V///;
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x par z, y par y, z par sa restriction & U” + V”;
D par XXY, et ¢ par ¢.
Pour tout (u, v)€A”, on a
gz (w), y(»)] =5 (u+9).

e. Nous sommes donc, puisque (%, 3)€A” et « 4+ § = ¢, ramenés 4 une
situation ou, en plus des conditions du n® 60, nous avons les propriétés 3°
et 3°* de ¢, propriétés que nous n’utiliserons d’ailleurs que pour a€z(U”)
et b€y (V”). Cest par ces propriétés ainsi restreintes que nous caracté-
riserons le cas réduit auquel nous avons fait allusion n° 60 b, et que nous
allons étudier dans les sections II et I11 en faisant abstraction de la maniére
dont nous avons opéré la réduction, et revenant aux notations du n° 60;
toutefois, 1l nous sera commode de tenir compte du fait que nous avons
abouti & des ouverts X, Y d’espaces vectoriels, ce qui a été rendu possible
par le caractére local de notre étude; et pour la méme raison nous pren-
drons pour Z un espace affine.

f. C’est dans la section III que nous montrerons 'analyticité de z. Dans
la section II nous montrerons que z est continiiment différentiable, en utili-
sant seulement 30 & 'exclusion de 3°*, et nous placant donc dans un cas
que nous appellerons semi-rédust. "

SECTION 1 : CAS SEMI-REDUIT ; THEOREME DE DIFFERENTIABILITE CONTINUE.

64. HypoTHESES ET ENONCE DU THEOREME. — a. Nous conservons les
notations et les hypothéses du n° 60. En outre, nous supposons que X, Y, Z
sont des espaces affines, et nous ajoutons I’hypothese :

(B) Ya€U, et quel que soit Uouvert V' de V tel que { a | X V' CA, les diffé-
rentielles au point z(a) des fonctions partielles o', relatives auzr n€y(V’)
et telles que ¢"(£) = @(E, 1) [pour tout £ tel que (&, v)€D], ne sont pas

uniformément dégénérées.

b. Rappelons que cette propriété des différentielles signifie que l'inter-
section de leurs noyaux est { o |. Autrement dit, dans I’espace vectoriel X*
associé a X, soit @ un vecteur 7 o; alors il existe v €V’ tel que I'image
de « par la différentielle, au point z(a), de ¢**) ne soit pas nulle; d’ailleurs,
ces ¢ forment évidemment un ouvert de V'. Et la propriété reste vraie pour
des parties finies convenables de V'

c. Dans cette section nous démontrerons, au moyen de I’hypothese (f8),
le théoréme que voict :

Les fonctions x et z sont continiiment différentiables, dans U et W respec-
tivement.
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d. Nous le démontrerons d’abord pour z, et ensuite pour z, chaque fois
en montrant Pexistence et la continuité (dans W et U respectivement)
des dérivées partielles par rapport aux coordonnées du point variable
(cf. n® 24 a). Nous aurons donc & considérer des fonctions partielles, définies
dans des intervalles de R, et nous leur appliquerons les résultats du
chapitre III, section I. Nous commencerons par montrer que ces fonctions
partielles n’ont pas d’élément dérivé infini.

65. IMPOSSIBILITE D’UN ELEMENT DERIVE INFINI POUR X. —
a. Soient a€U et e€R?; soit I un voisinage ouvert de o dans R tel
que a + Ae€U pour tout A€ 1, et posons alors z(a + Le) = g(A). Nous
allons montrer par Uabsurde que g n’a pas en o d’élément dérivé droit infini.

Supposons, en effet, que © « (x€ X*, « £ 0) soit élément dérivé drout
de g en 0. Soit V' un ouvert de V (cf. n® 64 b) tel que { a | X V' CA et que,
pour tout n = y(¢), avec v € V', I'image v(v) de « par la différentielle
de 9" au point z(a) soit non nulle. L’application A — z(a + ¢ + Ae)
dans Z, d’un voisinage I'(¢) de o€l, qui est la restriction a I'(¢)C1I
de 90 g, a alors (n° 52) I’élément dérivé droit = y(¢) au point o€ L.

b. Soit ¢ = b + p.e, avec b€V’ et p€R. Alors = y(v) est aussi élément
dérivé droit, au point i, de Papplication h : A — z(a + b + Ae), définie
dans un voisinage de o dans R. Et 'on peut donner a p toute valeur
d’un intervalle ouvert convenable J de R, auquel o appartient.

D’autre part, g variant dans J, ¢ = b -+ pe en dépend linéairement,
donc 1 = y(¢) continliment, et y(¢) s’exprime en fonction analytique
de v [puisque la fonction ¢, le point z(a) et le vecteur « sont donnés].
Donc y(¢) dépend continliment de p., et par suite aussi o Y(¢); la fone-
tion A admet donc en tout point de J un élément dérivé droit o Yy(v)
qui dépend continiment de ce point, et qui est toujours infini. Il y a 14
une tmpossibilité d’apres le n° 51 b.

C. Q. F. D.

66. EXISTENCE DE DERIVEES PARTIELLES FINIES POUR 3Z. DIFFEREN-
TIABILITE CONTINUE DE z. — a. Solent cEW et e€R?. Soit I un inter-
valle ouvert de R, tel que o €1 et que ¢ + ~e€ W pour tout A€ I. Posons
alors z(c + Ae) = h(X). Nous allons d’abord montrer que h admet en o
une dérivée finte.

Soit (a, b)€eANn=<"(c) (n® 60), donc a + b = ¢. En posant

z(a—+he)=g(}),

on définit une application continue g dans X d’un voisinage de o dans R;
soit o un élément dérivé droit de g en o, nécessairement fini d’aprés le
résultat du n° 65 (peu nous importe que « soit nul ou non).

Ann, Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 19
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b. Pour tout ¢ assez voisin de b dans V, i. e. pour tout w = a -+ ¢ assez
voisin de ¢ dans W, I’application A — z(w + Ae) dans Z d’un voisinage
assez petit de o dans R coincide avec la restriction & ce voisinage de ¢" o g,
s1 1} = y(v), et admet donc en o I’élément dérivé droit y(¢), image de «
par la différentielle de 9" au point z(a) (c¢f. n° 52), et qui dépend donc
analytiquement de v quand on donne a et a.

c. On peut prendre en particulier ¢y = b 4 pe, 1.e. w = c -+ pe, ou p,
réel, est assez voisin de o et peut varier arbitrairement dans un intervalle
ouvert J tel que o€J. Alors Y(¢) est aussi élément dérivé droit de h au
point p; or Y(¢) dépend contintiment de ¢, donc de u.; d’apres le résultat
du n° 51 a, la fonction h admet en tout point p. de J une dérivée finie Y(v),
qui dépend contintument de ce point. L’affirmation de a est donc justifiée.

d. Sie est un des g vecteurs de base dans R?, la dérivée partielle corres-
pondante de z existe en tout point de W d’aprés le résultat précédent,
et vaut Y(w — b) en tout point w d’un voisinage convenable de c¢. Elle
dépend analytiquement de 1, = y(w —b) (cf. b), donc continliment de w.

La fonction z est donc continiment différentiable dans W.

67. EXISTENCE DE DERIVEES PARTIELLES POUR . DIFFERENTIABILITE
CONTINUE DE Z. — a. Solent a, e, g, | comme au n° 65 a. Nous allons
montrer d’abord que g admet en o une dérivée (finie, d’apres le résultat
du n° 65).

Soit V' un domaine de V tel que { a | X V' CA, et supposons que g admette
en o les éléments dérivés a et @' (d’'un méme cdté ou non). Alors, pour
tout v € V', si 1 = y(v), la fonction ¢" o g admet en o pour éléments dérivés
les images de « et @’ par la différentielle de ¢" au point z(a) (cf. n° 66 b).
D’apres le résultat du n° 66 ¢, ces images coincident, donc ' — « appartient
au noyau de ¢" au point z(a), pour tout ¢ € V', et par suite est nul (n° 64 b).
Autrement dit, o’ = a.

C. Q. F. D.

b. S1 e est un des ¢q vecteurs de base dans R’ on a ainsi montré I’exis-
tence de la dérivée partielle correspondante de z en tout point de U.
Montrons maintenant que cette fonction dérivée partielle (application de U
dans X*) est continue au point a; nous désignerons cette fonction par z*.

Soit V” une partie finie de V telle que {a}X V' CA, et que les diffé-
rentielles au point z(a) des ¢% pour les v = y(¢) relatifs aux c€V’,
ne solent pas uniformément dégénérées (n° 64 b). Alors il en est de méme
au point x(u), si {u !X V”"CA et si u est assez voisin de a; et 'image
de z*(u) par la différentielle au point & = z(u) de ¢" est la dérivée
partielle z*(u 4 ¢) de z au point u + ¢, correspondant au méme vecteur
de base e.
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c. Considérons les ¢"(£) (en nombre r égal & celui des points de V”),
pour £ = z(u), comme les coordonnées d’un point ®(§)E€Z" (c¢f. n° 55).
Alors la différentielle ®; est de rang I (= dim X) et dépend analytiquement
de £ et de (M4, ..., ) EY’, ou

=y (%) et {er, ooy o} =V

Et &:[z* (u)] = [z* (w + ¢1), ..., 2" (u+ ¢)] dépend contintiment de u,
d’apreés le résultat du n° 66 d.

Si o est une valeur d’adhérence de z* en a, on a a la limite, le noyau
de ®: étant {o} :

(@) =[2(a+w), ..., F(a+e)]=Ce[z(a)];

donc @ = z*(a).
C. Q. F. D.
d. En conclusion, la fonction x est bien, comme il a été annoncé, conti-
niiment différentiable dans U. ‘

68. NoYAUX DES DIFFERENTIELLES DE Z ET z. — a. Soit (u, v) €A,
avec u + ¢ = w, et solent
E=x(u), n=y().
Alors on a
Fw = (M) 0 &y
De cette égalité nous allons déduire des propriétés des noyaux des
différentielles z, et z,.

b. On en déd‘uit d’abord que le noyau de x, est inclus dans celut de z,.

c. Le point u restant fixe, faisons varier (u, ¢) dans A de facon que w
décrive un ouvert W' de W. La différentielle z,, dépend alors linéairement
de (¢"):; et 'image par z, du noyau de z, est le noyau de (¢"):. Donc
I'image par z, de l'intersection des noyaux des z, (relatifs aux we&W’)
est { o}, d’aprés I’hypothése (B) du n° 64 a; autrement dit, cette inter-
section est incluse dans le noyau de z,.

d. De b et ¢ on conclut que le noyau de x, est identique & Uintersection
des noyaux des z, relatifs aux points w de tout ouvert de W inclus
dans <[o7*(u) NA]. ,

e. Il en résulte, st A est connexe, que :

10 il existe un sous-espace vectoriel B de R, tel que, quel que sott Uouvert W’
de W, Uintersection des noyauz des z,, relatifs auzx w € W’ soit B;

20 quel que soit w€U, le noyau de z, est B.

Nous désignerons par ¢ la dimension de I’espace vectoriel quotient
de R? par B, et par y I’'application canonique de R? sur le quotient. On a
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o0 = q = 1inf(q, 1), et x est partout de rang g, et z de rang =~ q:lecas g =o
est celul ou z et z sont des constantes.

f. Supposons, en outre, que dans R’ toute B-variété ait une intersection
connexe avec U, et aussi avec W (c’est notamment le cas st U et W sont
conyezes).

Alors on a =20y et z=12z°y, ou z (resp. z) est une application
contintiment différentiable de U = % (U) dans X [resp. de W = y (W)
dans Z]. En outre, x est réguliére, et les différentielles de z aux points d’un

ouvert quelconque de W ne sont pas uniformément dégénérées (n° 57 d).

SECTION 11T : CAS REDUIT; THEOREME D’ANALYTICITE.

69. Hyporuises. ENONCE DES PREMIERES CONSEQUENCES. — a. Nous
conservons les notations et les hypothéses des n° 60 et 64 a, en ajoutant
I’hypothese (y) déduite de (3) par échange des roles de U et V :

(Y) VbEV, et quel que soit Uouvert U’ de U tel que U'X{ b} €A, les diffé-
rentielles au point y(b) des fonctions partielles 3%, relatives aux E€x(U’)
et telles que 9°(1) = @(£, 1)) [ pour tout 1 tel que (£, 1) € D], ne sont pas unifor-
mément dégénérées.

b. Dans ces conditions, les trots applications z, y, z sont continiiment
différentiables, dans U, V, W respectivement, d’aprés le résultat de la
section II.

c. Nous allons d’abord montrer que la différentielle x, s’exprime analyti-
quement au moyen de x(u) [1. e., est la valeur au point z(u) d’une application
analytique d’un ouvert de X dans £ (R?; X*)] quand u décrit un voisinage
assez petit d’un point donné a€U; et que, de méme, la différentielle y,,
dans un voisinage assez petit, décrit par ¢, d’'un point donné b€V, s’exprime
analytiquement au moyen de y(v). 1l suffit de le montrer pour z,, puisque z
et y jouent maintenant le méme role.

70. EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES SATISFAITES PAR Z ET Y.
DERIVEES PARTIELLES D ORDRES SUPERIEURS. — a. Il suffira de montrer
que, dans les conditions du n® 67, z*(u) s’exprime analytiquement au
moyen de &, ou encore qu’il en est ainsi de ® :[2"(u)], ce qui revient au
méme puisque P: est injective et dépend analytiquement de & (n® 67 ¢). Or

(I)'g[x*(u)]:[z*(u—l—vl), o S (u )] et ;*(u—l—vi):('cﬁi)fm[y*(vi)],

st on désigne par y* la fonction dérivée partielle de y correspondant au
méme vecteur de base e que 2* et z*. La dépendance analytique en question
résulte alors de celle de la différentielle de ©° en chacun des r points 7, ..., v,

de Y.
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b. 1l existe donc bien un voisinage ouvert U’ de a dans U, tel que, quand
le point u de R? décrit U’, chacune des g dérivées partielles de = en u
(et par conséquent, comme il a été annoncé n° 68 ¢, la différentielle z,)
s’exprime analytiquement au moyen de x(u). Il en est de méme des dérivées
partielles de tout ordre (et non pas seulement d’ordre 1), dont Iexistence et
I'expression analytique se déduisent par récurrence de celles des dérivées
partielles du premier ordre.

De méme, il existe un voisinage ouvert V' de b dans V (n° 68 ¢), tel que,
quand le point ¢ de R? décrit V', les dérivées partielles de tout ordre de y
en v existent, et s’expriment analytiquement au moyen de y(9).

c. Enfin, de la et de I’équation fonctionnelle («) du n°® 60 b, résulte que
tout point ¢c€ W admet un voisinage ouvert W’ tel que, quand le point w
de R? décrit W', les dérivées partielles de tout ordre de z en w existent, et
s’expriment analytiquement au moyen de [z(u), y(¢)] €D, le point (u, ¢),
tel que u + ¢ = w, décrivant un ouvert convenable de A.

En effet, si z(u) = & et y(v) = 7, on a

S(u+e) =¢1(Z) =8 (n), dou &= (9"):0x,= (¢°)ho,

ce qui permet, de plusieurs maniéres, d’arriver 4 une expression analytique
des dérivées partielles (d’abord du premier ordre, puis du second, etc.)
de z en w au moyen de (&, 1)), puisque z, s’exprime analytiquement au
moyen de £, et y, au moyen de 7.

71. ANALYTICITE DE z, y ET z. — a. Rappelons un résultat classique
(cf., dans les traités d’analyse, les chapitres relatifs aux équations aux diffé-
rentielles totales et aux systémes de telles équations; par exemple,

G. Valiron [13]) :

Soit U un ouvert de RY. Soit x une application différentiable de U dans
un espace affine X, de dimension | sur R. Soient : z, la différentielle de x
en u, pour lout u€ U; et X* Uespace vectoriel associé a X. Soit F une applica-
tion analytique d’un ouvert de UX X dans Uespace £2(R? ; X*) (dont z, est
un élément). St, pour tout u€U, le point [u, x (u)] appartient & cet ouvert,

et st son image par F est z,, alors x est analytique dans U.

u’
Nous appliquons ce théoréme dans le cas particulier ou F (u, £) ne dépend
pas explicitement de u, mais seulement de &.

b. Ce théoreme (ou U doit étre remplacé par U’) s’applique en effet a la
restriction & U’ de la fonction z au n® 69 b. Et pour la méme raison a la
restriction & V' de y (tbid.).

Or a et b étaient choisis (aux n% 68 et 69) arbitrairement dans U et V
respectivement. Donc les fonctions x et y sont analytiques, dans U et V
respectivement.
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c. D’apres I’équation fonctionnelle («) du n° 60, il en résulte immédiate-
ment que la fonction z est analytique dans W.

72. NovAU DES DIFFERENTIELLES DE Z ET Y. VARIABLES REDUITES. —
a. Supposons A conneze [hypothése (3)].

Alors, aux assertions 1° et 20 du n° 68 ¢, on peut maintenant (puisque
et y jouent le méme role) ajouter :

30 quel que soit v€V, le noyau de y, est B.

On a 0 = ¢ < inf(q, I, m), et y est partout de rang q.

b. Supposons, en outre, que dans R? toute B-variété ait une intersection

connexe aussl bien avec U qu’avec V ou avec W (c’est notamment le cas
st A est convexe).

Alors, on a, non seulement (n°68f) z ==z} et z= zoy, mais
aussi y = y o7, ou y est une application réguliére de V =7 (V) dans Y;
et z, ¥, z sont analytiques (puisque z, y, z le sont).

c. L’équation fonctionnelle () du n° 60 se réduit alors a
(@) Z(u+7) =¢[Z(u),y(¥)] pour tout (1, 7)€A, .
ou A désigne 'image de A dans Ux V par P’application

(u, ) =[x (), % (0)]-
[Rappelons que ﬁ désigne y (U), ¢f. n® 68 f.]

d. Si U’, V' sont des domaines de U, V respectivement assez petits

pour que 7 et ¥ soient injectives dans U’, V' respectivement, et que X=7z(T")

et Y =y(V’') soient des sous-variétés analytiques (de dimension )
de X, Y respectivement, la restriction de () a AnNU'X V' équivaut a

[T () + 7 ()] =0 (5 n) pour tout (5, ) eX x Y
tel que
[z (2), ¥~ (n)] €.

e. Les dimensions analytiques de x et y, dans I’hypothése (3) de a,
1. e. A conneze, sont partout égales au rang constant ¢ (et, en particulier,
sont égales entre elles). (Nous abandonnons ici I’hypothése faite en b.)

Supposons alors qu’a cette condition, a celles du n°60, ainsi
qu’a (B), n° 64, et (Y), n° 69, on ajoute celles-ci :

(¢) la dim. an. de x, en tout point de U, est la dimension | de X;

(¢') la dim. an. de y, en tout point de V, est la dimension m de Y.

Cette adjonction revient & la double condition ¢ =1 = m.
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On peut alors conclure :

X et Y ont la méme dimension q-=gq. (Il en résulte que p = p*
aux n% 62-63).

Et ce résultat est évidemment indépendant de I’hypothése () : dans toute
composante connexe de A, (¢) et (¢/) impliquent ¢ =1 = m.

73. RECAPITULATION DES PRINCIPAUX RESULTATS DES SECTIONS I, II
eT 1II. — Dans tous les cas nous faisons au moins les hypothéses du n° 60.

a. La fonction z est analytique dans W.

b. Dans I’hypothése (2), i.e. A connexe, il existe un sous-espace
vectoriel B de RY, tel que, pour tout ouvert W de W, Dl'intersection des
noyaux des z,, relatifs aux w € W’ soit B. Si y désigne I’application canonique
de R? sur l'espace-quotient R?/B, de dimension ¢, et si 'on suppose en
outre ¢ = o, ou ¢ = ¢, ou W convexe, alors z =z ¢y, ou z est une appli-
cation analytique de W = 7 (W) dans Z, dont les différentielles aux points
d’un ouvert quelconque de W ne sont pas uniformément dégénérées.

c. Dans I’hypothése (8) du n° 64, la fonction z est continiment diffé-
rentiable dans U. [De méme, y dans V dans ’hypotheése (y), n° 69.]

d. Dans les hypothéses conjointes (3) et (3), le noyau de «, est B, pour
tout ue U.

Sil’on suppose, en outre, ¢ = o, ou ¢ = ¢, ou U convexe, alors z =z o ¥,
ol z est une application continiment différentiable et réguliére de U=7 (U)

dans X.

e. Dans les hypothéses conjointes (3) et (Y) (n° 69), les fonctions z et y
sont analytiques, dans U et V respectivement.

f. Dans les hypothéses conjointes (3), (¢) et (Y), le noyau de y, est B
pour tout ¢ €V, comme celui de z, pour tout u€U.

Sil’on suppose, en outre, ¢ = 0, ou ¢ = ¢, ou U et V convexes, alors z est
analytique, et y=y-°y, ou y est une application analytique réguliére
de V=7(V) dans Y. Si I'on suppose ¢ =0, ou g =g¢, ou U, V et W
convexes, alors

(u+v)y=9[zZ(u),y ()] pour u=y(u), v=y(v), (u,v)€A.

g- Dans les hypothéses conjointes (3), (v), (¢) et (¢/) (n° 72 e), les dimen-

sions [ de X et m de Y sont égales; et dans toute composante connexe de A
onag=Il=m=q.
h. Dans I’hypothése (¢/), la validité de ((8) est impliquée (n° 55 d et 63 ¢)
par celle de I’hypothése () que voici (et qui ne concerne que la fonction ¢):
(B) YE,€X, et quel que soit Vouvert Y' de Y tel que {E,} XY' €D, les

différentielles au point £, des fonctions partielles ¢" (n° 64) relatives aux €Y’
ne sont pas uniformément dégénérées.
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| De méme, dans I’hypothése (c), la validité de (v) est impliquée par celle
de I'hypothése (7) déduite de () par échange des roles de X et Y. |

i. Sans hypothése supplémentaire, sont inclus dans A des domaines
produits A’= U’X V', dont la réunion est partout dense dans A (et méme
inclut une partie partout dense de toute intersection de A par une variété
1mage réciproque par = d’un point de W), et qui ont les propriétés que voici,
ou X’ désigne une sous-variété analytique convenable de U’'X X,
incluant z, (U’), et Y’ une sous-variété analytique convenable de V' XY,
incluant y, (V') :

1° la dim. an. de z, (resp. y,) en tout point de U’ (resp. V') est dim. X’
(resp. dim. Y’) :

20 les restrictions de © & X’ et de 4 a Y’ sont partout de rang ¢;

30 la partie X' XY’ de (U'X X)X (V'XY) est connexe, et sa projection
dans XX Y est incluse dans D;

4° 1l existe un entier ¢, des applications analytiques g, g*, de rang
constant égal a ¢, de X', Y’ respectivement sur des ouverts X, Y respecti-
vement de R’, et une application analytique ¢ de XX Y dans Z, vérifiant
les conditions 2° et 2°* du n° 63 a, de telle sorte que

olg (), g (m)] =9, m) pour Zi=(u,)eX et mn={(v,n)€Y.

On a alors, en posant z.= gex, et y.= g oy, (o z; et y, sont
restreintes & U’ et V’ respectivement) :

Glxa(u), y2(¢v)] =z (u-+v) pour tout (u,v)el

Pour cette équation fonctionnelle et A’ [mis a la place de I’équation ()
et de A], les conditions (B), (7), (c), (¢/) [et donc (B) et (Y)] et (3) sont toutes
vérifiées. Les fonctions x. et y. ont donc les propriétés qu'on en a tirées
en d, e, f, g; notamment, elles sont analytiques, et le noyau de leurs diffé-
rentielles est le sous-espace vectoriel B, de dimension ¢ — g, associé (cf. b)
a la composante connexe de A ou se trouve A’

SECTION IV : CAS IMPLICITE.

74. Nortations ET HYPOTHESES. — a. Nous gardons les notations et
hypothéses du n° 60 a en ce qui concerne ¢, I, m, n, p, 5,7, A, U, V, W, X|
Y, Z’ Ly Yy By Tay Y1, T ‘-I/

Mais nous désignons maintenant :

par D un ouvert de XX YXZ, tel que [z(u), y(v), z(u + ¢)]€D pour
tout (u, v) €A;

par p un entier > n;
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par [ une application analytique de D dans R;

par f~", pour tout (£, 1) € XX Y tel que 'ensemble des { € Z satisfaisant &
la condition (%, v, {) € D ne soit pas vide, 'application partielle { — f (£, 1, {)
de cet ensemble dans R”;

par z; (w), pour tout w€ W, le point [w, z (w)|€ WX Z;

par 0 Papplication (w, {) - w de R"XZ sur RY;

par @ lapplication [(u, &), (¢, 1), {] — (u 4+ ¢, {) de (UXX)X(VXY)XZ
dans R"X Z;

par A le lieu (ouvert) des points de W ou z est analytique;

par D* le lieu (ouvert) des points (£, 7, {)€D tels que f~" soit réguliére
(i. e. de rang n) au point {;

par A* le lieu (ouvert) des points (u, ¢) €A tels que

L@ (), y(9), s(u+e) €D

b. Nous faisons les deux hypothéses que voici :
(o)) flz(u), y(¢), 2(u + ¢)] = o pour tout (u, v) EA;
(2s) A* est partout dense dans A.

c. Le cas explicite (section 1) est celui ou f(5,7,() est de la
forme : o (%, 1) — L.

75. L1IEU DES POINTS D’ANALYTICITE DE z. — a. De (%) résulte d’abord
que 'ouvert 7(A*) de W est partout dense dans W. Nous allons en déduire
le théoréme que voici :

A est partout dense dans W.

Pour cela, 1l suffit de démontrer I'inclusion : (A*) CA.

b. Soit donc (a, b)€A*, et soit ¢ = a + b. Soient

L=a(u), n=y(b), Lo==5(c).

On a
(2,07 Yoy 2:0) eb et f(éo, Mo Co) = 0.

D’apres la théorie des fonctions implicites, et la définition de 'ouvert D*
de XXYXZ, il existe un voisinage D’ ouvert de (&, v, {,) dans D*,
de la forme D' = X'X Y'XZ', et une application analytique ¢ de X’'X Y’
dans Z', tels que dans D’ I'équation f(, v, {) = o équivale a I’équation
= ¢(% n), jointe éventuellement (si p > n) & une équation analytique

)

en (%, r) seulement.

c. Soit A" le lieu (ouvert) des points (u, ) de A* tels que
[ (u), ¥ (), 5 (u+v)|eD.
Nous avons, pour tout (u, ¢) €A,

() =gz (u), y(v) ]
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 20
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comme dans la section I. D’apres le résultat démontré dans ce cas, concer-
nant z, la fonction z est analytique en tout point de T(4’), et en particulier
au point ¢, puisque (a, b) €A,

C. Q. F. D.

76. Cas D’UN POINT OU z N EST PAS SUPPOSEE ANALYTIQUE. — a. Soit
c€W. Nous considérons comme au n°® 61 D'intersection I'=An~<""(c),
et nous en extrayons une partie ouverte et connexe I' telle que le domaine

AN=U'x V=p(I") x (I

soit inclus dans A, et que z,(U’) [resp. y:(V')] soit incluse dans une sous-
variété analytique connexe X, (resp. Y,) de U XX (resp. V'XY), de
telle sorte que la dim. an. de z, (resp. y,) en tout point de U’ (resp. V)
soit dim X, (resp. dim Y,), que la restriction de = & X, (resp. de ¢ a Y,)
soit partout de rang ¢, et que, pour tout point [(u, &), (v, 1), (] de
D, = XiXY,XZ', ou Z' est un domaine convenable de Z, incluant z[7(4")],
on ait (&, 7, {)€D.

b. Posons
fl (Z1y 115 ©) :f(57 n, {) pour o= (u, 2)€X1 et n,=(v,m)EY,.

On a ainsi une application analytique f, de D, dans R’, telle que, pour
tout (u, v) €A’, on ait

Silz (), yi (¢), s(u-+9)]=o0.

Nous appellerons D; le lieu (ouvert) des points [(u, &), (v, 1), <] de D,
tels que (&, 7, {) €D*, i. e. tels que 'application partielle obtenue a partir
de f, en fixant &, = (u, &) et 1, = (¢, 7)) soit réguliére au point L. Et nous
poserons AY = A*NA" : c’est ouvert, partout dense dans A’) lieu des
points (u, ¢v) €A’ tels que

[ (u), yi(¢), 3 (u+v)]€D].

c. Nous avons la une situation analogue & la situation initiale, mais
qui nous permettra d’étudier plus aisément la fonction z au voisinage de
la valeur ¢ de la variable, d’apres les hypotheses de a.

Notamment, I’hypotheése sur les dimensions analytiques de z, et y,
empéche qu'une méme relation analytique entre &, et v, soit vérifiée par
L= (u) el =Y (v)
pour tout (u, ¢) d’un ouvert de A’ (entendons une relation non identique,
1. e. qui n’est pas vérifiée dans tout un ouvert de X, X Y,). Il en résulte
(cf- n© 75 b) que, si (u,, v,) désigne un point de A*',’équation f,(Z,,7,, ) =0

équivaut, dans un voisinage convenable du point

I_xl (”u)y b (."0)7 5 (wy+ "o)JGDI,
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a une équation de la forme { = o,(£,, ), ou ¢, est analytique. Et, pour
la méme raison, cette équation analytique, en ce point de D;, est celle du
germe analytique associé, au point (u,, ¢,) €A, & 'application

(uy ) >l (u), y1(9), 2(u~+v)] de A dans Dy;

nous désignerons cette application par F, de sorte que @ F est la
restriction a A’ de z, o ~.

d. Nous allons déduire de ce qui précéde une propriété du germe analy-
tique associé & F, d’abord en un point (u,, v,) de A, puis en un point
arbitraire de A’ (en utilisant le fait que A est partout dense dans A');
et de la une propriété du germe analytique associé au graphe de z, au
point z,(c) de ce graphe, et en méme temps une propriété du germe de
Pouvert A de W au point ¢ (qui adhére a A) : A, est réunion finie de germes
connezxes.

77. CYLINDRICITE DES GERMES ANALYTIQUES ASSOCIES A L’APPLI-
catioNn F. — a. Dans les conditions du n°® 76 ¢, I’équation analytique

@ (21, M) :z{ﬂ(:l) -+ ‘-IJ(‘fh)]

(analytique parce que z est analytique au point w, -+ ¢,) est vérifiée par
Ei=ux,(u) et 7i=y,(v) pour tout (u,¢) dun voisinage de (u,, ¢,
dans A’. Cette équation est donc (d’apres la propriété des dimensions
analytiques de z; et y,) une identité dans X, X Y,.

b. L’équation du germe analytique associé a F et au point (u,, v
est donc i
{=z(u—+v), o wu=m(%) et v=1U(n).

Cette équation ne fait intervenir un point (,, 7, &) d’un ouvert de D,
que par son image (u -+ ¢, {) par l'application analytique @ de rang
constant ¢ + n; nous dirons (dans cette section), d’une équation qui a
cette propriété, qu’elle est cylindrique, et nous qualifierons de méme le
germe représenté par cette équation.

c. Ainsi le germe analytique associé a F et & un point chotst arbitrai-
rement dans A*' est cylindrique.

Nous allons voir qu’il en est de méme pour tout point de A'.

Soit, en effet, (a, b) €A’. Le germe analytique associé a F et au point (a, b)
est le germe analytique associé au point F(a, b) a F(4'), puisque F réalise
un homéomorphisme de A" sur F(A"). Cest aussi, pour la méme raison
et puisque A* est partout dense dans A’, le germe analytique associé au
point F(a, b) a F(A*).

Or, un voisinage ouvert assez petit de I'(a, b) dans D, peut étre assi-
milé & un ouvert d’espace affine, ou ¢ + n des coordonnées d’un point
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seraient celles du point correspondant de @(D,). Dans ces conditions,
le théoréme du n° 22 e est applicable, et il en résulte bien que le germe
analytique en question est cylindrique, puisque le germe analytique
associé & F(A*) en chacun de ses points est cylindrique.

78. GERMES DU GRAPHE DE Z ET DU LIEU DES POINTS D ANALYTICITE, —
a. Soit encore (a, b) €A’; et plus précisément (a, b) €I”, donc a + b = ¢
(cf. n° 76 a).

D’apres le résultat du n® 77 ¢, il existe dans D, un ensemble analytlique E
localement cylindrique (i. e. son germe en chacun de ses points est cylin-
drique), dont le germe au point F(a, b) est le germe analytique associé
en ce point & F(A") [et aussi a F(A')], et en chaque point duquel s’annule
la fonction analytique f,.

b. D’apres le résultat des n° 76 ¢ et 77 b, le germe de E en tout point
de ENF (A*) est celul de 'ensemble des points ou f, s’annule, et I’équation
de E au voisinage de ENF (A") est cylindrique, et coincide avec 1’équation
de I'image de ENF(A*) par &, ou, ce qui revient au méme, par z,0 7o F".
Cette image est le graphe de la restriction de z & un ouvert W*' de < (A"),
partout dense dans un voisinage ouvert W' de c; c’est une sous-variété
analytique Z; de WXZ, de dimension ¢ (la restriction considérée de z
est analytique), ouverte dans Uensemble analytique & (E), et partout dense
dans Z,= z,(W’). Nous supposerons Z,= s[ENF(4")], ce qui est
loisible, puisqu’on peut toujours remplacer E par son intersection
avec @ (W' X Z), quel que soit le voisinage ouvert W’ de ¢; et pour la
méme raison @(E)CW’'XxZ.

c. Nous pouvons alors appliquer le lemme du n® 45, ou W est a rem-
placer par W', p par ¢, h par la restriction de z & W', W’ par W NA,
h, par z,, G par Z,, E par @(E); la variété Z; actuelle est partout dense
dans la variété G” du n° 45.

Comme le point ¢ a été choisi arbitrairement dans W, il en résulte ce
théoreme :

Soit ¢ un point de W. Alors le germe W, est réunion disjoinie et finie de
germes ouverts connexes inclus dans A., et éventuellement d’un germe dont
Uimage par z, est de dimension analytique << q, et qui plus précisément est
Uimage par 0 de Uintersection du germe, au point z,(c), du graphe de z,
et d'un germe analytique de dimension << q.

Il en résulte notamment que A. est réunion disjointe et finie de germes
ouyerls connexes.

(En effet, au voisinage de ¢, les propriétés en question sont vraies pour A
dés qu’elles le sont pour un ouvert partout dense dans A.)
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APPENDICE.

UN CcAS PARTICULIER D ANALYTICITE PAR MORCEAUX EN NOMBRE FINI
POUR DES FONCTIONS D 'UNE VARIABLE REELLE.

79. Que deviennent les résultats du chapitre IV, lorsque les argu-
ments des fonctions z, y, z sont des variables réelles, autrement dit
lorsque ¢ = 1 ?

A est alors un ouvert de R* et U, V, W sont des ouverts de R, ainsi
que A (n° 74). Le résultat du n° 78 implique alors que, dans tout inter-
palle compact inclus dans W, z est « analytique par morceaux en nombre
fini », de telle sorte que, méme au voisinage d’un point ou se raccordent
deux des morceaux, il y ait entre w et z(w) une relation analytique dont
le graphe est de dimension 1 (relation qui est donc vérifiée aussi bien
par la fonction analytique du morceau gauche que par celle du morceau
droit).

80. Mais le nombre total des morceaux dans W peut étre infini, méme
dans le cas simple ou A est un domaine triangulaire, ou les entiers I, m, n, p
(n% 60 et 74) sont tous égaux a 1, et ou f est un polynome dans R’ (il s’agit
de la fonction f du n° 74), comme le montre I’exemple que voici, ou =
désigne la longueur du demi-cercle de rayon 1 :

Le triangle A est défini par les inégalités :
< u<2v, u—+¢v<2m,
A
de sorte que W, U, V sont les intervalles ouverts (o, 27), <0, i;), (o, ).
Pour tout entier i > o, et tout w tel que 277 =~ w < 2'"'n, on pose
z(w) = sin (21w).
On prend pour z et y les restrictions de z & U et V resp.
Le polynome f(£, 1, {) est le produit de trois polynomes irréductibles,
dont I'un,
48 En+1—8) — (C+m)%
s’annule pour
£ =sinau, n=-sinap, {=sin(u+¢);
un autre polynome facteur s’annule pour

I =sinau, n=sin4y, {=sin(u-+v);

et le troisieme facteur pour

¢ =sinu, n=sin2y, {=sin(u+v).
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81. Il existe cependant des cas ou 'on peut étre certain a priori que le
nombre des morceaux de W (dans chacun desquels z est analytique) est
fini. Supposons, comme dans l'exemple qui précéde, A connexe, les
entiers [, m, n, p tous égaux a 1, et f polynome dans R*; mais cette fois,

supposons que le polynome f soit irréductible. La dérivée g(&, 1, {) de f(£, 7, )

relative & I'indéterminée { est un polynome en (%, 7, ), et

glx(u), y(¢), s5(u+¢)]Z 0 pourtout (v, )€l (n°Th).

Nous supposerons que f(& 7, () ne se réduit pas & un polynome
(du 1er degré) en { seul (z serait alors constante dans W).

Alors, si zo < est constante dans un ouvert de A’, I'une au moins des
fonctions xop et yoo est constante dans un ouvert partiel. Récipro-
quement, z o< est constante dans tout domaine de A" ol o9 ou yog
est constante. Il résulte de la, puisque A" est partout dense dans A, qu’il
ne peut pas y avoir deux morceaux consécutifs de l'intervalle W dans
I'un seulement desquels z serait constante. Autrement dit, st z est constante
dans un intervalle partiel, elle est constante dans tout W.

Supposons alors maintenant que z ne soit constante dans aucun inter-
valle partiel. Autrement dit, I’entier ¢ (n° 72) relatif & chaque intervalle
de T(A") est toujours 1. Alors, non seulement z (resp. y) n’est constante
dans aucun intervalle partiel de U (resp. V), mais la dérivée par rapport a £
(resp. ) de £(Z, 7, ), pour

= (u), =y (v), {=z(u+v),

n’est pas nulle pour tous les points (u, ¢) d’un domaine de A’ (ni par consé-
quent pour tous ceux d’un ouvert de A). Ainsi les trois fonctions z, y, z
jouent & peu prés le méme rdle (pour une symétrie plus apparente, il
suffirait de prendre — w comme abscisse dans W a la place de w);
en particulier, x et y, comme z, sont analytiques par morceauzx (en nombre
fini dans tout intervalle compact inclus dans l'intervalle de définition),
et nous voulons montrer que le nombre total des morceaux est fini, si A
est borné, ce que nous supposerons.

82, D’apres P. Kwebe (Mathematische Abhandlungen H. A. Schwarz zu
seinem bo-jihrigen Doktorjubildum gesvidmet, Springer, Berlin, 1914,
p. 192-214; ou Dissertation, Berlin, 1go5), généralisant un théoréme de
Weierstrass (cf. aussi E. Phragmén, Acta Mathematica, t. 7, 1885, p. 33-42),
les différentes fonctions analytiques ainst obtenues (dans tous les morceaux)
dépendent algébriquement d’une fonction méromorphe unique (la méme
pour x, y, z) qui, dans le cas général, est une fonction elliptique, et dans les
cas spéciaux une exponentielle u — exp au (2, constante non nulle, réelle
ou imaginaire) ou la fonction u — u. En outre, un raisonnement de
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P. Keebe, et celui qu'en a tiré J. F. Ritt [37], permettent, en vertu de
Pirréductibilité de f, de comparer les fonctions analytiques avec lesquelles
coincident z o9, yoo et zo7 dans un certain domaine de A avec les
prolongements analytiques (dans le champ complexe) de celles qui sont
relatives & un autre domaine partiel, les prolongements étant tels que
les deux systémes de fonctions aient les mémes valeurs; les variables
(complexes) u’, ¢ pour le second systéme sont liées aux variables (en prin-
cipe réelles) w, ¢ du premier par des relations linéaires u'= zu + a,
¢'=zp 4+ b, avec un méme coeflicient c. Ce coefficient ¢ est une racine de
Punité, en raison du fait qu’on peut passer dans A d’un domaine partiel
4 un autre, par un nombre fini de passages d’'un domaine a4 un domaine
adjacent (ou l'une seulement des fonctions analytiques qui coincident
avec z, y, z est changée), et du fait que les fonctions analytiques du type
considéré n’admettent pas de transformation linéaire (laissant la fonec-
tion invariante) a coefficient distinct d’une racine de 'unité, puisqu’elles
n’ont (a distance finie) que des points singuliers de caractére algébrique.

Choisissons une fois pour toutes le domaine de A & partir duquel nous
faisons le prolongement analytique, de z par exemple. Supposons que
dans W, a partir d’un point a,, nous ayons une infinité de morceaux
(non prolongeables) a,a,, a,a., ..., a;a;,, ..., ou z est analytique;
alors a;.« — a; tend vers zéro (pour j —<oc) sans étre nul, et la fonction
analytique prolongée prend les valeurs z(a;) et z(a;.,) pour deux valeurs
de la variable dont la distance (en valeur absolue) est a;., — a;. Cecl est
contradictoire (étant donné le type de fonction analytique considéré)
avec le fait que voici: les valeurs z(a;) sont en nombre fint, puisque f[&, 1, z(a;)]
et g[%, 7, z(a;)] sont des polynomes en &, 7 qui ont un facteur commun,
car ils s’annulent simultanément pour

L= (u), n=y(v), (u, v)€ANT ' ().

L’irréductibilité de f entraine donc bien que le nombre des morceaux
de W est fini, pourvu que A soit connexe et borné.

BIBLIOGRAPHIE.

[1] N. Boursaki, Eléments de Mathématique, Topologie générale, chap. 1 et 2, 3¢ édition,
Hermann, Paris, 1961.

[2] P. DuBreiL et M.-L. DuUBREIL-JACOTIN, Legons d’algébre moderne, Dunod, Paris,
1961.

[3] R. Sikorski, Boolean algebras, Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1960.

[4] M. H. StoNE, The theory of representations for Boolean algebras (Trans. Amer. Math.
Soc., t. 40, 1936, p. 37-111).

[5] N. BourBaki, Eléments de Mathématique, Théorie des ensembles, chap. 3, Hermann,
Paris, 1956.



162 R. MEYNIEUX.

[6] J. LELONG-FERRAND, Géomélrie différentielle, Masson, Paris, 1963.
[7] H. CArTAN, Théorie élémentaire des fonctions analytiques..., Hermann, Paris, 1961.

[8] M. FrécHET, Sur la notion de différentielle (J. Math. pures et appl., t. 16, 1937,
p- 233-250).

[9] R. pE PossgL, Cours de calcul différentiel et intégral, Alger, 1942.

[10] G. Papy, Variétés différentielles (Bull. Soc. Math. France, t. 85, 1957, p. 1-14).

[11] C. CHEVALLEY, Theory of Lie Groups, Princeton University Press, Princeton, 1946.

[12] G. VALiroN, Cours d’Analyse mathématique, Théorie des fonctions, Masson, Paris,
1942.

[13] G. VaLriron, Cours d’Analyse mathématique, Equations fonctionnelles..., Masson,
Paris, 1945. ]

[14] N. Boursaki, Elémenis de Mathématique, Algébre, chap. 8, Hermann, Paris, 1958.

[15] J. FRENKEL, Séminaire H. Cartan, 1951-1952, exposé n° 10.

[16] F. BrRuHAT, Séminaire H. Cartan, 1951-1952, exposés nos 11 et 12.

[17] H. CARTAN, Variétés analytiques... (Bull.'Soc. Math. France, t. 85, 1957, p. 77-99).

[18] P. SamuUEL, Séminaire d’Analyse (P. Lelong), 1T¢ année (1957-1958), Secrétariat
mathématique, Paris, 1959, exposé no 2.

[19] N. Boursaki, Eléments de Mathématique, Algébre, chap. 3, Hermann, Paris, 1948.

[20] N. Boursaki, Eléments de Mathématique, Topologie générale, chap. 5 a 8, Hermann,
Paris, 1947.

[21] H. CARTAN, Séminaire H. Cartan, 1951-1952, exposés nos 13 et 14.

[22] S. BocHNER et W. T. MARTIN, Several complex variables, Princeton University Press,
Princeton, 1948.

[23] H. CARTAN, Séminaire de I’Ecole Normale Supérieure (H. Cartan), 1953-1954, exposés
nos 6 a 11.

[24] B. MALGRANGE, Sur les fonctions différentiables et les ensembles analytiques (Bull.
Soc. Math. France, t. 91, 1963, p. 113-127).

[25] S. Yosasiewicz, Sur le probléme de la division (Studia Mathematica, t. 18, 1959,
p. 87-136).

[26] W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie, ater Bd, Leipzig, 1929.

[2'7] S. LEFscHETZ, Algebraic Geometfry, Princeton University Press, Princeton, 1953.

[28] N. Boursaki, Eléments de Mathémalique, Algébre commulative, chap. 1 et 2,
Hermann, Paris, 1961.

[29] H. CarTtAN, Idéaux et modules de fonctions analytiques... (Bull. Soc. Math. France,
t. 78, 1950, p. 29-64).

[30] F. BruHAT et H. CARTAN, C. R. Acad. Sc., t. 244, 1957, p. 988.

[31] S. Losasiewicz, Une propriété topologique des sous-ensembles analytiques réels
(Colloque international du C. N. R. S. sur les équations aux dérivées partielles,
Paris, 1962).

[32] H. LEBESGUE, Legons sur Uintégration et la recherche des fonctions primitives,
Gauthier-Villars, Paris, 1904.

[33] A. DENJoY, Sur les nombres dérivés des fonctions continues (J. Math. pures et appl.,
7e série, t. 1, 1915). .

[34] P. MonNTEL, Sur les fonctions d’une variable réelle qui admettent un théoréme d’addition
algébrique (Ann. scient, Ec. Norm. Sup., 3¢ série, t. 48, 1931, p. 65-94).

[35] N. Boursaki, Eléments de Mathématique, Topologie générale, chap. 3 et 4, Hermann,
Paris, 1942.



EQUATION FONCTIONNELLE VECTORIELLE. 163

[36] N. Boursaki, Elémenis de Mathématique, Espaces vecloriels topologiques, chap. 1
et 2, Hermann, Paris, 1953.

[37] J. F. RrITT, Real functions with algebraic addition theorems (Trans. Amer. Math. Soc.,
t. 29, 1927, p. 361-368).

[38] P. J. MYRBERG, Ueber stetige Funktionen einer reellen Variablen, welche ein algebrai-
sches Additionstheorem besitzen (J. fiir die r.u.a. Mathematik, Bd 170, 1934,
p. 107-122).

[39] T. PENTIKAINEN, Ueber stetige Funktionensysteme mit einem algebraischen Additions-
theorem (Ann. Ac. Scient. Fennice, série A, I, t. 38, 1947).

[40] R. MEYNIEUX, C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 202.

[41] R. MEvNIEUX, C. R. Acad. Sc., 200, 1935, p. 892.

[42] P. MoNTEL, Sur deux systémes d’équations fonctionnelles (Mathematica, Cluj-Timisoara,
t. 21, 1945, p. 10-11).

[43] J. AczEL, Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen..., Birkhduser V., Basel und
Stuttgart, 1961.

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 21



