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SUR
LES SERIES DE BASE DE POLYNOMES
Par M. Muvrice FALGAS (').
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INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été faits sur interpolation par des séries de
polynomes. Je me propose d’abord de donner de ces séries une définition
assez générale pour s’appliquer a la plupart des cas connus et ensuite
d’en tirer des conditions de convergence vers les fonctions qu’elles sont
chargées de représenter. Le champ d’application de ces conditions est
assez vaste pour recouvrir celui des conditions énoneées par H. Cannon
ou R. P. Boas et R. C. Buck.

Le chapitre I donne quelques théorémes préliminaires dont certains
paraissent nouveaux, mais comme 1ls ne constituent pas ’objet principal
de ce travail, j’ai omis les démonstrations ou me suis contenté de les
esquisser.

Les deux chapitres suivants forment la base de cette étude et sont
essentiellement consacrés a des résultats généraux.

Enfin dans les trois derniers chapitres on pourra voir comment les
considérations qui précédent permettent de simplifier considérablement

(") Thése Sc. math., Paris, 1963.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 1



2 M. FALGAS.

les démonstrations de certains théorémes connus et d’arriver a des énoncés
souvent plus généraux. ‘

Les notations utilisées seront indiquées au fur et & mesure. Je signalerai
simplement que les abreviations EV, EVT, EVTLC seront employées
respectivement a la place des expressions « espace vectoriel » « espace
vectoriel topologique », « espace vectoriel topologique localement convexe ».

Une courte notice bibliographique placée a la fin signale les ouvrages
et publications qui m’ont servi pour rédiger ce travail. Une bibliographie
trés compléte sur les séries d’interpolation est donnée, par exemple,
dans [2 b], 1l m’a paru inutile de la reproduire.

CHAPITRE L

EsPACES VECTORIELS DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

Le but de ce premier chapitre est de donner quelques définitions et
propriétés qui seront utilisées dans la suite du travail.

I. — Espaces vectoriels de fonctions holomorphes.

1. FONCTIONS HOLOMORPHES, FONCTIONS HOLOMORPHES LOCALES. ——
Etant donné un domaine D (resp. une partie A non vide de la sphére de
Riemann) dont le complémentaire est non vide et un EVTLC E, nous
adopterons pour les fonctions holomorphes dans D a valeurs dans E,
pour les fonctions holomorphes locales sur A & valeurs dans E et les fonc-
tions holomorphes locales généralisées sur A & valeurs dans E les défi-
nitions données par A. Grothendieck dans [8 a].

(D, E) désignera 'EV des fonctions holomorphes dans D a valeurs
dans E nulles & I'infini si « €D, muni de la topologie de la convergence
compacte.

P(A, E) désignera 'EV des fonctions holomorphes locales sur A a
valeurs dans E nulles & I'infini s1 « €4, muni de la topologie localement
convexe obtenue en le considérant comme une limite inductive géné-
ralisée d’espaces J¢(D,, E), la suite des domaines D, vérifiant

n D,—=A, AcD,.,cD,.
n=0 '
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Q(A, E) désignera PEV des fonctions holomorphes locales généralisées
sur A, nulles a P'infini si o €A.

Lorsque E est le corps C des complexes nous utiliserons J¢(D), P(4), Q(4)
au lieu de 3¢ (D, C), P(4, C), Q(A, C).

Lorsque A est un domaine D, P(A, E) et Q(A, E) s’identifient a J¢(D, E).

Dans tout ce qui suit E est un EVTLC complet.

Indiquons sommairement quelques propriétés des EV qui viennent
d’étre définis (pour les démonstrations, cf. [8 a]).

Soit A, et A, deux parties complémentaires non vides de la sphére de
Riemann et soit E’ le dual topologique de E. Soit

feP (AL E) et  zel (A, L.
Soit f un représentant de f défini dans le voisinage U, de A,, g un repré-

sentant de g défini dans le voisinage U, de A,. U, et U, peuvent é&tre
choisis de maniére que o U, NU..

Soit A une courbe simple rectifiable fermée séparant les points de BUg
de ceux de [}U.. Supposons A muni d’un sens de parcours positif autour

de [}Ug. Posons alors

(1) F j\/( )y 3 (3) ) ds.

AT

On démontre que l'intégration a un sens et que la forme bilinéaire
(f, g8) > <[, g > établit une dualité séparante entre les espaces P(A,, E)
et P(A,, E').

La convention faite sur le choix de A et de son sens de parcours sera
adoptée dans toute la suite du travail.

Etant donné g€P(A,, E') on dit qu’il a localement une image équi-
continue s’1l vérifie la propriété suivante :

. , > — A . ..
Il existe un représentant g de g défini dans un voisinage U de A, et tel
que pour tout z€ U, 1l existe un voisinage U. de z contenu dans U et

tel que g(U) soit une partie équicontinue de E’.

Tutoreme 1. — St A, et A, sont deux parties complémeniaires connexes
non vides de la sphére de Riemann, le dual de P(A,, E) s’identifie par (1)
au sous-espace de P (A,, E') formé par les fonctions holomorphes locales
qut ont localement une image équicontenue dans E’.

TutoriME 2. — Pour qu’une partie du dual de P (A, E) soit équicontinue,
il faut et il suffit qu’elle provienne d’un ensemble A de fonctions holomorphes
défintes dans un méme voisinage V de A, tel que pour tout compact KCV,

U ];(I\) soit une partie équicontinue de E'.

x
res
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F représente un espace complet, ©,(E, F) désigne I'espace vectoriel
des applications linéaires continues de E dans F muni de la topologie de
la convergence simple sur E. Le théoréme 1 est généralisé par le suivant :

Tuktortme 3. — E et F vérifiant les hypothéses qui précédent, soit A,
et A, deux parties complémentaires non vides de la sphére de Riemann,
alors les applications linéaires bornées u de P(A,, E) dans F corres-
pondent biunivoquement aux fonctions holomorphes locales L appartenant
a P(A,, 2,(E, F)) et qui vérifient Uhypothése :

Il existe un borné A dans F tel que L ait localement une image équicontinue
lorsqu’on la considére comme application de A, dans £,(E, F,).

La correspondance entre u et L est définie par

(2) w(f) = l.n(/A;L(:,)(f(:))d:.

21

- 9 . . * . . ’
Pexpression sous le signe a le sens suivant : L est un représentant

de L, L(z) est donc un élément de ©,(E, F), ]?(z) est un élément de E,

,> >
L(z) (f (z)> est 'image de f(z) par L(z)]-
Nous dirons qu'un ensemble M d’applications linéaires d’un espace loca-
lement convexe P dans un autre F est uniformément borné s’il existe un

voisinage V de o dans P tel que
U w (V)

weM

soit partie bornée de F. Le théoréme 3 peut alors étre généralisé par le
suivant :

TutorimMe 4. — Les ensembles uniformément bornés d’applications
linéaires de P (A,, E) dans F sont ceux qui proyviennent d’un ensemble (L),
d’applications holomorphes définies dans un méme voisinage U de A., a
valeurs dans £°,(E, F) et telles que pour tout compact KcU, Uen-
semble (L;(£)):ex,.e1 soit partie uniformément bornée de £,(E, F).

Nous pouvons également donner le résultat suivant :

Prorosition 1. — Sout (Q,, Q.) et (X,, X.) deux couples de parties
complémentaires non vides de la sphére de Riemann €, E et F deux espaces
localement conyexes, on suppose que X, est ouvert et F complet ou que F
est un sous-espace fermé d’un dual fort d’espace F. Alors toule application

linéaire bornée u de P(Q,, E) dans P (X, F) est définie par la formule

(3) u(_}‘;) = restriction a X, de - —::;fL (3, 0) f (%) dz,
217 A : )
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L est une fonction holomorphe dans le produit d’un voisinage ouvert U,
de Q. par un voisinage ouvert V, de X, a valeurs dans £;(E, F) ayant
localement une vmage uniformément bornée et telle que L(%, n)=o, st
F=o€Q, ousi = x €X,.

Réciproquement pour toute fonction 1. vérifiant les propriétés précédentes,
la formule (3) définit une application linéaire bornée de P(Q,, E) dans
P(Q,, F). Deux telles fonctions holomorphes définissent la méme application
linéaire st et seulement st elles coincident dans un voisinage de U, X V,.

Enfin, la notion de fonction holomorphe locale généralisée permet de
donner le théoréme suivant :

TutorimMe 5. — Soit A une partie connexe non vide de la sphére de
Riemann et dont le complémentaire est non vide, alors les applications
linéaires w continues de P(A) dans F correspondent biunivoquement aux

éléments 1. de Q([}A, F>

Pour la détermination précise de la correspondance on pourra se reporter

a [8al.

II. — La convexité trigonométrique d’ordre o.

1. L’ensemBLE C,. — ¢ est un nombre réel vérifiant o < ; < o,
C, est I'ensemble des fonctions réelles k définies sur R et vérifiant les
propriétés suivantes :

CT. k est périodique de période 2%, continue et bornée;

CT,. Si ¢\, 9., 7, sont des nombres réels, les deux conditions

72

Q== Qo Gy @::—(Piég

entrainent
h(@;) cospg, sinpy,
4) k(gy) cospy, sinpo,|>o.
k(gs) cospo; sinpg,
Lorsqu’une fonction appartient & C,, nous dirons qu’elle vérifie la
propriété de convexité trigonométrique d’ordre ;.
Nous représenterons par C, la partie de C, formée par les fonctions k
telles que Vo€R : k(o) > o.

2. SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE DOMAINES ETOILES. — Nous
dirons qu’un domaine D est étoilé par rapport & O si O est intérieur a ce
domaine et si tout segment ayant une extrémité en O et l'autre extré-
mité en un point quelconque du domaine est intérieure au domaine.

Nous dirons qu’un arc de courbe de Jordan I' ne passant pas par O est
étoilé par rapport a O si toute droite passant par O le coupe en un point

N
au plus. Si A et B sont les extrémités, AOB sera appelé I’amplitude de T,
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Nous dirons que I'arc I est convexe par rapport & O si, quel que soit M€T,
il existe un voisinage V(M) de M et une droite A passant par M tels que O
et V(M)NTI soient au sens large d’'un méme coté de cette droite.

Lemme 1. — Etant donné un arc de courbe de Jordan T' ne passant pas
par O et étoilé par rapport a O, d’amplitude inférieure ou égale a =, une
condition nécessaire et suffisante pour que T' soit convexe par rapport a O
est qu’a chaque point M de T' on puisse assocter un voisinage V(M) de ce
point tel que les conditions :

M, et M., appartiennent ¢ I'n'V(M);

le sens M, MM, est le sens direct autour de O

entrainent :
PR
0= <M1 M, MMZ> —n

Nous admettrons ce résultat.

Les domaines A, (ry, ©,). — Soit ¢, ry, 9, des nombres vérifiant p > o,
o<r,<<w®, 9, quelconque €R. Le domaine A,(r,, ¢,) est, par défi-
nition, le domaine du plan complexe limité par la courbe dont I’équation
en coordonnées polaires est

1
r=r(cosp (9 — 9))F,

<|<P—<Pu|éinf%n, g})

Nous dirons qu'un domaine D appartient a G, sil est étoilé et s’il est
une réunion de domaines A (r, ), p ayant une valeur constante, r décri-

vant une partie de [0, ©[ bornée inférieurement par un nombre strictement
positif et ¢ décrivant I’ensemble [o, 27][.

On a la proposition suivante :

Proposition 2. — Pour que le domaine étoilé borné D appartienne a G,
il faut et suffit que la transformation

LR . . , . . TT
transforme tout arc de sa frontiére dont 'amplitude est inférieure a g en un
arc convexe par rapport a O.

La proposition résulte de ce que A,(r,, ¢,) a pour transformé un demi-
plan, nous nous dispenserons de donner la démonstration.

On peut, en généralisant les notions precedentes etendre la propo-
sition aux domaines non bornés.
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3. RELATION ENTRE LES ENSEMBLES C; ET §,. — Etant donné un
domaine étoilé D appartenant ou non a ¢, nous pouvons associer a
chaque € R un nombre k(9) vérifiant

0oLk(0)<<w
défini par
(5) k(9)=_inf r=F.
A,y

Réciproquement, étant donné k€C,, nous pouvons lui associer le

domaine D€, qui est la réunion des domaines ;\p<(k (qo))flr?, cp)
lorsque ¢ déerit [o, 27].

On peut démontrer qu'on établit de cette maniére une correspondance
biunivoque entre les éléments de C; et les éléments de ¢,. Une fonc-
tion k€C, et un domaine D&, qui se correspondent comme il vient
d’étre indiqué seront dits associés.

4. DOMAINES APPARTENANT A J, ET APPLICATION CONFORME. — Soit D
un domaine étoilé borné admettant le point O comme point intérieur.
Nous désignerons par Z — 0(Z) une application conforme biunivoque du
disque ouvert A(|Z| < R) sur D, on sait d’aprés un théoréme de
Carathéodory que la fonction 0 peut étre prolongée sur A et qu’elle définit

alors une correspondance biunivoque bicontinue entre A et D. Nous ferons
de plus sur O I’hypothése 0(o) = 0. On a alors I’énoncé suivant :

Prorosition 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
domaine étoilé D appartienne a G, est que W Z vérifiant | Z | = R, il existec > o
tel que :

(O0(ZeB))=r— (0(Z)=r
(O(Z)) ¢ — (0(Le)) 7=

o<a<<s o0<pB<:s = oLarg
Les déterminations de (0(X))™ sont prises de maniére que
lim (0 (Z €3))=2 — (0 (Z))P=o0,
B>0

lim (0(Z))=¢— (0(Ze>))?=o0.
x>0

La détermination de I'argument est celle qui appartient a |— =, =).

Démonstration. — La proposition résulte de la proposition 2 et du
lemme 1.

Tutorime 6. — St D€, st I" est U'image par 0 du cercle | 7| = R'"< R
et st D’ est le domaine ayant pour frontiére I, alors D' € G,.

Démonstration. — Le théoréme est général et ne nécessite pas que D soit
borné, cependant le rdle de cette propriété est peu important dans le
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présent travail et nous nous limiterons (ce qui simplifie considérablement)
au cas ou D est borné.

Soit I la frontiére de D. Par suite de la continuité de 0 sur D, il existe ¢
tel que tout arc d’amplitude = ¢ sur |Z| = R ait pour transformé un

arc de I' d’amplitude éinf{% 27& (on appelle amplitude d’un arc AB

N
de T' la mesure de I’angle AOB ayant cet arc en son intérieur).

D’ est étoilé par rapport a O, car st 0o < a —z < 7,

Si a est fixe, Z — logo—%%i;—)est holomorphe pour |Z| < R, continue

pour | Z | R et la conclusion résulte de ’harmonicité de

R 0‘O(Ze“‘) g~ v
(X,\)»arbT(T)— (Z=X+171Y).

D’ appartient a ¢, : La méthode est analogue,

(0(Ze?))—e— (0(Z))~*
(0(2))=f— (B(Ze2))*

(X, Y) > arg

prolongée par continuité au point O, est harmonique dans le disque |Z | < R
et continue sur | Z | < R, d’ou la propriété.

Remarque. — Si D est borné, si au lieu d’effectuer I’application conforme
biunivoque du disque | Z | < R sur D, on effectue I’application conforme
de ce disque sur [}B, si I est défini comme précédemment ainsi que D',

alors on a encore
Deg, = D'eg,.

Dans le méme ordre d’idées on peut montrer que si D€, et si ¢’ > ¢,
alors D€ g,.

Si D est borné et limité par une courbe dont ’équation en coordonnées
polaire est

r=f(9)
(f admettant des dérivées continues jusqu’au second ordre), si 'on pose

0 —arg (6;, ﬁ'i‘))

—> —>
<Ox, axe polaire de coordonnées; MT, tangente a la frontiére de D orientée
dans le sens des arguments croissants, ceux-ci étant pris avec une déter-
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mination continue quelconque), alors la condition nécessaire et suffisante
pour que D appartienne a §, est qu’on ait

10
“2 Z0-+1.
dy —
On peut remarquer en particulier que si D est un disque centré en O,

il appartient & ¢, pour ¢ quelconque.

ITI. — Les espaces J,; et J,:(E).

1. DiriniTions. — Ktant donné le nombre ¢ (0 < ¢ < ) et la fonc-
tion k€C,, du point de vue algébrique J, , désignera I'espace vectoriel
des fonctions entiéres d’ordre fini telles que

Y A
VoeR, VveN: limf(re?)e '<(‘)+"):0.
r> =

Si f est d’ordre ¢ et si son indicatrice est majorée par k, la fonction f

Rl

appartient a J,,. Si k€C, toute fonction d’ordre inférieur & ¢ et en
particulier tout polynome appartient a J,,. Mais s'il existe g€R tel
que k(y) < o, les fonctions d’ordre strictement inférieur & ¢ n’appar-
tiennent pas en général a J, ;.

Nous dirons que J, ;. est de premiére espéce si k € C;, nous dirons que J,
est de seconde espéce s’1l existe p € R tel que k(¢) < o.

51 < %a on peut montrer aisément que J, ; est toujours de premiére
espeéce.

Si J, ;. est de premiére espéce, 'ensemble des polynomes est partout
dense dans J, 4, si J, ; est de seconde espéce, les polynomes autres que o
n’appartiennent pas a J, .

On peut également montrer que :

ProrositioNn 4. — St f€J, 4, st vEN*, il existe M dépendant de v et
de f tel qu'on ait uniformément, lorsque z = re”® décrit le plan complexe,

f(re®) e <k[?)+37> M.

Cect permet de définir une topologie sur J,, : Nous posons

Nv(f): sup f(l'éi‘?) 0—;«3(#(?)—?—/) (veN.

Les fonctions N, sont des normes sur J, ;. La topologie de J, ; sera
définie par ces normes. On voit facilement que J, ; est un Fréchet.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 2
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2. EspacEs J. . DE PREMIERE ET DE SECONDE ESPECE. — Dans tout
ce qui suit E, désigne la fonction de Mittag-Leffler d’ordre ¢

3

By (Z) =, —ﬁy
2

I):Or

Si ke J,, soit D le domaine de ¢, associé a la fonction k. On sait que
s1 f€J,,;, I'intégrale de Laplace-Borel

g(s)=p f “f(sty e e

définit une application linéaire biunivoque
Sg=1L7())

de J, ; sur 'espace JC(D) des fonctions holomorphes dans D.

“L’application L est définie par

f(:>:;;;f\5'<§€)Ep<-§

(A, contour simple fermé entourant I’origine parcouru dans le sens direct).
On a :

TutoreMe 7. — St k€C, et si D est le domaine de G, associé a k, la
transformation de Laplace-Borel établit un tsomorphisme algébrique et topo-
logique entre 9, et JC(D).

. , . [ . .
Soit ¢ vérifiant | <o <<, et soit n I'entier tel que n—1 =75 <n.

Nous désignons par F, la fonction entiére définie par

2n—1

iV
Fo(s) = 2 Ep<:.(3 " >
N=0
La croissance de cette fonction s’étudie aisément. On a :
. T
Prorosition 5. — St o L9 <~ on a

lim
r>w

Jog ¥o (7¢%) s (p0).

. T
Si—< o< =s0na
2N ' n

o . olP
]lmﬁf(—,e_)_:c(”‘g(% _q)).

r>wo re

. Vs
St 9=, 0na

- lO F,(rev T
lim —g—fu == cOoSs T,
P re an
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iT
Comme la fonction est invariante par la substitution z —> z ¢*, la propo-
sition fournit son mode de croissance sur toute demi-droite issue de
Porigine. “
De la proposition 5 on déduit facilement :

TutorkMe 8. — St k€C,, st a > o, st 'on pose h(z) = F,(az) f (2),
st f décrit I, 1, Vapplication f — h est un monomorphisme de J,  dans J, ;.
(I indicatrice de croissance de F,).

En particulier, tout espace J, , de seconde espéce est isomorphe & un
sous-espace d’un espace J,; de premiére espéce. Cette remarque et le
théoréme 7 montrent en particulier que tout espace J, , est nucléaire.
Elle permet également de voir que les espaces J, , sont des espaces de
Montel.

On étudierait de la méme maniére les espaces J, , définis comme suit :
On considere toutes les fonctions h€C, qui sont majorées strictement
par k. 3, i est alors la réunion des J, ,, sa topologie est la topologie la
plus fine pour laquelle les applications canoniques J,, - J, , sont
continues.

3. Espaces I, (E). — E est un EVTLC séparé complet. Nous dési-

gnerons par J,; (E) PEV des fonctions entiéres f & valeurs dans E qui
. . .. T <
appartiennent scalairement a J, ;, c’est-a-dire telles que pour tout e’ € E’
la fonction ,
s <\
s> NJSG), ¢
soit un élément de J, ;.

, . S < . .
Nous représenterons cette fonction par - f, e’>. L’application
L
D,
est une application linéaire de E’ dans J, ;. Si nous la représentons par I,

Papplication f — [l; est une injection de J, ,(E) dans 'EV £(E’, J, ;) des
applications linéaires de E’ dans J, ;.

>
Il est facile de voir qu’étant donné f€ J, , (E) et la partie équicontinue A’

de E’, si e’ déerit A’, la fonction <7’, 2"> décrit une partie bornée de J, ;.
On peut donc munir J, ; (E) considéré comme sous-EV de ’EV des appli-
cations linéaires de E’ dans J, ; de la topologie ¢ de la convergence uni-
forme sur les parties équicontinues de E’.

J,.+(E) ainsi topologisé est complet. Si E est un Banach ou un espace
semi-réflexif, alors on a les isomorphismes suivants :

Jp,k®ﬁE IS Jp,k@aE %Jp,k (E) ~ fE(EIC, Jp,lc) R ﬁs((Jp,/.')’ca E)
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(E, [resp. (J,,4).] est le dual de E (resp. J, ;) muni de la topologie de la
convergence compacte sur E (resp. J, ;). Pour la définition de la topo-
logie = et de la topologie ¢ sur un produit tensoriel, on pourra se reporter

a [18 b].)

CHAPITRE IL

LA DEFINITION D’UN ENSEMBLE DE SERIES DE BASE.

I. — Notations.

Dans tout ce qui suit, E est un EVTLC complet, de sorte que dans E
Penveloppe convexe équilibrée de tout compact est un compact.

A (E) est un sous-EVT d’un espace appartenant a 'un des types suivants :
— #(D, E) (avec D simplement connexe);

— P(A E) ou Q(A) E) <avec A et GA, parties simplement connexes

de la sphére de Riemann);

— €e(D, E) EVT des fonctions holomorphes dans D continues sur D
muni de la topologie de la convergence uniforme sur D (D simplement
connexe);

— Espace J, ;(E) de premieére espéce.

Lorsque E est identique a C, nous supprimerons la lettre E dans les
symboles précédents (nous écrirons @ pour A (C), etc.).

¢ est PEV des polynomes de la variable z a coefficients dans C.

Z(E)= 2 QE est ’EV des polynomes de la variable z a coefficients
dans E.

P = (p.).ex est une base de <.

Sp(E) est PEV des séries formelles s du type

(1) s=Napy  (a,€k),

Lorsque E est identique & C, S,(E) sera désigné par S;.

Sp(E) est algébriquement isomorphe a EY, nous le supposerons topo-
logisé par transport de la topologie de E®.

II. — Généralités.

Le probléme de la représentation des fonctions holomorphes par des
séries de base de polynomes a été étudié dans un trés grand nombre de
cas particuliers, mais il ne semble pas qu’on ait jusqu’ici donné une méthode
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de définition suffisamment générale pour s’appliquer aux principaux cas
usuels.

Deux méthodes cependant ont un champ d’utilisation assez vaste,
nous allons les exposer briévement.

Méthode A. — C’est la méthode utilisée par Whittaker-Cannon. Les coefli-
cients 7,, sont définis par

-
(2) " :"‘:2‘ Toun P ()
n=u
(avec %, = o, sauf pour un ensemble fini de valeurs de n qui peut dépendre
de m).

Les %,,, forment une matrice infinie nulle a droite.
St VrneN, il existe a,€C tel que la série

i‘ /‘(lu) (0)

m!

converge vers a,, on dit queZa,, p. est la série de base de f.
n=u
H. Cannon a donné des conditions nécessaires et suflisantes pour que,
par exemple, D étant le disque ouvert |z| < R, toute fonction f appar-
tenant 4 JC(D) admette une série de base qui converge vers f dans JC(D).
- Les principaux résultats a ce sujet sont les suivants [19] :

TutoriEME 1. — St l'on pose
p

(3) F,. (r) = sup < sup
ez \ | s<r

2 Toin Pr(3) ‘>’

n=mn"
1

(L/l) X(’) :“lli;l) (Fm("))m

pour que loute fonction [ appartenant & IC(D) admetie une série de base
qui converge vers f dans JC(D), il faut et il suffit que
(5) V<R, 7 (r) <<R.

On dit que la base (p.).ex est une base de Cannon si N,, = nombre de
coeflicients 7,, non nuls dans (2) vérifie

(6) lim (N,,L)’:_‘_—_l.
o
Dans ce cas particulier, H. Cannon donne le théoréme suivant :
TutortME 2. — Si la condition (6) est satisfaite, st Uon pose
M, (r) = sup [pu(3) ]
|

Ar)y = lim <Z|Tr,,,” | M,,(r)> ’

n > =
n=0
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pour que toute fonction appartenant ¢ ¢(D) admette une série de base conver-
gente dans IC(D), il faut et il suffit que "

(7) Vr<R: i(r)<R.

Enfin, au sujet de la représentation des fonctions entiéres, citons par
exemple le théoreme :

TutortME 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que loute

fonction entiére f dont la croissance est moindre que ordre g, type =
(0 <p<x,0<3<<®) admette une série de base qui converge vers f
au sens de la convergence compacte est que

I
- [’OG'\T' N i
(8) Vr>o0: lim i ‘(|<,,L(/'))’“ 1.
- m->w m ) )

Ces résultats peuvent s’étendre a des domaines D dont la frontiére est
analytique en remplacant le développement de Mac Laurin par un déve-

loppement de Faber [19], et également aux fonctions de plusieurs
variables [5].

Méthode B. — Soit A et D deux domaines simplement connexes du
plan complexe et U un voisinage de GA. Supposons que o &D. Soit K
une fonction holomorphe des variables z et z définie sur UX D telle que
si ocEGA on ait K(=, z) = o, Vz€D. (Le domaine D peut é&tre le plan
complexe tout entier.)

Supposons, d’autre part, qu’il existe un développement

=

(9) Ecp R pu

n=0
dans lequel les ¢, sont des fonctions de la variable z, holomorphes sur U,
nulles & P'infini si acEGA et les p, sont des polynomes en z formant une

base. On suppose de plus que ce développement converge vers K
dans JC(Ux D).

J¢, désigne le sous-espace de JC(D) formé par les fonctions f définies par

I

(10) S(5) = ﬂﬁk (2, 5) g (x) dx

(A, contour simple rectifiable, séparant ’ensemble des points singuliers
de g de I’ensemble des points singuliers de toutes les fonctions

x> K(x, 3) (s€D)

et parcouru dans le sens direct autour de ce dernier ensemble, g€ JC(4)).
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Si 'on pose ,
1
w, = EAQ" () g(x) dr,
S=1g),

o
g :S‘ Uy Pns

n=uo

alors, lorsque f€JC, et lorsque g décrit I'(f), 7 décrit un ensemble qui
est appelé 'ensemble des séries de base de f. Ces séries convergent vers f
dans J¢,. ‘

On peut remarquer que :
10 Aucune des deux méthodes n’est plus générale que 'autre;

20 La seconde méthode est conditionnée par la connaissance a priori
d’un développement convergent. On wutilise cette convergence pour
construire les séries de base, mais elle n’est pas nécessaire comme on le
verra au chapitre IV pour que des séries formées avec les p, convergent
vers les fonctions f auxquelles elles sont associées;

30 La premiére méthode donne au maximum une seule série de base,
la seconde méthode en donne une infinité en général;

4° La premiére méthode peut étre appliquée avec ou sans succés a une
fonction donnée, la seconde méthode s’applique en bloc a tout un EV
de fonctions.

Nous nous proposons de faire une synthése des définitions précédentes
qui nous permettra, d’'une part de simplifier les démonstrations données
par H. Cannon, d’autre part d’étendre & des domaines quelconques un
certain nombre de résultats déja établis pour le disque.

III. — La définition des séries de base.

1. ENsEMBLE DES SERIES DE BASE DEFINI sUR UN EVTLC @ (E). —

Nous supposons que < (E) est dense dans A (E) et nous supposons donnés
a priort en plus de la base P et de TEVT @(E) :

a. Un EVII et une partie K(E) de S,(E) algébriquement isomorphe
a Il formée de séries s convergentes dans U (E). L’isomorphisme de Il
sur J(E) sera désigné par ¢,. L’application de K (E) dans A(E) qu,
a chaque série de K (E), associe sa somme dans (L(E) sera désignée par 0
et 'image de JK(E) par 0 sera représentée par @, (E).
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b. Une famille (I')e, ’EVTLC dépendant d’un méme paramétre i,
un EV I et une famille &;(E),o, I’EV tels que :

— les &;(E) appartiennent au point de vue algébrique & l'une des
catégories indiquées au début du chapitre, la méme pour tous;

—lcl'c ), @, (E)ca(E)c Y au(E).

iel iel

c. Une famille (u;) d’applications de I'; dans &;(E) telle que :

— VieN, vV jeN, Vyelinl; : w(y) = u;(y);

— Si u est l'application linéaire de 21‘5 dans chi(E) définie par

iel i€l
les u; on ait
w(l)y ca ().

— 0.¢, = restriction de « a 1I.
Nous dirons que :
Le systeme

1P I, K (E), ¢y; (et (4G(E)) e (4i)ie; T

définit dans L (E) un ensemble de séries de base si Vi€ I, la restriction
de v, alINT; est continue sur lINT; munide la topologieinduite parcelle deI';.

Dans ces conditions, ¢, se prolonge en une application ¢ linéaire continue
deI' considéré comme sous-EVT deZl‘,; dans S,(E). Nous désignons par ¢

i€l
la restriction de ¢ a I';N1T.

Lorsque u(I') = Q(E), on dit que I'ensemble des séries de base est
défini sur A(E).

St ¢, est prolongeable comme il vient d’étre indiqué, si f€ AL (E) et
si s €S,(E), nous dirons que s est une série de base de fsi et seulement si
4(f)nd ()20

> o . > , .
Si yel, st u(y) =f€@(E) et st ¢(y) = s, on dit que s est la série de

base de [ associée a 7.

Remarque 1. — Le role joué par ¢ dans la définition précédente peut étre
joué par un autre sous-ensemble admettant une base (p,),ex dénombrable
et tel que % @ E soit partout dense dans ¢t (E).

M —1 =1 ) ’ M ’ ’
Remarque 2. — Si1 I'y=u (o)Nv (0) | u et ¢ étant considérées comme

des applications chl’i dansZ&i (E) et S, (E) respectivementJ, si

i€l iel
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est ’application canonique de :Fi dans ‘\_: I';/T'; on ne change pas’ensemble
iel iel
des séries de base en remplacant I' par w(T'), I'; par w(I7%).
Nous pouvons donc sans restreindre la généralité supposer dans tout ce
qui suit que I'y= { o |. Dans ce cas, quelques circonstances particulieres
peuvent se produire :

a. u(0)NT 3£ {0l. On ne peut avoir »(u(0)NT)={o!, donc toute
fonction de @ (E) admet une infinité de séries de base. On dit que I’en-
semble admet des développements de zéro. Cest le cas des séries de Newton
et de leurs généralisations.

b. u(0)nT = {o}. Toute fonction de A (E) admet une seule série
de base.

c. v(0)AT's£{0l. On ne peut avoir u(v (0)NT) = {o} et chaque
série de base de ¢(I') est associée & une infinité de fonctions de A(E).
H. Cannon a donné un exemple, nous en rencontrerons d’autres au

chapitre IV avec les séries de Bruwier.
Remarque 3. — Si le systéme
{P5 L K(E), 005 (To)ien (A (E))ien (@) e T

définit sur A (E) un ensemble de séries de base, cet ensemble est déterminé
simplement par la connaissance de P, I, u, ¢, c’est pourquoi nous dirons
parfois d’une maniére plus abrégée que I'ensemble des séries de base est
défini par {P; T, ¢, ul. )

Remarque 4. — La topologie propre de @ (E) n’intervient pas dans la
définition précédente mais cette topologie sera utilisée pour définir I’effec-
tivité. ‘

2. ExempLEs. — Supposons que L (E) muni de la topologie induite par
celle de Z@L,(E) soit identique a J¢(D, E) (D, domaine simplement
iel

connexe dont le complémentaire sur la sphére de Riemann est simplement
connexe) et que I' = P(A, F) (A, partie simplement connexe non vide
de la sphére de Riemann dont le complémentaire est simplement connexe;

F, EVTLC complet). Nous supposerons que la topologie induite parZI‘i
il

sur I' est celle de P(A, E). Nous supposerons de plus que w est bornée.

Alors (chapitre I, prop. 1) u est définie par une fonction L holomorphe

dans UXD (U voisinage ouvert de GA> a valeurs dans £2,(F, E) (espace

des applications linéaires continues de E dans E muni de la topologie
Ann. Ee. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 3
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de la convergence finie) ayant localement une image uniformément bornée
et telle que

L(ow, 5) =0, VWzeD si ooeGA,

telle que
L(z, ©)=o0, VzelU si oeD.

Les ¢, sont identifiables a des fonctions holomorphes locales généra-
lisées définies sur GA, a valeurs dans £, (F, E) qui s’annulent a l'infini
sl @ E[}A.

Dans le cas particulier ou E = C; F = C, L est holomorphe dans UX D,

les ¢, sont alors des applications bornées, elles sont identifiables a des
fonctions holomorphes locales définies chacune dans un voisinage U,

de [}A et nulles a Vinfini si ooeGA.

L’hypothése « u est bornée » peut étre remplacée par « u est continue »,
L est alors identifiable & une fonction holomorphe locale généralisée.

En utilisant les propriétés et les correspondances indiquées au chapitre I,
on peut traiter de la méme maniére le cas ou I'[resp. A(E)] est un
espace J, +(E).

Le paragraphe suivant va nous fournir un autre exemple.

IV. — Les séries de base au sens de Whittaker-Cannon.

Nous allons montrer que la méthode de définition de Whittaker-Cannon
peut étre considérée comme un cas particulier de la ndtre.

1. Espace &;. — Soit f une fonction définie au voisinage de ’origine
par sa série de MacLaurin

f(z) =Y ans"

convergente dans le disque D (| z| < R).

Posons

on(8) = Z a;sl (neN¥)

=n—1
et
fn:f’“ On+1 (HGN*).

Soit &, I’espace vectoriel engendré par les o, et soit A I’ensemble des

suites A = (Ay),ex« de nombres réels qui vérifient les deux conditions

suivantes :
VneN': n>2A,>o,
lim )\,,:—l— .
n>w

\
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Soit V, 'enveloppe convexe équilibrée dans &, de 1’ensemble
DV WA
Cet ensemble est absorbant, soit g, sa jauge. Les g, (A €A) constituent
une famille filtrante de semi-normes, donc définissent une topologie loca-
lement convexe sur &,.

Il résulte de la définition de la topologie de &, que lim g, = o et, par
) n>ow

conséquent, que les polynomes f, forment une partie totale de &;.

ProrositioN 1. — Pour qu'un ensemble h,(x € A) d’applications linéaires
de &, dans un EVTLC E soit équicontinu sur &, il faut et il suffit que,
lorsque n tend vers Uinfint, la suite

(’LDL (an) )neN*
tende vers zéro uniformément par rapport & «.

Démonstration. — La condition est nécessaire, d’aprés la remarque qui
précede.

Elle est également suffisante : Soit W un voisinage convexe équilibré
ouvert de o dans E. Soit £ sa jauge. Posons

kn — sup i(lla (a'n.) )7
AEA

M=n pour k,=o,

ln:inf{n, \/%} pour A, =o.

)\ = ()\n),,eN«EA

Alors, on a

et —
E(ha ()\ngll)) =M E (hoc (O'n)) = \/kn'

De plus, puisque lim \/k, = o, il existe M tel que
n>we

VaeA, VneN: &(hy(ho,)) =M.

Il en résulte que
VUEV).: E_(hoc(a))éMv

d’ou I'équicontinuité de I’ensemble des h..
CoroLrAIrRE 1. — Le dual de &, est isomorphe algébriquement a UEV des
suttes de nombres complexes tendant vers zéro.

Soit N’ ’ensemble des n tels que a,5 o et soit Za,,, Pimage de z - z"
par h, dans E. La proposition précédente peut se mettre sous la forme :

CoroLLAIRE ‘2. — Pour que les h, forment un ensemble équicontinu
d’applications linéaires de &, dans E, il faut et il suffit que la série

©
~
Zanba, n

n=20

converge uniformément dans &, vers hq(f).
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Démonstration. — En effet,
n—2
N
/la(gll) :ka(al) - Z‘anba,m
j=0
car, par hypothese, o, = f.
TutorimE 4. — St
1 1
LU _ 1
lim |a, |" = = et m |a,|"= =
”_;—wl ’ll RI/ n—)wl n’ B/

st D" et D" sont des disques ouverts de centre O, de rayons respectifs R' et R”,
la topologie de &, est comprise entre les topologies induites sur E; par celle

de 3¢(D') et celle de P(D").
Démonstration. — 1° La topologie de &, est moins fine que celle induite
par P(D").
En effet, soit une partie équicontinue de (&;)" formée par les (9q)scu-
Posons
9o ([57]) = b,
Etant donné R, > R”, 3m > o tel que

VreN: |a|>m RL'{’
donc Am’ tel que
ba,n

VaecH, VneN: R

Zm'.

Les ¢, appartiennent donc & une partie bornée de 3€<G]—j"> et, par
conséquent, tout voisinage de o dans &, contient l'intersection de &, et
d’un voisinage de o de P(D”) dual fort de 3¢ <[}_D”>.

20 La topologie de &, est plus fine que celle induite par la topologie
de J¢(D’).

Considérons une partie équicontinue de (J¢(D’))” formée par les (¢s)sep-

Les ¢ peuvent étre considérés comme des fonctions de P<GD’> dont les

représentants sont définis par des séries de la forme :

@

N Cp Cn
cp(w):z.r'l“’ avec R—?ém(Rl) (Ri< R).
n=~0
Si R, vérifie
R, <R, <R/,

il existe m’ tel que

m/

VneN: ]a”’éﬁg

et

Rﬂ
| ancg,n| < m' m(Ry) IT1

n
2
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Done, d’aprés la proposition 1, les (93)sep forment un ensemble équi-
continu dans &, et notre affirmation est démontrée.

TakorEME 5. — Si D est le disque ouvert de centre O de rayon R, la topo-
logie la plus fine sur UEV 3¢(D) pour laquelle Uapplication canonique
&r— I (D) est continue quel que soit f€ IC(D), est la topologie de la conver-
gence compacte.

Démonstration. — Soit ® cette topologie. D’apreés le théoréme 4, T est
plus fine que la topologie de la convergence compacte. Il reste & montrer
qu’elle est moins fine. Soit ¢ € (J¢(D)),. Posons ([2z"]) = m,. Puisque

I \
<~—rﬁ:)e:}€(D),

on voit que

@

Tn
hed R7H1

n=0

converge. Donc

©

Tn
Z !

n=0

définit une fonction holomorphe au voisinage de 'infini, nulle a Pinfini.

L’application de (J¢(D)); dans I’ensemble des fonctions holomorphes
au voisinage de I'infini est injective. Considérons une partie équicontinue
de (9¢(D)), formée par les ¢,(x€A’). Supposons ¢, représenté par

©
Tan
i+

n=>0

et supposons

R 1 )
(ry lim <sup | Tan |”>5R.
ex

n>wo \ &

Si (R)/ex est une suite de nombres tels que o < R;< R, avec

lim R;=R.
> ®

il existe alors une suite de couples («;, n;) (j€N) telle que

1
I 7TO‘,"Z,‘ ln,-
—_—— I.
R/ -
Posons

pour n=—nj

ap,=o ¢'il n’existe pas de j tel que n; = n.
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On voit que
Zﬁan Qan
n=0

ne converge pas uniformément pour a€A’, donc

1
lim ) <R.
(sap e <
Les fonctions associées aux 9, (x€N) forment une famille d’éléments
7 \
de PK[}D) bornée sur un ensemble |z | > R’, avec R'< R, donc cette

famille est un ensemble équicontinu dans le dual de J¢(D) lorsque J¢(D)
est muni de la topologie de la convergence compacte. Le théoréme en
résulte.

Remarque. — Si on remplagait 9¢(D) par P(D), on obtiendrait de la
méme maniére la topologie de P(D).
2. LA DEFINITION DES SERIES DE BASE DE WHITTAKER-CANNON.

TutoriME 6. — St u, est Uapplication identique de &, sur lui-méme,
st ¢, est'Uapplication linéaire de € dans S; telle que

VnEN . ‘]O(Pn) :Pn
et st K = ¢(2) :
10 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a. La fonction f admet relativement ¢ la base P une série de base au sens

de W hittaker-Cannon;
b. Le systtme | P; @, K, 0,5 &, &, up; &, | définit sur &, un ensemble

de séries de base.

20 St D est un disque ouvert centré en O, les propriétés sutvantes sont équiva-
lentes :

c. Toute fonction f € JC(D) admet relativement a la base P une série de base
au sens de Whittaker-Cannon ;

d. Le systéme {P; T, HK, 04;5(85)resm/(Er)resem (Ur)reems H (D)} définit
sur 3¢(D) un ensemble de séries de base.

Démonstration. — Nous posons

o ([2™]) :2 TmnPn
n=o0

et ¢, est la forme linéaire sur < telle que

Dn ( [Zm]) = Tmn-
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On voit, d’apres le corollaire 2 de la proposition 1, que les propriétés
suivantes sont équivalentes : '

a. f admet relativement a la base P une série de base au sens de
Whittaker-Cannon;

ai. P, est continue sur LN&E, quel que soit n€N;

b. Le systéme { P; €, K, 0,5 &, &, us; &, } définit sur &, un ensemble
de séries de base. '

Enfin, si ceci est vérifié quel que soit f€ I (D), chaque ¢, est continu
sur € muni de la topologie induite par celle de JC(D), ceci entraine d
et il est évident que d entraine c.

Remarque 1. — On peut dans I’énoncé précédent remplacer J¢(D)
par P(D).
Remarque 2. — On peut également remplacer D par un domaine dont la

frontiére est une courbe analytique. On utilise alors le développement de
Faber de f pour la définition de &, et la construction des séries de base
donnée par Hassab Elnabi. [Pour définir les séries de base sur P(D)
Ianalyticité de la frontiére n’est d’ailleurs pas nécessaire.]

V. — Etude du cas our I' est un espace de Fréchet séparé
admettant une partie totale dénombrable.

Nous allons voir que lorsque I' est un Fréchet séparé admettant une
partie totale dénombrable, tout systéme de séries de base sur @& peut étre
obtenu par un procédé qui est une extension de la méthode de Whittaker-
Cannon. Rappelons au préalable quelques résultats.

Soit X un espace localement compact, () = (po) (#€N) une famille
dénombrable de mesures sur X et G I’ensemble des fonctions a valeurs
complexes définies sur X et & support compact. Soit F (u) 'ensemble
des fonctions f & valeurs complexes définies sur X et telles que Va€N :
Uy (| fl) <. Cet espace muni de la topologie définie par les semi-
normes W, est complet, car o décrit un ensemble dénombrable [18 b].
On appelle £, le sous-espace de F,, qui est ’adhérence de G dans F,
et Ly 'espace quotient de £, par ’ensemble des fonctions f&€ £, pour
lesquelles VrEN : p (| f]) = o.

-Supposons que I' soit un espace de Fréchet dans lequel 11 existe une
partie totale dénombrable I'y. Soit ¢,(x€A) les semi-normes définissant
la topologie de I'. On peut, en utilisant les combinaisons rationnelles
d’éléments de I'y, construire un sous-ensemble I', partout dense dans I
et ne contenant pas o. Cet ensemble est en correspondance biunivoque
avec N. Soit y(n) 'image dans I' de n€N. Si N est muni de la topologie
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discréte, s1 G est 'EV des fonctions scalaires & support compact (c’est-
a-dire fini) dans N, nous définissons sur N une famille de mesures (u.,)
par les formes linéaires sur G

A= pa (1) = X, () pa(y (n)),
£2(p) et L(p) sont complets et ici ils sont identiques.
Nous posons encore

(1) :27\ (n)y(n),
n=0
w se prolonge en une épijection linéaire continue de L(p) sur I'. Soit e,

la fonction appartenant a A, qui prend la valeur 1 au point n et qui est
nulle ailleurs. On a le théoreme :

TratoriME 7. — Su I est un espace de Fréchet admettant une partie totale
dénombrable, st L(p), G et o sont les espaces et Uapplication qut viennent
d’étre définis, alors étant donné U'ensemble des séries de base défini sur A
par le systéme {P; T, ¢, u|, cet ensemble est ausst défini par le systéme
{P, L(u), vw, uw | et si l'on pose

1 . s /
uw (em) = llm, (O] (3"1) :Z Tmn Pny
n=—o0

la série de base de ) est

w ®
Sope we =¥
N avec a,=— A(m) T
o npn, n ( ) mn
n=0 m=0

La démonstration utilise un procédé assez classique et nous ’omettrons.

VI. — Questions d’unicité.

1. Les considérations qui précédent rendent évidents certains résultats
démontrés par H. Cannon. Dans I’énoncé suivant H. Cannon supposait,
en outre, que les séries de base des fonctions de JC(D) convergent vers
ces fonctions, ce qui n’est pas nécessaire.

Tutortme 8. — Si f est holomorphe au votsinage de Uorigine, si la série
(1) N bupn
n-o0

converge uniformément vers f sur tout compact contenu dans le voisinage U
de Uorigine et st U contient un domaine D(|z| < R) dans lequel toute
fonction de IC(D) admet au sens de Whittaker-Cannon une série de base
relativement & (p.).ex, alors la série (1) est la série de base de f.
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Démonstration. — Les notations étant celles du paragraphe précédent,
on voit que si 9, est continue dans JC(D), on a

t
lim 0, (f) =lim o,( N o.p, \ =0,
Him ¢ N Hm ¢ <f ’p>

Tutortme 9. — St la série (1) converge dans JC(D), si on pose

f(z) :Z A"

et st

1

- 1
lim la,,|":: —y
n>= R

®

alors la sérieEb,,p,l est la série de base de f. (Il suffit d’appliquer le

n=—~

théoréeme 4.)
2. DEveLorpEMENTS DE 0. — Nous supposons que
—1 —~1
w(o)nye (o)={o}.

Dans ces conditions, pour qu’il y ait des développements de o il est néces-

saire et suffisant que ul(o) #o. Il n’y en a pas dans la méthode de
Whittaker-Cannon et d’une maniére plus générale lorsque u est injective.

A titre d’exemple, nous les rechercherons dans le cas suivant : I' est un
espace P(A) [A fermé, borné, non nécessairement connexe, de sorte que
les restrictions d’un élément de P(A) aux différentes composantes
connexes de A sont analytiquement indépendantes]. AQ(E) est un

espace JC(E). L’application continue u est alors définie par KGJC(G A, D>
et I'on a

(2) u(y):/;y(x)K(x,;)dx.

Nous supposons les composantes connexes de A en nombre fini de sorte
que A se décompose en un nombre fini de contours.

Nous voyons immédiatement un premier cas ou il y a des dévelop-
pements de o : c’est celui ou 1l existe un ensemble A,, ..., A, de compo-
santes connexes de A telles que les fonctions

x—K(z, z) (z€D)

soient prolongeables en des fonctions holomorphes sur GAUA’ U...U4j,

et telles que pour au moins une valeur de n, ¢, admette au moins un
point singulier sur A, U...UA,.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 4
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Ceci se produit en particulier pour les séries de Newton et leurs géné-
ralisations (c¢f. [15], [12]).

Notre méthode nous conduit a4 poser, dans ce cas,

K(z, 5) = Pr(3)

7!.:0})’“_1 (w),
(3) Po(z) =1,
Pn(2) :( — %)(1— ;) si n>o.
Nous prenons A;= { %; | pour 1 = i = p et nous supposons que
Ap+17 { )\p+1, )\p+27 v } et DCAp+1~

Moyennant un choix convenable de (2;);ev. de A,,, et de D, la série (3)
converge dans A X D pour la topologie de la convergence compacte

vers

xXr— 23

Les fonctions z —

7 = Se prolongent aux points A, ..., 7\1, et nous

aurons les développements suivants qui seront des développements de o

s d
S(3e [ )

n=0 \i=1

Des développements de o peuvent encore se produire méme si A est
connexe, aussli pouvons-nous donner une condition plus générale pour
que u admette un noyau non nul.

D’apreés la théorie de Runge, si Yy est une fonction holomorphe dans 4,
toute fonction appartenant a J¢(A) peut étre approchée par une suite uni-

formément convergente sur tout compact de A, du type <‘rt,,<x . — )> )
— 490 neEN

ou z, est un point de GA qu’on peut choisir arbitrairement et 7, un
polynome.

Désignons par m(x,, D) un opérateur sur P(G A> du type

h—>2an[

n=0

S () |,

=,

(¢, = o, sauf pour un ensemble fini de valeurs de n).

On voit que, pour que le noyau de w ne se réduise pas a {o}, il faut
et suffit qu’il existe une suite (7,(zy, D)),ex d’opérateurs du type précé-
dent telle que

lim 7, (2, D) K, (2, 3) = o
ny o
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(quel que soit z€ a un ensemble contenu dans D et admettant un point

d’accumulation dans D) et telle que la suite 11,,(

\

I
) converge
X — &y /neN
uniformément sur toute partie compacte de A.
C’est le cas notamment s’il existe des nombres §,, ..., §, tels que

g
X =X,

om . "
[@rk(x,z)—b—...—r—ﬁpd—ﬂgl{(x,z)]x =o.

3. FoNCTIONS NON NULLES ADMETTANT DES SERIES DE BASE NULLES. —
‘On peut faire une étude analogue en intervertissant le role joué par u
et par la famille des 9,. Ici méme 'application de la méthode de Whittaker-
Cannon peut conduire a des développements identiquement nuls pour des
fonctions non nulles. Des considérations analogues aux précédentes four-
nissent un moyen théorique de mettre en évidence des classes d’unicité
sans faire appel a la convergence des séries de base, le plus facile sera
en général de montrer qu’une classe donnée n’est pas une classe d’unicité.

CHAPITRE IIL

L’EFFECTIVITE DES SERIES DE BASE DE POLYNOMES.

I. — Définitions.

1. Partie compLETanTE D'un EVTLC. — Etant donné PEVTLC F et
la partie B convexe équilibrée qui coupe toute droite issue de O suivant
un segment fermé (éventuellement réduit a O), il est d’usage de repré-
senter par Iy le sous-espace de F engendré par B, mum de la jauge de B
qui constitue sa norme.

On dit que la partie bornée B est complétante si elle est convexe équi-
librée, si elle coupe toute droite issue de O suivant un segment fermé et
st Fy est complet.

Toute partie B de F bornée convexe équilibrée compléte est complé-
tante, donc si F est complet les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— F est limite inductive des F lorsque B décrit 'ensemble des parties
complétantes de F;
— F est bornologique.

2. L’errecTiviTE. — Nous nous plagons ici dans des conditions un peu
moins générales que celles du chapitre précédent. Nous supposons vérifiées
les propriétés suivantes : )

E,. 1l existe un EVTLC séparé complet @ de fonctions holomorphes
dans D (resp. holomorphes locales sur A) tel que A(E) soit I’ensemble
des fonctions appartenant scalairement a (L.
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E.. 81 A’ est une partie équicontinue de E’ et si ?E A (E), alors la
. S <\ , TN
fonction z — < f(z), ¢’ /que nous représenterons par < f, e’ ~décrit une
partie bornée de A lorsque ¢ décrit A’ (Ces propriétés sont vérifiées
par les espaces dont il a été question au chapitre II).

E,. La topologie de A (E) est la topologie ¢ (cf. [18 b]).

Etant donné un ensemble de séries de base défini dans @ (E), nous
dirons qu’il est effectif si toute série de base de I’ensemble converge
dans @ (E) vers la fonction correspondante.

Lorsque le systéme de séries de base est défini avec un espace I' = A (E)
et une application u qui est 'application identique, nous dirons d’une
maniére plus abrégée qu’il y a effectivité sur A (E).

S1 ¢ peut étre représenté par le développement

(1) | > a®pn

n=0

nous dirons aussi que le développement (1) est effectif sur I' pour dire
que VY€ET la série :

¥ 0. (1) @ p

converge dans A (E) vers u(Y).

3. DeriNiTioN D'UNE TOPOLOGIE sUR K (E). — Al est I'ensemble des
parties équicontinues de E’. La topologie de @ peut étre définie par une
famille filtrante N, (« € I) de semi-normes, la topologie de A (E) est alors
définie par les semi-normes N, (A€, a€]l)

(2) Noa()=sup Na (K7 5)

eEA

qui forment également une famille filtrante.

.7 .7 L. o >
S1 ke K(E) et sik est la serlezanpn, nous posons

n=o0

> - '
(3) Q'LA,Q(/{): sup NA,Q<ZZ,LP,Z> (AeU, al).

o< L < » -

On voit facilement que VA€U, Va€l, I, , est une semi-norme et
que la famille des semi-normes 9, , est filtrante. Elle définit sur HK(E)
une topologie localement convexe séparée. Si @ (E) est métrisable, il en
est de méme de K(E).
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X (E) est le sous-espace de Sp(E) formé par les séries s pour lesquelles
p p P q

VAel, Vaegl, le(g) a une valeur finie. Il est & peu prés évident que :
N
Prorosition 1. — Le complété K (E) de K(E) est formé par des séries
convergentes dans A (E).

II. — Les conditions pour l'effectivité.

Nous supposerons que le systéme
‘(P; II, JC(E), Y03 (Fm)v (Aw)y (Uw); r }we&l
définit dans @A (E) un ensemble de séries de base. u désigne I'application
linéaire de I' dans @ (E) qui coincide avec u, sur I', NI" quel que soit w €,

et ¢ désigne le prolongement de ¢, a 2 r,.
wel

Tutorime 1. — Etant donné une partie B de T' bornée pour la topologie

induite par celle de Z L., et vérifiant la propriété suivante :
we

F. Il existe une suite (2,) de nombres appartenant a C telle que :

— Toute série du typeZa,,Y,l(y,,EB) converge dans T';

n=0

— Il existe B vérifiant o < P < get no €N tels que n>>n, entraine

> lal =B al.

s=n-+1

Alors, s’'il existe A€U et a €l tels que I, ,(v(Y)) ne soit pas borné
sur B, il existe YET tel que v(Y) ne converge pas dans A (E).

Démonstration. — Nous représenterons pour simplifier 9, , par I

et N,, par N.
Supposons ¢(I') formé par des séries convergentes dans A (E) et posons

v (1) =29 (1) @pn

n=o

Il existe n’ et n”(n’ < n”) dépendant de y et ¢ tels que

(v (7)) — EéN<2 9n(Y) ®pn> Z (v (Y)):
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Donc étant donné une suite strictement croissante arbitraire (M;)
(M;> o; j€N), il existe une suite (n;, n;, ;) telle que :

a. 'YJGB;

b. n,—n’ < n,,;

n"

. N{ X 9n(1)) @ pu | M,

Il.:ll,.
s ]

L’existence de {nm,, n,, Yo| vérifiant a, b, ¢ résulte de ’hypothése.
On peut raisonner par récurrence.

Posons
(4) b= sup [ {on (1), 6|

>
erEA

<bn est fini, car B est borné et v, est continue sur 2 I‘,,,>

wel
(5) N(pn) = Qn
et
(6) Si=3,6,Q;.
Jj=0

"

Il existe alors Y1, iy, Noyy (M == Ny, Yeer €B) tels que

"
n
k+1 .

(7) N 2 (Pll(Yk+1) ®pn éMk+1+Sk.

— "

=n
n k41

Par suite de (5) et (6), on a
Ry > 1y
et si 'on pose
g =suping,,, ni+1},
la condition b est réalisée pour j = k.
St n,,,= n;,,, la condition ¢ est vérifiée a fortiort pour j =k + 1.
. 12 ” A
S1 n,,,=n,+1, (6) et (7) entrainent encore c.
Nous pouvons maintenant déterminer une suite (g, q;, Y, M;) vérifiant
les propriétés suivantes :
!
a. Y, €B;
’ " ’ ~
b. ¢i< ¢: < qir POUT k15

Ty
e. N{ X0 (Y @ p) | M)

n:q',:
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d M, o, | tend wvers l'infini en croissant strictement lorsque k& tend
P q
vers l’1nﬁn1;

L 7
e. N 2 e (Ye) @ pr | b Sup N 2 22 (Y) @ ¢n <h, nombre fixe
”:(/k _qk

compris entre o et 1 tel que E;— <h< 1>;

f Si Tk—Z‘IOC | sup N<Z<Pn ®pn>

n">nr>nl

a
TrZ My, ]—I;HI*

On peut construire le premier terme en prenant
M, = M,, qo =1, qo=1,

et en choisissant Y, de maniére que e soit vérifibe. Les conditions a, b, ¢
sont satisfaites, les autres font intervenir les termes suivants.

Supposons qu’on ait déja construit les termes d’indices o, 1, ..., k
de la suite avec des nombres M, pris dans la suite des M;. Nous posons
M,=M;,(s=o0, ..., k). T; est fini puisque les séries

E%(Y's)@[)n (s=o0,1,...,k)

n=>0

convergent dans A (E). On prend dans la suite M; un terme M, =
déterminé par

Mk+1

loag| My+1 2T
b
Iak+1l Iak+1l

s> sup | s Myt

De plus, puisque la suite (M;) est croissante, la condition M, > M),
c’est-a-dire M, ., > M, entraine j;.4 > ji.

Donc si 'on prend

3 " 7 )
D1 = Wjjpss k1 = Ny

la condition b est réalisée.
Si l'on a
K %

N 2 (w) ®pn | sup | N X 0n(1) @ |5

n=q; n=q,



32 M. FALGAS.

on prend Y,,,= Y, Si cette inégalité n’est pas vérifiée, on choisit ¥,,, de
maniére que e soit vérifiée, on aura alors

7; : 7;
N Z On(Yis1) @pn | N 2 On (Vi) @ Pn | My
n=q, n=gq,

et, de toutes facons, ¢ et e sont vérifiées. Ainsi la suite est déterminée.
Nous poserons

r=N et

n=0

et nous représenterons la série de base de ¢(y) par

®

}:Zn(}'_{)pn.

n=0

On a, par suite de la continuité de ¢,

=Y ar n(Ys)

k=0

et

7 ‘T_Z k—1 .
Y a@p=Y (2 %G (Ys) ®Pn>
n=q,

n=gq; \$=0
7 7 -
J Q » J
+ Y ww9u (Ve) @ put Y, < PIERACH) ®pn>-
n=gq, n=q, s=k+1

D’aprés la condition f,

Te Jk—1 k—1 7y
N }_ <Z°‘j@n(7’j)>®‘pn =N 2‘1& chn(Yn) & pn éT/\'+1é'—£—l£'

2
\n:q,’c j =0

§=0 n=q,

D’autre part, d’apres e,

7% - - 7% B
N Z< > ascpmfn@pn) = X 1aINE D euyh) Qpa
n:q;‘ s=k-+1 s=k-+1 n:ql'(
- 7
1 !
é;l< > |a.v|>N X o (¥i) @ P
s=k+1

n:q,’{
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Finalement, on a

9% %
N Y a®@pn [N D agnlyi) @pa
n=q, n=q,
/7y k—1
— Z<2“i%(¥'i)®1’n>
q_—__-q;‘ j=0
% .
—N( < > as%(y;)@pn)
n:qz s=k+1
@ qZ A
é(lakl—i > lasl>N 2 (1%) ®
s=k+1 n:ql"

9% k—1
—N( W <Zmnw’,~>®pn>

n=q, \Jj=0

1

(1= 8 )Mo= Tl (1= £ = 1),

d’aprés e, 1 — i —% > o, donc d montre que la série ¢(y) ne converge pas.

CororLAIRE. — Si B est une partie complétante de I' muni de la topologue
induite par celle de Z L., alors VA€U, Vae€l, I, ,(v(Y)) est unifor-
wel

mément borné lorsque y décrit B.

Ce corollaire admet aussi une démonstration directe a peu prés évidente
indépendante de la précédente. Il suffit de remarquer que les fonctions

Y - NA,O!.( 2 ann)

N

sont continues sur I'y et d’appliquer le théoréme de Banach-Steinhaus.
En faisant des hypothéses supplémentaires sur I', on obtient facilement

’

les propriétés suivantes (la topologie de I' est celle induite par la topo-

logie de 2 I‘w> :

wel
Onne €t Unw, désignent respectivement les applications de I' dans X(E)

nr

et de I' dans A (E) représentées par le développement 2%@ Pn
X(E) est muni de la topologie définie par les semi-normes N, ,.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 5
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Prorosition 2. — St I' est bornologique et semi-complet, st 'ensemble

des séries de base défint dans AL (E) est effectif, alors :

10 ¢ est une application linéaire continue de I' dans K (E);

. 20 Les ¢pn forment un ensemble équicontinu d’applications linéaires de T’

N
dans X(E);

3° Les unn forment un ensemble équicontinu d’ applications linéaires de T’
dans A (E).

Démonstration. — Si I' est bornologique et semi-complet, toute partie B
bornée convexe équilibrée fermée de I' est complétante. Puisque I' est
limite inductive des I';, ¢ est une application linéaire continue de I'
dans X(E).

NI est partout dense dans I' et, puisque ¢ (II) = HK(E), ¢(I') cIHK(E),
ce qui démontre le 1°.

Etant donné B, partie complétante de I, A€, a€1 et ¢ > o, il
existe Ay, > o tel que quels que soient n’ et n”,

YEMB = <NA,Q<Ecpn(Y)®pn>_és> = (I, 0 (P (7) L5).

\n=n’

Si U est I'enveloppe convexe équilibrée de 2,B lorsque B décrit 1'en-
semble des parties complétantes de I', on a quels que soient n’ et n”,

(mA,a(Vn’n”(U))éE) = (Nya(upnr) (U)) =),
ce qui démontre le 22 et le 3°.

Prorosition 3. — Si I' est un espace vectoriel topologique localement
convexe complet, st £2.(I'; X(E)) [resp. £.(I'y A(E))] est VEVT des appli-
cations linéaires continues de I' dans X(B) [resp. de I' dans A (E)] muni
de la topologie de la convergence compacte sur I, st les u,,, forment un ensemble
équicontinu, alors :

1° On a dans £.(I', 2(E)) :

lim ¢y, =v;
n>o
20 On a dans £.(I', A(E)) :
lim e, = u;
n>w
30 0n a :
Py
Vyel: ¢(y)eXK(E) et w(y)=0((y)).
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer un résultat classique (cf. [4 b],

chap. III, § 3, corollaire 1 du théoréme 4).
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On a donc :
Tuéorime 2. — FEtant donné un ensemble de séries de base défini
dans A (E), st I' est bornologique et complet, pour qu’il y ait effectivité,
il faut et il suffit que les applications w,, de I dans & (E) forment un ensemble

- équicontinu sur I' (ou ce qui est équivalent, sur le sous-espace 1INT partout
dense dans T').

Remarque 1. — S’1l y a effectivité, 'ensemble des séries de base peut
étre considéré comme défini par le systéme

{P; I, XK(E), vo; T, &(E), u; T'}

(dans le cas particulier ou I' est bornologique).

Remarque 2. — Si T, et I, sont des Banach, ainsi que &,(E) et A, (E),
st IICT, NI, st us et u. coincident sur II et sont des applications continues
de I'; dans @, (E) et de I'; dans @.(E) respectivement, si dans &, (E)
[resp. A;(E)] 'ensemble des séries de base défini par le systeme

{P§ 1I, J&(E), Yo 3 ry, al(E)a Uy r1}

[resp. par le systéme

{P; I, J/\"(E)’ vo; I, a‘z(E):‘ Us; I‘Q}

est effectif, si I' [resp. A(E)] est un espace d’interpolation construit par
l'une des méthodes de Cagliardo [6] ou Lions [10] associé au couple (I';, I'y)
[resp. A, (E), @.(E)], alors 'ensemble des séries de base défini dans A (E)
par le systéme | P; I, K(E), o5 I, A(E), u; I'| est effectif (u est le
prolongement a I' de u,Nu.).

Cela résulte immédiatement dans chacun des cas cités de la détermi-
nation de la norme d’une application linéaire de I' dans A (E) en fonction
de la norme de cette méme application considérée comme application
de I'y dans @, (E) [resp. de I'; dans &, (E)].

CAS PARTICULIERS.

Premier cas : T' est un espace 50 (A), @ (E) est Pespace d¢(D). Consi-
dérons I’ensemble des séries de base défini dans JC(D) par

{P; 8e(A), v, ul,
u est alors défini au moyen d’une fonction L holomorphe sur un voisinage

de [jaxD [telle que L(o, z) = o, Vz€D si « GGA] par

f=uly) = f(:)*Lﬁy(x)L(x,z)d@.

T oim
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¢ peut se mettre sous la forme
- Ye®p.
n=0

Les ¢, peuvent étre identifiés aux fonctions z — ¢, (z) a P(\[}A).
Pour qu’il y ait effectivité il faut et il suffit que, quel que soit le compact K

contenu dans D, il existe un voisinage Uy de GA tel que, lorsque n déerit N,

les fonctions

(8) (@, 5) > X, 90 (@) pu(3)

$§=0

soient holomorphes dans Uy X D et uniformément bornées sur tout ensemble
de la forme HX K(H compact quelconque contenu dans Uy).

Ceci entraine la convergence uniforme de la série (8) vers L(z, z) ou
vers son prolongement sur HXx K.

Second cas : T' est un espace JC(A) et A(E) un espace J,, de premiére
espeéce. Les notations étant les mémes que dans le premier cas, pour qu’il
y ait effectivité, il faut et il suffit qu’a chaque v&€N*, on puisse associer

un voisinage Uy de [}A tel que, pour tout compact HCU,, les fonctions

n T i
(x, ) - ' () pu(re?® eﬁh(ij"> (z=re*
) 9n(Z) P ) )

$=0

soient uniformément bornées sur HX C et les ¢, holomorphes dans U, x C.

‘[I1. — L’effectivité pour les ensembles de séries de base
au sens de Whittaker-Cannon.

Nous conservons les notations du chapitre II et nous nous proposons
de déduire du théoréme 2 les conditions nécessaires et suffisantes pour
Peffectivité données par H. Cannon.

1. I’errecTiviTE sur JC(D) LorsQuE D EST UN DISQUE OUVERT. —
D est le disque ouvert de centre O de rayon r, nous supposons que toute
fonction de J¢(D) admet une série de base au sens de Whittaker-Cannon,
c’est-a-dire que le systeme { P; @, &K, ¢; (&), (&/), (uy); (D) | (us, appli-
cation identique de &, sur lui-méme) définit sur J¢(D) un systéme de
séries de base.

La topologie induite sur J¢(D) par celle de Z &, est la topologie habi-

Jex )
tuelle de J€(D), donc elle définit une structure d’espace bornologique

complet et 'on peut lui appliquer le théoréme 2.
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Pour qu’il y ait effectivité, il faut et il suffit que, quel que soit r < R,
on puisse déterminer R, < R tel que VR’ vérifiant R, << R’,1l existe M > o
dépendant de R’ et r pour lequel

n"

N 0u (@) puz)

n=n’

(9) (lz|xR,[s]|=r) = =M.

Par conséquent, s’il y a effectivité, il existe M’ > o tel que VmeN,

|Zlél‘ = 2 7rmnpn(z) _éMlP\,”l
et
F,. (r) Z=M'R'm,
donc

Vri<R: y(r)<ZR<R.
Réciproquement, on voit facilement que cette condition entraine (g).

2. L’errecTiviTE sur LEs EVT peE roNcTIONS ENTIERES. — Soit ¢
et o des nombres strictement positifs et (J; ). 'EV J,, muni de la topo-
logie de la convergence compacte.

Si fed,, et si f(z) : Za,,z", soit g = L7'f la transformée de f par la

transformation de Laplace-Borel d’ordre g,

@

£(3) :Zanr(l - ’—;> 3",

n=0
L~* établit un isomorphisme entre J,, muni de sa topologie habituelle

et J¢(D) <D disque ouvert |z | <——é>

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

— Toute fonction de J,; admet au sens Whitteker-Cannon une série
de base convergente dans (J,,;).;

— Le systéme {P; 2, &K, 005 (&), (&), (uy); Jos | (f décrivant I, )
définit sur (J,;). un ensemble de séries de base effectif;

— Le systéme | P; 2, K, ¢,L; (&), (&), (L/); (D)} [L, : restric-
tion de L a (&,—,))] définit sur (J,). un systéme de séries de base effectif.

Et si 'on suppose que toute fonction de J,, admet une série de base,
en utilisant la notation abrégée du début du chapitre II, on peut dire que
les propriétés précédentes sont équivalentes a :

— Le systéme {P, 3¢ (D), (J,5)e, L} définit sur J;, un systéme de
séries de base effectif.
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Or, en utilisant les notations du 1°, la restriction de L a € est définie
par le développement

2 92 & Pa

n=0
avec

@

7Tmn
ou(e) =3 T
<I + ?>xm+1

m=—0 r

Un calcul analogue a celui du 1° montre alors qu’il existe M > o
1

et R'<< o ¢ tels que
Vr>o: F,n(r)éMl‘<1+ %)R””

et le théoréeme 3 du chapitre II en résulte.

Généralisation. Si 'on remplace dans la définition générale de L la

fonction E, :

®

‘ Ep(l)ZE —(fi—zj
P

n::Or

par une fonction W

»

W (¢) :2 Pty avec lim Yror 0

n-» o q)n T

n=0 .

(fonction de comparaison de Nachbin), on définit des EV qui généralisent
les EV J,,. La croissance des fonctions est alors caractérisée par le U'-type
qui peut s’exprimer au moyen de la suite des coeflicients de Taylor [2 b].
Le raisonnement qui précéde montre qu’on obtiendra un théoréme analogue
au théoréeme 3 du chapitre Il chaque fois que les W, admettront un équi-
valent simple en m pour m — .

3. BASES EFFECTIVES SUR DEUX DISQUES CONCENTRIQUES. — Le théo-
reme suivant démontré par H. Cannon en utilisant le théoréme des trois
cercles et le théoréme 1 du chapitre Il se déduit aisément du théoréme 2.

Tutorime 3. — Etant donné trois disques ouverts D', D', D" de rayons
respectifs Ry, R, R"(R" < R < R"), st la base P est effective sur J¢(D’)
et JC(D"), elle est effective sur 3¢(D).

Démonstration. — Soit
R} = kR, R, = kR’ (k<1).
Aux compacts D) (|z|=kR"), D,(|z|=kR’) on peut associer des
voisinages U” et U’ de GD” et [}D’ du type || >IR" et |z |>IR/,
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avec I < 1 tels que si [, >1, s1i H” et H' sont les compacts |z | > [, R},
|z | >, R, les expressions

(10) D 90 (@) pa()
soient uniformément bornées sur 3" x D’ et H' X D/.
Il existe A (0o < A << 1) tel que
logR = XlogR'+ (1 — %) logR".
D’aprés les propriétés de complétion analytique, les expressions (10)
sont holomorphes dans UX D (U : domaine |z | > [R), car
Aog!R"+ (1 — 1) log/R'=log/R.

D’autre part, elles sont uniformément bornées sur HX K (H, complé-
mentaire du disque ouvert de rayon IR, I,>1; K, disque fermé de
rayon kR).

D’ou Peffectivité sur J¢ (D).

IV. — Bases transposées.

Nous avons remarqué au début du chapitre II que le fait pour P d’étre
une base de polynomes n’était pas essentiel. Nous allons utiliser cette
remarque. Nous nous placons dans le cas F = C.

1. L’EFFECTIVITE DE LA BASE TRANSPOSEE. — Supposons qu’on ait
défini sur @& un ensemble de séries de base caractérisé par le systéme
{P;T, ¢, u}. Siy estinjective et représentée par le développement

(11) 2%®pm
les ¢, forment un ensemble total dans ' munit d’une topologie compatible
avec la dualité (I', I'). Nous dirons que ® = (¢,),en est la base trans-
posée de la base P.

On peut considérer I’ensemble S¢ des séries de la forme

Z b, 9.
n=»0

Le développement (11) définit une application ¢, de A’ dans S et 'on a
le théoréme suivant :

TutortME 4. — St le systéme { P; T, o, u| définit un ensemble de séries
de base effectif sur A, si I' est un EVTLC complet, st I' et & sont semi-
réflexifs, si u est injective, alors le systéme { ®; Ay, o, 'w} définit dans T';
un systéme de séries de base effectif. Si, de plus, u est un isormorphisme
de I' sur & pour les topologies faibles, U'ensemble des séries de base est effectif
sur I';. ‘
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Démonstration. — La topologie = sur A’ et I est la topologie forte. Toute
partie B bornée fermée de I' est complétante et puisqu’il y a effectivité
(corollaire du théoréme 1), & chaque B on peut associer une partie A
bornée de A telle que

VreN: u,(B)cCA.

Il en résulte I’équicontinuité des ‘u,. De plus, si (p,),ex est 'ensemble
des éléments de & tels que

<le Ps> == Ops.

L’ensemble des p, est total dans @A’ et la série ¢,(p,) est convergente
vers ‘u (p,) puisqu’elle est finie (le systéme des p, existe et est unique,
car I’ensemble { po, ..., P, Pus+1, ... | D'est pas total dans A, tandis
que P est total). L’effectivité résulte alors du théoreme 2.

Enfin, si u est un isomorphisme de I faible sur @ faible, ‘u est épijective,
d’ou le théoréme.

2. ExgmpLeE. — Prenons I' = @ = & (D), soit (A,),ey une suite de
points contenus dans D. Posons p, =H<I —%) [u : application iden-
i=1
tique de J¢(D) sur lui-méme] et prenons pour ¢ I'application de J¢(D)
dans X, représentée par

®

! 1
[P1(2)] +§ [pi+1()] ®ps

Les séries de base ainsi définies généralisent les séries de Newton, les
séries correspondant a la base transposée généralisent les séries de Facultés.
On pose

_
je1 ()

S’il y a effectivité de I’ensemble défini par { P; J¢(D), ¢, u | sur J¢(D),
il y a effectivité de I’ensemble défini par {(I); P<B D\), V1, ‘u}sur P<G D>.

CHAPITRE 1V.

ExEMPLES.

Nous allons utiliser les résultats des deux chapitres précédents pour
définir des ensembles de séries de base ou pour établir leur effectivité.
Le premier exemple répond a une question posée par R. P. Boas et
R. C. Buck [2 a] et montre qu’on peut obtenir des systémes de séries de
base effectifs a partir de développements générateurs divergents. Le second
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exemple a pour but de compléter quelques résultats de O. Perron [16]
“et de montrer que (les notations sont celles du chapitre précédent), méme
dans le cas ol u est 'application identique, la série ¢(Y) peut converger
dans A(E) vers une fonction autre que u(y).

I. — Ensemble de séries de base effectif
construit au moyen d'un développement non convergent.

Le développement indiqué dans la question posée par R. P. Boas et
R. C. Buck s’écrit, en utilisant nos notations,

I
(1) an+1(l—|—1!5+...+n!5").
n=0

Ce développement est divergent lorsqu’on le considére comme une
série de fonctions.

1. Norations. — Nous posons
Po=—1,
Prn=14+1!z4+...4+nlz"
P= (Pn)nen:

Le développement (1) est trivialement convergent lorsqu’on le consi-
dére comme un opérateur linéaire u, de < dans <.

Soit L la transformation de Laplace de ¢ dans % définie par

L= =| 5 |
On a

(2) LVOL:[S_I_I]<2” [n_!_;_m]@[;x-u]_[méﬁ]@I).

n=0 "

D est un disque ouvert de centre O de rayon R.

L se prolonge en un isomorphisme de J¢(D) sur Jh%.

Soit ¢, Papplication de % dans S, définie par le développement (1)
et K I'image de € par ¢,.

Nous allons voir que u, se prolonge en une application continue u
de JL% dans (D) et étudier 'ensemble des séries de base définies

dans J¢(D) par le systéme %P; T, K, vo; Jl,:_‘, # (D), u; Jl,;—‘i‘

2. PROPRIETES D EFFECTIVITE.

TutoriME 1. — u, se prolonge en une application continue u de J 1
"R

dans 3 (D) et quel que soit R, U'ensemble des séries de base défint dans 3¢ (D)
par{P; 2, K, v, J, 1, 3 (D), u; 511} est effectif.
'R 'R

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 6
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Démonstration. — 11 suflit de remarquer que Lu,L se prolonge en une
application continue de JC(D) dans Jj% et que le systéme

{L(P); 2, Ly,L(<); 8¢(D), I 1 Lul; HC(D))S
'R

est effectif dans J ..
‘R

*®

1 . ,
Or Zﬁ"ﬁ converge uniformément sur tout compact contenu
n.x

n=—=o

dans G{o} et siveN* :

r
<2 _'_> &) 2o (),
nlx =

n=o 4

. E I I 1 . r ’
Donec s1 Pon prend l;léﬁ—5> Pexpression précédente est bornée

par un nombre indépendant de p. Les opérateurs Lu,L représentés par
cette expression forment un ensemble équicontinu, ils convergent simple-
ment sur 7, donc ils convergent sur J¢(D) vers une application linéaire Lu L
continue de J¢(D) dans JL% qui prolonge Lu,L.

De plus, d’apres le théoréeme 2 du chapitre III, I'équicontinuité entraine
- Teffectivité. '

II. — Séries de Bruwier.
1. Dérinttions. — Les polynomes p, définis par
. z -4 nc)"

forment une base. (On ne restreint pas la généralité en supposant c réel
strictement positif, pour ¢= o0 on aurait des polynomes donnant les
séries de Mac Laurin comme séries de base.)

Etant donné une fonction f holomorphe dans un voisinage de I'axe
réel, on appelle série de Bruwier de cette fonction la série

(4) (f™(—nec) — cf ) (— nc)) pa.

Nous allons d’abord donner quelques indications sur les conditions de
convergence des séries de la forme

(5) ian])n-

n=o
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TrtoriEME 2. — Pour qu'une famille de séries de la forme

(6) Z%( y Ene)”

dépendant du paramétre x qui décrit Uensemble X converge uniformément
sur tout produit de la forme X X B (B, partie bornée du plan complexe)
il est nécessaire et suffisant que (6) converge uniformément sur X X {o|.

Démonstration. — Il y a seulement & démontrer que la condition est
suffisante. Nous utilisons la transformation d’Abel.
En posant

b= a () L) ('w)
3+ nc\" z \*
o= )Z(‘*%)’
ancn_ canb,L—l—(c,LH—c,,) 2 bp—+..

n=n’-+1

on a

nr

-+ (Cn”—l —_— ()nn_g) 2 bn —+ (C,'Ll/ — Cpr—1 ) b,LII.

n=n"—1

Soit v < o. Par hypothése, il existe n, €N tel que

o
n'>n'>n, Z b, <Zn pour ze€X,
n=n'
donc
o
n'>n'>n, z bpep | = (|ew |+ | Cwpr— Cor | oo o= | Cr— iyt |).
n=n’

Considérons, d’autre part, 'expression

()

dans laquelle u est complexe et s réel positif. Si 'on suppose s > |u|,
on a successivement

(2= 2 (e 2)-520)
(v 2)- = ) =3 o)

(g étant une fonction holomorphe dans le disque ouvert de rayon 1).
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Done si |g’é1 —e (o << 1), 1l existe K tel que

)l

Dans ces COndlthIlS s n>

2

E’ on aura donc

n+1 n—+1
‘<1+ " >+ ( ”> l4K[u|f 5”;‘4K’|u|
n-+1i

. u
et si n”" > n' éll—_—l—c,

D A )

D’autre part, s1 s€ N*,

s S
’<1—|— ﬁ) _(1—|— m) Zelul,
s \ s

Prenons pour B le disque fermé |z | < R.

Siong > sup{

4K|u|f =Kl

}’ on aura

=l (2))

n=n’ l

"o i)

n

ce qui démontre la propriété.
On a également le résultat suivant que nous n’utiliserons pas dans
ce qui suit :

Prorosition 1. — Pour que les séries de la forme

7 S a2

n=0

dépendant du paramétre x qui décrit X convergent uniformément sur tout
ensemble de la forme X X B (B, partie bornée du plan complexe), 1l est
nécessaire et suffisant que (7) converge uniformément sur X X {o}.

La propriété résulte immédiatement de ce que si [z| =R, on a

(2 + nc)" R \» R
-— |~ - e c,
(rc)* | — -+ ne ) =°

2. SERIES DE BRUWIER CONSIDEREES COMME SERIES DE BASE. —
Désignons par A l'espace vectoriel J, , (k€C,) muni de la topologie de
la convergence compacte. La notation J, , sera conservée lorsque I’espace
est muni de la topologie définie au chapitre I.
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Si 'on prend pour ¢, la forme linéaire sur J, , :
f—>f®(—nc) — cfn (— nc),

0. est continue. On peut identifier ¢, a la fonction

n! (n+1)lc n! (

— prmt X —2=cC).
(.ﬁ(} -+ nc)n-H (x —+ ,lc)ll+‘2 (JU —+ nc)n-i—?. )

X —>
L’opérateur u de % dans < représenté par

(8) Y @®pa

est 'application identique, car

VmeN, VYneN: {pu, 9pn> = 0mn

Nous appellerons ¢, l'application de € dans S, définie par (8),
K Pimage ¢,(%€) de @ par cette application.

L’ensemble des séries de Bruwier des fonctions J, , est 'ensemble des
séries de base définies dans @ par le systéme

[P5 @, K, 003 Tip Q ws Iy

Nous nous proposons de déterminer la fonction k pour qu’il y ait effec-
tivité dans A. '
L désigne la méme application qu’au 1°. ‘
Soit D le domaine de ¢, associé a k. L’effectivité du systéme étudié est
équivalente a celle du systéme
(P; @, 5, p,L—1; 8¢ (D), &, L—1; 5¢(D) |

Nous poserons
$r=gu L7

et comme nous ’avons déja fait antérieurement ¢, et 9, serviront a la
fois a désigner les formes linéaires et les fonctions holomorphes au voisi-
nage de I'infini, nulles a 'infini qui s’identifient a elles.

De plus, g(%) désignera la fonction
s—>g(5).

On a

[0

8

AT}

bo) = (= ):%(ie)

) d/z 1 dn+1 1
=|—— — € —c| 5—— —e
ds" x = ne dz" ' x

ne

(9) %4x>::;;§<1_.2>.

8l
8ln

)
S=—nc
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Soit A, une suite de disques fermés de rayons respectivement égaux
a n€N"” centrés en O. D’apres le théoreme 2 du chapitre I1I, pour qu’il
y ait effectivité, il faut et il suffit qu’a chaque A,, on puisse associer un

voisinage U, de GD tel que s1 H est un compact quelconque contenu

dans U,, la série

S e

n!
n=0

converge uniformément sur H X A,.

D’apres le théoréme 2, pour que cette condition soit réalisée, il faut et
suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de GD tel que la série

(10) () 2"

n=~0

converge uniformément sur toute partie compacte contenue dans U.
En tenant compte de (g), la série (10) s’écrit

*® —]
I c n*fc -\
“(1—= Z—— ~e .
x x n!'\z

n==~o0
Elle converge uniformément (et méme absolument) sur tout compact du

domaine défini par

c
£z

1
< -
e

et diverge en tout point du domaine défini par

Pour étudier la forme de ces deux domaines on peut passer par 'inter-

4. c
médiaire de y = —-

Dans le plan des y, la convergence a lieu dans A, et A,. La divergence
a lieu dans A, (fig. 1). La courbe qui sépare les domaines précédents
passe par le point 1 de C et admet en ce point des tangentes de pente 2
- et — 2. Le domaine A, est convexe et admet O comme point intérieur.

Si I'on passe au plan des z, la courbe L lieu des points vérifiant

c

- 1
exr| — -
e

8o

partage C en trois domaines placés comme l'indique la figure 2.
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Le fait que A, est connexe et admet O comme point intérieur entraine
que GE appartient a G,.

La convergence de (10) a lieu uniformément sur tout compact contenu
dans B, UB..

Soit L, la frontiére de B,, st D€ G, et si’on n’a pas [}DCB“ alors GD

contient au moins un point de L, et tout voisinage ouvert de GD contient

au moins un point de B,. Comme en ces points la série (10) diverge, il ne
peut y avoir effectivité.

L

—>
~<

Az

B
0 1 / A,

Fig. 1. ' Fig. o.

St GDCB“ les conditions pour l'effectivité sont réalisées. On peut,

d’aprés la remarque qui suit le théoréme 6 du chapitre I obtenir une
infinité de domaines D€¢, donnant lieu a Deffectivité en effectuant
une application conforme biunivoque du disque [z << 1 sur By et en
prenant pour D le complémentaire de I'image par cette application d’un
disque fermé de rayon strictement inférieur &4 1. On a :

TutoriME 3. — Le domaine B, étant celut qu'on vient de déterminer,
pour que le systéme ,

(P2, &K, vo; T &, u; Ik h

définisse un ensemble de séries de base effectif sur A, il faut et suffit que k
soit la fonction de C| associée & un domaine D de &, qui vérifie

GDch

3. SERIES DE BASE CONVERGEANT VERS DES FONCTIONS DIFFERENTES
DE CELLES AUXQUELLES ELLES SONT AssocIEEs. — Si Pon prend x dans B,

les résultats précédents montrent que la série
C 5~ nc)*
(11) 3 () EL

n=0
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converge uniformément sur tout compact de C (et méme absolument),
cependant elle n’appartient pas aux classes de séries de base effectives que
nous avons délimitées.

Il n’y a pas contradiction entre ces deux choses, car les séries convergent
alors vers des fonctions différentes de celles auxquelles elles sont associées.

En effet, on a

(12) 2%( z) EL 20N ;,(l—a%)(e_;) L.
Si on pose u = ?—x——, la série Eu"(z—_;,nL)n est la série appelée par

O. Perron série spéciale (spezielle Reihe), sa somme [16] est

ou ¢ désigne la racine de plus petit module de I’équation

p—=uef".

En revenant aux anciennes notations, la somme de la série (11) est

(13) ' :—C<I_£>tice§’

¢t désignant la racine de plus grahd module de I’équation

De plus, O. Perron a démontré que cette équation a toujours une racine
dans B, et une seule. S1 x€B, la racine de plus grand module est t = «

. , L1 2 PR . . . P , .
et (13) devient égal a — e qui définit bien la fonction associée a la série

de base considérée. Mais si z€B., on a ¢ = x et la limite de la série (11)

z

est I'expression (13) qui est différente de %-

CHAPITRE V.

LEs SERIES DE BASE SIMPLES.

Nous dirons qu’une base (pn).ex est simple si VRE€N, p, est de degré n.
Une série de base sera dite simple si elle est construite avec une base
simple. Les résultats des chapitres II et III rendent presque évidents un
certain nombre de propriétés démontrées par Nassif, Mursi-Makar [19] et
les rattachert 4 des considérations plus générales.
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I. — Isomorphisme associé & deux séries de base simples effectives sur ¢ (D).

1. DEFINITIONS ET CONVENTIONS. — Ktant donné le développement
() X ® P
n=o0

nous dirons qu’il est effectif dans £(3¢(D), J¢(D’)) [EV des applications
linéaires continues de J¢(D) dans J¢(D’)] s1 les opérateurs

(2) un:Z@/@P/

j=0
forment un ensemble équicontinu dans £(J¢(D), J¢(D’)).
De méme, sil’on a définiune application linéaire ¢’ de 'EVT E dans d¢ (D) et

une application linéaire ¢” de J¢(D’) dans un EVT F, nous dirons en abrégé
que le développement (1) est effectif dans £ (E, F) lorsque les opérateurs

(3) TN

forment un ensemble équicontinu dans £ (E, F). Lorsque les applications ¢’
et ¢” s’introduisent de fagcon évidente nous nous dispenserons de les définir.

Etant donné 'EVTLC E et un voisinage V convexe de O dans cet
espace, E, désigne PEVT obtenu en munissant E de la norme qui est la
jauge de V et en prenant le quotient de cet espace par I’ensemble des
éléments de jauge nulle. On sait que E est la limite projective des E,
lorsque V parcourt une base du filtre des voisinages de o dans E. [Si E
est (D), si V est 'ensemble V(K, ¢) des f€IC(D) tels que VYz€K :
| f(z)| = ¢ (K compact contenu dans D), alors I’ensemble des points de
jauge nulle se réduit a o.]

2. PROPRIETES D’ EFFECTIVITE.

Lemme 1. — A étant une partie connexe non vide de la sphére de Riemann,
dont le complémentaire est non vide et D un domaine simplement connexe,
pour qu’un ensemble u; (1 € 1) &’ applications linéaires de P (A) dans 3C(D),,«
soit équicontinu dans £2(P(A), (D), ) il faut et il suffit qu’il provienne
d’un ensemble de fonctions

(@, 5) > L;(a, 5)

holomorphes dans UX D ( U voisinage ouvert de |, A dépendant de K ) et telles
14 g 14

que pour tout compact HC U, les expressions L;(x, z) sotent uniformément
bornées sur Hx K.

Ce lemme est une conséquence immeédiate des résultats mentionnés
dans [8 a] (chap. I, § 3 f et § b, remarque 2 qui suit la démonstration du
théoréeme 3).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 7
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Lemme 2. — Etant donné le domaine D simplement connexe n’admettant
pas le point & Uinfint comme point intérieur et le compact KCD, si le déve-
loppement

(4) Zcpn@)pn

est effectif dans £2(JC(D), d¢(D)), il existe un compact K,CD tel que pour
tout compact K’ vérifiant K,CK’', le développement (4) soit effectif dans
£(P(K), (D) x,a)-

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme précédent aux opéra-
teurs :

w=29,8p;

j=0
qui forment un ensemble équicontinu dans £(d¢(D), #¢(D)), donc dans

£2(3¢(D), 3 (D)yx,.y) et de poser K, :[}U.

Remarque. — Si I'on prend pour K I’adhérence A d’un domaine borné A,
si D’ est un domaine vérifiant K,cD'CD et si A’CK, I’hypothése du
lemme 2 entraine I’effectivité du développement (4) dans £(3¢(D’), 3¢ (A")),
car 'application canonique J¢(D’) — P(K,) est continue.

Etant donné un domaine A simplement connexe dont la frontiére est
analytique, nous désignerons par & - w (x) une fonction holomorphe qui

réalise une application conforme biunivoque de [}K sur le disque | X | < R,

de telle maniére que w(®) = o et que le terme % de degré — 1 dans
X

le développement de Laurent de w (z) soit réel. Nous choisissons R de
maniére que « = 1. La fonction o sera dite associée & A. Nous dirons
que A et A’ sont semblables si leurs frontiéres sont les images par I'appli-
cation réciproque de ®w de deux cercles concentriques.

Nous représenterons par F, les polynomes de Faber définis au moyen
de w. Ces polynomes forment une base simple de <.

Nous appellerons « base duale » d’'une base de polynomes (p,) (n€N)
Pensemble (¢,) (n€N) des formes linéaires tel que

< CP"“ pll>: an
et tel que
VneN: <<Pm’[5"]>:0,

sauf pour un nombre fin1 de valeurs de m.

Dans ces conditions, la suite

(5) (> (2) (0(2))" " )nex
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formée par des fonctions holomorphes dans un voisinage de GA, peut
servir a représenter la « base duale » de la base (F,), par suite des relations

1

” - n—1 .\ (= 2
i AF,,,(&) (@(5))" o (5) d5 = Spmn

(A, contour simple rectifiable fermé laissant en son intérieur les points
singuliers de ).

Soit D un domaine simplement connexe et supposons le dévelop-
pement (4) effectif dans £(JC(D), ¢(D)). Soit K, le compact défini dans
le lemme 2 et A un domaine dont la frontiére est analytique vérifiant

KOCACKCD.

Nous associons comme il vient d’étre indiqué a A la fonction o et les
polynomes de Faber F,. Le développement

[0 () (w(x))" '] QF,

est effectif dans £(dC(A%), JC(A")) lorsque A’ est semblable a A et il
existe des coefficients 7,,, formant une matrice infinie nulle & droite définis
d’une maniére unique tels que

Dn (x) :Eﬂ'mnw, (.Z‘) (w(z))m!

(la convergence étant uniforme sur tout compact contenu dans le complé-
mentaire du plus petit ensemble fermé contenant K, et semblable a A).

Lemme 3. — 1° Soit D un domaine simplement connexe quelconque et le
développement
(6) 2 Dn ® Pn

n—o

effectif dans £ (3¢ (D), & (D)), st K est un compact contenu dans D, st ¢ > o,
il existe un domaine D, dont la frontiére est analytique vérifiant la condition

(7) KcD,cD,cD

tel que si w est sa fonction associée, le développement
(8) N w0 (2) (0 ()" | Q P,
=0

soit effectif dans £(P(D,), (3¢(D))yuw.)-

20 Soit D’ un domaine sumplement connexe dont la frontiére est analytique,
vérifiant
(9) D'cD'cD

S
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st (F.).ex est la suite des polynomes de Faber associés a D', il existe un
compact K, vérifiant

(9") D'cD'cK,cD

tel que le développement

(ro) , anncpn@)Fn
n=0

soit effectif dans
# (P (K,), 2¢(D'))

[les Pas sont les coefficients du polynome p, : p. (3) =2 pmz‘].

Démonstration. — 1° Au compact K, on peut associer un voisinage U de [}D
de telle sorte que les expressions
¢j(2) p;(s)

sotent holomorphes dans UX D et uniformément bornées sur tout ensemble
de la forme HX K (H compact contenu dans U).

Soit D, un domaine dont la frontiére est analytique et qui vérifie

(11) GUCD’OcB’OcD.

Il existe un voisinage U'c U de BD',, sur lequel on a (au sens de la conver-

gence compacte)

(Pn(x) = 2 T[nln(‘)/(‘m) ((“'(‘Z‘))"l_1

m=n

(w, fonction associée a D).

Donc les expressions
T (2) (@ (2))" pa(3) =— o' (2) (0 (2))"" pa(5)
sont uniformément bornées sur tout ensemble de la forme (HXK)
<H compact contenu dans U’, U’ voisinage de GD0 convenablement choisi).
Pour tout domaine D, semblable a D" tel que
D,cD,cD,cD,
les expressions
¥ 0 (@) (0(2)p; (3)
j=0

sont uniformément bornées sur [}D'2 X K.



SUR LES SERIES DE BASE DE POLYNOMES, 53

La frontiére de D), est arbitrairement voisine de celle de D|. Les opéra-
teurs '

Uy, =[50 (@) (0(2))/~]Q p
j=0

appliquent P(D)) dans #¢(D) et le résultat qu’on vient d’obtenir montre
qu’ils forment un ensemble équicontinu dans (P (D)), ¢(D), «..)-

20 Au compact D’ on peut associer le voisinage V de |,D tel que, comme
p p g que,

précédemment, les expressions 9.(z)p.(z) soient uniformément bornées
dans Hx D’ pour tout compact H contenu dans V.

Puisque D’ a une frontiére analytique, il existe des domaines D”
semblables a D’ dont la frontiére est analytique et dont I'adhérence est
contenue dans D’. Soit D| 'un d’eux. Soit (F,),ey la suite des polynomes
de Faber associée a D’. Les expressions ¢,(Z) p.. F.(z) sont uniformément
bornées sur Hx D] et si D) est semblable & D’ et vérifie D, C D’ (ce qui est
possible puisque la frontiére de D’ est analytique), les expressions

N piiei(®)F;(s), neN
j=0
sont uniformément bornées sur Hx D..
D) a une frontiére arbitrairement voisine de celle de D’, donc si I’on

pose K, = GVCD, les opérateurs

U, = pij9; QF,
j=0

forment un ensemble équicontinu et méme équiborné dans £ (P (K,), J¢(D")),
d’ou le 20.

Remarque. — 1. Le domaine D| peut étre choisi de maniére & contenir
un compact donné a priort intérieur a D.

2. Pour tout domaine D’ vérifiant D, cD'CD, le développement (8)
est effectif dans £2(JC(D’), (D)o 2)-

3. I1 existe une infinité de domaines D’ semblables a D tels que
D,cD’cD.

4. Le développement (10) est effectif dans £(J¢(D), 9¢(D")).

Lemme 4. — Etant donné une expression de la forme ¢(z) p(z) dans
laquelle p est un polynome de degré n :

p(z) =Bz
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et ¢ est une fonction holomorphe dans un voisinage U de Uinfini nulle a
Uinfint, admettant pour développement de Laurent

®©

9(@) =2, =

m=n

st A est un domaine simplement connexe borné dont la frontiére est analytique
et qui contient les points singuliers de ¢, si ® est la fonction associée d A
et st Uon pose

9(2) = D ane (@) (o (2))",

m=n

p(z):Ebst

§=0

[(Fn)nex polynome de Faber associé a A et w], le produit a,b, est indépendant
de A et est égal a 2,08,. :

Démonstration. — Dans le développement de Laurent de ¢(x) p(z),
le terme de plus fort degré en z et de plus fort degré (ici négatif) en z
est o, 3,

Si
Fn(Z):Tf()+7T15+...+ T,3"
et si
1, e 1 i —
o (2) (0(2))r=— —m o Y L (=),
J=n+1

la relation
< [C')’ ($) ((.u) (.t) )n—l »]7 Fn.> =1
montre que %, =-—I.
On aura

A @n: Tonfkntln bn, —=a, l)n-

Etant donné les deux bases simples (p.),ey et (qn)n&;N et les deux déve-
loppements

(12) Z‘Pn®17m
(13) D@

n=o0
effectifs sur J¢(D) et définissant Dlapplication identique, il existe une
infinité de domaines A dont la frontiére est analytique et tels que pour

tout n les fonctions ¢, et ¢, soient holomorphes dans un voisinage de GA.
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Si 'on construit alors la fonction ® et les polynomes F, associés a A,
_ on peut poser

PnZEPnSFM 9n () :2 Tmn®' (2) (@ (2))",

m=n

o

Ge=2, 0sFor Yn(@) = D pmnt' (2) (0 ()",
§=0 m=n
Alors, d’apres le lemme 4, les produits T,.qun €t fpnpnn sont égaux a 1
[car les développements (12) et (13) définissent l'application identique]
et on a le théoréme suivant :

TutoriMe 1. — Etant donné le domaine D simplement conneze, si les
développements (12) et (13) construiis avec des bases simples sont effectifs
dans £(3¢(D), 9¢(D)) et définissent U'application identique de IC(D) sur
lut-méme, alors :

10 Les développements

(14) D4 ® pus .
(15) N ®

sont effectifs dans £2(3¢(D), #(D));
20 Les applications linéaires défintes par ces développements sont des
tsomorphismes de (D) sur lui-méme.

Démonstration. — Démontrons, par exemple, la propriété pour le déve-
loppement (14). Soit K un compact quelconque contenu dans D. On peut
(lemme 3 et remarque 2 qui le suit) lui associer un domaine A véri-

fiant K€AcAcD, dont la frontiére est analytique, tel que si u, est I'opé-
rateur défini par

(16) y =X T 0 (2) (0(2))" | @ Pas
j=0
les u, forment un ensemble équicontinu dans £ (J€(A), H (D), x.e)-
La remarque 1 suivant le lemme 3 montre qu’on peut choisir D’ de

maniére que les {, soient holomorphes dans un voisinage de [}D'.

S1 ¢” est opérateur défini par

(17) Vlz/l:annq’n®Fm

j=0
les ¢, forment (lemme 3 et remarque qui le suit) un ensemble équicontinu
dans £(d¢(D), J(4)).
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Dans (16) et (17) F, et [0’ (z) (o (z))"'] sont associés au méme domaine A,
donc les opérateurs

bh=u, v}, :277nnqnn4’n®Pn:2 Yn @ P
J=0 Jj=0
forment un ensemble équicontinu dans £(JC(D), (D)., «)-

D’autre part, (D) est la limite projective des (J€(D), k) lorsque K
décrit I'ensemble des parties compactes de D et lorsque ¢ décrit une suite
quelconque tendant vers zéro. Les [, forment donc un ensemble équi-
continu dans £ (3¢ (D), 53¢ (D)) et (14) est effectif sur 3¢ (D).

20 Les opérateurs [, appliquent J¢(D) dans € cCJC¢(D), I'équicontinuité
de I’ensemble des [, entraine que I'opérateur [ représenté par (14) appar-
tient a 2(JC(D), 3¢(D)). Il en est de méme pour 'opérateur représenté
par (15). D’autre part, puisque

<Ok Pn> =< Yt> Gn > = Okms

on a, les multiplications étant prises comme produits d’opérateurs
b b

) <2¢/®Pi><2%®qn> =¥ u®ps

j=0 =0

(i@k®7k><2%®p/>:l§¢z®q,.

\ k=0 . j=0
En faisant tendre n vers I'infim1 les deux membres de chacune de ces
égalités convergent dans £ (JC(D), 9 (D)) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties précompactes de JC(D) et 'on a

<2%‘ ®P/><Zq>k®qk>:2cp,®pl,

Jj=0
<Z%®‘7“><2¢%®P’) Y
k=0 =0
Les membres de droite définissent 'application identique de J¢(D)
sur lui-méme, le 2° en résulte.

Tutorime 2. — Etant donné un domaine D simplement connexe n’admet-
tant pas le point a U'infint comme point intérieur, si les développements (12),(14)
et (15) sont effectifs dans £(IC(D), J¢(D)), alors le développement (13) est
effectif dans £2(J¢(D), 3¢(D)).

. Démonstration. — Les opérateurs définis par (14) et (15) appartiennent

a £2(a¢(D), s¢(D)), done

DR q/:<z 9 ® t]’><z<?k ®P/><Z¢I®P1>,

j=0 j=0 l=0

d’ou le théoréme.
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II. — Cas particulier ot D est un disque ouvert.

Dans tout ce paragraphe, D désigne un disque ouvert de centre O,
de rayon R.

1. UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR L'EFFECTIVITE. —
La suite des polynomes (z"),ey définit une base simple et le dévelop-
pement

| i;%@qn:i[ﬁ]@[z"l

n=o0

définit application identique de J¢(D) sur lui-méme. 1l est effectif
dans £(dC(D), 9¢(D)) puisque les séries de base correspondantes sont
les séries de Mac Laurin. On peut donc P'utiliser pour appliquer les théo-
rémes précédents.

Nous poserons

(18) P(3) = pusss
$=0

(19) . &= T i (3)
n=o

(les 7, étant nuls, sauf un nombre fini d’entre eux).
TutorEME 3. — Si (p,).ey est une base simple, st (¢,),ex est la « base
duale » de (p.), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Le développement
(20) | D@ p

est effectif dans £ (3¢(D), d¢(D)).
(2) Les développements

©
TEIUL

- Srensliel o [Z]en

n=>0

sont effectifs dans £ (I (D), J¢(D)).
St Uune de ces deux conditions est réalisée, les développements (21) défi-
nissent un tsomorphisme de JC(D) sur lui-méme.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme 1 et le théoréme 2
en tenant compte des remarques qui précedent.
. Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 8
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Nous poserons

Pm (2) :Z Tmn 3"y

n=o0
»

N" Pns

55(5) - $n+1'

n=—o0

Nous appellerons u 'application de € dans ¢ définie par le dévelop-
pement

(22) Pn @ Pn-

(4

Nous appellerons respectivement u” et u’ les applications de € dans ¢
représentées par les deux développements (21), et respectivement u”
et u’ les applications de € dans < représentées par les deux dévelop-

pements

(23) Yrma®l o ¥ L% |e7.
n=o0 n=—o

On peut remarquer que u = u et que les deux conditions :
(pn) est simple;
(pn) est simple,

sont équivalentes. .
De méme, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
u est I'application identique;
u est 'application identique.

Enfin si, quel que soit n€N, 7,, = p.n = 1, on a

w'=u" et u'=u.
TutoriME 4. — Si la base (pn).ex vérifie pun = 1 quel que soit n€N,
ce qui entraine T,, = 1 quel que soit n€ N, chacune des conditions (1) ou (2)

du théoréme 3 est équivalente a :

(3) Les développements (23) sont effectifs dans £2(3¢(D), JC(D)) et lorsque
ces conditions sont vérifiées, les égalités u'= u”, u” = u’ sont vraies sur J¢(D).

Démonstration. — (2) = (3). Démontrons par exemple que l'effectivité
"du premier développement de (21) entraine l'effectivité du second déve-
loppement de (23).

Soit R"<< R. II existe p << R tel qu’a tout R”"> p on puisse associer
un nombre strictement positif M(R”, R) tel que

|| >R,  |3|ZR = |gu(@)a"|ZM(R,R), VneN

et, par conséquent,

®

' Tmn n
z
x?ll+1

n=o0

|2|>~R", |z|=R = MR, R), V¥meN, VneN.
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St R, < R/, il existe M(R”, R)) tel que

w

~n
2 Trl'flll’J
x"l.-\"l

n—=—o

et si R'> R”, il existe M(R}, R)) tel que

m’ o«
n
2 2 : Tmn%
pm+t
m=0 n=0

|z|=R, [s|=R, =

~M(R, R,), VmeN

|z|>R}, [s]|<R, =

ZM(R, R,), Vm'eN,

c’est-a-dire

m’

D

m=0

<M(R},R)), Vm'eN,

d’ou leffectivité du second développement de (23), 'effectivité du premier
se démontre d’une maniére analogue.

(3) = (2) résulte de ce que u = u.

2. I’ EFFECTIVITE DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIERES. — Nous consi-
dérons les espaces J,, dans lesquels k est une fonction constante égale

. 1
a k. D est le disque ouvert de centre O de rayon R =k ?. L est I'iso-
morphisme de #¢(D) sur J,; défini par la transformation de Laplace-Borel
d’ordre ¢.
Nous posons
L-'p,=r, et L(Qn) = pn v=Lul,

done, si
rn:E Pps 5%
S=0 .
et si
N “mn
P”:Z pm+l 3
m=—o
on a
rlz.v:Pnsr(l —+ %)’
!J_ - 7Tnm
F<I -+ @>
p
et
(24) 0= 3 L(9) @ L (pa) = D0 ®
n=—~o n=o0
De plus, si

n’ i n’
un.’:z Pn ®pn et “/z':Z Pn® Tns
n=u

n=o0
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on a

P — Lt uan,

de sorte que les deux propriétés :

(20) est effectif dans £(J,4; T, 4);
(24) est effectif dans £(3¢(D), c’l’(D))

sont équivalentes.

u’ et u” ont le méme sens que dans le numéro précédent, nous avons
alors

@

T
= — | ®pp.=L"1L,
Zo[r<l+'—;>w]
z>z"].—_L—‘u”L,
p

Pour démontrer Peffectivité du développement (20) dans £2(J,,, £,,)
on pourra utiliser le théoréme 4 appliqué a la base (r,),ex lorsque

08

(ce qui entraine m,, =T <1 + g >, car u est I'application identique).

Pnrn=—

Exemple. — (an).e, st une suite de points tels que | a, | < 1.
Nous appelons ¢, la forme linéaire continue sur J, , (k€Jo, oo[)
f—=f"(an).
On a alors
Tmn=m(m —1)... (m—n—+1)al™".

Soit (pn).ex la base de polynomes associée a la matrice infinie nulle a
droite qui est l'inverse de la matrice infinie nulle a droite définie par
les .

On a 7,,= n! donc, pour appliquer les résultats précédents, il faut
prendre J, ;= J, .

Les pns (s =0, 1, ..., n) sont définis par les relations

n

ansﬂsm———anm (Oémén).

s=m
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En faisant successivement m = n, n — 1, .. ., o, on calcule de proche en
proche p,, pour s=n, n—1, ..., 1, o.
Pum est donné par

n

Pnmm '+ 2 Pns Tsm=— 0,

S=m-+1

donc

n

|
| pumm | < Z s(s—1)...(s—m—)|al ™| .| Pas]

s=m~+1

W étant un nombre > o donné, on peut déterminer b tel que, quel que
soit n€ N,
! pu| L0,

(n =) puin—a| =b6W.
En effet,

Pnnn! =1, Ipn, n—t (. — 1)' I = IPnann, n—1 | — ] Ap—yq I

Supposons que, d’une maniére plus générale,

| Pus |1 Z bWr—s pour S=mn,n—1,...,m-+1.
On aura
n
s(s—1)...(s—m+1
pnmt | Y, W SO e L)
s=m-+1 )
n
Iam ls—m ' ";;Inl {
oW Y e = o Wrle Y il
Ss=m-+1
. I
Si 'on prend Wé@;, on a
| @m |
‘e LA S e

Done, quels que soient m et n,

Ian ‘ m! é an—m7

D désigne toujours le disque ouvert de centre O de rayon R =

I
i
Considérons dans J¢(D) le voisinage de O formé par les [

©

f(2) :Ecnz”

n=~0

tels que
VneN: |c,|R? L, R'< ;{
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On aura
B _ V Wn—m b 1
l<(Pnuf>I é&b 'R/"é mlWmn I W
n=m n -0 TR
R
pourvu que R'> W. |
D’autre part, si |z | < R”, '
RI/ m 1 I
Z < Py f> 3 T ’ =zb Z L ( > és.b W R
m=o m=0 R/ I_ﬁ’ ]—“W

pourvu qu’on ait R” << W.

Sik < log 2, les calculs précédents sont valables avec R"< W < R’ < 2
I'équicontinuité de I’ensemble des applications

n
E,IIJ — 2 am ® { ST m ]a

m=0

de J¢(D) dans lui-méme en résulte ainsi que leffectivité du dévelop-
pement u” dans £ (JC(D), J¢(D)).
Considérons maintenant le développement

Y| 2 |en=3 |2 |@p.

n==~0 n==0

On a, pour |z| =R,

n n
I

- L
| pu(s) =0 2 nn—i1)...(n—m—+1)|sm|ZbR"n! Z —m =T ZbR"n! et

m=—u m==~0

et

n'

'1/ Pnn | \\ﬁ (5 4"1){; R"\» T{L"é b et
2‘\\ ot ’f/‘l'/l “‘) ==Y 4 F e L ¢ _R”

n=—7u

pourvu que R” < R’.

Donc I’ensemble des applications w, est un ensemble équicontinu d’appli-
cations de JC(D) dans lui-méme quel que soit le rayon de D. Le dévelop-
pement u’ est effectif dans £ (3¢ (D), 4¢(D)).

On a le théoréme suivant :

TutorimME b. — St les a, sont des nombres complexes vérifiant

lan| <1

st k est un nombre réel vérifiant o < k <<log 2;
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st les 9, (n€N) et les p, (n € N) sont définis comme il vient d’étre indiqué :
10 le développement k

Z%@ Pn

n=~0

est effectif dans J, , et représente Uapplication identique;
20 les applications u' et u” définissent un isomorphisme de J, , sur lui-
méme. Si f€J, ,, si on pose

b,= f" (a,), g=u'(f),

alors dans J,  topologique,

f:z‘bnpm

n=—o

Ce théoréme contient le résultat suivant di a Kakeya :

CororLratre. — Si f est d’ordre 1, de type inférieur a log 2 et st sur une
suite (a,) telle que | a, | =" 1, on a f"(a,) = o, alors f = o.

3. Bases INvERsEs. PropuitT DE NASSIF DE DEUX BASES.

DeEriniTion. — Etant donné la base (Pn)nen, la base (pn).ex définie plus
haut est appelée la base inverse de la base (p,),ey-

On a le résultat suivant qui contient un théoréeme de Mursi et Makar :

TutoriME 6. — 10 St la base (pn).ex est effective sur JC(D) (D, disque
ouvert de centre O de rayon R) au sens de Whittaker-Cannon, si elle est
stimple et st ¥n €N : p,n= 1, la base inverse est effective sur JC(D).

20 Si la base (p,) est effective sur J, , (k, constante > o) au sens de

Whittaker-Cannon, et si pour tout n€N, p,, = ————» la base inverse est

T 1+ 1
) p
effective sur ¢ (D) (D, disque de G, associé a la fonction constante k€C,).
Démonstration. — Pour démontrer le 1° il suffit de remarquer que, pour
tout n€N,
En:Elu‘Ellll

et d’appliquer le théoréme 4.
Le 2° se démontre de la méme maniére en passant par I'intermédiaire

de JC(D).

Remarques. — 1. Les relations p = p, ne permettent pas de conclure que
(Pr)nen est aussi effective sur J¢(D), car p,, = 1.
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2. Dans le 1°, on peut, sans changer I’énoncé, remplacer 3¢(D) par P(D).

DeriniTION. — Soit les deux bases (pr).ex €t (¢1).ex- On appelle produit
de Nassif (p,) (¢.) des deux bases, la base (r,),ey définie par

Fus= Y Pjndss-
j=0
Si P, Q, R. sont respectivement les matrices (pun), (qun), (Fmn), on a
R = PQ.
Les résultats que nous avons obtenus rendent a peu prés évident le

théoréeme suivant dit 4 Nassif (pour la démonstration originale, cf. par

exemple [19]) :

TratoriME 7. — St les bases (pu)uex, (qn)nex sont effectives dans JC (D)
et st elles sont sumples, st de plus pour tout n€N : ¢., = 1, la base (r.),ex
est effective dans 3¢ (D).

Démonstration. — Soit (¢a).ex la « base duale » de (r,),ey et w Pappli-
cation linéaire de < dans < définie par
W= 2 orn @ 7n

n=~0

Soit (24).ex et ($,),.ey respectivement les « bases duales » de (p,) et (¢.),
u et ¢ les applications de < dans < représentées par les développements

u:Z({J,I@pm V:Z‘*]Jn@qﬂ'

n=~0 n=2~0

Posons

@ w© o

. Tmn . . Mmn | . )\mn
P (.Z') - 2 pm+1) "P” (x) - pm+1) Pn (‘T) - 2:‘1.'71-#1 .
nm=—~0 m=0 m=0

On a ;

—_ ol Lt
W =", u,,v'.

En effet, s1 fe <,

V,/u;,luz,lV(f):mMZ Z 2 2 @n(.g)z"nal_*_]]’a(g)

n=0 a=0 b=0 s=0

< 9 () 1" = ¢ (2) (@) dE dn g da.

(Les contours d’intégration étant des cercles entourant I’origine, parcourus
dans le sens direct.)
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En tenant compte des hypotheéses faites sur (p.).ex €t sur (¢.).ex cette
intégrale s’écrit

;:—nfz Z 2 2 Zs"q,‘,lpu,m:m%f(x) dr = ﬁf}:pa(:p) ra(z) f(2) dx

n=0 r=0 a=0 s=0 j=0 a=0
=wu () (=)
Les coefficients ¢,, étant égaux a 1 pour tout n, il en est de méme des
coefficients 1, et, d’aprés le théoréme 4, ¢’ et ¢” sont continues sur J¢(D).
La simplicité de la base (p,) entraine u, = u,, u,,.
Puisque (p,) est effective, ’ensemble des u,, est équicontinu et converge
vers u qui est I’application identique.
Il en résulte que I'ensemble des w,, est équicontinu et converge vers

V=" =9

qui est 'application identique, d’ou l'effectivité de la base (r,),ey au sens
de Whittaker-Cannon sur 4¢(D).

III. — Opérateurs d.

1. DeriniTioN. — On sait qu’étant donné une base simple de poly-
nomes (pu),ey, 1l existe un opérateur unique appliquant € dans < de la
forme

(25) J:ED(H')@T”

n=2~0
(T, désignant un polynome qui dépend de n, D désignant 'opérateur de
dérivation), tel que
VllENi J(pn+1):[)/n J(Po):0~
2. CoNTINUITE DE J ET EFFECTIVITE DE LA BASE (Pn). — (¥u).ey désigne

toujours la « base duale » de (p,),ex. D est un domaine simplement connexe
borné quelconque.

Prorosition 1. — Pour que Uopérateur J soit continu lorsqu’on munit <
de la topologie © indutte par celle de 3C(D), il est nécessaire et suffisant que
le développement

(26) D 9u1 @
soit effectif dans £(3¢(D), 5¢(D)).

Démonstration. — 1° La condition est nécessaire, car si ’on pose

n
-
w= Y9, s
j=0
Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI, — Fasc. 1. 9
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on a

n=1

J”n:Z‘P/‘H Qpj-

j=0

20 La condition est suffisante : Si elle est vérifiée, les Ju, (n € N) forment
un ensemble équicontinu d’applications de € (% muni de la topologie %)
dans lui-méme. La convergence simple a lieu sur < vers J.

Donc J est continue et son prolongement a JC¢(D) est une application
continue de J¢(D) dans J¢(D).

Nous pouvons remarquer qu’étant donné un développement simple

2 9n @ Pus

n=~0

on peut toujours, en multipliant les p, et les ¢, par des coeflicients conve-
nables de produit égal a 1 quel que soit n, supposer que le terme de plus
fort degré de p, est z*. Cette propriété ne modifie en rien les propriétés
d’effectivité du développement ni I'opérateur qu’il représente.

TrtoriEME 8. — Si D est un domaine simplement connexe, si (p,).ex est
une base simple de polynomes telle que pour tout n le terme de plus fort degré
de p. soit z', alors Uopérateur J se prolonge par continuité en un opérateur
appartenant a £2(JC(D), 3¢(D)).

Démonstration. — Soit K un compact contenu dans D, on peut lui asso-
cier (lemme 3 et remarques qui le suivent) un domaine A dont la frontiére
est analytique et tel que les développements

(27) 27’[‘,,,,[0)/(1') 0" (2)]Q pa
et
(28) El)mz an®Fn

n=~0

solent effectifs respectivement dans £ (JC(A), 9¢(D))y, x, o et dans £2(IC (D),
3 (A)) (w et F, sont définis comme dans le lemme 3).
Le fait que

I 1 1
w(x)=—+ —ou <—>
x &y x
(o, holomorphe autour de o) entraine
/ 4 n—l — __ r __I._ I_\
® ((I}) ((A)(;L‘)) - antt -+ .27“'*20)2<.Z‘/

(w,, holomorphe autour de o).
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Et, par suite de ’hypothése faite sur le terme de plus fort degré de p.,
on a ’

Tpn=——1, Pnn=——1.

“w(x)
xr—s

D’autre part, 'opérateur | J appartient a £(JC(A), J¢(4)).

J”‘:(Z[m’(x) (@ (2))F] ®Pk>°[;)—(—_f);]°<2%®1?i>

k=0 j=0

Posons

(le signe  indiquant qu’il s’agit de la multiplication des opérateurs).
En remarquant qu’en particulier sur <,

ax

|=31w @ wEere,

=0

[M

£ — 3
: I
on voit que, sur &,

JnZZCP/@Fi—t-

j=1

Les opérateurs J, forment un ensemble équicontinu dans
£2(Dg, (9 (D))ex, 1), donc puisqu’ils convergent sur < lorsque n — o, 'opé-
rateur limite J appartient & £ (7, J¢(D),« =) [on a, en effet, J() CIC(D)]
et par conséquent, J se prolonge en un opérateur unique défini et continu

dans £2(J¢(D), a¢(D)).

CoroLLAIRE. — Si la base (p.).ex est effective dans IC(D) au sens de
Whittaker-Cannon et si une fonction f€ 3¢ (D) a pour série de base

(29) P
n=o0

alors, pour tout k, la série

(30) Ean+kPn

n=~o

converge dans IC (D) vers la fonction g = J*f et (30) est la série de base de g.

Démonstration. — Par suite de la continuité de J (donc de J*), la conver-
gence de (30) résulte de celle de (29).

(30) est la série de base de g. En effet, les polynomes

§
~
gs:Zarwkpn

k=0
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convergent lorsque s tend vers l'infini vers g dans JC(D) et si b, , est le
coeflicient de p, dans la série de base de g,, on a b,,= a.,,. La série de
base de g existe puisque g€ JC(D). La continuité des applications o,
montre que a,.; est le coeflicient de p, dans cette série.

3. Novau pEes orErATEURS J' pans JC¢(D).

TuatorEME 9. — St la base (pn).ex est effective dans IC(D) (au sens de
Whittaker-Cannon), le noyau de Uopérateur J_associé a cette base et considéré
comme élément de £2(3¢(D), 3(D)) est I'ensemble des polynomes %p, (A €C).

Démonstration (A et @ ont le méme sens que dans la démonstration du
théoréeme 8). — Si u’ est opérateur,

E

o' (@) (@(@)) ] Qp

k=0

appartenant a £(JC¢(A), (I (D))yx ) et si u” est Popérateur,

Mo QF,

j=0

appartenant a £ (J¢(D), J¢ (A)), on a
J:u'o[‘%]ou”.

L’opérateur u’ est injectif, car si f>£ o appartient & JC(A) son déve-
loppement de Faber n’est pas identiquement nul et il existe n tel que

o' (2) (o (2)) "], [ # o,

u’ (f) aura sa série de base dans J¢(D) égale a

W< (@) (0 (@) [P
n=2~0
(on le voit par un raisonnement analogue a celui du corollaire précédent).

Comme cette série de base n’est pas identiquement nulle et, par suite
de Peffectivité dans J¢(D), on a u'(f) 5 o.

De méme, 'opérateur u” est injectif. En effet, soit f€J¢(D) et non nul.
Sa série de base relative a4 p, n’est pas identiquement nulle par suite de
Peffectivité. Donc 1l existe n tel que {9, f) % o et I'unicité du déve-
loppement de Faber de u”(f) montre que u” (f) 5 o.

Déterminons maintenant le noyau de [w—(f—);] dans £ (JC(4), JC(A)).
€Xr — 3
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Si l'on pose

f:ia,,F,l

n=o

et
|22 | n=s

on a
@
8= 2 Ay F
n=o

(2)

Donc le noyau de [%—_—_] est ensemble des fonctions constantes et le

noyau de J est I'image réciproque par u” de cet ensemble, c’est-a-dire
I’ensemble des polynomes de la forme Ap, (A€C).

Pour déterminer le noyau de J* on peut appliquer la méme méthode
en utilisant une suite de k domaines a frontiéres analytiques 4A; (1 = 1, ..., k)
vérifiant

KcA cldic...cAckceD

et en décomposant J* en un produit de 3" opérateurs définis comme les
trois opérateurs ci-dessus, on voit sans difficulté que le noyau de J* sera
I’ensemble des polynomes

hopotoo o+ Mo pry (MeC, Viefo, 1,..., k—1}).

CororrLaIrRE. — St la base (p.).ex est effective dans (D) au sens de
Whittaker-Cannon, pour que Uéquation fonctionnelle

(31) W=y [gex (D)
admette des solutions dans IC(D), il faut et il suffit que la série de base de g

étant 2 @nPny la série

n—yo

®
2 Qn Pnvk

n=~0

converge dans JC(D). Dans ces conditions, la solution générale de Uéqua-
ton (31) est

—
}\OPO +...0+ )\/;_1 Ph—1+ Z An Prvk

n==~0

(Roy - ..y hivi, constantes arbitraires appartenant a C).
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CHAPITRE VL

SUR CERTAINES BASES EN ESCALIER.

Les considérations qui font I'objet de ce chapitre ont pour point de
départ un résultat de Portisky (cf., par exemple, [11]).

I. — Hypothéses et notations.

D désigne toujours un disque ouvert de centre O de rayon R.

1. Bases EN EscALIER D'ORDRE MEN*. — P = (p,),ey est une base
de polynomes, on dit que la base P est une base en escalier d’ordre me& N*
si elle vérifie la propriété suivante :

v étant mis sous la forme v = mn + ¢, avec 0 < ¢ < m, p, est de degré
inférieur ou égal & m(n + 1) — 1.

Autrement dit, la matrice des p,, a sa v*™ ligne qui comporte
m (n + 1) éléments. La matrice inverse formée par les =,, peut se calculer
en résolvant une suite (X,) de systémes linéaires & m(n -+ 1) inconnues
et la matrice des m,, posséde une propriété analogue.

Nous représenterons encore par (¢,).ex la « base duale » de (p.) et nous
identifierons ¢, a opérateur

5z

dd P
w=0

2. ULTRA-EFFECTIVITE D'ORDRE m. — Nous supposons que toute fonc-
tion de J¢ (D) admet relativement a la base P en escalier d’ordre m une
série de base au sens de Whittaker-Cannon, c’est-a-dire que les 9, sont
continues sur JC(D). u, est 'application de J¢(D) dans < définie par le
développement

2 ¢ QP
j=0

Nous dirons que la base P est ultra-effective d’ordre m sur J¢(D) ou que
le développement

2 v @ py
V=0

est ultra-effectif d’ordre m dans £ (3 (D), 5¢(D)) si Yf€ I (D), on a
dans 4¢(D)

lim w,ny (f) = /-

n->®o
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On démontre aisément comme on 'a fait pour 'effectivité ordinaire :

Prorosition 1. — Pour que la base P soit ultra-effective d’ordre m
sur 3 (D), il faut et suffit que la suite (Wmn_i)uex~ forme un ensemble
équicontinu d’applications linéaires de IC(D) dans ¢ (D).

3. PARTIE ENTIERE D’UN DEVELOPPEMENT DE LAURENT. — Ktant donné
un développement de Laurent de f, nous désignerons par P.e (f(z)) le
développement de Taylor obtenu en supprimant dans ce développement
les termes dont I’exposant est négatif (c’est-a-dire << o).

Lemme 1. — St f(z) est un polynome ou une série entiére, si
1(;):104—)—}4—...4—%4—..., avec  hyF o,
alors A ~
Poe((P.e(f(2) 1(2))) (A ())7") =[f(5).
Démonstration. — 51 'on pose

S(2) 2(3) =8 (z) + & (2),

[g(z) formé par les termes & exposant > o, g,(z) formé par les termes a
exposant << o], on a
(8(z) +g1(3) (1(z) "' =[(5),

.

g:(z) (1 (z))™" est formé par des termes & exposant strictement négatif,
d’ou la propriété.

4. Hyporntses. — P = (p,) est une base en escalier d’ordre m > o
et nous reprenons les notations du 1°. Il existe :

— des fonctions ¢, (n€N) appartenant a P (GD);

— des fonctions k&lJ,,(nEN) appartenant a P <[}D'> (D’ désigne le disque
ouvert de centre O de rayon R™);

— des fonctions 2, (g€{o0, 1, ...,m—1}|) holomorphes dans un
¢ \q f p

voisinage de [}D, non nulles & Uinfini,
telles que :

A, D mn+q (x) = )"I (SU) "IJ" (SU) ;
A‘). q}ll(x) — mnz—i ]_If'n (xm);

A,. chaque W, est défini dans un voisinage de |,D’ . ar un dévelop-
q g P P

pement de Laurent

. , QU in
W, (X) :2‘ % (avec pPnnZ0).
j=n

Enfin nous poserons w=e

n



72 M. FALGAS.

II. — Recherche de conditions pour l'ultra-effectivite.

1. CONSTRUCTION D’'UNE BASE SIMPLE ASSOCIEE A LA BASE EN ESCALIER.
Prorosition 2. — 10 L’expression

nm—1

m Z P.e (b (0k2) prun+q (wh3))
k=0
est nulle st ¢ = q' et c’est un polynome Q,(z") dépendant seulement de n
lorsque q = ¢'.
20 La sutte des opérateurs W', définis par les fonctions X — W, (X) et la
sutte des polynomes Q.(X) sont associés & des matrices infinies nulles a

droites inverses l'une de I’autre.

Démonstration. — Par hypothése, on a
< Omn+qs Pmn'+q’ > - 6nn’ 6(]17’)

d’ou 'on tire successivement

9[71- f q}n(x) ) (x)PIILIL +q' (.Z‘) dr—20 Onn! O,,,,/
(A, contour simple fermé entourant I’origine, rectifiable parcouru dans le
sens direct)

/ v, () m—1 ! (.f)]),,m g () de = O 6(](] ’y

‘2l77.'

f W, (zm) 2m =t hg (X Z) prunisg (0F 2) dz = Op 3gq1,

20T

ﬂ ‘l" () &= P.e(hg (@ Z) prnrq (0 x)) de = 0, Ogq,
m=1
f W,z gt 2‘ P.e (g (0FZ) prnnsg (05 x)) dz = 0, 0440

k—o

2iTm

Cette relation s’écrit

I

20T, A W, (2™) Qu,q,q' (™) 2" dx = 01 Ogqr

ou

(1) -I—\/‘\ IFn(X) Qn’,q,q’(X) dX:amz’ 6(](}’

21TTMm

(A’, contour stmple rectifiable fermé entourant l’origine parcouru dans le
sens direct).
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Par suite de ’hypothése A;, la matrice infinie associée aux ¥, est nulle
a droite. La relation (1) montre alors que
979 = Queqy=0
7=9 = Qugpy

est un polynome Q, dépendant seulement de n et I’ensemble des W', constitue
la « base duale » de la base formée par les Q,.

CoroLLAIRE. — Le développement Z ¥, & Q. définit Papplication iden-

tique de ¢ sur .

2. L’ULTRA-EFFECTIVITE DE LA BASE P.

Prorosition 3. — St le déterminant
ho () M(x) .. Pt ()
(2) ] e e e :
)\0 (wm—l (I.‘) )~l (&)"l—'ll’) . )\m_l (wm—l an)

rn’admet pas de zéros sur GD, Vultra-effectivité d’ordre m sur IC(D) pour

le développement

(3) Y 0. ®pn

entraine Ueffectivité sur IC(D') pour le développement

(4) IF/L ® Qn-
Démonstration. — Par hypothese, les applications

n m—1

=Y B W (@) 20y ()] @ g ()

Jj=0 g=0
forment un ensemble équicontinu d’applications de J¢(D) dans lui-méme.
Il en sera de méme de I’ensemble des

(',l::E 2 []Fj(xm) M (2)] @ [Pmjeq (3) Z )\q/(z)J

Jj=0 g=0 W'=0

sur 2(# (D), #&(DNU)) (U, voisinage de [}D laissant dans son exté-

rieur les points singuliers de 4,).
On peut dire la méme chose successivement des ensembles d’opérateurs

Wn,k,l:Z 2 [W) (™) Xy (o 2) ] @ [P/lli+7(w‘;) <2 )‘fr’(“’l;)>J

j=0 g=0 qr=0

(neN, kefo, 1, ...,m—1},l€fo, ..., m—1}),

n o m—1 m—1 m—1 .
W””‘ZE z [ (™) hy(of 2) | ® [P.e(meiw (mls)E )\qr(w/z)>—|

j=0 g=0 =0 q'=0

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 1. 10
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et en tenant compte de la proposition 2, on voit que les ¢, ont la forme

n m—1

war= > (W (@m) d (ok2)] @ [Q, (sm) .

j=0 g=0

L’hypothése faite sur le déterminant (2) entraine Deffectivité dans

£(a¢(D), J¢(D)) de

x

W (@) [Q; (5]

j=0

et Peffectivité dans £ (J¢(D"), #(D’)) du développement

S

DV (2)]Q1Q)(5).
j=0
Prorosition 4. — Si le déterminant (2) n’admet pas de zéros sur GD,

Peffectivité sur JC(D) du développement

DU

n—o
entraine Vultra-effectivité d’ordre m pour la base donnée.

Démonstration. — Posons

Gu(@, 5) =3, W;(am) Q;(s")  (neN).
j=0
Les opérateurs [G,(z, z)] forment un ensemble équicontinu.
Si, de plus, on pose
Enq (@, 3) =W; (&™) pjmsq (),

on a (prop. 2)

m—1

G,(z, 5)= I—; 2 P.e;(h; (053) guq (0¥z)),
. k=0

m—1
0:2 P.e;(dy (03) gug (=) pour g£¢q
k=0
(P.e. est la partie entiére relative a la variable z).

Si A(z) est la valeur du déterminant (2) lorsqu’on remplace z par z,
si dans les mémes conditions A,(z) est le quotient du coeflicient de 2,(z)
par A (z), on a

Snyg (2, 5) = '%P.e;(G,,(x, 5) 8, (z))

[car A,(z) a un développement de Laurent ne comportant que des puis-
sances négatives de z].
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Les [guq(®, z)] forment un ensemble équicontinu d’opérateurs sur
2(# (D), 3¢(D)), donc il en est de méme des opérateurs

n m—1

Y D @m @ 2 (@] Q [pma ()],

Jj=0 g=0
d’ou Veffectivité dans £ (s (D), 9¢(D)).

En réunissant les propositions 3 et 4, on obtient le théoréme suivant :

TutoremMe 1. — Si le déterminant (2) n’admet pas de zéro sur [}D, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Le développementz o @ pv est ultra-effectif d’ordre m dans £ (I (D),
¢ (D));

20 Le développement 2 U, Q Q. est effectif dans £ (s (D), 5¢(D")).

n=0

3. Cas D INTERPOLATION DE PoriTsky. — Il consiste & étudier les séries
de base associées aux opérateurs

- (mn)!
(x — a,)mnt !
~n
Si L est la transformation de Laplace, z* — - nous avons

1o o
—(mn). ol =1 _¢%.
(.%'— a/))mmﬂ - el
Les conditions précédentes sont donc réalisées en posant

) — I — ppm—1 I )\ J— l_le
b (2) = —mm = 2" oy p(2)=e"

T, (X) = —

XIL—l—l ’

donc les Q, dont la « base duale » est constituée par les W, sont les poly-
nomes

Q,l (Z) =17~
On a:
TutorEmME 2. — La base (p.) ayant pour « base duale » Uensemble des
opérateurs (mn)!

(5 — a, ) est ultra-effective d’ordre m dans £2(J, 1, J414), ot k
P
est inférieur au module du plus petit zéro du déterminant

- v -
eflos e elm—1s

- v -
LML pagmm—t] ellm—t WML
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