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SUR

LES SÉRIES DE BASE DE POLYNOMES

PAR M. MAURICE FALGAS (1).

INTRODUCTION.

De nombreux travaux ont été faits sur l'interpolation par des séries de
polynômes. Je me propose d'abord de donner de ces séries une définition
assez générale pour s'appliquer à la plupart des cas connus et ensuite
d'en tirer des conditions de convergence vers les fonctions qu'elles sont
chargées de représenter. Le champ d'application de ces conditions est
assez vaste pour recouvrir celui des conditions énoncées par H. Cannon
ou R. P. Boas et R. C. Buck.

Le chapitre 1 donne quelques théorèmes préliminaires dont certains
paraissent nouveaux, mais comme ils ne constituent pas l'objet principal
de ce travail, j'ai omis les démonstrations ou me suis contenté de les
esquisser.

Les deux chapitres suivants forment la base de cette étude et sont
essentiellement consacrés à des résultats généraux.

Enfin dans les trois derniers chapitres on pourra voir comment les
considérations qui précèdent permettent de simplifier considérablement

(') Thèse Se. math., Paris, 1963.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 1



2 M. FALGAS.

les démonstrations de certains théorèmes connus et d'arriver à des énoncés
souvent plus généraux.

Les notations utilisées seront indiquées au fur et à mesure. Je signalerai
simplement que les abréviations EV, EVT, EVTLC seront employées
respectivement à la place des expressions « espace vectoriel », « espace
vectoriel topôlogique », <( espace vectoriel topologique localement convexe ».

Une courte notice bibliographique placée à la fin signale les ouvrages
et publications qui m'ont servi pour rédiger ce travail. Une bibliographie
très complète sur les séries d'interpolation est donnée, par exemple,
dans [2 6], il m'a paru inutile de la reproduire.

CHAPITRE I.
ESPACES VECTORIELS DE FONCTIONS H O L O M O R P H E S .

Le but de ce premier chapitre est de donner quelques définitions et
propriétés qui seront utilisées dans la suite du travail.

I. —'• Espaces vectoriels de fonctions holomorphes.

1. FONCTIONS H O L O M O R P H E S , FONCTIONS HOLOMORPHES LOCALES. ——

Étant donné un domaine D (resp. une partie A non vide de la sphère de
Riemann) dont le complémentaire est non vide et un EVTLC E, nous
adopterons pour les fonctions holomorphes dans D à valeurs dans E,
pour les fonctions holomorphes locales sur A à valeurs dans E et les fonc-
tions holomorphes locales généralisées sur A à valeurs dans E les défi-
nitions données par A. Grothendieck dans [Sa].

^C(D, E) désignera l'EV des fonctions holomorphes dans D à valeurs
dans E nulles à l'infini si oo e D, muni de la topologie de la convergence
compacte.

P(A, E) désignera l'EV des fonctions holomorphes locales sur A à
valeurs dans E nulles à l'infini si oo € A, muni de la topologie localement
convexe obtenue en le considérant comme une limite inductive géné-
ralisée d'espaces <W(D,,, E), la suite des domaines Dn vérifiant

00

^D,,=A, A CD,,., CD,,.
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Q(A, E) désignera l'EV des fonctions holomorphes locales généralisées
sur A, nulles à l'infini si oo^A.

Lorsque E est le corps C des complexes nous utiliserons <W(D) , P(A), Q(A)
au lieu de ^C(D, C), P(A, C), Q(A, C).

Lorsque A est un domaine D, P(A, E) et Q(A, E) s'identifient à ^C(D, E).
Dans tout ce qui suit E est un EVTLC complet.
Indiquons sommairement quelques propriétés des EV qui viennent

d'être définis (pour les démonstrations, cf. [8 a]).
Soit A, et A*j deux parties complémentaires non vides de la sphère de

Riemann et soit E' le dual topologique de E. Soit
J€P(A, ,E) et ^eP(A, ,E ' ) .

Soit f un représentant de f défini dans le voisinage LJ| de A^ g un repré-
sentant de g défini dans le voisinage U^ de A^>. U, et IL peuvent être
choisis de manière que oo^LTiOU^ .

Soit A une courbe simple rectifiable fermée séparant les points de rIL

de ceux de ( j U i . Supposons A muni d'un sens de parcours positif autour

de LU*,). Posons alors
(I) a^-^/O^)^))^.

On démontre que l'intégration a un sens et que la forme bilinéaire
(A g ) "^^A ~gY établit une dualité séparante entre les espaces P (Aj , E)
et P(A,, E').

La convention faite sur le choix de A et de son sens de parcours sera
adoptée dans toute la suite du travail.

Etant donné geP(Â2, E') on dit qu'il a localement une image équi-
continue s'il vérifie la propriété suivante :

II existe un représentant g de g défini dans un voisinage U de A._> et tel
que pour tout JsGU, il existe un voisinage U,- de z contenu dans U et
tel que g(U,-) soit une partie équicontinue de E'.

THÉORÈME 1. — Si A, et A^> sont deux parties complémentaires connexes
non vides de la sphère de Riemann^ le dual de P(Ai, E) s'identifie par (i)
au sous-espace de P(A^, E') formé par les fonctions holomorphes locales
qui ont localement une image équicontenue dans E'.

THÉORÈME 2. — Pour quune partie du dual de P(A|, E) soit équicontinue,
il faut et il suffit quelle provienne d'un ensemble A de fonctions holomorphes
définies dans un même voisinage V de A^, tel que pour tout compact K C V

\^j /'(K) soit une partie équicontinue de E'.
/ '€A



4 M. FALGAS.

F représente un espace complet, C,y(E, F) désigne l'espace vectoriel
des applications linéaires continues de E dans F muni de la topologie de
la convergence simple sur E. Le théorème 1 est généralisé par le suivant :

THÉORÈME 3. — E et F vérifiant les hypothèses qui précèdent, soit Ai
et A.j deux parties complémentaires non vides de la sphère de Riemann,
alors les applications linéaires bornées u de P ( A i , E) dans F corres-
pondent biunivoquement aux fonctions holomorphes locales L appartenant
à P(A;.», ^,(E, F)) et qui vérifient Vhypothèse :

II existe un borné A dans F tel que L ait localement une image équicontinue
lorsquon la considère comme application de A._, dans i?,(E, FA).

La correspondance entre u et L est définie par

^(/)=^J^(--)(/(^)^

l'expression sous le signe f a le sens suivant : L est un représentant
_ ->-

de L, L(z) est donc un élément de ^,v(E, F), f{z) est un élément de E,

L(z) v (z ) ) est l'image de f (z) par L(z) •

Nous dirons qu'un ensemble M d'applications linéaires d'un espace loca-
lement convexe P dans un autre F est uniformément borné s'il existe un
voisinage V de o dans P tel que

U^)
« € M

soit partie bornée de F. Le théorème 3 peut alors être généralisé par le
suivant :

THÉORÈME 4. — Les ensembles uniformément bornés £applications
linéaires de P(A] , E) dans F sont ceux qui proviennent Sun ensemble (L^) ,ç j
£applications holomorphes définies dans un même voisinage U de A^>, à
valeurs dans -^,.(E, F) et telles que pour tout compact KcU, l^ en-
semble (L,(^))^i^çi soit partie uniformément bornée de ^y(E, F).

Nous pouvons également donner le résultat suivant :
PROPOSITION 1. — Soit (ûi, i2,») et (Si, 2^) deux couples de parties

complémentaires non vides de la sphère de Riemann Î2, E et F deux espaces
localement convexes, on suppose que Si est ouvert et F complet ou que F
est un sous-espace fermé (Kun dual fort d'espace 57. Alors toute application
linéaire bornée u de P(t2i, E) dans P(^i , F) est définie par la formule

(3) ^(7) =: restriction à ̂ i de Y} --^ —— f L (^ 'n) f('i) d^
1117Î ^A
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L est une fonction holomorphe dans le produit Sun voisinage ouvert IL
de Û2 par un voisinage ouvert V, de Si à valeurs dans X^(E, F) ayant
localement une image uniformément bornée et telle que L(^ïj)=o, si
? = oo çth ou si r^ = oc di.

Réciproquement pour toute fonction L vérifiant les propriétés précédentes,
la formule (3) définit une application linéaire bornée de P(û,, E) dans
P(i2i, F). Deux telles fonctions holomorphes définissent la même application
linéaire si et seulement si elles coïncident dans un voisinage de IL X Vi.

Enfin, la notion de fonction holomorphe locale généralisée permet de
donner le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Soit \ une partie connexe non vide de la sphère de
Riemann et dont le complémentaire est non vide, alors les applications
linéaires u continues de P(A) dans F correspondent biunivoquement aux

éléments L de Q f ï ï A . F V

Pour la détermination précise de la correspondance on pourra se reporter
à [Sa].

II. — La convexité trigonométrique d'ordre p.

1. L 'ENSEMBLE (?p. — p est un nombre réel vérifiant o < < c < o o ,
(?? est l'ensemble des fonctions réelles k définies sur R et vérifiant les
propriétés suivantes :

CT. k est périodique de période 2 T., continue et bornée;
CTp. Si c i , 9.j, y.; sont des nombres réels, les deux conditions

?i^?2^9:^ ^:i— <pi^-'
entraînent

Â' (cp i ) cos pcpi sin pcpi

(4) ^'(?2) cos P?2 sm P9-2 ^ 0.

Â'(îp:«.) cos p<y;; sinpcp:}

Lorsqu'une fonction appartient à <3p, nous dirons qu'elle vérifie la
propriété de convexité trigonométrique d'ordre p.

Nous représenterons par (3^ la partie de (?p formée par les fonctions k
telles que Vç€ R : k{y) ̂  o.

2. SUR UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE DOMAINES ÉTOILES. —— NOUS

dirons qu'un domaine D est étoile par rapport à 0 si 0 est intérieur à ce
domaine et si tout segment ayant une extrémité en 0 et l'autre extré-
mité en un point quelconque du domaine est intérieure au domaine.

Nous dirons qu'un arc de courbe de Jordan F ne passant pas par 0 est
étoile par rapport à 0 si toute droite passant par 0 le coupe en un point

au plus. Si A et B sont les extrémités, AOB sera appelé l'amplitude de F.
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Nous dirons que l'arc F est connexe par rapport à 0 si, quel que soit Me F,
il existe un voisinage V(M) de M et une droite A passant par M tels que 0
et V(M)nr soient au sens large d'un même côté de cette droite.

LEMME 1. — Étant donné un arc de courbe de Jordan F ne passant pas
par 0 et étoile par rapport à 0, d9 amplitude inférieure ou égale à T., une
condition nécessaire et suffisante pour que T soit connexe par rapport à 0
est quà chaque point M de F on puisse associer un voisinage V(M) de ce
point tel que les conditions :

Mi et M 2 appartiennent à rnV(M);

le sens MiMMs est le sens direct autour de 0
entraînent :

(—^->\
o^\MiM, MM./^TT.

Nous admettrons ce résultat.

Les domaines Ap(ro , Ço). — Soit p, y*o, Ço des nombres vérifiant p > o,
o << ro < oo, ç>o quelconque €R. Le domaine Ap(ro, Ço) est, par défi-
nition, le domaine du plan complexe limité par la courbe dont l'équation
en coordonnées polaires est

i
r==ro(cosp(9 —cpo) ) ^

[ c p — c p o l ^ i n f ^ , 7r^.

Nous dirons qu'un domaine D appartient à ^p s'il est étoile et s'il est
une réunion de domaines Ap(r, y), p ayant une valeur constante, r décri-
vant une partie de [o, oo [ bornée intérieurement par un nombre strictement
positif et y décrivant l'ensemble [o, 27t[.

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Pour que le domaine étoile borné D appartienne à ^,
il faut et suffit que la transformation

transforme tout arc de sa frontière dont l'amplitude est inférieure à - en un
arc connexe par rapport à 0.

La proposition résulte de ce que Ap(ro, Ço) a pour transformé un demi-
plan, nous nous dispenserons de donner la démonstration.

On peut, en généralisant les notions précédentes, étendre la propo-
sition aux domaines non bornés.
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3. RELATION ENTRE LES ENSEMBLES C? ET ^p. —— Étant donné UH

domaine étoile D appartenant ou non à ^p, nous pouvons associer à
chaque y € R un nombre /c(ç) vérifiant

O^Â' ( îp ) << 00

défini par
(5) / . (?)= inf /-P.

Aç (r, y) C ï»)

Réciproquement, étant donné /c€<?p, nous pouvons lui associer le

domaine De^p qui est la réunion des domaines Ap^(/c (y)) F, y)
lorsque ç décrit [o, 2 T.].

On peut démontrer qu'on établit de cette manière une correspondance
biunivoque entre les éléments de (3p et les éléments de Çp. Une fonc-
tion /c€(3p et un domaine DCî^p qui se correspondent comme il vient
d'être indiqué seront dits associés.

4. DOMAINES APPARTENANT A ^p ET APPLICATION CONFORME. —— Soit D

un domaine étoile borné admettant le point 0 comme point intérieur.
Nous désignerons par Z -> 6(Z) une application conforme biunivoque du
disque ouvert A( Z < R) sur D, on sait d'après un théorème de
Carathéodory que la fonction 0 peut être prolongée sur A et qu'elle définit
alors une correspondance biunivoque bicontinue entre A et D. Nous ferons
de plus sur 0 l'hypothèse Q(o) = o. On a alors l'énoncé suivant :

PROPOSITION 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
domaine étoile D appartienne à ^p est que VZ vérifiant \ Z | == R, il existe £ >• o
tel que

„ (6(Z^ 3 ) ) -P— (6(Z) ) -P ,
o < a < 3 , o < p < s => o^arg(0(Z))-P-(Q(L-^

Les déterminations de ((^X))"^ sont prises de manière que

lim (0 (Z ^ ) ) -P— (0 (Z))-P:=o,
?->0

lim ( 0 ( Z ) ) - P — (6(Z(^-^ a))-P=:o.
a^o

La détermination de Vargument est celle qui appartient à ]— T., r.].

Démonstration, — La proposition résulte de la proposition 2 et du
lemme 1.

THÉORÈME 6. — Si D € <^p, si P est l'image par 0 du cercle Z | == R' << R
et si D' est le domaine ayant pour frontière F', alors D' € ^p.

Démonstration. — Le théorème est général et ne nécessite pas que D soit
borné, cependant le rôle de cette propriété est peu important dans le
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présent travail et nous nous limiterons (ce qui simplifie considérablement)
au cas où D est borné.

Soit F la frontière de D. Par suite de la continuité de 0 sur D, il existe £
tel que tout arc d'amplitude ^ £ sur Z = R ait pour transformé un

arc de F d'amplitude ^ i n f ^ - ? 2 T ^ (on appelle amplitude d'un arc AB

de F la mesure de l'angle AOB ayant cet arc en son intérieur).
D' est étoile par rapport à 0, car si o << a ̂  £ <; T.,

|Z|=R ^ -.̂ .̂

0 (Z e1^}Si a est fixe, Z -> log——7—-est holomorphe pour | Z << R, continue

pour Z [ ̂  R et la conclusion résulte de l'harmonicité de

(X,Y)^arg°^^ (Z=X.+/Y).

D' appartient à Çp : La méthode est analogue,

(X Y) ,^ (Q(z^) ) - p - (Q(^) ) - p
^ l ) ^b (O(Z ) ) -P— (6(Zér-^))-?

prolongée par continuité au point 0, est harmonique dans le disque | Z [ < R
et continue sur [ Z [ ̂  R, d'où la propriété.

Remarque. — Si D est borné, si au lieu d'effectuer l'application conforme
biunivoque du disque Z [ << R sur D, on effectue l'application conforme

_
de ce disque sur D, si F' est défini comme précédemment ainsi que D',

alors on a encore
D€^p ^> ryegp.

Dans le même ordre d'idées on peut montrer que si De^p et si p' > p,
alors DG^p,.

Si D est borné et limité par une courbe dont l'équation en coordonnées
polaire est

r=/W

(f admettant des dérivées continues jusqu'au second ordre), si l'on pose

© == arg (o^, MÎ)

[Ox, axe polaire de coordonnées ; MT, tangente à la frontière de D orientée
dans le sens des arguments croissants, ceux-ci étant pris avec une déter-
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mination continue quelconque), alors la condition nécessaire et suffisante
pour que D appartienne à Çr, est qu'on ait

d@ ,
— ̂ p + i.do — l

On peut remarquer en particulier que si D est un disque centré en 0,
il appartient à ^p pour ? quelconque.

III. — Les espaces Jp,^ et ^p,/,(E).

1. DÉFINITIONS. — Étant donné le nombre p (o < p < oc) et la fonc-
tion A-eCp, du point de vue algébrique ^ /, désignera l'espace vectoriel
des fonctions entières d'ordre fini telles que

VcpçR, V ^ € N * : l im/(/ l^)6-~ r?v ( '?)+^==o.
f->x

Si f est d'ordre p et si son indicatrice est majorée par /c, la fonction f
appartient à ^Tp,/,. Si kçC^ toute fonction d'ordre inférieur à o et en
particulier tout polynôme appartient à Jp,/,. Mais s'il existe ç€R tel
que /c(y) < o, les fonctions d'ordre strictement inférieur à p n'appar-
tiennent pas en général à ^p,/,.

Nous dirons que J^,/, est de première espèce si /cECp, nous dirons que Jp,/..
est de seconde espèce s'il existe ççR tel que /cÇo) < o.

Si p < , î on peut montrer aisément que Jp,/, est toujours de première
espèce.

Si J^,/, est de première espèce, l'ensemble des polynômes est partout
dense dans ^p,/,, si «^p,/, est de seconde espèce, les polynômes autres que o
n'appartiennent pas à <^p,/..

On peut également montrer que :

PROPOSITION 4. — Si /'e^p,/., si v € N * , il existe M dépendant de v et
de f tel qu^on ait uniformément, lorsque z = r e'^ décrit le plan complexe,

/(re^^^^^M.

Ceci permet de définir une topologie sur Sr^k '' Nous posons

N,(/)= sup /(r^)^^'^) O.€N*).
n^r<^ ao0^r<a

0 ̂  © <" 2 7Ï

Les fonctions N/ sont des normes sur Jp,/,. La topologie de «ïp,/, sera
définie par ces normes. On voit facilement que ^0^1, est un Fréchet.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 2
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2. ESPACES cTp^/, DE PREMIÈRE ET DE SECONDE E S P È C E . — — DâIlS tout

ce qui suit Ep désigne la fonction de Mittag-Leffler d'ordre p

'W=S_F-,,.
7 / = o l 1 -h -

\ P ^

Si /c€<^p, soit D le domaine de <^p associé à la fonction /c. On sait que
si /'€Jp,A, l'intégrale de Laplace-Borel

S-(z)=? f fWe-'U^dt
t> i\

définit une application linéaire biunivoque

/-^=L-(/)

de <Jp,/, sur l'espace ^C(D) des fonctions holomorphes dans D.
L'application L est définie par

f(^ I f^Op (^.jr^^^^J^-r ̂ [-u^
(A, contour simple fermé entourant l'origine parcouru dans le sens direct).

On a :

THÉORÈME 7. — 5i A'€<3p et si D est le domaine de ^p associé à /c, la
transformation de Laplace-Borel établit un isomorphisme algébrique et topo-
logique entre Jp^ et JC(D).

Soit p vérifiant - << p <; oo, et soit n l'entier tel que n— i ̂  p << n.

Nous désignons par Fp la fonction entière définie par

"^-^ / ï^\

Fp(;)=^Ep(^~'-).
V=0

La croissance de cette fonction s'étudie aisément. On a :

PROPOSITION 5. — Si o ̂  cp < —? on a

,. logFp(/1^)lim —5—Ê-^———i z=: cos (P^)-

ci' ^ TTo^ — < ç < - ) on a
2/ / * //

o- TT^^ ç == —, on aT in

logFp(r^) /TT \lim —°—r-———/- r= cos o - — cp •
r^^ r9 ' \n • /

,—logFp(r^ '?) p7rlim —^—y————1 ̂  cos '— •
rP in
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i_K

Comme la fonction est invariante par la substitution z -> z e^y la propo-
sition fournit son mode de croissance sur toute demi-droite issue de
l'origine.

De la proposition 5 on déduit facilement :

THÉORÈME 8. — Si /c€<?p, si a > o, si Von pose h(z) = F^(az)/*(z),
si f décrit «^p,/,, Inapplication f ~> h est un monomorphisme de ^p,/, dans Jp ̂ .+/^
(l indicatrice de croissance de Fp).

En particulier, tout espace <Jp,/, de seconde espèce est isomorphe à un
sous-espace d'un espace Jp ^ de première espèce. Cette remarque et le
théorème 7 montrent en particulier que tout espace Jp,/, est nucléaire.
Elle permet également de voir que les espaces <Jp^ sont des espaces de
Montel.

On étudierait de la même manière les espaces ^p,/, définis comme suit :
On considère toutes les fonctions /i€<3p qui sont majorées strictement
par k. ^p ,A est alors la réunion des «^p,/,, sa topologie est la topologie la
plus fine pour laquelle les applications canoniques Jp, /, -> ^p, /, sont
continues.

3. ESPACES Jp,/ ,(E). — E est un EVTLC séparé complet. Nous dési-
->-

gnerons par Jp, / , (E) l'EV des fonctions entières f à valeurs dans E qui
appartiennent scalairement à Jp,/,, c'est-à-dire telles que pour tout e '€E'
la fonction

/ t. x <-/\.3 ->\ /(.-), e /

soit un élément de ^o,/..
/ "̂  < \Nous représenterons cette fonction par \/1, e'/. L'application

^, / -î <,\e ->\/'e /
est une application linéaire de E' dans <Jp ,A. Si nous la représentons par ?y,
l'application f -> ^ est une injection de t7^/,(E) dans l'EV jC(E', ^o,/,) des
applications linéaires de E' dans <Jp^.

->
II est facile de voir qu'étant donné /*€ Jp,/, (E) et la partie équicontinue A'

. ^- . . / "> ^ \de E', si e ' décrit A', la fonction \f, e ' / décrit une partie bornée de cTo,/..
On peut donc munir «Jp^ (E) considéré comme sous-EV de l'EV des appli-
cations linéaires de E' dans ^p,/ , de la topologie £ de la convergence uni-
forme sur les parties équicontinues de E'.

c7p ,A(E) ainsi topologisé est complet. Si E est un Banach ou un espace
semi-réflexif, alors on a les isomorphismes suivants :

^p,^®^E ̂  Jp,,(g)sE ^Jp,, (E) ^ A(E^ J^k) w A((-VÀ-)^ E).
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(E^ [resp. ( < ^ p , / . ) / ] est le dual de E (resp. ^p,/,) muni de la topologie de la
convergence compacte sur E (resp. c*? ̂ /,). Pour la définition de la topo-
logie TI et de la topologie £ sur un produit tensoriel, on pourra se reporter
à [18 fc].)

CHAPITRE IL
LA DÉFINITION D'UN ENSEMBLE DE SÉRIES DE BASE.

I. — Notations.

Dans tout ce qui suit, E est un EVTLC complet, de sorte que dans E
l'enveloppe convexe équilibrée de tout compact est un compact.

CX(E) est un sous-EVT d'un espace appartenant à l'un des types suivants :

— ^C(D, E) (avec D simplement connexe);

— P(A, E) ou Q(A, E) (avec A et LA, parties simplement connexes

de la sphère de Riemann ) ;

— (3(D, E) EVT des fonctions holomorphes dans D continues sur D
muni de la topologie de la convergence uniforme sur D (D simplement
connexe) ;

— Espace Jp,/,(E) de première espèce.
Lorsque E est identique à C, nous supprimerons la lettre E dans les

symboles précédents (nous écrirons Cl pour <îl(C), etc.).
l? est l'EV des polynômes de la variable z à coefficients dans C.
%(E) == % (^) E est l'EV des polynômes de la variable z à coefficients

dans E.
P == (pti)nçy est une base de S.
Sp(E) est l'EV des séries formelles s du type

( I ) ? =z V^// p,, (îfn ç. E).

n=0

Lorsque E est identique à C, Sp(E) sera désigné par Sp.
Sp(E) est algébriquement isomorphe à E^, nous le supposerons topo-

logisé par transport de la topologie de E^.

II. — Généralités.

Le problème de la représentation des fonctions holomorphes par des
séries de base de polynômes a été étudié dans un très grand nombre de
cas particuliers, mais il ne semble pas qu'on ait jusqu'ici donné une méthode
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de définition suffisamment générale pour s'appliquer aux principaux cas
usuels.

Deux méthodes cependant ont un champ d'utilisation assez vaste,
nous allons les exposer brièvement.

Méthode A. — C'est la méthode utilisée par Whittaker-Cannon. Les coeffi-
cients r.nui sont définis par

•c

W ^==^7^/^(3), ^ m , i p u { ^ )

(avec r^nn = o, sauf pour un ensemble fini de valeurs de n qui peut dépendre
de m).

Les r^ntn forment une matrice infinie nulle à droite.
Si VM€:N, il existe a /^EC tel que la série

^j 7r/"/-
/^)(o)

m\

converge vers a/,, on dit que^a^p^ est la série de base de /*.
»==0

H. Cannon a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que,
par exemple, D étant le disque ouvert z \ < R, toute fonction f appar-
tenant à X(D) admette une série de base qui converge vers f dans ^C(D).
Les principaux résultats à ce sujet sont les suivants [19] :

THÉORÈME 1. — 5i Von pose

(3) ^m(r) == Slip ( SUp V ^mnpu(^)
ir ̂  n" \ | z | ^= /• •^—

\ /( = n'

(4) X(r)=V^ (F,^))-
fii > 30

pour que toute fonction f appartenant à <?C(D) admette une série de base
qui converge vers f dans ^C(D), il faut et il suffit que

(5) V/'<R, x( / ' )<R.

On dit que la base {pii)nç^ est une base de Cannon si N,,, = nombre de
coefficients r^nn non nuk dans (2) vérifie

(6) lim (N/^^^i.
//( -)>• GO

Dans ce cas particulier, H. Cannon donne le théorème suivant •
THÉORÈME 2. — Si la condition (6) est satisfaite^ si Von pose

Mn(r) =Z SUp \pn(^) |,

___ / ^

À( / ' ) == lim ( V n,nn\ M/ / ( / - )
//( ^> x \ —^̂

n=0
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pour que toute fonction appartenant à ^C(D) admette une série de base couver-
génie dans <^C(D), il faut et il suffit que

(7) V / - < R : ) ( / - ) < R .

Enfin, au sujet de la représentation des fonctions entières, citons par
exemple le théorème :

THÉORÈME 3. — La condition nécessaire et suffisante pour que toute
fonction entière f dont la croissance est moindre que ordre p, type a
(o < ? <; oc, o < or << oo ) admette une série de base qui converge vers f
au sens de la convergence compacte est que

(8) V / -^o : Tim (f^Y(F/.(r))^)^i.
m > oo \ \ ^ / /

Ces résultats peuvent s'étendre à des domaines D dont la frontière est
analytique en remplaçant le développement de Mac Laurin par un déve-
loppement de Faber [19], et également aux fonctions de plusieurs
variables [5].

Méthode B. — Soit A et D deux domaines simplement connexes du

plan complexe et U un voisinage de |.A. Supposons que oo^D. Soit K

une fonction holomorphe des variables x et z définie sur U x D telle que

si ^ChA on ait K(oc, z) = o, Vz€D. (Le domaine D peut être le plan

complexe tout entier.)
Supposons, d'autre part, qu'il existe un développement

y.

(9) 29"<g)7'"
il = 0

dans lequel les ç,, sont des fonctions de la variable x, holomorphes sur U,

nulles à l'infini si oc€=[.A et les pn sont des polynômes en z formant une

base. On suppose de plus que ce développement converge vers K
dans JC(UxD) .

cf€i désigne le sous-espace de JC(D) formé par les fonctions f définies par

(10 ) / ( - - )=—— fK.(^)^')^
^ A

(A, contour simple rectifiable, séparant l'ensemble des points singuliers
de g de l'ensemble des points singuliers de toutes les fonctions

^• ->K(^3) ( ^ € D )

et parcouru dans le sens direct autour de ce dernier ensemble, g€^C(A)) .



SUR LES SÉRIES DE BASE DE POLYNOMES.

Si l'on pose

alors, lorsque /*€^l\ et lorsque g décrit l '^{f), cr décrit un ensemble qui
est appelé l'ensemble des séries de base de /*. Ces séries convergent vers f
dans <Wi.

On peut remarquer que :

i° Aucune des deux méthodes n'est plus générale que l'autre;

2° La seconde méthode est conditionnée par la connaissance a priori
d'un développement convergent. On utilise cette convergence pour
construire les séries de base, mais elle n'est pas nécessaire comme on le
verra au chapitre IV pour que des séries formées avec les pn convergent
vers les fonctions f auxquelles elles sont associées;

3° La première méthode donne au maximum une seule série de base,
la seconde méthode en donne une infinité en général;

4° La première méthode peut être appliquée avec ou sans succès à une
fonction donnée, la seconde méthode s'applique en bloc à tout un EV
de fonctions.

Nous nous proposons de faire une synthèse des définitions précédentes
qui nous permettra, d'une part de simplifier les démonstrations données
par H. Cannon, d'autre part d'étendre à des domaines quelconques un
certain nombre de résultats déjà établis pour le disque.

III. — La définition des séries de base.

1. ENSEMBLE DES SÉRIES DE BASE DÉFINI SUR UN EVTLC CX(E). ——

Nous supposons que ^î(E) est dense dans CX(E) et nous supposons donnés
a priori en plus de la base P et de l'EVT CX(E) :

a. Un EV II et une partie JC(E) de Sp(E) algébriquement isomorphe
à II formée de séries 5 convergentes dans CX(E). L'isomorphisme de II
sur JC(E) sera désigné par ^o. L'application de JC(E) dans cX(E) qui,
à chaque série de JC(E), associe sa somme dans CX(E) sera désignée par 9
et l'image de JC(E) par 0 sera représentée par CXo(E).
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&. Une famille (F,),^ d'EVTLC dépendant d'un même paramètre i,
un EVF et une famille Cl,(E),^ d'EV tels que :

— les d,(E) appartiennent au point de vue algébrique à l'une des
catégories indiquées au début du chapitre, la même pour tous;

-ncrc^, do(E)ccz(E)c^ci,(E).
/e i ici

c. Une famille (u/),çi d'applications de F, dans d,(E) telle que :
— V^€N, v^eN, vyer.nr, : u^) = u,(y);
— Si u est l'application linéaire de^F, dans ̂  cl, (E) définie par

i . / e i iciles Ui on ait
^.(r)cci(E).

— 0. ^o = restriction de u à 11.
Nous dirons que :
Le système

; P ; il, X ( E ) , r,; (r,),^ (CX,(E)) ,^, (^,)^; r|
définit dans cX (E) un ensemble de séries de base si Vl'el, la restriction
de ^o à II H r, est continue sur II n r, muni de la topologie induite par celle de F/.

Dans ces conditions, ^o se prolonge en une application ^ linéaire continue

deF considéré comme sous-EVT de^F, dans Sp(E). Nous désignons par ^

la restriction de v à F/H F.
Lorsque u(F) = Cl(E), on dit que l'ensemble des séries de base est

défini sur d(E).

Si ^o est prolongeable comme il vient d'être indiqué, si /'ecl(E) et
~^" ->- >

si 5€Sp(E), nous dirons que s est une série de base de /*si et seulement si

M(/)n( '(?)^;0.
-̂ >.

Si yeF, si u(y) = / '€CX(E) et si ^(y) = ?, on dit que s est la série de
-y

base de f associée à y.

Remarque 1. — Le rôle joué par ^ dans la définition précédente peut être
joué par un autre sous-ensemble admettant une base (pn)^y dénombrable
et tel que ^ (g) E soit partout dense dans Cl (E).

Remarquer. — Si Fy= ^ ' ( o ) n ^ ' ( o ) u et ^ étant considérées comme

des applications de ̂  F, dans ̂  cl, (E) et Sp (E) respectivement], si co
/ € I /€! J
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est l'application canonique de ̂  F; dans ^ F^/Fo on ne change pas l'ensemble
ici ici

des séries de base en remplaçant F par ^(F), r\ par (jû(r\).
Nous pouvons donc sans restreindre la généralité supposer dans tout ce

qui suit que Fo== { o { . Dans ce cas, quelques circonstances particulières
peuvent se produire :

a. û ( o ) r \ F ^ { o } . On ne peut avoir ^( u (o) HF) = { o}, donc toute
fonction de (fl(E) admet une infinité de séries de base. On dit que l'en-
semble admet des développements de zéro. C'est le cas des séries de Newton
et de leurs généralisations.

&. u (o) nF === { o }. Toute fonction de (9L(E) admet une seule série
de base.

c. v (o)nF 7^ j o }. On ne peut avoir u (^ (o) nF) = { o } et chaque
série de base de ^(F) est associée à une infinité de fonctions de CX(E).
H. Cannon a donné un exemple, nous en rencontrerons d'autres au
chapitre IV avec les séries de Bruwier.

Remarque 3. — Si le système

J P ; n , X ( E ) , p o ; (r,),ei, ( ^ ( E ) ) < e i . (^-hei; F ;

définit sur (9L(E) un ensemble de séries de base, cet ensemble est déterminé
simplement par la connaissance de P, F, u, ^, c'est pourquoi nous dirons
parfois d'une manière plus abrégée que l'ensemble des séries de base est
défini par { P; F, ^, u }.

Remarque 4. — La topologie propre de (fl(E) n'intervient pas dans la
définition précédente mais cette topologie sera utilisée pour définir l'efïec-
tivité.

2. EXEMPLES. — Supposons que Cl(E) muni de la topologie induite par

celle de^(9^(E) soit identique à <^C(D, E) (D, domaine simplement
ici

connexe dont le complémentaire sur la sphère de Riemann est simplement
connexe) et que F == P(A, F) (A, partie simplement connexe non vide
de la sphère de Riemann dont le complémentaire est simplement connexe;

F, EVTLC complet). Nous supposerons que la topologie induite par^,F,
;ei

sur F est celle de P(A, E). Nous supposerons de plus que u est bornée.
Alors (chapitre I, prop. 1) u est définie par une fonction L holomorphe

dans U x D ( U voisinage ouvert de ( . A ) à valeurs dans ^(F, E) (espace

des applications linéaires continues de E dans E muni de la topologie
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 3
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de la convergence finie) ayant localement une image uniformément bornée
et telle que

L ( o o , ^ ) = = o , V-seD si ooe^A,

telle que
L ( ^ , o o ) = = o , V ^ € U si ooçD.

Les Çn sont identifiables à des fonctions holomorphes locales généra-

lisées définies sur |.A, à valeurs dans £s (F, E) qui s'annulent à l'infini

si ^eïïA.
Dans le cas particulier où E = C, F == C, L est holomorphe dans Ux D,

les Çn sont alors des applications bornées, elles sont identifiables à des
fonctions holomorphes locales définies chacune dans un voisinage Vn

de l.A et nulles à l'infini si oo€(.A.

L'hypothèse « u est bornée » peut être remplacée par « u est continue »,
L est alors identifiable à une fonction holomorphe locale généralisée.

En utilisant les propriétés et les correspondances indiquées au chapitre I,
on peut traiter de la même manière le cas où T [resp. dt(E)] est un
espace <^p,A-(E) .

Le paragraphe suivant va nous fournir un autre exemple.

IV. — Les séries de base au sens de Whittaker-Cannon.

Nous allons montrer que la méthode de définition de Whittaker-Cannon
peut être considérée comme un cas particulier de la nôtre.

1. ESPACE &f. — Soit f une fonction définie au voisinage de l'origine
par sa série de MacLaurin

f(z) ==.^anz-(z) =i^anZ'1

n=0

convergente dans le disque D ([ z < R).
Posons

^n(z)= ^ a,zf (nç^)
= 7 Î — 1

et
/,==/- ̂  (nç^).

Soit &f l'espace vectoriel engendré par les ^n et soit A l'ensemble des
suites X = Ç^n)nç^ de nombres réels qui vérifient les deux conditions
suivantes :

V^eN* : n^T^n > o,

1imÀ^==4- oo.
Tl^oo
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Soit V\ l'enveloppe convexe équilibrée dans &f de l'ensemble
{ ÀiCTi, . . . , A^O^, . . . } .

Cet ensemble est absorbant, soit p/, sa jauge. Les p / , (ÀeA) constituent
une famille filtrante de semi-normes, donc définissent une topologie loca-
lement convexe sur ê^.

Il résulte de la définition de la topologie de &f que lim c^ == o et, par
/Z>00

conséquent, que les polynômes fn forment une partie totale de êy.
PROPOSITION 1. — Pour quun ensemble Aa(aeA) d'applications linéaires

de &f dans un EVTLC E soit équicontinu sur &f, il faut et il suffit que,
lorsque n tend vers l'infini, la suite

( ^ a ( ^ ) ) « € N *

tende vers zéro uniformément par rapport à a.

Démonstration. —La condition est nécessaire, d'après la remarque qui
précède.

Elle est également suffisante : Soit W un voisinage convexe équilibré
ouvert de o dans E. Soit ^ sa jauge. Posons

Â^== S U p Ç ( A a ( c ^ ) ) ,
a €A

)^ ==: n pour k^ === o,

^ ^ i n f 7 ^ , — — ^ pour Â^^o.
( V^)

Alors, on a
^ == (^)^eN*eA

et
Ç(Aa (^n) ) == ^S(^a (^) ) -= V/^.

De plus, puisque lim \jkn = o, il existe M tel que
n-f oo

VaçA, V^€N*: S(^a(^cr,))^M.

Il en résulte que
V^eV).: £(Aa(^))^M,

d'où l'équicontinuité de l'ensemble des h^

COROLLAIRE 1. — Le dual de &f est isomorphe algébriquement à Z'EV des
suites de nombres complexes tendant vers zéro.

->
Soit N' l'ensemble des n tels que an 7^ o et soit &a , /< l'image de z -> z"

par hy. dans E. La proposition précédente peut se mettre sous la forme :
COROLLAIRE 2. — Pour que les Aa forment un ensemble équicontinu

d'applications linéaires de &f dans E, il faut et il suffit que la série

Z_,anby.,n
7t=0

converge uniformément dans &f vers hy.(f).
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Démonstration. — En effet,

Âa(<^) =Àa(o-i) —^û^a,/»M^) =^a(o-i) —^û^a,/»
/=o

car, par hypothèse, o-i = /*.

THÉORÈME 4. — 5i

lini ( 2 ^ = — et lim 0 ^ = — ,
//->oo n 7i->.oo ri

51 D' et D" 507Z< rfe5 disques ouverts de centre 0, rf<° rayons respectifs R' e( R",
la topologie de &f est comprise entre les topologies induites sur E^ par celle
de <^(D') et celle de P(D").

Démonstration. — i° La topologie de &f est moins fine que celle induite
par P(D").

En effet, soit une partie équicontinue de {&f)' formée par les (ya)aen-
Posons

c^([^])=^.

Étant donné Ri > R", 3m > o tel que
V/ î€N : [a/J^^^p

donc 3m' tel que
VaeH, v ^ e N : ^^m'.Ki

Les Ça appartiennent donc à une partie bornée de ^( [JD' i et, par

conséquent, tout voisinage de o dans &f contient l'intersection de &f et

d'un voisinage de o de P(D") dual fort de ^e^PD"\

2° La topologie de &f est plus fine que celle induite par la topologie
de <%(D').

Considérons une partie équicontinue de (Je(D'))" formée par les (yp)8eB-

Les y g peuvent être considérés comme des fonctions de P d J D i dont les
représentants sont définis par des séries de la forme :

P^)1^——!1 avec î^^i) (RI<R')«( ̂ -p dvcl- ^^^{^i} ^r

Si R2 vérifie

il existe m tel que
R,<R,<R',

et

V^eN: \a^^m
n.2

R7'
\^nC^n\^ïnf /Tî(Ri) - .

^2
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Donc, d'après la proposition 1, les (93)^' forment un ensemble équi-
continu dans &f et notre affirmation est démontrée.

THÉORÈME 5. — Si D est le disque ouvert de centre 0 de rayon R, la topo-
logie la plus fine sur FEV ^C(D) pour laquelle l'application canonique
&f-^ ^£(D) est continue quel que soit /^^(D), est la topologie de la conver-
gence compacte.

Démonstration. — Soit ® cette topologie. D'après le théorème 4, ^ est
plus fine que la topologie de la convergence compacte. Il reste à montrer
qu'elle est moins fine. Soit 9€(^(D))^. Posons ([^j) = T^. Puisque

R- e^e(D) ,

on voit que

V nn

^ R^+i
n=Q

converge. Donc

2:1 ^n+l

n=o

définit une fonction holomorphe au voisinage de l'infini, nulle à l'infini.
L'application de (^e(D))^ dans l'ensemble des fonctions holomorphes

au voisinage de l'infini est injective. Considérons une partie équicontinue
de (<%(D))^ formée par les Ça^eA'). Supposons Ça représenté par

2 ^1
^n+l

et supposons

(i) - lim sup |7ra^ ^R.
Ai^ao \a€A' /

1 '

'•art |

Si (R/)yeN est une suite de nombres tels que o < R/< R, avec

limRy=:R.
-^00

il existe alors une suite de couples (a,, nj) ( jeN) telle que

^a;n; F7

^.1.R/
Posons

ia^~==z D/I P0111' n=nj,
]

a^== o s'il n'existe pas de j tel que nj =: n.
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On voit que

^ ^y.n^n

/î==0

ne converge pas uniformément pour a€=A', donc
_ i
l im/sup | 7Ta^ |V<R.

\ a € A ' /

Les fonctions associées aux < p a ( a e N ) forment une famille d'éléments

de P ( ( i D l bornée sur un ensemble |^[^R',avec R'< R, donc cette

famille est un ensemble équicontinu dans le dual de JC(D) lorsque JC(D)
est muni de la topologie de la convergence compacte. Le théorème en
résulte.

Remarque. — Si l'on remplaçait ^e(D) par P(D), on obtiendrait de la
même manière la topologie de P(D).

2. LA DÉFINITION DES SÉRIES DE BASE DE WHITTAKER-CANNON.

THÉORÈME 6. — Si Uf est Inapplication identique de &f sur lui-même^
si VQ est'l'application linéaire de ^ dans Sp telle que

V^eN: ^(pn)=pn
et si .JC ==. Vo^î) ;

i° Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a. La fonction f admet relativement à la base P une série de base au sens
de Whittaker-Cannon;

b. Le système { P; ®, JC, (^o; ê/, ê/, uf, êy } définit sur &f un ensemble
de séries de base.

2° Si D est un disque ouvert centré en 0, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

c. Toute fonction /€ ^C(D) admet relativement à la hase P une série de base
au sens de Whittaker-Cannon;

d. Le système {P ; %, JC, v, ; (ê/)/e^(i))(ê/)/e,e(D. (^/)/€,C<B). ^(D)S définit
sur ^€(D) un ensemble de séries de base.

Démonstration. — Nous posons

Po([^])==^7T^, ^

/z=o

et ç^ est la forme linéaire sur S telle que

^([^])==7:^.
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On voit, d'après le corollaire 2 de la proposition 1, que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a. f admet relativement à la base P une série de base au sens de
Whittaker-Cannon ;

Or ^n est continue sur ^Hê/ quel que soit nçN;
6. Le système { P; "î, JC, ^o; ê/, &f, ^/; ê/ } définit sur êy un ensemble

de séries de base.
Enfin, si ceci est vérifié quel que soit /'e^(D), chaque 9,, est continu

sur S muni de la topologie induite par celle de ^(D), ceci entraîne d
et il est évident que d entraîne c.

Remarque 1. — On peut dans l'énoncé précédent remplacer X(D)
par P(D).

Remarque 2. — On peut également remplacer D par un domaine dont la
frontière est une courbe analytique. On utilise alors le développement de
Faber de f pour la définition de &/ et la construction des séries de base
donnée par Hassab Einabi. [Pour définir les séries de base sur P(D)
l'analyticité de la frontière n'est d'ailleurs pas nécessaire.]

V. — Étude du cas où T est un espace de Fréchet séparé
admettant une partie totale dénombrable.

Nous allons voir que lorsque F est un Fréchet séparé admettant une
partie totale dénombrable, tout système de séries de base sur (SI peut être
obtenu par un procédé qui est une extension de la méthode de Whittaker-
Cannon. Rappelons au préalable quelques résultats.

Soit X un espace localement compact, (p-) == (p-a) ( a€N) une famille
dénombrable de mesures sur X et G l'ensemble des fonctions à valeurs
complexes définies sur X et à support compact. Soit ^([^) l'ensemble
des fonctions f à valeurs complexes définies sur X et telles que VaeN :
u^(| /'D << oo. Cet espace muni de la topologie définie par les semi-
normes p-a est complet, car a décrit un ensemble dénombrable [18 fe],
On appelle G(^ le sous-espace de ^ ̂  qui est l'adhérence de G dans \̂̂
et L(^) l'espace quotient de Ap.) par l'ensemble des fonctions /'€Ap-) pour
lesquelles V^eN : [^(| f\} == o.

Supposons que F soit un espace de Fréchet dans lequel il existe une
partie totale dénombrable Fo. Soit po^^A) les semi-normes définissant
la topologie de F. On peut, en utilisant les combinaisons rationnelles
d'éléments de Fo, construire un sous-ensemble I\ partout dense dans F
et ne contenant pas o. Cet ensemble est en correspondance biunivoque
avec N. Soit ^(n) l'image dans F de n€N. Si N est muni de la topologie
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discrète, si G est l'EV des fonctions scalaires à support compact (c'est-
à-dire fini) dans N, nous définissons sur N une famille de mesures (ps-a)
par les formes linéaires sur G

^->^a)=^(^)pa(r(^)),{n) pa(TW
/î==0

^?(^) et L([JL) sont complets et ici ils sont identiques.
Nous posons encore

oc

c o ( À ) = V ^ ( ^ ) y ( ^ ) ,c o ( Â } = = ^ A ( ^ ) Y ( ^ }

^==0

CD se prolonge en une épijection linéaire continue de L([^) sur r. Soit en
la fonction appartenant à A, qui prend la valeur i au point n et qui est
nulle ailleurs. On a le théorème :

THÉORÈME 7. — Si F est un espace de Fréchet admettant une partie totale
dénombrable, si L(p-), G et co sont les espaces et Inapplication qui viennent
£ être définis, alors étant donné Vensemble des séries de base défini sur CL
par le système \ P; F, ^, u j , cet ensemble est aussi défini par le système
•[ P, L(u.), ^00, uco } et si Von pose

Uw(e/n) =^h,rn Vw(e,n) == ^_^7T:,nn Pn^

La démonstration utilise un procédé assez classique et nous l'omettrons.

VI. — Questions d'unicité.

1. Les considérations qui précèdent rendent évidents certains résultats
démontrés par H. Cannon. Dans l'énoncé suivant H. Cannon supposait,
en outre, que les séries de base des fonctions de JC(D) convergent vers
ces fonctions, ce qui n'est pas nécessaire.

THÉORÈME 8. — Si f est holomorphe au voisinage de l^origine, si la série

(I) ^nPn

n -0

converge uniformément vers f sur tout compact contenu dans le voisinage U
de l9 origine et si U contient un domaine D ( [ z < R) dans lequel toute
fonction de ^(D) admet au sens de Whittaker-Cannon une série de base
relativement à {p,i)nçyï alors la série ( i ) est la série de base de f.
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Démonstration. — Les notations étant celles du paragraphe précédent,
on voit que si y,, est continue dans <^(D), on a?

i
lim 9^(/) = lim c^( V ̂ , ) == ̂

n-^<x> i-^y \ -—— /
V=o /

THÉORÈME 9. — Si la série ( i ) converge dans ^C(D), si Von pose
00

f(z)=^a^-{zj^z^a^
n=o

et si

lim 1^== -î
n-^ K

afor5 ?a série^bnpn est la série de base de f. (Il suffit d'appliquer le
n={)

théorème 4.)

2. DÉVELOPPEMENTS DE o. — Nous supposons que

u (o)n ^ ( o ) = { o } .

Dans ces conditions, pour qu'il y ait des développements de o il est néces-
— i

saire et suffisant que u (o) ̂  o. Il n'y en a pas dans la méthode de
Whittaker-Cannon et d'une manière plus générale lorsque u est injective.

A titre d'exemple, nous les rechercherons dans le cas suivant : F est un
espace P(A) [A fermé, borné, non nécessairement connexe, de sorte que
les restrictions d'un élément de P(A) aux différentes composantes
connexes de A sont analytiquement indépendantes]. Cl(E) est un

espace <^(E). L'application continue u est alors définie par K€^(PA, D)
et l'on a

(2) «(ï)= fï(^)K(^)^.
^A

Nous supposons les composantes connexes de A en nombre fini de sorte
que A se décompose en un nombre fini de contours.

Nous voyons immédiatement un premier cas où il y a des dévelop-
pements de o : c'est celui où il existe un ensemble A^ . . ., A^, de compo-
santes connexes de A telles que les fonctions

x->}^(œ,z) (>€D)

soient prolongeables en des fonctions holomorphes sur [ JAuAi U . . . UA.

et telles que pour au moins une valeur de n, ^n admette au moins un
point singulier sur Ai U . . . U A^,.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXL — FASC. 1. 4
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Ceci se produit en particulier pour les séries de Newton et leurs géné-
ralisations (cf. [15], [12]).

Notre méthode nous conduit à poser, dans ce cas,

K(^)=^ PnW

Pn+lW
n ==0

(3) '^)=i,
^)=(i-^)...(,-^p ^ ( z ) = ( i — - ) . . . ( i — -) si n>o.

Nous prenons A;== { À, } pour i ̂  i ^_ p et nous supposons que

A^,+i, {5^+i , \p+2, . • . } et DcA^+i.

Moyennant un choix convenable de (Xy)yç^ de A^+i et de D, la série (3)
converge dans A X D pour la topologie de la convergence compacte

i
vers ———•x — z

Les fonctions x -> ——^ se prolongent aux points Xi , . . ., \p et nous

aurons les développements suivants qui seront des développements de o

/ • \

2(2^-^ Y-
n=0 \i==i

Des développements de o peuvent encore se produire même si A est
connexe, aussi pouvons-nous donner une condition plus générale pour
que u admette un noyau non nul.

D'après la théorie de Runge, si y ^t une fonction holomorphe dans A,
toute fonction appartenant à JC(A) peut être approchée par une suite uni-

formément convergente sur tout compact de A, du type (^n( ——— ) ) ?
\ \OC—<3?o//^€N

où Xo est un point de ( . A qu'on peut choisir arbitrairement et r^n un
polynôme.

Désignons par 7i(o;o, D) un opérateur sur P ^ r A ) du type

h^^\^h^A^[-^(^))\A— \^OX _]x=Xo
n=0

(a,, == o, sauf pour un ensemble fini de valeurs de n).
On voit que, pour que le noyau de u ne se réduise pas à { o }, il faut

et suffit qu'il existe une suite {r.nÇxo, D)),,çN d'opérateurs du type précé-
dent telle que

lim 7:^(^0? D) K^(.r, z) == o
/i>ao
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(quel que soit z€ à un ensemble contenu dans D et admettant un point

d'accumulation dans D) et telle que la suite T^(— I —) converge/ A \ ^ — ^ o A e N °
uniformément sur toute partie compacte de A.

C'est le cas notamment s'il existe des nombres ^i, . . . , [ïp tels que

[(3^,K(.,.)+...+P,^K(.,.)]__=o.

3. FONCTIONS NON NULLES ADMETTANT DES SÉRIES DE BASE NULLES. ——

On peut faire une étude analogue en intervertissant le rôle joué par u
et par la famille des y,,. Ici même l'application de la méthode de Whittaker-
Cannon peut conduire à des développements identiquement nuls pour des
fonctions non nulles. Des considérations analogues aux précédentes four-
nissent un moyen théorique de mettre en évidence des classes d'unicité
sans faire appel à la convergence des séries de base, le plus facile sera
en général de montrer qu'une classe donnée n'est pas une classe d'unicité.

CHAPITRE III.

L'EFFECTIVITÉ DES SÉRIES DE BASE DE POLYNOMES.

I. — Définitions.

1. PARTIE COMPLÉTANTE D'UN EVTLC. — Étant donné l'EVTLC F et
la partie B convexe équilibrée qui coupe toute droite issue de 0 suivant
un segment fermé (éventuellement réduit à 0), il est d'usage de repré-
senter par FB le sous-espace de F engendré par B, muni de la jauge de B
qui constitue sa norme.

On dit que la partie bornée B est complétante si elle est convexe équi-
librée, si elle coupe toute droite issue de 0 suivant un segment fermé et
si FB est complet.

Toute partie B de F bornée convexe équilibrée complète est complé-
tante, donc si F est complet les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

— F est limite inductive des Fg lorsque B décrit l'ensemble des parties
complétantes de F;

— F est bornologique.

2. L'EFFECTIVITÉ. — Nous nous plaçons ici dans des conditions un peu
moins générales que celles du chapitre précédent. Nous supposons vérifiées
les propriétés suivantes :

Ei. Il existe un EVTLC séparé complet (SI de fonctions holomorphes
dans D (resp. holomorphes locales sur A) tel que ÛL(E) soit l'ensemble
des fonctions appartenant scalairement à CX.
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Es. Si A' est une partie équicontinue de E' et si /'€<5l(E), alors la

fonction z -> \f{z), e ' / que nous représenterons par \/*, ^'/décrit une
partie bornée de ÛL lorsque e ' décrit A'. (Ces propriétés sont vérifiées
par les espaces dont il a été question au chapitre II).

Ë3. La topologie de (fl(E) est la topologie £ {cf. [18 &]).
Étant donné un ensemble de séries de base défini dans CX(E), nous

dirons qu'il est effectif si toute série de base de l'ensemble converge
dans (9L(E) vers la fonction correspondante.

Lorsque le système de séries de base est défini avec un espace F = (fl(E)
et une application u qui est l'application identique, nous dirons d'une
manière plus abrégée qu'il y a efïectivité sur (X(E).

Si v peut être représenté par le développement

( 1 ) ^^n®pn

n=0

nous dirons aussi que le développement (i) est effectif sur F pour dire
que VyeF la série :

00

^^(ï)0^
^==0

converge dans (Sl(E) vers u(y).

3. DÉFINITION D'UNE TOPOLOGIE SUR J<(E). — IL est l'ensemble des
parties équicontinues de E'. La topologie de 0L peut être définie par une
famille filtrante N a ( a € l ) de semi-normes, la topologie de CX(E) est alors
définie par les semi-normes NA^ACÎ^L, aç I)

(2 ) NA,a(/)=^pNa«^^>)
î' eA

qui forment également une famille filtrante.

Si /c€JC(E) et si k est la série ̂ dnpn, nous posons
n=0

( n" \

(3) ^^{î)=: sup NA,a y,^npn} (Ae^a^I).
0</l'^/l"<00 -———— /

n^n.' /

On voit facilement que VAelL, Vael, 91^ est une semi-norme et
que la famille des semi-normes 91^ est filtrante. Elle définit sur J<:(E)
une topologie localement convexe séparée. Si 0L(E) est métrisable, il en
est de même de 5C(E).
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2 (E) est le sous-espace de Sp(E) formé par les séries G- pour lesquelles
VAe'lt, Va€ I, 9t^^[(j) a une valeur finie. Il est à peu près évident que :

PROPOSITION 1. — Le complété JC(E) de J<;(E) est formé par des séries
convergentes dans <9L(E).

II. — Les conditions pour l'effectivité.

Nous supposerons que le système

{ P ; I I , J C ( E ) ^ O ; (i\o, (0,0, (^);r^Q

définit dans d(E) un ensemble de séries de base. u désigne l'application
linéaire de F dans (9L(E) qui coïncide avec Uco sur F^nF quel que soit coetî,

et v désigne le prolongement de ^o à V F^.
œeû

THÉORÈME 1. — Étant donné une partie B de F bornée pour la topologie
induite par celle de ̂  F,,, et vérifiant la propriété suivante :

wçû.

F. Il existe une suite (a,,) de nombres appartenant à C telle que :

— Toute série du ^/peVa^^eB) converge dans F;•^n• \ n \ \ n.'

71^=0

1

2

71^=0

— Il existe ^ vérifiant o < P < - et noGN tels que n^no entraîne

^ I^I^P a-
5==7Î-+-1

Afors, s il existe AelL ^ ael tels que ^A,a(c(ï)) ^^ ^o^ pas borné
sur B, 1? existe yeF ̂  çue ^(^) ne converge pas dans (9L(E).

Démonstration. — Nous représenterons pour simplifier 3t^ ^ par 91
et NA,OC par N.

Supposons ^(F) formé par des séries convergentes dans (9L(E) et posons
00

^W^^^nW^Pn.

n==0

II existe n' et n" {n ^ n") dépendant de y et £ tels que
/ n" N

^ ( ^ ( ï ) ) - £ ^ N ( ^^(T)(g)^)^^(^(T)) .
\7l==/l' /
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Donc étant donné une suite strictement croissante arbitraire (M/)
(My> o ; j € N ) , il existe une suite (n^, n"^ -yy) telle que :

a. Y,eB;
&. n^^.< ̂ ;

/ ^ \
^ N( S^^^P-P^-

\n=^ )

L'existence de { n^ n"^ yo } vérifiant a, &, c résulte de l'hypothèse.
On peut raisonner par récurrence.

Posons
(4) bn= SUp K^W^^I

J G B
6-€A

^&,, est fini, car B est borné et y,, est continue sur V 1^
\ oeû 7
(5) N(^)=Q,

et
^ï

(6) S.=^^Q;.
7=0

II existe alors ^-4-1, ^Li, nLi (^Li^71^!? yA.+ieB) tels que

Â-+i
^ ïnrf^i;

———<-!

(7) N^ ^ ?n(ï^l)®/?n j^M^i+S^.

V-^. /

Par suite de (5) et (6), on a
<+i > n'k

et si l'on pose
n^=sup{?^,, <4-i},

la condition b est réalisée pour j = A*.
Si TZ^ == n^i, la condition c est vérifiée a fortiori pour j = k -\- i.
Si n^= n^+ i? (6) et (7) entraînent encore c.
Nous pouvons maintenant déterminer une suite {q^ q"^ ^'^ M^.) vérifiant

les propriétés suivantes :

a. T,€B;
b' q'k-= q"k < q'k^ pour k ̂  i ;

^ N( i;?.(T.)(g)p.))^M,;
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d. M\ a/, | tend vers l'infini en croissant strictement lorsque k tend
vers l'infini;

/ < \ / < \
e. N( ^9n(-n) (g)pn )^Asup N( ^y^(Y) (g) ç. ) (h, nombre fixeSUT

T € B
^^ / V^y,

compris entre o et i tel que 1 < h <; i ) ;2 /

f. Si TA==^ a,| sup N( V (pn (Y,) (g) p,, ), on a
'̂ ™ n"^nr^n" \: ^Hu f
s=Q \n=:n' /

T /- •»,»/ '^À'-t-l^M^i———.

On peut construire le premier terme en prenant

Mo = Mo,. q'Q = n'Q, q\ == n"^

et en choisissant ^\ de manière que e soit vérifiée. Les conditions a, b, c
sont satisfaites, les autres font intervenir les termes suivants.

Supposons qu'on ait déjà construit les termes d'indices o, i, . . . , k
de la suite avec des nombres M^ pris dans la suite des My. Nous posons
M,== My,, (5=0 , . . ., /c). TA est fini puisque les séries

^^n(^)®Pn (S==0, I, . . . , k)

n==o

convergent dans Cl(E). On prend dans la suite M/ un terme My^= M^
déterminé par

,,/ ( | aJM^4-i 2^. ../ )M^>sup ' . ' k , — — " , M , 4 - i »
( \^k+l\ \^k+ï\ )

De plus, puisque la suite (My) est croissante, la condition M^i > M^,
c'est-à-dire My^^> M^ entraîne j\-n > ̂ .

Donc si l'on prend
k (ï"k+\':±ln'jk^ <î'k+^:=nn+^

la condition b est réalisée.
Si l'on a

[ qli \ l qï \
^ ^^(-{u^^Pn ^^sup( NVcp,(y)0^ ),

\ / /
 Ï € B

\ / /v^ / \ ̂  j
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on prend ̂  = y,,^,. Si cette inégalité n'est pas vérifiée, on choisit 7^ de
manière que e soit vérifiée, on aura alors

\ / "
V m (^' \ t^\ ^ \ \ M l VN ^ ^y . ( ï^ i )®^)^NJ ^?.(ï^)0^)^M,

^=^ / \^i
n \ \ j k + - i ) WPn | =^ ̂ k+ï

et, de toutes façons, c et e sont vérifiées. Ainsi la suite est déterminée.
Nous poserons

ï =^ a^
71=0

et nous représenterons la série de base de ^(y) par
00

^an®Pn'

n==0

On a, par suite de la continuité de y^,

^=^a^(-^)
^
an =

Â:=0

et
^ yï /^-i
^^0^=Y ( Va^^y^^^n®Pn==^ ( ̂ ^^(Y,)0^

n=ç^ n=:^k \s::=o /

< <

+ Y ^^(y^) (g)^+ Y^^?^(TÀ-)®^+^ ( ^ a,çp^(y,)0^yA^ .̂ , ^ - - - .
n=q^ n^=-(:I'k \s=k~hï /

D'après la condition /*,

/ ^ /^-i \ \ A-i ^/ \
N ^[^^))®Pn =N ^a^cp,^)®^)^^,^^.

\^=<^ v=o / y ^^o ^^

D'autre part, d'après e,

< / - N \ - / ^
/ / a o \ \ " /N^ 2 ( 2 ^(ï.)^))^ 2 i^^t S^^^®^
\^=^\^=^+1 // ^=^4-1 V=^

/ 00 \ / qfk \^î/^(, 2 i ^ i N 2^^)®^ •
V=^+l / \/î==<^. /
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Finalement, on a

/ ^ \ / ^
N) ^^n®Pn )^NJ ^^nW^Pn

\n=qi / V=^

( ^ï /k-1 \

- 2 ( ̂ J^'j)®Pn
<7=<^ \/=0 /

/ < . . ^

"^ 2 ( 2 ^^'s)®Pn
^n=q[ \s=k+l /

<
f Qo \ /^(1^1-4 2 \^\Y\ Ï,^W(S)P.
\ s=:k+i / V/^y'5== k +1

^ /A—l

-N 2 ( ï^w®p-
\n=^ \/=o

^l^(i-'l)M.-T..^|a,l(z-|-;)M',,

d'après e, i — ^ — ^ > o, donc rf montre que la série p(y) ne converge pas.

COROLLAIRE. — Si B est une partie complétante de T muni de la topologie
induite par celle de ̂  I\,, alors VA €11, Vael , ^A,a(^(ï)) ^ um/br-

(t)€^

mément borné lorsque y décrit B.

Ce corollaire admet aussi une démonstration directe à peu près évidente
indépendante de la précédente. Il suffit de remarquer que les fonctions

/ "" ^ \
Ï——NA,^ ^^npn )

\/i=/î' /

sont continues sur 1̂  et d'appliquer le théorème de Banach-Steinhaus.
En faisant des hypothèses supplémentaires sur F, on obtient facilement

les propriétés suivantes / la topologie de F est celle induite par la topo-

logie de ̂  F^\ :
o>eû /

Vn'n" et Un'rt", désignent respectivement les applications de F dans 2(E)
n"

et de F dans (Sl(E) représentées par le développement y,ç^®p/z;n \^y pn -)

n=n'

2(E) est muni de la topologie définie par les semi-normes NA a.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 5
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PROPOSITION 2. — Si F est bornologique et semi-complet, si V ensemble
des séries de base défini dans <fl(E) est effectif, alors :

i° v est une application linéaire continue de F dans <X(E);
. 2° Les Vn'n" forment un ensemble équicontinu d'applications linéaires de F

dans 2(E) ;

3° Les Un'n" forment un ensemble équicontinu d'applications linéaires de F
dans (fl(E).

Démonstration. — Si F est bornologique et semi-complet, toute partie B
bornée convexe équilibrée fermée de F est complétante. Puisque F est
limite inductive des Fg, v est une application linéaire continue de F
dans 2(E).

IInF est partout dense dans F et, puisque v(U) == ^(E), ^(F)C^C(E),
ce qui démontre le i°.

Étant donné B, partie complétante de F, Ae^L, a € i et £ > o, il
existe XB> o tel que quels que soient n' et n1,

/ / n" \ \
y€^B ==> ( NA,a( ^?n(ï)(g)^ l^£ ) <^ (<^A,a((W/(ï)^£).

\ \n=n' / /

Si U est l'enveloppe convexe équilibrée de X^B lorsque B décrit l'en-
semble des parties complétantes de F, on a quels que soient n et n",

(^A,a(^/(U))^s) <=» ( N A , a ( ^ / ) ( U ) ) ^ £ ) ,

ce qui démontre le 2° et le 3°.

PROPOSITION 3. — Si F est un espace sectoriel topologique localement
convexe complet, si A,(F, 2(E)) [resp. A,(F, ÛL(E))] est VEVT des appli-
cations linéaires continues de F dans 2(B) [resp. de F dans <9^(E)] muni
de la topologie de la convergence compacte sur F, si les Uom forment un ensemble
équicontinu, alors :

i° On a dans ^,(F, £(E)) :
lim ^0^=^;
Tl^oo

2° On a rfan5 r,(F, a(E)) :

3° On a :

lim ii^z=zu\
/l>00

Vrer: ^ ( Y ) e ^ C ( E ) et ^ ( T ) = 0 ( ^ ( y ) ) .

Démonstration. — II suffit d'appliquer un résultat classique {cf. [4 &],
chap. III, § 3, corollaire 1 du théorème 4).
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On a donc :

THÉORÈME 2. — Étant donné un ensemble de séries de base défini
dans ÛL(E), si F est bornologique et complet, pour quil y ait effectwité,
il faut et il suffit que les applications Uon de F dans CX(E) forment un ensemble
équicontinu sur F [ou ce qui est équivalent, sur le sous-espace II H F partout
dense dans F).

Remarque 1. — S'il y a effectivité, l'ensemble des séries de base peut
être considéré comme défini par le système

{ p ; n , X(E) , ^,r , a(E), ^ ; r }

(dans le cas particulier où F est bornologique).

Remarque 2. — Si I\ et Fa sont des Banach, ainsi que CXi(E) et ^(E),
si Ile Fi HFa, si Ui et Us coïncident sur II et sont des applications continues
de Pi dans Éli(E) et de Fa dans 0X3 (E) respectivement, si dans CXi(E)
[resp. (^(E)] l'ensemble des séries de base défini par le système

} p , n , j c ( E ) , ^o; l \ , ac i (E) , ^; ri}

[resp. par le système

{ P ; n, JC(E) , ^o; r,, O,(E), u^ i\}

est effectif, si F [resp. <ît(E)] est un espace d'interpolation construit par
l'une des méthodes de Cagliardo [6] ou Lions [10] associé au couple (Fi, Fa)
[resp. <ti(E), ÛL2(E)], alors l'ensemble des séries de base défini dans Cl(E)
par le système { P; H, JC(E), ^o; F, CX(E), u ; F { est effectif (u est le
prolongement à F de U i H û a ) .

Cela résulte immédiatement dans chacun des cas cités de la détermi-
nation de la norme d'une application linéaire de F dans Cl(E) en fonction
de la norme de cette même application considérée comme application
de Fi dans CXi(E) [resp. de F, dans eX,(E)].

CAS PARTICULIERS.

Premier cas : F est un espace ^C(A), CX(E) est l'espace ^C(D). Consi-
dérons l'ensemble des séries de base défini dans <W(D) par

}P;^(A),^},

u est alors défini au moyen d'une fonction L holomorphe sur un voisinage

de ( J A x D [telle que L(oo, z) = o, V^eD si ^€^1 par

f==u^) <=> /(^=__ FY(^)L(^^)^.
^A
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v peut se mettre sous la forme
00

^9/z®^.
71 ==0

Les Çn peuvent être identifiés aux fonctions x -> fn [x) à P ( ( . A ) .

Pour qu'il y ait efîectivité il faut et il suffit que, quel que soit le compact K

contenu dans D, il existe un voisinage U^ de | .A tel que, lorsque n décrit N,
les fonctions

n

(8) (X, Z)-^Vfn(x) p,,(s)

s=:o

soient holomorphes dans UKX D et uniformément bornées sur tout ensemble
de la forme H x K ( H compact quelconque contenu dans UK).

Ceci entraîne la convergence uniforme de la série (8) vers L(a;, z) ou
vers son prolongement sur H X K.

Second cas : F est un espace <%(A) et CX(E) un espace 3^^ de première
espèce. Les notations étant les mêmes que dans le premier cas, pour qu'il
y ait efîectivité, il faut et il suffit qu'à chaque v € N * , on puisse associer

un voisinage Uy de |.A tel que, pour tout compact HcUy, les fonctions
n

(a-, z)->^^(.v)p^re'V)e~'"^{'s'}+^ {z=re'î)
S==0

soient uniformément bornées sur H x C et les <fn holomorphes dans U y X C .

III. — L'effectivité pour les ensembles de séries de base
au sens de Whittaker-Cannon.

Nous conservons les notations du chapitre II et nous nous proposons
de déduire du théorème 2 les conditions nécessaires et suffisantes pour
l'effectivité données par H. Cannon.

1. L'EFFECTIVITÉ SUR ^C(D) LORSQUE D EST UN DISQUE OUVERT. ——

D est le disque ouvert de centre 0 de rayon r, nous supposons que toute
fonction de ^C(D) admet une série de base au sens de Whittaker-Cannon,
c'est-à-dire que le système { P$ ®, JC, ^; (êy), (êy), (u/); ^C(D) } (u/, appli-
cation identique de ê/ sur lui-même) définit sur <:TC(D) un système de
séries de base.

La topologie induite sur ^e(D) par celle de V, ê/ est la topologie habi-
/e^e(D)

tuelle de ^£(D), donc elle définit une structure d'espace bornologique
complet et l'on peut lui appliquer le théorème 2.
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Pour qu'il y ait effectivité, il faut et il suffit que, quel que soit r < R,
on puisse déterminer Ro < R tel que VR' vérifiant Ro < R', il existe M > o
dépendant de R' et r pour lequel

n"

(9) ( 1 ^ ^R',M^) -> ^^(a;)p,,(z) ^M.
rt=:n'

Par conséquent, s'il y a efîectivité, il existe M'> o tel que VmeN,
n"

^^mnpn(z) ^M'R^
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et
F^(r)^M'R^,

donc
V ^ < R : % ( r ) ^ R / < R .

Réciproquement, on voit facilement que cette condition entraîne (9).

2. L'EFFECTIVITÉ SUR LES EVT DE FONCTIONS ENTIÈRES. —— Soit ?

et 0" des nombres strictement positifs et (Jp,<r)c FEV Jp^ muni de la topo-
logie de la convergence compacte.

Si ye^p^ et si f(z) : ̂ a,,^, soit g = L~1/1 la transformée de f par la
n==0

transformation de Laplace-Borel d'ordre p,

^)==^r(i+^^
n=:0

L"1 établit un isomorphisme entre Jp^ muni de sa topologie habituelle

et 9€CD) (D disque ouvert | z <—^V, \ p7
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
— Toute fonction de Jp^ admet au sens Whitteker-Cannon une série

de base convergente dans {Sç,a)c\
— Le système { P; ^, JC, po; (ê/), (ê/), (u/); Jp, } (/• décrivant Jp,,)

définit sur (<^pa)c un ensemble de séries de base effectif;
— Le système { P; %, JC, (.oL; (ê,̂ .), (^), (L^); ^e(D) } [Ly : restric-

tion de L à (êj-iy)] définit sur (^^)c un système de séries de base effectif.

Et si l'on suppose que toute fonction de J^p admet une série de base,
en utilisant la notation abrégée du début du chapitre II, on peut dire que
les propriétés précédentes sont équivalentes à :

— Le système { P, X (D), (^po)c, L } définit sur J^p un système de
séries de base effectif.
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Or, en utilisant les notations du i°, la restriction de L à ^ est définie
par le développement

00

^^n®Pn,

avec

^w-2—'-
m=oT( 14- m}^m+i

\ P /

Un calcul analogue à celui du i° montre alors qu'il existe M > o
i

et R'< cr"? tels que

V ^ > o : F ^ ( r ) ^ M r f i + ^R^
\ P /

et le théorème 3 du chapitre II en résulte.

Généralisation. — Si l'on remplace dans la définition générale de L la
fonction Ep :

^
EpW-S—— T,/ n

n = o l l I+ -
\ p.

par une fonction W

W(t)=^^ avec lim^^o
±0 . /^00 ^

(fonction de comparaison de Nachbin), on définit des EV qui généralisent
les EV eÏpcr. La croissance des fonctions est alors caractérisée par le y-type
qui peut s'exprimer au moyen de la suite des coefficients de Taylor [2 &].
Le raisonnement qui précède montre qu'on obtiendra un théorème analogue
au théorème 3 du chapitre II chaque fois que les Wn admettront un équi-
valent simple en m pour m -> oc.

3. BASES EFFECTIVES SUR DEUX DISQUES CONCENTRIQUES. —— Le théo-

rème suivant démontré par H. Cannon en utilisant le théorème des trois
cercles et le théorème 1 du chapitre II se déduit aisément du théorème 2.

THÉORÈME 3. — Étant donné trois disques ouverts D', D', D" de rayons
respectifs R', R, R"(R' < R < R"), si la base P est effective sur <^(D')
et ^e(D"), elle est effective sur ^C(D).

Démonstration. — Soit
R^yW, Ri==Â^ (A-< i ) .

Aux compacts D'[ ( [ z [ ̂  A-R"), D,( [ z \ ̂  /cR') on peut associer des

voisinages U" et U' de CD" et CD' du type \x > m" et \x > ;R',
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avec l < i tels que si Zi > l, si H" et H' sont les compacts x \ ̂  liR'[,
[ x \ ̂  ̂  R^, les expressions

/i"
(10) ^?^(^)^(^)

n==n"

soient uniformément bornées sur ^C"xD^ et H'xDr
Il existe X (o < X < i) tel que

logR == ^logR' -4- (i — À) logR'.

D'après les propriétés de complétion analytique, les expressions (10)
sont holomorphes dans U x D (U : domaine x > ?R), car

Àlog/R^ (i - À ) \oglR'= log/R.
D'autre part, elles sont uniformément bornées sur H x K (H, complé-

mentaire du disque ouvert de rayon li R, li> l', K, disque fermé de
rayon /cR).

D'où l'effectivité sur <ÏC(D).

IV. — Bases transposées.

Nous avons remarqué au début du chapitre II que le fait pour P d'être
une base de polynômes n'était pas essentiel. Nous allons utiliser cette
remarque. Nous nous plaçons dans le cas F == C.

1. L'EFFECTIVITÉ DE LA BASE TRANSPOSÉE. —— SuppOSOUS qU'OU ait

défini sur Et un ensemble de séries de base caractérisé par le système
{ P; F, v, u}. Si v est injective et représentée par le développement

( 1 1 ) ^?^7^
n=0

les fn forment un ensemble total dans F' muni d'une topologie compatible
avec la dualité (F, P). Nous dirons que $ = (f^nçv est ^ t^86 trans-
posée de la base P.

On peut considérer F'ensemble S$ des séries de la forme

^^z?/z.

n=o

Le développement (n) définit une application (^ de CX' dans S$ et l'on a
le théorème suivant :

THÉORÈME 4. — Si le système { P; F, ^, u} définit un ensemble de séries
de base effectif sur 0L, si F est un EVTLC complet, si T et CX sont semi-
réflexifs, si u est injectée, alors le système { $; (3L^ ^i, tu} définit dans T^
un système de séries de base effectif. Si, de plus, u est un isormorphisme
de F sur 0L pour les topologies faibles, V ensemble des séries de base est effectif
sur r-r.
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Démonstration. — La topologie T sur Et' et F est la topologie forte. Toute
partie B bornée fermée de F est complétante et puisqu'il y a efîectivité
(corollaire du théorème 1), à chaque B on peut associer une partie A
bornée de (St telle que

V / î € N : ^(B)cA.

Il en résulte l'équicontinuité des ^. De plus, si {pn)nçv est l'ensemble
des éléments de 0L tels que

^P^P^^^ns.

L'ensemble des p^ est total dans CC et la série ^ i { p n ) est convergente
vers ^u (p^) puisqu'elle est finie (le système des p^ existe et est unique,
car l'ensemble { po, . . ., pn-i, pn+i, . . . { n'est pas total dans <X, tandis
que P est total). L'effectivité résulte alors du théorème 2.

Enfin, si u est un isomorphisme de F faible sur QL faible, ^u est éprjective,
d'où le théorème.

2. EXEMPLE. — Prenons F = CX == 3€ (D), soit (^)neN une suite de
n

points contenus dans D. Posons pn = \ \ ( i — ^ ) [u : application iden-
z==l

tique de ^C(D) sur lui-même] et prenons pour ^ l'application de 3Ê(D)
dans îip représentée par

[J^] ̂  [pj^)}®^'
j=ï

Les séries de base ainsi définies généralisent les séries de Newton, les
séries correspondant à la base transposée généralisent les séries de Facultés.

On pose

^-^ (y6N)-
S'il y a efîectivité de l'ensemble défini par { P; X(D), ^, u } sur ^C(D),

il y a efîectivité de l'ensemble défini par \ $ $ P ( [ . D ) , pi, ^ u ^ s u r P ( j . D ) .

CHAPITRE IV.

EXEMPLES.

Nous allons utiliser les résultats des deux chapitres précédents pour
définir des ensembles de séries de base ou pour établir leur efîectivité.

Le premier exemple répond à une question posée par R. P. Boas et
R. C. Buck [2 a] et montre qu'on peut obtenir des systèmes de séries de
base effectifs à partir de développements générateurs divergents. Le second
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exemple a pour but de compléter quelques résultats de 0. Perron [16]
et de montrer que (les notations sont celles du chapitre précédent), même
dans le cas où u est l'application identique, la série ^(v) peut converger
dans (Sl(E) vers une fonction autre que u(y).

I. — Ensemble de séries de base effectif
construit au moyen d'un développement non convergent.

Le développement indiqué dans la question posée par R. P. Boas et
R. C. Buck s'écrit, en utilisant nos notations,

(i) ^^ (i-t-i!^+...+^f^).
n=0

Ce développement est divergent lorsqu'on le considère comme une
série de fonctions.

1. NOTATIONS. — Nous posons
/?o=i?
/^== l 4- ï ! -s 4-. . . 4- ̂  ! -s^,

P=(/^€N.

Le développement (i) est trivialement convergent lorsqu'on le consi-
dère comme un opérateur linéaire Uo de ^ dans ^.

Soit L la transformation de Laplace de ^î dans ® définie par

L(M)=[^}
On a^ ^-[i-^jfsf.r^i^^-r^^]®1)

\ n = 0 /

D est un disque ouvert de centre 0 de rayon R.
L se prolonge en un isomorphisme de ^C(D) sur J^.

' R

Soit VQ l'application de S- dans Sp définie par le développement (i)
et JC l'image de ^ par Pô.

Nous allons voir que u» se prolonge en une application continue u
de 3^\_ dans X(D) et étudier l'ensemble des séries de base définies

' R

dans <?C(D) par le système < P ; <î, JC, (/„; «\;L, <^(D), u; S^_\.
{ *R 'R )

2. PROPRIÉTÉS D'EFFECTIVITÉ.

THÉORÈME 1. — Uo se prolonge en une application continue u de ^j_
R

dans ^C(D) et quel que soit R, l'ensemble des séries de base défini dans 3€(D)
p a r ^ P ' , ̂  JC, ̂  J i , 9€ (D), u; J i l est effectif.

( 'R 'R )

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXL — FASG. 1. 6
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Démonstration. — II suffit de remarquer que LU()L se prolonge en une
application continue de ^C(D) dans S^\_ et que le système

R

^ L ( P ) ; ^ L ^ o L ( ^ ) ; ^C(D) , J i_, L^L; ^ e ( D ) (
( ^R (

est effectif dans 3 i_,
'R

Or ^j~~î—nîT converge uniformément sur tout compact contenu
n=0

dans P { o } et si veN* :

(y_^_\ ,-.-.(̂  ,,l-(^-^)\ Z^î^+i r ^ i - i 6
\^=o /

1 ^ 1 1

xDonc si l'on prend - ^- ̂ — — t l'expression précédente est bornée

par un nombre indépendant de p. Les opérateurs Lu^L représentés par
cette expression forment un ensemble équicontinu, ils convergent simple-
ment sur t?, donc ils convergent sur ?C(D) vers une application linéaire LuL
continue de ^e(D) dans 3\ i_ qui prolonge LuoL.

R

De plus, d'après le théorème 2 du chapitre III, Péquicontinuité entraîne
Feffectivité.

II. — Séries de Bruwier.

1. DÉFINITIONS. — Les polynômes pn définis par

m n /^—li±Z!^[ ô ) Pn(^)—————.———n\

forment une base. (On ne restreint pas la généralité en supposant c réel
strictement positif, pour c == o on aurait des polynômes donnant les
séries de Mac Laurin comme séries de base.)

Etant donné une fonction f holomorphe dans un voisinage de l'axe
réel, on appelle série de Bruwier de cette fonction la série

(4) (/^(-^-^/^(---nc))/?,,

Nous allons d'abord donner quelques indications sur les conditions de
convergence des séries de la forme

(5) ^CLnpn'

n=0
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THÉORÈME 2. — Pour quune famille de séries de la forme

(z 4- nc^
^^n(^)(6)

/l!

43

dépendant du paramètre x qui décrit ^ensemble X converge uniformément
sur tout produit de la forme X X B (B, partie bornée du plan complexe)
il est nécessaire et suffisant que (6) converge uniformément sur X x { o } .

Démonstration. — II y a seulement à démontrer que la condition est
suffisante. Nous utilisons la transformation d'Abel.

En posant

bn==a^(^ {ncY
n\

( z 4- nc^ ( z \n
C r= ————— = . I 4- — î\ ne ) \ ne)

on a

^ bnCn^=-Cn' V ^+(^+1— Cn') V ^4-. . .

n'^zn' n~==.n' 7i:=/î'+l
n"

4- ( Cn"-l — Cn"-2 ) ^, bn -+- ( Cn" — Cn"-i ) b,^.

n-==.n"—\

Soit Y] < o. Par hypothèse, il existe Mo € N tel que
n"

V bn ^r\ pour xç.X,

donc

n^n^Jio ==> V bnCn ^ ̂  ( [ Cn' \ -4- [ C,,̂

Considérons, d'autre part, l'expression
u'

14- -s .

dans laquelle u est complexe et s réel positif. Si l'on suppose s > | u |,
on a successivement

d u\ / ^V/, / u\ u— i 4 - - = = l 4 - - ) l o g i 4 - - — ———ds\ s ] \ s ) \ ° \ s ) u-{- s

Ï\/U\! Ï / Uu ^ i\ u\i ï u y / if^=V(-,^,_^^^^^^^^log ( l 4- ^ u-}-s ^
/=2

(g étant une fonction holomorphe dans le disque ouvert de rayon i).
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Donc si u- ^ i — £ (o < £ < i), il existe K tel que

Dans ces conditions, si n -? on aura donc
^ n -4- 3 yî̂  ^Ki+ - ) ^K| u\2

+1 y
0^

et si M" ̂  n'

2 , + _ _ • " _ , + « " ^KM.^K|^ | 2 f ^^rK
— ^ 52

 —

n +1 / \ ^ ' — ' ' ^K^u

D'autre part, si s€N*,

, + _ y ^ i + ^ _ i y ^ , i . i .

Prenons pour B le disque fermé z [ ̂  R.

Si Mi ̂  sup^ Mo, ^ on aura
C( l -£ )

Y ^ c i ^ y î f ^ + K ^ - y ) ,
•̂ * \ \ u / /

ce qui démontre la propriété.
On a également le résultat suivant que nous n'utiliserons pas dans

ce qui suit :

PROPOSITION 1. — Pour que les séries de la forme

(7) ^l^(^)

dépendant du paramètre x qui décrit X convergent uniformément sur tout
ensemble de la forme X X B (B, partie bornée du plan complexe)^ il est
nécessaire et suffisant que (7) converge uniformément sur X X { o }.

La propriété résulte immédiatement de ce que si | z | ̂  R, on a

(z^-nc)"
(ne)"-

[ R Y -
^ i+ -- ) ^-e^—\ ne —

2. SÉRIES DE BRUWIER CONSIDÉRÉES COMME SÉRIES DE BASE. ——

Désignons par €i l'espace vectoriel <Ji^ (/cGÊi) muni de la topologie de
la convergence compacte. La notation «Ji^ sera conservée lorsque l'espace
est muni de la topologie définie au chapitre I.
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Si l'on prend pour 9^ la forme linéaire sur J\^ :

/->/(") (-ne)- cf^ {-ne),

(pn est continue. On peut identifier (f>n à la fonction

n\ ( n - } - i ) \ c n\x -—>- ———————— _ —____/ — ________ / ̂  _ ^\
(.x-\-nc)^1 (se -4- nc)^- {oc -+- nc)^2 ' '

L'opérateur u de ^ dans S représenté par

W 1;?.®^

n=o

est l'application identique, car

VmeN, V^€N: <^, cp^>z==ô^.

Nous appellerons ^o l'application de ® dans Sp définie par (8),
JC l'image ^o(^) de ® par cette application.

L'ensemble des séries de Bruwier des fonctions cT^/, est l'ensemble des
séries de base définies dans CX par le système

J P ; ̂  ^c, Fo; .TI,̂  a, u', .T^).

Nous nous proposons de déterminer la fonction k pour qu'il y ait efîec-
tivité dans d.

L désigne la même application qu'au i°.
Soit D le domaine de ^i associé à k. L'effectivité du système étudié est

équivalente à celle du système

J P ; ^, cX:, ^oL-1; ^C(D) , a, L-i; X(D) }

Nous poserons
^=:9,L-1

et comme nous l'avons déjà fait antérieurement ^ et y^ serviront à la
fois à désigner les formes linéaires et les fonctions holomorphes au voisi-
nage de l'infini, nulles à l'infini qui s'identifient à elles.

De plus, g (z) désignera la fonction

.G-^(^).
On a

^^)=^f^-^\=^(le-)
\ UL — ^ j \X /

r d n ï ^1 rdn+ l 1 ^1— 1 ___ _ pX ï _ /, ï _____ ^x \
—— d^ T \ \ ^7-/î+l ~r \ ?

\^U^ JL _^z=—nc L a^ x Jz^—nc

ne
a X / /, \

(9) ^)=^-(.-^\
^ \ Jb
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Soit A/î une suite de disques fermés de rayons respectivement égaux
à /z€N* centrés en 0. D'après le théorème 2 du chapitre III, pour qu'il
y ait effectivité, il faut et il suffit qu'à chaque A^, on puisse associer un

voisinage Vn de |.D tel que si H est un compact quelconque contenu

dans IL, la série
^ (z-^-nc)"-
Ï^^——n———
n=0

converge uniformément sur H X A^.
D'après le théorème 2, pour que cette condition soit réalisée, il faut et

suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de |. D tel que la série

co) î )̂ -"
/î==0

converge uniformément sur toute partie compacte contenue dans U,
En tenant compte de (9), la série (10) s'écrit

1 ( _ °\ V nn.
ï\î~~ x ) 2^n~\n\ \x

Elle converge uniformément (et même absolument) sur tout compact du
domaine défini par

et diverge en tout point du domaine défini par

c.^
x

1

e

Pour étudier la forme de ces deux domaines on peut passer par l'inter-

médiaire de u == - -v x
Dans le plan des y , la convergence a lieu dans Ai et As. La divergence

a lieu dans Ay (fig. i). La courbe qui sépare les domaines précédents
passe par le point 1 de C et admet en ce point des tangentes de pente 2
et — 2. Le domaine Ai est convexe et admet 0 comme point intérieur.

Si l'on passe au plan des x, la courbe L lieu des points vérifiant

c-^
x

partage C en trois domaines placés comme l'indique la figure 2.
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Le fait que Ai est connexe et admet 0 comme point intérieur entraîne

que |.BI appartient à ^i.
La convergence de (10) a lieu uniformément sur tout compact contenu

dans BiUB2.
Soit Li la frontière de Bi, si De^i et si l'on n'a pas (JDcBi, alors (JD

contient au moins un point de Li et tout voisinage ouvert de L D contient
au moins un point de Bs. Comme en ces points la série (10) diverge, il ne
peut y avoir effectivité.

Fig. i. Fig. 2.

Si P.DcBi, les conditions pour réflectivité sont réalisées. On peut,

d'après la remarque qui suit le théorème 6 du chapitre 1 obtenir une
infinité de domaines D€^ i donnant lieu à réflectivité en effectuant
une application conforme biunivoque du disque z \ < i sur Bi et en
prenant pour D le complémentaire de l'image par cette application d'un
disque fermé de rayon strictement inférieur à i. On a :

THÉORÈME 3. — Le domaine Bi étant celui quon vient de déterminer^
pour que le système

JP ; f^, JC, Pô; ^i,/^ <^ u, ̂ .},

définisse un ensemble de séries de base effectif sur CX, il faut et suffit que k
soit la fonction de C\ associée à un domaine D de ^i qui vérifie

CDCB.
3. SÉRIES DE BASE CONVERGEANT VERS DES FONCTIONS DIFFÉRENTES

DE CELLES AUXQUELLES ELLES SONT ASSOCIÉES. — Si l'on prend x dans B.),
les résultats précédents montrent que la série

V-i , , , (z + fie)'1
(II) ^nW ^
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converge uniformément sur tout compact de C (et même absolument),
cependant elle n'appartient pas aux classes de séries de base effectives que
nous avons délimitées.

Il n'y a pas contradiction entre ces deux choses, car les séries convergent
alors vers des fonctions différentes de celles auxquelles elles sont associées.

En effet, on a

(") i^(-)(1±Z2£): = if,- ̂ Y^y^t^-".^ T n\ x\ ^}\ ) ^!
n==0

c

o - i 5 e x i f • V TÎ {z-^-ncY . , , . ,,Si Ion pose u= —? la série ^,u" -——,—— est la série appelée par
7Î==0

0. Perron série spéciale (spezielle Reihe), sa somme [16] est

———^i-p-

où p désigne la racine de plus petit module de l'équation
p ==: u e^.

En revenant aux anciennes notations, la somme de la série (n) est

( r 3 ) ' i^-£)^^,
v / X \ X ) t — C

t désignant la racine de plus grand module de l'équation
c

^=1 -t
X t

De plus, 0. Perron a démontré que cette équation a toujours une racine
dans BI et une seule. Si rreBi la racine de plus grand module est t = x

et (i3) devient égal à - e^ qui définit bien la fonction associée à la série

de base considérée. Mais si ^sBs, on a ( 7^ x et la limite de la série (n)
z

e30

est l'expression (i3) qui est différente d e — -x

CHAPITRE V.
LES SÉRIES DE BASE SIMPLES.

Nous dirons qu'une base {pn)ne^ est simple si Vn€N, pn est de degré n.
Une série de base sera dite simple si elle est construite avec une base
simple. Les résultats des chapitres II et III rendent presque évidents un
certain nombre de propriétés démontrées par Nassif, Mursi-Makar [19] et
les rattachent à des considérations plus générales.
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I. — Isomorphisme associé à deux séries de base simples effectives sur ^C (D).

1. DÉFINITIONS ET CONVENTIONS. — Étant donné le développement

(I) . ^n®Pn.

n=o

nous dirons qu'il est effectif dans J,?(^e(D), JC(D')) [EV des applications
linéaires continues de <^(D) dans ^(D')] si les opérateurs

(2) ^==^^.0^,

forment un ensemble équicontinu dans X^^D), Je(D')).
De même, siPon a défini une application linéaire v de l'EVT E dans X (D) et

une application linéaire ^" de JC(D') dans un EVT F, nous dirons en abrégé
que le développement ( i ) est effectif dans J?(E, F) lorsque les opérateurs
W v".u^

forment un ensemble équicontinu dans ^(E, F). Lorsque les applications v '
et v " s'introduisent de façon évidente nous nous dispenserons de les définir.

Etant donné l'EVTLC E et un voisinage V convexe de 0 dans cet
espace, Ey désigne l'EVT obtenu en munissant E de la norme qui est la
jauge de V et en prenant le quotient de cet espace par l'ensemble des
éléments de jauge nulle. On sait que E est la limite projective des Ey
lorsque V parcourt une base du filtre des voisinages de o dans E. [Si E
est ^e(D), si V est l'ensemble ^(K, £) des fÇcK(D) tels que V^eK :
\f{z) ^£ (K compact contenu dans D), alors l'ensemble des points de
jauge nulle se réduit à o.]

2. PROPRIÉTÉS D'EFFECTIVITÉ.

LEMME 1. — A étant une partie connexe non vide de la sphère de Riemann^
dont le complémentaire est non vide et D un domaine simplement connexe^
pour qu un ensemble Ui {iç. I) d'applications linéaires de P(A) dans ^C(D)^(K s,
soit équicontinu dans ^?(P(A), S€(D)^^E}) il faut et il suffit quil provienne
d'un ensemble de fonctions

(x, ,c) ->Li(œ, z)

holomorphes dans Ux D (U voisinage ouvert de kA dépendant de K\ et telles

que pour tout compact H C U, les expressions L, {x, z} soient uniformément
bornées sur H x K .

Ce lemme est une conséquence immédiate des résultats mentionnés
dans [8 a] (chap. I, § 3 f et § 5, remarque 2 qui suit la démonstration du
théorème 3).

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXL — FASC. 1. 7
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LEMME 2. — Étant donné le domaine D simplement connexe n'admettant
pas le point à l'infini comme point intérieur et le compact KcD, si le déve-
loppement

W ^<?n^Pn

est effectif dans J?(^(D), <^(D)), il existe un compact K o C D tel que pour
tout compact K' vérifiant Ko C K', le développement (4) soit effectif dans
^(P(K'), ^(D)^K.S)).

Démonstration. — II suffit d'appliquer le lemme précédent aux opéra-
teurs :

n

^^^^j^Pj

qui forment un ensemble équicontinu dans ^(^e(D), <^(D)), donc dans

^C(D), ^(D)^K,.)) et de poser Ko-Çu .

Remarque. — Si l'on prend pour K l'adhérence A d'un domaine borné A,
si D' est un domaine vérifiant K o C D ' c D et si A'cK, l'hypothèse du
lemme 2 entraîne réflectivité du développement (4) dans -X?(^£(D'), ^(A7)),
car^ l'application canonique ^(D') -> P(Ko) est continue.

Etant donné un domaine A simplement connexe dont la frontière est
analytique, nous désignerons par x -^ co (x) une fonction holomorphe qui

réalise une application conforme biunivoque de H A sur le disque X < R,

de telle manière que co(oo) = o et que le terme ^ de degré — i dans

le développement de Laurent de co {x) soit réel. Nous choisissons R de
manière que a = i. La fonction co sera dite associée à A. Nous dirons
que A et A' sont semblables si leurs frontières sont les images par l'appli-
cation réciproque de co de deux cercles concentriques.

Nous représenterons par Fn les polynômes de Faber définis au moyen
de co. Ces polynômes forment une base simple de %.

Nous appellerons « base duale » d'une base de polynômes {pn) ( n € N )
l'ensemble (y,,) (^eN) des formes linéaires tel que

<?m,/^>==<^

et tel que :
V^eN : <^, [.-]>=:o,

sauf pour un nombre fini de valeurs de m.
Dans ces conditions, la suite

(5) (x->^'(x) (c^)^-1),^
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formée par des fonctions holomorphes dans un voisinage de |.A, peut

servir à représenter la « base duale » de la base (F^), par suite des relations

4- Ç'Frn(z) (^(z))-i^(z)dz==:Smn
"^^A

(A, contour simple rectifiable fermé laissant en son intérieur les points
singuliers de co).

Soit D un domaine simplement connexe et supposons le dévelop-
pement (4) effectif dans ^(Je(D), ^Ê(D)). Soit Ko le compact défini dans
le lemme 2 et A un domaine dont la frontière est analytique vérifiant

K o C A c A c D .

Nous associons comme il vient d'être indiqué à A la fonction co et les
po^nomes de Faber F,,. Le développement

[^'(œ) M^))"-1]^^

est effectif dans J?(<%(A'), <^(A')) lorsque A' est semblable à A et il
existe des coefficients ^.mn formant une matrice infinie nulle à droite définis
d'une manière unique tels que

Cp,,(^) :==^7T,n,,y(^) (C^);^-1

?n -=. 0

(la convergence étant uniforme sur tout compact contenu dans le complé-
mentaire du plus petit ensemble fermé contenant K() et semblable à A).

LEMME 3. — i° Soit D un domaine simplement connexe quelconque et le
développement

(6) ^?/<®/^
n=0

effectif dans J?(^C(D), ^e(D)), si K est un compact contenu dans D, si £ > o,
il existe un domaine Dy dont la frontière est analytique vérifiant la condition

(7) K c D . c D o C D

tel que si co est sa fonction associée, le développement

(8) ^7T^[^(^) (C^)^-1]®?,

n=0

soit effectif dans J?(P(D'.,), (^(D)).^,J.

2° Soit D' un domaine simplement connexe dont la frontière est analytique,
vérifiant
(9) D'cD'cD
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si (Fn)nçv es^ ^a suite des polynômes de Faber associés à D', il existe un
compact Ko vérifiant

(9') D 'cD 'cKoCD

tel que le développement
00

(l°) „ ^Pnn^n^^n

n=0

soit effectif dans
x° (P (Ko) , ^(D'))r o o - i

les pns sont les coefficients du polynôme pn : pn (z) ='%^,prïsZS .
L ?=o J

Démonstration. — i° Au compact K, on peut associer un voisinage U de (. D
de telle sorte que les expressions

^ j ( x ) p j ( z )

soient holomorphes dans U X D et uniformément bornées sur tout ensemble
de la forme H X K (H compact contenu dans U).

Soit Dy un domaine dont la frontière est analytique et qui vérifie

(n) Ç u c D o C D o C D .

Il existe un voisinage U' C U de [,D^ sur lequel on a (au sens de la conver-
gence compacte)

Cp^(^) ==^ T:mn^'W (CO^))^

m == n

(co, fonction associée à D'J.
Donc les expressions

7T^CO'(^) (u(x))n-lpn(z) ==—ûù'(^) (C*)^))^-1/^)

sont uniformément bornées sur tout ensemble de la forme (HxK)

( H compact contenu dans U', U'voisinage de | ,Dy convenablement choisi ).

Pour tout domaine D, semblable à D' tel que

D o C D . c D ^ c D ,
les expressions

n

^,^'(x) (^(^))f-^p,(z)
7=0

sont uniformément bornées sur [ 'D^xK.
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La frontière de D^ est arbitrairement voisine de celle de Dy. Les opéra-
teurs

^::=^[^77C•/(•2?) (^W)7-1]®?;^ -—Zj L ̂ V

7=0

appliquent P(D,) dans X(D) et le résultat qu'on vient d'obtenir montre
qu'ils forment un ensemble équicontinu dans (P(D'J, ^(D)^(K,£)).

2° Au compact D' on peut associer le voisinage V de PD tel que, comme

précédemment, les expressions ^n[x} pn(z) soient uniformément bornées
dans HxD' pour tout compact H contenu dans V.

Puisque D' a une frontière analytique, il existe des domaines D"
semblables à D' dont la frontière est analytique et dont l'adhérence est
contenue dans D'. Soit D', l'un d'eux. Soit (Fn),,^ la suite des polynômes
de Faber associée à D'. Les expressions ^n[x) pnnVn{z) sont uniformément
bornées sur HX D'[ et si D[ est semblable à D' et vérifie D[ C D[ (ce qui est
possible puisque la frontière de D' est analytique), les expressions

^ P j j ^ j W P j ( z ) , nç.^
7=0

sont uniformément bornées sur H x D ^ .
D'^ a une frontière arbitrairement voisine de celle de D', donc si l'on

pose Ko = ( ,VcD, les opérateurs
n

^n^^pj-nj®^]
7=0

forment un ensemble équicontinu et même équiborné dans ^(P (Ko), ^C(D')),
d'où le 2°.

Remarque. —• I. Le domaine Dy peut être choisi de manière à contenir
un compact donné a priori intérieur à D.

2. Pour tout domaine D' vérifiant D ^ C D ' C D , le développement (8)
est effectif dans ^(^e(D'), ^e(D)^s)).

3. Il existe une infinité de domaines D' semblables à D^ tels que
D.CD'CD.

4. Le développement (10) est effectif dans J?(^(D), JC(D')).

LEMME 4. — Etant donné une expression de la forme (f[x) p ( z ) dans
laquelle p est un polynôme de degré n :

n,

7^)=2jf3^



54 M. FALGAS.

et y est une fonction holomorphe dans un voisinage U de F in fini nulle à
Vin fini, admettant pour développement de Laurent

>(-)=2^
si A est un domaine simplement connexe borne dont la frontière est analytique
et qui contient les points singuliers de y, si oo est la fonction associée à A
et si Von pose

cp (.2-) z==.^a^ {x) (^(.r))771-1, .
m:=/i

n

p(^)=^&,F,
s=o

[(Fn)nçv polynôme de Faber associé à A et co], le produit ânbn est indépendant
de A et est égal à o^n^n'

Démonstration. — Dans le développement de Laurent de , y(^) p(z),
le ternie de plus fort degré en z et de plus fort degré (ici négatif) en x
est a .̂

Si
F^(^) =7:o+7Ti^4-. . .-+- 7lnZn

et si

^)(c^))--=--^+ ̂  ̂  (^=-1),
/=/<-M

la relation
<[c^) (co(^))^J,F,>=i

montre que T^ ==— i.
On aura

a^j3^== 7Tn^n€€nbn= d^b^

Etant donné les deux bases simples (pn)ne^ et (qn)n^ et les deux déve-
loppements

( l 2 ) ^^n®P^

n=0

('3) S^'10^
^==0

effectifs sur 9€(D) et définissant l'application identique^ il existe une
infinité de domaines A dont la frontière est analytique et tels que pour

tout n les fonctions y,z et ^n soient holomorphes dans un voisinage de [JA.
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Si l'on construit alors la fonction (JD et les polynômes Fn associés à A,
on peut poser

00 00

Pn==^Pn^^ Cp^(^) =^ 7T,^ÛÛ'(^) (ûû(^))^-1,

) ' s = 0 m =: n
00 00

9n==^^nsV^ ^nW ^^^mn^'(^) (o)(^))71-1.

s=0 m=n

Alors, d'après le lemme 4, les produits r^nnqnn et \^nnpnn sont égaux à i
[car les développements (12) et (i3) définissent l'application identique]
et l'on a le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Etant donné le domaine D simplement connexe^ si les
développements (12) et (i3) construits avec des bases simples sont effectifs
dans ^(<^e(D), J6(D)) et définissent l'application identique de ^C(D) sur
lui-même^ alors :

i° Les développements

04) ^n®Pn.

n==0

( T ^) ^?^^

n=z0

sont effectifs dans ^(^(D), <^(D));
2° Les applications linéaires définies par ces développements sont des

isomorphismes de <^£(D) sur lui-même.
Démonstration. — Démontrons, par exemple, la propriété pour le déve-

loppement (i4)- Soit K un compact quelconque contenu dans D. On peut
(lemme 3 et remarque 2 qui le suit) lui associer un domaine A véri-
fiant KcAcAcD, dont la frontière est analytique, tel que si u,, est l'opé-
rateur défini par

n

(l6) U'n=-^^n,^'W (^(^))/^-l](g)^n

les u^ forment un ensemble équicontinu dans X?(^e(A), <%'(D)^(K^).
La remarque 1 suivant le lemme 3 montre qu'on peut choisir D' de

manière que les ^n soient holomorphes dans un voisinage de ||D'.
Si v " est l'opérateur défini par

n

(I?) ^'n==^qnn^n®^^

/=0

les v",, forment (lemme 3 et remarque qui le suit) un ensemble équicontinu
dans ^e(D), <?£(A)).
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Dans (16) et (17) Fn et [(o' {x) ((jû(.r))"-1] sont associés au même domaine A,
donc les opérateurs

/? n.

ln= U^\ =^ ̂ nn^nn^n ® Pn==-^, ̂ n ® Rnln=z U^V^ = Z^ ^nnÇnn^n (

7=0 7=0

forment un ensemble équicontinu dans J?(<^(D), JC(D)^(K,£) ) -
D'autre part, ^e(D) est la limite projective des (^(D)^(K,£)) lorsque K

décrit l'ensemble des parties compactes de D et lorsque c décrit une suite
quelconque tendant vers zéro. Les In forment donc un ensemble équi-
continu dans i?(^(D), cTC(D)) et (i4) est effectif sur cïe(D).

2° Les opérateurs In appliquent JC(D) dans ^ÎC^D), Féquicontinuité
de l'ensemble des In entraîne que l'opérateur l représenté par (i4) appar-
tient à ^ (<W(D) , ^("(D)). Il en est de même pour l'opérateur représenté
par (i5). D'autre part, puisque

< ?yh Rn > = < 4^ qn > = ̂ kn,

on a, les multiplications étant prises comme produits d'opérateurs,

En faisant tendre n vers l'infini les deux membres de chacune de ces
égalités convergent dans i?(^C(D), <^(D)) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties précompactes de JC(D) et l'on a

/ oo \ / ao \ °°

( ^^7®^y)( ^9^0^ )=]^?/®7^
\7=0 / \k=0 j 1=0

S^^H ^^-^^-WS^
^=o } \7=o / l=o

oj ]:=^l^ïJl'
0=0 / \7=o / l=o

Les membres de droite définissent l'application identique de <W(D)
sur lui-même, le 2° en résulte.

THÉORÈME 2. — Étant donné un domaine D simplement connexe n admet-
tant pas le point à l9 in fini comme point intérieur, si les développements (12), (i 4)
et (i5) sont effectifs dans I?(JC(D), ^(D)), alors le développement (i3) est
effectif dans ^(<^(D), ^C(D)).

Démonstration. — Les opérateurs définis par (i4) et (i5) appartiennent
à ^e(D), ^Ê(D)), donc

. 0 0 . / n \ / " \
^^•(g)^.=:/ ^?/(g)^H S?^®^- )( ̂ I®PI^

7=0 \7=0 / \ ^ = 0 / \ /=0 /

d'où le théorème.
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II. — Cas particulier où D est un disque ouvert.

Dans tout ce paragraphe, D désigne un disque ouvert de centre 0,
de rayon R.

1. UNE CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE POUR L'EFFECTIVITÉ. ——

La suite des polynômes (^)^N définit une base simple et le dévelop-
pement

s^^s^^^i
n=o n -=. o

définit l'application identique de <W(D) sur lui-même. Il est effectif
dans /^(^(D), ^(D)) puisque les séries de base correspondantes sont
les séries de Mac Laurin. On peut donc l'utiliser pour appliquer les théo-
rèmes précédents.

Nous poserons
90

(18) p,(z)=^p,,z^
S=0

(19) • S"1 =±^7r ,nnPn W

n-=o

(les r^nn étant nuls, sauf un nombre fini d'entre eux).

THÉORÈME 3. — Si (pn)nçy est une base simple, si (9^)^^ est la « base
duale » de (p/i), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Le développement
• 00

(20) ^^n^Pn

n=0

est effectif dans C(cK(D), ^C(D)).

(2) Les développements

( 2 1 ) ^Pnn^n®[^] et [-^1®^

^o vx J

sont effectifs dans C(JC(D), ^C(D)).
Si Vune de ces deux conditions est réalisée, les développements (21) défi-

nissent un isomorphisme de ^C(D) sur lui-même.

Démonstration. — II suffit d'appliquer le théorème 1 et le théorème 2
en tenant compte des remarques qui précèdent.

^ Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 8
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Nous poserons

Pm (^) ̂ ^ TT/n/i^S

^==0

cp^)=y-^.1 0 v / ^j^+i
rt==0

Nous appellerons u l'application de ^ dans c? définie par le dévelop-
pement
(22) 9n(g)^.

Nous appellerons respectivement u" et u' les applications de ^ dans 6?
représentées par les deux développements (21), et respectivement u"
et u' les applications de ^ dans ^ représentées par les deux dévelop-
pements

00 00

(33) _ ^7r^^(g)[^J et ^^]<g)^.
n = o n = 0

On peut remarquer que u = u et que les deux conditions :
{pn) est simple;
{pn) est simple,

sont équivalentes. »
De même, les deux conditions suivantes sont équivalentes :
u est l'application identique;
u est l'application identique.

Enfin si, quel que soit n€=N, r^n = pnn == i, on a
u'=iu" et u"=Ti[.

THÉORÈME 4. — Si la base (pn)nçy vérifie pnn = i quel que soit nçN,
ce qui entraîne ^nn == i quel que soit M€N, chacune des conditions (i) ou (2)
du théorème 3 est équivalente à :

(3) Les développements (28) sont effectifs dans J,?(J€(D), ^C(D)) et lorsque
ces conditions sont vérifiées, les égalités u' = u", u" = ~S sont vraies sur <^e(D).

Démonstration. — (2) ==> (3). Démontrons par exemple que PefTectivité
'du premier développement de (21) entraîne Feffectivité du second déve-
loppement de (23).

Soit R/< R. Il existe p < R tel qu'à tout R"> p on puisse associer
un nombre strictement positif M(R", R') tel que

|^[^R\ M^IV => \^nWzn\^M(ï{'!,ï{'), V^eN •

et, par conséquent,

1^'I^R^ M^IV => Y-^^^M(R\R^ VmeN, V ^ € N .^— ne
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Si R', < R', il existe M(R", R'J tel que
^9

| x \ ̂  R\ ^R', 2^^M(R-,R^ V ^ C N

et si R,> R", il existe M(R^ R,) tel que
rn' oc

1^-I^R';, I^R'i ^ ^ SS '̂ ^M(R'; ,R' , ) , V^'€N,
7n==o n==o

c'est-à-dire

2^i ^M(R;,R / , ) , V^eN,

d'où l'efïectivité du second développement de (23), Peffectivité du premier
se démontre d'une manière analogue.

(3) •===> (2) résulte de ce que u = u.

2. L'EFFECTIVITÉ DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIÈRES. —— NOUS COUsi-

dérons les espaces <??,/, dans lesquels k est une fonction constante égale
1

à /c. D est le disque ouvert de centre 0 de rayon R = k p. L est l'iso-
morphisme de ^C(D) sur Jp^ défini par la transformation de Laplace-Borel
d'ordre p.

et si
V ^mnp-=2j^'

on a
T^ " \

rns^Pnsi [ 1 + — P

^mn~=
^mn

m
F i 4- —

\ P .
et

(^4)

De plus, si

^=^<L(^)(g)L-i(^)=^p,^)^
n -=. 0 n = 0

n ' ' n'

^:=:V<p/,(g)^ et ^=:Vp^(g)r/
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on a
^/^L-^L,

de sorte que les deux propriétés :
(20) est effectif dans J?(Jp^; ^p,/,);
(24) est effectif dans J?(^€(D), <^(D)),

sont équivalentes.

u et u" ont le même sens que dans le numéro précédent, nous avons
alors

^SF———^———1®P.=L-^L,

-K1-^)^

^2 ———Jr^———1®P^=L-.'L,
n=o| r(l+71)^

,.''= (̂g) j^jYi + ̂ '•1= L-'u''L,^"=^p»(g) ^r(i+" )^ I=L-'«"
71=0

\ P/

P"=^(I+Ï)9"'
V -==. M, P' == M', ^// == ̂ '.

Pour démontrer Réflectivité du développement (20) dans J?(Jp ^ £o^
on pourra utiliser le théorème 4 appliqué à la base (rn)n^ lorsque

Pnn^

(ce qui entraîne ^nn = F( i + - )? car u est l'application identique).

Exemple. — (an)nç^ est une suite de points tels que | an ^ i.
Nous appelons y^ la forme linéaire continue sur Jp^- (^€]o, oo[)

/-^/^(a.).
On a alors

n^n == m(m—i) . . . (m — n 4-1) a^^.

Soit (pn)nev la base de polynômes associée à la matrice infinie nulle à
droite qui est l'inverse de la matrice infinie nulle à droite définie par
les TT^.

On a ^n==n\ donc, pour appliquer les résultats précédents, il faut
prendre J^== 3,^'

Les pn&• {s = o, i, . . ., n) sont définis par les relations
n

^Pns^sm==^nm (o^Tn^Tî).^ns "'sm— ^/i,

s=m
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En faisant successivement m = n, n — i, . . ., o, on calcule de proche en
proche pns pour s = n, n — i, . . ., i, o.

pn,n est donné par

Pnm m \ -h V p^ T^sm = 0,

donc

\pn,nm\\^ ^ s ( s — ï ) . . . ( s — m - [ - l ) \ a ^ ï n \ . \ p ^ \ .
s •== m -i- i

W étant un nombre > o donné, on peut déterminer b tel que, quel que
soit n€N,

^! |7^n ^^
(^-i)!|^;.-i|^W.

En effet,
T^/î! =ZÏ, \pn,n-l(^ —l ) ! |== \Pnn^n,n-l \ == | ̂ n-1 |.

Supposons que, d'une manière plus générale,

| p^s \ s ! ̂  b W^"^ pour s = n^ n — i, . . ., m + i.

On aura
n,

\p,^m\\^b ^ Wm'\^o ^ -̂. ^ ̂  - ') • • • (s - m + f) | „.-».nm "i • \ ̂ — u / j W ———————————.—————————— | Ci ̂

s=m +1

^bW^ V -—1 aml ,„,—^r^W^1 ^""^"-i
—— ^J (^ — 77î) ! W-^""1 —— '

.î == w + 1

Si l'on prend W ^ j — — ? on a

\e w -i|^i.

Donc, quels que soient m et n,

iT^I/nî^W"-^

D désigne toujours le disque ouvert de centre 0 de rayon R = I .

Considérons dans <^C(D) le voisinage de 0 formé par les f

f(z)=^c^

tels que

V ^ e N : I^IR^S, R'< 1.
A
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On aura
\V^—m- ... , YI . , Y^ Wn-m b

?-y>l= ^Pn^ ^S^^-^^s^^— ^ / n ' R ^ — m î W ^
/î == 0

W
R7

pourvu que R' > W.
D'autre part, si z < R",

2<^/>-^ ̂ 2 -^wW^—w—W'
i / R" \ m

' - } ^b.
m=0 1 ^7 I — p-, I — ̂R'

pourvu qu'on ait R" <; W.

Si k < log 2, les calculs précédents sont valables avec R"< W < R'< ï.
A

l'équicontinuité de l'ensemble des applications
n

~^"n = ̂ . <?m 0 | ̂ m ̂ mm ],

îfl =: 0

de ^e(D) dans lui-même en résulte ainsi que réflectivité du dévelop-
pement u" dans ^(^(D), ^(D)).

Considérons maintenant le développement

i[^]^-=i[^]®r-
11=0 H = 0

On a, pour z ^ R",

\pn (z) ̂ b ̂  /7 (/7 - ï) . . . (n - m H- ï) | ̂  | ̂ bR'^ n ! ̂
( / ? — m ) î R^-/"—̂^R^^!^"

et
^'y/rj^i,/\.^ vL^^^J /

^-^ /R^^ -1 ^
^^s^^)^^^——^

1 R'

pourvu que R" < R'.
Donc l'ensemble des applications u,, est un ensemble équicontinu d'appli-

cations de JC(D) dans lui-même quel que soit le rayon de D. Le dévelop-
pement u' est effectif dans ^(<?C(D), <^(D)).

On a le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Si les On sont des nombres complexes vérifiant

si k est un nombre réel vérifiant o < k <; log 2 ;
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si les y^(neN) et les pn (n€N) sont définis comme il vient d'être indiqué :

i° le développement
00

^^n^Pn

71=0

est effectif dans 3^ ^ et représente V application identique9,
2° les applications u' et u" définissent un isomorphisme de 3^ ^ sur lui-

même. Si /*€ <3i ,^ si Von pose

^=/(^(a/,), ^=u'(f).

alors dans J, ^ topologique,
00

f-^^bnpn,

n=Q

^i^}
n=0

Ce théorème contient le résultat suivant dû à Kakeya :
COROLLAIRE. — Si f est d'ordre i, de type inférieur à log 2 et si sur une

suite (an) telle que [ On -= i, on a f^Çân) = o, alors f == o.

3. BASES INVERSES. PRODUIT DE NASSIF DE DEUX BASES.

DÉFINITION. — Étant donné la base {pn)nç^ la base (pn),^ définie plus
haut est appelée la bas.e inverse de la base (pn)n^'

On a le résultat suivant qui contient un théorème de Mursi et Makar :
THÉORÈME 6. — i° Si la base {pn)n^ est effective sur ^C(D) (D, disque

ouvert de centre 0 de rayon R) au sens de Whittaker-Cannon, si elle est
simple et si VnêN : pnn== i, la base inverse est effective sur ^C(D).

2° Si la base {pn) est effective sur 3^ ^ (/c, constante > o) au sens de

Whittaker-Cannon, et si pour tout n € N , pnn == —1-—? la base inverse est
-p I -T- II

P

effective sur <^(D) (D, disque de ^p associé à la fonction constante A'€Êp).

Démonstration. — Pour démontrer le i° il suffit de remarquer que, pour
tout M € N ,

Ttn=U',,.1ï",,

et d'appliquer le théorème 4.
Le 2° se démontre de la même manière en passant par l'intermédiaire

de c^(D).

Remarques. — 1. Les relations p = pn ne permettent pas de conclure que
{pn)n^ est aussi effective sur <^(D), car pnn = i.
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2. Dans le i°, on peut, sans changer renoncé, remplacer ^C(D) par P(D).

DÉFINITION. — Soit les deux bases (pn)nçy et (^LeN- 0^ appelle produit
de Nassif (p,,) (ç,,) des deux bases, la base {rn)nç^ définie par

rns=^Pjnqsj.

7=0

Si P, Q, R. sont respectivement les matrices (pm/?), (qmn), {r^n), on a

R==PQ.

Les résultats que nous avons obtenus rendent à peu près évident le
théorème suivant dû à Nassif (pour la démonstration originale, cf. par
exemple [19]) :

THÉORÈME 7. — Si les bases {pn)n^î (?/()^€N son^ effectives dans ^€ (D)
et si elles sont simples, si de plus pour tout ^çN : qnn = i, la base {rn)nçv
est effective dans ^€ (D).

Démonstration. — Soit (p/,)/,eN la « base duale » de (r,,)/,eN et w l'appli-
cation linéaire de ^S dans ^î définie par

W=^^n^rn.

n == 0

Soit (y//)/,çN et (4^)/i<=N respectivement les « bases duales » de {pn) et (g,z),
u et p les applications de ^ dans ^ représentées par les développements

U = ̂  ̂ n ®Pn, V == ̂  ̂  (g) gn.

n = 0 n •= 0

Posons
/ \ V1 ^mn i / \ Y^ P-?nn , ^ 'V^ i^mncp,,(a-)=^p^; ^,,(a-)=^^; p^(a.)=^^^.

7/î ==0 m = 0 m •== 0

On a
W/n=^4^4^-

En effet, si /*€ ^7,
oo 7/î //^ ao."«.(/)= ̂ jjrs 2 s 2 ̂ ^an^^^

/irrO ûr=:0 ^=0 .y^rO

x(P*(OY)6—?T^(S)/( ;a:•)^^^^•
«X

(Les contours d'intégration étant des cercles entourant l'origine, parcourus
dans le sens direct.)
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En tenant compte des hypothèses faites sur {pn)nç^ et sur (^)^N cette
intégrale s'écrit

rn m in m in /n

i^r/2 2 2 2 2^"9'-"pa'•î^•"^^•^(•K)^=2^/2pa(a')^'•(5)•/'(;2;)rf•^'
n = O r = : O a - = = O s = z Q f = 0 a=0

=^(/)(^)-

Les coefficients qnn étant égaux à i pour tout n, il en est de même des
coefficients ̂  et, d'après le théorème 4, v ' et ^ " sont continues sur ^C(D).

La simplicité de la base {pn) entraîne u,n = u'^ u,^
Puisque {pn) est effective, l'ensemble des u,,, est équicontinu et converge

vers u qui est l'application identique.
Il en résulte que l'ensemble des Wn, est équicontinu et converge vers

-^.ï-^rV^

qui est l'application identique, d'où réflectivité de la base (r,,)/,^ au sens
de Whittaker-Cannon sur X(D).

III. — Opérateurs J.

1. DÉFINITION. — On sait qu'étant donné une base simple de poly-
nômes (p/O^eN, ^ existe un opérateur unique appliquant % dans S de la
forme

(25) J=^D(^')^T,
H •=- 0

(T,, désignant un polynôme qui dépend de n, D désignant l'opérateur de
dérivation), tel que

V ^ e N : J(7?/,4-i) =pw J ( / ?o )==o .

2. CONTINUITÉ DE J ET EFFECTIVITÉ DE LA BASE Q^). —— (?/<)/;eN désigne

toujours la <( base duale » de {pn)nç^. D est un domaine simplement connexe
borné quelconque.

PROPOSITION 1. — Pour que V opérateur J soit continu lorsqu^on munit ^
de la topologie % induite par celle de ^(D), il est nécessaire et suffisant que
le développement

(26) ^ ̂ 4-1 ®Pn
n == 0

soit effectif dans ^(<^(D), ^(D)).

Démonstration. — i° La condition est nécessaire, car si l'on pose
n

^=^?/(g)^/,

/ = 0

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. 9
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on a

J^^^^+i®^;-

2° La condition est suffisante : Si elle est vérifiée, les Ju/^/zeN) forment
un ensemble équicontinu d'applications de ̂  (^ muni de la topologie ®)
dans lui-même. La convergence simple a lieu sur ^î vers J.

Donc J est continue et son prolongement à ^(D) est une application
continue de ^€(D) dans <?C(D).

Nous pouvons remarquer qu'étant donné un développement simple
ao

^^n®Pn,

n==o

on peut toujours, en multipliant les pn et les cpn par des coefficients conve-
nables de produit égal à i quel que soit n, supposer que le terme de plus
fort degré de pn est z71. Cette propriété ne modifie en rien les propriétés
d'effectivité du développement ni l'opérateur qu'il représente.

THÉORÈME 8. — Si D est un domaine simplement connexe, si (pn)nçy ̂
une base simple de polynômes telle que pour tout n le terme de plus fort degré
de pn soit T^\ alors l'opérateur J se prolonge par continuité en un opérateur
appartenant à ̂ (^(D), ^(D)).

Démonstration. — Soit K un compact contenu dans D, on peut lui asso-
cier (lemme 3 et remarques qui le suivent) un domaine A dont la frontière
est analytique et tel que les développements

(27) ^7T,,4(*/(^) ûû"-1^)]®^

H ==0

et

(28) ^Pnn^n^n

n=0

soient effectifs respectivement dans X?(«%(A), ^(D))^(K,£) et dans ^(5C(D),
^Ê(A)) (co et F,, sont définis comme dans le lemme 3).

Le fait que
, , i i / i \

ûû(.^) == — + —— ûJi —
x x^ \x ]

(coi holomorphe autour de o) entraîne

.'(.)(.(.))"-.=- ̂ +^,(^
(co2? holomorphe autour de o).
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Et, par suite de l'hypothèse faite sur le terme de plus fort degré de p,,,
on a

^nn ==- 11 Pnn z= — 1 •

D'autre part, l'opérateur ^-^ \ appartient à £{3C(^\ ^(A)).
Posons

/ n \ / fl \
J,=( ̂ [^(^^W)^]^p,)J^].( Vcp,®F,)

\^o / L ^ — — J \^ /

(le signe o indiquant qu'il s'agit de la multiplication des opérateurs).
En remarquant qu'en particulier sur ^,

oc '

r"^1=^r"'(^ (<^))/]®F^),
j JL —— À) 1 <•——

/ = 0

on voit que, sur <?,'
/;j^s97^1'7-1-

Les opérateurs Jn forment un ensemble équicontinu dans
X?(^, (^(D))^^,)), donc puisqu'ils convergent sur % lorsque n ->• oo, l'opé-
rateur limite J appartient à ^('îg, ^C(D)^(K,^) [on a, en effet, J(^)C^(D)]
et par conséquent, J se prolonge en un opérateur unique défini et continu
dans J?(JC(D),^e(D)).

COROLLAIRE. — Si la base {pn)nç^ est effective dans ^C(D) au sens de
Whittaker-Cannon et si une fonction /*€^e(D) a pour série de base

(^9) ^a/^
î

' nPni

alors, pour tout /c, la série

(3û) ^an+kpn

7Î==0

converge dans ^(D) vers la fonction g = J^f et (3o) est la série de base de g.

Démonstration. — Par suite de la continuité de J (donc de J71), la conver-
gence de (3o) résulte de celle de (29).

(3o) est la série de base de g. En effet, les polynômes

gs^^^n+kpn

k=0
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convergent lorsque 5 tend vers l'infini vers g dans JC(D) et si bn,s est le
coefficient de pn dans la série de base de g,, on a &//,,= a,i+/,. La série de
base de g existe puisque g€<W(D) . La continuité des applications 9^
montre que ân+k est le coefficient de pn dans cette série.

3. NOYAU DES OPÉRATEURS J71 DANS ^C(D).

THÉORÈME 9. — Si la hase {pn)n^ est effective dans JC(D) {au sens de
Whittaker-Cannon), le noyau de l9 opérateur J associé à cette base et considéré
comme élément de -X?(^£(D), ^C(D)) est l9 ensemble des polynômes Xpo ( A G C ) .

Démonstration (A et co ont le même sens que dans la démonstration du
théorème 8). — Si uf est l'opérateur,

•X,

^[G/(^)(c^))^](g)7.,
/•=0

appartenant à J,?(^e(A), (^(D))^(K^)) et si u" est l'opérateur,

2^0^
/==0

appartenant à ^(Je(D), cTC (A)), on a

j^or^io^
1 /y» ___ rr \

L ̂  — ^ J

L'opérateur u' est injectif, car si /'^ o appartient à ^Ê(A) son déve-
loppement de Faber n'est pas identiquement nul et il existe n tel que

<[c^) (c^))-'],/>^o,

u (f) aura sa série de base dans <?Ê(D) égale à

^<^(^) (c^))-1,/)^
n= 0

(on le voit par un raisonnement analogue à celui du corollaire précédent).
Comme cette série de base n'est pas identiquement nulle et, par suite

de réflectivité dans ^(D), on a u {f) -^ o.
De même, l'opérateur u" est injectif. En effet, soit /^^(D) et non nul.

Sa série de base relative à pn n'est pas identiquement nulle par suite de
réflectivité. Donc il existe n tel que <^ ç^?/^ 7^ o et l'unicité du déve-
loppement de Faber de u"(/*) montre que u" (/*) 7^ o.

Déterminons maintenant le noyau de w \ dans ^(^(A), ^(A)).
L x z J
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Si l'on pose

/=]^F,

et
r^n/..[^_,j^-^

on a

ër= 7 ̂ n+l^n-

n-=0

Donc le noyau de ——; est l'ensemble des fonctions constantes et le
{.x z J

noyau de J est l'image réciproque par u" de cet ensemble, c'est-à-dire
l'ensemble des polynômes de la forme Xpo (^€C).

Pour déterminer le noyau de J71 on peut appliquer la même méthode
en utilisant une suite de k domaines à frontières analytiques A^ (i = i, ..., k)
vérifiant

K c Ai c Ai c . . . c A^ c A/: c D

et en décomposant J7' en un produit de 371 opérateurs définis comme les
trois opérateurs ci-dessus, on voit sans difficulté que le noyau de J^ sera
l'ensemble des polynômes

}.o7?o4-.. .4-^-1^-1 (^€C, \fiç{o, i, . . . , Â - — I p.

COROLLAIRE. — Si la base {pfi)ne^ est effective dans ^C(D) au sens de
Whittaker-Cannon, pour que V équation fonctionnelle

(3 i ) jy=^ [^C(D)]

admette des solutions dans ^C(D), il faut et il suffit que la série de base de g
00

étant ^.anpn, la série

^ ^npn+kanpn+k

^==0

converge dans je(D). Dans ces conditions^ la solution générale de V équa-
tion (3i) est

^opo + . . . + ̂ ipk-i 4- ̂  dnp,^k

n=0

(Xo, .. ., X/,+1, constantes arbitraires appartenant à C).
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CHAPITRE VI.

SUR CERTAINES BASES EN ESCALIER.

Les considérations qui font l'objet de ce chapitre ont pour point de
départ un résultat de Portisky (c/*., par exemple, [il]).

I. — Hypothèses et notations.

D désigne toujours un disque ouvert de centre 0 de rayon R.

1. BASES EN ESCALIER D'ORDRE m€N* . — P == (p^)veN est une base
de polynômes, on dit que la base P est une base en escalier d'ordre m € N *
si elle vérifie la propriété suivante :

v étant mis sous la forme v == mn + ç, avec o ̂  q < m, pv est de degré
inférieur ou égal à m(n -\- i) — i.

Autrement dit, la matrice des p^ a sa ^lème ligne qui comporte
m (n 4- i) éléments. La matrice inverse formée par les ̂  peut se calculer
en résolvant une suite (2^) de systèmes linéaires à m(n + i) inconnues
et la matrice des ̂  possède une propriété analogue.

Nous représenterons encore par (9^ (EN la « base duale » de {pn) et nous
identifierons ç./ à l'opérateur

y t -^V

^-J ^+1
^=o

2. ULTRA-EFFECTIVITÉ D'ORDRE m. — Nous supposons que toute fonc-
tion de S€ (D) admet relativement à la base P en escalier d'ordre m une
série de base au sens de Whittaker-Cannon, c'est-à-dire que les <pv sont
continues sur JC(D). Uv est l'application de cH"(D) dans ^? définie par le
développement

^

^i?/®/^-
7=0

Nous dirons que la base P est ultra-effective £ ordre m sur <W(D) ou que
le développement

^|?V®^

v==o

est ultra-effectif d'ordre m dans ^?(<%(D), <^(D)) si V^e^D), on a
dans 3€ (D)

lim ^,^_i(/) ==/.
/l->- ao
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On démontre aisément comme on l'a fait pour réflectivité ordinaire :

PROPOSITION I. — Pour que la base P soit ultra-effective d^ordre m
sur ^C(D), il faut et suffit que la suite {u,nn-i)nç^ forme un ensemble
équicontinu d'applications linéaires de ^C(D) dans cTC(D).

3. PARTIE ENTIÈRE D'UN DÉVELOPPEMENT DE LAURENT. —— Etant donné

un développement de Laurent de f, nous désignerons par P.ô(/*(z)) le
développement de Taylor obtenu en supprimant dans ce développement
les termes dont l'exposant est négatif (c'est-à-dire << o).

LEMME 1. — Si f{z) est un polynôme ou une série entière, si

7.(z) =:}.o4- -:14-. . .+ ^+. . ., avec \-^.Q,

alors
P . e ( ( P . e ( f ( z ) t ( z ) ) ) O^))-1) =f^).

Démonstration. — Si l'on pose
f(z)^(z)=^(z)^^(z)^

[g{z) formé par les termes à exposant ̂  o, gi{z) formé par les termes à
exposant < o], on a

(^(z)^^(z) ^(z))-^=f(z),

gi (z) (X(z))~1 est formé par des termes à exposant strictement négatif,
d'où la propriété.

4. HYPOTHÈSES. — P = (pv) est une base en escalier d'ordre m > o
et nous reprenons les notations du i°. Il existe :

— des fonctions ^ (n€N) appartenant à P ( | .D) ;
\ ̂  /

— des fonctions ^(n€N) appartenant à P (|.D') (D' désigne le disque
ouvert de centre 0 de rayon R/") ;

— des fonctions \ (ç€ { o, i, . . ., m — i } ) holomorphes dans un

voisinage de |.D, non nulles à Vin fini,

telles que ;

Ai. ^,nn+y(x) = \{x) ̂  {x) ;

A^. ^n(x) == X^ Wn (0 ;

A.3. chaque Wn est défini dans un voisinage de |.D' par un dévelop-
pement de Laurent

^W=^^ (avec ^^o).
f=n

Enfin nous poserons (JD = em .
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II. — Recherche de conditions pour Fultra-effectivité.

1. CONSTRUCTION D'UNE BASE SIMPLE ASSOCIÉE A LA BASE EN ESCALIER.

PROPOSITION 2. — i° ^expression
/n—l

^ ̂  P•^(^(c t )^)7^+7 /(aJ^))

À-=0

est nulle si q = ç' et cest un polynôme Qo (^m) dépendant seulement de n
lorsque q ̂  q\

2° La suite des opérateurs ^F,, définis par les fonctions X —^^^(X) et la
suite des polynômes Q«(X) sont associés à des matrices infinies nulles à
droites inverses Vune de Vautre.

Démonstration. — Par hypothèse, on a

\ ^nin+tf) Pinn'+q' /' :==- ^nn' ° q q ' i

d'où l'on tire successivement

——— I ^n{œ) \ (œ) pmn'+q' (^) dx •==. ^nn' ^qq'
«y\

(A, contour simple fermé entourant l'origine, rectifiable parcouru dans le
sens direct)

——— f Wn {X'11) X^ \ (X) p.nn^q' (^) dx -=. ̂  \q^
2 ITi J ^

-4- / Wn^) .Cm-l\(^^)p^n'+q'(^^) dx == Ô,̂  Ôy^,
( ^A

-4- f Wn(x'n)xm-YP.e(\{^kx)p,^^{wkx))dœ=.^^^,,
JA

ni == 1

——— f W^"1)^11-1 y P.e (\ (^œ)p,nn,^ (^œ) ) dx == ̂  ô^..
A i 7h /»(' ^ » ^—^

;v /--u

Cette relation s'écrit

— r ̂  (x111) Q,̂ ,,/ (^m) ^—i ̂  = 0,̂  0,̂
^ A

OU

(i) ——- f ^.(X) Q.^,,'(X) dX=^^'2171: m j ^

(A', contour simple rectifiable fermé entourant l'origine parcouru dans le
sens direct).
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Par suite de l'hypothèse A 3, la matrice infime associée aux Wn est nulle
à droite. La relation (i) montre alors que

q^q' => Qn,q^'=o,

q=q' ^ Q^y,

est un polynôme Q^ dépendant seulement de n et l'ensemble des Wn constitue
la « base duale » de la base formée par les Q^.

ac

COROLLAIRE. — Le développement ^,^V?i(^) Q^ définit l'application iden-
n=o

tique de ^ sur <î.

2. L'ULTRA-EFFECTIVITÉ DE LA BASE P.

PROPOSITION 3. — Si le déterminant

(2)

^o(^ ) ^ i (^ ) • . . ^-i ( ^ )

^ (c^-1^) 1, (u"1-^) . . . }^_i (^"l-vxm)

n'admet pas de zéros sur |.D, l''ultra-effectivité d'ordre m sur <W(D) pour
le développement

(3) ^?^®^

entraîne Veffectivité sur ^(D') pour le développement
(4) ^00..

Démonstration. — Par hypothèse, les applications
n m—1

V V1

'fn==^ ^ [^/ (^^) ̂ -1 ̂  (^)] 0^-7^ (^)

/=0 </=0

forment un ensemble équicontinu d'applications de JÊ(D) dans lui-même.
Il en sera de même de l'ensemble des

n m — 1 r" //z — l ~1

^S 2 ^-(^M^)]^-/^) 2 ̂ (^
7=:-0 //=0 L V'=0 J

sur J?(^£(D), ^e(DnU)) (U, voisinage de |.D laissant dans son exté-
rieur les points singuliers de A,y).

On peut dire la même chose successivement des ensembles d'opérateurs
n m—1 F~ /m—\ \ ~î

Wn,k,l=^ ̂  [^,(^n)\(^^)]^^p,n^(^z) ( ̂  \'(^Z) )

7=0 y=0 ' L V/'=o / J

(^çN, Â-€ f o, i, . . ., m — i } , Iç. { o, . . ., m — i } ) ,
n in—1 r" / j ) i — \ i n — } \ ~1 •

^,=^ ^t^/^)^^^)]® p^( S^^^^^S^^'^)
/=0 ^=0 |_ \ /=0 f/'=0 j \

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXI. — FASC. 1. " 10
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et en tenant compte de la proposition 2, on voit que les ^n,k ont la forme
n m— \

w,,,,=^ ^ ['r/^"1)^^)]®^^"1)].
/=0 »|f=(l

L'hypothèse faite sur le déterminant (a) entraîne l'efîectivité dans
-(?(<?Ê(D), <?e(D)) de

^[y,(^'")](g)[Q/(s'»)]

et l'efîectivité dans J?(^C(D'), ^(D')) du développement
3C

^[^•(^)]®[Q;(^).
/=0

PROPOSITION 4. — 5^ ?e déterminant (2) n admet pas de zéros sur |.D,
Veffectivité sur ^C(D) rf^ développement

00

s^®^

entraîne Vultra-effectivité d'ordre m pour la base donnée.

Démonstration. — Posons
n

G,(^ ..) =^ ̂ (^) Qy(^) ( ^ z e N ) .
y=0

Les opérateurs [Gn(x, z)] forment un ensemble équicontinu.
Si, de plus, on pose

gn^ ( X, Z ) =Z W^ ( X " 1 ) pj,n+^ ( Z ) ,

on a (prop. 2)
//( — i

G , ( ^ ^ ) = ^ ̂  P.^(^(^^)^,,(^^)),
k=o

fn — l

0==^ P.^(^/(co^)^^(co^)) pour r/^^
/;•=()

(P.^r est la partie entière relative à la variable z).
Si A [z) est la valeur du déterminant (2) lorsqu'on remplace x par z,

si dans les mêmes conditions Aç(z) est le quotient du coefficient de A^(z)
par A (z), on a

g^(œ, z ) = ^P.^(G,(^ ^) Ay(^ )

[car A^(z) a un développement de Laurent ne comportant que des puis-
sances négatives de z].
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Les [gn,y{x, z)] forment un ensemble équicontinu d'opérateurs sur
J?(JC(D), ^C(D)), donc il en est de même des opérateurs

n m—l

^ ^ [»Fy (^"î) X"^ \{X)} 0 [̂ ,,̂  (^ )],

/=() /yr==0

d'où réflectivité dans J?(^(D), ^(D)).
En réunissant les propositions 3 et 4, on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Si le déterminant (2) n admet pas de zéro sur |,D, les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i° Le développement ^,Çv0 p^ est ultra-effectif d'ordre m dans J?(^C(D),

^ Ê ( D ) ) ; ^°
2° Le développement ^V,.(g) Q,, ̂  effectif dans J?(<ÏC(D'), JC(D'))."YLV ^C^

n==0

3. CAS D'INTERPOLATION DE PORITSKY. — II consiste à étudier les séries
de base associées aux opérateurs

F (mn) ! 1[' (mn)\ 1
L ( ^ — ^ ) / / ^ + 1 J *i(^ — ^) / /^+ l_

Si L est la transformation de Laplace, z'1 -> -l-y-• nous avons

r (mn)1 1.^= I c^-
l ( ^ — a ^ ) ' 1 1 ^ 1 ] x'111^^

Les conditions précédentes sont donc réalisées en posant

^)=^^=^-1^^ ^(^)=^,

^(^-x^-
donc les Q,^ dont la « base duale » est constituée par les Wn sont les poly-
nômes

Q.(Z)=^.
On a :
THÉORÈME 2. — La base Çpn) ayqnt pour « base duale » Vensemble des

opérateurs T—_——^ est ultra-effective d'ordre m dans J?(Ji,/,, ^i,/,), où k

est inférieur au module du plus petit zéro du déterminant
e"0 ̂  e01 rs ... (ï^m—\ ̂

çCloW111—^ gff i fO'"—1^ ^ ^ ^M^—iO)'"—1^
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