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LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES
EN
THEORIE DES MODULES

Par M. Norserr ROBY,

Maitre-Assistant a la Faculté des Sciences de Strasbourg.

INTRODUCTION.

[’idée qui nous fit entreprendre le travail que nous présentons ici a
son origine dans le souci d’élargir 'arsenal des applications dont on
dispose communément en algébre. L’analyse classique dans les espaces R"
ou C" utilise une grande diversité de fonctions ou d’applications (continues,
différentiables, analytiques, holomorphes, etc.); il en est de méme, par
exemple, dans 'étude des variétés pour lesquelles R* ou G* servent de
modele local. Mais dés qu’on considére des espaces vectoriels plus généraux,
et pis encore s’il s’agit de modules, on ne dispose plus guére que d’appli-
cations et de formes linéaires.

Cependant, certains développements ont nécessité la considération de
classes d’applications plus étendues. Les plus fréquemment employées
sont les « applications polynomes » d’un espace vectoriel de dimension
finie dans un autre; par exemple, Chevalley en fait un fréquent usage
dans son traité des Groupes de Lie. De méme, la théorie des variétés
algébriques demande, par essence méme, 'emploi de « fonctions poly-
nomes » dans un espace vectoriel sur un corps K.

(') Theése Sc. math., Paris, 1963.
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Dans le but de traiter systématiquement d’une théorie acceptable des
applications intéressantes d’un module dans un autre, il semble donc qu’une
premiére étape consiste a formuler de facon satisfaisante le concept
d’application polynome. De fait, certains auteurs ont pensé trouver une
« bonne classe » de fonctions définies sur un module et a valeurs dans
Panneau de base en considérant ’algébre engendrée par les formes linéaires.
Mais Pétude de cette algébre présente des phénomeénes désagréables;
par exemple, on y voit mal les relations entre générateurs. 1l nous a
semblé qu’en fait elle est trop petite et mal adaptée & une théorie géné-
rale. En outre, pour définir de maniére naturelle & partir de la les apph-
cations polynomes d’un module dans un autre, on est géné dés que le
second module n’a plus nécessairement de base.

Dans un ordre d’idées analogue, on peut songer a définir ces applications
polynomes comme étant celles qui s’expriment sous la forme & — ¢ (x, ..., z),
ou ¢ est une application multilinéaire, le plus souvent symétrique.

La encore, dans les cas usuels, on retrouve les applications polynomes
courantes. Mais dans des cas plus généraux, et méme pour des espaces
vectoriels si le corps de base est fini, on est vite géné par des apparitions
de factorielles qui posent des problemes de caractéristique ou de divi-
sibilité; en outre, la représentation d’une application sous la forme
x> (x, ..., 2) n'est plus unique.

L’idée que nous avons suivie est celle-ci. St M et N sont des espaces
vectoriels de dimension finie sur un corps K, de bases respectives
(ery ..., €., (e, ...,e,), on appelle « application polynome » de M
dans N une application f définie par une relation de la forme

m

Fmei+ ...+ he,) = Z P, (ins...u b)) €,

i=1

ou les P; sont des fonctions polynomes. Il revient au méme de dire qu’a

tout systéeme fim (2, ..., 2,) d’éléments de M on peut faire corres-
pondre au moins un systéme fini (y,, ..., y,) d’éléments de N et des
fonctions polynomes Q,, ..., Q, telles qu’on ait identiquement
7
SO da,) = ¥ Qi b))y

=1

Cette derniere définition a Pavantage de pouvoir se transporter, telle
quelle, au cas ou K est un anneau commutatif quelconque et ou M et N
sont des K-modules quelconques. On pourrait donc penser qu’on a donné
la la « bonne définition » d’une application polynome.
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Cependant, la théorie qui en découlerait ne correspond pas exactement
a ce que nous aurions désiré. Dans le cas ou M a une base de n éléments
et ou N = K, la théorie ainsi définie n’est rien d’autre que la théorie des
fonctions polynomes a n variables sur I’anneau K. L’étude de ces fonc-
tions est, certes, intéressante. Néanmoins, 1l existe une théorie plus inté-
ressante encore : c’est celle des polynomes proprement dits & n indéter-
minées; d’ailleurs, une théorie compléte des anneaux de polynomes
contient en fait celle des anneaux de fonctions polynomes, qui en sont
des anneaux quotients. Nous parvenons ainsi a cette conclusion que ce
n’est pas tellement la notion de « fonction polynome » qu’il conviendrait
de généraliser aux modules, mais celle de polynome tout court.

Remarquons qu’un polynome n’étant plus une application de K*
dans K, sa généralisation ne sera pas, non plus, une application du
module M dans le module N. Toutefois, en remplacant les %; précédents
par des indéterminées T, la généralisation en vue devrait conduire &
associer, a « quelque chose » qui s’écrirait : 2, T, +...42,T,, une « autre
chose » qui s’écrirait

q
ZyiQi('l',, con T,

=l

les Q; étant cette fois des polynomes. Manifestement s’introduisent ici
les modules produits tensoriels M@ K (T, ..., T,) et NQ K (T, ..., T,).
Et comme, en fait, p est un entier quelconque, on doit considérer plutdt
les modules M @ E (K) et N® E (K), ou E (K) est I'algébre des poly-
nomes a coeflicients dans K et a une infinité dénombrable d’indé-
terminées T, (t >~ 1). L’objet qui nous intéresse devrait donc étre, en
principe, une application f de M @ E (K) dans N @ E (K). Mais cette
application ne peut pas étre quelconque. Il n’y a aucune raison de supposer
que les indéterminées introduites jouent individuellement des roles diffé-
rents; autrement dit, le fait de changer les indices des indéterminées
dans I’élément a transformer doit se traduire par le méme changement
d’indices dans ’élément transformé. Plus généralement, le fait de substituer

aux indéterminées T,, ..., T, de D'élément a transformer des poly-
nomes P,, ..., P,, ... doit entrainer la méme substitution dans I’élément
transformé.

De maniére générale, nous désignons par « spécialisation T; - r; »

de E (K) dans une K-algébre R I'unique homorphisme d’algébres u de K
dans R telle que u (T)) =1r; (1 = 1,2, ...). Alors, la définition précise
que nous prendrons pour une « lov polynome sur le couple (M, N) » est la
suivante : c’est une application f de M @ E (K) dans N ® E (K) telle
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que pour toute spécialisation u de E (K) dans lui-méme, le diagramme
suivant soit commutatif :

MQE(K) s NQE(K)

% &

M®E(K) > N®E (K)

Cette définition conduit & une théorie tout a fait satisfaisante, qui
généralise a la fois la notion de polynome et celle d’application polynome
dans tous les cas ou cette notion a été utilisée (c’est-a-dire si K est un
corps infini).

Mais il y a mieux. S1l est exact que la théoric puisse se faire a I'aide
de la seule algebre E (K), on peut noter qu’a toute loi polynome f sur le
couple (M, N) correspond la donnée, pour toute K-algébre associative
commutative et unitaire R, d’une application f deM @ R dans N@ R
de telle sorte que, pour tout homomorphisme u: R — R’ d’algébres
unitaires, le diagramme suivant est commutatif :

‘MR . NQR

ltl lu
Sur

MR -S2sNQR

On peut alors donner une définition fonctorielle des lois polynomes;
elle justifie le nom employé de « loi ». C’est celle que nous donnons au
chapitre I. L’équivalence avec la définition qui précéde sera établie au

chapitre IV.

Dans les chapitres I et II, on élabore une théorie élémentaire de la
famille < (M, N) les lois polynomes sur un couple (M, N) de modules.
Cette théorie correspond a la théorie élémentaire des polynomes : struc-
ture de module, structure particuliére dans des cas particuliers, théorie de
la graduation et de la multigraduation, polarisation, différentielles et
formule de Taylor. Cette théorie renferme en soi, comme cas d’espéces,
celle des applications linéaires, multilinéaires, quadratiques.

Le chapitre 111 est consacré a un ordre d’idées différent. Nous y donnons
un exposé systématique de la théorie des algébres de puissances divisées
de modules. Ces algébres ont déja été utilisées, en particulier par H. Cartan;
je dois a P. Cartier de les connaitre. Mais comme il ne semble pas en
exister d’exposition qui se veuille compléte, ce travail de rédaction qui
m’a été demandé pourra probablement rendre des services aux utilisateurs.

Naturellement, ce n’est pas sans raison que ce chapitre s’insére la.
Dés le chapitre 1V, I’algébre des puissances divisées est mise en relation

v
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fondamentale avec la théorie des lois polynomes et I’éclaire d’un jour
tout nouveau. S1 I' (M) est I’algébre des puissances divisées du module M,
une loi1 polynome sur le couple (M, N) correspond, grace & un phéno-
meéne de caractére universel, & une application linéaire de I' (M) dans N.
Ainsi, le linéaire est comme le naturel : prétend-on le chasser qu’il revient
au galop !

Cette situation, cette interaction entre les deux théories jusqu’ici
menées séparément, va tout au cours du chapitre IV permettre d’appro-
fondir chacune d’elles. Les choses sont en cela si bien faites que des résultats
pas trop immédiats pour 'une d’elles ne sont que la traduction de résultats
aisés 4 obtenir dans l'autre. C’est ainsi que certaines suites exactes au
sens de Grothendieck sont étudiées concernant I' (M) et qu’est précisée
la structure de <€ (M, N) quand M est un module produit.

Le chapitre V est I'étude du cas ou le second module est 'anneau A
de base; on montre que € (M, A) est une algébre qu’on met en relation
avec l'algebre duale de la coalgébre I' (M).

Ici se termine la premiére partie de ce travail, consacrée aux lois poly-
nomes. La seconde partie est consacrée aux lots formelles, qui sont aux
lois polynomes ce que les séries formelles sont aux polynomes. C’est en
quelque sorte un essai d’une théorie des « applications analytiques » d’un
module dans un autre. Naturellement, le point de vue « formel » ne se
préte pas a une notion de convergence analogue a celle des fonctions
holomorphes; mais on sait que, méme dans la théorie classique des variétés
analytiques, les questions de convergence pour les séries entiéres qui se
présentent ne jouent pas toujours un rdle essentiel.

Au chapitre VI, on commence par donner une définition fonctorielle
des lois formelles et on les met en relation avec les lois polynomes. Puis on
fait ce que I’évidence commandait d’entreprendre; on établit, par exemple,
un théoréme des fonctions implicites et un théoréme du jacobien. Au cha-
pitre VII on fait une théorie des formes formelles et des champs formels
avec dérivations-et crochets. Ce n’est pas que nous pensions que la nature
des choses devait nécessairement, par priorité, nous mener dans cette
direction d’études. Mais c’est que nous avions un but plus précis.

Il se trouve que nous nous étions posé des problémes relativement a
Iitération des transformations analytiques d’un espace vectoriel réel ou
complexe — plus précisément a l'itération des germes de transformations
analytiques qui laissent fixe l'origine. Si f est un tel germe, inversible,
il s’agit de plonger le groupe des itérés d’ordre entier de f dans un groupe
continu & un paramétre. Le probléme revient a4 exprimer un automorphisme
de I’algebre des germes de fonctions analytiques comme une exponentielle

\

de dérivation. Bien que le probléme se situe & un échelon assez élémen-
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taire (espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie), la théorie
des lois formelles permet de le formuler de maniére commode et d’y
apporter un formalisme trés adéquat; aussi est-ce dans ce cadre général,
développé au chapitre VIII, que nous en faisons I'étude.



PREMIERE PARTIE.

LOIS POLYNOMES.

CHAPITRE L

LEs MODULES DE LoOIs POLYNOMES.

1. IntropUCTION. — Tout au long de ce travail, A désigne un anneau
commutatif possédant un élément unité. Tous les A-modules considérés
sont unitaires.

Sauf précision contraire, nous entendons par « algébre » une algébre
commutative, associative et unitaire sur A. Tous les éléments unités des
algébres, en particulier celui de A, seront représentés par le symbole 1.

Etant données deux algébres R et R’, on appelle homomorphisme
d’algébres de R dans R’ toute application de R dans R’ qui est a la fois
un homomorphisme de A-modules et un homomorphisme unitaire
d’anneaux. :

Sauf précision contraire, le produit tensoriel M @ N de deux A-modules M
et N sera le produit tensoriel sur A, c’est-a-dire M @ N.

Sia:M > M et 3:N - N sont des homomorplﬁsmes de A-modules,

2 @ B désignera 'homomorphisme de M @ N dans M’ @ N’ défini par
(2@ B) (¢ ®@y) =2 (2) ®F ()-

Pour tout ensemble E, ; désigne D'application identique de E sur
lui-méme. ‘ '

Soit A (T;),e; une algeébre de polynomes a coeflicients dans A. Pour toute
algébre R ct toute famille (r;),c; d’éléments de R, il existe un homo-
morphisme d’algébres u et un seul de A (T;),¢, dans R tel que u (T;) = r..
Nous dirons que u est la spécialisation de A (T.),e, dans R définie
par T; - r,.. Plus généralement, pour tout A-module M, le module
M Q@ A (T));e; se notera aussi M (T;),¢; et ses éléments s’appelleront les
polynomes & coeffictents dans M par rapport aux indéterminées T,
Si u:T; - r;(i€l) est une spécialisation de A (T,),e; dans R, Tappl-
cation (gy @ u) de M (T;),c; dans M @ R s’appellera encore la spécia-

lisation définie par T; — r;.

2. Lois poLy~NoMEs. DEFiNiTION. — Soient M et N deux A-modules.
On appelle « loi polynome [ sur le couple (M, N) » la donnée, pour toute
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algébre R, d’une application f; de 'ensemble M @ R dans 'ensemble N @ R
de telle sorte que, quelles que soient les algébres R et R’ et pour tout homo-
morphisme d’algébres u: R -> R’, le diagramme suivant soit commutatif :

MR - N®R
EMQu ‘

{ ENQu
Y I.R' ¥
MR 2 NQR

L’application f; s’appellera 'application polynome de M @ R dans N @ R
induite par la loi polynome f. Par un abus de notation bien commode,
si z € M@ R, I'élément f; (z) de N @ R se notera aussi f(z) et, d’une
facon générale, f; se notera aussi f.

3. DETERMINATION D'UNE LOI POLYNOME.

Tutoritme 1.1. — Soit f une loi polynome sur un couple (M, N). Sout
Ziy ..., %, une famille finte d’éléments de M. Alors, pour tout systéme
(kiy ..., k) d’entiers > o0, il existe un élément y,, ., de N, de telle
sorte que : '

1° tous les éléments y;, . ;. sont nuls sauf un nombre fini;
20 pour toute algébre R et toute famille r, ..., r, d’éléments de R on a

(1) (@ @r+... +2,Qr,) = BT o R AT N

Kiyeeiskn

Un tel systétme d’éléments vy, ., est unique et il ne dépend que
de x, ..., Z,.

Réciproquement, si les x; forment une base de M, quels que soient les
éléments y,, . ;. en nombre fini de N, la formule précédente définit une
lot polynome sur le couple (M, N).

Démonstration. — Prenons d’abord pour algebre R l'algébre de poly-
nomes A, = A (T,, ..., T,). On aura

m m |\ e mk
S (@ @Ti+. .4+ 2, QT,) = Vi i@ The o Th,
ok

ks n

ou les y sont des éléments de N déterminés de maniére unique et vérifient 1°.
Si R est une algébre quelconque, la formule (1) s’en déduit en considérant
la spécialisation de A, dans R définie par T; - r; 1 =1, ..., n).

La réciproque est immédiate, car si (z,, ..., x,) est une base de M,

tout élément de M @ R admet une écriture uhique de la forme Eazi K riy

de sorte que la formule (1) permet bien de définir une application fi;
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il est trivial de vérifier que la donnée des f; est une loi polynome sur le
couple (M, N).

Le théoréeme précédent donne une justification de la dénomination de
« loi polynome ».

Comme corollaire a la démonstration, on voit qu’on connait f dés qu’on
connait les applications f,, pour tout entier n > o. Désignons alors
par E (A) Palgébre des polynomes a coeflicients dans A par rapport a
une infinité dénombrable d’indéterminées T,, ..., T,, ... et posons,
pour tout module M, E (M) =M @ E (A). Alors, on voit qu'une loi poly-
nome f sur un couple (M, N) est parfaitement déterminée quand on
connait I'application induite f;,, de E (M) dans E (N). Il résulte de la
que les lois polynomes sur un couple donné (M, N) constituent une ensemble,
quon pourrait identifier a une partie de 'ensemble des applications
de E (M) dans E (N).

Pour qu’une application f de E (M) dans E (N) soit la restriction a E (M)
d’une loi polynome, il est naturellement nécessaire que, pour toute spécia-
lisation w de E (A) dans lui-méme, on ait

(xQu)of=/fo(en@u).
Nous verrons au chapitre IV que cette condition est ausst suffisante.

Dans toute la suite, nous désignerons par ¢ (M, N) Uensemble des lots
polynomes sur un couple (M, N).

4. PREMIERS EXEMPLES DE LOIS POLYNOMES.

Remarque. — Soit f une loi polynome sur un couple (M, N). Prenons
pour algébre R 'anneau A lui-méme. En identifiant, de maniére classique,
tout module P avec P ® A, on a en particulier une application f, : M — N,
qui est I'application polynome de M dans N induite par f. Nous verrons
des cas ou la connaissance de cette application suffit & déterminer la
loi f. En général, 1l n’en est pas ainsi.

Considérons un homomorphisme de modules «: M — N. Pour toute
algéebre R, désignons par oy 'application de M @ R dans N @ R égale
a o @ ¢ Pour tout homomorphisme d’algébres u: R — R’, 1l est clair
que le diagramme suivant est commutatif :

MR “N@R
EM@U\L \LEN®,,
aR,

MR -“>NQR

La donnée des 2 constitue donc une loi polynome sur le couple (M, N).
L’application de M dans N induite par cette loi est «. En outre, toutes
les o, sont des applications linéaires. Nous nommerons cette lo1 polynome

Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 28



2292 N. ROBY.

la lov polynome linéaire qui prolonge canoniquement application linéaire .
Il s’est avéré commode de désigner cette loi polynome par la méme nota-
tion « que celle qui désigne sa restriction & M; aucune confusion n’en
résultera.

Soit, maintenant, un élément y de N. Pour toute algébre R, soit y,
Papplication constante de M (@ R dans N @ R qui applique M ® R
sur y @ 1. 1l est clair que la donnée des yg constitue une loi polynome sur
le couple (M, N). Nous I'appellerons la lot polynome constante définie
par y et il sera commode de la désigner elle-méme par la notation y.
Ainsi, y, est application constante de M sur y.

5. Structure DE MODULE sUR € (M, N). — Soient deux lois poly-
nomes [ et g€ (M, N). Pour toute algebre R, soit h; lapplication
de M@ R dans N @ R définie par

}lR :fn -+ Sk-

I1 est clair que la donnée des Ay est une loi polynome 4 sur le couple (M, N).
Nous disons que h est la somme des lois f et g et nous écrivons : h = 4 g.
Il est trivial de constater que cette addition fait de < (M, N) un groupe
abélien. En particulier, le zéro de ce groupe est la loi constante définie
par o€N.

Pour tout scalaire A, on définit de méme la loi Af par la relation
(AM)x = Afw et Pon vérifie sans peine que, muni de 'addition et de la loi
externe ainsi définie, 'ensemble & (M, N) est un A-module unitaire.

Les applications

£ (M,N)—>2 (M, N) et N-—><2 (M, N)

qui associent canoniquement une loi polynome a toute application linéaire
de M dans N ou a tout élément de N sont, on le voit trivialement, des
homomorphismes de modules; elles sont injectives.

Nous allons maintenant généraliser quelque peu la notion d’addition
dans < (M, N). Soit (f.) (R >>o0) une suite d’éléments de < (M, N).
Nous disons que la sutte f, est localement finie si, pour toute algébre R
et pour tout z€M @ R, la suite des éléments de N @ R définie par (f.)x (z)

n’a qu'un nombre fini d’éléments non nuls.
Dans ces conditions, on peut définir une application
ep: M@R->NQ®R
en posant

&g (5) :Z (fu)n(is);‘

n=—o
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cette sommation est en effet finie. On constate immédiatement que la
donnée des g, est une loi polynome g€ < (M, N). On pose

«
N

n==~

et on dit que g est la somme localement finie de la famille des f..

6. CoMPOSITION DES LOIS POLYNOMES. — Soient trois modules M, N, P
et deux lois polynomes

fex (M,N) et gea (N, D).
Pour tout homomorphisme d’algébres u: R — R’, la commutativité du
diagramme
1 3
MR —+ NQR—>PQ®R
8N®Ul IEP®U

EMQ®u
Yo e Snr v
MRR— NQR —PQFK

montre que les applications A, = gy o fi déterminent une loi polynome
he << (M, P). Nous posons

h=gof —ou  L=g(f)
et nous disons que h est la loi polynome composée des lois g et f.

Supposons que N soit un module produit : N = N, X...XN,. Nous
identifierons toujours, de maniére canonique, chaque module N; & un

@ N.

=1

sous-module de N, de sorte que N s’identifie aussi a la somme directe

Alors, pour toute algebre R, le module

N®B:<@yQ®R

s’identifie aussi au module é} (N; @ R). Chaque N; @ R est ainsi iden-
t1fié & un sous-module de N @ R. Si 'on a une loi polynome f;€ < (M, N))
pour toute algébre R on sait que (f;)p est une application de M Q R,
dans N; @ R; c’est donc aussi bien une application de M @ R dans N @ R,
dont il est trivial de voir qu’elle définit une loi polynome sur le couple (M, N).
On peut donc considérer que f;€< (M, N). On identifie ainsi < (M, N;)
a un sous-module de @ (M, N). En fait, I'identification ainsi faite résulte
de la composition de f; avec la lo1 polynome linéaire définie par I'injec-
tion canonique de N; dans N.

Réciproquement, d’ailleurs, soit f€< (M, N). Alors, l'application f;,
de M@ R dans N @ R résulte d’une suite d’applications (f;), de M @ R
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dans N; @ R; il est trivial de voir que, pour tout i, (f;), définit une loi
polynome f;€ % (M, N,); cette f; n’est autre que la loi polynome composée
de f et de la loi polynome linéaire définie par la projection canonique

de N sur N;. En identifiant, comme plus haut, chaque f; & un élément
de @ (M, N), on a alors

EDW/

i—=1

Cette décomposition est, naturellement, unique. Finalement, on voit
qu’on peut identifier, de maniére canonique, les deux modules

9?<M, é N,»> et ,é T (M, Ny).

Par la suite, nous ferons toujours cette identification. A la notation
P

Q r ’ r r .
fZZﬁ précédente, nous préférerons la notation

i=1

. ])
Cela étant, soient donc un module N = @ N;, deux modules M et P
i=1

et des lois polynomes
fie2(M,N;)) (i=1,...,p) et g€2 (N, P).

D’aprés ce qui précéde, on peut considérer la loi polynome
& fi=feT (M, N,)
i=1

et la composer avec la loi g. On obtient alors une loi polynome h € < (M, P).
Conformément & la notation déja définie, nous pourrions écrire

h=g(/i®---Dfp)-
Mais nous préférons introduire la notation suivante :

h=g(fis « s fp)

Nous disons que h est la loi composée de g et des lois polynomes. f..

Par exemple (et en changeant nos notations), supposons que M soit
un module produit : M =M, X...X M, et soit f une loi polynome sur
le couple (M, N) (N n’étant plus ce qui précéde). Désignons par m; I'élé-
ment de (M, M;) (i =1, ..., p) qui prolonge canoniquement la projec-
tion canonique de M sur M;. Autrement dit, pour toute algebre R, (m,), est
la projection canonique de M @ R sur M; ® R. Alors, il est clair qu’on
peut écrire : f= f(mi, ..., m,). Ce, formalisme, qui tend a réhabiliter
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la « mauvaise notation » des fonctions, est trés commode. Les m; s’appellent
les lovs coordonnées sur le module M.

Signalons, en particulier, le cas d’'un module M qui n’est « produit que
de lui-méme » (1.e. p = 1). L’application identique de M définit une
loi coordonnée me < (M, M) et, pour tout f€< (M, N), on peut écrire :

f=1(m).

Remarque. — On voit immédiatement qu’une expression telle que
g(fi, --., [y dépend linéairement de la lo1 g. Par contre, elle ne dépend,
en général, pas linéairement des lois f,, ..., f,. Nous verrons pourtant
au paragraphe suivant un cas important ou il en est ainsi.

7. AUTRES EXEMPLES DE LOIS POLYNOMES : LES LOIS MULTILINEAIRES. —
Soit un module produit M = M, X ...X M, et un module N. Soit f une
application p-linéaire de M dans N. Pour toute algébre R, Papplication

Mix<xRx...xM,<xR->NQR
définie par

(@1s 71 ooy Xpy 1) == f(1y ooy @) QI1e v 1y
est (2p)-linéaire. Elle définit donc une application linéaire

fi: M,QR®...QM, @ R—>NQ R,
avec

(@ @rm@..Qx,Q l,,) =f(xn ooy 2,) Q11 o Tpe
Mais fx définit une application p-linéaire

foi (M{®R) x...x (M,®QR) >NQ®R,
@ @1, ooy 2, Q1) =f( 21y ooy ) Ty 1p.
P
Conformément a nos conventions, le modulel__[(Mi & R) est identifié

au module M @ R, de sorte que fx applique M @ R dans N @ R.

S1 u: R — R’ est un homomorphisme d’algebres, on a

Jrwo (en@ u) (xr@ 11y oy 2, Q1) = o (x1Qury, ooy x,Qur,).
=f(xy, ...y xp) Qur,...ur,= (a§® Wofp (@i @7y, ooy 2, Q1)

Done, la donnée des f; est une loi polynome sur le couple (M, N).
La restriction f, de cette lo1 & M coincide avec f; nous noterons encore f
la loi elle-méme. En outre, fy est une application p-linéaire. Nous dirons
que [ est la lov polynome multilinéaire qui prolonge canoniquement Uappli-
cation multilinéaire donnée de M dans N.

Si p = 1, nous retrouvons le prolongement canonique déja défini d’une
application linéaire. ‘
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8. Lors POLYNOMES HOMOGENES ET MULTIHOMOGENES. — Notons que,
pour toute algebre R, le A-module M @ R est, de maniére classique,
muni aussi d’une structure de R-module. Si zé M @ R et r€R, nous
noterons zr le produit de z par r pour cette structure. D’autre part, nous
convenons une fois pour toutes que, dans toute algébre, I’écriture o°
représente I’élément-unité.

DfrinirioN. — Une loi polynome fe€ < (M, N) est dite homogéne de
degré n (n>> o) si, pour toute algébre R, pour tout z€M @ R et tout
reR, on a : '

Je(sr) = fr(3) r.

Ezemple. — La loi nulle est homogene de tous les degrés.
Provosirion 1.1, — Pour qu’une lov polynome f sur le couple (M, N)
soit homogéne de degré p, il faut et il suffit que, pour tout systéme x,, ..., z,

d’éléments de M on ait, avec les notations du théoréme 1.1,

Fhioontn0 = ki+...+k,=p.

La condition est trivialement suflisante. On voit qu’elle est nécessaire
en prenant pour R une algébre de polynomes.

DériNniTioNn. — Soit M = M, X ... XM, un module produit. Une loi
polynome f€ < (M, N) est dite multihomogene de multidegré (n,, ..., n,)
si, pour toute algébre R, pour toute famille d’éléments z,€M; @ R et
toute famille d’éléments rn€R (t=1,...,p), on a

JaGiry ooy 5,ry) = fr (50 ooy 5p) T .

Par exemple, il est clair, en se reportant a la définition, qu'une loi
multilinéaire sur le couple (M, X ...XM, N) est multihomogéne de
multidegré (1, ..., 1). Une loi constante est multihomogeéne de multi-
degré (o, ..., o). '

Prorosition 1.2, — Sotent M, N, P trots modules. On suppose que
M=Mx...xM, et que N=N, x...xN,.
Sotent fe< (M, N) et ge< (N, P). Sout
"
j:lG—j’j,, fiex (M, N;)

la décomposition canonique de f. On suppose que chaque f; est multthomogéne,
de multidegré (n;, ..., n;,), et que g est multthomogéne de mulli-
degré (vi, ..., V).
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Alors, la lov composée g (f) = g (fi, ...f,) est multthomogéne de multi-

‘degré (n,, ..., n,), ou

7
. O .
/1,-:27”/711- (J=1s ...y p).
i=1

Quels que soient
ry, oo r,€R et 5€EM;®R (i=1, ..., p)
on a, en effet,

(Gofm(5irs vouy 5pr) =gr (oo Ji(B1l1s ooy Splp)s o)
ER(eves fi(my ooy s iy L)

Il

q
= (gof I (515 «-+s .:,,)Il (rhio .. ryp)’

i=1

(8o fIR(51y «vus 3)) Py 1y

Il

C.Q.F.D.

En particulier, s1 f€ < (M, N) est homogéne de degré n et si g€ (N, P)
est homogene de degré v, alors fo g€ (M, P) est homogene de degré nv.

Prorosition [.3. — Sotent M =M, X ... X M, et N deux modules.
Pour tout systéme de p entiers ~ o (n,, ..., n,), soit T, ..n, (M, N) Uen-
semble des lovs polynomes sur le couple (M, N) qui sont multthomogénes et
de multidegré (n,, ..., n,). Alors, <, ., (M, N) est un sous-module du

module ¢ (M, N).

La démonstration est immeédiate.

-

Ainsi, pour n >~ o, ¢, (M, N) désignera le module des lois polynomes
sur le couple (M, N) qui sont homogenes de degré n.

9. COMPOSANTES HOMOGENES ET MULTIHOMOGENES DES LOIS POLY-
NomEs. — Soit f€<X (M, N), ot M =M, X...XM, A toute algébre R,
nous associons lalgebre R,= R (T,, ..., T,) (que nous considérons
comme algébre sur A). On a un isomorphisme évident R, = R ® A, et,
pour tout module M,

M@R,= (MQR)®A,.

Tout élément z€M Q) R s’écrit, d’une maniére et d’une seule

s=35 4.0 5, avec 5;€M;® RcM ®R.
A z nous associons I’élément
F=s5®@T+...+5,QT, deM®R,

et nous considérons I’élément

/1,5 €ENQR, = (N®R) ® \,.
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Nous avons une écriture de la forme

S, (3= @y, @ T Tiy,
s e
ol a,,. ., est un élément bien déterminé de N @ R. Pour tout systéme
(ny, ..., n,) de p entiers > o, nous poserons

(frsy om0 (3) = e, e
De fagon précise, (fun..on)n (2) est le coefficient de T7...T} dans le
développement de fy, (2).

Nous définissons ainsi, pour toute algebre R, une application (f,, . . )
de M@ R dans N @ R, dont nous allons montrer qu’elle détermine une
loi polynome sur le couple (M, N), multihomogéne et de multidegré
(niy ..., 1),

Soit, d’abord, un homomorphisme d’algébres u: R -~ R’. Posons

L= (./.Iln...,ll,,)l:{' o (3)l® lt) (:)7

Z est le coefﬁcient de Tw...T% dans expression de fy, (29 @ u)z).
Or, 1l est clair que
(@ u) == (u@u') 3,
ouu' est .l’homomorphisme d’algebres R, -~ R’ égal & u @ ¢, . Donc, Z est
le coefficient de T;'...T dans
fR;‘o (@ u')z= (x® l('),ofR" (=).

Or, 'application ¢y @ u’ de N ® R, dans N @ R, n’opérant que sur les
éléments de R, on en conclut que Z n’est autre que le transformé du
coefficient (f,, . . )x (3) par opération &y @ u. Ainsi

(.f;ll,.A.,np)R’°(3M®u) = (3N®u)°(fn, ..... n,,)R'

On a donc bien défini une loi polynome, qu’on notera f,,
maintenant la multihomogénéité. Calculons pour cela

(_fll“...,n',)ﬁ(;l Iyy ooy 5/;7'p) e R)

Cest le coefficient de TY...T) dans fy (z:ri @ T +...+ z,,f,, &XT,).
Notons que, dans N @ R,, on a

51/'[® rl‘[: 51® l',»Ti.

En considérant que f, « commute » avec la spécialisation T, — r:'T;
de R, dans lui-méme, on voit que fi, (zr @ T +... 42,1, T, se
déduit de fi (21 Q@ T, +...4+2,&T,) par la substitution de rT; a
chacun des T;; le coeflicient de T7...T) s’y retrouve donc multiphé

n "
NN

par r,

,,,,,

.. Veérifions

,,,,,

C. Q. F. D,
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DErinitioN. — La loi f,, ., qu’on vient de- construire s’appelle la
composante multthomogéne, de multidegré (n,, ..., n,), de la loi poly-
nome f.

Supposons que f elle-mé&me soit multihomogéne de multidegré (n;, ..., n)).
On a alors

fn,,(51®T1—|—...—|—z,,®T,,)::fRP(z1,. ey z,,)@T’;L,, T;i:.

Dans le dernier membre, on peut remplacer le symbole f; par le sym-
bole f;, cela se voit comme ci-dessous. On en déduit que f est sa propre
composante multihomogéne de multidegré (n), ..., n,) et que toutes
ses autres composantes multihomogénes sont nulles. Cela prouve que,
pour une lot multthomogéne non nulle, son multidegré est unique.

Reprenons la formule

fa,) BQTi+ ... +5,QT,) = 2 (fanoomp)B (51 ooy 3p) @ To. .. Trp.

Ny .eey 1y

En fait, pour z donné, la sommation du second membre est finie. En outre,
transformons les deux membres par la spécialisation de R, dans R définie
par T, - 1 pour tout i. On obtient

oty ooy 3p) = 2 (Froecomp)n (315 + o5 3p).

Cela prouve la

Prorosition I1.4. — Toute loi polynome est la somme localement finie
de ses composantes multthomogénes.

Remarques. — 1° Nous donnerons au chapitre IV un exemple de loi
polynome qui posséde une infinité de composantes homogénes non nulles.

20 La décomposition d’une loi polynome comme somme localement
finie de ses composantes multithomogeénes est unique; en effet, la définition
donnée était la seule qui soit compatible avec une telle décomposition. -

3¢ Le module <, (M, N) des lois homogénes de degré n est la somme
directe des modules Toy,oiny (M, N), avec n, +...4 n, = n. Pour voir
cela, 1l suffit de remarquer que

n,,(M7 N) CQn.—»...wz,,(M’ N)

aees

et cette inclusion se démontre en faisant r, =...=r, dans la définition
d’une loi multihomogeéne.

4° L’existence possible d’une infinité de composantes homogénes non
nulles empéche de dire que 2 (M, N) est la somme directe des sous-
modules 2, (M, N). Mais le fait que la somme des composantes homo-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 29
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geénes est localement finie empéche aussi de dire que € (M, N) est le
produit des sous-modules €, (M, N). Le module € (M, N) se situe donc
« entre » la somme directe et le produit des sous-modules <, (M, N).

La proposition I.4 donne une importance particuliére aux lois poly-
nomes homogénes et multihomogénes. Nous allons étudier quelques cas
particuliers. "

10. Lois HOMOGENES DE DEGRE oO.

Prorosition [.5. — Les seules lots homogénes et de degré o sur un
couple (M, N) sont les lois constantes.

On sait déja que les lois constantes sont homogeénes et de degré o.
Réciproquement, si f est homogéne et de degré o, pour toute algébre R
pour tout z€M @ R et tout r€R, on a

Sr(zr)=fa(3) r°=fa(z).
En particulier, pour r = o,
Jr(3)=fr (o).

Posons f, (o) = y. Soit u: A - R I’homomorphisme d’algébres défini
par A - &1. On a

Sr(0)=fro (h@u) (0) = (n@ u) of s (0) =y Q1.

On voit donc que f est la loi polynome constante définie par y.

11. Lois MULTIHOMOGENES DE MULTIDEGRE (I, ..., I):

Prorosition [.6. — Si M =M, X ... XM, les seules lois multihomo-
génes de multidegré (1, ..., 1) sur le couple (M, N) sont les lois multi-
linéatres.

On sait déja que les lois multilinéaires sont multihomogeénes et de
multidegré (1, ..., 1). Examinons la réciproque.

Avec les notations du paragraphe 9, on a par hypothese
f“r 3T, .y 5,QT,=fa(s;, .-y 2,) Q@ T,...T, (zi€eM;QR).

Nous allons d’abord montrer que fy est une application multilinéaire.
Par exemple, nous montrerons que f; est linéaire par rapport a z,.
L’homogénéité résulte de la définition d’une loi multihomogeéne; ou encore,
on la retrouve en faisant, dans la formule précédente, la spécialisation

de R, dans R définie par
T,~>41 (A€A) et T,>1 sti>1.

Pour l'additivité, soient z, et z, €M KX R et T, une autre indéterminée.
Formons le polynome (4 coefficients dans N @ R)

P=/fr,. (1@ T + QT 5.QTs, ..., z,QT,).
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Calculons, dans P, la somme des coefficients des monomes qui sont, soit
de degré 1 en T, et de degré o en T, soit de degré o en T, et de degré 1
en T,. On peut opérer de deux maniéres :

1° On fait la spécialisation T, — o et 'on cherche les termes de degré 1
en T,. On obtient fy, (31 @ T4, ..., 5, @ T)) et le coefficient est f; (z1, ..., 7).
Puis on fait de méme la spécialisation T, — o et I'on cherche les termes
de degré 1 en T’ ; on trouve un coefficient égal a f (7}, ..., z,). La somme
des coefficients est fi (21, - .., 2p) + fu (215 - - -, 2p)-

20 On peut commencer par faire la spécialisation de R,,, dans R,
définie par T, — T, et chercher ensuite le coefficient des monomes de
degré 1 en T,. On trouve ainsi fy (2, + z,, ..., 2p). On a donc bien la
propriété voulue d’additivité.

En particulier, f, est une application multilinéaire de M dans N.
Soient @, ..., z, des éléments respectifs de M,, ..., M,. On a

TR, (i Q@1QTy, ..., 2,Q1QTy) =fa(z:®1, ..., 2,Q1)QT;... T,
=fa(zsy oy, 2p) Q@IQTy... T,

Transformons les deux membres par la spécialisation de R, dans R définie
par T, — r; (r€R;i =1, ..., p). On obtient

(@@ riy ooy Z2p@7p) =fa(Z1y « s Zp) @ T1ev. Ipe

On reconnait ainsi que [ est la loi multilinéaire qui prolonge cano-
niquement I'application linéaire f,, ce qui démontre la proposition.

Cororraire. — Une lot polynome et homogéne de degré 1 sur un
couple (M, N) est une lot linéaire, prolongement canonique d’une application
linéaire de M dans N.

Les deux propositions précédentes permettent d’identifier de maniére
canonique : d’une part, les deux modules €, (M, N) et N; d’autre part, les

deuzx modules ¢, (M, N) et £ (M, N).

12. Erupe pE € (M, N) st M EST UN MODULE LIBRE DE DIMENSION
FINIE. — On suppose que M est un module libre de dimension finie n,
dont nous considérons une base (ey, ..., e,).

Soit f€< (M, N). Il résulte du théoréeme I.1 et de sa démonstration
que f est parfaitement déterminé quand on connait I'élément f de

N(T,, ..., T,) défini par
‘ T=/ . (@@®@Ti+...+e,®@T,).
En outre, tout élément, f€N (T,, ..., T,) détermine une loi polynome f

et une seule. Il est trivial de vérifier que l'application bijective : f — f
de @ (M, N) dans N(T,, ..., T,) est un isomorphisme de modules.
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C’est méme un isomorphisme de modules multigradué quand on consi-
dére, d’une part la multigraduation de € (M, N) qui résulte de la décompo-
sition M = A™ associée & la base de M considérée, et, d’autre part, la
multigraduation évidente du module de polynomes N (T, ..., T,). Donc :

Prorosition 1.7. — St M est un module libre de dimension finie n, a
toute base (e, ..., e,) de M correspond un isomorphisme entre les modules
multigradués & (M, N) et N Q A (T4, ..., T.). On peut identifier ces deux

modules en identifiant tout élément f€ € (M, N) a I’élément
F=fu(a®@Ti+...+e®@T,) eNQA(T,, .., T,).

Supposons, en outre, que N soit aussi un module libre. Soit (e; ).
une base de N. Alors, f se met, d’une fagon et d’une seule, sous la forme

m

7= P/ (T, ..., Ta),

j=1

ou les P, sont des polynomes. Pour la restriction f, de f au module M,
on a donc

Sa(he+. ..+ xnen)zzp,-(xl, e M) 6
j=1
Autrement dit :

Si M est libre, de dimension finie, et si N est libre, une application poly-
nome f de M dans N est une application telle que, pour tout €M, f (z) soit
un élément de N dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf un nombre
fini d’entre elles qui s’expriment par des fonctions polynomes (au sens
ordinaire) des coordonnées de .

Cette situation justifie amplement le nom d’« application polynome »
que nous avons introduit dans le cas général.

Le cas ou M est simplement de type fin1 sera étudié plus loin, au
chapitre II.

13. Un cas ou Ttour ELEMENT DE % (M, N) EST DETERMINE PAR SA
RESTRICTION A M.

Prorosition 1.8. — Si Uanneau A est intégre et infint et st le module N
est tel que, pour tout élément y 5% o de N, il existe une forme linéaire £ sur N
telle que £ (y) % o, alors, pour tout module M, une loi polynome sur le
couple (M, N) est déterminée par sa restriction a M.

Il suffit de montrer, sous les hypothéses faites, que pour toute loi poly-
nome f€% (M, N) la condition f, = o entraine f= o. Supposons donc
fi = o. Soient z,, ..., z, des éléments de M et soient y, ., les élé-
ments de N qui leur correspondent d’aprés le théoréme I.1.
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Supposons que l'un au moins de ces éléments y, . ne soit pas
nul, et soit £ une forme linéaire sur N qui ne ’annule pas. On peut écrire,
quels que soient A, ..., L, €A,

o=fa(h@i+. . ham)= X M Mayn, s

Kiyoooskn

et, en appliquant la forme linéaire £,

o= E(Vkiyeooty) Moo o An,

kiyoonkn

Le second membre est, maintenant, une fonction polynome (ordinaire)
par rapport aux A, Comme elle est identiquement nulle et que A est
intégre et infini, on en déduit que tous ses coeflicients sont nuls, en contra-
diction avec I'hypothése que I'un au moins d’entre eux ne lest pas.
Donc, tous les y; . sont nuls. Il en résulte clairement que f= o.

Remarque. — Quels que soient ’anneau A et les modules M et N, une
loi polynome sur le couple (M, N), homogéne et de degré o ou 1, est
toujours déterminée par sa restriction & M. On verra au chapitre suivant
qu’il en est encore de méme pour les lois homogénes de degré 2.

CHAPITRE 11

POLARISATION ET CONTRACTION DES LOIS POLYNOMES.
DERrivEES PARTIELLES. FORMULE DE TAYLOR.

1. POLARISEES D’UNE LOI POLYNOME. — Pour tout module M, on note m
la loi identique de M. ' )

La polarisation est un procédé qui permet, & partir d’une loi polynome
sur un couple (M, N), de construire une loi polynome sur le couple (M”, N)
(p > 1). Soit donc un entier p > 1 et considérons le module M”. Nous dési-
gnons par m; la "™ loi coordonnée sur le couple (M”, M) c’est-a-dire
la loi linéaire qui prolonge la i*™ projection canonique de M’ sur M

p
t=1,...,p). Nous désignons par m; la loi polynome somme de
p g P poly

ces lois coordonnées; c’est donc un élément de 2, (M?, M).

DeriniTioN. — Pour toute loi polynome f€ € (M, N) et tout entier p > 1.
nous désignons par II, (f) et nous appelons polarisée d’ordre p de f la loi
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polynome sur le couple (M”, N) qui est la loi composée de-f et de imi.
Autrement dit, II, (f) est défini par la relation =
(I f) (s <oy mp) = f(mi.. .4 mp).
De maniére explicite, pour toute algébre R et pour des z,€é M Q R
(t=1,...,p), on a
(LR (51 -y 3p) = fo (514 . .+ 3p).
Si f est homogéne, II,f est homogéne et de méme degré.

D&riniTioN. — Pour toute loi polynome f€< (M, N) et tout systéme
de p entiers n;, ..., n, (p >> 1), on désignera par I f la compo-
sante multithomogéne de multidegré (ni, ..., n,) de la lo1 polynome II,f.
Donc (™" f)s (24, ..., z,) est le coefficient de T7...Ty dans
fro, 30 QT +...4+2,QT),).

Remarque. — Si f€%, (M, N), on a
Ire-om f—o si ny+...+n,2Zn,

car II,f est homogéne de degré n.

Exemple : Polarisée compléte d'une lot homogéne. — Si f est homogéne
de degré p, on appelle polarisée compléte de f et 'on note Pf la loi multi-
linéaire II*>--*f. Ainsi, (Pf)x (21, ..., z,) est le coefficient de T,...T,

dans fp, (2. @ Ty +...+ 2, Q@ T)).
La polarisée compléte est, outre multilinéaire, également symétrique
(en un sens évident).

2. CONTRACTION D’UNE LOI POLYNOME. — Soit f une loi polynome sur
un couple (M”, N) (p>1). L’application diagonale : z — (z, ..., 7)
de M dans M’ se prolonge de maniére unique en une loi linéaire sur le
couple (M, M”) qui n’est autre que m @...PH m.

N

P

DeriniTioN. — On appelle contraction de la loi polynome f€ < (M”, N)
(p > 1) la loi polynome yf€ < (M, N) définie par

(xf) (m)=f(m, ..., m).
Autrement dit, pour z€M @ R, on a
xr(z)=/fr (5 ..., 2).

Sif est homogene, yf est homogeéne de méme degre en effet, I’appli-
cation diagonale est linéaire.
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Tatoreme I1.1. — Soit f€Z, (M, N) une lot polynome homogéne de
degré n. Soit (n,, ..., n,) un systéme d’entiers tels que n, +...+ n, = n.
Alors :

(I f= (s - 2p)) -

[On a posé : ((n, ..., np)) =n!ln! ... n,!.
Pour toute algébre R et tout z€M Q R, soit en effet
L= (xm" " fIr(2).

On a
: Z:(H"h"v-’"r’f)n(z, ey B).

Z est donc le coefficient de T7...T" dans Iexpression
SR, GQTi+...+23QT,) =fr,(5Q (Ti+...+Tp)),
qui s’écrit aussi, puisque f est homogéne de degré n,

(B Q(Ti+...4+Tp)"
Donc
L= {((n, ..., np)) fa(5),

C. Q. F. D.
Cas particulier : n=p et n,=...= n, = 1. — On a alors
«P(f)=p! [ sifest homogéne de degré p. .
Donc, si dans 'anneau A on peut diviser par p !, toute lot polynome homo-
géne de degré p est la contraction d’une lov multilinéaire symétrique.
Cette loi est Pf/p .
Réciproquement, soit f une loi polynome p-linéaire symétrique sur
le couple (M”, N). Calculons Pyf. Pour z€M QR (=1, ..., p),
(Pyf)x (215 ..., 2,) est le coefficient de T,...T, dans

IR, (51 QTi+.. . +5,QTp) =fr, (51 Q Ti+...
+2,@Tp ..y 2QTi+...+35,QTy).

L’application f, étant multilinéaire et symétrique, le coefficient de T,...T,
est alors égal & p!fi (2, ..., z,). Donc

Pyf=p!f

St, dans Uanneau A, on peut diviser par p!, toute lot polynome multi-
linéaire symétrique est la polarisée compléte d’une lov homogéne.

Les deux remarques qui précédent nous montrent donc que st ’'anneau A
contient un sous corps de caractéristique o, les modules <, (M, N) sont
isomorphes aux modules des applications multilinéaires symétriques de M

dans N.
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3. CARACTERISATION DES LOIS POLYNOMES HOMOGENES DE DEGRE 2.

DEriniTioN. — Soient M et N deux A-modules. On appelle application
quadratique de M dans N une application Q : M — N telle que :

1° Pour tout z€M et tout A€A, on a

Q(rz) =1Q(x);
20 L’application B: M X M — N définie par
B(z, ') =Q(z+2') — Q(z) — Q ()

est bilinéaire.

Prorosition II.1. — La restriction a M d’une lov polynome homogéne
de degré 2 sur un couple (M, N) est une application quadratique de M dans N.

Réciproquement, toute application quadratique de M dans N se prolonge,
et d'une seule maniére, en une loi polynome homogéne de degré 2 sur le

couple (M, N).
Premiére partie :
Soit f€ <, (M, N). Soient =z, et z, dans M et formons f,q, 1,

(i @ T: + 2. Q@ Ts). Cest un polynome a coeflicients dans N, homo-
géne de degré 2, de la forme

AQT:+B®T,T,+CQT:.
Soit Q la restriction de f 4 M. Faisant les spécialisations : T, -~ oet T, — 1,
ou bien T, - 1 et T, - o, on trouve
A=Q(x) et B=0Q ().
Quant a Papplication : (zi, ) - B (x4, 2.), C’est la restriction a M X M
de la polarisée compléte de f; c’est donc une application bilinéaire.

Or, en faisant la spécialisation T, - 1 et T, — 1, on a
Q(zi+x) — Q (1) — Q(2:) =B (2, ).

La relation Q (Az) = A*Q (z) étant, par ailleurs, évidente a cause de
I'homogénéité de f, on voit donc que Q est une application quadratique
de M dans N. Nous montrons maintenant que la connaissance de Q déter-
mine f. Il suffit de montrer que la connaissance de Q permet de calculer
Pexpression ’ :

S (2 Q@Ti+...+x,Q T) (z;€M).

Or, on a une expression de la forme

fA"<2x,®T1>—_—2 A@ T+ Y By QT

1<y
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Annulant, par spécialisation, tous les T; sauf 'un d’eux, on trouve :
A; = Q (a;); puis, annulant par spécialisation tous les T; sauf deux
d’entre eux, on trouve : B;; = B (z;, ;). Donc : une loi polynome homo-
gene de degré 2 est parfaitement déterminée par sa restriction a M.

Deuxiéme partie :

Réciproquement, soit Q une application quadratique de M dans N et
soit B la forme bilinéaire associée. On va la prolonger en loi polynome
homogéne de degré 2 ('unicité étant déja assurée).

Pour toute algébre R et tout z&€M @ R s’écrivant

n
z ::Z x;Q iy

i=1

posons

n

fa(5) =X Q@) @73 + X, B(@w, @) Q rur.

i—=1 i<y

Pour montrer qu’on détermine bien ainsi une application fx de M @ R
dans N @ R, il faut vérifier que fx ne dépend pas de I’écriture choisie
pour représenter z. Or, on sait que si 'on a une seconde écriture pour z,
on passe de I'une & 'autre par une succession finie d’opérations élémentaires
qui sont : 1° la permutation de deux monomes z; Q r; et x; Q r;; 2° le rem-
placement d’un monome (z, + z,) @ r, par le binome z, @ ri + z, Q ri;
30 le remplacement d’un monome =z, @ (r, +r,) par le binome
z, @ri+ 2 @r,; 4° le remplacement d’un monome =z, Q Ar, (AEA)
par le monome Az, ® r,; 5° les opérations inverses des précédentes.
Il suffit donc de vérifier que fi (z) reste invariant par ces opérations
élémentaires. Or;

1° La permutation de deux indices n’affecte pas 'expression donnée
de fr (z). C’est évident pour le premier Z; quant au second Ea étant

donnée la symétrie en ¢ et j de Pexpression B (z;, z;) @ rirj, on peut
considérer qu’il s’étend, en fait, & I'ensemble de tous les couples non
ordonnés distincts (i, j); une permutation sur les indices le laisse donc
inchangé.

20 Le remplacement de (z, + z,) @ r. par z:. Qr. + z, ® r. a pour
effet de remplacer ’expression

Q(x1+x’1)®rf+2B(x,+x’,, x;) @rirj
j>1
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 30
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par l'expression

Q@) @ ri+ Q@) @ ri+ ¥ B(@y, @) @ rirj+ Y,B@), ;) @ rirj+ B(a, 20) @ 1.
i>1 i>1

qui lui est égale.

3° Le remplacement de =, Q (ry + r,) par z, @ri + 2, Qr, a pour

effet de remplacer 'expression

Q@) @ (ri-+ 7))+ ¥, B (@1, 2) @ (r+7r)r;
j>1
par I'expression
Q@) @ ri+ Q1) @ rd+ X, B(aw, &) @rir
j>1
+2B (21, ;) @ ryrj—+ B (2, 2) Q 17

i>1

qui lui est égale [car B (zi, z,) = 2Q (z,)].
4° Le remplacement de x, @ Ar, par Az, @r. a pour effet de rem-

placer I'expression

Q(z1) ® (Ary)? —l—ZB (21, ;) @ Aryr
i>1
par I'expression

Q(hzy) ®r“j+2B()\x1, x;) Qrir;
. >t
qui lui est égale.

Il est donc vérifié que nous avons bien défini une application f;.
Maintenant, il est évident que les fy ont la propriété caractéristique d’une
donnée de loi polynome sur le couple (M, N). La loi polynome f qui en
résulte est, trivialement, homogéne et de degré 2. Enfin, la restriction
de f a M est Papplication Q elle-méme. La proposition est démontrée.

4. DIFFERENTIELLES D UNE LOI POLYNOME.

DeriNiTION. — Soit f€ % (M, N) une loi polynome. On appelle diffé-
rentielle (d’ordre 1) de f, et ’on note Df, la loi polynome sur le couple (M*, N)
définie par la formule

szz 7t f (somme localement finie).

p=0

Autrement dit, pour toute algébre R et pour z et z' dans M @ R,

(Df) (2, 2') est la somme des coeflicients des monomes du premier degré
\
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en T, dans P'expression fympr, Q@ T, + 7z @ T.). Il revient au méme
de dire que (Df), (2, ') est le coefficient de T dans Uexpression fyq(z + 2’ Q@ T).
Notons que (Df) (m, m') est une loi linéaire relativement a m'.
On vérifie que Dm est la loi linéaire qui prolonge la seconde projection
canonique de M sur M.

DiriniTioNn. — Soient f€Z (M, N) et n>> 0. On appelle différentielle
d’ordre n de f et 'on note D"f la loi polynome sur le couple (M2, N) définie
par la formule

Drf =Y T f.
p=0
Aloré, (D"f)& (2, ') est le coefficient de T" dans fry (z 4+ 3 @ T).

On a naturellement la formule

fmm)y=Y (D"f) (m, ) [=ILf(m, m)].

n=~0
5. DERIVEES PARTIELLES ET DERIVEES PARTIELLES DIVISEES. FORMULE
pE TavrLor. — Ecrivons M*= M, X M., ou M,= M, = M. Soit f€ 2(M, N).
Considérons la loi polynome sur le couple (M, N) égale a (Df) (m, z),
ou m est la loi linéaire définie par I'injection identique de M dans M,
et = la loi constante définie par Papplication constante de M sur Iélé-
ment x€M.. Cette loi polynome se notera (D.f)(m) et s’appellera la

of

dérivée partielle de f par rapport a U'élément x de M. On la notera aussi ;-

Pour une algébre R et z€M Q R, <g—{;>n (z) est le coeflicient de T
dans fam (z+2QT).

L’application% :f - g—; est, de toute évidence, un endomorphisme de
module. On l'appellera la dérivation partielle par rapport ¢ z. L’endo-
morphisme ( d%t >n se notera aussi d_.a:"

Plus généralement, on peut considérer de méme la loi polynome sur le
couple (M, N) égale a (D"f) (m, z). Nous la noterons %f et nous I'appel-
lerons la n'*® dérivée partielle divisée de f par rapport & z. Pour une

algtbre R et zeéM @ R, <5§271f>3 (z) est le coefficient de T" dans

. L. (7] .
frm (2 + 2 @ T). L’application % de 2 (M, N) dans lui-méme est, de
toute évidence, un endomorphisme de module.

Si f est homogeéne de degré p, (D"f) (m, m') est la composante bihomo-
géne de bidegré (p — n, n) de IL,f. Il en résulte que (D"f) (m, z) est homo-



240 N. ROBY.

Jinl

géne de degré p — n si p > n, ou nulle si p < n. Donc : Uopérateur S

abaisse le degré d’une loi homogéne de n unités — ou Uannule.
Ces opérateurs se composent ainsi : pour n et p > o0, on a

ol girl n+p)

o
oz 9zm — (0 P)) Gomg

Considérons, en effet, DIexpression finrn, z+2Q (T, + T.)) et
cherchons le coefficient de T} T/. On peut d’abord prendre le coefficient
[élément de N @ R (T,)] de T%, ce qui donne

it
<dx(p]f>fl('l‘1) (" + ® Tl)a

et prendre dans ce dernier le coefficient de T’ ; on obtient
o Qi)
<m protl >R<z>-
Mais on peut aussi dire que le coefficient de T|T? est égal au produit
de ((n, p)) par le coefficient de T"** dans frmp (z+ 2@ T); il est alors
égal a
d[n-}-p}
((n, p)) (mf)ﬂ(ﬁ)-
C. Q. F. D.
L’ensemble des deux formules :

Prorosition 11.2 :

< ol
f(m—+ x) :za%f (m) (somme localement finie),
n=o0 )

ainl  glp! gln+p)
dzm 9zm — ((n, P)) zmem

constitue la « formule de Taylor pour les lois polynomes ».

6. EXPRESSION DE LA DIFFERENTIELLE A L’AIDE DES DERIVEES PAR-
TIELLES.

Prorosition II.3. — Soient f€< (M, N) et R une algébre. St z et 2’
sont des éléments de M Q R et st 7’ =Zx,~ Q ri, alors

o/
(Df)r (s, 5") :Z ( %)R(Z) ri.
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D’apreés la linéarité en m’ de Df(m, m'), il suffit de savoir que

s 2@n=(%) @),
o

ce qui est la définition de ;

7. ETUDE GENERALE DES DERIVATIONS PARTIELLES. — Si Z, ..., Zn

1. .. 0 Jd 4,
sont des éléments de M, le produit Iz 0w d’opérateurs de < (M, N)

or

se notera aussi : ————-
d.:m . .dx,l

Prorosition II.4. — Soit une algébre R et z un élément de M @ R.
Alors, pour tout f€<% (M, N), (#%)R (z) est le coeffictent du
monome T, ... T, dans Uexpression frn, 1) (z+ 2. @ Ti4...4+2. Q Tr).

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, la propo-
sition est exacte. Faisons I’hypothése de récurrence jusqu’au rang n — 1.
Pour prendre le coefficient de T,...T, dans I’expression considérée,
on peut commencer par prendre le coefficient [élément de N @ R (T))]
de T,...T,, ce qui donne déja

on—1
<d.z'g. . .dd/‘,,f>[{(1'i) (Z + $1® Tl)

Il ne reste plus qu’a prendre le coefficient de T, dans cette derniére
expression; on trouve bien
on
<07——f ) (%)-

Remarquons que le coefficient de T,...T, reste le méme si 'on effectue
une permutation sur ’ensemble des indéterminées T:; or, effectuer une
permutation sur les T; revient aussi bien a effectuer une permutation
sur les z;. Donc :

C. Q. F. D.

Prorosition I1.5. — Les dérivations partielles par rapport a divers
éléments de M commutent entre elles.

D’une fagon plus générale, on verrait de méme que le coeflicient
de T4 ... T dans fag, .10+ 2. @ Ty ...+ x. Q T,) est égal a
gkl Qi)
(dx[{‘ﬂ 0zl f) (=)

, om o
et que deux opérateurs tels que Jzm et gz commutent entre eux.

Nous expliciterons maintenant I’effet d’une dérivation partielle sur des
lois polynomes particuliéres.
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Deérigée partielle d’une loi constante. — On sait qu’une dérivation partielle
abaisse le degré d’une unité — ou annule. Donc, toute dérivée partielle
d’une loi constante est nulle.

Dérwée partielle d’une lot linéaire. — Soit

f€ez, (M, N) et zeM.

af . .
Alors, é est une loi constante. Le coefficient de T dans

Jam(z+2Q@T) (=/fr(z) +f(x) QT) estf(z).

Donec :

Y —f).

Dérivée partielle d’une loi homogéne de degré 2. — C’est une loi linéaire.
Soit f€ <, (M, N) et soit Q 'application quadratique induite de M dans N;
soit B la forme bilinéaire associée 4 Q. On a vu que B était la polarisée

d’ordre 2 de f; par conséquent, <%> (y), qui est le coefficient de T dans

Pexpression fyq (y + 2@ T), est égal a B (y, z). Ainsi, 3{? est définie

par I'application linéaire : y -~ B (y, ) de M dans N.

)

8. LINEARITE DE 1L’ APPLICATION : % — s

Prorosition I1.6. — L’application du module M dans le module des

. ~ . 0 .
endomorphismes de % (M, N) définie par x — 5~ est une application linéaire.

On a, en effet,

<g§> (m) = (Df) (m, ).

La proposition résulte de la linéarité, par rapport a m', de la diffé-
rentielle (Df) (m, m’).

, .- ' <. 7]
Nous sommes en mesure de déterminer le noyau de 'application z — —-

Supposons que z, €M soit dans ce noyau. Pour toute application linéaire

a:M — N, on aura
da
a (.’I)o) = 'd—‘z'—o = 0.
Ainsi, toute application linéaire de M dans N s’annule en 2,. Supposons,
réciproquement, que toute application linéaire de M dans N s’annule

en z,. Soient f€Z (M, N) et Z€E (M) (cf. chap. I, § 3). Alors, 'application

x-><§-gf_c:)(2)
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est une application linéaire de M dans E (N). Mais comme E (A) est un
module libre sur A, le module E (N) = N @ E (A) est isomorphe & une
somme directe de modules égaux a N; I'application linéaire précédente
résulte donc d’une famille d’applications linéaires de M dans N. Chacune
d’elles s’annulant en z,, on a

()=

9f

Alors, la restriction de la lo1 3~ a E (M) est nulle, donc cette loi est nulle.

On a donc (—)d— = 0. Ainsi :
T .

A0

Prorosition I1.7. — Le noyau de Vapplication x — BdZ est le plus grand

sous-module de M sur lequel s’annulent touies les applications linéaires

de M dans N.

9. APPLICATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SUR UN MODULE PRODUIT.
— S1 M est un module produit, M =M, X...Xx M,, alors tout z€M
s’écrit et d’une seule maniére

=2 +...+x), (x;€M;).

On peut donc écrire

9_9 L9
dx - 0(31 dx/)
.. . , J .
Plus généralement, nous allons voir que les opérateurs 350 S expriment
. ol
4 'aide des opérateurs Pk Cela résultera de la
Prorosition II.8. — Pour tout couple d’éléments z, y d’'un module M

et tout n >> o0, on a

ol gkl Qln—k]
0 (xz—+y)H Z Oz gyln—=ki"

En effet, pour toute algébre R et tout z€M @ R, considérons
’expression
Jrr,) G+2Q@Ti+yQRT,).

Cherchons la somme des coefficients des monomes de degré total n en T,
et T,. On peut, d’'une part, prendre le coefficient de T‘T* et sommer
pour k = o, ..., n; on obtient

Q) gk
(z dx[k] dy["—k]f>

k=0
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On peut aussi faire, d’abord, la spécialisation T, — T, et prendre ensuite
le coefficient de T}; on obtient ainsi

Jlnl
<d(x+y)[n1f>n(z)'
C. Q. F. D.

On en déduit par récurrence que, quels que soient z(, ..., 2,€M, on a

Jinl gkl gkl
0(@1+ ..+ zpym Z P riay
kit +kp=n
Revenons au cas, envisagé ci-dessus, d’'un module produit. En portant,
dans la formule de Taylor établie au paragraphe 5, les résultats précé-
dents concernant la décomposition de z dans les modules facteurs, on a la

Prorosition I1.9. — Formule de Taylor pour les lois polynomes sur un

couple (M, X ...xX M, N)

dkl ikl
S+ 2y ooy mpt2p) = Z <Z)‘;3Tkj k,,]f (may ...y myp) (€M),
3

2l
Ky ooos P P
ol glml olm+n| .
e = = ((m, N)) = (i=1, ..., p).
Jx£lll dx}Yll] d.Z'l!m+"J

Nous terminons ce chapitre par une étude qui, sans y é&tre tout a fait
a sa place, en utilisera quelques résultats.

10. Etupe pe € (M, N) quanp M EST UN MODULE DE TYPE FINI. —
Nous supposons que M est un module de type fini, dont nous désignons
par e, ..., e, un systéme de générateurs. Pour toute algébre R, un
élément z€M @ R s’écrit, d’'une maniére au moins, sous la forme

s=Y e@r; (r;€R).

i=1

Il en résulte, comme dans le cas d’'un module libre de dimension finie,
qu’une loi polynome f&€< (M, N) est parfaitement déterminée quand on
connait I'élément f, (e, @ T, +...+ e, @ T,) de N (T, ..., Ts), que
nous notons f. L’application f—f est une injection de < (M, N)
dans N (T,, ..., T,) dont I'image sera notée < (M, N). Ainsi, toute loi
polynome se trouve représentée par un certain polynome 7 (a coefficients
dans N); mais, en raison des relations éventuelles entre les e; ce poly-
nome f ne peut pas, en général, étre quelconque. Nous nous proposons
donc de caractériser les éléments de < (M, N).
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Il est, tout d’abord, intéressant de regarder ce qui correspond, par

lldentlﬁcatlon de f & f, 4 une dérivation partielle dans < (M,,N). Soit donc
f€Z (M, N), qu'on identifie a

F=f(e@®Ti+...+ea@®@Ta) eN(Ty, ..., Ty).

Alors, %f— s'identifie & < ) et @Ti+4...+ e @T,), qui est le coeflicient
de T dans :
fEQ@Ti+...+e@ (Ti+T)+...+e®@T) =F (Tyy ..., T+ T, ..., T,)

of . . . af . . .0 J
%sdentlﬁe donce a5 (Ty, ..., Ts). Ainsi, ad—&correspond(—):r—

Plus généralement, si 'on a z€M, avec

r=a e +...+ a,e, (aieA),

of

alors 57 s’identifie au polynome

9 .
(d’l‘+ +a,,dT>j(T1,...,'l,l).

ol dm
On démontrerait de méme que l'opérateur 9erT " v

 de € (M, N)
correspond a lopérateur de dérivée divisée 4, .. ;. de N (Tl, ..., Th) ot

pour tout PeN (T,, ..., T.), A.,....i. P est le coefficient de S'...S," dans
P(T, + Si, ..., T+ Si). Ce dernier polynome est donc égal a

2 (A P) (Tay ooy Ty) SP. L .Skr)

kiy.ooskn
et 'on peut vérifier la relation
Bt Bty = ((kiy By)) oo o ((Kny n)) Byt kot e

Les deux derniers résultats constituent la formule de Taylor pour les

polynomes usuels. On voit donc que, par 'identification de f a f; la formule
de Taylor relative aux lois polynome se traduit par la formule de Taylor
de type courant.

On observe donc, déja, que & (M, N) est un sous-module de N (T}, ..., T,)
stable pour les opérateurs de dérivation divisée. Passons a la caracté-
risation.

Prorosition 11.10. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un

\

élément PeN (T,, ..., T,) appartienne a ;IZ(M, N) est que, pour tout

n

systéme de scalaires Ay, ..., A, vérifiant E)\i e; = o, et en désignant par S
i=1
une indéterminée distincte de T, ..., Tr, le polynome P (T, 4+ 7,8, ..., T.+ A, S)
soit indépendant de S.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 31
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La condition est nécessaire :

Soit .
fez(M,N) et P(Ty...,To)=/fa,( @®@Ti+...+e,Q Ty

Si Aei+...+ Ae,=o0, on a
P(. vy T+ )\1 S,' e ) l=fA(T,,:‘..,T,.,S)<z e,~® (Ti—l- )\15)>

i=1
Mais
28,'@ (T;+ )\15) :2 €i® Ti.
Done, P(..., T;+ A;S, ...) est indépendant de S.

La condition est suffisante :

Soit P un polynome a coefficients dans N, possédant la propriété indiquée.
Pour toute famille finie d’indices @ et pour des indéterminées S, toutes
distinctes et distinctes des T; on a aussi la propriété suivante

P<. o Ti—l—Z)\,“Sa, .. > est indépendant des S, dés que, pour tout «,

n

les scalaires Ay vérifient Z)&f‘ei= 0. On démontre aisément cette pro-
i=1

priété par récurrence sur le nombre des indices «. Par spécialisation,

on en déduit que, pour toute algébre R et quels que soient les éléments r;

n

et r, de R, les conditions Z?x‘,"ei = o pour tout « entrainent

i=1
<..., ri—l-Zlg‘ra, ...>:P(.‘., IXTS ...).
X

Identifions M a4 un module quotient de A" par un sous-module A,
lapplication canonique de A" sur M étant définie par

()\1, eeey )\n)'—>)\1e1+...+ 7\,,6,,.

On a la suite exacte
o—>A—->A">M—o.

Pour toute algébre R, on en déduit la suite exacte
AQRS>R*SM®R->o0,

ou I'on a identifié les deux modules A*Q R et R* de maniére classique.
L’application ¢ est définie par

(ry o) > Q@ri+...+~e,Qrn
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\

et u est définie par linéarité a partir de
Ay oo s M) @r—(Mry ooy Myr).

n

Done, si dans M Q R, on a 2e,~® r; = o, alors il existe un nombre fini
i=1
de scalaires A7 et d’éléments r, de R tels que

r,:Z)\f‘rq, avec (A%, ..., A EA.

Il en résulte qu’'on définit une apphcatlon fa de M@ R dans N R
en posant, si zEM Q R s ecrlt

z:2e1®r,, Ja(z3) =P(ry, ..., ra).

En effet, si I'on a une seconde écriture pour z, on peut, d’aprés ce qui
précéde, la mettre sous la forme

n
=S (e Tt
i=1 <2
or, on sait que

P(‘..., Tiy ...):P<..., rz—l-Z)\;‘ra, ...>,

de sorte que le résultat est bien indépendant de I’écriture choisie.

Il est trivial de vérifier que les fx constituent une donnée de loi poly-
nome sur le couple (M, N); on a enfin f= P. C. Q. F. D.

Il nous sera possible d’expliciter un peu plus la condition trouvée dans
le cas ou le groupe abélien N est sans torsion sur les entiers (c’est-a-dire
si la relation ky = o avec k€Z et y€N ne peut avoir lieu que si k= o
ou y = o). Il est clair que si le groupe abélien N est sans torsion, il en
est de méme du groupe abélien N(T,, ..., T,).

Lemme. — Soit N’ un module dont le groupe abélien est sans torsion.
Soit PeN’ (S) un polynome a une indéterminée & coefficients dans N'.
o , . , oP
La condition nécessaire et suffisante pour que P ne dépende pas de S est 5 = o.
La condition est naturellement nécessaire. Elle suffit, car s1
a+2a,Q@S +...+na,@S"t=o (a;€N'),

alors
a=...=a,=o.
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Supposons donc que le groupe abélien N soit sans torsion; il en est de
méme pour N' = N (T, ..., T,). Le fait que P (..., T, + %S, ...) ne

\

dépend pas de S équivaut donc a

0
%P(..., Ti—l—)\iS, ...):O,

c’est-a-dire
. /P
Z)\l(\bT;> (..., T,—i—liS, -..) —= 0.
i=1 .

On déduit de 14, en faisant S = o
, s .
.Z)\i<5Ti>(..., Ti, ...):O;

mais réciproquement, de cette derniére relation, on déduit la précédente
en faisant la substitution : T; — T; 4 A;S. Donc :

Prorosition I1.11. — St le groupe abélien N est sans torsion sur les entiers,
la condition nécessaire et suffisante pour qu’'un élément PEN (T,, ..., T,)

7\Il

\

appartienne a % (M, N) est que, pour tout systéme de scalaires i, ...,
n

périfiant 2 hie; = o, on ait

i=1
z)ug,lg,- = 0.
i=1

Cette condition signifie aussi que, pour tout P de la forme £, il existe
une application linéaire ¢ de M dans N(T,, ..., T,) telle que
Jop
¢ (e) = 51
L’existence d’une telle application était prévisible a priori. En effet,
, . ., So - of .,
o n’est autre que Papplication linéaire définie par z — d_{c - L’aspect inté-
ressant de la proposition précédente est donc la suffisance.
Dans le cas général, il ne semble pas qu’il y ait intérét a remplacer
I’énoncé de la proposition II1.10 par une formulation plus compliquée
qui ne ferait pas intervenir I'indéterminée S.

CHAPITRE III.

L’ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES D'UN MODULE
ET L’ALGEBRE DES TENSEURS SYMETRIQUES.

1. DE&riniTioN. — Soit M un A-module. A tout x € M et 4 tout entier n>>0
associons une indéterminée X, .. Formons Palgébre ¢ = A (X(z.n) emnmo
des polynomes a coeflicients dans A par rapport 4 '’ensemble des indéter-
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minées X, . Soit J I'idéal de G engendré par I’ensemble des polynomes
suivants : '

(1) Xz —1 (reM),

(2) X, — MX(zn) (heA, zeM, n>o0),
(3) X(:::,m)X(x,n)“‘ ((m, n))X(x,m+n) (xEM, m.é()) néo)a
(4) X(.t+y,n)—2 X(x,i)X(y,n—i) (reM, yGM, n>-o0).

i=0

L’algébre quotient I' (M).= G[J s’appelle Ualgébre des puissances
divisées du module M. Nous noterons z I'image canonique de X,
dans ce quotient. Les 2 (x€M, n>> o) forment un systéeme de géné-
rateurs de I' (M) qui, compte tenu de la composition de I'idéal J, vérifient
les relations suivantes :

(I) ' J;[O]:I,
(I1) (hz)im = hnzln),
(Ill) xlm] gln) — ((m’ n))x[lrz+n]’
(IV) " (x —}—y)["]::w[i]y[n—i]'
i=0
2. Propritrés ELEMENTAIRES DE I'(M). — Il existe une graduation

de § et une seule, compatible avec sa structure d’algébre, telle que dans
cette graduation X, . ait le degré n. Comme les éléments qui engendrent J
sont alors homogeénes, J est un idéal homogeéne et, par passage au quotient,
on en déduit une graduation de I’algébre I' (M) dans laquelle z!"' est de
degré n. On désignera, pour n>> o, par I', (M) le module des éléments
de I' (M) qui sont homogénes de degré n.

L’ensemble ¢, des éléments de degré o de ¢ est une sous-algébre de §
quon peut identifier a Palgébre A (X 0).ex. L’ensemble NG, est,
comme on le vérifie sans peine, 'idéal de §, engendré par les polynomes
Xiz,00 — 1 (x€M). L’application quotient ¢

Go—=>Go/GoNI =T, (M)

a donc méme noyau que I’homomorphisme d’algébres de G, sur A qu

envole chaque X, o sur 1. On peut donc identifier A et I'; (M), en iden-
tifiant A€ A, avec A1 €l'(M). Nous ferons désormais cette identification.

De méme, s1 §, désigne le sous-module de G formé des éléments homo-
génes de degré 1, ¢, est 'ensemble des polynomes de degré quelconque
par rapport aux indéterminées X, homogénes et de degré 1 en les
indéterminées X, et ne faisant pas intervenir les X, , pour n > 1.
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On vérifie aisément que G, N J est le sous-module de G, engendré par les
éléments du type suivant :

Io (X(z,o)"—l)Pl, 01‘1 Piegi;
20 X(A:c,i)"_ )\X(a:,i);
30 X(w+y,1)_ X(z,i) - X(J‘,i)'

Le module G, NJ est donc le noyau de I'application linéaire composée
S o
G >g, M,

ou G, est le sous-module des combinaisons linéaires des indéterminées X, 1),
ou fest 'application qui consiste & substituer 1 & chaque indéterminée X, )
et o g est définie par X(;,4) = 2. Comme g o f est surjective, il en résulte
un isomorphisme canonique entre M et I', (M), qui associe z a z'*.
Désormais, nous identifierons toujours M et T'y (M), = et 2.

Nous ne noterons par aucun signe spécifique la multiplication dans I' (M).
Pour n> 1, la relation (III) entraine =z (z)"**' = nz™; d’ou, par
récurrence sur n,

zr=n'!z" pour tout n>o.

Si A contient un sous-corps de caractéristique o, n ! est inversible dans A
et on a 2™ = 2"[n!. Les relations (I), (II), (III), (IV) sont alors des
conséquences triviales de celle-lJa. On voit ainsi l'origine de ’expression
« puissance divisée ».

De (II), on déduit, en faisant A = o, o/ = o pour n > 1.
De (III), on déduit, par récurrence sur p,

znd | |, el — ((nyy «ees np))w[n}-(—...+n,,].
De méme, on déduit de (IV),
(@ 4. .z = 2 il Lzl

ky+...+kp=n

3. LiIEN AVEC L’ALGEBRE SYMETRIQUE. — Nous désignons par S (M)
l’algébre symétrique du module M et par \/ le signe de la multiplication
dans S (M). L’injection canonique M —I'(M) se prolonge en un homo-
morphisme d’algébres : S (M) — I' (M), qui envoie zV* sur "

Si ’anneau A contient un sous-corps de caractéristique o, considérons
I’homomorphisme d’algébres de § dans S (M) défini par Xz n — 2"/n .
11 est clair que cet homomorphisme s’annule sur I'idéal J. On en déduit,
par passage au quotient, un homomorphisme de Palgébre I' (M) dans
Palgebre S (M), qui envoie 2™ sur z*/n!. Il en résulte immédiatement
que les deux homomorphismes précédents sont inverses 'un de autre,
donc bijectifs.
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4. Le roncTEUR I. — Soient M, N deux A-modules et f une appli-
cation linéaire de M dans N. Relativement & M, construisons ’algébre ¢
comme précédemment et soit ¢ I’homomorphisme d’algébres de § dans I'(N)
qui envoie Xz . sur (f(x))"™. On vérifie immédiatement que J est dans
le noyau de 9. On en déduit, par passage au quotient, un homomorphisme
d’algébres

T(f): I(M)—T(N),
qui envoie z™ sur (f (z))™.
Tout homomorphisme d’algébres vérifiant la méme condition coincide

avec I' (f), car les " forment un systéme de générateurs de I' (M).
Si 'on a des homomorphismes de modules

mENLL,
il est alors clair que
L(fog)=TL(f)oT(g).
Par ailleurs, T (ey) = epp,.
La correspondance I' : M =T (M) est donc un foncteur covariant, défini

sur la catégorie des A-modules, & valeurs dans la catégorie des algébres
sur A.

5. L’ALGEBRE DES TENSEURS SYMETRIQUES D’UN MODULE. — Soit 9,
le groupe symétrique des permutations des n premiers entiers. Quels que
soient les entiers positifs my, ..., m, nous désignons par Hmt,...,m,, le
sous-groupe de ﬁmﬁ_ﬁmll (isomorphe a %, X...X 5,,1,,) formé des
permutations qui conservent (globalement) chacun des groupements
(mo=1,...,m);(my+ 1, ...;m~+my);...;5(mi4...4+m+1,...,
m+ ...+ m,). L'indice de H,, ., dans 5, ., est

(my~+...+mp)l/my !l . ompl = ((my, ..., mp)).

Nous désignons par K, . le sous-ensemble de 5mx+...+m,. formé des
permutations o telles que, en posant Mo =0 et Mi=m, ...+ m;
pour t =1, ..., p, on ait

oM +1)<o(M,+2) <...<a(M) (t=1, ..., p).

C’est un ensemble & ((my, ..., m,)) élément qui constitue un systéme de
représentants pour les classes & gauche de 5,,,‘+m,,,,, modulo H,, .

Si m, n, p sont des entiers, nous plongeons $,.,, dans 8,..., en posant,
pour 6E€S,,, o (1) =1 pour i >m+ n. Alors, H, . s’identifie & un
sous-groupe de H,, ., et K, . s’identifie & un sous-ensemble de K, . .

Nous utiliserons le résultat suivant :

LemmMe. — St 0€Knin,p e T€Kpn on a 01€Konp. L'application
de KninpX Kpn,n dans K., , définie par (o, ) - ot est bijective.
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Nous avons, par hypothése,

(1) <...<1(m); t(m+1)<...<t(m-+n); T(j)£m+n sijZm-+n;
T(m—+n+i)=m-+n-+1i (r1LiZp),
et aussi
g <...<og(m-+n); a(m+n+1)<...<a(m+n—|—p).

I1 est alors clair que

or(1)<<...<ot(m); gt(m4+1)<...<ogt(m—+n);
gt(m+n—+1)<...<ogt(m-+n-+p).

Donc ot1€K,, . D’autre part, P'application (g, T) - o7 est injective,
car s1 ot = a'7’ on a, pour 1 = i < p,

st(m+n+i)=d¢7v(m-+n-+1i),
soit
g(m-+n-+1i)=0cd (m-+n-+7).

Or o, comme g¢’, est entiérement déterminée par la maniére dont elle
opére sur (m +n -+ 1, ..., m+ n+ p); en effet, on connait alors, par
complémentarité, 'image de (1, ..., m + n), donc aussi I'image de chacun
des éléments de cet intervalle puisque o y est croissante. Done, ¢ = o
et ausst T=1". Comme K, ,XK,, possede ((m -+ n,p)) ((m, n))
éléments, nombre égal au nombre ((m, n, p)) des éléments de K, . p,
Papplication considérée est bien bijective. C. Q. F. D.

Soient M un A-module, T (M) son algébre tensorielle, T, (M) le module
des tenseurs homogénes de degré n. On fait, de maniére classique, opérer
le groupe 5, sur T, (M) en posant, pour tout c€5,,

g(2:1Q.. . Qxn) = e Q-+ - & Zg(n)-

On obtient ainsi une représentation du groupe S, dans le groupe des
automorphismes du module T, (M).

Un tenseur homogéne t€T, (M) est dit syméirique si ot =1t pour
tout €%5,. Un élément €T (M) est dit symétrique si chacune de ses
composantes homogénes est symétrique. On désignera par TS, (M) le
module des tenseurs homogénes symétriques de degré n et par TS (M)
le module des éléments symétriques de T (M). TS (M) est la somme directe

des TS, (M). Naturellement, TS, (M) = A et TS, (M) = M.
Soient
teTS,, (M) et  'eTS,(M).

Le tenseur t @ t' €T,..(M) est invariant par le groupe H,,,. Pour tout
CE€ESmin, 0(t@1t) ne dépend donc que de la classe & gauche oH,, ,.
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Si donc o4, ..., G(m,n) sont un systéme de représentants pour chacune
de ces classes, le tenseur

((m,n))
A
L t'= L G (t®t)
i=1
ne dépend pas du choix de ces représentants et, d’autre part, c’est un
tenseur symétrique. On pourra poser

tk = Z c(t@1).
C€EKy,n
L’application de TS, (M)xXTS,(M) dans TS,.,(M) définie par
(t, ') = t*t" est visiblement bilinéaire. En outre, on vérifie que
txt =1t xt. En effet, soit ¢ la permutation circulaire qui transforme
(t,....m+n)en (m+4+1,...,m+n,1,...,m). On a

IQt=7(tQ), domc [kti= ¥ oT(t@?);

CEKy,m

mais quand ¢ parcourt K, ., a7 parcourt K, ,.

‘ C. Q. F. D.
Montrons maintenant que si
teT,, (M), teT,(M), "eT,(M),
on a
(tkt)y,t'"=t% (%x?).
En effet,
(Lo t) % t'= Z c((tk )R = z T(IRUIR ).
OE€K ptn,p gg]]‘{mi-n.p

D’aprés le lemme démontré plus haut, on a donc

(tht) k= 2 c(tRIRL).

cER

myn,p

On démontre comme déja fait dans le cas de deux facteurs que la
derniére expression reste inchangée si l'on permute circulairement les
facteurs. Donc

(Ek0) K O=(Cht) Kt=1% (k).
C. Q. F. D.

On définit alors une multiplication dans TS (M) de maniére évidente :

sit=t, et t' =21, (tn,

quelconques, on pose

!

, homogeénes) sont des tenseurs symétriques

n

‘% t’:Z tak L.
n,m

Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 32
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TS (M) devient alors, comme on le vérifie trivialement, une algébre commu-
tative, associative et unitaire sur 'anneau A. Nous I'appellerons l’algébre
des tenseurs symétriques sur le module M.
On peut montrer que, pour des tenseurs symétriques
t,€TS,, (M) (I=1,...,p)
on a o
‘ Lk ek b= 2 T (t®...Q¢t,).

aenm,, ety -

6. HoMOMORPHISMES CANONIQUES.

Prorostrion III.1. — Il existe un homomorphisme d’algébres et un
seul de I' (M) dans TS (M) qui applique =™ sur z®".

L’unicité est évidente. Pour Iexistence, soit ¢ I’homomorphisme
d’algeébres de G (définie au paragraphe 1) dans TS (M) qui applique Xz n
sur %", Il suffit de démontrer que ¢ s’annule sur I'idéal J. Or on a:

1° ¢ (Xiz,0—1) = 2%°—1 = o;

20 ¢ (X()\w,n) —_ X”X(w,n)) = ('A:v)®”~— )\n$®n = 0,

30 ¢ (Xiz,m) Xigm— ((m, 1)) Xiz,min) = 27 % 28— ((m, n))a®m+m.

Or :
:1)®"‘* z®n — 2 g a®im+n) — ((m, n)\) x@(m-ﬁ-n)_
9€K,,,n
40 ¢ (Xiprwn) = @1+ 22)%" = D270 @ . . @ Zgim,
‘€F
ou F est 'ensemble des applications f de (1, ..., n) dans (1, 2). Soit &F,

(k=o0,...,n) le sous-ensemble de F formé des f tels que la suite
(f (1), ..., f(n)) contienne k fois 1 et (n — k) fois 2, et posons

b= Z Zr)Q- - @ Zfin)-

fes,

Pour une telle suite (f (1), ..., f(n)), 1l existe un s€K,,,, » et un seul
tel que
(f(1), «.., f(n))=0o(1, ..., 1,2, ..., 2)

(1 figure k fois, 2 figure n — k fois). Alors, on a

- )
L= 2‘ a(x?"@ 2Prk) = 2Ptk aPrr= ¢ Xy oy Xizrgyni ) -
O€KL n—1

n n
—
? (Xizrawam) :Z k=9 < 2‘ X(.rnk)x(:cg,n—kl> .
k=0 k=0

C. Q. F. D.
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Considérons I’homomorphisme d’algébres composé des homomorphismes
canoniques déja définis : S (M) T (M) -~ TS (M). Par cet homo-
morphisme, le générateur 2" de S (M) est envoyé sur z*" (par linter-
médiaire de 2"). C’est donc I’homomorphisme canonique de S (M)
dans TS (M) déduit de Iinjection canonique de M dans TS (M).

Désignons par m I'opérateur de symétrisation de T (M), dont la restric-
tion 7, a T, (M) est définie par =, = Z a.

L=

LemMMeE. — On a

T (21Q ... Q@ xn) =Z1% ... %k Zn.
La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n =1, il n’y a
rien a démontrer. On suppose que la propriété est vraie au rang n — 1.

Alors
ZiK oo K Tn= Tt (Z1Q- .- Q ZTn1) k ZTn= 2 (o) Q- - - Q Zo(n—1)) * za

6€S,—

_
= 2, Zzo1)Q - + - Q Zrain—1)Q Lr(n).

Geﬁn—'i
T€Kp—1,1

Or, on peut identifier 8, , et H,_, ,; alors, Z:n = %o €t, quand o et <
décrivent H,_,, et K, respectivement, leur produit décrit %5, de
maniére bijective. Le lemme est démontré.

On sait, d’autre part, que S (M) est une algébre quotient de T (M) par
une application ¢ qui envoie 2, Q)...Q x, sur z; V...V 2.

Prorosition I1I.2. — L’opérateur de syméirisation = de T (M) est un
homomorphisme d’algébres de T (M) dans TS (M); il est composé des appli-
cations canoniques déja définies

T(M) %S (M) I (M)—>TS(M).
En effet, partons du générateur z; Q... z,, de-degré n, de T (M).
Il se transforme successivement en
z,\ oV Zns Zy. . Zny Zik . oKk =T (21Q...Q x).
On peut aussi considérer la restriction de ¢ & TS (M) : c¢’est une appli-
cation de TS (M) dans S (M) qui est un homomorphisme de module gradué

(et non un homomorphisme d’algébres). On est alors en présence du
diagramme suivant :

/T (M g
SN
S (M) <Z—TS (M)

ou « et 3 sont les homomorphismes d’algébres déja définis et g I’homo-
morphisme de modules précédent.
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Prorosttion I11.3. — Tout élément homogéne de degré n de S (M), T' (M)

ou TS (M) se retrouve multiplié par n! aprés avoir effectué un tour dans le
diagramme précédent.

1° Si 'on part du générateur z, V...V 2z, du module S, (M), il
devient z, ...k z, dans TS (M), c’est-a-dire (lemme)

2 $0(1)®. . .® 'Z‘c'(n)'

€S,

En appliquant ¢, on obtient

Z ZoyV - -+ V Zoiny cest-a-dire n!laz,\/ ...\ x,,

ceS,
car S (M) est commutative.

29 Si P'on part d’un élément ¢t de TS, (M), le tour complet équivaut
a =, (propos. II1.2). Or n,t = n!t, car ¢t est symétrique.

3° Partons d’un générateur )"...z" (k;+...4 k,= n) du module
I,(M). 11 devient, dans TS (M):2®"%...x 2®7 Ce dernier élément est
la somme des tenseurs déduits de 2®“Q)...Q 2% par les ((ki, ..., ky))
permutations appartenant 4 K, . ; comme S(M) est commutative, tous ces
tenseurs ont la méme image dans S(M). Le transformé par g3 de I’élément
considéré de I',(M) est donc

((Kivoeos k) @YV LV o

En appliquant «, on trouve enfin

((kiy ooy kp)) @it zlp= ((kis ooy kp)) kil kp b il 2lely
or,
((Ruy ooy k)Y hi 1kl =1,
C. Q. F.D.
CororraIrRE. — Si U'anneau A contient un sous-corps de caractéristique o,

chacun des homomorphismes canoniques précédents est bijectif.

Nous allons maintenant poursuivre 'étude des algébres de puissances
divisées, car ce sont elles qui joueront un grand rdle par la suite. L’étude
qui vient d’étre faite n’avait d’autre but que de situer I’algébre des puis-
sances divisées par rapport a d’autres algébres plus connues.

7. SERIES FORMELLES DE TYPE EXPONENTIEL. — Soit R un anneau.
Nous notons R ((T)) 'anneau des séries formelles & une indéterminée T,
a coefficients dans R.
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Derinition. — Nous disons qu’un élément S (T) de R ((T)) est de
type exponentiel si :

1° le terme constant de S (T) est égal a 1;
20 en désignant par T’ une indéterminée autre que T, on a

S(T+T')=S(T)S(T).

Exemple : la série formelle formée du seul élément unité de R.

Nous désignons par &(R) le sous-ensemble de R ((T)) formé des séries
de type exponentiel. Il est clair que &(R) est un sous-groupe multiplicatif
du groupe des éléments inversibles de R ((T)). Nous munirons &(R) de
la structure de groupe abélien (avec notation multiplicative) qui en
découle.

Si R est une algébre sur un anneau A, nous ferons de & (R) un A-module
en définissant, en outre, une loi externe de la maniére suivante : pour
~€A et S (T)€6& (R), nous posons '

(A, S(T)) =S(AT).

On définit bien ainsi une application de A X & (R) dans & (R), car (2, S (T))
a un terme constant égal a 1 et

(L S)(T+T)=SAT+2AT)=S(AT)S(AT) = (% S) (T) (1, S) (T").

Cette loi externe est bien distributive a droite et a gauche, car
(2, S(T) 8"(T)) =S (AT) S'(AT) = (3, S(T)) (3, §'(T))
et
(h+py S(T) =SAT+pT) =SAT) S (uT) = (3, S(T)) (1, S(T)).
En outre :
(A (s S(T))) = (2, S(T)) =S (A T) = (A, S(T))
et
(1, S(T)) =S(T).

Il est donc prouvé que & (R) est ainsi muni d’une structure de A-module
unitaire.

Tatortme II1.1. — Soient M un A-module et R une algébre. Il existe
une correspondance bijective entre Uensemble des homomorphismes de
Palgébre T' (M) dans Ualgébre R et Pensemble des homomorphismes du
module M dans le module & (R). St a:T'(M) >R et $: M - & (R) se

correspondent de cette maniére, pour tout t€M, on a

5 (z) :Za(ml"l) T,

n>.0
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~ 1° Soit « un homomorphisme de ’algébre I' (M) dans R. Pour tout z€ M,
formons la série formelle

B(x) :Z o (M) Tr.

n>o0

Montrons que B (z)€6& (R). Le terme constant de B (z) est « (1) = 1.
En outre :

<2 « (21) T"> <2~ a (2tm) T'"’> = Y, a(a gm) TrTm

nxo mX0 m,n0
= Y, a(@™m) ((m, n)) TPT'm="Y a(zP) (T + T').
m,n>0 X0
C. Q. F. D.

Montrons maintenant que lapplication $:M — & (R) définie par
z -> 3 () est un hompmorphisme de modules. On a

B@) B = a(x["]y["'l)T’”*":Za( S am y[m)Tp

m,n>0 PO m+n=p

=Y a((@+y)¥) Tr=P(z+y)

0
et
B(ha) =Y a((a)) Tr= B a (@) AT)"= (3, B()).

C. Q. F. D.

20 Réciproquement, soit un homomorphisme de modules 8 : M - & (R).
Posons ‘

B(x) :2)"(.27, n) Tn.

nx0

Nous allons montrer qu’il existe un homomorphisme d’algébres a, néces-
sairement unique, de I' (M) dans R, tel que «(z™)=r(z, n) pour
tout z€M et tout n>>o0. Il suffit de montrer que ’homomorphisme
d’algébres de G dans R défini par X, . — r (2, n) s’annule sur J, c’est-
a-dire que les r (z, n) vérifient les relations : ’

(1) r(x,o)#x;

(2) r(Az, n) =A\r(z, n);
3) r(z, n)r(z, m)=((m,n))r(zx, m+n);
@) r(x-+y,n) _—:Zr(w, k)yr(y,n—k).

k=0
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Or, la relation (1) est vérifiée, car 3 () €& (R). La relation (2) I'est
aussi, car

B(Az) = (& B(=)).
Ecrivons maintenant que B (z) (T 4+ T') = 8 (z) (T).B (z) (T"),

Zr(x,p) (T+THr= 2 r(z, n) r(x, m) TrT™m,

P20 m,n0

En égalant les coefficients de T"T'™ dans les deux membres, il vient

((m, n)) r(zx, m+n) =r(x, n) r(z, m),
ce qui est la relation (3). Ecrivons enfin que B (z + y) = B (z) B (y),

Zr(w +y, n) Tr= Z r(ax, k) r(y, k) Th+*,

nxo k>0

En égalant les coeflicients de T*, il vient

r(x+y,n)= 2 r(z, k) r(j’, h)y,

h+k=n
ce qui est la relation (4).

Le théoréme est démontré. Nous allons immédiatement en donner une
application.

Soient M un module et R une algébre. Nous considérerons aussi
lalgebre T' (M) @ R, produit tensoriel des algébres I' (M) et R. Nous
écrirons & pour & (I' (M) @ R).

Pour zeM et r€R, considérons la série formelle, élément de

(T (M) @ R) ((T)), |
S (T) :2 (M @ rm) Tn,

n>o0

On a
Si,n (T) € 6.

En effet, le terme constant de S, ,) est 1 @ 1, élément unité de I' (M) @ R.
En outre,

S, (T) Sy (T') = 3 (@M@ rmsn) TaTin= ¥, (2m+n @ rmn) ((m, n)) T

m,n>0 . nm,n0
=¥ (@PQ r?) (T + T')P=Sn (T -+ T).
p0

C. Q. F. D.
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Considérons alors P’application 6 : MXR — & définie par (z, r) - S .
Elle est bilinéaire. En effet,

0 (x, r) 0()/, ry= 2 (M ylm & rm+n) T’"+":Z < 2 M ymQ rp> Tr
. m+n=p o

m,n>0 px0

=N (+))PQr) Tr=0(z+y, r)

p0

et
0(rx, r) =E ((Az) " rr) T":—_E (M@ rm)y AT)»= (}, 8 (x, r)),

mx>0 0

ce qui démontre la linéarité en x. De méme,

O(z, r)b(x, ) =0(2, r+1r)

démonstration trés analogue a celle de la relation

S, ) (T) Stz ry (T') = S,y (T + T7),
et
8(z, Ar)y = (%, 0 (=, 1)),
d’ou la linéarité en r.
I1 en résulte une application linéaire 3 du module M ® R dans le
module &, tel que '

Bla@r) = (#Qr") T~

n>o0

D’aprés le théoréme précédent, il existe donc un homomorphisme, que
nous notons w,, de lalgebre I'(M @ R) dans Palgébre I'(M) Q R,
tel qu'on ait

or (2@ r)) = 2™ @ rm.
Cet homomorphisme est unique. Résumons :

TutoriMe II1.2. — Soit M un A-module, R une algébre sur A. Il existe
un homomorphisme d’algébres (et un seul) wz: TMQ R) -T' (M) ® R

tel qu'on ait
wp (2@ r)H) =x2"Q rm (xeM, reR).
Remarques. — a. St R = A, l'apphcation
wy: TMA)=TM)>T(M)RQA=T(M)

est Papplication identique de I' (M).



LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES EN THEORIE DES MODULES, 261

b. S5i R’ est une seconde algébre et si u est un homomorphisme de R
dans R’, le diagramme suivant est commutatif :

I(M®R) —%T (M) Q@R

F(5M® u)J/ lEF(M)® u
T(MQR) —¥T (M) QR

En effet, partant d’un générateur (z @ r)™ de I' M @ R), les deux
parcours possibles conduisent a I’élément z™ @ u (r*) de I' (M) @ R’.

8. EXTENSION DE L’ANNEAU DE BASE. — Dans ce paragraphe, nous
désignons par I', (M) 'algébre sur A des puissances divisées du A-module M.
Soit R une algébre sur A. Si B est un R-module, nous pouvons considérer,
outre Palgebre sur A, I', (B) ou B est considéré comme A-module, I’algébre
(sur R) I'y (B). Si x€B, nous désignerons encore par z sa puissance n'™
divisée dans I', (B); sa puissance n*" divisée dans I’y (B) se notera z'*.

Prorosition II1.4. — Soit un R-module B. Il existe un A-homomorphisme
et un seul de algébre Iy (B) dans Ualgébre I'y (B) qui applique x™ sur z.

L’unicité est évidente. Pour I'existence, il faut montrer, en vertu d’un
principe déja rencontré, que les z*’ satisfont aux relations structurales
des puissances divisées, ce qui est évident aussi.

Nous allons maintenant prouver l'existence d’un isomorphisme cano-
nique entre les deux R-algébres suivantes : I'y (M @ R) et I', (M) ® R.
Notons que, puisque I'y (M) @ R est une algébre sur R, ’ensemble & du
paragraphe précédent peut étre muni d’une structure de R-module,
la « multiplication par r » dans & étant le remplacement de T par rT (r€R).
Or, nous avons montré I'existence d’une application A-linéaire 3 de M @ R
dans &, telle que '

Ble®@r) =2 (4@ ) Tr.

n>o0

11 est clair que [ est aussi R-linéaire. Il résulte du théoréeme III.1 qu’il
existe un R-homomorphisme d’algébres de I'y (M @ R) dans I'y, (M) Q R,
qui applique (z @ r)" sur 2 @ r*; il revient au méme de dire que cet
homomorphisme envoie (z @ 1) sur 2 @ 1.

Réciproquement, D'application A-linéaire de M dans M @ R définie
par z -z @ 1 se prolonge en un A-homomorphisme d’algébres

2 (z@1)M  de T'y (M) dans Ty (MQR).
En vertu de la proposition III.4, on a aussi un A-homomorphisme
d’algebres de I'y (M @ R) dans I'y (M @ R), d’ou finalement un A-homo-
morphisme d’algébres ‘
o: I'y(M) >Ty(M® R), tel que o () = (z@1).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 33
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L’application de TI'y (M)XR dans I'y (M @ R) définie, pour ye&T, (M)

et r€R, par (Y, r) > ¢ (Y)r est A-bilinéaire, d’ot1 une application A-linéaire
9: Iy(M)QR >Ta(MQR), telle que @ (Y@ r)=o(y)r.

Il est clair que ¢ est aussi R-linéaire et que c’est également un homo-
morphisme unitaire d’anneaux; ¢ est donc un R-homomorphisme
d’algebres, et il applique le générateur-2 @ 1 de I'y (M) @ R sur le
générateur (z @ 1)"" de I'y (M @ R). Nous venons donc de construire
I’homomorphisme inverse de celui qui avait été défini plus haut. Donc :

Tatoreme I11.3. — Il existe un R-tsomorphisme des algébres I'y (M Q R)
et I'y (M) @ R, qut associe le générateur (x Q 1)" de la premiére au géné-
rateur " Q) 1 de la seconde.

9. ’ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES D’UN MODULE PRODUIT.

Tatorime IIl.4. — Sotent M et N deux A-modules. Il existe un iso-
morphisme canonique entre les algébres I'(M X N) et I' (M) @ I' (N), tel

n

que Vélément (z, y)" de la premiére corresponde & Uélément Z z @ ytn !
i=0

de la seconde (x€M, y€N, n > o).

a. On définit un homomorphisme d’algebres ¢ de I'(M X N) dans
I' M) ® I' (N). L’application linéaire
(z,y) >x @1 deM x N dans M ® T (N)

se prolonge en un homomorphisme d’algebres

(z, y)W— (2@ de I (M x N) dans T(M®TI(N));

d’aprés le théoréme III.2; on a un homomorphisme de I' (M) @ I' (N))
dans I' (M) Q I' (N), qui envoie (z & 1) sur 2 @ 1; d’ou un homo-
morphisme de I'(M X N) dans I'(M) @ I' (N), qui envoie (z,y)" sur
2" @ 1. D’aprés le théoréeme III.1, il existe donc un homomorphisme
du module M X N dans le module & (I' (M) Q I' (N)), soit 3,, défini par

Bila, y) = (@ Q1) T

0
il existe de méme un homomorphisme (3, du module MXN dans le

module & (I' (M) @ I' (N)) tel que

62 (l’, ),) — Z (l ®‘y[/u]) Tm,

m=o0
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Soit {3 la « somme », au sens de la théorie des modules, des applications 3,
et (3.; la loi abélienne de & (I' (M) ® T (N)) étant notée multiplicativement,
on a en fait § = (3,83, et

@ (2, y) = <Z (x[’l ) 1) T”> (Z (I y[m]) I‘m> ‘

n>o0 m>0

— Z (x{n]®),[m]) T/u—(—n‘

m,n>0
En réutilisant le théoréeme III.1, on en déduit I’existence d’un homo-
morphisme d’algébres
: TMxN)—->T(M)RT(N)
tel que
o ()= Y, i@y,

m+n=p

b. On définit maintenént un homomorphisme o
d: I'(M)Q®I(N)->T(MxN). Ly

f

Les injections canoniques M — MXN et N - MXN se prolongent en
homomorphismes d’algébres

Gn: TOD—=T(MxN) et dy: T(N)>T(MxN).

51 rel'(M) et s€l' (N), on pose

' g (r ®S)~LPM(')%(S) .
On définit ainsi un homomorphisme de modules, ¢, de I' (M) @ I' (N)
dans I' MxN). On vérifie immédiatement que ¢ est aussi un homo-
morphisme d’algébres.

c. On vérifie que Yo ¢ et 9 o 4 sont des applications identiques.

1° Partons d’un générateur (x, y)"' de I' MXN). On a

Yoo ((, ) <2x ®;["—”>

n

*\ (2, 0)14 (0, ) =1= (i, w

20 Partons d’un générateur '™ ® y" de I' M) QI'(N). On a
9o (2 QyM) =< ((, 0)" (0, y)™)

m n

-
— il ol/] /n——z Hn—ji— pplm] (n}
2 Dol @ ol #Qy
i=0 j=0
(car seul n’est pas nul le terme pour lequel : = m et j = o).
Le théoréeme est démontré.
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Remarques. — a. L’algébre I' (M) @ I' (N), produit tensoriel de deux
algebres graduées, est canoniquement bigraduée. Il en est donc de méme
pour I' (MXN). Pour p et ¢ > o, on désignera par I', , (M N) le sous-
module de I'(MXN) qui, par lisomorphisme canonique, correspond
al, M) ®T, (N). Comme cet isomorphisme conserve visiblement les degrés,
la structure graduée ordinaire de I' (M X N) se retrouve ainsi

LMxN)y= @ T,,;(MxN).
p+g=m

b. On étendrait aisément tous ces résultats au cas d’'un module produit
d’un nombre fini quelconque de modules.

10. LIEN AVEC LES OPERATEURS DE DERIVATION DIVISEE. — Soilent M
et N deux A-modules. Pour tout z€M et tout entier n >~ 0, on a défini
, T i .
Popérateur de dérivation divisée 5—= du module % (M, N) des lois poly-
4

nomes sur le couple (M, N). Nous désignons par @ l'algébre (commu-
tative) engendrée par ces opérateurs dans 'anneau des endomorphismes

de € (M, N).

Prorosition I1I.5. — Il existe un homomorphisme d’algébres (et un
) 7o ; S g
seul) de Ualgeébre I (M) dans Ualgébre @, qui envote ' sur -
o . . g
L’unicité est évidente. Pour I'existence, il suffit de vérifier que les -~
vérifient les relations structurales suivantes :
!l
1° m == Eqp(M,N)-
Cette relation est évidente par définition méme.
P ol
0 — .
* 0w = e
. . : o] ,
Cette relation vient de ce que <3——[;;] > (m) = D"f(m, xz) et de ce

que D"f(m, m') est homogéne de degré. n par rapport a m'.

d[m+n] d[/n] d[u]

3 ((m’ n )) Oxlm+n) — oalm] dx[n]'

Cette relation est une partie de la « formule de Taylor » (chap. II, § 5).
ol . Ol gin—k
© I = d gy
k=0

Cette formule constitue la proposition II.8.
La proposition est démontrée.
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CHAPITRE 1V.

ETtupe comMBINEE DES LoOIs POLYNOMES
ET DES ALGEBRES DE PUISSANCES DIVISEES.

1. Lors POLYNOMES UNIVERSELLES SUR UN MODULE. — Soient M un
A-module et n un entier > o. Pour toute algébre R, désignons par v'
Iapphcatlon de M@R dans T, (M@ R) définie par Y}{” (z) = z™™
(€M @ R). En composant yy' avec l'application canonique w, de
I M® R) dans T', (M) @ R définie par le théoréeme IIT.2 du chapitre
précédent, an obtient une application de M @ R dans I', (M) @ R, que
nous notons l,x (= oz o 1) ' o

Prorosition (T pEFINITION) IV.1. — La donnée, pour toute algébre R,
de Uapplication 1, x: M QR — T, (M) @ R détermine une loi polynome
homogéne et de degré n sur le couple (M, T, (M)). La loi polynome
1,€Z, (M, T, (M) ainsi définie sappelle la loi polynome universelle de
degré n sur le module M. ~

Si la donnée des [, x détermine une loi polynome'sur le couple (M, I, (M)),
elle sera bien homogéne de degré n. En effet, si z€M @ R et si rGR
on aura, en se reportant 4 la définition de wy

byw(zr) = o ((ar)W) = wg (M) rr= 1, g (5)r".

\

Il reste & montrer, pour tout homomorphisme d’algébres u: R - R/,
la commutativité du diagramme

M®R 25T, (M) QR

EM® u l lEP”(M)®u
o

M® R 25T, (M) Q R

Or, pour voir cela, il suffit de coupler le diagramme suivant :

{th

MR —5>T,(M®R)

M@ ul \L ;M® u)
yena

M®R —5 T, (M® R

[qui est commutatif d’aprés la définition méme de I'application I' (¢y @ u)]
avec le diagramme .
I.(M ®R) —*Fn(M) QR

I (~“®ul l T, (M)®u
w

T,(MQR) —5T, (M) Q R
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dont la commutativité a été démontrée a la fin du paragraphe 7 du précé-
dent chapitre.

Cela étant, pour tout module N et toute application linéaire ¢, de T, (M)
dans N, Tapplication composée fy = (9, Q¢ep) ol xde M Q R dans N Q R
définit une loi polynome f, homogéne de degré n, sur le couple (M, N);
f n’est autre que la composée ¢, o1, de la loi polynome l,€<, (M, I', (M))
et de la loi polynome homogéne de degré 1: 9,€ <, (I', (M), N). Nous allons
montrer qu’on obtient de cette maniére fous les éléments de <, (M, N).

2. LA FACTORISATION CANONIQUE DES LOIS POLYNOMES HOMOGENES.

Tutorime IV.1. — Sotent M et N deuxr A-modules, n un entier > o.
Il existe un isomorphisme canonique entre les deux modules %, (M, N)
et £2(I'v (M), N), tel que s1 f,€%Z, (M, N) et 9,€£ (I's (M), N) se corres-
pondent, f, soit la loi composée de la loi universelle 1, € %, (M, T, (M)) et de
la lov linéaire ¢, : f. = @u°l.

S’il existe une correspondance bijective entre les f,€ %, (M, N) et les
9. €L (I's (M), N) qui soit synonyme de « f, = @,°l, » cette corres-
pondance sera bien un isomorphisme de modules, en vertu du fait,
mentionné au chapitre I, qu’une loi polynome de la forme geof dépend
linéairement de g. Il reste & montrer I'existence de cette correspondance.
Autrement dit, il faut montrer que Papplication de £ (I', (M), N)
dans <, (M, N) qui, a ¢,, associe f, = ¢,l,, est a la fois injective et
surjective.

Nous commencgons par expliciter la facon dont opére la loi polynome
fu = @u ol Soit R une algébre et soit

= Qri+...+2,9r,eMQR.
On a

di= N @@kl (@),

Aot k,,::n

bir (3) =owgr (5M) = Z alfidl @ kL k.

Iy 4.+ hy=n

Enfin,
S ()= N gu(al. 2l @i rh.

Kytoit k,,r:/L

Il en résulte que les éléments y,, ; de N définis par le théoréme I.1
sont égaux, respectivement, & ¢, (21", ..25"). Or, si f, = o, tous les y; .,
sont nuls d’apreés leur unicité; quels que soient p et les z; on a donc

@ (2. .. 2l)) =0
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)

mais comme les .. .2 engendrent linéairement T, (M), on a ¢, = o.
Autrement dit, 'application ¢, - f, = @, [, est injective. Il reste a
montrer qu’elle est surjective.

Soit donc f, un élément de <, (M, N). Pour @, ..., x,€M, soient y,, . .,
les éléments de N qui leur correspondent d’aprés le théoréeme I.1. D’apres la
proposition 1.1, on peut supposer que k,+...- k,= n. On sait que y,, ..,
est le coeflicient de Tﬁ’ . .T% dans .f?m,...,'r,,) 2, @Ti+...+2,QT),).
D’apres la remarque qui suit la proposition I1.5 (chap. II, § 7), on a donc

ok gy
‘yk“""k"—<m.‘.%—[gﬁf> (O). .

Or, d’apres la proposition II1.5 (chap. III, § 10), il existe une application
linéaire 0, de I', (M) dans ® telle que
ORIl Uiyl

] [k1] [Fply — —_—
0p (2l L. 2lfl) = ol Dl

Si, pour f€<X (M, N), ¢, est I'application linéaire de @ dans N définie
par A — (Af) (o) (A€ ®), alors lapplication ¢, = 5,00, de T, (M) dans
N est linéaire, et 'on a

@ (2tfil. .. x%"’}) =Yy ke
Il résulte alors du calcul fait plus haut qu’on a
fu: Pno by

Le théoréme est démontré.

3. ETUDE COMPLEMENTAIRE DES LOIS POLYNOMES NON NECESSAI-
REMENT HOMOGENES. — S1 f€ € (M, N) est une loi polynome quelconque,
elle est la somme localement finie de ses composantes homogénes f,.
A chaque f,€<%, (M, N) correspond, par le théoréme précédent, une
application linéaire

¢n€ £ (I'n (M), N),

et la suite des o, définit une application linéaire ¢ de I' (M) dans N.

Réciproquement, la donnée d’une application linéaire ¢ de I' (M) dans N
équivaut a la donnée d’une suite de ¢,, donc d’une suite de f,; mais il
n’y a aucune raison pour que la série formée avec ces f, soit localement
finie : la preuve, c’est que la suite des ¢,, donc celle des f,, peut étre
choisie arbitrairement. Il y a donc lieu de caractériser les applications
linéaires de I' (M) dans N qui déterminent une loi polynome.

Pour tout sous-module M’ de M, nous désignons par I'" (M’) la sous-
algébre graduée de I' (M) qui est I'image de l'application canonique
I'(M') -~ I' (M) prolongeant linjection M’ — M. Autrement dit, I (M)
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est la sous-algebre de I' (M) engendrée par les éléments z'™ (n > o0,
z’eM' cM).

Pour tout module N, nous désignons par £’ (I' (M), N) le module des
applications linéaires ¢ de I' (M) dans N telles que, pour tout sous-
module M’ de type fini de M, la restriction de ¢ a I',-(M’) soit nulle, sauf
pour un nombre fini de degrés n. Alors :

Propostrion IV.2. — Pour tout couple M, N de A-modules, il existe
un isomorphisme canonique entre les modules % (M, N) et £ (I' (M), N),
de telle sorte que : st f€% (M, N) et o€’ (I' (M), N) se correspondent par
cet isomorphisme, alors, pour tout n >~ o, la composante homogeéne f, de [
et la restriction ¢, de ¢ a I', (M) sont liés par Uisomorphisme canonique
résultant du théoréme 1V .1.

1° Soient f€% (M, N), f» sa composante homogeéne de degré n, ¢,
Papplication linéaire de I, (M) dans N définie par f., ¢ Dlapplication
linéaire de I' (M) dans N définie par les ¢,. Il faut montrer que

¢e £ (I'(M), N).

Soit M’ un sous-module de type fini de M, engendré par des éléments
Ziy ..., xp 1l faut montrer que

o (2ft. . alll) =0 pour A —...-+k,suffisamment grand.

Or, cet élément de N est le coefficient de T} ...T) dans le polynome,
a coefficients dans N, f(z, @ T, +...4+ 2, ® T,). Comme le degré total

\

de ce polynome est fini, la propriété a vérifier est évidente.
20 Réciproquement, soit 9 € £ (I' (M), N). Soit f,, = @, o l,. Soit

s=x,@ri+...+2,Qr,eMQR.
On a

3 ‘7 . v
Jo(5) = E o (2ifd. . alfel) @ i rpr.
k1+.4.+kpzn,

[ 7y

Par hypothése, ¢ (2" ...2""") est nul pour k, +...4 k, assez grand;

P

donc f,(2z) = o pour n assez grand. La sommationEfn étant, ainsi,
n

localement finie, elle définit bien une loi polynome f, laquelle est bien
associée a ¢. La proposition est démontrée.

Formule de Taylor générale. — Si
fez (M, N) et e (I' (M), N)

sont associées, si R est une algébre et si

s=x1Qri+...+z2,Qr,eMQR,
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on a

Jr(s) = 2 o (2ifl. ) @ rh.. .r/‘,’l’.

1‘1,-.-,1‘,)50

Cette puissante formule, qu’on peut appeler la « formule de Taylor
générale », contient en puissance toute la théorie des lois polynomes.
Elle peut s’écrire aussi

ffl (3) :2 ((Pn® ER) WR sinl,

n>0

Nous terminerons ce paragraphe par la remarque suivante. Soient M, M’,
N, N’ quatre A-modules, et des applications linéaires 6: M’ > M et
U : N - N. On en déduit canoniquement un homomorphisme

@ (M, N) @ (M, N')

de la maniére suivante : & f€% (M, N) ont fait correspondre
fl=Yofole (M, N).

On définit également un homomorphisme

£1(T (M), N) £/ (T (M), N')

comme suit : & ¢€L (I'(M), N) on fait correspondre
¢'=1egel'(0)

(nous verrons ci-aprés que ¢’ est bien dans £’ (I' (M'), N’). Alors :

Prorosition 1V.3. — Etant donnés quatre modules M, M, N, N’ et des

applications linéaires M' -~ M et N — N, le diagramme suivant qui en
résulte canoniquement est commutatif :

2(M,N) — <2 (M,N)

! |

£'(T (M), N) — £ (' (M), N)
Avec les notations précédentes, i1l faut montrer que si ¢ est associée
a f, alors ¢’ est associée a f'. Or, si
= QA 2, Q1
appartient 4 M’ @ R, on a
Sa )= ) oo (0. (02)) ) @ ri...riy
PO 3

kg
= Z-kpoq;ol‘(e) (.27'1““]...«1"]}";'])®r§‘t,,,r/€p,

Fisoorkp
C. Q. D. F.

Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 34
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4. DETERMINATION D’UNE LOI POLYNOME SUR UN coupLE (M, N) par
sa ResTrRICTION A E (M). — Nous reprenons les notations du cha-
pitre I (§3). Soit @ 'ensemble des applications f de E (M) dans E (N)
qui « commute avec les spécialisations de E (A) dans lui-méme », c’est-
a-dire telles que, pour toute spécialisation u: E (A) - E (A), on ait

(x®u) o f = fo (@ ).

Nous allons montrer que tout élément f de € est la restriction a E (M)
d’une loi polynome sur le couple (M, N).

11 est clair que < est un sous-module du module des applications de E (M)
dans E (N). Soit Z€E (M) et soit T une indéterminée qui ne figure pas
dans Z. Soient z un élément de M et n un entier > o. Nous notons (A,.f) (Z)
le coefficient [élément de E (N)] de T dans f(Z 4+ 2@ T); il ne dépend
pas du choix de I'indéterminée T.

L’application A, f: E (M) -~ E (N) ainsi définie appartient encore
a %. En effet, si u est une spécialisation de E (A) dans lui-méme, on peut
choisir T de maniére qu’il ne figure ni dans Z ni dans (ey @ u) Z, que
nous notons uZ. Le coefficient de T" dans f(uZ) s’obtient alors en trans-
formant par u le coefficient de T" dans f(Z), donc A, f « commute »
bien avec les spécialisations.

L’application A,. : € — € définie par f—> A,uf est un endomor-
phisme. Ces opérateurs ont les propriétés suivantes :

1° A =¢,. On voit cela en faisant la spécialisation T — o dans
f(Z4+2QT).
20 Asm = A"A,m : On voit cela en observant que f(Z + 22 @ T)

se déduit de f(Z + x @ T) par la spécialisation T — 2T.

30 A Ay = ((m, n)) A,puim: Considérons, pour cela, f(Z 4 2QT+ 2@ T’),
ou T et T’ sont des indéterminées distinctes qui ne figurent pas dans Z.
Le coefficient de T"T'" est celu1 de T dans (A f) (Z + 2 QT), cest-
a-dire (A, Ay ) (Z).Mais f (Z+ 2@ T + 2 @ T') se déduit de f(Z+2RT)
par la spécialisation T — T 4 T’, d’ou le résultat.

4° Pour z et y€M,

n

Ao :ZAM Ayinr.

k=0

Considérons, en effet, f(Z +2 Q@ T + y ® T’) et cherchons le coeflicient
de T*T'"*. Par un raisonnement analogue a celui de 3°, on voit qu’il est
égal & (Auud,.—uf) (Z) (et 'on observe, en passant, que deux opérateurs
tels que A, et A, commutent entre eux). En sommant pour k=o, ..., n,
on obtient la somme des coefficients des termes de degré total n en T



LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES EN THEORIE DES MODULES. 271

et T'. On aurait eu le méme résultat en faisant d’abord la spéciali-
sation T” —> T et en cherchant ensuite le coeflicient de T” dans Iexpres-
sion obtenue, égale a f(Z 4 (x +y) @ T); on aurait obtenu A, . f (7).

C. Q. F. D.

~ Soit @ Palgebre d’opérateurs de & engendrée par les A, (€M, n > o).
On a vu que ) était commutative. Les relations 1° a 4° précédentes
montrent alors qu’il existe un homomorphisme d’algébres A de I' (M)

dans @, telle que
A (2" = Aygar.

On vérifie trivialement que le coefficient ~de Ti...Ty dans
flZ+2,Q@T +...+2,@®T, (T, ..., T, ne figurant pas dans Z) est
égal a (A0 ... A f) (Z). En particulier, le coefficient de Ty, .. Ty
dans f (s @ T\ +... 4+ 2, QT,) est (Az{{'.. . 2% ) f) (0). Pour f donnée,
soit 9 I’application linéaire de I' (M) dans N définie par

Y= (A () f) (o).
Alors, on a
S@@Ti o, @T,) = N, o (el al]) @ Th. . Tl

Fayonnkp

Il est clair que o€’ (I'(M), N). D’autre part, la connaissance de
e @T, +...4+2,QT,) quels que soient p et les x; détermine f, car
par la spécialisation T; — P; on peut alors obtenir f(z,QP,+ ...+ z,QP,).
On voit donc que f est la restriction & E (M) de la lo1 polynome associée a ¢.
C. Q. F. D.
Ainsi :

Prorosition IV.4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
application f de E (M) dans E (N) soit la restriction ¢ E (M) d’une lot poly-
nome sur le couple (M, N) est que, pour toute spécialisation u de E (A) dans
lut-méme, le diagramme suivant soit commutatif :

E (M) LS E(N)
SM®“’ lEN®U
M f
EM L1 ()

- b. AppricaTioN DU THEOREME IV.1, A LUETUDE DE L’ALGEBRE DES
PUISSANCES. DIVISEES D'UN MODULE LIBRE. — On sait que st M est un
module libre de dimension finie p, de base e,, ..., e, le module € (M, N)
est 1somorphe au module N (T,, ..., T,). De facon précise, une loi poly-
nome f induit une application de M (T,, ..., T,) dans N (T,, ..., T,),
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et T'on peut identifier f avec le polynome, & coefficients dans N,

flee ®@Ti+...+¢,QT,). St f est homogéne de degré n, posons
[(e@Ti4 b0, @T,) = 2 Wy @ The. L TH,

fyes o kp==n
Pour déterminer la loi polynome f, il suffit de se donner les coefficients a; .
le choix de cette donnée n’étant soumis & aucune restriction. Or, une
telle loi détermine une application linéaire ¢ de I', (M) dans N, telle que

Ck k1) —
@ (Ml elfrl) = Ay, .oy

'En particulier, si N = A, on voit qu'on peut toujours trouver une forme
linéaire ¢ sur I', (M) qui prenne sur les éléments e\ . .é¥ (ky +. ..+ k, = n)
des valeurs arbitrairement données. Cela prouve que ces éléments forment
une famille libre dans I',(M). Comme, d’autre part, il est clair qu’ils
engendrent I', (M), ils en forment une base.

Il est aisé d’étendre ce résultat au cas d’'un module libre de dimension
quelconque. Supposons que M admette une base (e)e. Il est évident
que les éléments de I, (M) du type ef...é" (ki +...+ k= n)
engendrent I', (M). Montrons que cette famaille est libre. H suffit de montrer
que chacune des sous-familles obtenues en ne faisant varier les indices ¢
que dans une partie finie de I est libre. Supposons que cette partie
ait p éléments, que nous notons 1, ..., p. Soient M, le sous-module de M
engendré par ey, ..., e,; M, le sous-module supplémentaire engendré par
les autres e;; « la projection de M sur M, parallélement & M,. A tout
frex, (M, A) on peut associer

f=fPoaed, (M, A).
Alors,
f(e @ Ti+...+¢,QT,)=f" (e.@Ti+...+¢,QT,).

Mais f” peut &tre défini par une donnée arbitraire de coefficients a;, . .,
comme ci-dessus. Alors, & f correspondra une forme linéaire ¢ sur I', (M),
laquelle prendra sur’élément e''*...¢/" 1a valeur arbitrairement choisie a;, .
L’ensemble de ces éléments forme donc bien une famille libre

TutortMe IV.2. — Si le module M admet une base (e;).e, le module T, (M)
est libre pour tout n>>o et il admet une base formée des éléments du
type €. ..e;" (ki +...4 ki =n). »
- Comme corollaire de ce théoréme, nous avons :

Prorosition IV.5. — St M est un module libre, Uapplication canonique
de T'(M) dans TS (M) (cf. chap. III, prop. 1, § 6) est un isomorphisme.

En effet, isomorphisme en question applique ’élément de base ¢/ ... é/*
de I' (M) sur le tenseur symétrique e x...% e®™. Il suffit de montrer
que ces tenseurs-la forment une base de TS (M).
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On sait qu’une base de T, (M) est formée des monomes ¢, Q...Q e
formellement distincts. Si t€TS,(M) on pourra donc écrire

= Z ).;hm,;ueh@...®,e,-".

Comme ¢ est symétrique, pour tout €%, on a

) =
My viesln Mgty e lain)®

Pour simplifier, supposons que l'’ensemble I ait été ordonné. Disons
que le monome ¢, @...Q e, est propre si i, =...=i,. A tout monome
e,Q...Qe, est associé, par permutation de ses éléments, un monome
propre et un seul. Deux monomes seront dits appartenir a la méme classe
s’ils sont associés au méme monome propre. Soit K I'ensemble des classes.

SiteTS, (M),

]

_‘ ‘
=3 M ®- Qe
Iy einsin !
tous les monomes d’une méme classe K ont le méme coefficient, que nous
notons 4z. On peut alors écrire
Al
= Z )~K CK,

Kex
ou e représente la somme de tous les monomes de la classe K. Les e
sont des tenseurs symétriques; ils engendrent TS,(M) comme on vient de
le voir; en outre, ils sont linéairement indépendants car ils sont formés
de groupements tous disjoints d’éléments de base de T, (M). Ils forment
donc une base de TS, (M).

Une classe K est définie par son monome propre. Un tel monome s’écrit :
p p

e@‘“@. ..®e®/'"' (L<.o.<ipy ki ky=n.

i in
Les autres éléments de K sont tous les monomes distincts obtenus a partir
de celui-la par des permutations. La somme de tous ces éléments est alors
e e?/"‘AV». Lok eﬁ’k";
ces derniers éléments forment donc bien une base de TS,(M).
C. Q. F. D.

6. Lois POLYNOMES ET LIMITES INDUCTIVES. — Soit I un ensemble
ordonné filtrant croissant, et soit (M.).e une famille de A-modules.
Pour tout couple («, B)€x 1, tel que « =, on suppose donné un homo-
morphisme ¢%: M, - My de telle sorte que :

10 o = ¢, pour tout o;
20 81 a Z B Ly ol = oo ws.
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Dans ces conditions, on sait définir le module limite inductive des M,,

noté M = lim M, qu’on peut earactériser de la maniére suivante (et a
x>

un isomorphisme prés) : pour tout z€I, il existe un homomorphisme
0ot My — M, avec :

a. 9o = Qg0 0h si o f; o o
b. si x, €M, et xs€Ms, la relation « g, (z.) = 94 (x5) » équivaut a :
«il existe y > a et § », et un z,€M,, tel que
zy= 9§ (#a) = 9§ (2p) ;
c. le module M est la réunion des modules ¢, (M,).
Soit alors R un autre module. Les applications
U8 M,@R—>Ms®R
définies, si « =, par q.»gz qoﬁ@a" vérifient les conditions 1° et =20.
D’autre part, on montre que les applications
Uy M;@R>MQ@R
définies par Y, = 9, ® ¢, vérifient, par rapport aux ¢F les condi-
tions a, b, ¢ (cf. Bourbaki, Algébre, t. 11, 3¢ édition). On peut donc dire

que le module M @ R est la limite inductive des modules M, @ R rela-
tivement aux applications 5. '

Nous supposons maintenant que R est une algebre. Nous considémné,
d’autre part, un autre module N et nous supposons donnée, pour tout = €1,
une loi-polynome f, €< (M,, N), de telle sorte que, si « =~ 3, on ait

Ja=Ja 09

Nous allons en déduire un élément f€ <% (M, N).

On définit une application
fo: M@R—->N®R

de la maniére suivante. Pour z€M @ R, soit un 2 €1l et un z,€M. QY R
tel que z = U, (z4). On pose alors

Jr(3) = far (54)-

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer que f; (z) ne
dépend pas de « ni de z, choisis. Soient donc aussi

Bel et s3eMgeR tels que 5= g (33).
Par définition de la limite inductive, il existe YEI, vy >« et B3, tel que

M .
o — Y sp— =
q/z%_y‘,jqi =3y
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Pour montrer que f, . (z.) = fsx (35), on va montrer que chacun d’eux
est égal a fy 4 (z.). Or, on a

Jar (5a) :f*.',R°<<P; ® 511) (5a) :fy,li° Hba (52) :f'{,R (5¢)-

et de méme pour fj, (z3),
C. Q. F. D.

Maintenant, st u: R — R’ est un homomorphisme d’algébres, on a

S ((eu@ u) 3) = fr (@ 1) (92@ er) 50) = o ((92@ er) (@ u) ﬁa)
= faw (En® W) 50) = (3@ ) far (52) = (xnQ 1) fr (5).

La donnée des fi pour toute algébre R détermine donc une loi pdly-
nome f sur le couple (M, N). Par construction méme on a f,=fe¢,;
cette relation est méme pratiquement la définition de f. Donc :

Prorosition IV.6. — Soit M un module, limite inductive d’une famille
de modules (M.),a. Soient o5 (2 = B) I’homomorphisme canonique de M,
dans M3 et o, homomorphisme canonique de M, dans M. Soit, pour tout 2 € I,
une loi polynome f,€< (M,, N), de telle sorte que, st o« =3, on ait

f“:‘/;go cpg

Alors, il existe une loi polynome et une seule f&€ < (M, N) telle que, pour
tout « €1, on ait

Ja=fo9a.

Voici une application de cette proposition. Supposons que I'anneau A
soit principal (donc integre) et infint, et supposons que M soit un module
libre sur A (toutes ces hypothéses sont vérifiées, en particulier s1 A est
un corps infini). Pour simplifier, nous supposons aussi que N = A.

On sait que tout sous-module de M est libre et que tout sous-module
de type fini est de dimension finie. On sait aussi (c¢f. chap. I, § 13) qu’une
loi polynome f sur le couple (M, A) est parfaitement déterminée par
Papplication polynome induite f, : M — N. Une telle application s’appel-
lera une fonction polynome sur M. Alors : '

Prorosition IV.7. — Soit M un module libre sur Uanneau principal
infini A. Pour qu'une application f: M — A soit une fonction polynome
sur M tl faut et il suffit que la restriction de f a tout sous-module M’ de dimen-
ston finte s’exprime, dans une base de M, par une fonction polynome (au sens
usuel) des coordonnées.

La condition est nécessaire : Soit [ une fonction polynome sur M;

soit f la loi polynome qu’elle détermine. Soit M’ un sous-module de type
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fini de M, de base e, ..., e,. L’image par fy, dee, @ T, +...4+¢,Q T,
est un polynome P (T,, ..., T,). Alors, si '
' , , z—=he+...+h,e,eM,
on aura
' flx)=P (h, ...52,)

La condition est suffisante : On sait que M est la limite inductive de
ses sous-modules de dimension finie M,, la relation d’ordre étant la rela-
tion d’inclusion C et les applications ¢§ ou ¢, étant des injections iden-
tiques. La donnée, pour chaque M., d’une fonction polynome des coor-
données détermine, par une réciproque évidente de la démonstration
précédente, une fonction polynome sur M,. Done, si une application
f:M > A posséde la propriété de ’énoncé IV.7, chacune de ses res-
trictions f, & M, détermine une loi polynome f, €< (M,, A). Ces f, vérifient
trivialement les conditions de la proposition 1V.6. Ils déterminent donc,

d’aprés cette proposition, une loi polynome f sur (M, A) dont la restriction
aux M, est f,. L’application de M dans A induite par f est donc f.
C. Q. F. D.
Le résultat précédent permet de donner un exemple d’une loi poly-

nome ayant une infinité de composantes homogeénes non nulles. Prenons
pour M un espace vectoriel réel de dimension infinie dénombrable, de

base (e.),~.. S x =an e. €M, posons

Cette fonction f(x) vérifie les conditions de la proposition IV.7. Soit,
en effet, M’ un sous-espace de M, de base finie e, ..., ¢,. Il existe un
nombre N et des coefficients a;; tels que

N
¢; zz‘ai/e[ (i=1, ..., p).
j=0
V4
. ' N U 7
M
Si oz —in e, €M’y on a

i=1 .
N

P

U N
! — J Lo
& _\ 2 x; oy e;.

Jj=0 i=1

N » n
S :2 <2a[,l.v; > s

n=u i=1

Donc

’

ce qui est une fonction polynome en z\, ..., x,.
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Or,
J(hzx) :Zl" .
n

Si f est la loi polynome définie par f et si f, est sa composante homogéne

de degré n, alors la fonction polynome f, induite par f, sur M est définie
par f. (z) = z. Donc,

SfaZ O et f,l¢ o quel que soit 7.

7. APPLICATION A L’ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES D’UNE LIMITE
INDUCTIVE.

Tutortme IV.3. — Soit un module M, limite inductive d'une famille
de modules (M,)ue.. Soient of (o = (3) I’homomorphisme canonique de M,
dans My et ¢, Uhomomorphisme canonique de M, dans M. Alors, relati-
pement aux homomorphismes I (08), la limite inductive des modules I', (M)
est le module T, (M), et ’homomorphisme canonique de I', (M,) dans T', (M)

est I' (0,).
Si a0 v, on a bien

I‘(cpﬁ):I‘(cpg cp&)::I‘(cpé)oI‘(tpE).
Cela a donc un sens de parler de la limite inductive des I, (M,) relati-

vement & ces homomorphismes. Désignons par G cette limite inductive,
et soit ¢, I'homomorphisme canonique de I', (M,) dans G.

Relativement a P'application I' (¢,) : Iy (M) — I', (M), on a la relation :
st a3, alors l‘(%)_—_’I‘(%)oI‘(qg).

Il résulte d’une propriété universelle des limites inductives (facile a
établir) qu’il existe alors un homomorphisme 0 de G dans I', (M) tel que

T (9y) =00y pour tout axel.

D’autre part, 'application linéaire ¢, : 1", (M,) - G détermine une loi
polynome f, sur le couple (M., G). Si o =, la relation

4’a=¢(3°r<’?g>
montre, en vertu de la proposition IV.3, que
Ja=fg o ¢b.
D’aprés la proposition IV.6, il existe donc

fea, (M, G) tel que fy=fo ¢q.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 35
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A cet f correspond une application linéaire 5:I', (M) — G qui, d’apres la
proposition IV.3, vérifie ‘
Ya=0ol (¢a).
Il en résulte que

T (9a) =0000l (94) et que bo=0000 .

Comme tout élément de G est dans 'image d’un ¢,, on voit que 500 = ¢
Si 'on montre que tout élément de I', (M) est dans I'image d’un T (9.),
on aura de méme o5 = ¢ . Dés lors, o et = seront inverses I'un de
Pautre et réaliseront un isomorphisme entre G et I, (M). En identifiant
alors G et I', (M), on aura ¢, =1 (9,), et le théoréme sera démontré.

Or, tout élément de I', (M) est une combinaison des puissances divisées
d’un nombre fini d’éléments de M, soient z,, ..., z,. Puisque M est la
limite inductive des M,, il existe un «€1 et des éléments

Lygy ooy Lpog €My tels que  a;== 94 (%) (i=1, ..., p).

Il est alors clair que l'élément considéré de I', (M) est dans I'image
de T (qa). C. Q. F.D.

8. SUITES EXACTES AU siENs DE GRoOTHENDIECK. — Pour énoncer
commodément nos résultats ultérieurs, il sera commode d’utiliser les
notions suivantes.

DériniTioNn 1. — On appelle suite exacte de type I (au sens de
Grothendieck) et I'on note

i o
A—7B5C
S

la donnée de trois ensembles A, B, C, de deux applications f, et fo de A
dans B et d’une application g de B dans C, de telle sorte que :

10 g est surjectif.

20 quels que solent y,, y. €B, les deux conditions suivantes sont équi-

valentes :

a. g (y1) = g (ya);
b. il existe z€A tel que y, = fi (z) et y. = f» ().

DiriniTioNn 2. — On appelle suite exacte de type 11 (au sens de
Grothendieck) et 'on note

J By~
A—B G

la donnée de trois ensembles A, B, C, d’une application f de A dans B
et de deux applications g, et g, de B dans C, de telle sorte que :

1° f est 1injectif;
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2° f applique A sur 'ensemble des éléments y de B pour lesquels
8: (y) = 8 (y)-

S1 A, B, C sont trois modules sur le méme anneau et si les applications
considérées sont des homomorphismes, on peut ramener les deux notions
précédentes a celle de suite exacte au sens ordinaire.

Pour le type I : On vérifie immédiatement que la suite exacte
Si 8 ‘
(I A—=B—C
£

est équivalente 4 la suite exacte ordinaire

(1 A—LsBxB—2>C—>o,

ou u est définie par
u(z) = (fi(2), fa(2))

et ou ¢ est définie par
vz, y) =8(x) —8(y) (=8(x—y)).
D’autre part, la méme suite (I) entraine la suite exacte ordinaire

AL B f ¢ o.

Pour le type II : La suite exacte

(11 AL
82

est, comme on le vérifie trivialement, équivalente a la suite exacte ordinaire

(1) 0 AL B AT

Revenons a la suite de type I précédente ou, ce qui revient au méme,
a la suite (I'). St R est un autre module, on en déduit la suite exacte
M®SR

AQR“®" BxB) @R CQR— o,

avec

(«@) (2@ r)=(fitx). fo(z)) Q"
et

(@) (2, y) Q1) =8(x—y) Q7

En identifiant de maniére classique les deux modules (BXB) @ R et
(BQ R)X(B @ R), on en déduit la suite exacte

AQR—>(BQR)x(BR)——>C®R—s>o,
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ou les applications u’ et ¢’ sont définies comme suit :

W(2Q@r)=(fi(z) @ fp(z) Q1)
=((/iQem) (zQ7), (2Q ) (z Q7))

et, s1 z et 27€B @ R, avec
z:2y1® r; et ;’:23/}.@ ,"j,
! Y
¢ (5, 5) = (v R er) (Z(yi, o) ® ri+2 (0, %)) ®,,/)>
i i
=25 @ri— X&) @ ri= (s Q) (s —3).
i j

Autrement dit, d’aprés ce qui précéde, de la suite exacte (I) on déduit
la suite exacte

./'1®ER g®5R
(1) AQR—IBQR—>C®R.
f:®%,

Nous indiquoné enfin une autre propriété liée a la suite (I). Soit un
module D et soit & une application de B dans D telle que heof, = hof,
AZEB 550

Ja e

J/l lf/h'

D
Soient y, et y. deux éléments de B tels que g (y,) = g (y.). Il existe
donc z€A tel que

yi=fi(z) et yp=fi(x);
d’ou
h(yd) =hofi(x) =hofs(x) =h(y:).

Il en résulte qu’il existe une application unique
R: C—>D telle que A ="/'og.
9. Lois POLYNOMES ET SUITES EXACTES. — On considére trois

A-modules M, M’; N et un homomorphisme «: M — M'. A toute loi poly-
nome '€ < (M’, N), on peut associer la loi polynome

f=Floaeq (M, N).
Nous poserons, dans ce paragraphe : f= & (f’), ce qui définit une appli-

cation linéaire
&: @(M,N)—>2(M, N);

& est Papplication canoniquement déduite de «, déja considérée dans la
proposition IV.3. Nous démontrerons le théoréme suivant :
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Tukoreme IV.4. — Sotent M, M’', M” et N quatre A-modules. Soient a,
et o, des homomorphismes de M dans M’ et 3 un homomorphisme de M’
dans M”. Alors, st la suite

%y :
M —_— Ml 6 M//
Qg

est exacte, la sutte
fﬂﬂN%j»WMﬂmﬁgwam
est aussi exacte. -
19 B est injectif : Soit
f'e2 (M, N)  telque Bf'=o.
Pour toute algébre R, on a donc
(Bf”)a.-:o, soit  fro(B @ eg) =o.
Mais comme § ) ¢ est une surjection de M’ @ R sur M”" @ R, c’est

"

que fy = o, d’ou f" = o.
20 Exactitude en < (M, N) : Soit
flex (M, N) tel que & f' =@, f';

Il faut montrer que f’ est dans 'image de 3. Pour tout z€M @ R, on a
(&1f')lt(5) = (& f")r(5), '

fit° (0 & er) :fﬁ°(dz®€n)-

Or, d’aprés le paragraphe précédent, la suite

c’est-a-dire

n®n LY
MQR—IMQR_ 2" WQR
% @cp
est exacte; donc, d’aprés le dernier résultat de ce paragraphe, il existe
une application fy et une seule de M”" @ R dans N Q@ R telle que
fr = fu o (B @ &). Montrons que les f; déterminent une loi polynome sur
le couple (M”, N).

Soit w:R - R’ un homomorphisme d’algébres. Soit z” un élément
de M” ® R, nécessairement de la forme (f Q@ ¢;) (z) avec z7€M’ @ R.
On a

o (ew @ u) (5") = fro (e @ u) o (B er) (5) = fivo (B ew) o (e @ 1) ()
=fwo(ew@u) (3) = (ex@ ) ofi (5') = (ex@ ) o fr ().

La famille des applications f; définit donc bien une loi polynome
frex (M” N), et 'on a

f=rep=5",

C. Q. F. D.
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Il reste a prouver, enfin, que &, o § = &, o f. Or, il est clair que
&105:531 et 5205:5;2;
comme {a, = fa,, le théoréme est démontré.

10. SUITES EXACTES ET ALGEBRES DE PUISSANCES DIVISEES. — Nous
utiliserons le théoréme précédent pour démontrer le

TatorEME IV.5. — Sotent M, M’, M” trois A-modules. Sotent o, et o,
des homomorphismes de M dans M’ et 3 un homomorphisme de M’ dans M”.
Alors, si la suite

%y
M—= MM

&y

est exacte, elle se prolonge aux algébres de puissances divisées en suite exacte

r(M) r(M') L@, r ).

Pour prouver ce théoréme, il suffit de démontrer, pour tout entier n > o,
Pexactitude de la suite

re

n(M)”_—*T (M) —— T (M").
)

Or :

1° on voit trivialement que I' (B) est surjectif puisque 3 lest;

20 il est évident que

F(B)ol (a) =T (B)ol (22),
autrement dit
L(Bai) =T (Ba),

car on sait que (o, = Pas;

30 1l reste a établir que, si Y, et Y, €, (M’) ont méme image par I' (),
ils sont les images par I' («,) et I' (x,) respectivement d’'un méme élément
de I', (M). Pour cela, nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme. — La suite

1, (M) =l p oy YO e ) —— s

est exacte.
Le seul point non trivial a établir est que le noyau de I' (B) est inclus

dans 'image de I' («,) — I' (2,). Or, pour tout module N, le théoréme IV.4
nous donne la suite exacte

% — a?

0——> Ty (M", N) ——5 @, (M, N) =% ¢, (M, N).
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D’apres la proposition IV.3 cette suite exacte se traduit, par isomor-
phisme, en suite exacte

oI'B)

ol @) —I'(ay);
—_—

0> £ (Tn(M"), N) > 2 (T (M), N) £ (Ln (M), N).

Appliquons ceci a la situation suivante. Soit G l'image de T, (M)
dans T, (M) par Papplication I' (a,) —T (a;), et prenons pour N le
module T, (M)/G. Soit ¢'€r (I, (M), N) P'application-quotient cano-
nique. Il est clair que 'image de ¢’ dans ¢ ([, (M), N) par le diagramme
précédent est nulle. Il existe donc

o€ (T, (M), N)  tel que ¢'=o"o[(B).
Dés lors, le noyau de I' (8) est évidemment inclus dans le noyau de ¢,
c’est-a-dire dans l'image de I' (&) —I' (a;). Le lemme est démontré.
Soient alors Y, et v,€Il', (M), ayant méme image par I'(f3):
T (vi—y) =o.
D’apres le lemme, il existe Y€, (M) tel que
Ti—Ye= (I'(a) — T (2)) (7).
Il existe alors un Y €l’, (M') tel que |
=T y+y et v,=T(aw)y+7.
Mais v' s’exprime par une combinaison des puissances divisées d’un

certain nombre d’éléments de M’, soient z,, ..., ,. La relation triviale
B8 (z,) = B(«,) montre qu’a chaque x, on peut associer un ;€M tel que

Zy = oy (23) = oy (23).
Soit v, I’élément de I', (M) obtenu en remplagant, formellement, chaque z,
par z; dans 'expression de y'. Alors, on a
'}'I= r (011) Y11= T (“2) Y1
et donc aussi
Vi=(a) (v+7) et yi=T(a)(y+710)-
Le théoréme est démontré.

Nous donnerons de ce théoréme I’application suivante. Soit la suite
exacte (ordinaire)

o—-)N_—e-)»M——}q P—->so.

On identifie N & un sous-module de M. Considérons les deux applications
linéaires de NX M dans M définies respectivement par

a (@, y) =y et a (2, y) =2 4 y.
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Alors, la suite

Ay
NxM—:M-7,P
L2

est exacte. En effet, ¢ est bien surjectif; si y et y’€M sont tels que
q (y) = q (y'), 1l existe z€N tel que y' — y = =z, de sorte que

» y=a(zy) et y=a(z,y);
enfin, quel que soit (z, y) €ENXM, on a
qu(z, y)=qu(z,y)  (=49())-
Le théoréme IV.5 nous permet donc d’écrire la suite exacte

INCAH)
P (N><M) ——2T (M) L9 ey,

d’ot 'on déduit la suivante :

T o) —T (@) T

(N x M) ' (M) I (P)— o.
Le noyau de I'(q) est donc l'image de I'(NXM) par Plapplication
I' (¢3) —TI' (a;). Un systéme de générateurs de ce noyau (en tant que

module) est donc I’ensemble des éléments du type
T (a) ((21; y) ™o (@, yp)l) — T (an) ((@1, y)RL L (25 yp) )
= (@4 y )R (x,+ yp)El— yill Lyl (z;€N, y;€M, k> o).
Les termes en y|"...yY" s’éliminant, on reconnait que tous ces éléments
appartiennent a 'idéal I de I' (M) engendré par les éléments de type z!”
(z€N, n >~ 1). Mais il est clair que, réciproquement, I est inclus dans le
noyau de I' (¢). Donc :

ProrositioN IV.8. — De toute suite exacte

o—>N—sM-25P 5o

on déduit la suite exacte

0o—>I——>T(M) L0 T (P)—so0,

ot I est 'idéal de I' (M) engendré par les éléments de type ', avec x €N
et n>> 1.

11. Erupe pe € (M, N) paNs LE cAs ou M EST UN MODULE-PRODUIT.
— Nous nous proposons maintenant d’étudier les conséquences du
théoréme IV.1 pour les lois polynomes sur un couple (M, N), dans le
cas ou M est un module-produit : M = M, X M..
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Il existe une succession d’isomorphismes canoniques que nous écrivons
ci-dessous et que nous expliquerons a leur suite :

@ Dp(M; < My, N) —> £ (I (M, x M), N); .
B £ (Tu(Mix< M), N) > @ # (Fe(M,) @ Dos (M), N)

(T (My) @ L (My), N) — £ (T, (M), £ (L (My), N)) 3
£(0 (M), £(Ty (M), N)) — £ (L, (M), 2, (M, N))s
e £ (T (My), 2,(My, N)) =2, (My, 2, (M,, N)).

3, —2

L’isomorphisme « résulte du théoréme IV.1; ( provient du théoréme I11.4
(chap. III, § 9), de la remarque a qui suit la démonstration de ce théoréeme,
et de I''somorphisme canonique entre les modules

o (éork (M) @ Tag (M), N> et éo £ (TH(M,) @ T (M), NY;

Y est un isomorphisme classique; & et ¢ résultent également du
théoréme IV.1.
On sait que
Qn(Mi XM‘Z) N) — @ f?r,s(Ml XMg, N).

r+4+s=n

Nous allons démontrer la

Prorosrtion IV.9. — Si r + s = n, homomorphisme, {3 « a défint par
le tableau précédent applique

@ (M <My, Ny sur 2 (0 (M) @ T (M), N).

Il revient au méme de montrer que, par l'isomorphisme réciproque,
un élément ¢ de « (I, (M) @ I'; (M,), N) correspond & une loi poly-
nome [ de bldegre (r, s).

Soit donc R une algébre et un élément z€ (M, XM.) @R, s’écrivant

s=(@n, y1) @it ..+ (Zp ¥p) QTp-

Nous allons, a laide de o, calculer f;(z). On calcule d’abord

4

wy (") el’, (M x M., N) @ R:

wg (81M) = Z (21, y1)H. L (2, yﬁ)u‘ﬂ@"ﬁ’-'-’fg”

ki+...+kp=n

Puis, on transforme par isomorphisme les éléments de T, (M,XM.) en
éléments de I' (M,) @ I’ (M‘)) On obtient

Z 2 s‘ (2 .. xl’p Q il y%"p*"v‘) ® ri.. .r;p

ki kp=n =0 ip=0

Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 36
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On a alors

~ , F— i n .
Jr(z) = 2 2‘ ooyl 2 Qi 'u..)}fp By @ rit. .. ri.

- l‘,+4..+k,,:n A4y =71

On reconnait immédiatement que

fex, (M, xM,, N).
C. Q. F. D.

Nous allons maintenant expliciter I'isomorphisme
oyBa: Do (M <X My, N)— @, (My, 25,(M,, N)).

Mais, pour ce faire, nous procéderons indirectement.

Soit une algebre R. Pour tout z.€M. @ R, on définit une application
R-linéaire z, de 2, (M., N) ® R dans N @ R en posant, pour g€ <, (M,, N)
et reR, '

5(gQ@r) =gr(z)r

(cette multiplication par r étant la multiplication scalaire dans le R-module
N ® R). Pour un élément Z fixe de <%, (M., N) ® R, l'application
zy — 25 (Z) de M; @ R dans N @ R sera dénotée Zj, de sorte que

2 (L) =Zn (52).
S1 Z=g, Qri+...+ gQr, cela revient a poser
(&1Q@ri+. ..+ 8, Qrp)r(5:) = (g)R(5) ri+... 4+ (&) (32) 7).
On voit immédiatement que, si r€R, on a

Ly (3or) = Ly (3s) 1.

D’autre part, soit u: R — R’ un homomorphisme d’algébres. Alors

P 14
(ex® u) (Zn (52)) = 3, (5@ 1) g1 (52) uri= Y g ( (e, @ ) 52) ury
i=1 i=1
= ((eq,on,m@ u) L)r ((en,Q ) %)
Nous considérons maintenant un élément

fe‘jr(Mh f’?s(l\llﬁa N))

Pour z,€M, ® R et z,€M. @ R posons

T (315 32) = (fu(50))u (22)-
On définit ainsi une application f, qui applique le module

(M;@R) x (M,@QR) = (M, x M;) QR dans N®R.



LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES EN THEORIE DES MODULES. 287
Nous allons voir que la donnée des f, constitue une loi polynome

fe e'Z"r,‘s'(N-[i < M21 N)

Pour ce qui est des degrés, aucune difficulté; on a, en effet,
Fa(zad, map) = fa(z, @) s (%, peR).
Maintenant, soit u: R — R’ un homomorphisme d’algébres. On a
T ((en, @ 1) 21, (e, @ ) 52) = (fiv (e, @ ) 20) I ((ew, @ ) 52)
= ((eg,0u,m@ u) o fa(51) )r ((en, @ ) 52)
= (ex®-u) ((fa (310 (52)) = (@ w0) Ju (51, 7).

C. Q. F. D.

L’application de <, (M,, <, (M,, N) dans <, ,(M,;XxXM., N) définie
‘par f— f est visiblement A-linéaire. Nous montrerons maintenant que
cette application est l'inverse de Iisomorphisme eyBe déja rencontré
plus haut. Autrement dit :

Prorosition IV.10. — Pour tout couple d’entiers r et s >~ o, il existe
un isomorphisme canonique entre les deux modules ., (M;XM,, N) et

2, (M,, 2, (Ma, N)), de telle sorte que si [ est un élément du premier et si f
est son associé dans le second, pour 2, €M, Q R et z.€M. Q R, on a

Su 51y 52) = (f (51) ) (5s)

L’isomorphisme f — f n'est autre que Uapplication &yBa, ot o, B, Y, 2, ¢
sont les tsomorphismes défints au début de ce paragraphe.

Pour démontrer cette proposition il suffit, en conservant les mémes
notations que précédemment, de montrer qu’on a

f=redyBaf

Soit o€ (I, (My), €, (M., N)) Papplication linéaire associée a f;

on a donc f = 9. De méme, soit
("P’E.L? (I‘r(M1) ®rs(M2), N)

Papplication linéaire associée & f; d’aprés la proposition IV.9, on a
% = Baf. 1l reste 3 montrer que ¢ = 5Y.

Soient

s=21Qri+...+zx,Q@r,eM;@R

et

G=y1Q81+...+y,Qs, eM;RR.
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Nous allons calculer fi, (21, 2.) & I'aide de 3. Tout d’abord, le couple (z;, z.)
est 1dentifié a ’élément suivant de (M, X M,) ® R :

r s
D@ 0) @ ri+ N, (0, ) ® s

i=1 j=1

en utilisant la formule qui a servi pour la démonstration de la propo-
sition IV.9, on trouve aisément, aprés avoir éliminé les termes trivia-
lement nuls,

s Zﬁ ~

./R (‘;“ 52) — (P< [(L ‘ZV]PW@‘}“/“ . q)) ® r/1 ,‘/)’)Sﬁli . S/;‘l.
Z'1+‘..+l’],:r
/I1+...+}l,’:‘s

Par ailleurs, on a

\ 3 : 3 X
MGo= N (@l el @k
kit hp=r
Donc

Julsn )= X (9@ .alll)) (=) rie...rly.

l‘1+...+k,,:r

Supposons que R = E (A) et que les r; et les s; sont des indéterminées
toutes distinctes; il vient de la

(9 (@ albl)) (z0) = 2 B (@ @ Ly ) @ sl sl

/1,+...+/l,,:s

Il en résulte par linéarité que, pour tout vy, €I, (M,), on a

QU ()= X Fn@y.. .yl Qs sh.
Ryt o+ hg=s
L’application linéaire € (I, (M), N) associée a ¢ (V) €<Z, (M,, N)
vérifie donc

YA ) =F (@ a ).

On en déduit par linéarité que, pour tout Yy, €L, (M,), on a

Y(r2) =8 (11 @ 12)-

~

On reconnait ainsi que X (%) n’est autre que l’apphcatlon linéaire v, — .
Mais comme ¢ est associée a @ (i), 6y () n’est autre que l'application
Y1 = @ (71). Donc

Y (3) =9.
C. Q. F.D.
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CHAPITRE V.

L’APPLICATION DIAGONALE.
[’ALGEBRE DES FORMES POLYNOMES.

1. I’APPLICATION TRIVIALE : é) I' M) - T' (M). — Soit M un A-module.
Pour tout entier p > 1 la lo1 multiplicative de I' (M) définit une appli-
cation linéaire

P
o QT (M) —T (M),
vérifiant
Pp (Y1Q -+ @ Yp) = Y1+ -7p (r:€T' (M)).
i, est un homomorphisme d’algébres.
D’autre part, considérons 'application linéaire =,: M? -~ M définie par

Tp (X1y « ooy Xp) =Ly~ ..+ X,

On en déduit un homomorphisme d’algébrés
| I'(m,): I'(MF)—T(M).
Mais du théoréeme III.4 on déduit uﬁ isomorphisme 0, entre les
algebres I' (M”) et é I' (M), tel que
0, (@ v z)) = D FR...Qan.

Ny Ay =R

Prorosition V.1. — Le diagramme

(M) 25 @T (M)
Iimp)\ /4
AT (M)
est commutatif.

Pour un générateur (zi, ..., z,)" de I' (M”) on a, en effet,

U (7,) (Z1s vy @p) W) = (@1 4+ oA ) = Z 2l

111+‘..+nl,:n
= (ppo0p) (215 -y 2p)™).
C. Q. F. D.

Notons que, pour tout module N, application
T'(np): T'(MP) T (M)

détermine une application linéaire de £ (I' (M), N) dans 2 (I' (M), N),
donc une application linéaire I, de & (M, N) dans < (M”, N). D’apres la
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proposition IV.3, on a ll,f = fo =, Autrement dit, Il, est I'opérateur de
polarisation déja défini au chapitre II.

2. L’appricaTiON DIAGONALE I' (M) — éI‘(M) — Considérons main-
tenant I'application ¢,: M -» M? définie par 2 — (z, ..., 2). On en déduit
un homomorphisme d’algébres

[(3,): T(M)—T(M?).

Comme ci-dessus, on déduit de I' (3,) une application linéaire
A L (M7, N) -2 (M, N),
qui n’est autre que 'opérateur de contraction déja défini au chapitre II.
Considérons I’homomorphisme d’algébres A, = 0,-T(3,) de T (M)
dans él‘ (M). On a |
: A, (2) = 2 2N, .. Q i,

.. .+nP:n

On posera A, = A. L’homomorphisme d’algébres

A: T(M)-T(M)QT'(M)
s’appellera 'application diagonale de I' (M) dans I' (M) @ I' (M). La connais-
sance de A suffit & déterminer A, pour p >~ 2; cette détermination se

fait par récurrence comme suit. Supposons quon ait déterminé A,
En écrivant (indifféremment)

ron=Crom)erm o RrM=rone(erm)
on a

ProrosiTion V.2 :

Ap+1:<5,,§ ®A> p== (A@ >0A/,.

o "® ran

Partons, en effet, d’'un générateur " de I' (M). On a

<(s"§ lw,\l»® A>°Ap) () = 's/, S A)< 2 v @ xn,,:>

Ny ARp=n

S e ®r~,.®(

II1+...+ILI,:__H

Ryt A Rp =R

rz’—f n" =1,

[
'11,‘)® 2 HP] >

Démonstration semblable pour 'autre expression de 1A,., que donne
la proposition V.2. C. Q. F.D.

En particulier,
Era®@A)e A=A @em)ed  (=A4;).
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3. L’aveiBre I' (M). — Nous désignons par I'* (M) le dual du
module I'(M). Ce module est isomorphe au produit direct des modules I', (M),
ce qui permet d’y introduire une notion de degré et d’homogénéité : un
élément de I'*(M) sera dit homogéne de degré n si sa restriction a I', (M)
est nulle pour p # n.

Nous munirons I'* (M) d’une structure d’algébre de la maniére sui-
vante : pour deux éléments ¢ et ¢ de I'* (M), nous posons

= (e @),

cette application ¢ est une application linéaire de I' (M) dans A @ A = A,
c’est donc un autre élément de I'* (M). L’application (9, ¢) — ¢ est,
visiblement, bilinéaire. Elle est aussi symétrique. En effet, soit ¢ 'apph-
cation de I' (M) @ I' (M) dans lui-méme définie par

(Y®T)=Y®;

I est clair que o, donc aussi oo A, sont des homomorphismes d’algébres.
Or, de toute évidence,

goAx=Ax™; donc coA = A.

D’autre part, il est clair que

(VR®9)oA=(9Q¢)ocoA.

Il en résulte bien que ¢y = Jg. Si 1* désigne la forme linéaire sur I' (M)
qui, a tout élément de I' (M), associe sa composante homogene de degré o,
on vérifie trivialement que 91* = ¢. Nous aurons donc montré que, muni
de la multiplication (¢, §) > ¢, le module I'* (M) est devenu une algébre
commutative unitaire si nous prouvons enfin que, pour ¢, ¢, &l (M),
nous avons
(o) 0 =09 (49).

Or

(29) 0=(9¢ ® D)o A= (((Q¢¥)°d) ®)cA=(¢ QI &) (AR e y)eA
=@V ®0)o(epy®A) o A=(9Q (($ Q) cA)) A= (s QYH)cA=05 (J0).

On peut vérifier (et nous en verrons une autre raison tout a I’heure)
que, si ¢ et U sont homogénes de degrés respectifs r et s, alors o est
homogéne de degré r 4 s. On peut donc dire que I'* (M) est une algébre
graduée (bien que, a proprement parler, le module I'" (M) ne soit pas
exactement un module gradué : ce n’est pas une somme directe...).

Remarque. — Cette construction d’une structure d’algébre sur I'* (M)
a partir de I'application diagonale (ou coproduit) A résulte d’'un principe
général applicable a toutes les coalgébres (par exemple, ¢f. Cartier, Sémi-
naire Sophus Lie, Paris, 1955-1956).
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4, I’ALGEBRE DES FORMES POLYNOMES SUR UN MODULE.

DérinitioN. — On appelle forme polynome sur un module M une loi
polynome sur le couple (M, A), ou A est considéré comme module sur
lui‘méme. Le module des formes polynomes sur un module M se
notera ¢ (M) au lieu de < (M, A). Pour toute f€< (M) et pour toute
algebre R, fi est donc une application de M @ R dans R.

D’apres le chapitre précédent, il existe un isomorphisme canonique
entre le module <, (M) des formes polynomes homogénes de degré n et
le module I', (M), dual du module T, (M).

Soient deux formes polynomes f et g€ < (M). Soit 3 la loi polynome
sur le couple (AXA, A) qui prolonge Papplication bilinéaire AXA — A
définie par la multiplication dans A. On définit alors un autre élément fg
de @ (M) en posant fg= 0 (f, g). De facon plus explicite, pour toute
algebre R, l'application (fg)x de M@ R dans R est le produit des apph-
cations fy et gy au sens de la multiplication des applications d’un ensemble
dans une algebre

(S8R (5) = fr(5) &n ().

La forme polynome fg s’appelle le produit des formes polynomes f et g.
A Paide de la formule

(f&)r=[rg&n

il est trivial de vérifier que, muni de cette loi multiplicative, < (M) est
devenu une algébre commutative. Cette algébre est unitaire, I'unité étant
la forme polynome constante définie par I’élément unité de A. Si f et g
sont homogeénes, de degrés respectifs r et s, alors fg est homogeéne de
degrés r + s. On peut donc dire que & (M) est une algebre graduée, avec
la méme restriction toutefois que plus haut concernant I'algébre I'* (M).

TutoreME V.1. — L’injection canonique de % (M) dans I'* (M) (résultant
du théoréme IV .1 et de la proposition IV .2) est un homomorphisme d’algébres.

On vérifie immédiatement que 1 et 1* se correspondent; reste a montrer
que l'isomorphisme canonique conserve la multiplication. Soient f et
g€ (M), correspondant & ¢ et €l (M). Si R est une algébre et si
zEMQR, avec z=2z, Qri+...+2,Qr, on a

fu (s )— Z o (afil. . allel)y Pl Ly,

/;

,L hy, n e
<‘JR E kl/ . x[pﬂ)r‘;...lpp.

,l

() = X Ao, s,
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avec

np

_2 N () (L)

kp=0 -

ny .
=% N - 2 2l @ =)

k=0 kp=0
= (@ Q) oA(a. ..y = (9§) (2!, . .2iT).

C. Q. F. D.

5. QUELQUES PROPRIETES DE LA MULTIPLICATION DANs <% (M). —
S1 f et g sont deux formes polynomes sur M, la polarisée d’ordre p de
leur produit est égale au produit de leurs polarisées d’ordre p

ﬂp(fg):H,,(f)H,f(g).
Car s1 z,, ..., 2,€ M Q R, R étant une algebre, on a
(B4 +5)) = a5+ o+ 5,) gr s+ .+ 5,).

Tout aussi trivialement, on démontre que, si. f et g appartiennent.
< (M”), la contraction de leur produit est égale au produit de leurs
contractions.

\

Différentielle d’'un produit. — Dans la relation
IL(fg) =1L /g,

prenons de chaque membre la partie linéaire par rapport au second argu-
ment; on obtient

(D)) (my m') = f(m) Dg (m, m') + g (m) Df (m, m'").

En particulier, en composant m’ avec 'application constante z (zx €M),
on a

9 oy — 95 9
%(fo)—f%“"o dw’

Jd
ce qui montre que les dérivations partielles - sont des dérivations d’ algebre

D’une maniére générale, on peut calculer la différentielle d’ordre n
d’un produit. On obtient

D (fg) = Y\ D f.Drkg

k=0
et, en composant m’ avec 'application constante z, on a

n
du d[(‘] d,’/t—l‘]
o (J8) = mfmg‘
k=0
Ann. Eec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 37
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Cette formule est plus précise que la formule de Leibnitz, qu’on en déduit
en multiphant les deux membres par n !

Intégrité de & (M) :

Proposition V.3. — La condition nécessaire et suffisante pour que
Panneau < (M) soit intégre est que 'anneau A le soit.

La condition est nécessaire, car A est un sous-anneau de < (M) (sous-
anneau des formes polynomes constantes). Montrons qu’elle est suffi-
sante. Soient f et g€ (M), telles que fg = o. Supposons f £ o; alors,
few 7= 0, et il existe donc Z,€E (A) tel que

Jew (Zo) #Zo.

Soit Z un élément quelconque de E (A). Soit T une indéterminée qui ne
figure ni dans Z ni dans Z,. On a

Jewy ((Z—=7y) T +Zy) e ((Z—7y) T+ Zy) =o.

Comme fyu (Z—72Z0) T + Z,) et g (Z—7Z,) T 4+ Z,) sont des poly-
nomes a coefficients dans I’anneau A intégre, 'un au moins d’entre eux
est nul; or, le premier n’est pas nul, car par la spécialisation T — o, ce
polynome devient f,x (Z,) % o; donc

Sem((Z—2y) T+ 1Zy) =o.

Par la spécialisation T — 1, on a -alors

Lea (L) =o, donc gguy=o et g=—o.

C. Q. F. D.
6. Le FoNcTEUR . — Soit a: M -~ M’ un homorphisme de A-modules.
On en déduit une application < («): € (M') - % (M), définie. par
2 () (f) =foa.

Il est trivial de vérifier que € («) est un homomorphisme d’algébres.
Si 3: M — M” est un autre homomorphisme de modules, on a

C(Boa) =X (a)o % (B).
Enfin, € (¢y) = ¢, . Par conséquent :

La correspondance M — % (M) définit un foncteur contravariant qui fait
passer de la catégorie des A-modules dans celle des algébres sur A.




DEUXIEME PARTIE.

LOIS FORMELLES.

CHAPITRE VI

THEORIE GENERALE DES LOIS FORMELLES.

Nous donnerons dans ce chapitre au mot algébre un sens plus étendu
que dans les précédents chapitres. Désormais, nous entendons par « algébre »
(s1 aucune autre précision n’est donnée) une algébre commutative et
associative définie sur 'anneau A, mais non nécessairement pourvue d’un
élément unité. S1 R et R’ sont deux algebres, un homomorphisme d’algébres
u: R — R’ sera simplement un homomorphisme de A-modules qui respecte
la loi multiplicative, sans aucune considération, et pour cause, d’unitarité.

Nous ferons aussi un usage systématique des notations suivantes
Soit M un module gradué

M= & M,.

n=o
Nous désignerons par =, la projection canonique de M sur M, et par ="
n
la projection canonique de M sur @ M,. Les mémes notations serviront
k=o

aussi, avec la méme définition, dans le cas d’un module produit

M:['[Mn.
n—o
Dans l'un et P'autre cas, st z€M avec x 7 o, nous désignerons par w (z)
et appellerons l'ordre de z le plus petit entier n tel que =, (z)# o.
Nous posons ® (0) = + o. Le module des éléments de M d’ordre > n
se notera @M. Le module ©'M se notera le plus souvent M,.

1. Lois ForMELLES SUR UN coupLE (M, N). DErinirioNn. — Pour toute
algébre R, soit I (R) Pensemble des éléments nilpotents de R; I (R) est
un sous-module (et méme un idéal) de R. Pour tout module M, on désignera
par M (R) 'image de I’application canonique M @ I (R) -~ M @ R déduite
des injections canoniques M — M et I (R) - R. Autrement dit, un élé-
ment z de M (R) est un élément de M & R qu’on peut écrire sous la forme

=2, Qri4 2, Q 1y
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avec 7;€EM, r,€R et r; nilpotent (i = 1, ..., p). Chaque fois qu’on écrira
un élément de M (R) sous la forme

2 Qri+...+x,Qr,
on supposera toujours, sans le répéter, que les r; sont nilpotents.

St on a un homomorphisme d’algebres u: R — R’, il est clair que la
restriction & M (R) de Papplication ¢, @ u a son image dans M (R');
lapplication de M (R) dans M (R’) qui en résulte se notera encore ¢y Q u.

DerinitioNn. — Soient M et N deux A-modules. On appelle « loi
formelle f sur le couple (M, N) » la donnée, pour toute algébre R, d’une
application fx de I’ensemble M (R) dans ’ensemble N (R) de telle sorte
que, quelles que soient les algebres R et R’, et pour tout homomorphisme
d’algébres u : R — R’, le diagramme suivant soit commutatif : '

I
M (R) —5 N (R)
5M®u 5N®lt
Vo fa Y
M (R') > N (R')

2. Le mopuLe - F (M, N). — Nous verrons bientot que les lois formelles
sur un couple (M, N) forment un ensemble, que nous noterons &F (M, N).
Il est clair que cet ensemble sera muni d’une siructure de A-module si
Pon définit, pour f et g€F (M, N), leur somme f + g par la donnée des
applications (f + g)x = fa + gu, et le produit de f et de A€A par la
donnée des applications (Af)y = Afy.

Plus généralement, soit (fi); une famille de lois formelles sur un
couple (M, N). On dit que la famille est sommable si, pour toute algebre R
et pour tout z€M (R), la famille des éléments (fi)x (z) (1 € I) n’a qu’un
nombre fini de termes non nuls. Lorsqu’il en est ainsi, on peut définir
pour toute algébre R une application f, de M (R) dans N (R) en posant,
pour tout z€M (R),

Je(3) =D (fom(s).

i€l

On vérifie trivialement que la donnée des f, est une loi formelle f sur le
couple (M, N) et ’on écrit

iel
On dit que f est la somme de la famille ().

3. L’appricaTiOoN caNoNiQueE ¢: %, (M, N) -~ & (M, N). — Confor-
mément aux notations annoncées, nous notons ¢, (M, N) le module des
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lois polynomes sur le couple (M, N) sans terme constant (c’est-a-dire dont
la composante homogéne de degré o est nulle). Nous allons montrer 1’exis-
tence d’une application ¢ qui, a tout g€ <. (M, N), associe une loi formelle
sur le couple (M, N).

Nous aurons besoin du résultat suivant concernant les lois polynomes.

Prorosition VI.1. — Soit f€ %, (M, N) une lot polynome sans terme
constant. Soit € £ (', (M), N) Vapplication linéaire associée o f. Soit R
une algébre (au sens général défint plus haut). Il existe alors une application

fi: MR~ NQR telle que, st

»
;eM®R  avec = :Zx,- R ri,

i=1

on ait

(1) Sy = D e all) @i ..

kit kp >0

Pour tout homomorphisme d’algébres u: R — R’, le diagramme suivant
est commutatif : '
J,
M®R-—>NQ®R
5M®u I EN®M

v Ja
MR Z>NQR

.

[Dans D’écriture de la formule (1), nous faisons la convention qu’un
facteur du type r’ (r€R) ne doit pas étre écrit; 'absence éventuelle d’un
élément unité de R empéche, en effet, de le prendre égal a 1... La condi-
tion k, +...+ k, % 0 est donc essentielle.] La proposition étend les
propriétés fondamentales des lois polynomes au cas d’algébres R et
d’homomorphismes u non nécessairement unitaires; mais on doit se
restreindre aux lois polynomes sans terme constant. '

Notons déja que si 'existence de fy, vérifiant la formule (1), est assurée
pour toute R, alors le diagramme considéré sera visiblement commu-
tatif. Pour protiver 'existence de fy, nous ferons la construction suivante.
A toute algtbre R, associons le module R = AXR. On définit dans R
une multiplication en posant, pour a, bEA et r, s€R

(a, r) (b, s) = (ab, rs + as + br).

On vérifie que R devient ainsi une algébre associative, commutative et
unitaire sur A, I'unité étant I’élément (1, o). L’injection canonique de R
dans R définie par r — (o, r) fait de. R une sous-algébre de R. Comme le
module R est alors facteur direct du module R, on peut, pour tout
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module M, identifier le module M @ R 4 un sous-module de M ® R-
La restriction fi de fzr 8 M @ R vérifie

(2) (@ @r+...+x2,Qr,) = Z g(athl . 2y @ rhs. . ks

k,+...+l-,,>o

comme k; ...+ k, > o, on voit que tous les termes du second membre
appartiennent &8 N @ R. L’existence de i : M@ R > N® R est donc
prouvée. '

Nous observons que, si ry, ..., r, sont nilpotents, il en est de méme
de ry'... riy pour ky 4...+ k, > o; donc, fi applique M (R) dans N (R).
La commutativité du diagramme de la proposition VI.1 montre que la
donnée des applications f; [restreintes a M (R)] est une loi formelle f sur

le couple (M, N). Nous notons p la correspondance f—f ainsi définie.
Quand il sera établi que & (M, N) est un ensemble, on pourra dire que
est un homomorphisme du module <€, (M, N) dans le module & (M, N).
On peut méme montrer facilement que si f€<%, (M, N) est la somme
localement finie (c¢f. chap. I, § 5) d’une suite f, de lois polynomes sans

terme constant, alors la suite (¢f.) est sommable dans & (M, N) et ’on a

4. Lols FORMELLES HOMOGENES.

“DerintTIoN. — Soit n un entier > 1. On dit qu’une loi formelle f sur le
couple (M, N) est homogéne de degré n si, pour toute algébre R, pour
tout z€M (R) et tout r€R on a

Ja(sr) =fa(r)r.
. Les lois formelles homogénes de degré n forment un module &, (M, N).

Ezemple. — La formule (1) du paragraphe précédent montre clairement
que . :
' si f€e2,(M,N), alors pfeF,(M,N).

Nous noterons 2, la restriction de ¢ a <, (M, N). Nous montrerons que 9,
est un isomorphisme de modules.

Si M est un module produit, on définirait de méme les lois formelles
multthomogénes (cf. chap. I, § 8). Il est trivial de vérifier que, si f€ 2, (M, N)
est multihomogeéne, alors ¢f€F (M, N) est multihomogéne de méme
multidegré.
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5. DEcoMPOSITION D’UNE LOI FORMELLE EN LOIS FORMELLES HOMOGENES.

Tutoritme VI.1. — Pour toute lot formelle f sur le couple (M, N) il existe
une suite (fn)na de lous formelles sur le méme couple et une seule, telle que :

a. pour tout n > 1, f, est homogéne de degré n;

b. la suite est sommable et a pour somme f.

Réciproquement, toute suite (fu)ns, de lois formelles telles que f. soit homo-
géne de degré n est sommable.

Nous commencons par démontrer la partie directe. Pour toute algébre R
et tout entier n > 1,'nous désignons par R, I’algébre quotient de I’algébre
de polynomes R (T) par I'idéal engendré par T***. On identifie R, & une
algébre de « polynomes tronqués au degré n »; tout élément de R, s’écrit
d’une maniére et d’une seule sous la forme

ro+rT+..i4r,Tr (r;e€R).

Il est clair que R, s’identifie aussi a I'algébre R Q) A..

Il existe un homomorphisme canonique 6, de R,,, sur R,, défini par
Pannulation des termes de degré (n + 1) en T.

Soit alors une foi formelle f sur le couple (M, N). Pour toute algebre R
et tout z€M ® R, on peut considérer I’élément zT de M @ R,; en fait,
on a zT€M (R,). On peut donc aussi considérer I’élément f, (zT) € N(R,).
Comme I

NR,)cCNQR,=N®R®A,

on peut écrire, d’'une maniére unique,
fo, Ty =yo+yiT+...4+y. T avec y;€NQ@R.

Lemume 1. — Pour tout entier i > o, y; ne dépend pas de n dés que n 1.
11 suffit de montrer que, si

Searn GT) =)+ 4+, Ty, T,
on a y; =y, pour t = n. Or

Yot oot Y, Tr= (5@ 00) fr,oy (5T) = fi, (n®0,) (5T) = fi, (5T) =yo~+...+y, T
C. Q. F. D.

I résulte du lemme 1 que, pour tout entier n>> o, il existe une apph-

cation (fy)x de M ® R dans N ® R telle que

fun<zT> ——Z (on (=) T

Ci=0
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LemMmEe 2. — Pour tout entier'n > o et pour tout homomorphisme u: R — R’
d’algébres, on a

(fi)wo (@ u) = (5@ u) o (fu)n-
Soit, en effet, u,: R, - R, 'homomorphisme d’algébres défini par
u, =u@e,,.
On a
(@) (5T) =[(n@® w) 5] T,

de sorte que

2 (for[(en@ u) 31T = fr: ([(en @ 1) 5| T) = fr; (em@ 12},) (5T)

= (5@ ) fir, GT) = (x@® ) [(fIn () T =X [ (8@ 1) (f)w ()] T,

i=0 i=0

d’ou le lemme en comparant les coefficients de T* dans les membres
extrémes. '

Lemme 3. — Pour tout entier n >> 1 et pour tout r€R, on a
(fr(sr) = (fu)n () 1.

Considérons I’endomorphisme de I’algébre R (T) défini par la spécia-
lisation T — rT. Par cet endomorphisme I'idéal (T"*!) est -appliqué dans

lui-méme; d’ou, par passage aux quotients, un endomorphisme ¢ de
Palgébre R,, tel que ¢ (T) = rT. Alors

Z (fidw(er) T'= fa, (57 T) = fr, (v @ ¢) (sT) = (ex@ #) fr, (sT)

=X (s @ V[ (3) T = (f)r (5) + X, (fdm () TV,

C. Q. F. D.
LemME 4. — On a (fo)n = 0. Pour n>> 1, (f.)r applique M (R) dans N (R).
Soit, en effet, z€M (R), avec

= @ri=...+z,Qr,.

Soit d un entier tel que r = o pour i =1, ..., p. Soit R, (Ty, ..., T,)
Palgébre des polynomes sans terme constant & p indéterminées, a coeffi-
cients dans R. Soit R, l'algtébre quotient de la précédente par l'idéal
engendré par (T?, ..., TZ). Il existe un homomorphisme d’algébres et
un seul u: R, > R tel que

u(T)y=ri (=1, ..., p),
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de sorte que ’

s=(u@®u)Z, avee L=a@Ti+...+2,QT,eM(R,).
On a, d’aprés le lemme 2,
(fr (5) = (fidn (u@ ) Z= (ex@ u) (fi)my (Z).
Mais comme (fi)x;, (Z)€N @ R, il s’écrit sous la forme

Zy;.@l),\.(fl‘,,;...,'l‘,,), avec yeN et Pi(Ty, ..., T,)eR,
R

polynome tronqué sans terme constant.
Comme 1l est clair que chaque P, (r,, ..., r,) est nilpotent, et comme

(=) =X ya@Pu(ris ooy ry),

on voit que (fi)x (2) €N (R). En outre, en prenant les r; égaux a o, on a
(fi)n (o) =o.

Tout cela est valable pour i > 0. Reprenons maintenant la formule

i, GT) =3 (fow (3) T,

i=0

En transformant les deux membres par la spécialisation de R, dans R
définie par T — o, on obtient

Jr(0) =(fo)r(5).
Donc
(fo)r(s) =(fo)n(o) =o.
Le lemme est démontré.

Une premiére conclusion a tous ces lemmes est que, pour tout entier
n> 1, la donnée pour toute algébre R des applications (f,)q [ou plutdt
de leurs restrictions aux modules M (R)] définit une loi formelle sur le
couple (M, N), homogéne de degré n, que nous noterons f,. Nous allons
montrer que [ est la somme des f,.

Considérons un élément
seM(R)cMQR.

Nous introduisons 1’élément zT€M @ R (T); en fait, nous avons
zT €M (R (T)) et nous pouvons considérer I'élément fyq (zT), qui s’écrit

N . . .
Z)’iT‘ (sommation finie), avec 1y, €N®R.
i=0

Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 38
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Soit g, ’homomorphisme cénonique de R (T) sur R, modulo (T"**). On a

D T= (@) fam (1) = o, (4@ ) GT) = fu, (5T) =3, (fn (3) T

i;ﬂ i=0
D’ou :
Yi= (f,»)R(s)‘ pour tout 7,
et 'on a

fam (5T) :2 (f)r(z)T!  (sommation finie).

i=1

Maintenant, transformons les deux membres de cette égalité par
(ex @ =), ol = est 'homomorphisme de R (T) dans R qui consiste (au moins
formellement) a remplacer T par 1. Il vient

Jr(5) ZE(fi)R () (sommation finie).

i=0 R

C. Q. F. D.
Il reste & montrer que la décomposition de f en composantes homo-
génes est unique. Or, si f ==2 f. en est une autre on aura, dans les mémes

n=i

conditions que ci-dessus,

Jar GT) =X (fnm (GT) =X, (i )wer (3) T

Mais, par la spécialisation T — o, on voit que
(.f/ll, )R(T) (;) — (.flll )R (5)‘
(SirGG)=(fr(z) et [y =/

Donc
C. Q. F. D.

Pour la partie réciproque du théorémé VI.1, soit (fi)ne, une suite ‘de
lois formelles, f, étant homogéne de degré n. Soit

zeM(R), avec s=2,Qri+...+x2,Q7r,.

Par le raisonnement utilisé pour le lemme 4, on a

Sn (=) =20 @Pi(ris -5 1),
k

ou cette fois P, (T, ..., T,) est un polynome homogéne de degré n.
Or, il est clair que tout élément du type ri...ry, avec ky +...+ k,=n

est nul dés que n est assez grand. Done, (f.)x (2) est nul pour n assez grand.

C. Q. F. D.
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. Le théoréme est démontré.

Il en résulte que, si 'on montre que &F, (M, N) est un ensemble pour
tout n > 1, alors & (M, N) est un ensemble qui s’identifie & ’ensemble
produit des &, (M, N). De méme, le module & (M, N) sera le module
produit des modules &, (M, N).

6. RELATIONS ENTRE LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES. FORMULE
DE TAYLOR.

Trtortme VI.2. ——'a. L’application ¢ déﬁﬂie au paragraphe 3 permet
d’identifier %, (M, N) & un sous-module de ¥ (M, N).

b. La restriction g, de ¢ & %, (M, N) (n>> 1) est un isomorphisme du
module <, (M, N) sur le module &, (M, N).

c. Le module ¥ (M, N) est tsomorphe : d’une part, au module produit
n;‘T'n (M, N); d’autre part, au module £ (I'. (M), N). Le second uso-
m:)rphisme s’explicite de la maniére suivante : st f€F (M, N) correspond a
o€ 2 (I', (M), N), alors pour toute algébre R et pour tout

= @ri+...+x2,Qr,e M(R),
on a

Jr(s) = Z ¢ (zifl. 2l @ k.. rlp. . (sommation finie).

ki kp>0

Cette formule s’appellera « formule de Taylor » pour les lois formelles.

Comme il est clair que b entraine a, commencons par lui. Soit f une loi
formelle sur le couple (M, N), homogéne de degré n > 1. Le lemme 1
du paragraphe précédent montre I’existence, pour toute algébre R, d’une
application (f.),: M@ R -~ N Q@ R, telle que (fu)x(z) soit le coefficient
de T" dans f;, (zT). Comme f est homogeéne de degré n, la restriction
de (fo)x @ M (R) est égale a fi. En se limitant a des algébres R, R’ et a
des homomorphismes w tous unitaires, les lemmes 2 et 3 montrent que la
donnée des (f.)x est une loi polynome, homogéne de degré n, sur le
couple (M, N). Nous désignons cette loi polynome par g et nous posons
g = o,f. La correspondance a,:f—> g est une « application » linéaire
de &, (M, N) dans <, (M, N). Nous allons montrer que o, et 'appli-
cation p, définie au paragraphe 4 sont inverses 'une de Pautre.

1° On montre que 2.9.f = f, c’est-a-dire p,g = f. On sait que, pour
toute algébre R, (p.g)x est la restriction a M (R) de lapplication
g&: MQ R - NQR définie par la proposition VI.1. Il suffit donc de
montrer que gz = (f,)n. Par définition de g, cette relation est déji vérifiée

quand R ‘est unitaire. Si R n’est pas unitaire, soit R 1’algébre unitaire
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associée, introduite au paragraphe 3. On sait que g, est la restriction
aM@R de gr. Comme gz = (f.)x, il suffit de montrer que (f.), est la
restriction & (M @ R) de (f,)x. Or, soit j I'injection canonique de R dans R.
Pour zeM ® R, on a

(f)w (5) = (fo)w (2w @) (5) = (lemme 2) (x@.7) (fu)n(2) = (fu)n(5).

C. Q. F..D.

20 Pour. g€, (M, N), on montre que 6,0,g = g. Soit o€ £ ([, (M), N)
Papplication linéaire canoniquement associée & g. Soit

seM®R, s=x@Qri+...+x, Q7
On a '

(0n8)r, (s T) = 2 o (&t ) @ (mT)M (rp T) .
kit +kp=n
Comme (5,0.8)x(z) est le coefficient de T* dans cette expression, égal

a g (2), on a (9.p.g)r = g pour toute algébre et, en particulier, pour les
algébres unitaires. D’ou 5,0, = g. C. Q. F. D.

Il en résulte que ¢, réalise une bijection de <, (M, N) sur F, (M, N),
lequel est donc bien un ensemble. En outre, 9, est un isomorphisme de
modules.

La premiére partie de ¢ résulte du théoréme VI.1. Quant & la seconde
partie, elle découle immédiatement des deux observations suivantes :
d’une part, F, (M, N) est (compte tenu de b) isomorphe a £ (I', (M), N);
d’autre part, le module [[L‘?(F,, (M), N) est canoniquement isomorphe

n>1
a £ (I, (M), N).
La formule de Taylor résulte immédiatement de la forme sous laquelle ¢,
a été explicité. Le théoréme est démontré.
Dans toute la suite, on identifiera toujours une loi polynome sans terme
constant 4 une loi formelle.

7. LA tororoGIE FORMELLE sUR & (M, N).

D#riniTioN. — Munissons chaque module €, (M, N) de la topologie
discréte. La topologie produit qui en résulte sur I’espace produit

IIQn(M, N) = F (M, N)

n>1

s’appelle la topologie formelle sur & (M, N).

La topologie formelle est compatible avec la structure de module si
Pon munit A de la topologie discréte. Un systéme fondamental de voisi-
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nages de o est fourni par les modules ©"F (M, N) (pour les notations
introduites, cf. 'introduction a ce chapitre).

Prorosition VI.2. — Pour une suite (f.).~, de lois formelles, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

w©

a. la série 2 fn est convergente;

n=i

b. m f, = o;
n->w

c. ©(fn) >+ .
Elles entrainent la propriété :

d. La famille (f.)n.., est sommable et a pour somme la somme de la série.

Il est trivial que (a) = (b). Si (b) est réalisée, soit p un entier > o.
Pour n suffisamment grand, on a f,€07F (M, N), c’est-a-dire o (f.) > p.
Donc (c) est vérifiée. Enfin, supposons (c) vérifiée. Pour tout entier

)

k> 1, ;f. est nul pour n assez grand. Autrement dit, la série Eﬁk n
n=t

est convergente dans <, (M, N); d’aprés la définition d’une topologie
produit, c’est dire que la condition (a) est réalisée.

Montrons enfin que (¢)=> (d). Soit o,€ (I', (M, N)) I'application
linéaire attachée a f, On a © (f,) = © (¢,). Soit R une algébre, et

zeM(R), avec s=x,Qr+...+x2,Qr,
On a

N\ : . ' y
(fi)r(s) = ‘\_‘ Qo (el Lalil)y @ rir. L.

kit A hp > 0(G,)

St ® (¢,) est suffisamment grand (ce qui a lieu pour n suffisamment
grand), tous les ri'...r} sont nuls. Donc (f.)x(z) est nul pour n assez
grand; c’est dire que la famille (f,) est sommable. L’assertion relative a
la somme est évidente.

Prorostrion VI.3. — Le module <*, (M, N) est dense dans & (M, N).

En effet, toute loi formelle f&F (M, N) est la limite, quand n — 4 oo,
de la suite constituée par les lois polynomes ="f.

Nous terminons ce paragraphe par diverses caractérisations de l'ordre
d’une loi formelle.

Proposition VI.4. — Pour une lot formelle f€F (M, N), les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a. o (f) = n;

b. 7.f = o pour k < n;

c. ©f=o0 pour k <n;
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d. pour toute algébre R,-on a (fy) (z) = o si z&€M (R) peut s’écrire
2@+ 2, 1 ‘ '

les r; étant tels que, pour tout systéme (k., ..., k,) d’entiers > o vérifiant
ki+...+ k,=n, on ait .

& kp— o
riorir=o0;

e. pour toule algébre R, pour tout z€M (R) et pour tout r€R, il existe
un élément a€N Q R, avec fy(zr) = ar".
I1 est évident que (a) < (b) <= (c). :
(a) = (d) : Soit g€ £ (T, (M), N) D'application linéaire associée a 'f.
Comme o (f) = w (9), on a
fu(z) = Z o (2. .2l @ rhs. . k.
k1+...+k’,§n

Mais comme k, +...4+ k,>n, tous les ri...r’ sont nuls et donc

Je(s) =o.

(d) = (b) : Soit z€M (R). Reportons-nous aux - considérations qui
suivent le lemme 1 (§ 5). On a f;,_ (zT) =10, car zT vérifie la condition
énoncée dans (d). Donc :

(mef)r(3) =o et mf=o p(;ur A=n—r1.

(@) = (e) : Cela résulte immédiatement de formule de Taylor.
(e) = (b) : Pour z€M (R), on a fi, (zT) = aT", avec a€N @ R,. Donc
(mx f)r(5) =0 pour AZn—ri.
C. Q. F. D.

8. Lo cowmposiTION DES LOIS FORMELLES. — Solent M, N; P trois
A-modules, et soient f€F (M, N) et g€JF (N, P) deux lois formelles.
La commutativité, pour tout homomorphisme u:R — R’ d’algebres,
du diagramme '

: Tr SR

M(R) 5 N(R) —5 P (R)

€M®”J( SN@U\L Sp®u

] Jw s Y
M(R') —>N(R) — P (R")

montre qu’il existe une loi formelle (et une seule)

heF (M, Py telle que = gno fi.

Nous posons h = gofou h = g (f) et nous disons que & est la lot formelle
composée des lois formelles g et f.
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Supposons plus spécialement que f€ %, (M, N) et que g€, (N, P).
Soit ¢ l'injection canonique des lois polynomes dans les lois formelles.
Vérifions que ‘

~ p(gof)=rp(8)ep(/))
Pour une algebre R, on sait que [¢ (g°f)]x est la restriction a M (R) de
I’application
| (8 f)x= 8% J&
c’est donc aussi le produit de la restriction de fz @ M (R), soit (pf)x, et de
la restriction de gz & N (R), soit (pg)s. Ainsi

Lo (e N lk= (p)ne (2L r=[(pg) o (2/)]x-

C. Q. F. D.

Pour la composition, il n’y a donc aucun risque a identifier une loi
polynome a une loi formelle.

Prorosition VI.b. — Quelles que soient f€F (M, N) et g€F (N, P),
on a

w(gof)=0(g) o(f).

Cela résulte immédiatement de la proposition VI.4, en appliquant la
propriété (e). :

Il sera utile de savoir que les premiéres composantes homogeénes de g o f
ne dépendent que des premiéres composantes homogénes de f et de g.
De fagon précise :

Prorosition VI.6. — Soient deux lois formelles :

feF(M,N) et geF(N,P).

Posons o (f) =d et w(g) =d'. Sotent p et q des entiers > 1. Alors, pour
tout entier n vérifiant

1ZnZinf|lg+dd —d, d(p+1)—1],
on a

a (4o =T" ('Y oT .
n K n /’O q

On vérifie d’abord la proposition st ¢ < d— 1. Dans ce cas, en effet,
m/f = o et le second membre de (a) est nul. Le premier membre est nul
aussi, car

nZg+dd —d<d—i1+dd —d=dd —1<<dd=Zw(gof).

- Supposons donc maintenant ¢ > d — 1.
Posons ‘

& — n/":r — o' et j__ ﬁ«/f:j'/;

alors
w(y)p+1 et w()) >qg+1.
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Pour une-algébre R, pour r€R et pour z€M (R), on a
(mrgom? fw(sr) =gn(fu(sr) — fu(s5r)) — gh (fu(3r) — fu(zr)).
Mais f (zr) [resp. fu (zr)] est de la forme art (resp. br’*') et 'on a
(rrgomlf) (sr) =gu(w!—bri+') — gy (ar!— bri+).
Ecrivons

IR ((,ll‘d— b,,z/+l) f— Z (nkér)ll((”-tl__ bl”q'H),

k>

En notant v et v’ les lois polynomes identiques sur N et sur un autre

exemplaire N’ de N, on sait que la loi polynome (%:g) (v+4 V') est égale
k

a une somme 2 Gien,n (v, v'), ot G4, 1 est bthomogene, de bidegré (k — h, k).

h=0
Cette décomposition entraine une décomposition analogue pour =g
considérée comme loi formelle. D’autre part,

G, o (v, v') = (Trg) (v).

On a done

k .
a1 =X, (gt )+ %, 3 (Gocn (0 0) it

. h>d k>d h=1
La premiére sommation est égale a
gu(art) = (g0 f)n (sr).
Dans la double sommation, on a
(k—hyd+h(qg+1)=kd+h(g+1—d)>dd+qg+1—d.
On peut donc y mettre r“*7*'~" en facteur, d’ott une relation de la forme
gu(art—>britty=(gof) (sr) 4+ crtrori=t,
D’autre part, on a

g (ard — br+ty = gh[ (a — bro+i=d) |, .

ce qui est de la forme ¢'r'!"*",
Posons
m=inf|qg+dd —d,d(p—+1)—1].

On a donc une relation de la forme
(m?gomlfu (5r) = (gofu (5r) + "rm+t.
Cette relation prouve que

o (nlgon! f— gof)=m —+1,
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c’est-a-dire que
i (gof) =T ("PgomIf) pour n_m,

C. Q. F.D.
CororLLAIRE. — Pour n> 1, on a

w(gof) = (mig o).

Il sulfit d’appliquer la proposition VI.6 avec n = p = q.
Il résulte ceci de ce corollaire : Soient
fr€F (M,N) et geF(N,P)

deux lois formelles. Quand f parcourt le voisinage f, + O"** & (M, N)
de f, et quand g parcourt le voisinage g, + O"+** & (M, P) de g, alors gof
reste dans le voisinage g, o fy, + O"** F (M, P) de g, o fo. Par conséquent :

Prorosition VI.7. — L’application de & (M, N) X & (N, P) dans & (M, P)
définie par (f, g) — gof est continue (et méme uniformément continue)
pour les topologies formelles.

9. INTERPRETATION DES LOIS FORMELLES SUR UN coupLE (M, N)
QUAND M EST UN MODULE LIBRE DE DIMENSION FINIE. — Soit (e, ..., €,)
une base de M. On sait que <, (M, N) est alors isomorphe au produit
tensoriel de N par le module des polynomes homogénes de degré k en
les indéterminées Ty, ..., T,. A la base (e,, ..., e,) de M correspond donc
un isomorphisme des modules F (M, N) et N @ A, (T, ..., T.)), ou
A, (T, ..., T,)) désigne le module des séries formelles sans terme constant
a coeflicients dans A, en les indéterminées T,, ..., T,. Nous dirons qu’'un
élément de N @ A, ((Ty, ..., T.)) est une série formelle & coefficients
dans N.

Soit une loi formelle f€F (M, N) correspondant, pour la base (e,, . . ., e.),
a la série formelle (a coefficients dans N)

S= 2 Wy iy Q@ T T,

ki+oo+kn >0
Si R est une algébre, et si z&€M (R) s’écrit (de maniére unique)

s=e @ri+...+e, Q1
on aura
Si(s) = Z ar, .k, Q ke .rfs  (sommation finie).
kv kg >0
Si le module N est, lui aussi, libre et de dimension finie, de base
(¢, ..., ¢,), écrivons plutdt
m
S:Ze’,‘.®Sk(T1, o T, avee Si€A((Thy ..y T))).
k=1
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 39
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Soit g€F (N, P) une autre loi formelle, correspondant (relativement a
la base des ¢;) a la série formelle (& coefficients dans P)

—~
[ 2 /i Th
S —_— b/ll,.‘.,]lm ® Tl’" .. FI;'L"'

My Ry >0

Il est clair que la loi formelle gof sur le couple (M, P) est définie, rela-
tivement a la base des ¢;, par la série formelle

"__ . v Jtn
N Z b/zl,.../z,,, ®Sll‘ .. Slil .

hy+oii 4+ Ry >0
On voit ainsi que, dans le cas considéré, la notion de composition pour
les lois formelles se raméne & la notion de substitution de séries formelles
aux indéterminées d’une série formelle (cf. Bourbaki, Algébre, chap. IV, § b).

10. Lois FORMELLES DEFINIES DE MANIERE IMPLICITE. — Soient trois
A-modules M, N, P et une lo1 formelle f€JF (M XN, P). Pour tout couple
d’entiers r et s vérifiant r >~ 0, s> o0, r 4+ s > 1, on désignera par 7, [
la composante bihomogéne de bidegré (r,s) de la loi polynome =, f.
En particulier, 7y, f est un élément de <%, , (MXN, P).

Dans tout ce paragraphe, nous désignerons respectivement par m et n
les lois polynomes identiques sur les modules M et N. Alors, si

g€%,,M x N, P),

on aura
g(m, n) =g(o, n) =a(n), ou a€f(N,P).

Réciproquement, si 'on part d’un 2€ £ (N, P), la relation g (m, n) = « (n)
définit un élément g de 2o, (MXN, P). On identifiera donc les deux
modules %,, (MXN, P) et 2 (N, P).

Tutortme VI.3 (théoréme des fonctions implicites). — Sotent trois
A-modules M, N, P et une loi formelle f€F (M XN, P). St Uapplication
linéaire =,,, f de N dans P est bijective, il existe une lov formelle g€ 5 (M, N)
et une seule telle qu'on ait f(m, g (m)) = o. [On dit alors que g est la lot
formelle définie implicitement par la relation f(m, g) = o.]

Posons 7, f= «€ £ (N, P), et soit « ' = 3&€ (P, N).

Considérons la loi formelle f'=(3-f€F (MXN, N). On a f=zof’,
de sorte que les relations f(m, g) = o et f' (m, g) = o sont équivalentes.
Comme on a, visiblement,

Ty f'l=Bomy f=Boa=n,
on voit qu’il suffit de démontrer le théoréme dans le cas particulier ot

Pon a P= N et =,,f= n. Nous nous placerons en conséquence dans
cette hypothese.
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La relation f(m, g) = o est équivalente & 'ensemble des équations R,

Tt f(m, &) =0 (k>1).

Nous poserons, pour la loi formelle inconnue g, 7,g = g,. Nous posons
aussl :
f(m, n) =nhi(m) +n—+h(m,n), avec o (h)> 2.

Quelle que soit g, on a donc
J(ms 8) =l (m) + g+ h(m; g).

L’équation R, s’écrit h, (m) + g. = o. Elle détermine donc g, de
maniére unique : g = — h, (m). :

Supposons que, pour k> 2, les (k— 1) premiéres équations n’aient
porté que sur gy, ..., g1, et qu’elles en alent permis le calcul de maniére
unique. Nous allons montrer que DPéquation R, n’introduit, comme
inconnue nouvelle, que g, et qu'elle en détermine le calcul de maniére
unique. Il est alors clair que le théoréme sera démontré. Or, on a

Tt f (m, )| = hi (m) + kg + [k (m, g&)].
D’autre part, h (m, g) = h (m @ g (m)). Appliquons la proposition VI.6

avec les données suivantes : n =k, p =k, g=hk—1(d =1, d > 2) qui,
~on le vérifie, sont satisfaisantes. On obtient

wh(h (m, &) | = =4[ (=nth) (m, 7¢1g) .

L’équation Rt donne alors

gr=—h(m) — (g1 +. ..+ grr) — T (TFR) (my g1+ oo Grma) |-
C. Q. F.D.

Nous illustrerons ce théoréme par une situation qui n’est plus générale
qu’'en apparence. Soient p et ¢ des entiers > 1. Considérons ¢ lois
formelles f,, ..., f, sur le couple (M”X N7 P). Cette donnée équivaut a
celle de la loi formelle f = f, @...D f, sur le couple (M”X N, P7). Posons

o fi= o (€ £ (N7, P)), alors 7w, f=a, H...Pa,.

Dire que 7, f: N’ - P7 est bijective revient donc a dire que l'appli-
cation « : N’ — P définie par

(Vis ooy D) = (0 (Vs ey Yi)s ooy @ (Vi oo es Yg)) ():€N)

est bijective. Supposons qu’il en soit ainsi. D’apres le théoreme V1.3,
il existe alors une loi formelle unique g€ F (M”, N7), ¢’est-a-dire un systeme
unique de lois formelles g, ..., g,€F (M”, N) telles que

Sl ooy im0 (myy ooy my), oy gy (M ey my)) = 0.
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Soient maintenant Q un autre module et p lois formelles
hi oy hy€F (Q, M),
On aura aussi

Sy ois by g (hay ooy Ry)y ooy gg (s ooy By)) = o,
avec
gi(ly o oey h,) =G, €F(Q, N).
Résumons :

CoroLLAIRE AU THEOREME VI.3. — Sotent M, N, P, Q quatre A-modules,
~ p et q des entiers > 1. Soient, pour i = 1, ..., ¢, q lois formelles

fi=filmy, ..., my; g, oo, 1) €F (MP X NY, P).
Posons m,,, f; = o; (€ (N7, P)). Supposoﬁs que Uapplication linéaire «
de N dans P? définie par '
A1y vees Yy) = (A D1y vv s Dg)s ooy %y (Fis ooy Mg )) (»:€N)
sott ,“l)ijective. Alors, quelles que sotent les lois formelles

hyy, ooy hy€F (Q, M),

il existe un systéme unique de lots formelles

le ey qug(‘\)a h)
telles que

I I I TR T T T T )

Jo s ooy s Gy oy Gy) =0,

Nous donnerons encore une autre application du théoréme VI.3. Soit une
loi formelle f€F (M, N). Nous disons que « f est bijective » s’il existe une
lov formelle (nécessairement unique) g€F (N, M) telle que gof=m et

feg=n.
Prorosition VI.8 (théoréme du jacobien). — Pour une loi formelle.
f€F (M, N) les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
a. Lapplication linéaire =,f de M dans N est bijective;
b. f est bijective;
c. Pour toute algébre R, Uapplication f,: M (R) - N (R) est bijective.
(@) => (b) : Soit F la loi formelle sur le couple (NXM, N) définie par
Y(n, m)y=n—f(m).
Alors, 7, ' = — =,f est une application linéaire bijective de M dans N.
Il existe donc une loi formelle et une secule

s€JF (N, M) telle que  F(n, g(n)) =n— f(g(n))=o.
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Autrement dit, fo g = n. En particulier,

T (feg)=mfemig=1n.

Par conséquent, =,g est Papplication linéaire inverse de =,f; elle aussi
est bijective. Il existe donc une loi formelle f' € F (M, N) telle que go f’ = m.
Mais alors

Ji=nof'=fogof'= fom=/f,

de sorte qu’aussi go f= m.
C.Q.F.D. .
(b):>(0):Si f°g=net gof: m, alOI'S

Sfrogrn=1:x@r et &rofi=cu@n-
L’application f; est donc bijective; son inverse est gg.

(¢)=> (a) : Prenons pour R l'algétbre des polynomes tronqués, sans
termes constants, & une indéterminée T vérifiant T* = o. Tout élément
de M @ R = M (R) se met de maniére unique sous la forme z QT (z€M)
et 'on a

S(r@T)= 2 (e M(z@T) = (7 Nn (@ T) =(m f) (x) ®T.
‘ k>

Si fu est bijective, il est clair que =,f Pest aussi.

C. Q. F. D.

11. PorarisatioNn. CoNTrACTION. DIFFERENTIELLES DES LOIS FOR-
MELLES. — Nous prions le lecteur de bien vouloir se reporter un instant
au chapitre II et de relire briévement les paragraphes 1, 2 et 4. Les défi-
nitions données s’appliquent, telles quelles, aux lois formelles; seulement,
dans la définition de la différentielle, a savoir

Df= 2” IIr.1f,
p=0

la sommation est & considérer comme une sommation topologique (on a
en effet,  (II"*'f) = p 4 1, de sorte que la série est bien convergente).

Pour la loi formelle II.f = fo (m + m’), il est clair que
o f)>0(f)

Or, Df est constituée de certaines composantes bihomogénes de Il.f. On a
donc aussi ® (Df) > w (f). Par conséquent :

Prorosition VI.9. — L’application f — Df est continue pour les topo-
logies formelles.
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CHAPITRE VIIL
FORMES ET TRANSFORMATIONS FORMELLES.

1. L’ALGEBRE DES FORMES FORMELLES SUR UN MODULE. — Pour tout
A-module M, nous notons & (M) le module & (M, A) des lois formelles sur
le couple (M, A). Un élément de F (M) s’appellera une forme formelle
sur le module M.

Comme dans le cas du module < (M) des formes polynomes, on munit & (M)
d’une structure d’algébre commutative et associative sur A (¢f. chap. V).
Pour f et g€ F (M), leur produit fg vérifie, pour toute algébre R,la relation

(f&)n=/Jr-8n
L’algébre <.(M) des formes polynomes sans termes constants est une
sous-algébre de F (M).
En se reportant au chapitre V, la démonstration du théoréme V.1 se

transpose a vue, et I'on a :

Tutortme VII.1. — L’tsomorphisme canonique entre les modules & (M)
et I', (M) est aussi un isomorphisme d’algébres.

Prorosition VII.1. — Pour deux formes formelles f et g€TF (M) on a
les propriétés suivantes :

a. Pour tout entier n > 1,

n—1

. (f8) = 2 T f - T8
k=1

b. o(fg) = v (f) + © (g);

o © (fg) =" (= f.7" g).

La propriété a est triviale. Elle entraine visiblement b et c.

De ¢ découle aussi (comme au chapitre VI pour fo g) la

Prorosition VII.2. — Lapplication de F (M)xF (M) dans F (M)
définie par (f, g) — fg est continue (et méme uniformément continue) pour la
topologie formelle.

Relativement & la différentielle d’un produit, on a la relation
D(fg) (m, m') = f(m) Dg(m, m'y + g(m) D f(m, m').

En effet, cette relation a déja été établie pour les formes polynomes.
Comme %, (M) est dense dans F (M), et en vertu des! propositions VI.9
et VII.2, elle se prolonge par continuité a & (M) tout entier.

2. TRANSFORMATIONS FORMELLES OU CHAMPS FORMELS. — Nous désignons

par B (M) le module & (M, M) des lois formelles sur le couple (M, M).
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Un élément de & (M) s’appellera une transformation formelle sur le module M,
ou encore un champ formel sur le module M.

[Cette double dénomination est justifiée par le fait que, dans le cas
d’un espace vectoriel ou complexe de dimension finie, ® (M) s’apparente
tantdt a Pespace des applications analytiques de M dans M, tantot a
Pespace des champs de vecteurs analytiques sur ’espace M.]

Outre la structure de A-module, il existe sur & (M) une structure multi-
plicative définie par DPopération : (f, g) - [~ g. Cette multiplication est
associative et linéaire par rapport au premier facteur. La loi identique m
est un élément neutre pour cette multiplication.

Le sous-ensemble de & (M) formé des transformations formelles bijec-
ttves est un groupe, noté G & (M) et appelé le groupe formel du module M.
Le groupe Gl (M) des automorphismes du module M est un sous-groupe
du groupe G% (M). D’aprés le théoreme du jacobien (chap. VI), un élé-
ment de ¢ G (M) est la somme d’un élément quelconque de Gl (M) et d’un
élément quelconque de ©* & (M).

3. DERIVATION PAR RAPPORT A UN CHAMP FORMEL. — Soient deux
A-modules M et N et un champ formel x €% (M). Pour une loi formelle
f€F (M, N), considérons la loi formelle g€& (M, N) définie par

g(m)=(Df) (m, a(m)).

On dit que g est la dérivée de f par rapport au champ formel 2, et ’on écrit :

g = Faf.
L’application £, : f - £, f est un endomorphisme du module & (M, N)
que nous appelons la dérivation par rapport au champ .

Prorosition VII.3. — L’application de (M) dans End & (M, N)
définie par o — £, est linéaire.

En effet, en vertu de la linéarité de la différentielle par rapport au
second argument, on voit que (Df) (m, «) dépend linéairement de .

Prorosition VII.4. — L’application bilinéaire

& (M) > 7 (M, N)—>F (M, N)

définte par (%, f) — £.f est continue pour les topologies formelles.

En effet, 2,f = (Df) (m, «) dépend continiment du couple (Df, «),
donc aussi, d’aprés la continuité de D, du couple (f, «).

Prorosition VII.5. — Pour toute application linéaire

fes(M,N)=2, (M, N)
on a

Lof=foa.
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En effet, on sait que dans ce cas
(Df) (m, m'y = f(m').

4, I’arLciBRE DE Lie DEs cHaAMPs ForMELs. — Appliquons les notions
précédentes au cas ou N = M. Alors, & tout champ formel x€% (M)
correspond un endomorphisme £, de & (M).

DiriNiTION. — Soient deux champs formels « et 3 € ® (M). Nous appelons
crochet de « et de [3, et nous notons [, 3], le champ formel sur M défini par

[a, ﬁ]:ﬁaﬁ—f;’ga.

Remarque. — Pour tout module M, on sait qu’on définit sur End M
une structure d’algébre de Lie en posant, pour deux endomorphismes u

et ¢ de M,

[w, ] =wwor —ypou.

Par la suite, nous ferons d’ailleurs un usage systématique de cette nota-
tion. Or, considérons le cas ou, dans la définition précédente, = et 3 sont,
plus précisément, des endomorphismes de M. Compte tenu de la propo-
sition VII.5, la définition donne

[a, Bl=Boa— aof.

Ainsi, le crochet de « et de (3, considérés comme lois formelles, est opposé au
crochet de o et de (3, considérés comme endomorphismes. Dans toute la suite,
chaque fois qu’un crochet [«, 3] se présentera, avec « et €, (M), c’est
toujours du crochet en tant que lois formelles qu’il s’agira.

Nous reconnaissons que cette situation est ficheuse, mais nous n’y
pouvons rien. En principe, on pourrait sauver cette situation en prenant,
pour définir le crochet de deux champs, la valeur opposée a celle que
nous donnons. Mais alors, c’est le théoréme suivant qui se trouverait

modifié, et ce serait plus facheux encore.

TutortME VII.2. — Soient M et N deux A-modules. Soient o et 3 € G (M)
deux champs formels sur M. Alors, dans le module des endomorphismes
de & (M, N) on a

[ﬁ’a, ﬁg] = f;’[a,p].

Soit R une algébre. Posons R’ = R [T]/(T?); tout élément de R’ s’écrit,
d’une maniére et d’une seule, sous la forme r - sT (r, s€R) et R est
une sous-algébre de R’. De méme, M (R) est un sous-module de M (R’).
Soient f€F (M, N), z et 7€M (R). On a, d’aprés la définition d’une
différentielle,

Sam (5 +3T)= fa () + (D) (5 5) T +....
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En transformant les deux membres par (zy &) ¢q), ot ¢ est I’application
canonique quotient de R (T) sur R, on a

S (5 +5"T)=fu(s) +=(Df)n(z )T,
Prenons z’ = 2, (z). 11 vient
(1) Jw (s 4o (5)T) =fu(3) + (Lo f)r(3)T.
Maintenant, soit S une autre indéterminée et posons
R'=R[S]/(8*)  (=R[S, T|/(T*), (8*)).
Pour Z€M (R’) on a, de méme,
(2) Joo (o 2w (2)8) = fa (2) + (£ flu (L) S.

Prenons
Z=s+Br(s)T, avec se€M(R).

Alors, d’aprés (1), le second membre de (2) est égal a
(3) Ju(3)+ (L8 f)n(3) T+ (£Lof)n(5)S + (£ £sf)r(5)ST.

Comme, d’apres (1),
ap (Z) = ag (3) + (Lga)n () T,

le premier membre de (2) est égal a
(4) Jre[5+Br(5) T + ap (5)S + (£ga)r (5) ST].

Mais dans R” on a (ST)* = o; le méme raisonnement que celui qui nous
a conduit & (1) permet d’écrire

(4)  fuwls+Br(z) T+ ar(z)S]+ (Df)r[s +Br(5) T + ar (s) S, (£Lga)r(s)]ST.

Mais comme S*® = T? = o, seule importe, dans le coefficient de ST, la
partie indépendante de S et de T; par la spécialisation S - o, T — o,
on voit donc que le second terme de (4) est égal a

(Df)r[z (Fga)r (.:)]ST:(ﬁ’Bpaf)R'(z)ST.
En égalant les coeflicients de ST dans (3) et dans (4), il vient
(£ L fr(2)= (fcﬁaf)ﬂ(s) -+ coefficient de ST dans fp. (2 + Br(3) T -+ ar (2) S).

Maintenant, récrivons la méme égalité en échangeant les roles de « et [3
d’une part, de S et T d’autre part; nous obtenons

(£Loa e fIr(3)= (Eﬁupf)n(z) ~+ coefficient de ST dans fg. (5 + Br(3) T + ag (2)S).

Par soustraction, il vient

[(£as— £o£2) [l (5)= [(£o 5 — £p,)/Ju (3)-
Ann, Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 40
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D’ou
KoaKg— Fply== L g
C. Q. F. D.

TutoriMe VII.3. — a. Munt de la lov interne (z, 3) — [, ], B(M) est
une algébre de Lue.

b. L’application £ :% (M) - End & (M) définie par = —> 1, est un
monomorphisme d’algébres de Lie.

c. L’injection canonique de End M dans (M) est un monomorphisme
de Ualgébre de Lie End M dans Ualgébre de Lie opposée a & (M).

Nous savons (prop. VII.3) que £ est linéaire. En outre, £ est injective,
car si £2, = o on a, d’apres la proposition VII.5, « = £,m = o. Si donc,
par £, on identifie ® (M) & un sous-module de End & (M), le théoréme VII.2
montre que le crochet défini1 dans ® (M) n’est autre que le crochet induit
par celui de End & (M). Cela prouve a et b. Quant a ¢, il résulte d’une
remarque faite au début de ce paragraphe.

5. L’opERATEUR 7] (%). — Soilent deux A-modules M et N, et un champ
formel «€® (M). Nous désignons par 7 («) Papplication de F (M, N)
dans lui-méme définie par

7 (@) f=foo.

Prorosition VII.6. — Pour tout a € 5(M), v (2) est un endomorphisme
du module & (M, N). L’application v : & — 7 () de & (M) dans End & (M, N)
périfie

n(xef)=mn(B)en(a);
elle indutt un homomorphisme du groupe ¢ & (M) dans le groupe opposé
du groupe des automorphismes de & (M, N).

Toutes ces propriétés sont évidentes.

6. LES £-DERIVATIONS ET LES 7-ENDOMORPHISMES DE L'ALGEBRE & (M).
— Nous revenons a I’algébre F (M) des formes formelles sur le module M.

Prorosition VII.7. — Pour tout champ formel a€% (M), Uendo-
morphisme £, de & (M) est une dérivation d’algébre. L’application o — £,
est un homomorphisme de Ualgébre de Lie © (M) dans Ualgébre de Lie des
dérigations de F (M).

Pour f et g€F (M), on sait que

D (fg) (m, m'y = f(m) Dg (m, m') + g (m) Df (m, m').
En substituant « (m) & m’, on démontre la premiére assertion. La seconde
résulte de la proposition VII.3 et du théoréme VII.2.
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DirinitioNn. — Toute dérivation de I'algebre F (M) qui est de la
forme 2, avec 2€% (M) s’appellera une £-dérivation de F (M).

Prorposition VII.8. — Pour tout «€% (M), Uendomorphisme 1 ()
de & (M) est un endomorphisme d’algébre.

Il suffit de vérifier, et c’est immédiat, que pour f et g€F (M) on a
(fg)oa={(foa)(go2).

DeriniTioNn. — Tout endomorphisme de I’algébre 7 (M) qui est de la
forme v («), avec «€® (M) s’appellera un 7-endomorphisme de F (M).

Prorosition VII.9. — Si M est un module libre de dimension finte,
alors :

1° Toute dérivation de Ualgébre F (M) est une f£-dérivation. L’appli-
cation de © (M) dans U'ensemble des dérivations de & (M) définte par o — £,
est bijective.

20 Tout endomorphisme de lalgébre F (M) est un v-endomorphisme.
L application, de & (M) dans I'ensemble des endomorphismes de I’ algébre F (M)
est bijective; elle induit une bijection du groupe G % (M) sur le groupe des
automorphismes de Ualgébre &F (M).

Soit (es, ..., e,) une base de M. D’aprés ce qui a été vu au cha-
pitre VI (§ 9), on peut identifier le module & (M) au module A (T, ... T,)).
Sifed (M), et si €I (M) est la forme linéaire associée a f, f se trouve
1dentifiée a la série formelle

F = E o (e, . k) Th. . Thn.

Lemme. — L’identification considérée est compatible avec les structures
d’algébres.

En effet, d’une part, elle est compatible avec les topologies formelles;
d’autre part, on sait déja que, restreinte aux formes polynomes, elle est
compatible avec les structures d’algebres.

Cela étant :

1° Soit d une dérivation de & (M). Par isomorphisme, elle correspond
a une dérivation A de A, ((T,, ..., T,)). Celle-ci est de la forme

n d
A:EAid—Ti, A€A. ((Ty, ...T,)).

Pour la série formelle F, on peut donc écrire

AF= ZAldT = (DF) (T, ..., Tu; Aiye s Ag).
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Or, soit « la transformation formelle sur M qui est identifiée a la série
formelle e, @ Ay +...4 e, @ A.. 1l est clair que (Df) (m, «) est identifié
a AF. Donc,

df=r.f et d=r,.

Toute dérivation de & (M) est donc une f£-dérivation. En outre, le
systéeme des A; étant unique, % est unique et le 1° est démontré.

29 Soit u un endomorphisme de 'algébre & (M). Il correspond & w un
endomorphisme U de Palgéebre A, ((T,, ..., T,)). Posons U (T, = A..
Alors

(UF) (T, ..., T,))=F (A, ..., A)).

Il en résulte que uf = fo a, ol « est la transformation formelle qui s’iden-
tifie 4 la série formelle e, @ A, +...4 e @ A, (¢f. chap. VI, § 9).
Tout endomorphisme de I’algébre & (M) est done un v-endomorphisme.
Et comme le systéeme des A; est déterminé par U, o -est déterminé
par u: 7 est bijectif.

On sait déja que, si a€¢ B (M), alors 7(«) est un automorphisme.
Mais la réciproque est immédiate : on raisonne sur 7' comme on l’a fait
sur 7. La proposition est donc démontrée.

CHAPITRE VIIIL

L’EXPONENTIELLE DES DERIVATIONS ET DES CHAMPS.

Dans tout ce chapitre, 'anneau A sera soit le corps des nombres réels,
soit le corps des nombres complexes. Nous entendons par « espace vectoriel »
un espace vectoriel sur A.

1. RappeLs. — Sur tout espace vectoriel V de dimension finie existe
une topologie naturelle définie comme suit : aprés le choix d’une base
dans V, la topologie de V est la topologie induite par I'isomorphisme V ~ A"
défini par la base, A" étant lui-méme muni de sa topologie d’espace produit.
On peut définir cette topologie par une norme, par exemple euclidienne
ou hermitienne, notée | ||. Alors V est un espace de Banach. Sur ’espace
de dimension finie EndV, la topologie naturelle peut étre définie par la
norme '

= Hi‘ﬁPg”f(‘”) IE

On en déduit
Wfs <=1 gl

n
d’ou résulte la convergence, dans End V, de la sérlezf%- La somme de

nxo0
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cette série est un automorphisme qu’on note ¢/ ou expf. Si f et g€EndV
commutent, on sait que exp(f -+ g) = expf.expg, formule obtenue en
utilisant la formule du binome et la convergence absolue des séries qui
interviennent. Nous démontrons le lemme suivant, lui aussi bien connu :

Lemme. — St V est une algébre de dimension finie (non nécessairement
commutative ou associative), st D€ End V est une dérivation de V, alors expD
est un automorphisme d algébre.

Pour ¢ et w€V, on a, en effet,

(exp D) (vw) :Z % (vew)

no0

n

fund ____l____ A Yn—k ; .
_Z 2 T =] (D*¢) (D**w) (formule de Leibnitz)

nxo0 k=0

<V 1 .
:2‘ Z 1ol (Drp). (D™w) (d’aprés I'absolue convergence)
t.m.
n>0 m>0

= (expD) ¢.(expD) w.

2. Les TtopoLocGiEs siMPLES. — Soient M et N deux espaces vectoriels
de dimensions finies. Pour tout entier n, on munit I’espace vectoriel €,(M, N
bl b
(qui est de dimension finie) de sa topologie naturelle. On munit ensuite
Iespace vectoriel

F (M, N) :[I 2, (M, N)

n>1

de sa topologie d’espace produit. Cette topologie sur & (M, N) s’appellera
la topologie simple. Elle est compatible avec la structure d’espace vectoriel
et, st N = A, elle est compatible avec la structure d’algébre de F(M).

Dire qu’une suite f, converge vers [ dans & (M, N) signifie que, pour
- tout entier k> 1, la suite 7"f, tend vers =" f dans I'espace de dimension
finie des lois polynomes de degré k.

Enfin nous munirons l'espace End & (M, N) de la topologie de la
convergence simple, que nous appellerons plus briévemnet la topologie

simple de End & (M, N).

Prorosition VIII.1. — Pour gqu'une suite u, soit convergente dans
End 7 (M, N) i faut et il suffit que, pour tout k > 1 et pour toute f€ F (M, N),
la suite =" u, f soit convergente dans Uespace des lois polynomes de degré = k.

La condition est, naturellement, nécessaive. Montrons qu’elle est suffi-
sante. Soit g la limite de ="wu,f. Pour tout k> 1, on a

mh kit w, f=mfu, f
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en passant a la limite quand n - on obtient 7* g.., = g.. Il existe donc
2e€d (M, N), avec gr—Ttg.

La relation =*u,f — =" g montre alors que u,f > g. Il est trivial de voir
que g dépend linéairement de f: g = uf, avec u€End & (M, N). Alors,
dans End & (M, N), la suite u, tend vers u.

3. L’EXPONENTIELLE DE LA DERIVATION PAR RAPPORT A UN CHAMP
FORMEL.

Prorosition VIIL.2. — Sotent M et N deux espaces vectoriels de dimen-
sion finie et soit x€% (M) un champ formel sur M. Soit ¢ = £, la déri-
vation par rapport au champ o dans F(M, N). Alors, dans Uespace

End & (M, N) munit de la topologie simple, la sérieZi—': est conyergente.

Pour tout entier k> 1, désignons par F* (M, N) l'espace des lois poly-
nomes de degré =~ k. On peut, de maniére naturelle, identifier F* (M, N)
a lespace quotient F (M, N)/O"**F (M, N). Or, 'espace O“*'F (M, N)
est stable par 8; en effet, la relation ¢f = Df (m, «) montre que

w (3f) =0 (f).

Il en résulte, par passage aux quotients, un endomorphisme s, de F* (M, N)
tel que, pour tout f€F (M, N), on ait

Tk 8/’_—_— Sk 77."‘]:

, . , SN S g
On en déduit, par récurrence sur n:7'o"f=c;wf et, pour tout
entier p >~ 1, on a donc

” 8” 'z 6"
V) [
™ — = — ™ J.
2 n! f <z n! T
n=—ou n=o

P
. . 6/1 . .
/glx—l# <Zn_!>j_ (exp o) 7 f.

n=o0

Donc

D’aprés la proposition VIII.1, la proposition VIII.2 est démontrée.
DEriniTION. — Si ¢ = £, est la dérivation de & (M, N) par rapport
au champ «, l’endomorphismez% de & (M, N) s’appellera '« expo-

n=~0

nentielle » de £, et 1l se notera exp ..



LOIS POLYNOMES ET LOIS FORMELLES EN THEORIE DES MODULES. 323

Proposition VIII.3. — Pour tout «€% (M), exp £, est un automor-
phisme de Uespace vectoriel & (M, N). Si a, B€® (M) vérifient [a, 3] = o,
alors

exp (Lo + £3) = (exp L) (exp £3).

D’apres le théoreme VII.2, la relation [«, 3] = o entraine que £, et £
commutent. Posons ¢ = £, &' = £24; il est bien clair que o, et J,
commutent aussi. Or, exp ¢ est caractérisé par la relation

pour tout A1, 7k o exp 0 = (exp 0z) o k.
Donc
ko exp (0 + 0') —exp (0x+ 0}) o —exp Oroexp 0 ok =Troexp doexpd’.

La seconde partie de la proposition en résulte; la premiére partie découle
alors de ce que exp £_, (= exp — £7,) est 'inverse de exp £2,.

Remarque. — On démontrerait d’une maniére toute semblable que,
si [, B] = o, alors £ commute avec exp £..

4. Cas peE rv'aLcEBre F (M). — Les résultats du paragraphe 3
s’appliquent en particulier, lorsque M est de dimension finie, au cas de
Palgebre & (M).

Tutorime VIII.1. — Soit M un espace vectoriel de dimension finte et
soit 17, une dérivation de Ualgébre F (M). Alors, Uautomorphisme exp £,
de Vespace vectoriel & (M) est ausst un automorphisme d’algébre.

Nous utilisons les notations du paragraphe 3. Notons que O'*'F (M)
est un idéal de & (M) (cf. chap. VII, prop. 1, b). Par passage au quotient
il en résulte une structure d’algébre sur F* (M); on peut dire que c’est
’algébre des formes polynomes tronquées au degré n. Nous posons £, = .

LemME. — Pour tout entier k> 1, o, est une dérivation de F* (M).

Désignons par % le signe la multiplication dans " (M). Pour f et g
dans & (M) on a fx g = 7" (fg) et

o (f# &) =0nt (fg) =10 (fg) =7/ 95+ 5.9 [].
D’apres la proposition VII.1, ce dernier terme est aussi égal a
T (f T oy + g mEOf) = fhk T Og 4+ &k TEOf = f Kk Or g -+ & Kk O f-
C. Q. F. D.

Le lemme du paragraphe 1 montre alors que exp 2, est un automorphisme
de T'algebre 7" (M). Pour f et g€F (M, N), on a donc
Thoexp o (fg) = (exp o) 7 (f)
= (expor) [ (7)) K (7°8) | =[(exp ox) =F f] J | (exp &;) =g ]
= (nfoexpd.f) %k (Thoexpad.g) =7 (expd.f) (expd.g) |
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D’ou
exp 0 (fg) = (exp9) f.(exp9) g

C. Q. F. D.

5. L’EXPONENTIELLE D'UN CHAMP FORMEL. — Soit 2 €% (M) un champ
formel sur 'espace vectoriel M de dimension finie. Il lui correspond une
dérivation £, de & (M). Celle-ci détermine un automorphisme exp £, de
I'algebre & (M). La proposition VIL.9 indique alors que exp £, est
Pimage, par l'application v définie au chapitre VII (§5), d’un élément
unique de ¢ & (M).

Derinition. — Pour tout champ formel «€% (M), nous appelons

exponentielle de « et désignons par exp « lunique élément de ¢ & (M)
défini par

expa=1"" (exp £qy).
Pour toute f€F (M), on peut donc écrire
(exp £4) f=foexpa.

Proposition VII1.4. — Soient M et N deux espaces vectoriels de dimension
finie et soit « un champ formel sur M. Dans Uespace End & (M, N) on a
la relation

exp Ly =1 (exp a).

Autrement dit, pour toute f€F (M, N), on a
(exp £a) f=foexpa.

Soit, en effet, (ei, ..., e,) une base de N. Il existe un isomorphisme
évident entre les espaces & (M, N) et N @ & (M), de telle sorte qu’un
élément f de 7 (M, N) s’écrit (et d’une seule maniére) sous la forme

f=ea@fi+-. .+ @ Ju fieF (M).

Il est clair que

D f(m, m') :2@@ D f; (m, m'),
i=1

donc

Laf =N eQ Fafr
i=1
Il en résulte que

n ’

(exp 1;‘a)j':23i® (expﬁz)ﬁ:};e,-(g (fioexpa) = foexp a.

i=1 i=1
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Prorosirion VIII.5. — Soit € ® (M). En désignant par mla loi iden-
tique de M on a

exp a = (exp L£q) m.
Dans Vespace ® (M), la relation [«, 3] == o entraine
L"(gexpa:ﬁoexpa.

La premiére assertion résulte de la proposition VI[I 4 ou l'on prend
f = m. Cette formule s’écrit aussi

(!ﬁa)/\ 1 S
exp o —=m -+ 24 (car £om = a).

Ax1

On obtient ainsi un procédé de construction directe pour exp a.
Pour la seconde relation, on peut écrire

oexpa = (exp £4) 3 = (exp £4) £y m = £y (exp £o) m = £ (exp a)
P P p ¥ p B (exp

on a utilisé le fait que £, et £3 commutent et la remarque a la fin du
q . q
paragraphe 3).

Remarque. — Supposons, plus spécialement, que x€ %, (M) = End M.
On a (cf. prop. VIL.5) '

Lym=—a; R (Lo)rm = o,

Il est alors clair que (exp £,) m = exp « (au sens de I’exponentielle d’un
endomorphisme). Autrement dit, dans le cas considéré, la notation exp «
(sans précision supplémentaire) est cohérente : 'application exponentielle

de (M) dans ¢ & (M) est un prolongement de I’application exponentielle
de End M dans Gl (M).

Prorosirion VIII.6. — Pour deux champs formels « et 3 dans & (M),
la relation [, 3] = o entraine

exp (o -+ 3) —exp aoexp .
En effet,

exp (o + f3) = exp (L + £3) m = (exp £3) (exp £,) m (prop. VIII.3)
= (exp £p) exp & = exp ® o exp [3.

6. L’ADJOINTE D’UN CHAMP FORMEL ET SON EXPONENTIELLE. — Soit un
champ formel 2€® (M). Conformément & une définition valable dans
toute algebre de Lie, nous désignons par ad « et nous appellerons « appli-
cation linéaire adjointe » de « (ou adjointe de «) Iendomorphisme de
Iespace vectoriel ® (M) défini par

(ad ) p=|a, B].
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 41
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On sait que Papplication o — ad « est un homomorphisme de ’algébre
de Lie & (M) dans I’algébre de Lie des dérivations del’algebre de Lie & (M).

Prorosition VIII.7. — Soit @ un champ formel sur Uespace vectoriel M
de dimension finie. Dans Uespace End & (M) muni de la topologie simple,

la séri (ad a)”
a serie T~ est convergende.
n=0

On démontre cette proposition exactement comme il a été fait pour la
proposition VIIIL.2; 1l suffit auparavant, et c’est immédiat, de vérifier que
les sous-espaces O*' & (M) sont stables par ad a.

Deérinition. — La somme de la série considérée dans la propo-
sition VIIL.7 s’appelle Pexponentielle de ad « et se note exp ad «.

Tutortme VIII.2. — Soient M et N deux espaces vectoriels de dimension
finie. Quels que sotent les champs formels o et B €% (M), on a la relation
suivante entre éléments de End & (M, N) :

Liexp aac) 3= 71 (exp ) o L7507 (exp — ).
Lemme 1. — Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dvmen-
ston finte. Soit ad u Uendomorphisme de End V défint par
(adw) v =] u, ¢). ’

Constidérons Uélément exp ad u€ End End V. Alors, pour tout y€ End V,
on a

(exp adu) ¢ = exp toyoexp — u.
Soient, en effet, A, et 1, les endomorphismes de End V définis par
huv = up et Pu¥ = v
On vérifie que A, et |, commutent. Or,
adu = hy— P donc expadu — exp Ay oexp — .
Mais on voit trivialement que
(expdy) v=1(expu)ov et que (exp — pu) v =vo exp — u,
d’ou le lemme.

LemMme 2. — Pour tout u€ End & (M, N), posons

Palt = Lolt — 1L £y,

Alors, dans End & (M, N), la sériez%ﬁp est convergente vers un

n>o

élément ¢. On a
v=—=mn (exp a) ofgo (exp — a).
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Soit f€F (M, N). Posons

On utilise les notations du paragraphe 3. On a
7k (pg 0') f=m* (80’ — &' 3) f— (0x Op — 0% k) ™t S = (ad &) &} ] =k f.
Par récurrence sur n, on obtient

7t (p4 0') f== (ad 0x)" o} | wk f

r ’,
-k N Pg‘ 4 g N\ (adak)n ! -
1»/‘< ;—'6>/_|:<z—'n‘— 6/.‘ ﬁAf.
n=u n=o

Quand p — + o, le second membre converge vers

et

[ (expad 0;) 0% ] 7k f— (exp Oz 0 0} o exp — 0z) ¢ f (lemme 1)
=7t (expdod oexp—9) f.

D’apreés la proposition VIII.1, on peut donc affirmer que la sérieE % 4
n—o0o
est convergente, dans End & (M, N), vers un élément ¢; ¢ est tel que,
pour tout k> 1,
n/‘ov:ﬁ/"oexpaoa'oexp—~8,

d’ou
p=expdod oexp— 0=exp LyoLpo0exp — L.
C. Q. F. D.
Lemvme 3. — Si, dans © (M), une suite v. tend vers Y, alors, dans
End & (M, N), la suite £, tend vers £..
Posons £, = 3,, £, = ¢. Pour f€F (M, N), on a

8, f=mkD f(m, v,) =7 [ (XD f) (m, why.) |
(cf. corollaire a la proposition VI.6). ‘
Or, Papplication de © (M) dans F* (M, N) définie par
g—>TE[(nED f) (my ) |

est linéaire; elle est donc continue pour les topologies naturelles. Quand
n-—> 4w, 7y, - 5"y; donc

ko, f—> k| (7D f) (m, mhy) =mk o f.
Il résulte bien que ¢, — C.

On peut, maintenant, démontrer le théoréme VIII.2. Avec la notation
du lemme 2, le théoréeme VII.2 s’énonce

Po £ = L(adoy -
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Par récurrence sur n, on en déduit

- Pa £B= Llaaw 3
et donc

“ PIl

Z—afg:ﬁ .
n! ‘ (ad a)»

n=o 2_,“—{3

n=o ¥

En passant a la limite quand p -~ + » on a, d’aprés le lemme 2, la propo
sition VIIIL.7 et le lemme 3 '

n (expa) o £gom (exp — %) = Llexpata -
Cororraire 1. — Pour f€F (M, N), « et B€T (M), on a
Llexpaac8S = [ £ (foexp —a) Joexpa.
CoroLLAIRE 2. — Pour o et €% (M), on a
| (expada) B=[rgexp —a]oexpa.
(C’est un cas particulier du corollaire 1 : on prend N=M et f= m.

CororraIre 3. — St € F, (M, M), on a

(expad a) B—exp — ao3oexpa.
On applique le corollaire 2 et la proposition VIL.5.

Remarque. — Le crochet dans End M étant opposé au crochet "dans
F, (M, M), on remarque la différence qui en résulte entre la formule
précédente et celle du lemme 1 ci-dessus.

CoroLLAIRE 4. — Pour un systéme fini de champs formels o, ..., o,

n

v dans T (M), la relation ]] exp %; = exp Y entraine

i=1

l—[exp ada;—expady.

En effet; pour tout B€% (M), on a, dans End e (M), la relation

ﬁ(exp ada,)...(exp ada,),@———n (eXP Ot,t) cee? ,(e‘P al) f,@ n (e»\P - al) et (eXP - :le)
=1 (expa o...0expa,) £gn (exp — a,0...0exp — «,) (prop. VII.6)

=mn(expy) £y (exp—7) = f(cxpad‘.’){i'

Comme l'application % —> £, est injective (théoréme VII.3, b), le corol-
laire 4 est démontré.
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CoroLLAIRE b. — Pour deux champs formels « et 3€® (M), la relation
[¢, B] = o entraine
\ (expada) (expadB) = expad (« + B).
On applique le corollaire 4 avec n = 2,
o, = a, ay =3, r=a+f,

en tenant compte de la proposition VIII.6.

Cororraire 6. — L’endomorphisme exp ada de ® (M) est aussi un
automorphisme d’algébre de Lie.

Le corollaire 5 montre que exp ad « est un automorphisme dont I'inverse
est exp ad — «. Vérifions encore qu’il respecte le crochet. On a, pour
et YET (M). '

o L expaday( 8,y =" (exp a) £8, 1N (exp — ) )
=n (exp a) £87m (exp — a) .1 (exp a) £y (exp — a)
— (l'analogue obtenu en permutant 3 et ).

- [E(exp ada)fs E(exp ada)‘{] = fe[(cxp ada) B3, (exp ad %) Y]+

C. Q. F. D,

7. LEs VALEURS PROPRES DE L’ADJOINTE D'UN ENDOMORPHISME DE M.
— Dans ce paragraphe, nous supposons que le corps de base est le corps
des nombres complexes.

Soit « un endomorphisme de M, considéré comme élément de &, (M, M).
Pour toute transformation formelle homogéne f&€ <, (M, M), on a aussi

(ad @) fe, (M, M).

En effet, on voit immédiatement que les deux lois formelles

Lra=aof et Lof=Df(m, a)
sont homogeénes de degré p.

Donc, pour tout entier p > 1, ad « induit un endomorphisme de ’espace
vectoriel €, (M, M) qui est de dimension finie. En vue du probléme
particulier que nous avons l'intention de traiter plus loin, il nous sera
utile de connaitre les valeurs propres de cet endomorphisme.

Nous dirons d’une base B = (e, ..., e,) de M qu’elle « triangule »
I’endomorphisme « si la matrice de o dans B est une matrice triangulaire;
de maniére précise, s’il existe des scalaires a;; (j <~ 1) tels que

n
o (e;) :26&,-]' e;.
i=j



330 N. ROBY.

On sait qu’on peut toujours trouver une telle base B. Les valeurs propres
de « sont alors les scalaires A; = a; (1 =1, ..., n).

Pour 1 =1, ..., n et pour tout systéme h,, ..., h, d’entiers > o
vérifiant h, +...4+ h, = p (p > 1), nous désignons par f,, . .
de <, (M, M) défini par la relation

f;.lp...,/l,. @Q@Ti+...+eQ@T)) =e@Th... T

~ I’élément

1

Il est clair que I’ensemble F de ces lois polynomes f, ., est une base
de 2, (M, M). Nous ordonnerons I’ensemble F par la relation d’ordre
lexicographique relative a la suite (i, hy, ..., ), c’est-a-dire qu’on pose
f;z,,...,/zn%f{‘.i,...,/\‘,,

si : ou bien ¢ < j;

oubleni=jeth <k, ...;

ou bien it =j et hy =k et ... et hooy = ku_y et h, < k..

Nous allons montrer que la base F ainsi ordonnée triangule I’endo-

morphisme ad 2 et méme, plus précisément, qu’elle triangule simul-
tanément les endomorphismes

f—>rra et [ Ly f
1° Pour ’endomorphisme f— £, a:

Comme « est linéaire, on a £y o = aof. Or

((Z of;'li)“q/'-n) (61 ® rI‘l—+‘—' ce ell® Tn) = a (ei) ®’I‘/{'. . .TZ"

n
= E aji e/® T/{‘ . {‘L"

j=i

Donc
n
i . 2“ i
aof/"h-u)hu_—— ali"fh,,...,h,,'
j=i

Il est ainsi prouvé que oo f, , est une combinaison linéaire

n

de fi. ... et des vecteurs de base qui le suivent; sa composante
diagonale sur f), ;. est a; = A

20 Pour I'’endomorphisme f— £,f:

On voit trivialement que

(Df;lh“nhn) (el® Tl+' B en® Tm ei® Tli +...+ e,,® Tln)

n
:Z/zk e @ Th. .. Th' Tk,

k=1
Pour obtenir ,
(Df;z,,...,lz,) (e ® T, 4+...+ en® T,, « (€1® T +...+ en® Tu))y
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il faut spécialiser e, Q T, +...+ e, T, en

2(e@Ti+...+e,QT,) :'Za (e, ) RT; :2 Zak, e Q@Ty,
j=1 =1 k=1
‘
c’est-a-dire spécialiser T, enz'a,,j T;. On obtient finalement

J]=1
n k

(ﬁ“f21v~~.,]ln) (61®T| “+ ...+ en® Tn) :2 th €i® akj T] T/]" . .T/,(L.k_1 . .T{‘,",

k=1 j=1

d’ou, en séparant les deux cas j < k et j = k,

n k—1 n

o i J— i 7]
Lo [ty = > Py foooiier o=t ooy =+ N o gy Wy ovoyline
Al J dd

k=1 j=1 k=1

La premiére sommation est une combinaison de vecteurs de base
venant aprés f,. . ., et le terme restant est proportionnel & ce vecteur
de base. L’assertion relative a la triangulation est donc démontrée.
En outre, la composante diagonale de £,f; . . est représentée par le

scalaire Y hy A
k=1
On voit ainsi que les valeurs propres de la restriction de ad « a ¢, (M, M)
(qui sont données par les termes diagonaux, calculés plus haut) sont tous
les nombres de la forme

/

Q Z hidi ) — Ay

h=1

ou les %; sont les valeurs propres de o et ou les systémes d’entiers
(hyy ..., hy) sont les systémes d’entiers tous > o et vérifiant h,+-...+h,=p.
Sous cette forme, la méme valeur propre est trouvée un nombre de fois
égal a son ordre de multiplicité.

Si 'on ne s’intéresse pas & 'ordre de multiplicité des valeurs propres,
et ce sera notre cas, on peut dire :

Prorosition VIII.8. — L’ensemble des valeurs propres de Uopé-
rateur ad « [restreint & €, (M, M)] est U'ensemble des nombres de la forme

th At
k=1
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ot les A, sont les valeurs propres de o et ou les systémes d’entiers (h, . .., h,)
considérés sont les systémes d’entiers vérifiant

hi+..o+h,=p—1,
et qui sont tous > o sauf au plus Uun d’eux qui peut étre égal a — 1.

8. LES GROUPES A UN PARAMETRE DE TRANSFORMATIONS FORMELLES. —
Nous désignons par K un corps. Si A =R, on prend K = R; si A = C,
on prend K = R ou K = G. Dans tous les cas, KCA.

L’espace vectoriel & (M, N) étant muni de la topologie simple, nous
pouvons parler d’applications continues ou dérivables de K dans & (M, N).
Si¢— a(t) est une application dérivable de K dans & (M, N), ‘(—l]—(:
Papplication dérivée.

Pour qu’une application ¢ — « (t) de K dans & (M, N) soit dérivable,
il faut et il suffit que, pour tout entier p > 1, 'application ¢ — =, a ()
de K dans %, (M, N) soit dérivable [en un sens trivial, €, (M, N) étant
de dimension finie]; et 'on a alors

désignera

da  d o
ﬂ/)ﬁ-[——ﬁiﬂ'p .

Si « est un champ formel sur M, 'application de K dans ¢ & (M) définie
par ¢t — exp t« est un homomorphisme de groupes. L'image de cette appli-
cation, c’est-a-dire I’ensemble des applications formelles exp tx (1€ K) est
donc un groupe abélien pour la loi de composition o.

Prorositron VIIL.9. — Sotent M et N deux espaces vectoriels de dimen-
ston finte. Soient €T (M) et f€F (M, N) deux lois formelles. L’application
de K dans & (M, N) définie par t — (exp t£7.) f est dérivable et Uon a

ait (expt£y) f= Lo (expt £4) f= (expt £4) Lo f.

On pose £, = ¢ et 'on définit ¢, comme au paragraphe 3. Pour tout
entier k>>1, 'application ¢t — n*(exp ¢ £,)f est dérivable, donc t = (exp t £2,) f
Pest aussi. En outre,

. a d .
mk i (expt f2y) f= 7 (expt o) mt f
= O (expt 0) wk f  (résultat classique) = 7k (0 expt d) f.
Donc

d
P (expt£y) f= Lo (exptLy) [

de méme pour 'autre égalité.
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CoroLrAIRE. — Pour tout champ formel «a €% (M), Uapplication de K
dans ¢ © (M) définie par ¢ — exp tx est dérivable et I'on a

d
Eexpta = £y expla —=aoexpla.

On voit cela en prenant, dans la proposition VII[.9, N=M et f=m
(loi 1dentique), en tenant compte de la proposition VIII.5.

TutoriME VIII.3. — Soient M un espace vectoriel de dimension finie
et o un champ formel sur M. L’application de K dans & (M) définie par

t—>B (1) —expta

est la seule solution de chacune des deux équations différentielles suivantes
avec condition initiale :

d
dt

(1 B(t) = £B(2) [B(o) =m] (loi identique);

7 B
(1) ZBWO=a0B(0)  [B(o)=m].
Pour Uéquation (1) : Cette équation équivaut & ’ensemble des équations
(L) ﬂ"%ﬁ(l) =" LB (1); B (0) =m (n>1).

Or il est clair que (I,) s’écrit aussi

d
— (rllﬁ):nllfa<7rnﬁ); n/l]@(“):m‘

dt
C’est 1a une équation différentielle linéaire en ="3, avec condition
initiale, posée dans l’espace de dimension finie %" (M, M). On sait de
maniére classique que la solution est unique. La solution de (I) est donc
unique aussi; or on en connait une, a savoir 3 (f) = exp ta.

C. Q. F. D.
Pour Uéquation (1I) : On ne peut plus raisonner aussi simplement, car

I’équation n’est plus linéaire.

Lemme. — Sotent t — ®(t) et t — W (t) deux applications dérivables
de K dans ® (M), de dérivées respectives @' (t) et W' (t). On suppose que pour
tout t la transformation formelle W (t) est inversible. Alors Uapplication
t > ® (1) o W (t) dérivable et Uon a

d .
7 (PoW) = (£y. . .v—1®+0)o W,

Ann, Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. 42
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Soit (e, ..., e,) une base de M et posons (formellement)

1) (i QT+t e, @T) = H ea® Si(Tr. oy Tys 1)

i=1

n (Sl‘, RiEA+((T1, ey Tn)))
lp(t) (€1®T;+...+ €,l® Tn) :26i® Ri(Tla DR Tn; l)

i=1

Alors

n

(@) (i @T +...+e,QT,) :Ze,-@ Si(Riy ... Ryi ) (cf. chap. VI, § 9).

i=l1

La dérivabilité de ® oW est évidente et ’on a

‘g‘t(d)olp‘) (€1®T|+...—|—€“®T”)

R R, e 08, .
_Eei®2<ﬁ—j>(fl,, oo Rus 1) +Zei®<ﬁ>(R,, N
j=1

i=1

i=1
Cette relation montre que

dw do
i) T dr
= (Ly @) o W+ P oW,

%(mom) = (D®) (qf oW = (D®) (W, W o W10 WF) 4 @ o I

C. Q. F. D.

Revenons a I’équation (II). En prenant la partie homogeéne de degré 1
de chaque membre, il vient

%mﬁ(l):(md)omlﬁ(t)), avec m,B3(0) =m.

Nous avons, ici encore, une équation différentielle linéaire en =, 3 avec
condition initiale. La solution, unique, est donc

Tfr[ﬁ = exptTc, a.

I1 en résulte que =, 3 est inversible et, d’aprés le théoréme du jacobien,
que 8 Pest aussi. Il est donc possible d’appliquer le lemme, en prenant
O = (3" et W= 3. Il vient ainsi

{ dpg—!
o= ron =,y 5w G o

dt

Composons a droite avec 3 et tenons compte de I’équation (II); nous
obtenons

|

B =— £, avec 3" (o) = m.

L

L
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D’apres les résultats obtenus concernant ’équation (I), nous avons donc
B (1) =exp — 2, d’ou B(t) =expta.
C. Q. F. D.

Tutorime VIII.4. — Tout homomorphisme du groupe K dans le
groupe G (M) qut est dérivable a Uorigine est de la forme t — exp ta,
ou « € (M) est unique.

L’unicité est immeédiate, car

d
Eexpta:a pour {(=—o.

Soit ¢ — 3 () un homomorphisme de K dans ¢ @ (M). On a, pour ¢
et heK,

Lo B (0).

Bl+h) =31 _Bh)—n
h - h

Posons <Z,—f > (0) = a. Il est alors clair que

lim P+ R) —B(0)

>0 3 =ao (1),
P g . s
ce qui prouve que -~ existe et quon a
Z—% =aofB (1), avec [+(0o) = m.

Le théoréeme VIII.3 montre alors que B (t) = exp to.
C. Q. F. D.

9. LE PROBLEME DE L'ITERATION CONTINUE DES TRANSFORMATIONS
FORMELLES. — Soit f€ ¢ B(M) une transformation formelle inversible
sur 'espace vectoriel M de dimension finie. Pour tout entier n, posons
B (n) = f°". Les transformations formelles (3 (n) constituent la famille
des itérées de f, d’ordre entier positif, négatif ou nul [on pose 3 (0) = m]
L’application n — 3 (n) est un homomorphisme du groupe additif des
entiers dans le groupe ¢ @ (M). Peut-on prolonger cet homomorphisme
en un homomorphisme du groupe K dans ¢ & (M) ? La question se rameéne
a celle-ci : trouver un homomorphisme ¢t — 3 (t) de K dans § & (M) tel
qu'on ait f= {3 (1). Il est naturel d’imposer a {3 (¢{) des conditions de régu-
larité supplémentaires. Nous demanderons, en outre, a {3 (¢) d’étre déri-
vable a l'origine. Alors, le théoréme VIII.4 nous montre que le probléme
posé se rameéne finalement au suivant : trouver un élément o de ® (M)
tel qu’on ait f = exp .

L’étude de cette question constitue l'objet du paragraphe suivant.
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10. Etupe pE LEQuATION : exp % = 3. — Nous étudierons ce probleme
dans le cas ou le corps de base est celui des nombres complexes.

Nous supposons donnée une transformation formelle  sur D'espace
vectoriel M de dimension finie. Nous posons, pour tout entier n>> 1,
7, = B,. Par hypothése,  appartient & G % (M), c’est-a-dire que B, est
un automorphisme de l’espace vectoriel M.

Nous recherchons les champs formels «€® (M) tels que (3 = exp .
Pour le champ formel inconnu «, nous poserons w,a = a,.

Le principe de la méthode utilisée est le suivant : dans une premiére
étape, nous résolvons I’équation différentielle

(E) , %‘:f;‘“@; 0 (0) =m,
ou ¢t — ¢ (t) est une application de la droite réelle dans & (M); nous laissons,
provisoirement, « indéterminé. Nous savons, d’aprés ce qui précede,
que la solution unique est ¢ (¢) = exp t«. Dans une seconde étape, nous
déterminons « de telle sorte que la solutlon ¢ (t) trouvée vérifie, en outre,
la condition ¢ (1) = B.

Du point de vue théorique, il semble que cette méthode soit vaine
puisqu’en dernier ressort le probléme qui se pose se traduit par la rela-
tion « B = exp « »; il ne semble pas que nous ayons modlﬁe le probléeme
de quelque facon.

En fait, les deux étapes seront menées de front, et c’est par ce biais
que nous obtiendrons des informations supplémentaires sur la résolution
du probléme. Il se trouve, en effet, que I’équation (E) est équivalente a
une succession d’équations (E,), ..., (E,), .... On pose =,¢= ¢,
L’équation (E,) ne fait intervenir, de ¢ et de 2, que les composantes ¢,
et «,. A ce stade, on commence donc par résoudre 1’équation diffé-
rentielle (E,) en laissant «, indéterminé (1T® étape); puis, on passe tout
de suite & la seconde étape en déterminant o, de telle sorte que ¢, (1) = B,.
L’équation (E.) ne porte que sur ¢, et «, (encore inconnus) et sur @,
et «, (désormais connus). On résout I’équation pour obtenir ¢, en laissant
provisoirement «, indéterminé; puis on détermine «. par la relation
0, (1) = B.. Et le procédé se poursuit ainsi, assurant a chaque étape
(si c’est possible), la connaissance d’une composante supplémentaire
de ¢ (ce qui est sans grand intérét final) et d’'une composante supplémen-
taire de « (ce qui construit de proche en proche la solution « cherchée).

Ce principe exposé, passons a lapplication. Nous commencons par
transformer ’équation (E) en posant

9 (1) = (exptLy)Y(2) =4 () oexpta,.
On a

d 2 .. d
d_;P fo l;w(eXptfjnai)dg(t) + (expify,) 7;&’
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ainsi qu'on s’en convainc en appliquant opérateur = aux deux membres,
soit :
9
dt

d
= L4,9 + %o expla;.

Posons ¢’ = ' —a,. L’équation (E) est alors équivalente a 1’équation

ddl
—Jt—oexptm: LauQ; Y (0) = m,

ou encore

dy , : ;
7;[—" = [ Lo (Y (2) oexptay) [oexp — Lo = L gxpaa—r2yo$ ({)

(corollaire 1 au théoreme VIII.2).
Le probléme est donc ramené au suivant :
Premiére étape : Résoudre I’équation

) ay
(h ) 73) :J"‘(cxpazl—lai)a"«li; ‘«P(O) =m.

Deuxiéme étape : Déterminer « de telle sorte que
(1) =fBoexp —a,.

Nous désignons par (E,) I'équation obtenue en ne prenant, dans (E’)
que la composante homogeéne de degré n des deux membres. L’équation (E’
est alors équivalente a la suite des équations suivantes (on pose ©,¢ = ¢,

e o

d .
(E)) 7tt.}z.:o; - by (0) =m:
. d -
(h‘l) th"z:l:(expad—lai)a,qll; X %(0) =0,
...................... ; B
‘ d .
(En) Fl "*P/l =L (cxpud—lx,)oc,dHu—J .
+£(expml~—la1\a,,_1l-l/2
”"'_ f(cxpad—la,)anqh; qul(()) =0;

1° Equation (E,) : La solution unique est ¢, (f) = m. Ecrivons la
condition supplémentaire
by (1) =Broexp — a;.

Alors, a, doit satisfaire a la relation
expa, = B,.

Ainsi, il faut que «, soit un endomorphisme de M dont l'’exponentielle
est B,. Comme 3, est supposé inversible, le probléeme est toujours possible
et admet une infinité de solutions (nous donnons, en appendice, une
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méthode qui permet de déterminer tous les « logarithmes » d’un auto-
morphisme donné de M).

Le probléeme qui nous préoccupe est donc indéterminé des le départ.
A toutes fins utiles, nous faisons choix d’un quelconque endomorphisme o,
de M dont I’exponentielle soit 3, et nous poursuivons la résolution du
probléeme.

20 Equation (E,) (n > 2) : Supposons que nous ayons résolu les équa-
tions E,, ..., E,_, et que les conditions aux limites pour ¢{= 1 aient
permis de déterminer des lois polynomes «,, ..., «,, convenables.
Qu’arrivera-t-il au rang n?

Posons
Uy (t) - v"o((‘xp ad-—-l:xl)az LIJH—J +...+ '£7(cxpud—zocl) au—l 4’2 Si n > 2 7
—=o0 sl n=—a2.

La loi polynome u, (), homogéne de degré n, est connue par hypo-
thése. Compte tenu de (E,), I’équation (E,) s’écrit

d
Z[}q’”: w, (t) + (expad — ta,) a,; b, (0) =o.
Son intégration est immeédiate et la condition supplémentaire

‘-Pu(l) = ﬁnoexp —a,

conduit a la relation

[

Dés lors, deux cas sont possibles :

— ou bien l'endomorphisme 7, ——-f (expad —ta,)dt de <, (M, M)

1

1
(expad — ta,) dt:laﬂ: 5,Loexp—azl—f w, (t) dt.
0

est bijectif; alors, «, se trouve déterminé, et d’'une maniére unique; on peut
continuer le procédé et passer a I’équation suivante;

— ou bien ’endomorphisme v, n’est pas bijectif : nous disons dans ce
cas qu'il y a obstruction au rang n.

De deux choses I'une :

a. Si 3o exp—a —‘f u, (t) dt n’appartient pas a llmage de v, le

calcul de «, sera impossible. Si des choix sont intervenus dans la déter-
mination de o, ..., %,_,, il y aura lieu d’en changer et d’examiner si la
situation peut devenir meilleure; sinon, il sera impossible de donner une
solution & notre probléme qui commence par le terme o, choisi initia-
lement.
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b. Si B, 0exp — «, appartient a I'image de y,, la détermination de «,
sera possible d’une infinité de maniéres. La question se pose de savoir
si le choix qui en résulte aura une importance sur le comportement du
probléme au cours des obstructions suivantes s’il y en a. Nous n’entrerons
pas dans cette étude, qui semble trés complexe tout au moins par la
maniére dont nous I'abordons. Retenons simplement que, 'application
de 2, (M, M) dans lui-méme définie par

I
Bn—>Bnoexp — 11—f u, (t) dit
0

étant bijective, la condition d’appartenance précédente ne saurait, en
aucun cas, étre vérifiée quel que soit 3,. Cette condition est donc une condi-
tion effective, qui relie 3,, ..., B, et %, (si, du moins, aucun choix inter-
médiaire n’est venu encore rendre la question plus complexe).

Nous nous contenterons de caractériser les problémes pour lesquels il
ne se présente aucune obstruction quel que soit n>>2. Dans ce cas,
le @, inmitial étant choisi, la résolution de I’équation (E’) sera possible
d’une maniére et d’une seule.

Lemme. — Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie. La condition nécessaire et suffisante pour que Uendomorphisme

1
f exp tudt soit tnversible est que u ne posséde aucune valeur propre de la
0

forme 2kzi, ou k est un entier  o.

En effet, si %, ..., 2, sont les valeurs propres de u, les valeurs propres

1
de f exp tu dt sont les nombres

0
1

fexpt)‘idtzl si ,,—o, 17N (ehi—1) sl b o.
0

On voit cela en triangulant u.

Grace a la proposition VIII.8, on peut donc énoncer le

Tutorime VIIL.5. — Soit 3 une transformation formelle inversible sur
un espace vectoriel M de dimension finie. Sott , un endomorphisme de M
tel que exp o, = =, 3. Soit (A, ..., 1,) Uensemble complet de toutes les valeurs
propres de %,. Supposons qu’tl n’existe aucune relation de la forme

b=k,

j=1

ol k est un entier = o, et ot h, ..., h, sont des entiers de somme - 1,
tous > o sauf au plus U'un d’eux qui peut étre égal a — 1.
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Alors, 1l existe un champ formel «a €% (M) et un seul, tel que =, & = a,
et exp a = . ‘

St, au contraire, il existe une relation de la forme indiquée, il ne peut
exister de tels champs formels a« que st B vérifie certaines conditions supplé-
mentatres.

Remarques. — 1° La discussion précédente repose sur une condition
relative & «,. On peut trouver une condition suflisante, ne portant que
sur B3, afin que, quel que soit le choix fait pour 2,, on soit dans les condi-
tions d’application du théoréme précédent. Soient r,, ..., r, toutes les
valeurs propres de ;3. Alors :

5’1l n’existe aucune relation de la forme : r
sont des entiers de somme > 1, tous > o sauf au plus 'un d’eux qui
peut étre égal & — 1, les hypotheses faites au théoréme VIIL.5 sont
vérifiées quel que soit o, tel que exp o, = =, 3.

=1, ot hy, ..., h,

hy
1 T

]

20 La forme du résultat obtenu rend trés probable I'existence d’une
relation entre ces résultats et ceux de J. Dixmier (L’application expo-
nentielle dans les groupes de Lie résolubles, Bull. Soc. Math. France,

t. 85, 1957).

11. CAas DE LA DIMENsION I. — Nous sommes en mesure de donner
une solution compléte au probleme précédent si M = G. Dans ce cas,
on identifie (M) a G ((T)); la composition dans & (M) devient la compo-
sition des séries formelles.

Soit une série formelle

a=u, T+ ..+« Tr+4....

On sait que la série formelle ® (¢) = exp to vérifie I'équation

dd —_— - o dd
i =50 = («,T...+«,T +)ﬁ
AN n
En posant @ () = > A, (t) T" on a donc
n>|
dA
K—E[:L“Al; Ay(o)=1;
(3) ) [M ......... T
] c-ltﬁ =n A+ (0 — 1), Ay .. Ay A, (0) =o;

Ce systeme (X) équivaut a Iéquation (E) du paragraphe précédent.
On trouve ces équations dans Particle de J. Hadamard (T'wo works on

iteration and related questions, Bull. Amer. Math. Soc., t. 50, n® 3, 1944, p. 70).
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La premiére équation donne A, (t) = e™’. Si a,3£ o0, on vérifie aisé-
ment que A, (t) s’exprime par un polynome en e“‘. Donc ® (f), consi-

. . L e . , . 2Tl
dérée comme fonction de ¢, est périodique de période 7‘- Par exemple,
1

si a; = 2kt (k entier £ o), ® (f) a la période i, donc aussi la période 1,
de sorte que '
D () =P (0), expa=T (=m).

Soit maintenant donnée une série formelle inversible

B=0bT—+..., avec b, o.

Résoudre 1’équation 3 = exp «, c’est déterminer la suite de a, de telle
sorte que A, (1) = b,. Nous ne ferons pas I’étude complete (facile) qui
est I’équivalent de l'étude faite au paragraphe précédent. Nous nous
contenterons d’examiner les cas ol se présente une obstruction.

Il y aura une obstruction s’il existe un entier & > 1 et un entier k > o,
avec ‘

. . 2kmi
ha,—2kmi, soit - a, = .
h
. k. .
Supposons la fraction 7 irréductible.

Premier cas h = 1.-— Comme b, = ", cela suppose b, = 1. Remarquons
qu'il n’y aurait pas eu d’obstruction si nous avions pris a, = o, de sorte
que ’équation 3 = exp « a au moins une solution. Par contre, si 'on prend
a, = 2k7i 3£ o, alors une remarque faite ci-dessus montre que

— si B~ T, I'équation 3 = exp « n’a aucune solution « telle que a,
ait la valeur voulue; ‘

— si B =T, il existe une infinité de solutions de ’équation § = exp«
telles que a, = 2kmi 3£ o; elles sont données par

a:alT—i—Cng—i—..‘—i-C,,T"—l—‘ ey

ou les C; sont les constantes arbitraires.

Deuxiéme cas : h > 2. — Comme b, = ", on voit que nécessairement b,
est une racine A" primitive de 1. Réciproquement, s’il en est ainsi,
il y aura une obstruction quel que soit le logarithme choisi a; de b,.

Supposons qu’il existe une solution

o 2ka+
h

Alors @ (t) = expta a la période —Z, donc aussi la période h, desorte que

®(0) =D (h).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 3. _ 43
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Autrement dit,
Boh =T

Quel que soit le logarithme a, de b,, une condition nécessaire pour que
les obstructions puissent é&tre franchies est donc (°* = T. Nous allons
montrer que cette condition est suffisante; pour cela nous serons amené
a considérer I’équation de Schréder.

Soit @ = a,T +... une série formelle avec a,  o. On montre aisé-
ment l'existence d’une série formelle et d’une seule

Yy=T—+...+v,TP+...
telle que £,y = a,7; la détermination de y se fait par le calcul de proche

en proche des v,, il ne s’y présente aucune difficulté.

On déduit de 1a
(exbtl.’“) T=enty, d’ou expta =y oeuy.
Si 3 = exp @, on a en particulier
B=y"teby.
Réciproquement, soit 3 une série formelle avec b, £ o et 3£ 1. Supposons

qu'on puisse trouver Y =T +..., telle que B =7vy7'0ob,y. Soit a, tel
que b, = e". On vérifie sans peine qu’il existe un « et un seul tel que

a=a,T+... et Loy =Y.

Alors, d’aprés ce qui précéde, on a § = expa. Ainsi :
Si by = e, 1l existe une correspondance bijective entre

— d’une part, les solutions « de l'équation [ = expx telles que
a=a, T +...;

— d’autre part, les solutions v de ’'équation de Schréder
p ) [ q

B=y"tobyy, y=T~+....

Plagons-nous donc dans le cas resté en suspens : § = b,T 4..., ou b,
est une racine primitive h*"™ de 1, h>>2. On suppose que P"=T.
Dans ce cas, Pastidés a démontré (Annales Sc. Ec. Norm. Sup., 1948)
que 'équation de Schrioder considérée a des solutions, et il donne un
procédé pour les construire. Si Yy, est une de ces solutions, toutes les
les autres sont données par la formule

Y ="o +Z C,yrh+t,

n=1

ou les C, sont des constantes arbitraires. Ainsi :
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Tutorime VIII.6. — Soit une série formelle B = b,T +..., b, £ 0.

Soit a, un nombre complexe tel que e™ = b,. Considérons ’équation

(E) B=expa, avec o —=aoy T +....

10 St by rlest pas une racine de Uunité, Uéquation (E) a une solution
unique.

20 St by, = 1, et st a, = o, Uéquation (E) a une solution unique. St b, = 1
et a, 7 o, Uéquation (E) n’a pas de solution st 3 7= T elle en a une infinité
st B=T.

32 St b, est une racine primitive h*™ de 1, h > 2, Péquation (E) n’a
pas de solution st 3°" £ T. Elle en a une infinité st 3°" == T.

En outre, I’étude précédente permet la détermination -effective de
toutes les solutions. '

APPENDICE I

LES ALGEBRES DE PUISSANCES DIVISEES
ET LA FORMULE DE TAYLOR EN CARACTERISTIQUE p 3 O.

Dans cet appendice, nous supposons que I'anneau A est un corps de
caractéristique p 3 o.

Prorosition 1. — Soit M un espace vectoriel sur le corps A. Soient x
un élément de M et o un entier s’écrivant
k
a:}:ahp" (o ZLap<< p)-

h=o0

Alors, dans Ualgébre I' (M), on a
k

lPMy %
il :I] ( .
5 ap !

n=0

Ry 1
LemumE. — Quels que sotent les entiers 3 > o et h > o, le nombre 5(,5(%;

est un entier congru & 1 (mod p).

Démonstration par récurrence sur 3. — Le lemme est vrai quand 3 = o.
Pour > 1, supposons le lemme vérifié jusqu'au rang 3 — 1. On a alors
Epht L _[B=np! (Bp =t

BUpDE T B—0! (P [(B—0p (=0t
Au second membre, le premier facteur est entier par hypothése et
congru & 1 (mod p). Le second facteur est égal a (((B— 1) p*, p"—1));
c’est un entier -égal au coefficient de a” ' dans

(14 2)B* =1 = (14 z)B-0P* (14 z)?"~*  (mod. p),
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ce dernier polynome est égal a (1 + &”')** (1 + )", dans lequel le
coefficient de 2”"~" est visiblement 1. Cela démontre le lemme. l

On peut donc écrire

(& (anp") !

— 212nph — planph,
ay! ay! (P/‘!)“'

Comme, d’autre part,
k
| I 2P = ((atgy. . .y apphy. .., arpk)) 2!,
fi=o0

la proposition 1 sera démontrée si 'on montre que
((otgy +o oy agph)) =1 (mod p).

Or, le coefficient multinominal considéré est le coefficient de zi°...z3""
dans le polynome (z, + ...+ ;)% congru module p au polynome

(o= o) (@ ) (2 2,

a pk

dans lequel le coeflicient de 25°.. .2} est visiblement égal a 1.

3

C. Q. F. D.

ProrosiTion 2. — Soit (e),e, une base de M. Alors, I' (M) est engendrée
par les éléments du type, /" (1€1, h > o). L’idéal des relations algébriques
entre ces générateurs est engendré par les relations (e¥")? = o.

Supposons la base totalement ordonnée.
On sait déja (théoréeme IV.2) que I' (M) admet pour base I’ensemble
des éléments du type
e{f‘ﬂ - ef}f’pl, 0L<...<ip(k;>o0).

D’aprés la proposition 1, chaque e/’ est le produit d’une constante et
d’éléments du type el".
D’ou la premiére partie de la proposition. En outre,

(PP") ! e[ph+1]: o

b (PP") ! s
(elr"yr = ph+1] PIR

1 .
Gy =
(d’apres le lemme). »

Soit maintenant une relation algébrique entre les ¢/””. Modulo la rela-
tion précédente, on peut supposer que tous les exposants qui inter-
viennent sont < p. Montrons que tous les coefficients de cette relation
algébrique réduite sont nuls. En effet, d’apres la proposition 1, cette
relation algébrique équivaut a une relation linéaire entre des éléments
de base de I' (M), dont les coeflicients sont ceux de la relation algébrique
multipliés par des constantes non nulles. Donc tous ces coefficients sont
nuls, et la proposition est démontrée.
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La proposition 2 détermine entiérement la structure de I' (M) dans le
cas ou A est un corps de caractéristique p # o.

Formule de Taylor en caractéristique p 3 o. — La proposition 1 ci-dessus
(dont nous gardons les notations) et la proposition IV.5 montrent qu’on a

ol 1 /0 \% 1 < olrl \ % 1/ d[ﬁ’"] Gk
oa-lal—m(a; -yl dxw) "'m(()xw]) ’

Cette formule permet de préciser la formule de Taylor en caracté-
ristique p. Posons

-0 !\ Jxl"]

NS <le“1 >a
b= ¥ —| 5= | -

Alors, s1 f€® (M, N) est de degré borné (en particulier si f est homogene),

on aura
flm+x) = <l Ak,a‘)f.
k=0 /

Le produit infim1 s’interpréte en remarquant que A . f = f, sauf au plus
pour un nombre fini d’entiers k. [Cf. J. Dieunonng, Semi-dérivations et

formule de Taylor en caractéristique p (Archiy der Mathematik, 1949-1950,
p. 364-366)].

APPENDICE II.

LES LOGARITHMES D'UN AUTOMORPHISME DE L’EsPAcE C".

Soit « un automorphisme d’'un espace vectoriel complexe E, de dimen-
sion finie n. Nous appelons logarithme de = tout endomorphisme 3 de E
tel que o = e’. Nous désignons par Log« I’ensemble des logarithmes
de «. Nous nous proposons, connaissant «, de déterminer Log «.

Naturellement, le méme probléme peut se poser en termes de matrices.

1. DECOMPOSITION DE L’ESPACE EN SOUS-ESPACES PROPRES. —
Soient %y, ..., A, les valeurs propres distinctes de 2. A chaque A; corres-
pond un sous-espace E; de E, ensemble des z€E tels que ‘

(¢ — M)z =0

(¢ désignant 'automorphisme identique de E). On sait que E est la somme
directe des espaces E; et que chaque espace E; est stable par «. Soit «;
la restriction de « a E; : ¢’est donc un automorphisme de E;. Il est clair
que si 3; (=1, ..., p) est un logarithme de o;, '’endomorphisme 3 de E
défini par ces (3, est un logarithme de «. Nous montrons que, récipro-
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quement, tout logarithme de o peut étre obtenu de cette facon. Soit donc
p€Loga. 11 suffit de montrer que chaque espace E; est stable par 3; car
alors, (3; désignant la restriction de 3 a E;, il est clair que ; sera un loga-
rithme de ;.

Or, soit z€E;. On a
(& — he)"Bx =0 (a— M&)"z=0
(car @ = ¢® et 3 commutent); donc

B.’L‘EE[.
C. Q. F. D.

Le probléme posé est donc ramené & la recherche des logarithmes des restric-
ttons de @ aux sous-espaces propres E,;.

La forme que prend le probléme est alors la suivante : déterminer Log «,
ou « est un automorphisme dont toutes les valeurs propres sont égales.

Nous procédons par ordre de difficulté croissante :

2. LOGARITHMES DE L’APPLICATION IDENTIQUE &. — On sait (par exemple
par le théoréeme de Jordan) que tout endomorphisme de E est la somme
d’un endomorphisme diagonalisable et d’'un endomorphisme nilpotent qui
commute avec lui; d’autre part, une telle décomposition est unique.
Soit f€Logsz décomposé sous la forme [ =:¢-4 v (3 diagonisable,
v nilpotent, Sv == v3). On a donc

e—eve’ = el ed (e¥ —¢).

Mais ¢” est diagonalisable, alors que e’ (¢’ -—¢) est nilpotent (en effet,
e’ commute avec e’ —¢, et e’ — ¢ est nilpotent, car c’est un polynome
en v dans lequel « v est en facteur »). D’apres 'unicité d’une telle décompo-
sition, on a donc

f=c et e(e"—z)=o, soit  e’=¢;

si v o, il existe un z€E tel que vz £ 0 et v’z = o (on peut voir cela
en « triangulant » v). Alors e’x = -+ vz, ce qui doit étre égal a z, d’ou
vz =0 : c’est absurde. Donc v =o. Ainsi 3 doit étre diagonalisable.
Les valeurs propres de (3 sont nécessairement des logarithmes de 1.
Mais réciproquement il est clair que tout endomorphisme diagonalisable
dont les valeurs propres sont de la forme 2k 77 est un-logarithme de . Donc :

Log ¢ est U'ensemble des endomorphismes dzagonalzsables dont toutes les
valeurs propres sont des multiples entiers de 271y
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3. LOGARITHMES D’UN AUTOMORPHISME & = ¢ + U (. nilpotent). — Nous
désignons par Lop « I'endomorphisme de E défini par la formule

s
k=1

f: 1 \k+1
Lopa =) g—?—p"‘.

Cette sommation, en fait, est finie, puisque p. est nilpotent. Il est clair
que Lop a€Loga. A vrai dire, la vérification directe n’est pas aisée;
mais elle revient & montrer que les développements en séries entiéres des
deux fonctions de la variable complexe z suivantes :

Zm (_"k+‘zk
k

1+5 et ek=1 (sl <1)

sont égaux, ce qui est évident puisque la série représente la fonction
Log (1 + z) au voisinage de I'origine. Nous disons que Lop « est le loga-
rithme principal de o. C’est un endomorphisme nilpotent, puisque « p. y est
en facteur ». Réciproquement, Lop « est le seul logarithme nilpotent
de «. Pour voir cela, il suffit de vérifier que, pour tout endomorphisme
nilpotent v on a Lop e’ = v, c¢’est-a-dire

w, (__ ])k+1 v X
}_J — (=)=
k=1
or, cela résulte de la relation suivante entre séries entiéres :
Log(1+ (e—1)) =5,
qui est évidente.

Soit maintenant un logarithme quelconque B € Log o. Ecrivons encore
B = ¢4 v (¢ diagonalisable, v nilpotent, dv = v3). Alors

eB=c4+p=éle, dou c4+p=ei+ed(e’—c).
Comme précédemment, ¢* est diagonalisable et e’ (e’ —¢) est nilpotent.
Il en résulte que
e=ed et p=e—c.
Ainsi, ¢€Log: tandis que les relations : v nilpotent et e’ = ¢ -} u

entrainent v = Lop «.
, . SN \
éciproquemen 0g &, commu .
Réc ement, soit c€ Log ¢, commutant a Lop «. Alors
ed+Llope — efplop® —
Donc :

St o= ¢+ p(p nilpotent), Log « est Uensemble des endomorphismes
de la forme Lop « + &, ot & est un logarithme quelconque de = qui commute
avec .
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(« Commuter avec P » est synonyme de « commuter avec « » et de
« commuter avec Lop 2 ».)

Il nous reste maintenant & déterminer Log « dans le cas out « a toutes
ses valeurs propres égales. Soit % la valeur commune de ces valeurs propres
(A £ 0). On peut écrire o = A (¢ 4 ) ou p. est nilpotent.

4. LOGARITHMES D'UN AUTOMORPHISME & = A (2 4 @) (A s£o0, W nil-
potent). — Soit Log 2 un logarithme du nombre %. Montrons que

Loga—=Logk.c + Log(e+ ).
Il est évident que
Logh.c + Log (¢ + ) c Loga.
Réciproquement, soit 3 € Log «. Alors
eb—Losh.e — % B—c+p.

Done
3 -— Loghk.c€ Log (s + 1) et BeLogh.c + Log(e+ u).

Pour tout endomorphisme u, désignons par K (u) ’ensemble des endo-
morphismes qui commutent avec u. En utilisant les résultats du para-
graphe 3, on peut énoncer le

TrtorEME. — St X 3£ o, st Log A est un logarithme de A, st 1. est nilpotent,
on a )
Log(A(s+p)) ==Logh.e + Lop (¢ + p) -+ Logen I ().

L’ensemble Log < est U'ensemble des endomorphismes diagonalisables dont les
valeurs propres sont des muliiples entiers de 27i.




