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UN THEOREME
SUR
LES FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES
ET SES APPLICATIONS

Par M. Huserr DELANGE.

——~—v—

1. Introbuction. — Une « fonction arithmétique » est une fonction définie
sur I’ensemble des entiers naturels.

On sait qu’une fonction arithmétique f, réelle ou complexe, est dite mudti-
plicative si P'on a

f(mn)=f(m)f(n) toutes les fois que (m, n)=1.

Si fn’est pas toujours nulle, ceci entraine que f(1)=1.

La fonction est alors complétement déterminée quand on connait ses valeurs
pour les nombres premiers et leurs puissances.

II est clair que, pour qu’on ait | f(n»)|="1 quel que soit », il faut et il suffit
que ceci ait lieu lorsque n est un nombre premier ou une puissance d’un
nombre premier.

La fonction arithmétique f est dite additive sil'on a

f(mn)=f(m)+ f(n) toutes les fois que (m, n) =1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 1
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Elle est encore complétement déterminée quand on connait ses valeurs pour
les nombres premiers et leurs puissances, et la fonction g définie par

g(n)=explaf(n)],

ou a est une constante, est une fonction multiplicative non nulle.
Un exemple bien connu de fonction multiplicative est la fonction ¢ (n) d’Euler.
La fonction égale au nombre des diviseurs premiers de n est additive.

1.1. Nous établirons ici le théoréme suivant :

Soit f une fonction arithmétique réelle ou complexe, non identiquement nulle,
supposée multiplicative.

Supposons en outre que :

1. | f(n)| <1 quel que soit n;
2. 1l existe une constante réelle ou complexe ¢ telle que, quand x tend vers + o« ,

~ =z x M.
(1) p%f(ﬁ)-—?@""o[@] ;
3. Sip=1,
ZI~0‘f(P) — .
p
Alors, on a pour x infini
(2) Y f(r)=o[z]

et, Q étant Uensemble des entiers naturels qui ne sont divisibles par aucun carré
autre que 1,
(3) Y /(n)y=o|x]

nZLx

neqQ

Les applications que nous donnerons de ce théoréme concernent la distribu-
tion des valeurs de certaines fonctions arithmétiques réelles additives (*).

(') Nous utilisons la lettre p comme symbole générique d’un nombre premier. Donc, dans une

expression telle que Zg(p You Hg(p ), p parcourt '’ensemble des nombres premiers, ou I’ensemble

des nombres premiers satisfaisant aux conditions écrites sous le Eou le I I .

Indiquons aussi que nous considérons comme nulle toute somme qui ne contient aucun terme, et
comme égal & 1 tout produit qui ne contient aucun facteur.

Nous prenons z°=1 méme pour z = o.

(2) Ce théordme, et une partie des applications que nous en donnons ici, ont été publiés sans
démonstration dans les Comptes rendus de I’Académie des Sciences (t. 246, 1958, p. 514-517).
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2. RemarQuEs PRELIMIMAIRES. — 2.1. Remarquons d’abord que, si @(x) est le
nombre des nombres premiers aux plus égaux a z, I’hypothése 1 entraine que

/)

pLx

=w(z),

et, par suite, le nombre ¢ qui figure dans (1) est nécessairement de module au
plus égal & 1.

2.2. L’égalité (1) entraine que, pour « infini,
(4) 2%:ploglogx+o[loglog.@|.
pLx
En effet, si  >> 2, on a pour chaque p Zx

[p) _fw) | [TIp)
T~T+fp G

et 'on en déduit par addition

SAD 2 2, o e =Y

pLx pLe

Mais I'égalité (1) s’écrit
P(zx)= LAY
plog.ve [logx}
etl’on a

T ode
f2 Tlogt — loglogz — logloga.
(4) entraine a son tour que, pour x infini,

=2 (- aglogloga o [logloga].

pex

Comme |p|Z1,sip5£1,0na1— Rp >o0.
Par conséquent, st les hypothéses du théoréme sont satis faites, on a certainement

.

Zl—iﬂp)?f

2.3. Observons enfin que, compte ftenu de U hypothése 1, I'égalité (1) est équi-
valente a

(5) > f(p)logp=pz+o[z].

pLx

Cela résulte immédiatement de ce qu’on a pour « infini

(6) ®(z)logz — Y f(p)logp =o[=].

pex
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En effet, si x> 2, on a pour chaque p Z«x
p)loo f f(P)dt

Par addition on obtient

Z‘f(]’)lmr_ _f ‘I)(t)dt ou d)(x)log$~2f(p)logp:fzxwd;,

pLx pLax

Mais, du fait que |®(z)| Z@(x)=o0[z], ona

o), _
[ —~dt=o[z].

3. THEOREME PRELIMINATRE. — 3.1. Nous établirons d’abord le théoréme
suivant :

Soit f une fonction arithmétique réelle ou complexe, non identiquement nulle,
multiplicative et satisfaisant a

|f(n)]| <1 pour tout n.
Posons

0p(@)=/f(p)logp

psx

Alors on a pour x infini,

) X700 = o D7 05 ) o],

nLx nLx

3.2. Pour chaque nombre premier p, définissons la suite

L R N ¢ LN
par
"=f(p)
et, pourr >1,
r—1
(8) AP=rf(pr) =26 f(pr).
i—=1
3.2.1. On a pour tout n>x1,
(9) f(m)logn=>Yc ”’f< >10gp ).
pi/n

Cela résulte immédiatement de ce que, si p, est I'un des diviseurs premiers
de n et n = pm, avec m non divisible par p,, la somme des termes correspon-
dant a p = p, dans cette expression est égale a r f(n) log p,.

(3) Ici, bien entendu, la sommation porte a la fois sur' p et j, qui prennent tous les systemes de
valeurs tels que p/ divise n, p étant, comme-toujours, un nombre premier, et j étant un entier positif.
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En effet, si =1, on a le seul terme
c'Pe) f(m)logpy=f(po) f(m)logp,= f(n)logp,,

et, si7 >1, on a la somme
r r—1

N o f(piim)logpo=[f(m)logpu]{ D epl f(ph=7) 4+ e b

j=1 j=1
d’aprés (8), ceci est égal a
rf(py) f(m)log py=rf(n)log p,.
3.2.2. Laformule (g) peut aussi s’écrire
f(n)logn =" ¢ f(q)logp.
pig=n

On déduit immédiatement de la que, pour tout > o,

(10) Y rmtogn =3 701 4,( %),
15 17
ou

.
br(x) :Z ci” log p.
pl<Lax
pP>2

Nous poserons
Yr(x) =0,(z) + o(x),
de sorte que (10) s’écrira

(11) 3 smytogn =3, £(9) /(% ) -+ n(a)
v s
ou
(12) UOEWOL EE
qgzx
277

3.2.3. Nous allons montrer maintenant que, pour « infini,
o(z)=o0z].
Comme ¢”= f(p), on voit d’abord que, pour x> 2,

8(w):—f(2)log2+2 c(/.’”logp.

plLx
(53
JS1

Il suffit donc de montrer que, pour « infini,
2 ¢! logp =o[z].

piLx

bl
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Pour cela, nous remarquons d’abord que, quels que soient p et r,
|7 Lar—1.

Cette inégalité s’obtient immédiatement, par récurrence sur r, en tenant
compte du fait que ¢”’= f(p) et de la formule (8). Nous I'utiliserons sous la
forme

| 7] 2 o,

On a ainsi, pour x > 9,

EC(ip’logp éEzilogp: 2 { Z 2/$logp,

rige rey sLp Ly (o2 18T
(= 72 oS o
Mais
logx log 2
T A
. _logx
, *E/ S 0gp
On obtient done, pour z > g,
lo_g‘.’ log2
E P logp | Zox'* log 3 + 22" 2 log p,
pl<x
p>2 pLyx
iS1

d’ou le résultat annoncé, puisque
, i—ﬁi—?ﬁ et Y logp=0[yz].
peva
3.2.4. Par ailleurs, ¢(x) est évidlemment borné sur tout intervalle fini,
puisque 6,(x) et Y () le sont. Le rapport é(—;—) est donc borné pour z>1 :1il
existe un nombre positif M tel que

|d(z)| L Ma pour xX.I.
3.2.5. Ceci étant, on voit que, pour  infini,
n(x) =o[xlogx].

En effet, étant donné > o, il existe un x, positif tel que, pour x> »,,
|3(x) | Le.

Alors on peut écrire pour z > o

'n(w>:2f(q)8<‘$>+ Y f(q)8<§>,

3 x
= ;o<flé1‘

2t 24q
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s Ky
d’ou

1 1

n(z)|Lex E - +Mz E —-

| | q . q
/Ié% n<r£x

Cecl entraine évidemment

Tm @
Cx>aw xlogx T

3.2.6. Il est évident par ailleurs que v(x) est borné sur tout intervalle fini,
puisque o(x) l'est.

3.3. Nous écrirons maintenant 2”//n pour exprimer que 2'/n et 2™+ £n,
P q

Si 'on remarque que les conditions
nZx et 2"/ /n
sont équivalentes a

. x
n—oa"m, avec m o et 24+m,

on voit que

Zf(n)logn: E f(27m)log(2"m),

nZLx x
27/ /n még'—r
2-£m
=f(2r) Y, f(m)[rlog + logm|,
mé‘;
‘.’«/—n.z
= f(2") 2 f(m)logm —+rf(27) log2 2 JS(m).
m_é%: m_é.;l;
24m ‘17“’_1

En tenant compte de (11), on obtient

S stogn=1() ¥ 700 (5 ) + 7y (%) < rf ) togs B, om)
o ot | o
= X 7o)t (52 ) sy (5 )+ rpenogs 3, flm),
"'r.zqﬁ-’x még
24 m

= Xm0, (5 )+ 1aa (5 )+ rseritosa X, fm).

nLx x
er//n m< o

24+ m
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Si I'on remarque maintenant que, pour chaque n—Zx, il existe exactement
un 7 > o et satisfaisant a 2" tel que 27//n, on déduit de la que

S smlogn=" {Zf(n)logn},

ar//n

=X { Zf<”>9f<§>}+ Y ren () +loga X, frre) ¥ s,

rLx | nLx oLy ‘.Wé.x(

2r//n

x
m< =

ar
2-fm

:Zf(n)0/'<§>+.2f(2")77<g‘j->+l°g2E rren Y rm).

n<x AL x
mé'z—r
24m

3.3.1. On voit maintenant que, pour « infini,

Y rena( L) =olelogel.

L

En effet, étant donné ¢ >o, il existe un x, >1 tel que, pour x> x,,
[n(a)| Z e loga.

On peut alors écrire, pour x >1,

‘Zf(zr)n<§,>:2f(zr)n<—z—i>+ E f(zr)n<2_‘xr>’

wao X L wrzn
Xy Xy

d’ou

rLx x x N
é; 1_‘1<~ =zx
x
Z2exlogx + Z I’/)<2—,>’
x
E<2’éx
Ceci entraine
lim 2 Y| = )| <a
S Tloga | ad /P 57 )| =2
Ao La
3.2. Ona par ailleurs
+o
i re r
2 e Xrm|| =X se N
oar L mé; o Lx 1
2+n-z

3.4. On voit donc finalement que, pour « infini,

Ef(n)logn: Ef(n) 0/<§> +o[zlogx].

nZLx n<Lx
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La relation (7) se déduit immédiatement de la en remarquant que, si 'on pose

F(z)=Y f(n),

ngx

on a pour x infini

F(x) logx:Ef(n) logn + O [z].

nzx

En effet, si # >>1, on a pour chaque n Zx

f(n) log f J(n) dt.

Par addition on obtient
F(z)logz — Ef(n) logn :f F(9) dt.

nLx

Mais, comme |F(z)| Zx, on a

f @dt Zx
1

3.5. Remarquons qu’on a non seulement (7) mais

(7 Zf(n) log Zf(n)01< >+0[10g H/(x)] oil I[f(x):Z'f(:)l.

nZLx nZLx

—I.

On a Hy(1) =1 et H, est une fonction non décroissante.

H;(z) peut donc tendre vers + o ou vers une limite finie > o quand x tend
vers -+ oo.

On voit d’abord que le raisonnement du paragraphe 3.2.5 permet d’établir
dans les deux cas que, pour z infini,

n(z) =o[zH/ ()]

On arrive ainsi a

X ftogn =X, f(n) 0,( % ) + o =M () .

nLx n<ax

On remarque par ailleurs que, lorsque Hy(z) tend vers une limite finie
quand x tend vers + oo, on a

F(z)=o[2], d’ou fxggdtzo[x].
(7") entraine (1) car on a évidemment

Hy(2)=0]logz].
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 2
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4. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL. — %.1. Remarquons d’abord qu’il
suffit d’établir la relation (2).

En effet, quand la fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme, il en est

de méme de la fonction f, définie par

(S si neq,
Ji(n) = o si ngQ,

et la relation (3) n’est autre que (2) appliquée a f; au lieu de f.

4.2. Supposons donc que f satisfait aux hypothéses du théoréme et propo-
sons-nous d’établir la relation (2).

4.2.1. Comme les hypothéses du théoréme préliminaire établi plus haut
sont satisfaites, on a la relation (7) et I'on voit qu’il suffit de montrer que
pour x infini,

(13) Zf(n) 0f<%3>:o[xlogx].
4.2.2. Mais, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 2.3, on a pour z infini
O0(z)=px—+o[x]
Ceci entraine

(14) >

n<Lx

0f<%> —p%‘:o[wlogz].

En effet, étant donné = positif, il existe un x, > o tel que

[0,(z) —px| ZLex pour x> .

Alors on peut écrire pour z > o

3 [uz)esl= S o) sl 2 |o(5) s

nZx

néi’—; -«2<néx
X X
crBie 3 |oo(3) o
-+ i n Pn ’
n_ég; Z<néx
ce qui entraine
s 1 x z
Iim Z 0,{=)—p=|Zs
z>+o Tlogx n n|—
nLx

car

du fait que 0,(x) est borné sur tout intervalle fini.
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4.2.3. En écrivant

Do (2) —pa ¥ L

nLx

)

n<Lx

[ lo(2) | Zh ()

et tenant compte de (14), on voit que (13) sera établie si 'on montre que,
pour x infini,

(15) ’z@zo[log‘x].

nzx

4.2.4. Pour arriver a ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant :

4+

. ;. . . Y N - .
Soit la série de Dirichlet Z 50 ot les a, sont des coefficienis réels ou complexes
1

satisfaisant a
Ja,| <LK pour tout n>>1.

- i L.
St l'on a pour s réel tendant vers 1 par valeurs supérieures
—+ _ i
a, I
— = 0.
ns ls — 1 ] ’
- .

Zgni‘ =o0 [légx].

nZLx

on a pour x infini

Ce lemme s’établit trés facilement de la facon suivante :
Posons a,= u, -+ iv,, avec u, et v, réels.
Alors on a, pour s tendant vers 1 par valeurs supérieures,

~+ a0 -+ o ~
Un I pr 1
— =0 et — =0 )
n s —1 n* S —1 |

1
d’ou

+ oo + o
u,+ K K o o, +— K K

2 ~ et Z ~ .

ns §—1 ns s—1

1 1

Autrement dit, pour s tendant vers zéro par valeurs positives,

—+ N -+ o
u,+K 1 K ~ v, 4+ K 1 K
P DI L
n n® K
1 1

n ns s
Comme, pour chaque n,
u,+KX>o0 et v+ K> o,

cecl entraine, d’aprés.un théoréme bien connu de Hardy et Littlewood, qu'on a
pour ¢ infini

» u"j;KNKt et > p":KNKt,

logn<Lt logn<Lt
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ou, en prenant = logx, qu’on a pour x infini

urL+K Vn—f—K
ET NKlObﬁ et 2 " NKIODJL‘,

n=Zx nZLx
d’ou
¢
2%:0[10;;30] et ‘kﬁ:o[logx].
nZx nzZax

4.2.5. Grice au lemme précédent, nous sommes ramenés finalement a
prouver que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,

Zf(n) o[

ou, ce qui revient au méme,

'

Mais on a pour Rs >1

et par suite

25 2

L (O e

j=t1
(oSS

Quand s tend vers 1 par valeurs supérieures,
“+» . -+ » X
1 2/ 2/
<1——>|:1—|—2f——(.)] tend vers i[l—i—z‘f—(.)]-
Py 2/ 2 2/
: j=1 . j=1
Pour étudier le produit infini, nous remarquerons que, pour Rs >1,
+= C(p)}

(16) Zf;ff)— {Eﬁj,—s

ot les ¢’ sont ceux qui ont été définis au paragraphe 3. 2.
En effet, tandis que la série entiére

L 2 (P

j=1



UN THEOREME SUR LES FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES ET SES APPLICATIONS. 13

a évidemment un rayon de convergence > 1, la série entiére

—+ ®
P
L' z/

J

j:l

a un rayon de convergence > -, puisque, comme on ’a vu au paragraphe 3.2.3
y g8 = 7 puisque, paragrap 2.9,

|| L2l —1.

Sil'on pose

.

+e T ap
() =t D fPh e Cpe) =

j=1 i=1
la relation (8) montre que, pour |z | <C ;,
G, (2)F 5 (5) =) (2).

Il en résulte que le produit F,(z)exp[— C,(z)] a une dérivée nulle, donc
est constamment égal a sa valeur pour z=o, c’est-a-dire 4 1. Autrement dit,
on a pour |z|<é

' F,(5) = exp[ G, ().

I

E.

On obtient (16) en prenant z =

Il résulte de 1a qu'on a pour Rs >1

II< 1 ) +°°f(pi) S P —1 Zc({”—l 2c‘/P)—I
1—— || 1+ ¥~ | —ex —— {—=ex ex —
r 12: p” Py & jpr P r P = Jpr”
7>1

p>2 p>2 p>2

Le second facteur est borné car

P —x oj—1 5
J
- = —— J
2L | £ =2 =
p>2 p>2 p>2
j>1 j>1

Le premier facteur tend vers zéro quand s tend vers 1 par valeurs supé-
rieures, car, pour s réel, son module est

R —1) 1—Rf(p)

eXP{ZT}—eng—Z—T}1
p>2 p>2

et, d’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 2.2, on a

-+ 0.

1—Rf(p) __
R

Notre démonstration est ainsi terminée.
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4.3. 1l est facile de voir que le théoréme resterait vrai si 'on remplacait les
hypothéses 2 et 3 par les suivantes :

2. SiW(x)= lo% Zf(p), pour tout A > 1, on a quand x tend vers -+ w
(17) W —w@ =)
3. Ona
¥ 1= RIP)
p
Il est clair que I'hypothése 2’ équivaut a celle que (17) a lieu pour tout 2 >0

. . N . A ~ I
car si (17) a lieu pour A=7%,>1, il en est de méme pour » = y

D’autre part, compte tenu de 'hypothése 1, I'égalité (1) est équivalente a
(18) %e,-(xl)— ;Bf(x):o[l],
puisque 'hypothése 1 entraine (6), qui s’écrit, en divisant par x,
W (@) — 07 (@) =o[1].

Il résulte d’un théoréme de Karamata que, lorsque (18) a lieu pour tout A >o,
elle a lieu uniformément pour %, =% =~ %, quels que soient 2, et A, satisfaisant
a 0 <k, <Ay, ce qui permet de montrer que, pour z infini,

S [0r(2) = 2 0sa) | = ol wloga),

n<Lx
et de ramener encore la démonstration de (13) a celle de (15).

4.3.1. On pourrait méme prendre des hypothéses encore un peu plus géné-
rales, mais moins simples.

4.3.2. On arriverait ainsi a remplacer les résultats que nous donnerons
comme applications par des résultats plus généraux, mais d’énoncés plus
compliqués.

5. REMARQUES GENERALES EN VUE DES APPLICATIONs. — Dans toute cette section,
A est un ensemble d’entiers naturels possédant une densité positive D, c’est-a-
dire tel que le nombre des nombres de A au plus égaux a x soit équivalent
pour & infini a Dz.

5.1. Soit g une fonction arithmétique a valeurs entiéres.

Supposons que, quel que soit z réel ou complexe satisfaisant a |z| 1
et z5<1, on ait pour « infini
(19) D s =o[z].

n<Lx
neEaA
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Alors on a les résultats suivants :

«. Quel que soit g entier >>1 et quel que soit r entier, I'ensemble des n

appartenant a A et tels que ‘
g(ny=r (modg)

\ s . D
posséde une densité égale a —-
q

8. Quel que soit A irrationnel, les nombres A g(n) sont répartis uniformé-
ment modulo 1 quand n parcourt A. Autrement dit, pour tout ¢ réel satisfaisant
a0--t1, 'ensemble des n appartenant a A et tels que

' Ag(n) — partie entiére de Ag(n) =¢
posséde une densité égale a ¢D. ~
{ résulte immédiatement d’une extension triviale d’'un théoréme bien connu
de H. Weyl, en prenant dans (19)

z=exp(2mmid),

avec m entier positif quelconque.
a s’obtient en remarquant que le nombre des n—a appartenant a A et tels

que
g(n)=r  (modg)

est égal a

71 . \
;]_ ZGXP{]%M(H)—"];’
Jj=0 n<x
neA
et que, pour 1 =~ j g —1, en faisant dans (19) 5 = exp{%ﬂ et multipliant
par exp { — M}, on obtient

> exp {J'E;Li[g(n) — 7] % =o[a].
nex

Il est a noter que le résultat « est valable pour un ¢ donné et r quelconque
sous la seule hypothése que (19) a lieu pour z = exp% 27;”}, avec j =£ o (modg),

et que { est valable sous la seule hypothése que (19) a lieu pour z=exp(2niu),
avec u irrationnel.

5.2. Soient maintenant g et £ deux fonctions arithmétiques a valeurs
entiéres.

5.2.1. Supposons d’abord que, quels que soient u et ¢ réels ou complexes
satisfaisant a |u| <1, |¢| =1, et w ou v 21, on ait pour z infini

(20) Zué"")vh("): o[x].

n<x
neaA
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Alors on a les résultats suivants :

v. Quels que soient g et ¢’ entiers >1 et quels que soient r et 7' entiers,
I'ensemble des 7 appartenant a A et tels que

g(n)=r (modq) et h(n)=r" (modq")
; o . D
posséde une densité égale a —;-
99

8. Quels que soient & et p. irrationnels, si 'on pose
£,= Ag(n) — partie entiére de Ag(n) et N, = |1h(n) — partie entiére de p./i(n),

les points (&, v,) se répartissent uniformément dans le carré o8¢ "1,
071, quand n parcourt A; autrement dit, pour ¢ et ¢ réels satisfaisant
dot_1eto1t1,'ensemble des n appartenant a A et tels que

Enlt et Nyl
posséde une densité égale a 22'D.

Ici encore, & résulte immédiatement d’une extension triviale d’un résultat
connu de H. Weyl, en prenant dans (20)

w=exp(2mmil) et v =exp(2m/mip),

avec m et m’ entiers rationnels quelconques non nuls simultanément.

v s’obtient en remarquant que le nombre des na appartenant a A et
tels que

g(n)=r (modg) et h(n)=r" (modgq’)
est égal a
N N exp | 727E gy 2T _ ol
7 2 e e =l [h) — ]

0<Lj £qg—1 n£x
0<Z/'Zq'—1 n€A

et que, quand o=j=qg—1,0Lj=q'—1 et j ou j %o, en faisant dans (20)

.. .y
u:exp[g%/—] et V:exp[m;’/],

2mr amy'r

et multipliant par exp { - 7 §, on obtient

- 2Tl L 2T ,
2 exp {J———[g(n) —rl+j —[h(n)—r ];:o[:c].
nLx q q
nEA
5.2.2. Supposons maintenant qu’on ait (20) pour u et ¢ réels ou complexes
satisfaisant & |u| =1, |¢| =1 et up £ 1.
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Alors on a les résultats suivants :

Y'. Quels que soient g et ¢'>1 et premiers entre eux et quels que soient r
et ' entiers, 'ensemble des n appartenant 4 A et tels que

gn)y=r (modgq) et h(n)=r (modq)
. cil . D
posséde une densité égale a 7
¢’. Quels que soient X et w irrationnels et tels que ’équation
WX 4 pY=17

n’ait aucune autre solution en entiers rationnels que X =Y =7 =o, les points
(s M), OU E, et 1, sont définis comme plus haut, se répartissent uniformément
dans le carré o =Z& <1, 0 11 quand n parcourt A.

Ces résultats s’obtiennent exactement comme vy et ¢ au paragraphe précédent.
Les hypothéses supplémentaires qui y figurent servent & assurer que uy =<1, de
sorte que (20) a lieu, quand on prend u et v comme il a été dit.

6. ETuDE DE FONCTIONS LIEES A CERTAINS ENSEMBLES DE NOMBRES PREMIERS. —
6.1. E étant un ensemble de nombres premiers, nous lui associons les fone-
tions arithmétiques w; et Qg définies de la facon suivante :

wg(n) est le nombre des diviseurs premiers de n appartenant a E et Q(7n) est

le nombre total des facteurs appartenant 4 E dans la décomposition de » en
facteurs premiers.

Autrement dit, si n n’est divisible par aucun nombre de E,
g (n) =Qp(n) =o,
et, si n=p}p...plm, ou p,, ps, ..., p, sont des nombres de E tous diffé-

rents, o, &, ..., « des entiers positifs, et m un entier positif qui n’est divi-
sible par aucun nombre de E,

wg(n)=r et Qp(n) =ay+ da+. ..+ 0

wg et Qg sont des fonctions additives.
De plus, il est clair que, lorsque n appartient a 'ensemble Q, on a

wg (n) = Lg(n).

Lorsque E est I'ensemble de tous les nombres premiers, nous écrivons sim-
plement w(n) et Q(n). Autrement dit, nous désignons par w(n) et Q(n) le
nombre des diviseurs premiers de n et le nombre total des facteurs dans la
décomposition de n en facteurs premiers.

6.1.1. Nous désignons, d’autre part, par @g(x) le nombre des nombres
de E au plus égaux a z.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 3
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6.2. Nous disons que I'ensemble E de nombres premiers appartient a la
classe (C) si :

1° E posséde une densité par rapport a I'ensemble de tous les nombres
premiers; autrement dit, il existe un > o tel que, pour x infini,

A, — z . ___x .
(21) w":(x)“Om(w)_‘_o[w(x)]_alogx+O[_log1‘]’
2° Dans le cas ot ¢ =o0, on a
(22) E;l):—koo
PEE

Nous dirons plus précisément que E est un ensemble de la classe (C) de
densité c.

G.2.1. Remarquons que la relation (21) entraine

Z % —=dloglogz + o[ loglogx].
=
Cela résulte de ce qui a été dit au paragraphe 2.2, en y remplacant / par la
fonction f, telle que
si pek,

fo(P):éo si pgE.

Par conséquent, on a toujours (22) lorsque E appartient a la classe (C).

6.2.2. Il est clair que I'ensemble de tous les nombres premiers appartient a
la classe (C).
Il en est de méme de I’ensemble des nombres premiers satisfaisant a

p=! (mod k),

ou k est un entier quelconque >1 et /un entier quelconque premier avec £.
Plus généralement, la classe (C) contient celle des ensembles que nous
avons appelé ailleurs « ensembles réguliers » (*).
La réunion d’un nombre fini d’ensembles disjoints de la classe (€) appartient
aussi 4 la classe (€).

6.3. E étant un ensemble de la classe (€), on voit immédiatement que, si z
est un nombre réel ou complexe satisfaisant & |z|=_1 et z5£1, les fonctions
arithmétiques égales i 3= et 3™ satisfont aux hypothéses de notre théoréme
fondamental.

Il en est de méme de la fonction égale a u”="¢?=™ ou u et ¢ sont des nombres
réels ou complexes tels que |u| 1, |¢v| Z1 et uy £ 1.

(*) Ann. scient. I'c. Norm. Sup., (3), t. 73, 1956, p. 15-74.
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Par suite, si |z| =1 et %1, on a pour @ infini

Zz“’s(")-_—. o[x]; EzQE(")zo[x] et 25"’5("):0[00],

n<Lx nZx nZLx
neqQ

et, si |u| =1, |¢|=1 etuv£1, on a pour x infini

Z u®s (1) Qg (1) — o[ x].

n<Lax

6.3.1. Compte tenu de ce qui a été dit aux paragraphes 5.1et 5.2.2, on
déduit de 1a le théoréme suivant :

TutoriMeE 1. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant a la
classe (C).

1° Quel que soit q entier ~>1 et quel que soit r entier, I’ensemble des entiers
naturels n satisfaisant d

(23) wg(n)=r (modg)
et ’ensemble de ceux qui satisfont a

Qu(n)y=r (modgq)

possédent une densité égale a 7 tandis que ’ensemble des nombres de Q qui satis-

; s s , 1 6
font a (23) a une densité égale a 7

2* Quel que soit le nombre irrationnel L, les nombres iwy(n) et les nombres
AQg(n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n parcourt ’ensemble des
entiers naturels et quand n parcourt ().

3° Quels que soient q et q' entiers > 1 et premiers entre eux, et quels que soient r
et r’ entiers, I’ensemble des entiers naturels n satisfaisant d

wg(n)=r (modgq) et Qp(n)=r"(modq')
posséde une densité égale a alqﬁ
4° Quels que sovent les nombres irrationnels \ et u. tels que U’équation
WX pY =7

n’ait aucune autre solution en entiers rationnels que X =Y =17 =o, les points
(Em 7]n>3 ou
£n= Awg (n) — partie entiere de Awy (1) et N, = 182 (n) — partie entiére de pQ; (n),

se répartissent uniformément dans le carré o-—_t-"1, o1, quand n
parcourt I’ensemble des entiers naturels.
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6.4. Considérons maintenant deux ensembles E, et E, de la classe (C), et
supposons que I'un au moins des ensembles E, —E, et E,— E, appartienne
aussi a la classe (@). )

Ceci entraine évidemment que E, NE, posséde une densité par rapport a
I'ensemble de tous les nombres premiers, de sorte que E, —E, et E,—E, en
possédent I'un et I'autre.

Soient g I'une des fonctions w, et Q,, et & 'une des fonctions wy, et Q.

On voit que la fonction arithmétique égale a ws™¢"™, ou |u| 1, |¢| 1
et 1 ou v=<1, satisfait aux hypothéses de notre théoréme principal, de sorte
qu’on a pour « infini

_

wst phin) — o 22 et usm phin) —of 2.

2 [«] 2 []
nLx n<x
n€eQ

6.4.1. Compte tenu de ce qui a été dit au paragraphe 5.2.1, on déduit de
la le théoréme suivant :

TutorkMe 2. — Sotent E, et E, deux ensembles de nombres premiers apparte-
nant a la classe (C) et tels que 'un au moins des ensembles E,— E, et E,— E,
appartienne aussi d la classe (C).

Sotent g l'une des fonctions w, et Q, et h l'une des fonctions wy, et Q.

1° Quels que sotent q et q' entiers >1 et quels que sotent r et r' entiers,
l’ensemble des entiers naturels tels que

g(n)y=r (modq) et h(n)=r" (modg")

posséde une densité égale a é,'et l’ensemble des nombres de () satisfaisant aux

2 LY \ [y , I
mémes conditions posséde une densité égale a — —;-
9 T

2° Quels que soient '\ et p. irrationnels, les points (&,, v,), ot
£.= Ag(n) — partie entiére de Ag(n) et n,= ph(n) — partie entiére de ph(n),

se répartissent uniformément dans le carré o .1, oZn 1 lorsque n
parcourt ’ensemble des entiers naturels et lorsque n parcourt I’ensemble .

7. Avurres THEOREMES. — 7.1. Notre théoréme principal a pour conséquence
immédiate le théoréme général suivant :

TutoriME 3. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive.
Supposons que, pour chaque entier positif m, il existe une constante réelle ou
complexe ¢,, telle qu’on ait pour x infini

(24) Zexp[zmniF(p)]:pmé—|—O[T£Ec-],

p£Lx
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et, st pp=1, on ait

Z sm*mnF(p)
— =

-+ 00.

Alors les nombres F (n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n parcourt
l’ensemble des nombres naturels et quand n parcourt ’ensemble Q.

En effet, pour chaque entier positif 72, la fonction égale a exp[2amniF(n))]
satisfait aux hypothéses de notre théoréme principal et I'on a pour @ infini

Eexp[zmniF(n)]:o[x] et Zexp[zmniF(n)J:o[xj.
n<x I;éz

-

7.1.1. Un cas particulier simple dans lequel la fonction réelle additive F
satisfait aux hypothéses du théoréme précédent est celui ou F(p) tend vers zéro
quand p tend vers + o et

On retrouve ainsi un théoréme connu d’Erdos (7).

7.1.2. Comme autre application, indiquons le résultat suivant :

St S(n) est la somme des diviseurs premiers de n, et \ un nombre irrationnel
quelconque, les nombres \S(n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n
parcourt l’ensemble des entiers naturels et quand n parcourt ’ensemble Q.

Cela tient a ce que, quel que soit le nombre irrationnel , on a pour 2 infini

. X
2 exp(2miap) :ol:]—@]-
pLx

7.1.3. On montrerait aisément que I’hypothése qu’on ait (24) pour chaque m
entier positif est équivalente a celle que les nombres F(p) possédent une distri-
bution modulo 1, ce qui peut s’exprimer aussi de la facon suivante :

Il existe une mesure p sur la circonférence | z| =1 telle que, pour tout arc y
de cette circonférence tel que I’ensemble formé de ses extrémités soit de mesure
nulle, le quotient par () du nombre des nombres premiers au plus égaux
a x pour lesquels exp[2niF(p)]€y tende vers p(y) quand x tend vers + .

On ne peut avoir p,,=1 que si p. est une mesure discréte, dont le support est
contenu dans I'ensemble des racines m'*™ de 'unité.

7.2. On a aussi le théoréme général suivant :

TutoriME 4. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive, a valeurs
entiéres.

(3) Ann. Math., (2), t. 41, 1946, p. 1-20.
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q €tant un entier "> 1, supposons que :
1° Pour chaque entier m, [’ensemble E,, des nombres premiers tels que
F(py=m (mod q)

posséde une densité par rapport a Uensemble de tous les nombres premiers, soit 3,,;
2° St le plus grand commun diviseur d de q et des m positifs et =~ q—1 pour
lesquels 3,, > o est > 1, il existe au moins un m premier avec d tel que

PEL
Alors, quel que soit Uentier r, I’ensemble des entiers naturels tels que

F(n)y=r (modq)

posséde une densité égale a é, et l’ensemble des nombres de Q qui satisfont a la

4 . . \ <, .1 6
méme condition posséde une densité égale a ey
=

Pour établir le résultat ind‘iqué, il suffit de montrer que, pour tout
Jj=2o0(mod g), la fonction f; définie par

Ji(n) —-exp{ F(n);

satisfait aux hypothéses de notre théoréme principal, ce qui permet de conclure
que, pour z infini,

Eexp{2qll1«( )}: [z] et 2exp%2—zﬁF(zz)}:o[x],
d’ou, en multipliant par exp { — Mq’” %’

n}:‘texp{j%_i[f“(n)—I'J;'ZO[JU] et ];Iexpijig—i[F(n)—"J;ZO[.I«'].
) neqQ

/i est bien multiplicative et non identiquement nulle, et satisfait a I'hypo-
thése 1.
De plus, on a pour « infini

q—1

x 2T ymi )
L R [ SO

p<Lx m=0
g—1
Comme tous les ¢,, sont > o et 23,": 1, on ne peut avoir p;=1 que si
m=0

(25) jm=o (modq)
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pour tous les m satisfaisant & 1m—q—1 et tels que &, >o. Mais la
congruence (25) est équivalente a

m=o0 (modq), ou q'—:_-q— (de sorte que ¢’ > 1).

(7, J)

On voit donc que, si g;=1, ¢’ divise d, qui est donc >1, et I'on ne peut
avoir (25) avec (m, d)=1. Alors, m étant tel que (m, d)=r et

2 ;; ——+ 0,

PEE,
on a
N L RSP
S
PEE,
puisque, quand p appartient 4 E,,,,
27 jm

x—difj(p)::l—cosT > o,

et par suite on a
) L= RfP)
p

.

7.2.1. Remarquons que les hypothéses du théoréeme sont satisfaites en
particulier si, pour chaque entier m, 'ensemble E,, posséde une densité par
rapport a 'ensemble de tous les nombres premiers, la densité de E, étant posi-
tive. En effet, on a alors d =1.

7.2.2 Comme exemple d’application de ce théoréme, citons le résultat
suivant :

Soit S(n) la somme des puissances k" des diviseurs premiers de n (k entier >-.1).
Alors, quel que soit Uentier q >1 et quel que soit Uentier r, l'ensemble des
entiers naturels n tels que
Sk(n)=r (modgq)

posséde une densité égale a é, et l’ensemble des nombres de ) satisfaisant a la

. .. . . .1 6
méme condition posséde une densité égale a g

8. KTUDE DE FONCTIONS ADDITIVES POUR 72 PARCOURANT UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE.
— Nous nous bornerons ici a I'étude des fonctions w, et Q, déja considérées

plus haut.
8.1. Nous commencerons par établir le lemme suivant :

Lemme. — Sotent a,, %y, . .., &, m nombres réels ou complexes de module 1 et
tels que ay + ot +. . .+ o, =o0. ‘
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) : , 1
Sotent, d’autre part, 8,, ., ..., ¢, m nombres réels > o et -~ —
I m

m

1
Alors on a Eafgl <

On ne peut avoir

m

N0y ! o Jo)=

2 %0i= avec |a|—1,

que st :
1° m est pair;
2° o; est égal a " des j et a les autres;
; gal a o pour — des J et ¢ — o pour les autres
3°ona
1

- quand a; = a,

8=
0 quand o; =—— a.
Démonstration. — Soit § un nombre réel quelconque et posons

Rlea;]=p;.

On a évidemment |B,;| =1, et 8;=1 seulement si o;=¢", §;=—1 seule-
ment si o; = — ¢,
De plus,
m m
. 1
(26) Rl e a8, |=X68=— 36,
1 1 Bj>o

s, o, . . PR . .0 .
I'égalité ne pouvant avoir lieu que si g, est égal a — quand {3,>o0 et & o

quand (3;< o.

m

Mais on a ZB_,_—: o, et par suite
1

(27) > e=X181=: 2!@, =2,

k3/>0 sl\o

I’égalité ne pouvant avoir lieu que si tous les 3; sont égaux & 4-1
On voit donc d’abord que, quel que soit 6 réel,

I
—if) Z . -
e d, j I

LO

ce qui entraine que
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D’autre part, sil'on a

m

|
; a.s.——_ezo
77/ 9 K
1

Gi[e“feia/ 8/]: =
1

ce qui nécessite qu’il y ait égalité dans (26) et (27), donc que tous les 3; soient

on a

’ . . Py ; L . 1

égaux 4 1, et par suite tous les o; & 4=¢”, et que &; soit égal a — quand §;=r,

¢’est-a-dire quand o; = e, et 4 o quand ;= — 1, ¢’est-a-dire quand o;= — €.
m

Comme Zaj: o, il doit y avoir le méme nombre de «; égaux a e et 4 — e

1

{0

8.2. Considérons maintenant un ensemble E de nombres premiers appar-
tenant a la classe (@), et soit g 'une des fonctions w,, et Q.
Soit, d’autre part, £ un entier > 1.
Supposons que, pour chaque j premier avec £, I’ensemble des nombres de E
satisfaisant a
P=J (mod k)

posséde une densite ¢; par rapport a I'ensemble de tous les nombres premiers.

Il est clair que 00,2 ——> ol ¢ est la fonction d’Euler.

(/f )
Définissons la fonction arlthmetrquefpar

S (n) =y (n)=s,
ol z est un nombre réel ou complexe satisfaisant a
| 5] L1 et 51,
et 7 un caractére modulo £.
Cette fonction est multiplicative et non identiquement nulle et satisfait
alf(n)| <1 pour tout n.
8.2.1. Siy estle caractére principal, on a
F4 si pekE et Pk,
si pgE et ptk,
0 si p/k,

-

S(p)=

et 'on voit que f satisfait aux hypothéses de notre théoréme principal.
On a donc pour @ infini,

(28) Zx(n)zé’(")zo[x] et Xx(n)m,n)_o ]
nLx :é'g

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 1. 4
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8.2.2. Siy n’est pas le caractére principal, on voit qu'on a pour « infini

O L o,z Tz
zj(l))_‘olog.t+0[logx]’

y=xa

avec

U s L ~ |1 - \." N N' 5

p= Z 0,5 (J) + Z LP(,‘,) °1JX(J)——(~ 1) 2, 9 7(/)-
125k 125k 127k
(kyj)=1 (/) =1 (kyj)=1

Onalz—1|-<2et, d’apres le lemme établi au paragraphe 8.1,
< P

U . 1
PIEFINIESS
| £j <k
/) =1
Comme on ne peut avoir |3—1|=2 que si 3=—1, on voit qu'on ne peut

avolr p =1 que sl

Q . 1
et X o)==
12j<k
(k,7)=1

!
|

ce qui nécessite, toujours d’apres le lemme, que y soit un caractére réel et
1

que &; soit 6gal 4 ——~ quand ¢ (j)=—r1 eta o quand y(j)=-+1.

% (k)
Maintenant, si y est un caractére réel et s3—=—1, ona"
o si y(p)=—1 et peE, ou y(p)=+1 et pgE,
1—Rf(p)= . X B B ;
2 si y(p)=—1 et p¢E, ou y(p)=—+1 et pekE.

On voit donc qu'on a

2 LRI
4
s 2 ;} <+, E, étant I’ensemble des nombres premiers p tel que 7 (p)=—1
P EE,y .
etpgBouy(p)=—+r1et peE(").
C’est le seul cas ou la fonction f peut ne pas satisfaire aux hypothéses de
notre théoréme principal.

8.2.3. Pour abréger, nous dirons qu'on est dans le cas exceptionnel s’il
existe un caractére réel modulo £, distinct du caractére principal, tel que,
E, étant 'ensemble des nombres premiers p tels que ¥ (p)=—1 et p&E ou

1(p)=-1 et p€E, on ait
Z L <<+ 0.
P

pEE,

(%) Alors, d'aprés ce qui a été dit au paragraphe 2.2, on a g =1.
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Nous pouvons alors énoncer les résultats suivants :

Si I'on n’est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit 5 satisfaisanta |z| =1
et 541, on a (28) pour tout caractére y modulo £.

Si on est dans le cas exceptionnel, la méme chose a lieu pour |z] 1
etz=X1et —1.

8.2.4. Si maintenant/ est un entier premier avec £, lorsque les relations (28)

ont lieu pour tous les caractéres modulo £, en multipliant par et en ajoutant

(1)
les relations correspondant aux différents caractéres, puis divisant par ¢(4), on
obtient
Rl -
)’_J s —=o|x] et 2 s# = o x].
nZLax n<Lx
n=/!(modk) neqQ
n=1[(mod k)

Ces deux relations ont donc lieu pour |z| =1 et z>£1 si I'on n’est pas dans
le cas exceptionnel, pour |z|=1 et 5521 et —1 si I'on est dans le cas

exceptionnel.

Si alors on se référe a ce qui a été dit au paragraphe 5.1, on obtient les
résultats suivants :

Quand on n’est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit ¢ entier >>1 et
quel que soit r entier, I'ensemble des entiers naturels tels que

n=1[ (modk) et g(n)=r (modq)

\ fer , L > . .
posséde une densité égale a 7k et I'ensemble des nombres de Q satisfaisant aux
Al

mémes conditions posséde une densité égale a

q A[l -

plk 1— —5
P2

Quand on est dans le cas exceptionnel, on a les mémes résultats a condition
(ue ¢ soit impair.

Dans tous les cas, quel que soit A irrationnel, les nombres 2 g(n) sont
distribués uniformément modulo 1 quand » parcourt. I'ensemble d(:,b entiers

naturels satisfaisant a
n=I( (mod k)

et quand n parcourt 'ensemble des nombres de Q satisfaisant a la méme
condition.

(7) On sait que ’ensemble des nombres de Q tels que n =/(mod k) a pour densnte II—

k1——
r/ P



28 H. DELANGE.

8.2.5. En définitive, on a établi le théoréme suivant :

Tutorkme 5. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant a la
classe (C), et soit g l'une des fonctions wy et Q.
Soit, d’autre part, k un entier ~>1.

Supposons que, pour chaque j premier avec k, l'ensemble des nombres de E
satisfaisant a
p=J (mod k)

posséde une densité par rapport a ’ensemble de tous les nombres premiers.
Alors, pour tout entier | premier avec k, on a les résultats suivants :

1° Quel que soit q entier impair >1 et quel que soit r entier, [’ensemble des
entiers naturels tels que

n=1{ (modk) et g(n)=r (modg)

1 . s . I | . .
posséde une densité égale a k¢ I’ensemble des nombres de Q) satisfaisant aux
mémes conditions posséde une densité égale d

‘p/k I— 9
p

=
Ao
Sl =

2° Quel que soit le nombre irrationel ), les nombres ).g(n) sont répartis uni-
Jformément modulo 1 quand n parcourt I’ensemble des entiers naturels satisfaisant d

n=1 (mod k)

et quand n parcourt U’ensemble des nombres de () satisfaisant a la méme condition.

Le résultat 1° reste valable pour q pair s’il n’existe pas de caractére réel
modulo k, distinct du caractére principal, tel que, E, étant I’ensemble des nombres
premiers pour lesquels y (p)=—1 et pEouy(p)=-+1et pEE, on ait

W 1
D~ <+
p
pEE,

8.2.6. Remarquons que, si E est ’ensemble de tous les nombres premiers,
les hypothéses du théoréme 5 sont satisfaites pour tout entier £ > 1 et 'on n’est
jamais dans le cas exceptionnel.

Remarquons aussi que, d’aprés la discussion du paragraphe 8.2.2 et la

note (*), le cas exceptionnel ne peut se produire que si E est de densité é
8.2.7. Pour donner un exemple du cas exceptionnel, prenons pour E
I'ensemble des nombres premiers satisfaisant a
p=3 (mod4)
et prenons g = Q; et £ = 4.
E est bien de la classe (C).
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L’ensemble des nombres de E satisfaisant a
pP=1 (mod4)

est vide, donc de densité zéro par rapport a 'ensemble de tous les nombres
premiers, et 'ensemble de ceux qui satisfont a

p=3 (mod4)

est égal a E, et de densité % par rapport a I’ensemble de tous les nombres

premiers.
Mais on voit de suite que Q. () est toujours pair quand

n=1 (mod4)
et toujours impair quand
n=3 (mod4),

de sorte que le résultat 1° ne peut &tre vrai si ¢ est pair.

8.2.8. Notre énoncé contient I'hypothése que / est premier avec k. On
traiterait aisément le cas ou il n’en est pas ainsi en remarquant que, si

k=dkK et l=dl, avec d=(k, 1),
la congruence
n=lI( (mod k)
est équivalente a
n=dn' avec n'=1 (mod &),
etl'on a
Qp(dn') = Qg (n') + Qi(d) et wg(dn') = op (') + wg(d),

E’ étant 'ensemble des nombres de E qui ne divisent pas d.

8.3. On pourrait aussi considérer simultanément deux fonctions g et A
correspondant 4 deux ensembles E, et E,, comme dans le théoréme 2. On
supposerait que pour chaque j premier avec £ et chacun des ensembles E,, E,
et E, NE,, 'ensemble des nombres de cet ensemble satisfaisant a

p=j (modk)

posséde une densité par rapport a 'ensemble de tous les nombres premiers.
Il apparaitrait plusieurs cas exceptionnels.




