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UN THÉORÈME
SUR

LES FONCTIONS ARITHMÉTIQUES MULTIPLICATIVES
ET SES APPLICATIONS

PAR M. HUBERT DELANGE.

1. INTRODUCTION. — Une « fonction arithmétique » est une fonction définie
sur l'ensemble des entiers naturels.

On sait qu'une fonction arithmétique /, réelle ou complexe, est dite multi-
plicative si l'on a

f(mn) =zf(m)f(n) toutes les fois que (w, /î)==i.

Si / n'est pas toujours nulle, ceci entraîne que /( i ) = i.
La fonction est alors complètement déterminée quand on connaît ses valeurs

pour les nombres premiers et leurs puissances.
Il est clair que, pour qu'on ait |/(^)|^i quel que soit n, il faut et il suffit

que ceci ait lieu lorsque n est un nombre premier ou une puissance d'un
nombre premier.

La fonction arithmétique/est dite additive si l'on a

f(mn) =zf(m) +/(^) toutes les fois que (m, n) ==i.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1 . l
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Elle est encore complètement déterminée quand on connaît ses valeurs pour
les nombres premiers et leurs puissances, et la fonction g définie par

^(n)-=exp[af(n)],

où a est une constante, est une fonction multiplicative non nulle.
Un exemple bien connu de fonction multiplicative est la fonction ̂ (n) d'Euler.
La fonction égale au nombre des diviseurs premiers de n est additive.

l . i . Nous établirons ici le théorème suivant :

Soit fune fonction arithmétique réelle ou complexe, non identiquement nulle,
supposée multiplicative.

Supposons en outre que :

1. \f(n) | ̂  i quel que soit n;
2. Il existe une constante réelle ou complexe p telle que, quand x tend vers + oc,

( ') S^-PÏ^^I^] ( 1 ) '
p^=x

3. Siy==i,

yi^Z^=+oo.-" p
Alors, on a pour x infini

(2) ^/(7Î)=0[^]

n^x

et, Q étant l^ ensemble des entiers naturels qui ne sont divisibles par aucun carré
autre que i,

(3) ^f(n)=.o[œ}.
n ̂ -x
"€Q

Les applications que nous donnerons de ce théorème concernent la distribu-
tion des valeurs de certaines fonctions arithmétiques réelles additives (2).

(1) Nous utilisons la lettre p comme symbole générique cPun nombre premier. Donc, clans une

expression telle que ̂ g ( p ) ou TT^C/^)? P parcourt Pensemble des nombres premiers, ou Pensemble

des nombres premiers satisfaisant aux conditions écrites sous le ̂  ou le j j •

Indiquons aussi que nous considérons comme nulle toute somme qui ne contient aucun terme, et
comme égal à i tout produit qui ne contient aucun facteur.

Nous prenons -s0 = i même pour z = o.
( 2 ) Ce théorème, et une partie des applications que nous en donnons ici, ont été publiés sans

démonstration dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences (t. 246, 1968, p. 5i4-5i7).
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2. REMARQUES PRÉLIMIMAIRES. — 2.i . Remarquons d'abord que, si vsÇx) est le
nombre des nombres premiers aux plus égaux à x, l'hypothèse 1 entraîne que

^f(p) ^(^),
p^=x

et, par suite, le nombre p qui figure dans (i) est nécessairement de module au
plus égal a i .

2.2. L'égalité (i) entraîne que, pour x infini,

^
P

(4) ^ /^ == ploglog^ + o [loglog.^ |.
p^v.

En effet, si x^> 2, on a pour chaque p ^ x

f(p) ̂ f(p) , r ' / cp )
T---^^^ -^-<-dt.

et ron en déduit par addition

^̂ -.r'!̂ ,,,, »„ »w=s/(/-).
p^x p^x

Mais Fégalité (i) s'écrit
- , , ^ r ^ ie»(^)==p,—+o ,—1 \o^x \_\o^x \

et l'on a

j Tlog^10^10^^""10^10^2-

(4) entraîne à son tour que, pour x infini,

^ ^^V^ = [ i - ̂ p] loglog^+ o [loglog^j.
/?

/?^.v

Comme 1 p ^i, si p 7^ i, on a i — ûip ^> o.
Par conséquent, si les hypothèses du théorème sont satisfaites, on a certainement

^—^Pl^^.^ i-ôif(p) _
P

2.3. Observons enfin que, compte \tenu de l'hypothèse 1, V égalité (i) est équi-
valente à
(5) ^f(P ) ̂ SP == p^ + o [x}.

p ^ x

Cela résulte immédiatement de ce qu'on a pour x infini

(6) 0»(^) log.r -^/(T? ) logjo == o [>].
/?^.»
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En effet, si o?^> 2, on a pour chaque p^x

w^—Ç^dt.
F ^ p

Par addition on obtient

^/(^log^J^^^ ^ ^W^-^f(p)^p=fx^clt.
p ^ x 2 P ^ x

Mais, du fait que [ <I>(.r) | ̂  ̂ (^) = o [a?], on a

J^^oM.

3. THÉORÈME PRÉLIMINAIRE. — 3.i. Nous établirons d'abord le théorème
suivant :

Soit f une fonction arithmétique réelle ou complexe^ non identiquement nulle y
multiplicative et satisfaisant à

\f{n)\^ï pour tout n.
Posons

QfW=^f(p)^P'
P ^ x

Alors on a pour x infinie

(7) 2;/(re)=ïo^2^)^(^+o^•
n ̂  x n^x

3.2. Pour chaque nombre premier?, définissons la suite
/,(/?) ^ p ) A p )c! i ^2 5 ...., t^,, , ...

par
cr=f(p)

et, pour r ^> i, / •—i
(8) c'/'=r/(^) -^c/"/(^'-/).

?'==!

3.2.1. On a pour tout ^ ̂  i,

(9) fW\^n=^c^f(^y^p (3) .
y^/»

Cela résulte immédiatement de ce que, si po est Fun des diviseurs premiers
de n et n =p[m, avec m non divisible par p o , la somme des termes correspon-
dant àjo ===j0o dans cette expression est égale à rf(n) logpo.

(3) Ici, bien entendu, la sommation porte à la fois sur p et j\ qui prennent tous les systèmes de
valeurs tels que p J divise ^, p étant, comme-toujours, un nombre premier, et y étant un entier positif.
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En effet, si r = i , on a le seul terme

c'^fÇfn) log^o==/(^o )f(m) \ospo=f(n) log^o,

et, si r ^> i, on a la somme

2c(7/?o)/(^/o~//7^) lo^o=[/(^)lo^o] ^^/^/(^o'-^+^i;
7=1 ( 7=1

d'après (8), ceci est égal à
^/(7?/o)/(^) log/?o== rf(n) log/?o.

3.2.2. La formule (9) peut aussi s'écrire

f(n)\o^n=^c^f(q)\osp.
pîq=n

On déduit immédiatement de là que, pour tout x ^> o,

( Io) ^fW^^fW^^
n ̂ x a ̂  x
•1+n ï+q

OÙ

^)=^c^\osp.
pJ^x
P>ï

Nous poserons
• ^ ^ / (^ )=ô / (^ )+^(^ ) ,

de sorte que (10) s'écrira

(II) S^^^S^^6^)^^^
n^x a^x
ï+n -l+q

où
( 1 2 ) y)(^)=^/(y)ô(^

q^x
2-/-<7

3.2.3. Nous allons montrer maintenant que, pour x infini,
§(^C) =z 0 [x'\.

Comme c^=fÇp'), on voit d'abord que, pour ̂ ^2,

Ô(^)=:-/(2)log2+^ C^^O^p.9 ) 1
'7

pi^x

II suffit donc de montrer que, pour x infini,

^c^log^=o[^.>( p ) 1
"7

yD/'^a:
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Pour cela, nous remarquons d'abord que, quels que soient? et r,

l ^ l ^^—i .

Cette inégalité s'obtient immédiatement, par récurrence sur r, en tenant
compte du fait que c^^f^p) et de la formule (8). Nous l'utiliserons sous la
forme

\C\P)\^<îr.

On a ainsi, pour x ^> 9,

^c^losp ^^^\^p= ^ ^ ^\\osp
p J ^ x
p>'ï
7>l

-.^(^^

Mais
}og_x logS

^ a/^a10^ =2a•lw.
. . lOgX

'' lOgyO

On obtient donc, pour x ^> 9,
log2 10g2

.log^ ^.^log^ ^.z^iogâ--^^1085 y logp,
/?^V/^yoJ^a:

^'î

d'où le résultat annoncé, puisque

.^<; et S10^-0^-
/?^^

3.2.4. Par ailleurs, o(o') est évidemment borné sur tout intervalle fini,
puisque 6y(^) et ^/(a;) le sont. Le rapport -^ / est donc borné pour .y^i : il
existe un nombre positif M tel que

^(•^Ol^M.^ pour jç^i.

3.2.5. Ceci étant, on voit que, pour x infini,

Yî(,3?) == 0 [^log^].

En effet, étant donné £^>o, il existe un x^ positif tel que, pour x'^x^,
Ï(x}\^-^.x.

Alors on peut écrire pour x ^> o

-^(^)-2/(^)°(^)+ s ^^°(^)'
V TC

IT^^ ^^
î-f-V -i-l-q
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d'où

\r}{x) \^zx ̂  -1- -4-M^ V -1-.

<7^ ^-<fT^X
Xo XQ

Ceci entraine évidemment
y.— \ri(x)\ ,hm ' • ^£.^+,0 .riog^ —

3.2.6. Il est évident par ailleurs que r\{x) est borné sur tout intervalle fini,
puisque â(^) Fest.

3.3. Nous écrirons maintenant 2^ pour exprimer que 2^ et 2r+l^/^.
Si l'on remarque que les conditions

n ̂  x et 27'//^

sont équivalentes à
. x

n •==. 27 /n, avec m ̂ —, et 2/m,

on voit que

^/(^og^^ ̂  /(a^k^-m),
/î^a' a-
27//Î W^^

l-f-m

^fW ^ /(^)[rlog24-logm|,

-^
ï-^/n

=/(2'') ^/(^)'OgW+r/(9/-)log2 ^/(7M).

a' 7-
/^ ̂  ̂ , /» ̂  -

2-/-m 2-/-m

En tenant compte de ( 11 ), on obtient

^f(n) \ogn =f^r) ̂  y^) ̂  Ç^ ̂  f^ ., ̂ \ _^ ̂ (^) ̂ , ̂  ̂ ^^

n^x .r
27/^ y^.rr w^^

'î+fr i-f-m

= 2 /(^)9/(^)+/(2")^(5)+r/(2'-)log2 ̂ f(m),
yq^x ^
^+ff m^^

2-y-m

= ̂ fW 9y (^ +/(2") n (^ + /•/(2'-) log2 ̂  /(^).

n^Lx v y
27^ ^^^.

2-/-W
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Si l'on remarque maintenant que, pour chaque n^x, il existe exactement
un r^o et satisfaisant à 2'' ̂ x tel que 2^/71, on déduit de là que

^f(n)\o^n=^ (]^/(^logJ,f(n)\osn=^ {^f(n)\ogn
' y^x\n^x

\ y//"-

=2j2^^(^)}+2;^2")Yi(^)+log2S!^(2")2^))'^w ) "^ ^-i -,?_
=2^»)9•/•(^)+2^2")Yi(^)+log22r^2")2^w)

^
î-f-m

sy-m

(m)

3.3.1. On voit maintenant que, pour x infini,

2/(^(^)=o[^log^].
y^x

En effet, étant donné £>o, il existe un x^>\ tel que, pour x^x^,
\r\(x)\^-^x log.r.

On peut alors écrire, pour x ^> i,

S^^^S^^fô)- 2 /(-)^V
.;<2^

d'où

Ceci entraîne

lim
^+^ .z-log^

3.2. On a par ailleurs

2/(^)^(,-j^^.

sf^^s/^ll^s?^^^^X
—— ^LX ,
2^ —— ^-J 2^

2''^^: 1m^^
î-f-m

3.4. On voit donc finalement que, pour x infini,

^/(^)log^ = ̂ /(n) ûy ( f) + o [^log^].
/î^a:
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La relation (7) se déduit immédiatement de là en remarquant que, si Fon pose

ï^^S^^
n^x

on a pour x infini

F(^) log^ =^f(n) \ogn + 0 [x}.{x)^x==^/(n)
n^x

En effet, si a? ^> i, on a pour chaque n^-x

,, ,, ^ r30 fw ,/ ( ^ ) l o g ^ = ( '-Y-dt.

Par addition on obtient

F (^) log^ - ̂ /(^) log^ =fx¥(/l dt.
n^x 1

Mais, comme | F(a?) | ̂ ^ on a

[ rî ^ ̂ ,_,
1 ^i ^

3.5. Remarquons qu'on a non seulement (7) mais

W ^("'̂ ^«/(^^"/M]. »« H/W^^-. . - / .. , -o|r^-H/(^)h où H.^^yll^^x^à" ^ / ^ V ^ / [_log^ / v ' J ' 7 V / ^-J n
n^x n^x n^x

On a H^(i) == i et H^ est une fonction non décroissante.
H/(^) peut donc tendre vers +00 ou vers une limite finie ^> o quand x tend

vers +00.
On voit d'abord que le raisonnement du paragraphe 3.2.5 permet d'établir

dans les deux cas que, pour x infini,
Yî(^) = 0 [xVLf{x)}.

On arrive ainsi à

^f(n) logTZ = ̂ f(n) 9/^) + o [^H^)].
n^x n^x

On remarque par ailleurs que, lorsque H^(^) tend vers une limite finie
quand x tend vers +00, on a

F(^)=o[^] , d'où f ^ldt=Q{x\
Ji t

(7') entraîne (7) car on a évidemment

Hy(^)=0[log^].
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. 2
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4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME PRINCIPAL. — 4 . i . Remarquons d'abord qu'il
suffît d'établir la relation (2).

En effet^ quand la fonction / satisfait aux hypothèses du théorème, il en est
de même de la fonction /i définie par

f(n) si ^eQ,
AW-- o si TÎ^Q,

et la relation (3) n'est autre que (2) appliquée à/i au lieu de/.

4.2. Supposons donc que / satisfait aux hypothèses du théorème et propo-
sons-nous d'établir la relation (2).

4.2.1. Comme les hypothèses du théorème préliminaire établi plus haut
sont satisfaites, on a la relation (7) et Fon voit qu'il suffit de montrer que
pour x infini,

(i3) S/^ô/^-o^lo^].
~^^ \ IV 1

4.2.2. Mais, d'après ce qui a été dit au paragraphe 2.3, on a pour x infini
6/(a") = pd;+o[a-].

Ceci entraîne

(i4) 2 6 1 \ r i ^
/ ^ ~P;7 ==o[^log^].

En effet, étant donné £ positif, il existe un x^^> o tel que
| 6y ( . r )—^x \^zx pour x'^x^

Alors on peut écrire pour x ^> o

y ^\n
x V fi / 3C

PU =L ^ [ n 2 x
— p - î• n

-<n^x
•X-2

2;- 2 «/(;)» / . î ) - p î ,\ n ' n
x x ,

- — — <'n^.x
' a-a 0-2

ce qui entraîne
B,.(^)-p^ ^E,iim —y o•-^oo œïosx ^-J^^+^ .riog^

/?^a"

car

2 6 ^ X \ X r\ r ~ff - — p- ==0[^1,
•/ \ y» / * yi L . 1 7

^<^

du fait que 6/(^) est borné sur tout intervalle fini.
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4.2.3. En écrivant

2/(»)«/î)-p-.V^w^î}-^'^ v -/•/ \ f n f ^x •a?
^/(^[^(^-p, . / X \ X

°/' - — P - ^\n ' n

et tenant compte de (i4), on voit que (i3) sera établie si Fon montre que,
pour x infini,

V /(^) n -i
Z-T——0^]-(i5)

4.2.4. Pour arriver à ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant :
-4- 30

Soit la série de Dirichlet ̂  ̂  où les a^ sont des coefficients réels ou complexes
i

satisfaisant à
| a^ ] ̂  K pour tout n ̂  i.

& Fo/i a pour s réel tendant vers i par valeurs supérieures

2 ^n [' 1 1

^^b^r
on a pour x infini

2 Ctn ri i^-==o[log^].
n^x

Ce lemme s'établit très facilement de la façon suivante :
Posons a^== iin+ i^n, avec u^ et ^ réels.
Alors on a, pour s tendant vers i par valeurs supérieures,

d'où
2 un r i 1 ^ ̂  r i "

^ -s=o[^l et ^=°[r=^^
+ oo
Y^ Un + K K ^ ^-t-K ̂  Ks"y —————— r^> ———
^ ^ ^ —

et
^5 S — ï 72" 5 — 1

Autrement dit, pour s tendant vers zéro par valeurs positives,

^+K ï K ^ p^4- K ï K——— — r^j —.s' et 2 n r^s sn n5 s

Comme, pour chaque n,
^+K^o et ^+K^o,

ceci entraîne, d'après jun théorème bien connu de Hardy et Littlewood, qu'on a
pour t infini

^ ^L^^Kt et V ^t-^,^Kt et ^ (^--K^
10g7l^< logn^t
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ou, en prenant t= log.r, qu'on a pour x infini
^ u^-\- K ^ (^+ K - ,
^—^—^Kiog^ et ^-^_^Klog^
^^-c n^x

d'où

2^=o[lo^] et ^=o[log^].^^ n . - -. ^^ ^
^^a" n .̂r

4.2.5. Grâce au lemme précédent, nous sommes ramenés finalement à
prouver que, quand s tend vers i par valeurs supérieures,

v /(n) r i 1S-^^l^ri
ou, ce qui revient au même,

/(")
S-^-N-W^ n

Mais on a pour (Rs ̂ > i

V/(")_TT ,.-V^)
2j-n?--H ^Z^-pjr h1 L /=i J

et par suite

•A") -nY, • \ . .v -A^)_'_y/^.)_TT^_ ' \ i+V^^7) ,
:(<)2j «'• -11 \ 1 nï^ P^Zj'oTï- 'ç(,)^j ^ -nv-^n ̂ ^j-^

1 L /=!-f-^r^y^i,i,.--i,^-L^ i+y/^ r ï^__L\r^v/(^) i^ ) \ { ^ 2A IIV ^y {'^L-p^ y
L 7=1 J P>ï L 7=1 J

Quand s tend vers i par valeurs supérieures,

[ +°° "l r + < n
/ I \ V/(27) , 1 V^ f ( ^ )(I-?) ^S-y tendvers . ̂ 2-i- •

/=1 J L 7=1 J
Pour étudier le produit infini, nous remarquerons que, pour ois ^> i,

-ï^=»p(ï^i.
7=1 V7'=l J

où les c^ sont ceux qui ont été définis au paragraphe 3.2.
En effet, tandis que la série entière

9

4- oc

'^S-^^
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a évidemment un rayon de convergence ̂  i, la série entière

^w
2--

a un rayon de convergence ̂  ̂  puisque, comme on Fa vu au paragraphe 3.2.3,
\c{f\^<îJ—ï.

Si l'on pose
^)

^)=i+^/(^/ et C^)=^— •s7,

la relation (8) montre que, pour z\ <^ -j

C',(z)^p(z)=^(z).

Il en résulte que le produit 5^(^)exp[—C^(^)] a une dérivée nulle, donc
est constamment égal à sa valeur pour ^==0, c'est-à-dire à i. Autrement dit,
on a pour\z\<^ï-

^p(z)=exp[Cp(z)].

On obtient (16) en prenant z = -^-
II résulte de là qu'on a pour Ûis ^> i

•^[-ï^]
L 7=1 J

(v^-i) (v^-1

—P 1-y- ——P 2-7-n ' p>î ) \p>î/?>2 L 7=1

Le second facteur est borné car

I ̂  C^-I y^-yy.—^ ID'' Là n7 ~~Z^JP. \-^p

7>l
p>î
/>!

P ( P — 2 )

{\ICT~1\ex? î - •JP'

Le premier facteur tend vers zéro quand s tend vers i par valeurs supé-
rieures, car, pour s réel, son module est

(v^^ lcy—i(v^cy—i) ( ^î—^fWex? 2-7— =exp "^—^^2-7—
\/>>2 ; l, />>2

et, d'après ce qu'on a vu au paragraphe 2.2, on a

• y^ i-^f(p) _• 2- 00 .
P

Notre démonstration est ainsi terminée.
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4.3. Il est facile de voir que le théorème resterait vrai si l'on remplaçait les
hypothèses 2 et 3 par les suivantes :

S'. Si WÇœ) = -°J^ ̂ /(p), pour tout X > i, on a quand x tend vers + oo

(17) /?-;y W(^)-W(^)=o[i].

3/. 0/îû
^^/(P)V I ~~ (x

^—^ :+ 00.

Il est clair que l'hypothèse 2' équivaut à celle que (17) a lieu pour toutA>o
car si ( 17) a lieu pour X = Xo > i, il en est de même pour À = ^-

^0

D'autre part, compte tenu de l'hypothèse 1, l'égalité (17) est équivalente a

(1 8) ^f^)-^fW=o[^

puisque l'hypothèse 1 entraîne (6), qui s'écrit, en divisant par x,

^)-^6^)=o[i].

Il résulte d'un théorème de Karamata que, lorsque (18) a lieu pour tout X^>o,
elle a lieu uniformément pour Xi ̂  X ̂  ̂ 2 quels que soient Xi et ^2 satisfaisant
à o <^ Ai <^ À 2 , ce qui permet de montrer que, pour x infini,

2 6 y f ^ ) -- 'ôy^) =o[^log^],\n ] n L o - i '
n^x

et de ramener encore la démonstration de (i3) à celle de (i5).

4.3.1. On pourrait même prendre des hypothèses encore un peu plus géné-
rales, mais moins simples.

4.3.2. On arriverait ainsi à remplacer les résultats que nous donnerons
comme applications par des résultats plus généraux, mais d'énoncés plus
compliqués.

5. REMARQUES GÉNÉRALES EN VUE DES APPLICATIONS. — Dans toute Cette SCCtion,

A est un ensemble d'entiers naturels possédant une densité positive D, c'est-à-
dire tel que le nombre des nombres de A au plus égaux à x soit équivalent
pour x infini à Dx.

5.i. Soit g- une fonction arithmétique à valeurs entières.
Supposons que, quel que soit z réel ou complexe satisfaisant à \z\^\

et z ̂  i, on ait pour x infini

(19) ^^)=o[>].
n^_xnçA.
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Alors on a les résultats suivants :
a. Quel que soit q entier ^> i et quel que soit r entier, l'ensemble des n

appartenant à A et tels que
g'(n)=.r (moàq)

possède une densité égale à — •

p. Quel que soit X irrationnel, les nombres Â^(^) sont répartis uniformé-
ment module i quand n parcourt A. Autrement dit, pour tout t réel satisfaisant
à o^t^ï, l'ensemble des n appartenant à A et tels que

À^(/î) — partie entière de ' k g ( n ) ̂  t

possède une densité égale à ^D.
p résulte immédiatement d'une extension triviale d'un théorème bien connu

de H. Weyl, en prenant dans (19)
z =z exp(2/?z7rîÀ),

avec m entier positif quelconque.
a s'obtient en remarquant que le nombre des n^x appartenant à A et tels

que
g(n)==r (modq)

est égal à
q-l

1 V V ( • 2 7r l v / ^ -i )qL l^Pp^-^^^-^S"
/' = o n ̂  x

/zGA

et que, pour ï-^j^q—i, en faisant dans (19) z == expp71^7! et multipliant

par exp ) — 27rvr , on obtient

^exP\j^-l[^(^)--^\=o[^]'
n ̂ -x
nÇA.

II est à noter que le résultat a est valable pour un q donné et r quelconque
sous la seule hypothèse que (19) a lieu pour z= exp^2^7 ? avecy^o(modç),
et que ^ est valable sous la seule hypothèse que (19) a lieu pour z= exp (27:111),
avec u irrationnel.

5.2. Soient maintenant g et h deux fonctions arithmétiques à valeurs
entières.

5 .2 . i . Supposons d'abord que, quels que soient u et v réels ou complexes
satisfaisant à | u ̂  i, [ v \ ̂  i, et u ou v ̂  i, on ait pour x infini

(20) V^^^^o^].
n^,x
n€A
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Alors on a les résultats suivants :

Y. Quels que soient q et q' entiers ^> i et quels que soient r et r ' entiers,
l'ensemble des n appartenant à A et tels que

g{n) ̂  r (mod<7) et h ( n ) ^ r ' (modq')

possède une densité égale à —,•

S. Quels que soient X et (JL irrationnels, si l'on pose

E^=^ 'kg'(?z) — partie entière de ' ) ^ g ' ( n ) et i^n^ [^h(n) — partie entière de piA(^),

les points (^, r\n) se répartissent uniformément dans le carré o^^^i,
o^Y]^!, quand ^parcourt A; autrement dit , pour t et t ' réels satisfaisant
à o^t^i et o^^^i, l'ensemble des n appartenant à A et tels que

Ïn^t et r}^t'

possède une densité égale à ^D.

Ici encore, S résulte immédiatement d'une extension triviale d'un résultat
connu de H. Weyl, en prenant dans (20)

u == exp(2/?z7r<?i) et v = exp(2m /7^^|JL),

avec m et m' entiers rationnels quelconques non nuls simultanément.
y s'obtient en remarquant que le nombre des n^_x appartenant à A et

tels que
g-(n)=^r (modq) et h(n) = r' (mod</)

est égal à
r •̂  Tl ( . 2 7 t ' î , / \ i - ^ ^ r z / x / iI V^ Y^ ( . 2 7Z- ;. , . -, 2 TT î

^7 2 lexpjy^-[^(.)-r]+/-^-[A(/,)7 2j ^^^-^[gW-^^-J—rW'^-''^
0 ̂ 7 ̂  y — 1 n^.x
O^y'^y—l ne A

et que, quand o^j^y— i, o^j7^^— i et y ou f^o, en faisant dans (20)

r 2 TT v "] r 2 7r ^/7 n^^exp l——^-J et ^exp^-^-J,

et multipliant par exp ) — 27rvr — 27rv r ^ ? on obtient

V ( . 2 7 r î - -, 27 r? , - , ,-,) .- -,^j^p y—[^(^)- r ]+/—[ ^ (7 ^ ) - r ]=o [^ ]•^ ^. / - - ^
/î^a;
/iGA

5.2.2. Supposons maintenant qu'on ait (20) pour u et (; réels ou complexes
satisfaisant à | u \ ^_ i, | v ^ i et w ̂  i.
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Alors on a les résultats suivants :

Y'. Quels que soient q et q'^i ^premiers entre eux et quels que soient r
et r ' entiers, l'ensemble des n appartenant à A et tels que

g(n) ̂  r (moàq) et h(n)^r' (modq')

possède une densité égale à —/•

S'. Quels que soient À et y. irrationnels et tels que V équation
ÀX+^Y==Z

n^ait aucune autre solution en entiers rationnels que X = Y = Z == o, les points
(^n? ̂ n), où Ç^ et r\n sont définis comme plus haut, se répartissent uniformément
dans le carré o^^^i, O^YJ^I quand n parcourt A.

Ces résultats s'obtiennent exactement comme -y et S au paragraphe précédent.
Les hypothèses supplémentaires qui y figurent servent à assurer que Wy^-1, de
sorte que (20) a lieu, quand on prend u et v comme il a été dit.

6. ÉTUDE DE FONCTIONS LIÉES A CERTAINS ENSEMBLES DE NOMBRES PREMIERS. —

6.1. E étant un ensemble de nombres premiers, nous lui associons les fonc-
tions arithmétiques ̂  et ûg définies de la façon suivante :

^(n) est le nombre des diviseurs premiers de n appartenant à E et ̂ (n) est
le nombre total des facteurs appartenant à E dans la décomposition de n en
facteurs premiers.

Autrement dit, si n n'est divisible par aucun nombre de E,
c^(^) ̂ =^(n)=o,

et, si n ==p^p^ . . ,p^m, où pi, p ^ , . . ., pr sont des nombres de E tous diffé-
rents, a^, a2, . . ., a,, des entiers positifs, et m un entier positif qui n'est divi-
sible par aucun nombre de E,

w^(n)=r et ^g(^) == a i+aa+. . .+a^..

ODE et ÎÎE sont des fonctions additives.
De plus, il est clair que, lorsque n appartient à Fensemble Q, on a

^(n)==^(n).

Lorsque E est Fensemble de tous les nombres premiers, nous écrivons sim-
plement co(/i) et û(/î). Autrement dit, nous désignons par co(^) et tl(^) le
nombre des diviseurs premiers de n et le nombre total des facteurs dans la
décomposition de n en facteurs premiers.

6.1.1. Nous désignons, d'autre part, par ^(x) le nombre des nombres
de E au plus égaux à x.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. — FASC. 1. 3
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6.2. Nous disons que l'ensemble E de nombres premiers appartient à la
classe (<3) si :

i° E possède une densité par rapport à l'ensemble de tous les nombres
premiers; autrement dit, il existe un S^o tel que, pour x infini,

(21) ^(^)=ÔCT(^)4-o[^(^)]=ôj^+o[^j ;

2° Dans le cas où o = o, on a

(22 ) S'^'^00 '
/?€E

iNous dirons plus précisément que E est un ensemble de la classe (€) de
densité o.

G. 2. T . Remarquons que la relation (21) entraîne

^. — == cHoglog.21 H- o | loglog/r) .
p^.x
pç.^

Cela résulte de ce qui a été dit au paragraphe 2.2, en y remplaçant/par la
fonction /o telle que

ii si ^<EE,
^^(o si ^E.

Par conséquent, on a toujours (22) lorsque E appartient à la classe (C).

6.2.2. Il est clair que l'ensemble de tous les nombres premiers appartient à
la classe (<3).

Il en est de même de l'ensemble des nombres premiers satisfaisant à
p == l (modÂ),

où k est un entier quelconque ^> i e t / u n entier quelconque premier avec Z-.
Plus généralement, la classe ((?) contient celle des ensembles que nous

avons appelé ailleurs « ensembles réguliers » (4).
La réunion d'un nombre fini d'ensembles disjoints de la classe (C) appartient

aussi à la classe (C).

6.3. E étant un ensemble de la classe ((?), on voit immédiatement que, si z
est un nombre réel ou complexe satisfaisant à |^|^i et z^ i, les fonctions
arithmétiques égales à z^^ et ^QB(7l) satisfont aux hypothèses de notre théorème
fondamental.

Il en est de même de la fonction égale à ̂ ^çA^, où u et v sont des nombres
réels ou complexes tels que u\^i, v \ ̂ -1 et uv j^-1.

( 4 ) Ann. scient. Ec. Norm. Sup.y (3), t. 73, 1956, p. i5-74.
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Par suite, si z ^ i et z -^ i, on a pour x infini

^zW=o[^ ^A(.)^o^j et ^^)=o[^],S^E (")

"^•-c ra^a* n^x
' tCQ

et, si [ // ^ i, [ v ^ i et w ̂  i, on a pour x infini

V^E^)(A^):=:o[.r].
/? ̂  x

6.3.1. Compte tenu de ce qui a été dit aux paragraphes 5. i et 5.2.2, on
déduit de là le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant à la
classe (<5).

i° Quel que soit q entier > i et quel que soit r entier, l'ensemble des entiers
naturels n satisfaisant à

(23) ^(n)==r (modq)

et l'ensemble de ceux qui satisfont à

^(n)^r (modq)

possèdent une densité égale à -, tandis que V ensemble des nombres de Q qui satis-

font à (28) a une densité és-ale à l- —.x / ° q 7T2

2° Quel que soit le nombre irrationnel À, les nombres À^(/i) et les nombres
\^{n) sont distribués uniformément modulo i quand n parcourt l'ensemble des
entiers naturels et quand n parcourt Q.

3° Quels que soient q et q' entiers > i et premiers entre eux, et quels que soient r
et r ' entiers, l'ensemble des entiers naturels n satisfaisant à

^E^)-^ (mod^) et ^(n)==r' (mod^)

possède une densité é s'oie à -s-, •0 qq'

4° Quels que soient les nombres irrationnels \ et y. tels que l'équation

À X + p L Y = = Z

n'ait aucune autre solution en entiers rationnels que X = = Y = = Z = = o , les points
(^i, ï]n), où

In == À^ ( n ) - partie entière de Àc^ (n) et -^ == ̂  ( n ) - partie entière de ̂  ( n ),

se répartissent uniformément dans le carré o^^^i, O^T)^:!, quand n
parcourt l'ensemble des entiers naturels.
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6.4. Considérons maintenant deux ensembles Ei et E^ de la classe ((3), et
supposons que l'un au moins des ensembles E i — E a et E ^ — E i appartienne
aussi à la classe ((3).

Ceci entraîne évidemment que EiïïEs possède une densité par rapport à
Fensemble de tous les nombres premiers, de sorte que Ei —E.j et E a — E i en
possèdent Fun et Vautre.

Soient g- rune des fonctions (o^ et û^, et h Fune des fonctions ̂  et û^.
On voit que la fonction arithmétique égale à u^^v11^, où u ^i, v\^\

et ^ ou ^7^1, satisfait aux hypothèses de notre théorème principal, de sorte
qu'on a pour x infini

V i^W y/i(n) =: o [ .c] et V uëW ^'(") := o [ x ].
n^Lx n^x"eo

6.4.1. Compte tenu de ce qui a été dit au paragraphe 5.2. i , on déduit de
là le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Soient Ei et Ea deux ensembles de nombres premiers apparte-
nant à la classe (<3) et tels que Vun au moins des ensembles E i — E a et E s — E i
appartienne aussi à la classe (C).

Soient g l'une des/onctions OD^ et û^ et h Vune des fonctions (o^ et û .̂

i° Quels que soient q et q' entiers ^> i et quels que soient r et r 1 entiers^
V ensemble des entiers naturels tels que

g'(n) == r (mod<7) et h(n) == r' (moàq')

possède une densité égale à -^—^ et l'ensemble des nombres de Q satisfaisant aux

mêmes conditions possède une densité égale à —-, —^ '

2° Quels que soient \ et [L irrationnels, les points (^, Y]^), où

^== 'kg(n) — partie entière de ^g(n) et Y^== ̂ h(n) — partie entière de ^A(n),

se répartissent uniformément dans le carré o^^^i, O^TI^I lorsque n
parcourt l} ensemble des entiers naturels et lorsque n parcourt V'ensemble Q.

7. AUTRES THÉORÈMES. — 7 . i . Notre théorème principal a pour conséquence
immédiate le théorème général suivant :

THÉORÈME 3. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive,
Supposons que, pour chaque entier positif m, il existe une constante réelle ou

complexe çrn telle qu'on ait pour x infini

W ^^Pt^^^^^^P-I^-^^Ï^]5

p ^-x
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et, si Çm= i? on ait
^ sin'lm7l¥(p)s P

Alors les nombres ¥(n) sont distribuer uniformément modulo i quand n parcourt
l^ ensemble des nombres naturels et quand n parcourt Vensemble Q.

En effet, pour chaque entier positif m, la fonction égale à exp[2/nr^F(/i)]
satisfait aux hypothèses de notre théorème principal et l'on a pour x infini

^ exp[ ̂  m ni F(^)] == o[œ} et ^,exp[2/n7r;'F(/i)]===o[^].
n ̂  x n^-x

nçQ

7.1.1. Un cas particulier simple dans lequel la fonction réelle additive F
satisfait aux hypothèses du théorème précédent est celui où F(jo) tend vers zéro
quand p tend vers + oo et

VÎW:^.
^-J p

On retrouve ainsi un théorème connu d'Erdôs (5).

7.1.2. Comme autre application, indiquons le résultat suivant :
Si S(^) est la somme des diviseurs premiers de n, et À un nombre irrationnel

quelconque, les nombres XS(/i) sont distribués uniformément modulo i quand n
parcourt /'ensemble des entiers naturels et quand n parcourt l^ ensemble Q.

Cela tient à ce que, quel que soit le nombre irrationnel a, on a pour x infini

^exp(27r^)=o[^].
P-=x

7.1.3. On montrerait aisément que l'hypothèse qu'on ait (24) pour chaque m
entier positif est équivalente à celle que les nombres F(p) possèdent une distri-
bution modulo i, ce qui peut s'exprimer aussi de la façon suivante :

II existe une mesure [JL sur la circonférence z\ = i telle que, pour tout arc y
de cette circonférence tel que l'ensemble formé de ses extrémités soit de mesure
nulle, le quotient par v3(x) du nombre des nombres premiers au plus égaux
à x pour lesquels exp[2iuF(jo)]€Y tende vers [^-(f) quand x tend vers +°o.

On ne peut avoir prn= i que si p- est une mesure discrète, dont le support est
contenu dans l'ensemble des racines m161""68 de l'unité.

7.2. On a aussi le théorème général suivant :

THÉORÈME 4. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive y à valeurs
entières.

(5) Ânn. Math., (2), t. 47, 1946, p. 1-20.
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q étant un entier ^> i, supposons que :

i° Pour chaque entier m, F ensemble E,,( des nombres premiers tels que
F (p ) ̂  m ( mod q)

possède une densité par rapport à l } ensemble de tous les nombres premiers, soit â^;
2° Si le plus grand commun diviseur d de q et des m positifs et ̂  q — i pour

lesquels S^ ^> o est ^> i, il existe au moins un m premier avec d tel que

y l
>. — =+00.
^-J p

PÇK.n

Alors, quel que soit l 1 entier r, Vensemble des entiers naturels tels que

F(/i) = r (moàq)

possède une densité égale à -? et l'ensemble des nombres de Q qui satisfont à la

même condition possède une densité égale à - —, •

Pour établir le résultat indiqué, il suffit de montrer que, pour tout
y^o(mody), la fonction/y définie par

//(^-exp^'F^)^

satisfait aux hypothèses de notre théorème principal, ce qui permet de conclure
que, pour x infini,

Y^ ( 2 7T Ji ̂  , . ) r- -, Y^ ( 2 7T /Ï ,̂  . , ) r -i
Jj ex? -—— p (7Î) = °[^] et ^ ex? j -— p ( /? /) = o[^J.
/i ̂  a: 7i ̂  .r '

^€0

J ^ , i , - r . ( '271:1 ri)ou, en multipliant par exp^ — — ( î

^\ { .'27:1 . ) ^ ( . 2 TT / . )^ e x p j y — — [ F ( ^ ) - r J = o [ ^ ] et ^ exp y—— [F(^) - r\ = o[^j.
7i ̂  a; n^x

^GQ

/y est bien multiplicative et non identiquement nulle, et satisfait à l'hypo-
thèse 1.

De plus, on a pour x infini
y—lv ^ y / v x r x \ x ^ ^ (2 7 r /ml )^ fj ( p ) = py —— + o .—— î avec py = ^, ô^ exp {—^— .^j j \r / r / log^ ^log^J > -̂̂  r\ q )

p ̂ x m==0

y-i
Comme tous les S^ sont^o et Vâ^== i, on ne peut avoir ç>j=î que si

m=Q

(26) /m = o (modq)
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pour tous les m satisfaisant à \^_m^q—i et tels que ô^^>o. Mais la
congruence (26) est équivalente à

m E= o (mod^), où q-==—l— (de sorte que ^> i).(^ y)
On voit donc que, si py== i , q' divise d, qui est donc ^>i, et l'on ne peut

avoir (a5) avec (m, û f ) = = i . Alors, m étant tel que (m, r f )=i et

S-^4-00'
^€l^i

on a
v1-^^-^^

/^ € K,«

puisque, quandjo appartient à E,,,,
, 27T /^Zi — (^fj{p) =i — ces —•/— >o,

et par suite on a s- ^-(^=+oc.^
7.2.1 . Remarquons que les hypothèses du théorème sont satisfaites en

particulier si, pour chaque entier m, l'ensemble E,^ possède une densité par
rapport à l'ensemble de tous les nombres premiers, la densité de Ei étant posi-
tive. En effet, on a alors d= i.

7 .2 .2 Comme exemple d'application de ce théorème, citons le résultat
suivant :

Soit S^-(n) la somme des puissances k^"^' des diviseurs premiers de n (k en fier ̂  i ).
Alors^ quel que soit l } entier q ̂ > i et quel que soit l'entier r^ f ensemble des

entiers naturels n tels que
Syfc (^ )= r (modq)

possède une densité égale à -? et l^ ensemble des nombres de Q satisfaisant à la
/^

même condition possède une densité égale à - —, •

8. ÉTUDE DE FONCTIONS ADDITIVES POUR H PARCOURANT UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE.

— Nous nous bornerons ici à l'étude des fonctions (Oj, et û^ déjà considérées
plus haut.

8.1. Nous commencerons par établir le lemme suivant :

LEMME. — Soient a^, 03, . . ., a,^ m nombres réels ou complexes de module i et
tels que a^ + a^ + . . . + a^= o.
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Soient, d^ autre part, §1, 8.j, . . ., Om m nombres réels ̂  o et ^- — '
pu

Alors on a V ay Sy ^ ]- •
i

On ne peut avoir
fn

S a/ ô/ = -̂ a, â^w a == i

que si :

1° m est pair ;

2° a, ̂  ̂ û/ ^ a pour — des j et à — a pour les autres;
3° on a

\ — quand a/ == a,
ô/=:^ m 1 ] '

\ o quand a y• ==—a.

Démonstration. — Soit 0 un nombre réel quelconque et posons
^[^a,]=^.

On a évidemment | ̂ - ^i, et py===i seulement si ay==^°, [ îy=—i seule-
3nt si ay=— ^9.
De plus,

ment si ay=— ^9.

(26) -^l;^^ hS^^-^^S^^ ^Ya/ô, ==

?/>o

Fégalité ne pouvant avoir lieu que si S, est égal à — quand p /^>o et à o

quand py<^ o.
fn

Mais on a ^,?/==o, et par suite

(27) ^p,:=SiM=42>
?y>0 ?/<0

l'égalité ne pouvant avoir lieu que si tous les py sont égaux à -4- i.
On voit donc d'abord que, quel que soit 9 réel,

^ e-^^-ô, L ,̂

ce qui entraîne que

2>^
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D'autre part, si l'on a
m

V a, ôy = l- e^\

on a

^ ^y,^ I i
a/ ô'/ = - î

2

ce qui nécessite qu'il y ait égalité dans (26) et (2'7), donc que tous les fJ, soient
égaux à±i , et par suite tous les a, à ±^6, et que S, soit égal à -1- quand Py== i,
c'est-à-dire quand ay=^'9, et à o quand ^j=— i, c'est-à-dire quand Oy=—^ 9 .

771

Comme ^a./= o, il doit y avoir le même nombre de a, égaux à ^° et à — ^°.
i

8.2. Considérons maintenant un ensemble E de nombres premiers appar-
tenant à la classe ((5), et soit g' l'une des fonctions oo^ et ûg.

Soit, d'autre part, k un entier ^> i.
Supposons que, pour chaque j premier avec k, l'ensemble des nombres de E

satisfaisant à
p==j (modÂ-)

possède une densité ây par rapport à l'ensemble de tous les nombres premiers.

II est clair que o^ây^ "TT^ ou î es^ ^a fonction d'EuIer.
Définissons la fonction arithmétique y par

f(n)=^n)^\

où z est un nombre réel ou complexe satisfaisant à
|^|^i et z^-i,

et ̂  un caractère module k.
Cette fonction est multiplicative et non identiquement nulle et satisfait

à|/(^)|^i pour tout n.

8.2.1. Si j est le caractère principal, on a

z si pçE et P / ^ î

f(p)= i si p^E et p+k,

o si p / k ,

et l'on voit que/satisfait aux hypothèses de notre théorème principal.
On a donc pour x infini,

(28) ^X^)^^^] et V^(^)^"^=o[^].

n^ x n^x
^CQ

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVIII. - FASC. 1. 4
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8.2.2. Si y n'est pas le caractère principal, on voit qu'on a pour x infini

v /•/ \ x 1 ^ 1
l^^Pioi^4-0!.!^.]5

avec

?= 2 ^(y)+ 2 [^"^'j^^^^"^ 2 ô^)•
i^;<k ï^/<k ^J<k
(^ / )=i ( ^ / ) = i ( ^ y ) = i

On a [ ^ — i ^2 et, d'après le lemme établi au paragraphe 8.1,

Y ^(.y: ^ _ .
—— 2i^/<À-(^ / )= i

Comme on ne peut avoir [ z — i ==2 que si z = — i, on voit qu'on ne peut
avoir p == i que si

z=-i et ^ ^•Z(y)=- ̂
1^/<Â:
(^ / )==1

ce qui nécessite, toujours d'après le lemme, que % soit un caractère réel et
que ây soit égal à ̂  quand %(y) = — i et à o quand y (y) = + i.

Maintenant, si y est un caractère réel et z = — i, on a

i—^f( }=i° si ^^=~~ï et ^€ E Î ou %(/?)== :-4-I et ^^E.
( 2 si ^ ( / ? ) = = — i et p^E, ou %( /?)=+i et /?çE.

On voit donc qu'on a
v^ i — (^f(p)
7 ————'f—l-f- <+oo^ p

si V 1- <^ + oo, EI étant l'ensemble des nombres premiers p tel que y^(p) =— i
^ € K I

e t jo^Eouy(^)=+i e t p € E ( 6 ) .
C'est le seul cas où la fonction / peut ne pas satisfaire aux hypothèses de

notre théorème principal.

8.2.3. Pour abréger, nous dirons qu'on est dans le cas exceptionnel s'il
existe un caractère réel modulo k, distinct du caractère principal, tel que,
Ri étant l'ensemble des nombres premiers p tels que ^(p)=—i et /^E ou
y(jo)=+ i etjoeE, on ait

2 i
~p +oot

PÇE,

( 6 ) Alors, d'après ce qui a été dit au paragraphe 2.2, on a p == i.
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Nous pouvons alors énoncer les résultats suivants :
Si Fon n'est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit z satisfaisant à | z \ ̂  i

et z 7^ i, on a (28) pour tout caractère '/ module k.
Si l'on est dans le cas exceptionnel, la même chose a lieu pour \z\ ̂  \

et z^i et — i.

8.2.4. Si maintenant / est un entier premier avec k, lorsque les relations (28)

ont lieu pour tous les caractères module k, en multipliant par —— et en ajoutant

les relations correspondant aux différents caractères, puis divisant par ç(^), on
obtient

V ^(n) == o [ .r ] et V ,3 )̂ = 0 [ X \.

n^_x n^x
n^/imodk) nçQ

n -= l ( mod k)

Ces deux relations ont donc lieu pour z ^i et z^-\ si l'on n'est pas dans
le cas exceptionnel, pour z ^i et ^7^1 e t — i si l'on est dans le cas
exceptionnel.

Si alors on se réfère à ce qui a été dit au paragraphe 5 . i , on obtient les
résultats suivants :

Quand on n'est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit q entier ^> i et
quel que soit r entier, l'ensemble des entiers naturels tels que

n E= / (modÂ-) et §'(n) = r (modq)

possède une densité égale à , et l'ensemble des nombres de Q satisfaisant aux
mêmes conditions possède une densité égale à

I -6 J n l n
q ^ k i - L i u-

^ 1--^

Quand on est dans le cas exceptionnel, on a les mêmes résultats à condition
que q soit impair.

Dans tous les cas, quel que soit X irrationnel, les nombres \g\n) sont
distribués uniformément module i quand n parcourt l'ensemble des entiers
naturels satisfaisant à

n = / (mod/:)

et quand n parcourt l'ensemble des nombres de Q satisfaisant à la même
condition.

.., 6 i( 7 ) On sait que Pensemble des nombres de Q tels que n ==l (mod k) a pour densité-^ -^TT—I—'
T^" k. jL. JE. ï

p / k I -
P '
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8.2.5. En définitive, on a établi le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant à la
classe (<3), et soit g Vune des fonctions co^ et fig.

Soit, à) autre part y k un entier ^> i.
Supposons que, pour chaque j premier avec k, l^ ensemble des nombres de E

satisfaisant à
p^j (modÂ')

possède une densité par rapport à l } ensemble de tous les nombres premiers'.
Alors, pour tout entier l premier avec k, on a les résultats suivants :

i° Quel que soit q entier impair ^> i et quel que soit r entier, l^ ensemble des
entiers naturels tels que

n == l (mod^) et g(n)==r (modq)

possède une densité égale à —, et l } ensemble des nombres de Q satisfaisant aux

mêmes conditions possède une densité égale à
1 6- ï TT '
q 7T2 k -l 1 ï

plk ï -^

2° Quel que soit le nombre irrationel X, les nombres ^g'(n) sont répartis uni-
formément module ï quand n parcourt ^ensemble des entiers naturels satisfaisant à

n ̂  l (modk)

et quand n parcourt l ) ensemble des nombres de Q satisfaisant à la même condition.
Le résultat i° reste valable pour q pair s^il n} existe pas de caractère réel

modulo k, distinct du caractère principal, tel que, Ei étant l^ ensemble des nombres
premiers pour lesquels %(jo) = — ï etp^E ou ' y ^ ( p ) ==+ ï etpçE, on ait

v ï
l7<4-00-

/?€Ei

8.2.6. Remarquons que, si E est l'ensemble de tous les nombres premiers,
les hypothèses du théorème 5 sont satisfaites pour tout entier k^> ï et Fon n'est
jamais dans le cas exceptionnel.

Remarquons aussi que, d'après la discussion du paragraphe 8 .2*2 et la

note (6), le cas exceptionnel ne peut se produire que si E est de densité ï- '

8.2.^. Pour donner un exemple du cas exceptionnel, prenons pour E
l'ensemble des nombres premiers satisfaisant à

p == 3 (mod4)
et prenons g = ûg et k = 4.

E est bien de la classe (<3).
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L'ensemble des nombres de E satisfaisant à
p ^ i (mod4)

est vide, donc de densité zéro par rapport à l'ensemble de tous les nombres
premiers, et l'ensemble de ceux qui satisfont à

p = 3 (mod4)

est égal à E, et de densité - par rapport à l'ensemble de tous les nombres
premiers.

Mais on voit de suite que û^(/i) est toujours pair quand
n ̂  i (mod4)

et toujours impair quand
n ̂  3 (mod4) i

de sorte que le résultat i° ne peut être vrai si q est pair.

8.2.8. Notre énoncé contient l'hypothèse que / est premier avec k. On
traiterait aisément le cas où il n'en est pas ainsi en remarquant que, si

k=.dk' et l=cll', avec d= (k, l),

n^l (modÂ-)
la congruence

est équivalente à

et l'on a
n •==- dn' avec n'=^l' (modÂ'),

^(dn') =. ̂ (n') + ̂ (d) et ^(dn') = ^E'(n') + ̂ W,

E' étant l'ensemble des nombres de E qui ne divisent pas rf.

8.3. On pourrait aussi considérer simultanément deux fonctions g' et h
correspondant à deux ensembles Ei et Ea, comme dans le théorème 2. On
supposerait que pour chaque / premier avec k et chacun des ensembles E^, Ea
et EI nEa, l'ensemble des nombres de cet ensemble satisfaisant à

p==j (modÂ:)

possède une densité par rapport à l'ensemble de tous les nombres premiers.
Il apparaîtrait plusieurs cas exceptionnels.


