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SUR

UNE CLASSE D’APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES
"DES ESPACES L4(1=p<-+w=)

Par M. Ivan SINGER.

Introduction.

1. Soient Z un espace localement compact, @ le clan des parties bori-
liennes relativement compactes de Z, v une mesure de Radon positive sur Z,
E et F deux espaces de Banach et E’ le dual fort de E. Pour toute application
linéaire fde L{(v) (1 = p <+ ) dans E’, posons (*), d’aprés [ 3],

(1) 171 = sup X 17190, () 2]l
ou le sup est pris pour toutes les classes d’équivalence des fonctions « simples »

(=D )ri (@E€®, yi€F, eine;=0 pour i £ ),

telles que N,(y(.), v) <1. On a évidemment
NN AN <A oo

Dans ce qui suit, 4 I'exception du paragraphe 3, v sera la seule mesure de
Radon qui interviendra; pour abréger, nous écrirons dans la suite (sauf dans le
paragraphe 3) L{ au lieu de L{(v), N,(y(.)) au lieu de N,(y(.), v). et L” au
lieu de L%.

(*) Nous utiliserons la notation y(.) pour les applications de Z dans F, ainsi que pour les classes
d’équivalence de telles applications. Nous désignerons par 9.(.) la (classe d’équivalence de la) fone-
tion caractéristique de I'ensemble e € (3.

Pour les notations et les notions utilisées dans la suite et non expliquées [par exemple LE(v),
Np(r(.), v), «..], voir [1].

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 3. 31



236 I. SINGER.

Désignons par A*(1 - p <+ ) I'espace de toutes les applications linéaires
Jfde Li dans E’ telles que

(2) WA <=2,

muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2). @7 est un espace
de Banach.

2. Dans une Note récente [ 3], N. Dinculeanu et C. Foias ont donné le théo-
réme suivant de représentation intégrale (voir [ 3], théoréme 4) :

(A) Soient les espaces E et I' « séparables ». On a f& A s et seulement st f peut
s'écrire sous la forme

3) <a=,f1y<.>1>:f<m,U(t.m:»dv(:) [y(.)ely, ek,
oy .

ou U(.) est une application de Z dans l’espace de Banach £2(F, E') (de toutes les
applications linéaires continues de ¥ dans E', muni de la norme habituelle), telle

que
1
—+ - = I>-
/7
Dans ce cas on a

(4) AU =N, (UC))-

S

On indique dans [3] que la démonstration de ce théoréme utilise le théo-
réme 1 de [3] (ce dernier est une généralisation du théoréme de Lebesgue-
Nikodym aux mesures vectorielles).

3. Dans le présent travail nous nous proposons de donner quelques théorémes
d’équivalence concernant I'espace de Banach @, dans le cas ou E ez F sont des
espaces de Banach arbitraires. Nous démontrerons d’abord (§ 1, théoréme 1), par
une voie directe, que I'espace A est équivalent (i. e. isomorphe et isométrique)
au dual de I'espace Lj, ou D est un espace de Banach convenable (en d’autres
termes, ce théoréme nous montre que les applications de L; dans E’, appartenant
a I'espace @7, ne sont autres que les formes linéaires continues sur Lj); en
outre, lorsque E et F sont séparables, D sera aussi séparable. Ensuite nous en
déduirons, a 'aide des théorémes de caractérisation du dual de I'espace L§ que
nous avons donnés dans [7], quelques autres caractérisations (§2, théorémes 2,
3 et 3') de I'espace de Banach @». Comme une application, nous donnerons
(§ 3, théoréme 4) une généralisation du théoréme classique de Lebesgue-
Nikodym. Enfin, nous considérerons le cas particulier ou les espaces E et F
sont séparables (§ 4).
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1. Le premier théoréme d’équivalence.

1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires. On a le

TreoriME 1. — On a /€ Q” si et seulement si la forme linéaire ® sur LEQ E
définie par

) <2yi<-> ® '®> =N 11> (i) ELg i€ ity )

=1 i=1

est continue pour la norme sur 1., Q E induite ( ) par Lig,. La correspondance
f<>® est une équivalence.

Par conséquent, l'espace L’ est équivalent a Uespace (Lig,) : U'équivalence
entre ces deux espaces est donnée par la correspondance [<>®, ol & désigne le
prolongement par continuité de la forme linéaire ® def nie par (5) a Uespace
Ligy entier.

Démonstration. — 1° Soit f&€ A», c’est-a-dire une application linéaire de
L% dans E', satisfaisant a (2), et soit ® la forme linéaire sur L”®E définie
par (5). Considérons une fonction simple

- Wl
X () =¥ 0ul(-) Wi

i=1

(2) Cest-a-dire, pour la norme

Z.rl( )®xl

i—1

11 |

p v
dv (C)] ;
v@ﬂ
en fait, Lf @ E se plonge dans L{,’@E par I'application naturelle

Zﬂm®@+[2ﬁm®%}m

i=1

Eyi(t_)@)xi

F®E

i=1
ou

i=1 i—=1

[zﬁ’i(‘)(@wi]@) =E,Yi(C)®-1'i-

Pour abréger, nous écrirons

2y,(.)®x, au lieu de [23%(.)@@](.).
i=1

Comme L7 ® (FQE) est dense dans Lr@n et comme L» @ FQE est dense dans L?® (FQE)
pour Ja norme induite par L ¢ il est manifeste, compte tenu de L? @ FcLf, que LEQE est
dense dans LF®E.

Pour ce qui concerne les produits tensoriels normés, voir [4].

i=1
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m;

2w®weF®I« (i=1,...,n)
et ot les ¢; € @ sont deux a deux sans point commun. On a alors, par (5) et (1),

|<X<.>,@>|~|/S‘ “%( ) YR \

i=1 k=1

= Z i@f” @«,i(')y&’«“bi
i=1 k=1

- ‘é %I(a’lfl),ﬂ%()}’&”]ﬂ
i=1 k=1

= Z g”“‘””h”f [9e, ()Pl
i=1 k=t

= i gllf[@ei(-)y%"||x“)||]||
i=1 k=1

m;

é|||f|||Np<2 ZCPei(.)y%>||x%)||>
i=1 k=1

m;

Zy“’ | %'

, z
[

<71 f 2%<c><2|m e n> dv(t)]

k=1

=71l f (0

Or, comme

m;

Il w: ”F@EZ i"fZ NP1 2@l

k=1

le inf étant pris pour toutes les expressions

m;

Zy ®$“’EF®E

k=1

telles que

m;

) —— (2) (7)
“1"'2.)/1: ®xk ’

k=1
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et comme les ¢; € 3 sont deux a deux sans point commun, il s’ensuit que (*)

»
X0, @11/ /ch,.(c)”w,||,®,du(g) = 171N (X ().

Par conséquent, compte tenu de f€ @7, la forme linéaire ® définie par (5) est
bornée, donc continue, sur un.sous-espace vectoriel partout dense (*) de
Lfg: pour la norme.induite par Ligg. Donc ® est continue aussi sur L; @ E
pour la norme sur Li @ E induite par Lig, et, de plus, de I'inégalité ci-dessus
il s’ensuit que

(6) =il »
2° Soit fune application linéaire de Ly dans E', telle que la forme linéaire @

sur L @ E définie par (5) soit continue pour la norme sur L{ @ E induite par
Ligs. Soient ;€ B(¢=1, ..., n) deux a deux disjoints et soient y;€F, x; €E,

x;||=1(i=1, ..., n). On aura alors, en posant
P
L& flee (D yil o__ _
] |<xl,f[<PeL( AN <6~0> (i=1, ..., n),

S | <y f19e,(-) 3] >i“2<~1x1,f [9e () 1]>

i=1

:\ZCP'fi('))"i®5ixiv (D/AH(D“NP<2(P&( ) yi ®°zxi>

=1 i=1

: ;
=] fEcpe(c)llyz »zlelmdv(@]

2 =

T ’
Z|®] jzcmc)n) v | =l @), <z<p,,<>»,>

z i=1 i=1

(*) En effet, en supposant le contraire, c’est-a-dire que
1

P
<X, <I>>|>|||/||i[f},<ee<c>||wz||F®E v(t)]

i=1
n

on aboutit rapidement, compte tenu aussi du fait queZe,- est un ensemble relativement compact,
i=1
a une contradiction.

(*) Comme F ® E est dense dans F ® E et comme toute fonction simple peul s’écrire a aide de
e;€ 03 disjoints convenables ([1], chap. IV, § 4,"n° 8, lemme 1), I’ensemble de toules les fonctions
simples & valeurs dans F @ E est dense dans Pensemble de toutes les fonctions simples a valeurs
dans F ®E pour la norme induite par L F®E Or, ce dernier est dense dans L vQE ([1], chap. IV, § 4,
n° 9, corollaire 1), donc I’ensemble de toutes les fonctions simples X(.) ci-dessus constitue un sous-

espace vectoriel partout dense de LF®E
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Comme pour tout = >> o on peut choisir les ; €E,
telle facon que

[y [lonl )y 1> o)yl = = =1, ),

il s’ensuit que

|z;|=1(i=1,...,n)de

lef[%(-))’i] <l @] Np<2¢ei(-)yi>’

d’ou, comme les e¢; € 03 (disjoints deux a deux) et les y; €F ont été arbitraires,
(7) A=l @ <+ o0,
c’est-a-dire f€ Ar.

3° Comme la correspondance /<> ® définie par (5) est évidemment biunivoque
et linéaire, une comparaison des inégalités (6) et (7) achéve la démonstration.

Remarque 1. — L’espace Banach convenable, D, dont on a parlé dans I'Intro-
duction, n’est autre que 'espace F Q E.

Remarque 2. — Une comparaison du théoréme 1 ci-dessus et du théoréme 1
de [ 6] nous montre qu’on a une certaine analogie entre les applications linéaires
Jfde Li dans ¥, appartenant a I'espace @, et les applications linéaires majorées
de C;(Q) dans E'; en effet, 'espace de ces derniéres, muni des opérations
vectorielles naturelles et de lanorme de la plus petite majorante, est équivalent,
en vertu de [6], théoréme 1, au dual de Cyg:(Q).

Remarque 3. — On peut aussi énoncer la premiére partie du théoréme 1 sous
la forme suivante, évidemment équivalente :

On a f€ A7 si et seulement si la forme linéaire ® sur L»Q ¥ @ E définie par

/ Za[(. ) YR g, lI)\ :Z<wi, Sl ()il > (2;(.)€Llr, y,€l, x;€E, i=1,...,n)
\ i=1 / i=1

est continue pour la norme sur L'@ F Q K induite par 1ig,. La correspondance
S <> ® est une équivalence.

3. A tout y(.)e€Li et z€E on a fait correspondre, dans ce qui précede,
la classe y(.) Q@ x €Ljg, définie par

[y () Qx| (L) =y() Q.
On a évidemment
P

®) M@0 =] [1r© @i so]
7

= L @iieiao | =1,
Z -
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done (y(.), ) > y(.) @« est une application bilinéaire de norme 1 de
L{><E dans L{g., donc elle définit une application linéaire de norme 1
de Ly QB dans Lig;, que nous appellerons l'application linéaire canonique de
Lﬁ@ E dans Lig;.

Cela étant, on a le

CoroLLAIRE 1. — Pour qu’on ait l'égalité
ar— Ly, B,

il faut et il suffit que U’application linéaire canonique de Ly Q E dans Lig, soit un
isomorphisme vectoriel topologique du premier espace sur le second.

En effet, en vertu du théoréme 1 et de I’équivalence
(LPQEY = £ (L, B,

la condition est suffisante. D’autre part, en vertu des mémes équivalences,
I'égalité

ar=r£(Lg, E)
signifie que I'application linéaire canonique de L{ Q) E dans L{g, est un isomor-
phisme faible. Comme Li Q E et L{g, sont des espaces normeés, cela entraine

que c’est un isomorphisme fort, donc un isomorphisme sur, puisque I'image de
L ® E dans Lig; est dense.

2. Théorémes d’équivalence dérivés.

1. Soient E et I’ deux espaces de Banach arbitraires, Z un espace localement
compact et v une mesure de Radon positive sur Z.

Soit g une fonction définie sur @, dont la valeur dans ¢ € 3 est un élément
g. de I'espace 2(F, E').

Si 1 p' <+ o, nous-poserons

~
=

" o A
o|,—p' — Varg,.— su 3 -————H ekl Hﬁlt,‘ £
(9) glpr=1 en S P\ L [v(e) P

i=1
ou le sup est pris pour toutes les collections finies d’ensembles disjoints ¢; € 3

o
S

Q o De— .
(011 y pose - = o>, remarquons que

, ne dépend pas de la mesure v. Enfin,
st p'= -0, nous poserons

| ge ll e 1)
1o o| —sup —=——1—.
(ro) 181, o —Ty

. 0 A
<0u, de nouveau, o= 0).

Soit p’ un nombre positif tel que 1 p' =+ <.
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Nous désignerons par V7., ., l'espace de toutes les fonctions d’ensemble g
définies sur @ et a valeurs dans 2(F, E'), complétement additives sur @[au sens
habituel, c’est-a-dire pour la convergence au sens de la norme de £(F, E')] et
telles que (9) [resp. (10)] soit finie, muni des opérations vectorielles naturelles
et de lanorme (9) [resp. (10)]. V2 ., est un espace de Banach.

Comme D'espace £(F, E') est équivalent a I'espace (FQE)’, il s'ensuit que
Pespace V2, ., est équivalent a Uespace V(yg,. L équivalence g<»g entre ces
deux espaces est donnée par la relation

(r1) oy ge(0) =R, &, (e€@, rek, yeF).

2. Soit 1=p <+ . Dans ce qui suit, nous entendrons par p’ le nombre

P
p—1

Dans [ 7] nous avons démontré (voir [7 ], théoréme 5) que l'espace (Ligyg)

sip>1et+ o sip=1I.

est équivalent a 'espace V’&@E)u Rappelons que I'équivalence ® <> g entre ces
deux espaces est donnée par la relation (%) ‘

(12) <X<.>,‘T>>:f<X<c>,dg:> (X()elige.
7

Du théoréme 1 et de ce qui précede il s’ensuit que Uespace A est équivalent a
P q

Uespace V7, ., et que U'équivalence f<> g entre ces deux espaces s’obtient en com-
posant Uéquivalence f<>® définie dans le théoréme 1, Uéquivalence ® <> g définie
par (12), et Uéquivalence g <> f définie par (11).

On peut aussi exprimer cette équivalence f<» g directement, par une seule

p

formule. Dans ce but, définissons I'intégrale

[dg:y(l)
1z
1 .

d’une y(.)€L{(1 = p < o) par rapport a une g€ V- ;. <01‘11—; + o=t

p>1etp=—wx si p=1>- Pour toute fonction y(.) continue et a support
compact K, nous poserons

fzdg:y(C) :fkdgzy(C),

ou le membre droit est I'intégrale classique de Radon-Gowurin (*); elle existe

(») Pour la définition de I'intégrale f( X(Q), dgr>, voir [T].
z

(%) Rappelons briévement sa définition : pour toute fonction simple

y() =Z 0ei(-) i <y,-eF, e, €03, U e,:K)
i=1

i=1
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puisque V7 ;. C V., ¢, sur Bg. On constate facilement qu'on a, pour toute

n

partie compacte K de Z et toute fonction simple y(.) =2 0. (.)yi, oulese, € B

i=1
n

sont disjoints et tels que E e;=K, donc aussi pour toute fonction y(.) conti-
i=1

nue et a support compact,

f dgy
VA

L’intégrale ainsi définie est donc une application linéaire bornée du sous-
espace vectoriel partout dense Ky (Z) de Lf constitué par toutes les fonctions
continues et a support compact, dans E’, donc elle peut étre prolongée par conti-
nuité, de facon unique, en une application linéaire continue de £f dans E'. Nous
définissons I'intégrale

fdé’:}’(ﬁ)
z

d’une y(.)€L; par rapport & g€ V” ;. , par la valeur pour v(.) de ce prolon-
gement, ou v(.)€ £} est une fonction quelconque de la classe y(.); cette
valeur est bien déterminée, en vertu de (13). De plus, on a alors I'inégalité (13)
aussi pour tout y(.)€Lf. Comme les équivalences (5), (12) et (11) nous
donnent, pour e,€®,y;€F(i=1, ..., n), z€E,

< J[Zcpe,( )yz]\ <Z<Pe( ) yi®a, fI’/\

i=1 i=1

:/L‘<Zq’c,(:)}’z®$, dg:>:2 <}’i®«l/’, (_,?”i>

(13)

”élglp'Np(y(-)).

n

:l:2:‘<$, gui()’i)>:<.z‘, Egé';(.yi) >,

i=1

on pose

L dvcym—zoe ()

i=1

[cette intégrale ne dépend pas de la représentation Z 9e;(.)y: de la fonction simple y(.)], el

pour toute fonction continue et & support contenu dans K, on pose

fdgz]‘(c): lim f(lgt.}'n(t.)a
K nr e VK

ol {yn} (.)} est une suite de fonctions simples a supports contenus dans K, uniformément conver-
gente vers y(.). Comme .
af
Vi@, E) € ViF, v sur Bg—{ee®B|ecK],
cette limite existe et ne dépend pas de la suite {y, (.)}.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 3. : 32
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¢’est-a-dire
f[ ) <Pe.~(:)yiJ =Y 8.(0) Zfdg:E Pei(8)y
i=1 i=1 Z i=1

il s’ensuit, par prolongement par continuité et par passage au quotient, que (7)

f[y(->]:fde":,y<c> (el
Z
On a ainsi obtenu le

TutoriME 2. — L’espace QP est équivalent a Uespace V', .., ou —|— =

L’équivalence f<> g entre ces deux espaces est donnée par la relatzon
(16) Sy ()= [deey@  [r()elp)

Remarque 4. — Il est intéressant d’écrire explicitement que I'équivalence (14)
est, en particulier, une isométrie; pour 1 <p<—|—oo cela nous donne, en effet,
la relation

n 1
—~ r
b X leoxdl= sup <2 o >
o B eutone) <111 e

=1
e; disjoints € @3

pour p =1 on obtient

| fll= sup MM (voir aussi la remarque 9).
152 A
Remarque 5. — On peut procéder aussi inversement. Notamment, on peut

démontrer d’abord le théoréme 2 par une voie directe, en posant, pour une
fe@r donnée, '

af
8e(y) =/flo. ()] (ee®, yel),

et déduire ensuite le théoréme 1 a 'aide des équivalences (14), (11) et (12).

3. Désignons par Jy, I'espace de toutes les [classes d’équivalence définies a
l'aide de la norme (15), des] fonctions «/(.) a valeurs dans E', scalairement
v-intégrables sur Z; muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme

(15) l# () g = sup [ 1<a & @] ),

c¢’est, comme on le sait, un espace de Banach.

(7) En outre, il s’ensuit que

Sor@@ed=(a [dar@) e
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Pour toute application linéaire T de L (1 = p <+ ) dans g4, posons

(16) [T]:supf

ou le sup est pris pour toutes les

av (%),

D [Tra()](©) >

Dy ) QzelfQE
i=1

telles que
Np<2yi<.>®xi>éu
i=1
ici N, désigne la norme sur L{ @ E induite par Lf g ;. On a évidemment
[T T Z 0.

Désignons par G (LZ, J%.) 'espace de toutes les applications linéaires T de Ly
dans Jj, telles que
(17) [T <+,
muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (17). G(L{, J3) est
un espace de Banach.

LemMe 1. — L'espace G(LE, J5) est équivalent a lespace £(LEgg, L*').
Léquivalence T<>T entre ces deux espaces est donnée par la relation

(18) [T <2‘)'l () ®$i>J ©) :2 Cay [Ty (.)](£) > presque partout

i=1 i=1

[,}’i(-)eLf‘, ‘Z‘ieEa l.:Ia sy Il],

\

T étant prolongée par continuité a Uespace L gy, entier.

Démonstration. — L’application T -t de G (Lf, J3) dans £(L gy, L"), défi-
nie par (18) est évidlemment biunivoque, additive et sur. En outre, comme

IT=  sup N‘,< T(Eyi(.)®xi>](,)>
Ny(£§yi(~)®l'i>é1 | . i=1
T<2yi<->®xi>J<:>

= [ }:<wi,[.Tyi<->]<c>>tdv<c>?:|T|,
Np<£§lj‘i(.)®w¢ = )iz

_= sup
e Z
Np< Mri® wi)éi
. i

=1

dv(¥)
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elle est aussi isométrique, donc une équivalence, ce qui achéve la démonstra-
tion.

Nous dirons qu’une application T de L§ dans Jj, est réguliére, sil’on a, pour
tout (. )el”, y(.)eLf etx€E,

(19) Cay [Ty N >=2, @) [Ty(.)] () > presque partout.

L’ensemble de toutes les applications linéaires et réguliéres de L dans J,,,
qui vérifient (17), muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme
(17), constitue un sous-espace vectoriel ferméde Uespace de Banach G(Ly,J}),
donc un espace de Banach, que nous désignerons par G, (L§, J5.).

D’autre part, rappelons qu'on désigne [7] par £.(L{ge, L') l'espace de
toutes les applications linéaires continues et réguliéres de L{g, dans L', muni
des opérations vectorielles naturelles et de la norme naturelle (c’est un espace

de Banach); une application T de LZg; dans L' est dite [ 7] réguli¢re, si I'on a,
pour tout 4(.)€L” et X(.)ELigy,

(20) LT ()X(NT@=¢@[TX()] (@) presque partout.

Lemye 2. — L'espace G,(Lf, Iy, )est équivalent a Uespace 12,.(Lig, , L'). L'équi-
valence T <> T entre ces deux espaces est donnée par la relation (13).

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 1 et des définitions.

4. Dans [7] nous avons démontré (voir [7], théorémes 2 et 4) que I'espace
(Ligs) est équivalent a 'espace £, (Lfge, L'). Rappelons que I'équivalence
® <> T entre ces deux espaces est donnée par la relation

(21) X, 8= [[TX @@ [X()eLianl
VA

Il s’ensuit, compte tenu du théoréme 1 et du lemme 2, que lespace A’ est
équivalent a Uespace G, (Lf, Jg.) et que Péquivalence f<>T entre ces deux espaces
s’obtient en composant I'équivalence f<»® définie dans le théoréme 1, I'équivalence
® <> T définie par (21), et Uéquivalence T <> T définie par (18).

On peut aussi exprimer cette équivalence f<>T directement, par une seule
formule. En effet, en vertu de (5), (21) et (18) on a, pour tout y(.)€L; et
zxzek,

L fr(D]>=r () @, @
:f[T<y<.>®w>]<c> v (%)

= [Ca [Ty (1@ > (o).
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On a ainsi obtenu le

TatoriMe 3. — L'espace AL est équivalent a Uespace G, (Li, Jy,). L'équivalence
[T entre ces deux espaces est donnée par la relation

(22) <x»f[y(-)]>:f<w,[T)’(~)](C)>dv(C) ly()elg, zeE]

Remarque 6. — 1l est, de nouveau (c¢f. la remarque 4), intéressant d’écrire
explicitement que I'équivalence (22) est, en particulier, une isométrie. En
effet, désignons 'espace @ par (L, E"). On peut définir, plus généralement,
I'espace A (L{, B), ou B est un espace de Banach quelconque, comme I’espace de
toutes les applications linéaires T de L dans B telles que

(2) T <+ =,
ou l'on a posé

(1) T = z 1T [, () 2] I
ei_disjulms =X
muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2'). @(Lf, B) est un
espace de Banach. Soit, en particulier, B= J}.. Alors on peut aussi définir
I'espace @, (Lf, J3), comme le sous-espace vectoriel fermé de Iespace
A (LE, J%) constitué par les applications Te€ A(Lf, J5,) régulieres.
Cela étant, du théoréme 3 on tire le

CoroLLARE 2. — L’espace G, (LE, J1.) est identique a Uespace A, (LE, Jy,).

En effet, en vertu du théoréme 3, atoute T € G, (Lf, J;) correspond biunivo-
quement une f'€ A vérifiant (22) et telle que || f|||=|T|. Par (22) on a, pour
toutee®, y v,

Ilf[cPe(~)y]|lE: Sup, [ {2, floe() 1]
f<x [T(0e() )] () > v (2)

T2
= sy [T (@e(. 4 d
Hr.|41f"<°’” (4e() ] O | (2)
=T ()T Nl
la pénultiéme égalité est immédiate en vertu de

Cay, [T(o()y)](
”x“éH |z, I‘T<q>e( )] (¢

I s’ensuit, par les définitions (2) et (2'), que
MTH =Sl <+ o,
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d’ou Te @, (Lf, J;.) et, compte tenu de || /|| =T/,
T =IT].
Réciproquement, on vérifie facilement que pour toute Te @, (Lf, Jy,) la for-

mule (22) définit une application linéaire f de L dans E’. Alors les calculs
“ci-dessus nous montrent que

MAl=IT||<+w, donc fear.
En vertu du théoréme 3 il s’ensuit que
Teg (Lt ge) et |[T[=]]|T],

ce qui achéve la démonstration du corollaire 2.

Il s’ensuit qu’on a aussi le

Tutorime 3'. — L'espace Ar = AL (Lg, B) est équivalent a Uespace A..(Lg, JL,).
L'équivalence f<»'T entre ces deux espaces est donnée par (22).

Remarque 7. — On peut aussi démontrer le théoréme 3 par une voie directe,
et déduire ensuite le théoréme 1 a I'aide des équivalences (22), (18) et (21).
De méme, on peut démontrer par une voie directe le corollaire 2, ainsi que le
théoréme 3'.

Compte tenu du lemme 1, on peut aussi faire (¢f. [ 7], remarque 4), la

Remarque 8. — Pour toutE application linéaire T de L dans Jy,, vérifiant
(17), la formule (22) définit une application f€ A, telle que

WA= NAE

5. Le cas particulier ou p= 1 sera d’une importance particuliére dans le
paragraphe suivant. Il nous sera donc utile de faire quelques remarques concer-
nant ce cas.

Remarque ) (voir [3]). — On a toujours

at= £ (L}, B).

En effet, cette identité résulte de || /|| <Z||| || (voir I'Introduction) et de

316 el e Z 1S, N @) )

i=1 i=1

=171 3, v e el = 1N <2 cpei<.>yi>

i=1 i=1

(e;€ B disjoints, y, €F).
Il s’ensuit que dans le cas particulier oi p =1, les théorémes 1,2, 3 et 3' nous
donnent en méme temps des caractérisations de U'espace 22(Ly, E').
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Désignons par £2.(L{, J. ) le sous-espace vectoriel fermé de I'espace 2(Lf, J3,)
constitué par les applications T € £(L{, J;.) réguliéres.
Remarque 10. — On a toujours

g:(wa ‘711‘1’) = er(Lg" Jé') = fr(Lg‘) Jltjl’)'

En effet, la premiére identité est un cas particulier du corollaire 2, et la der-
niére identité résulte des relations

T T
et

n

ST () 70 oy Z N T3 Na(00,() 20

=T ¥ v ) Iyl =] TN, <2%(.>y,->.

(e;€ B disjoints, y;€F)

3. Application : Une généralisation du théoréme Lebesgue-Nikodym.

1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires et soit g€ V', ;. ., ¢’est-a-
dire une fonction d’ensemble définie sur @ et a valeurs dans £(F, E), comple-
tement additive et a variation bornée. Alors la fonction d’ensemble p définie par

n

(23) p(e) =sup ) [| &,

i=1

£ (F,E) (e€ ),

ou le sup est pris pour toutes les collections finies d’ensembles disjoints e; €
telles que e;Ce, est finie, positive et complétement additive sur @, et I'on a
évidemment ' '

(24) [[8ellgw ey p(e)  (e€®B).

On dit que g est réguliére, si, en outre, p. définit une mesure de Radon (posi-
tive) sur Z. '

LemMe 3. — Pour toute g €V, ;. y, réguliére il existe une application linéaire
continue et réguliére T de Uespace Ly (p.) dans Uespace Iy, (u.), univoquement déter-
minée par g, telle qu'on ait, pour tout y(.)€Ly(p) et x€E,

* 1 S

5 / dgr = Ty(. d
(25) \x7‘[2 ga.y(C)> l<x7[ Y (1) >dp(?)
et que

(26) [T=|gl. ()<L
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Démonstration. — Les inégalités (24) signifient que g est lipschitzienne par
rapport a la mesure de Radon positive p. et que | | () =1. Donc, en vertu du
théoréme 2, g définit une application f& @*(y.) vérifiant (14) et ||| f|| = | g].()-
Pour obtenir la conclusion voulue, on n’a qu’a appliquer le théoréme 3 et la
remarque 10.

Remarque 11. — 1l peut aussi arriver que
IT=lgl. ()<t
On n’a qu’a prendre, par exemple,
Z=[o,1], F=R, E=L([o,1],}),
ou A désigne la mesure de Lebesgue sur [o, 1], et g.=¢.(.) (e € B); on vérifie
facilement qu’alors
I
o L —
IO |°o (IJ') = \/2
2. Soit v une mesure de Radon positive sur Z. On dit qu'une g€V, p, est
absolument continue par rapport a v, si la fonction d’ensemble p. définie par (23)
est absolument continue par rapport a4 v au sens habituel. Dans ce cas, nous

dirons qu'une application T de Li(w) dans J5.(v) est réguliére, si I'on a, pour
tout $(.)€L”(v), y(.)€L(p.) et x €E,

(27) Cy [Ty NI >=<2, ¢(@) [Ty()](£) > v-presque partout.

TukoREME 4. — Soit v une mesure de Radon positive surZ et soit g€V, v, régu-
liere. St g est absolument continue par rapport a v, il existe une application linéaire
continue et régulié¢re T de U'espace Li(.) dans Uespace Jy.(v), univoquement déter-
minée par g, telle qu’on ait, pour tout y(.)€Ly(u.) et x €E,

8 | dg = (¢, [Ty(. d
(28) <x f gy(c>> fz<w[ YOl ©>dv () |
et que

(29) ' 1T =gl (» <.

Démonstration. — En vertu du lemme 3 il existe une application linéaire
continue et réguliére T, de Lp(w) dans Ji(u), telle qu'on ait, pour tout
y()eLi(y) et x€E,

(30) <~’v» fdé’c)"(t)>=f<x» [Toy (1) > (@)

z
et que
[Toll =18 (W) <1

Nous disons que pour tout y(.)€ K (Z) et z€E, le support de la fonction
{2, [Toy(.)](L)> est contenu dans le support S(y(.)) de ¥(.). En effet, en
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vertu de y(.) = 95,,(.)y(.) et de la régularité de T, on a
Cay [Toy ()] (@) > ==, [TO(‘PSQ'(.))(->}'(-))] ©>
=2 950,00 QO [Toy ()] () 2,
ce qui nous montre que pour L& S(y(.)) on a nécessairement
<y [Toy (D] @) > =0,

d’ou 'affirmation, puisque S(y(.)) est fermé. Nous utiliserons cette remarque
dans ce qui suit.

Comme p. est absolument continue par rapport a v, il existe, en vertu du théo-
réme de Lebesgue-Nikhodym ([1], chap. V, § 5, n° 5, théoréme 2), une fonc-
tion «(.) localement v-intégrable sur Z, telle qu’on ait, pour tout y (.)€ IKp(Z)
et r€L,

(31) J<@ M@y de@ = [« 2 [Ty (10>
:f<x, () [Toy ()] (©) > dv (2.

Posons, pour tout y(.)€ K (Z) et z€E,
(32) Cay [Ty ()] Q> =<2 2@ [Toy(.)](€)> v-presque partout.
L’application T de &K;(Z) dans I, (v) définie par (32) est linéaire, puisque T,
I'est. En outre, comme T, est réguliére, on a pour tout y(.)€HK(Z), x€E
et {(.)eL”(v),
(33) Cas [Ty (NNEQ > =Lz, 2@ [To (b )y (DIE) >
=a @<z, [To(d()y(DIEQ) >
=a(){x, @O [Toy ()] Q)
=, $@Qa@ [Ty ()@
=@ y@Q[Ty ()]

v-presque partout.
Il est facile de voir que T est aussi bornée sur HKy(Z). Posons, en effet,
pour y(.)€Ky(Z) et x€E,

‘-P1(C)—" |§i: {,},‘;( )}(é)i‘ v-presque partout <§:O>'

Comme le support de 4, (.) est contenu dans le support de y(.), et comme
|, (0)| <1, il résulte alors, par (33), (32), (31) et (30), que

f‘<‘T, [Ty()]@>]dv(}) __—fdfl(:)<‘l7 [Ty ()] (2) > dv(2)
:f<x’ [T (W) y(N]Q@)>du ()
:f<.l‘, [To (i () ¥ ()] (2)>dp()

= (o [[asb0r©0 )21l LB N O 0L

VA
Zllz|l-lgl. () No(x (2), 1),
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 3. 33
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d’ou1, pour tout y (.)€ Kp(Z),

w1 [TyO10 > [0 ZIg 1 N (), 1)

[fe]l<1

Il s’ensuit que T définit, de facon unique, par prolongement par continuité
a £(w) et par passage au quotient Li(1.), une application linéaire continue
de Lp(p) dans J(v), que nous désignerons encore par T, vérifiant (28)
[ puisque voir (30), (31) et (32)] et

T8 ()
D’autre part, on a aussi I'inégalité opposée
| () ZI T,

donc (29); en effet, cela résulte du théoréme 2 combiné avec la remarque 9 et
du fait qu’on a, pour tout y(.)€Li(1.) et tout z € E tel que ||z || L1,

'<d fldg:y(:) >I:

= sup | [{a, [Ty()] (@) >|dv ()

Hxll<1Jy

TN (), -

JREAERTSIICPYty
VA

En vertu de (33) et (29), 'application T définie ci-dessus est aussiréguliére.
Montrons enfin, que I'application T est univoquement déterminée par g.
Supposons, en effet, qu'on a (28) pour

T, Tie #r (L (@), Jg (v)-

Compte tenu de la régularité de T et T, on a alors, pour tout ¢(.)€L"(v),
y(H)€e€Li(w) etz R, .

fw:><x. [Tm]<:>>dv<:>:f[w(.)y(.»]m v (2)
YA Z .
— , d, / = T, . . D dv(t
<:v fzg<¢<c>)<c)> fz[ W) 7 (D] () dv ()
:f¢<:><x, [Ty y ()] (0) > dv(2),
VA

d’ou, pour tout y(.)eLi(p.) et x€E,

Cay [Ty ()]0 >=< [Tiy(.)] () > v-presque partout,
donc

e IP=]

T fz‘<“‘ [Ty ()] (€)>—< 2 [Ty ()] (2)>]dv(r) =o.
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Or, cela signifie qu’on a, au sens de la norme de J5.(v),
Ty()=Tw() [rG)elsm)]

c’est-a-dire que T=T,.
Le théoréme 4 est démontré.

. Le cas particulier ou les espaces E et F sont séparables.

1. Déduisons d’abord des résultats ci-dessus le théoréme de représenta-
tion (A) (voir I'Introduction) (*). Nous nous bornerons a démontrer la néces-
sité de (3), puisque sa suffisance est immédiate méme dans le cas général ou E
et F sont deux espaces de Banach arbitraires.

Soient donc E et F séparables. Dans ce cas I'espace F &) E est séparable, donc,
en vertu d’'un théoréme de R. Fortet et E. Mourier [5], toute forme linéaire

continue @ sur Lis_ s’écrit sous la forme

X0 B = [CXQ X @) [X()eLls,],
Z
ou X'(.) est une application faiblement mesurable de Z dans (F@Q E )’ telle que
: w LI
Ny (X/(1) < + <P+P,—1)
et que
@[] =N, (X' ().

Or, par I'identification bien connue des espaces (FQE) et £(F, E'), a
chaque X'({) correspond une U({)e€ £(F, E) telle que
Ca, UQy>=0r®=z X (%)) (reF, zeE)
et que
TU@I=1xX®1-
Par conséquent, on a aussi

Kz, Uy @) >=X00 Q= X(D)> (r(.)elf, z€k)

et
Ny (UC) =Ny (XI(L))-

(#) Nous n’examinerons pas dans ce travail le probléeme des conditions plus larges sur E et F dans
lesquelles restent encore valables le théoréme de représentation (A) et les corollaires qui suivent.
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Cela étant, soit f€ &». En vertu du théoréme 1 il s’ensuit qu'on a
<o fly>=Xr() Q= &
=[Oz X b
Z

= (<o v@y@>ae
et que
A= ® ]| = N, (X)) = Ny (U (L)),

ce qui achéve la démonstration du théoréme (A).

2. En vertu du théoréme 2 on a le

ConoLLae 3. — Soient les espaces E et F séparables. On a g€V,
’<Ol‘t ;I) —+ ]% = I> st, et seulement si, il existe une application U(.) de Z dans
L£(F, E" telle que N,(U(.)) <+ et qu'on ait, pour tout y(.)€L} et x€E,

(34) <Jc fdg:)'(C)>:f<w7 U@y @) >dv(®). -
Dans ce cas on a

(35) gl =Ny (U(.)).

C’est une généralisation du théoréme classique de F. Riesz sur I'équivalence
des espaces L” et V7' (p'>1).
En vertu du théoréme 3 on a le

CoRroOLLAIRE 4. — Sotent les espaces E et ¥ séparables. On a Te G, (1§, J},) st,
et seulement si, il existe une application U(.) de Z dans £(F, E') telle que
N, (U(.)) < 4 et gu'on ait, pour tout y(.) €L} et x €E,

(36) f<x, [Ty ()] () >dv() :f<x, U )y () > dv(2).

Dans ce cas on a
(37) | TI=Npy(U())-
Remarquons que lorsque E est séparable, une application T de Lf dans Jj, est
réguliére si, et seulement si, pour tout ¢(.)€L” et y(.) €L,
[Ty NI =3 [Ty ()] (5) presque partout. _
Nous dirons qu’une application linéaire T de I'espace L{ dans I'espace Jy, est

décomposable, s’il existe une application U(.) de Z dans £(F, E’), telle qu’on
ait, pour tout y(.)€Lf, z€E,

(38) {a, [Ty()] () >=<a, U()y¥(¢)> presque partout.
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Remarquons que, lorsque E est séparable, T est décomposable si, et seule-
ment si, pour tout y(.)€L; on a

(387 [Ty()] () =U()y(¢) presque partout.

A l'aide du corollaire 4 on peut aussi démontrer le

CoroLrLAIRE 5 (*). — Sotent les espaces E et ¥ séparables. Une application
Te g (Lt, Ji) est décomposable s, et seulement si T € ¢, (Ly, Ji.). Dansce cas on a
T|=N,U()),

ot U(.) est l'application qui figure dans (33").

Remarque 12. — Réciproquement, chacun des théorémes 2 et 3, conjointe-
ment avec le corollaire 3 respectivement 4 (ou 5, qui implique le corollaire 4
comme on le voit sans peine), entrainent le théoréme (A).

3. Il est facile de retrouver les théorémes du type Lebesgue-Nikodym donnés
dans [3] (voir [ 3], théorémes 1 et 2), comme cas particuliers des résultats du
paragraphe 3 du présent travail. Nous omettons les détails.

Mentionnons aussi le fait suivant : si E’ est séparable et si la mesure v est
bornée, on a J}, = L;,; d’autre part (voir les remarques 9 et 10) on a toujours

Q=rLLE) et gLy, 9h) = (LY, 94

Par conséquent, st K’ est séparable, si la mesure v est bornée et si, en outre, ¥ =FE/,
le théoréme 3 constitue une amélioration d’'un théoréme de J. Dieudonné ([2],
théoréme 2) concernant la représentation intégrale des applications fe€ £ (Ly, F)
moyennant les applications T € £, (L, L;).

Pour d’autres cas particuliers des résultats de ce travail, voir aussi la fin du
travail [ 7]. .

Signalons, enfin, que le cas des applications de Li(1=p <+ ) dans un
espace de Banach quelconque E sera considéré dans un autre travail.
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