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SUR DES SYSTEMES DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE
DONT L'INTEGRALE GENERALE EST UNIFORME

Par M. Rexe GARNIER.

. Dans son Cours d Analyse Mathématique [1], E. Goursat observe qu’en
partant d’un systéme de Riccati généralisé

Y+aY+b7Z+c —Y(aY+ 0L+ c,) —o,
2+ a,Y +b,Z+c,—71(a,Y +b,7 + ¢,) =o,

et en lui appliquant une transformation de Cremona, on obtiendra un systéme
différentiel dont la solution générale n’admet plus que des poles comme singu-
larités mobiles. Plus généralement, la question se pose de former tous les
systémes (X)

dy )
%—f(}’azax)v

dz ..
d—x——é’(}’, 35 x)

(%)

(f, g, rationnels en y, z et analytiques en x) birationnellement distincts et dont
la solution générale a ses points critiques fixes. Cest la un probleme difficile,
que Goursat nous a signalé autrefois, et qui comprend comme cas trés parti-
culiers celui que Painlevé [2], puis Gambier [3] ont résolu pour les équations
du second ordre : par exemple, le systéme trés simple

Y=z, F=6y*+ax

est équivalent a I'équation (I), qui définit une fonction méromorphe, irréduc-
tible aux transcendantes classiques, et qui a été découverte par Painlevé. Il
serait intéressant de savoir si les systémes (X) peuvent définir des transcen-
dantes uniformes, irréductibles aux transcendantes classiques, et ne rentrant
pas dans la classification de Painlevé (¢f. [2], p. 66).
Or, si I'on cherche a résoudre le probléme posé plus haut, on est conduit a
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 2. 17



124 R. GARNIER.

déterminer d’abord les systémes (X) — soit (S) — dont les seconds membres sont
homogénes en y et 5 et indépendants de x et dont U'intégrale générale est uniforme.
C’est ce probléme que nous allons traiter dans le Mémoire actuel. Annoncons
immédiatement que les solutions des systémes (S) sont des fonctions elliptiques
de x, ou s’expriment rationnellement au moyen de e?*), e¢"1 (¢, fonction ration-
nelle) ou de . Les systémes (S) se répartissent en classes de systémes bira-
tionnellement distincts. On trouveraau n° 7 un ensemble de représentants de ces
classes, ainsi que la construction des solutions correspondantes. De plus, en
vue de la détermination des systémes (X) du début, nous avons construit tous
les systémes (S) dont les seconds membres sont des polynomes en y et z (n° 10
a 12). Ajoutons qu'un résumé d’une partie des résultats actuels a été donné
aux Comptes rendus de I' Académie des Sciences [4].

2. Montrons d’abord comment on est amené 4 se poser le second probléme.
Ecrivons X sous la forme

M M
Py, 55 ) D Qi 55 @)
d}/ _ i=0 dz __i=0
de — X " dzT X ’
PR ICEID YR (y, 55 )

j=o0 j=0

les P;, Q;, R; étant des polynomes homogénes, d’ordres ¢, ¢, j en y et z, &
coefficients analytiques en «, holomorphes pour z ==,. Supposons M >N -1,
ce qui comprend le cas ou f(y, 3; x) et g(y, 3; x) sont des polynomes en y et z
de degré > 2, et remplacons respectivement x, y, 3 par

xy+ M N1X] Xet Z;

a a

si I'on fait tendre le paramétre o vers o, le systéme-limite devra avoir son
intégrale générale uniforme [5]. Or ce systéme s’écrit, aprés un changement
de notations,

d

S) a%zp(% ),
d
==Q( ),

P et Q étant des fonctions rationnelles de y et z, indépendantes de x,
d’ordre M—N; nous désignerons désormais cet ordre par m, et nous admettrons
qu’il puisse prendre une valeur entiére quelconque (< 0, =o0 ou >o0).

3. Le cas de m =1 se traite immédiatement. Posons

(1) 3=y,
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le systéme (S) s’écrira, pour m =1,
(2) Yy =P, )y,
(3) V' =0Q(1,v) —¢P(1, v);

I'équation (3) devant avoir son intégrale générale uniforme, son second
membre est un polynome du second degré au plus en ¢; moyennant une trans-
formation homographique sur ¢, c’est-a-dire moyennant une transformation
linéaire sur y et 3, on peut supposer que (3) est de I'une des formes

V=0, [ | ou ¥ =0;
donc (3) s’intégre par
(4) p=e", y=x ou p=0C

b

en laissant désormais de coté la constante additive de . On a ensuite dans le
premier cas

Logy :fw dv =p(v) + Zn,Log(v — w,) + Log C',

e(v) étant une fonction rationnelle et
y=C et Il (™ — ay)"s (n, entier).
Dans le second et le troisiéme cas,

y=0C et Il (2 — a;)"
et
y=C el

Dans les trois cas, on déduit z de y a I'aide de (1) et (4).
4. Supposons donc m = 1. Posons

P(1, v) =P, Q(r, v) =Q, Q—v¢vP=R(v).

(1) z=vy.
On trouve
(2) ¢/ = Rym1.

Pour R(¢)=0 ou Q=v¢P, on a ¢=C(te, soit v=0C et y'=P(1, C)y™;
~y n’est uniforme que si m=o, 1, 2; écartons toujours le cas m=r1;
pourm=1—e(e==1),0na

eyt=a P (1, C),
et 3=~Cy; (S) est de la forme

Y=yt f1<§) =y f(y, 5),
(St) .
A=y f <;) =z f(y, 3),

S (v, z) étant une fonction rationnelle homogéne d’ordre — <.
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Supposons maintenant que R(¢) ne soit pas identiquement nul. On déduit

de (2)
3) o= f(0),
avec
R’ P dR
) SO =gy (W=20).

L’équation (3) une fois intégrée, on aura y et z par (2) et (1), 4 condition
qu'on n’ait pas a la fois ¢¥'=o0 et R[v(x)]= o, soit v=yv,, avec R(y,)=o.
Puisque R(v)=£o, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de telles valeurs ¢,;
elles donnent effectivement des solutions de (S), définies par

Y =ymP(1, v), d’out Y= —m)xP(1, )

et z3=v,y. Sauf pour m=o,2 (et 1) ces solutions ne sont pas uniformes.
Montrons que ce sont des solutions singuliéres de (S).

Soit y =9(x), s={¢(x) une solution particuliére de (S); cherchons a
déterminer les fonctions inconnues a(x), 3(x) de maniére que

y=ag(am 'z +B) et  z=ad(a"x+P)
définissent une solution de (8S). Il viendra
a'g 4+ amg' -+ (m—1)a" 'z’ o + ag' = am P (¢, §) = am¢/,
¢ et @' étant toujours exprimés en o™ *x + (3, et I'on aura ainsi

[6-(m —1) an—aq] '+ ag'B' =D,
[+ (m—1)amtad o + ad' B =o,

d’ou V'on tire o/ = o0 =%/, sauf si
(5) a (e’ — ¢') =o;

si donc [¢(x), ¢(x)] est une solution de (S) telle que Y(x):o(x) ne se réduise
pas a une constante, la solution générale de (S) sera donnée par

6) {y:AwA’"*‘HB),

=AY (A" 1z + B),

A et B étant des constantes arbitraires. Si (S) admet d’autres solutions, elles
seront telles que ¢ :¢ se réduise 4 une constante (en laissant de coté la solution
banale — et particuliére — « =o0 ou y =o0, 3=0).

Or (5) détermine le point de contact de la courbe (6) avec la surface focale
de la congruence des courbes (6); (5) pouvant s’écrire (pour « £ 0)

z

(7) yQ(y,3)—sP(y,5)=0 ou R<;>=0,

les solutions du second type sont bien les solutions ¢ = ¢, rencontrées tout a
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I’heure; elles sont situées sur les plans (7) ou z= ¢,y qui constituent la surface
focale : ce sont donc bien des solutions singuliéres de (S). On ne peut en
déduire I'intégrale générale par des formules (6) — et inversement (*). Nous
conviendrons de regarder comme solution de notre probléme tout systéme (S)
qui a son intégrale générale uniforme, méme s’il admet des intégrales singu-
lieres qui ne le sont pas, circonstance déja signalée (pour les équations diffé-
rentielles) par J. Chazy [6].
Revenons a I’équation (3). Ses intégrales satisfont a I'équation

(v d .
o' =GC eff e (C, constante arbitraire).

Comme ¢(x) doit étre uniforme, I'équation précédente doit étre [5] une
équation de Briot et Bouquet

i 1
(8) v’:CH(avv—ﬁv)1_/7v,
v=1

les «, et les (3, étant des nombres fixes, et les entiers p, coincidant avec I'une des
colonnes du tableau

I. 1. 1L IV. V. VL VIL VIIL
Pleceeennn —1 p © 2 3 4 2 o
........ 1 —p © 2 3 3 o
(T) P2 I _ 4
Divvvvnnns 1 I 1 © 3 2 6 2
Pivevvennn 1 1 1 1 I 1 1 2

(p, entier fini £ 1), de sorte que
(9) S(i—2)=n

P,

v=1

le signe < n’étant valable que s'il existe une valeur de v telle que «,=o,

P

Dans les cas I etII, I'intégrale générale de (3) est une fonction rationnelle de x;

(1) Les fonctions (6), ou [¢(x), ¥(x)] désigne actuellement une intégrale singuliére ne dépendent
d'ailleurs que d’une constante, BA1—, comme I'ensemble des intégrales singuliéres. On peut se
demander s’il existe des systémes (S) pour lesquels les fonctions (6), formées a partir d’une intégrale
non singuliére ne dépendraient que d’une seule fonction de A et B. En appliquant une régle

" ’
classique [7] on écrira que la matrice <;ﬁ" ?) est de rang 1 pour x queleconque. Or ceci exige que z:y
B B

se réduise a une constante, et comme I'intégrale n’est pas singuliére, le systéme (S) est un systéme (St).
Et en effet pour m = 2, par exemple, les intégrales sont de la forme
a b,
y=3 B=
Aa Ab

Fvrn L v R dépendent que de B:A et ne représentent pas l'intégrale générale.
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dans les cas III et IV, ¢’est une fonction rationnelle de ¢**; et dans les cas V
a VIII, une fonction elliptique de .
On observera que dans tous les cas

1

(IO) <O£,V ﬁ/) /
a; ¥ — 51’

est une fonction uniforme de x, p;; étant le p. g. c. d. de p; et p; (ou un entier

quelconque, si p; = oo = p;). Pour le vérifier, on notera que la transformation
— a

W)
—w
v —b

change I'équation
1 1 1 1
v =A(¢v — 0;)1_a (v — 5)1_3 (v — c)'—"? (v — d)L_E,
ou o, B, y, ¢ coincident avec une colonne de (T) — et, par conséquent,
vérifient la formule (g) (écrite avec le signe =) — en I'équation
' A 1 1
(11) w=Aw *[a—c—(b—c) w7 (@ —d—(b—d)yw] ?
or, si I'on prend a=p;, f =p, (avec p;<_p;) et A =p;;, on aura A =p;=«
[sauf dans les deux cas suivants : 1° p;= o =p;, A entier quelconque; mais (11)
s’écrit alors w'=A, w, et son intégrale générale est uniforme; 2° p;=2, p,=3;
mais on a alors p;;=1 et (10) est évidemment uniforme]; I'équation (11)
coincide alors avec une équation (8) de Briot et Bouquet, ce qui entraine
'uniformité de (10), et ce qui montre, de plus, que les fonctions w(x) sont du
type rationnel, exponentiel ou elliptique.
Or, moyennant une transformation homographique sur ¢, c’est-a-dire
moyennant une transformation linéaire sur y et z, on peut supposer o;=o0;
dans ce cas, I'expression

1

(o9 — By)Pii
sera uniforme. Désormais, afin de simplifier les énoncés, nous supposerons
essentiellement qu’on a pris o, = o dans les cas 1, 11, I, ;=0 dans les cas 1V,
V, VI, VIl et o, = o dans le cas VIII (hypothése H); nous poserons, pour o,5£ o

(et a partir du cas II)
By,

Ay

ey—

Le tableau (T) montre que si 'on prend ;520 et a;=o0, avec p; en dessus
et p;(41) en dessous de la ligne brisée ponctuée, avec, on a (VI excepté)

pii=pi(?) etu;= (¢v—e,)" sera uniforme dans chacun des cas II-VIII (VI excepté).

(2) On aurait évité ce cas d’exception en prenant dans (T) : p1 =2, po =4, ps =4 pour la
colonne VI; mais les systémes S correspondants auraient eu une forme moins simple qu'avec le
choix actuel.
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D’ailleurs, si ¢(@,) =e¢; [ce qui ne peut se produire dans le cas III (p,=oc,
v—e,=e")], il résulte aussitot de (8) que w;(x) admet x, comme zéro
d’ordre 1. On observera enfin que dans (g), d’aprés 'hypothése H, le signe =
devra désormais étre remplacé par <.

5. Cela étant, on peut écrire, en négligeant un facteur numérique, et les a,
étant différents des e,,

(1)  R= r](v—a,,)m]](v—ev)ﬁ

n=1

les Ky, k, étant des entiers, et e,, £, ne se rapportant qu’a un des M(=1, 2, 3)
entiers p, situés au-dessus de la ligne brisée de (T); en particulier, dans le
cas I, les e, sont absents, et I'on doit remplacer dans (1) le second produit par
I'unité. Cherchons les conditions d’uniformité de y et z. Tout d’abord, en un
point &, ou v(x)=a;, on a, d’aprés (4; 8), ¢ (x)%£o0 et, d’aprés (4; 2),
I'uniformité de y exige

Ky= (m —1) ny,

n; étant entier, d’ou
I M

(2) R=] - ah)(’"“”"lxl_[(v — e,k
h=1 v=1

D’autre part, si ¢(z,) =e¢, — ce qui exclut le cas IIl — il résulte de la remarque
faite a la fin du n° 4 que 'uniformité de y entraine les relations

(3) p—1—k,py=—p,(m—1"  (v=1,..., M),

1%, 6tant un entier, et d’aprés (4; 4) il viendra

M L

o
“) W*”va”a,, o +<m—n>ﬁ~2,‘,_ev

h=1 v=1

soit d’aprés (3), et puisque m <1,
M &V

. n, pv
(5) _*_Zv—ah V‘_ev,

V=1

ce qui fait connaitre P; Q(=¢P + R) en résulte aussitot, et I'on pourra ainsi
former le systéme (S). On aura d’ailleurs
M

I] (v — ev)1_pi”

m—1 — A m— v=1
(6) y 1_‘A ! 9

M ’
I I (V — ah)n,,(m—n I I (V . 6v)kv
‘ h£1 v=1
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en écrivant maintenant (/4; 8) sous la forme
M
3
(7) V':A”’_‘I I (v—ey) 7
V=1

[ A, constante arbitraire introduite par 'intégration de (4; 3)]. On déduit alors
de (6), grace a (3)

ot M

_

(8) y=All =[] e—e 7,
h=1 v=1

en négligeant une racine m"*™ de I'unité, sans intérét, carsi (y, z) estune solu-
tion de (S), il en sera de méme de (ey, ¢3) ou ¢™'=1. Or, I'uniformité
1
de (¢ —e,) entraine celle de y et de z(=vy), quels que soient d’ailleurs les
P

0 — W B N .
>(v__32) +  devra étre uniforme,

€5
v — ey

entiers ., ; toutefois dans le cas VI, (

ce qui exige (n° 4) que ., et ., soient de méme parité. On voit de plus que si
v(x,) =e,, x, sera pour y un zéro d’ordre — p., et pour z un zéro d’ordre — .,
ou p,— ., selon que ¢, sera £ 0 ou =o.

Ainsi, les conditions duniformité (3) sont suffisantes; mais (3) montre
que m — 1 ne peut pas étre quelconque : il doit étre premier aux p,. De plus, p,
devra étre premier a p,, qui est égal a 2, 3, 4, 6 a partir du cas IV; p., devra donc
étre congru, mod p,. a 1 oua p, — 1 a partir du cas IV. Si(k,,, \1,,) désigne (pour m
donné et a partir du cas IT) une solution particuliére de (3), la solution géné-
rale de (3) sera donnée par i

; ky = kyo+ py(m —1)

(9)
9 [ v=[4vo+ PvPv

} (v=r1, ..., M),

e, étant un entier arbitraire. La fonction R, étant construite a I'aide de (2) et
des entiers n,= o et p,==0, on aura pour R (correspondant a », et p, quelconques)

a M m—1
(10) R:R(,[H(V—-ah)"’-ﬂ(v—ev)f’“] :
v=1

h=1
Sil'on pose
M
- P
(11) )/O:Aﬂ(t’—e\,) N
V=1

¥o et 3,(= vy, ) définiront une solution du systéme (S,) formé a partir de R, et
des o, tandis que

‘ 9 M
(12) y=r][e—a]—e)*
h=1 v=1
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et 3(==vy) définiront une solution du systéeme (S), construit a partir de R et
des p, résultant de (g) [bien entendu, 'équation (7) reste la méme pour (S)
et (S,)]. Ainsi, les systémes (S) et (S,) sont reliés par une transformation de
Cremona

y R a - —nyp ¥ \ —Ov
3 YA T — > ' <§1_ )
(l ) ,)/0 50 - <.}’o “ ’VI:[ .)/0 ¢ )

et
pet TG G

d un méme chovx de m et des p.,, [ permettant de définir une solution des équa-
tions (3) | correspond, par variation des ny et des ¢, une classe de systémes (S) bira-
tionnellement équivalents | et I'on pourra appliquer le résultat au cas I, en rem-
placant par 'unité les seconds produits de (13) et (14)].

Les entiers p,, m et ., une fois choisis, la détermination de R, dépend encore
du choix des e,. Mais, moyennant une transformation homographique sur v,
donc moyennant une transformation linéaire sury et z, on peut attribuer aux e,
des valeurs numériques quelconques, sauf dans le cas VIII ou la transformation
linéaire ne peut modifier le birapport (e e.e; ). La classe des systémes (S)
birationnellement équivalents qui se trouve ainsi définie, ne dépend donc que
~ du choix des p,, de m et des p.,,, sauf dans le cas VIII, ou elle dépend, en outre,
du choix du birapport (e, e.e; ).

D’aprés (11) et (12), y et z(=vy) sont des fonctions algébriques de ¢; chaque
systéme différentiel (S) posséde donc une intégrale premiére A(y, 3) = Cte, algeé-
brique et indépendante de x (et une seule). Cette intégrale définit dans le
plan (y, z) une famille de courbes intégrales algébriques €; les courbes rela-
tives 4 une méme classe de systémes (S) sont birationnellement équivalentes. Il
résulte de (11) et (12) et de la remarque faite au n° 4 sur les fonctions w(x)
que les solutions y (x), z(x) des systémes (S) sont du type rationnel, exponentiel
ou elliptique. Les courbes € sont donc de genre o (cas I-IV) ou =1 (cas V-VIII);
nous verrons d’ailleurs que dans ces derniers cas, le genre est effectivement
égal a 1.

6. Nous allons former maintenant, dans chaque cas, des représentants des
classes correspondantes. Commencons par les cas I, II et III. Les cas I et Il
peuvent étre envisagés comme un cas particulier (p =1) et comme cas limite

(p =) du cas II que nous examinerons d’abord.
I

I — —

Pour f(v) = —; L et 9 =0, on a, d’apres (5; 1), (5;5), et en faisante, = o,
R = v%, E:——-&y d’ou P:——&v"—’, Q:(I——E>Vk,
R pe P P

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 2. 18
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avec
kp—p+1=p(m—r1).
Posons
k=s+1, m=—r-+s-+1,

d’ou
(1) pr 4+ (g —p)s=1
ou '

B _1ps,

p—p 1—pr
Changeant x en — p(m — 1), on pourra écrire (S) sous la forme

§ Y= (14 ps) s,

(Sll) | z':(l—pl‘)y"zs‘H-

Pour former un tel systéme, on choisira r et s premiers entre eux, puis p. et
. —p — donc p— a l'aide de (1) (*).
La transformation de Cremona
Y = yrvzh, y =Y
(2) { 7 —=y"z¢, 3 =YY" ZI’—P-;

et le changement de (2 — 1) en & changent (S;,) en

{Y’: o,

(Sit) 7' ——1

et montrent que les systémes (Sy) ne forment qu’une seule classe; de plus, elle
donne aussitot I'intégrale générale de (S;;).

Dans le cas I, avec 9t = o, on a R =Cte, soit R =1 ou R=o0 (par changement
de x en Ax). Le premier cas conduit &4 un cas particulier de (S,)), avec p=1,
k=o0,s=—1, =0, r quelconque

y'=o,

=y

(S1)

Le deuxiéme cas donne Q =¢P, d’ou le systéme (S;) déja rencontré au n“4.
Or, la transformation de Cremona [ f(y, 3), fonction rationnelle homogéne
d’ordre m |

R— E sm—1 — 1
Y=2 Y= TG, Y)
(m=o0ou 2)
7 — I , gt — Yn—1
S, 2) Zf(1,Y)

et le remplacement de (m — 1) @ par « changent (S;) en (Sy,). Les cas rationnels
(cas I et II) introduisent donc une seule classe de systémes (8S).

(®) On peut encore écrire (Si) sous la forme

y'=ayr+izs, 3= Byrzs+1, avee ar—+f3s=r1 (o, 3, entiers).
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Dans le cas IIl, en prenant 9 =o0, R = ¢* et en remplacant = par (1 — m) x,
on trouve, avec k=s-+1,m—k=r,

/: syr+t Z“,
(Sm) = v
3= — ry st

Ce systéme est un cas limite de (S;): on I'obtient en remplacant dans (8,)
par « : p et en faisant tendre p vers oo . La condition (1) n’a plus de raison d’étre.
Les systémes (Sy,) appartiennent a une infinité de classes distinctes. Car soit ¢
le p. g. c. d. derets; posons r=r's,s=s'c et soit (A, p) une solution entiére
de I’équation
Ar'4-ps'=r1.

Si l'on fait la transformation de Cremona

Y=y "z, " y =Y 7~
Z=yrzh 5 =YPZL",
on obtient le systéme
Y=o,

[ .
(Sih) 7 —=— Y57,

L’intégration de (Sy;) en résulte aussitot.

Montrons que les classes correspondant a deux valeurs différentes ¢, et 8, de &
sont distinctes (&, et 8, > o0). Supposons, en effet, que (Y,, Z,), relatif a ¢,,
puisse se déduire de (Y., Z,), relatif i ¢,, par une transformation de Cremona.

On aura nécessairement
Yi=/(Y.), 7,=g(Ys, Z,),

f étant une fonction homographique de Y, et g étant homographique en Z,.
L’identification des valeurs de Z, montre d’abord que
8 (Yo, Zy) = a(Yy) Z§ (e==1),
puis, que 3, =¢'c,, avec f(Y,) =a Y (¢/=-1); mais 5, et ¢, étant >0, on a
d=i, d’ou 0y = 0s.

7. Examinons maintenant les cas IV-VIII. Comme on I'a vu au n° 5, il suffira
de donner a p,, les valeurs 1 ou p,—1 (qui sont bien de méme parité dans le
cas VI). Dans le cas V on exclura le choix p,,=1, t.g=2, qui entrainerait,
d’aprés (5; 3), les relations

3kjy—2=m—1, 3ky—2=2(m—1)

sans solution entiére en k,, k,, m. De méme, dans le cas VI, on exclura le
choix g,y =1, pao=23. On formera ainsi, dans les cas IV-VII le tableau suivant
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(ou g est un entier quelconque) :

S. Yo oo R. m.
Siveer e 11 (1— ¢2)7+! 29+ 2
Lo I 1 3(1— p2)7+! 39_}_2
e 2 2 3 (1 —p2)2 3q
e 11 2 (1 -— p2)7+! hq+2
Voeveeennnn 3 3 2 (1— ¢2)37 bq
Svie oo 1o 6 o137 (1 — p)i+2 6q-+2
S, 1 2 6 037 (1 — p)*7 6q

(Les facteurs numériques figurant dans les expressions de R ont été introduits
pour simplifier I'écriture des systémes S.) Dans le cas VIIL on trouvera de méme,
en prenant
[UPT P TP R. m.
SV v eevnnn [N I (49 — 20 — &3)7 2q;

on a posé d’ailleurs
h(v—e)(v—e)(v—e)=4v"—gv—g.

Les formules (5;5) — ou (5; 4) — permettront ensuite de former P,
Q =v¢P + R et, par suite, les systémes S correspondants. On les trouvera dans
le tableau suivant, ainsi que la construction de leurs solutions et I'équation de
leurs courbes intégrales C. Les intégrales premiéres qui définissent les courbes €
sont d’une vérification aisée; elles fourniraient un second procédé pour I'inté-
gration des systémes S.
Intégration.

(Cas particulier de Sy :

i p—
S} {)’_0 r—=m,s=—1, p=—1, L=0.)
s=Y ' C: y:C
. : [ w/'=1, r—cu® f(1,C), s=eCut f*(1,0)
S I e
s =zf(y, s U=
> NI
f, homogeéne ;
d'ordre —e(e===1) e: Z=0C
Y
, 1 , " G
S { Y = (1+ ps) yr+iz w'—=—(r-s)Cr+s, Y= 5 =Cur—w
u s
= (1— pr) y s+t w=Crsy—r 5=
[1‘”“*‘(1‘*_]7)3:1] C: ‘),/;—p,sp.:C/)
Y= sy+iz w=—oCr+su
S { B =— ryrzstt y =Cu, z= Cu’
- r=ro,s=s0 u— Cp—ky——pz)\’ u = — OCr+s+p—h y—f’z7*
lézp. g.c.d. derets; 7\"’—}—()5':1] C: Yy =Cr+s
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' 2u = — G (w2 +1)
Y =y (y*— )¢ \ 1+ u? I —u?
Siv ol — a2 (a2 =2\q )’:C ) :=C
2=y (y— 5% 21 2 u
D . 2 ~2— (2 -
¢ Y #=C u:'y ,~7 Il.’:—Cﬁ‘?’*'i._'y__
G y+=3
u/‘3:4(1 . C:n7+1 u:&)
g1 jyIZQqu+1(.y2_52)l] 1 u'
v o N = 5= ——
| &/ =B y2—22) yo(y*— 527 Cnd’ 2 Clu
c¢: 2 —22) =C z
r0 ) u—= TI——, U= 23
Cry ¥

Sz {y’:ét)ﬂ"lg(‘y?_
v 2 2 — 2 2\ 27—
s =3y &) y i (yr— s2) !

C:

VI

C:

= (2 yz_|_ ;2) )’_2[/()’2 — ‘z‘z):c:/—1

C:

vil

C:

Vil

2

== @
y

= (2y*— 22) y¥(y*—
y(yr—s)=QC

(yl_ z‘l)li _ C‘_;

2

e

1 y’:(_3.}/+5Z)y‘7+153’1(}/__:)21/
3= 3y — 5) 15 (y — 5)
)’Z” (y J— ;)'2 — C:;

s‘.’. yl:(‘ 3}/“‘— 75))’1—(/;3’7"1 (y__;)’w/“j
=3y +5) y 15 (y — 5)t

(y —5)*s? —

'—3 1—2¢ /2 £2)3g—1 i —_—
St {y S e ; W (@)
4

5?)20—1

C1—‘2//

25

S
u = G /

y‘l_ 22

Yy = — 3 = —

5 U —_=—

w'?— 4 ( I — Ctlz/—j u:;)

Cr—2y/!

2

2 U

25

)/

u/'z: 9 C/u/+1 u(u‘z__l_ l)

ul

CQ(/+1 (LL? — 1 )

;‘3)1/ y: m, 3 = u/
G o (2g+1
U—= ——, u'=
Yy —=s) y—s
u’2——2C”’/*1u(u‘1+1)
w (1 —uw?
2= ( )

A TN

u —

=9t res),

4(]‘-"/*1 w?

u!: 2 C'Z(]”l (}/_:)

Cy
w?2—= 4 Cog+1 (I — lt:‘)
9 C3q+1 —u
T T ud T o Cu
u::(_)_/_(;‘:ﬁ’ uI:__QC;n/~152(),_;)

ZC'S(/
Y= &=

79
72374

== — u

Cy Gy o o Ca
.)’-—— V/, L= V/ ) ._.:y, _)/
) 23— o, V23 Ly .

(G 4 5 2}/ g‘.’y (J

y

w?—= 4 Cog—1 (l + lt:‘)

!

u
2 G312

9 C:Iq—H
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Dans les cas V-VIII, on observera que les courbes €, étant des transformées
birationnelles de courbes o(u, u')=o0 ou ¢(v, ¢')=o0 de genre 1, sont elles-
mémes de genre 1, comme nous I’avions annoncé..

8. Nous avons vu que les systémes S, et S;; appartiennent tous & une méme
classe, et que les systémes S;; appartiennent a une infinité de classes différentes.
Nous allons rechercher, de méme, si deux systémes S, correspondant a une
méme équation de Briot et Bouquet peuvent appartenir 4 une méme classe.

Envisageons d’abord les systémes S,,. Désignons par (y;, ;) les solutions :
par g;, uj;, u;, C;(j=1, 2) les symboles relatifs 4 deux systémes S,, se corres-
pondant birationnellement. Le symbole <> désignant une correspondance
birationnelle, on a

U <> (Y1, 51) <> (Y2, 32) <> Us.

Ainsi, u, est une fonction homographique de w, :

au +f3
Uy— ——,
YU+ 0
d’ou
aa_rp)'\" ) — 27s 1(0‘"1*“@)2‘1‘(]'“14—8)2.
2 ——J i, =2 Uy = — C¥= : ;
Y uy + 0)? 2 2 (Yuy-+0)?
mais on a
21, =— G+ (uf+1),

d’ou I'identité en u,
Gt (a0 — By) (uf +1) = C¥H (g + L)+ (7 s+ 0)2],
qui entraine
0= ¢a, v=—2¢B (e==%1)
et
(]) C‘il]l-H: (3C2)2q2+1_

Mais les courbes y; — z; = C} sont nécessairement les transformées biration-
nelles des courbes y; — 3z =C}; C} et C; sont donc liés algébriquement; et
comme la correspondance entre deux courbes G, et €, résulte d’une transfor-
mation de Cremona entre les plans (y,, 3,) et (y., 5,), elle est biunivoque, de
sorte que C} est une fonction homographique de C}, et d’aprés (1) on peut écrire

cCo=2aCn (n===1);

le choix 7=+ 1 donne ¢,=¢,; pour n=—1, on a
(2) G+ ¢2-+1=0, A =,
d’ou
Co 2w, 2e(aws+B) (—Pus+a)
Y. 14w (a2 + B8%) (4 +1)

_ca‘-’ﬂﬁ‘zg 28af3 5
T @By 2oy
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et
G _w—pg 1 2ap 13
A)’Q a?+ 52 Y1 a?+ 52 Gy Y1

Or C; est rationnel en (y,, z,) tandis que C, ne I'est pas. Pour que y., soit
rationnel en (y,, z,) il faut donc que «f3 =o. En négligeant devant y, une
racine (2¢,—1)"* ou (m, — 1) de 'unité (¢/. n°5) on trouve pour 3 =o la
transformation de Cremona :

3 VA N S

) X1 21 yi—si 1

qui, effectivement, échange les systémes S, correspondant aux valeurs ¢, et ¢,
de I'entier g li¢es par (2) (*).

9. Considérons maintenant les systémes a intégrales elliptiques, et d’abord
les systémes S;. Les notations ayant la méme signification qu'au n° 8, nous
observerons encore que la transformation de Cremona entre les plans (y,, z,)
et (., 3,) transforme birationnellement une courbe intégrale &, du premier
systéme en une courbe intégrale C, du second systéme; or &, et C, sont elles-
mémes des transformées birationnelles des courbes I';, d’équations

ltll-2:4(l——C'j.‘7i+1u';’-) (J=1, 2);
on peut donc écrire
(w1, W) <> (Y1, 51) <> (Y2, B2) <> (Us, Uy).

Or on a sur les courbes I';
d du,
“h_ ar

w, iy
et en posant
1 1
1tz g +3
G, fuu=0GC, ‘us,
! !
Uy, == U,,

on définit une transformation birationnelle particuliére entre I', et T',; elle

entraine
1

Jat3
dIl1 _ C2 3 du';
T 1 7
U, C(h*‘:'; Us

1

et 'on obtiendra la transformation bfrationnelle la plus générale entre G, et C,
(abstraction faite de la multiplication de u, par une racine cubique de I'unité)

(*) La méme méthode permettrait de rechercher si un systéme Spr et un systéme Syv peuvent se
déduire I'un de Tautre par une transformation de Cremona; le résultat est négatif : on trouve une
transformation algébrique qui n’est rationnelle que dans un sens.
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en multipliant la transformation précédente par une transformation z, =x,+c¢
. dLL‘; du- . .
(¢, constante) qui change ~—* en —-*- On doit donc avoir
3 2

C:;q o+l — C31<71+1 .

Mais on voit, comme au n°8, que G, doit étre une fonction homographique de C,;
ainsi C, =G, ou C;', ce qui entraine ¢,=g¢, ou

3gi+1+3g,+1=0,

relation qui n’admet aucune solution entiére. Deux systémes Sy correspondant a
deux valeurs différentes de q ne peuvent donc appartenir a une méme classe ; et un
raisonnement identique montrerait qu'il en est de méme pour les systémes
Sy, Sl Sy (j=1o0u2).

Par contre, deux systémes Sy et Sy convenablement choisis appartiennent a une
méme classe. En effet, les indices 1 et 2 se rapportant respectivement aux
symboles relatifs a Sy et a S{, le raisonnement de tout a 'heure montre qu’on
doit avoir

C2: C%
(e==£1),
C:fl‘h*1 — C%‘/1+1
d’ou
3¢ —1=¢(3¢q1+1),
ce qui est possible avec e =—1; ainsi g,=— ¢, et la transformation biration-

nelle entre I', et I', s’effectuera par les relations u, = u,, u,=u, (en laissant de
coté les multiplicateurs racines de I'unité). Or ceci entraine

— —_1—2
_ G G 'q‘__c_j o I
V2= PR 2 =L yi= —3 2
U Uy Yi— %
— !
I Ci 27w, — 142 5 3y
2= au? T 1 Y1 o= o
2 U, 1 Yi— "4

On retrouve ainsi entre les systémes S; et Sy correspondant aux valeurs ¢, et
g.=— q, de 'entier ¢, la transformation (8; 3).

Le méme résultat s’applique aux systémes Sy, et S;,. En ce qui concerne les
systémes Sy, et Sy, on trouve que la transformation de Cremona

Yo __ G I __%()2— %)
Y1 Zq Zq (}’1 — 31) 1
échange les systémes précédents correspondant aux valeurs ¢, et ¢,=— ¢, de

I"entier ¢.
Enfin, la transformation de Cremona

-3 - 2 3
Yo By 1 bal— &5y — 85
Yoo s 43— syl — gy Je

échange les systémes S, correspondant aux valeurs ¢, et g,—=1— ¢, de 'entier g.
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10. En vue des applications au probléme de Goursat (n° 1), 1l y a intérét a
déterminer les systémes S polynomaux, c’est-a-dire ceux ot P(y, z) et Q(y, )
sont des polynomes homogénes en y et z, de degré m. P, Q et R sont alors des
polynomes en ¢. Nous nous placerons toujours dans 'hypothése H du n® 4.

Tout d’abord £, (nécessairement >~ o) re saurait étre nul : sinon, le premier
membre de (5: 4) serait holomorphe pour ¢=v¢,, et l'on aurait p,=1. Il en
résulte p,(k,—1) >0, d’ou, d’aprés (5: 3), v, > 0; ainsi ., est au moinségal a 1.

Désignons maintenant par (<) le degré dun polynome <(¢); a prior:
(R) = m 1 nous allons voir que cette inégalité doit étre remplacée par

(1) (R)y Zm.

En effet, supposons (R)=m ~+1; d’aprés (5; 2) nous aurions, en posant

I

E n,— N

h=1
la relation
- M

(2) J\(I)L—l)—}—Z/\'\,:I)l—l-—l.

V=1

Ecrivons maintenant que (Q)==m. Dans les cas 1I, et IV-VIII, ceci donne,
d’aprés (5;5)

M
(3) N+2%":1;

v=1
or, d’aprés (5; 3), (2) peut s’écrire

v

M M
~ 1 O P
N(m—l)-&—Z(l—[}—V) —i—(ln.—l)z}}—v =m-+1.
V=1 v=1
d’ou, d’apreés (3),

V=1
ce qui est impossible (fin du n° 4).
Dans le cas I, (5; 4) et (Q) = m entrainent N=1, ce qui est exclu par (2)
(ou Xk, doit étre remplacé par o).
Enfin, dans le cas III, ot (5; 3) disparait, (5; 4) et (Q) = m entrainent
Nm—1)+hk—1=m—1,
ce ui est encore incompatible avec (2).
Or I'inégalité (1), ainsi établie, donne, dans le cas I,
(m—1)NZm,
d’ou, pourm=2:N=o0, 1 ou2, et pourm>3 : N=o ou-1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fasc. 2. 19
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Dans les cas II et III on aura
(m—1)N+ Ak =Zm,
et, comme £, >x1,
(m—1)(N—1)Lo,
soit N=o0 ou 1. Enfin dans les cas IV-VIII, on a nécessairement

(m —1)N+ky+ h,=Zm, d’ou N =o.

Nous allons examiner successivement ces différents cas.

11. Dans le cas I, 'hypothése m = 2, N =2 entraine, moyennant une trans-
formation linéaire sur y et z,

R—=1 —¢? ou R—=— 2

Le premier choix donne le systéme

—ay2,
(si) f )

=yt s
On fera la transformation de Cremona (5; 13), soit actuellement
sy oy
z

T a2 =2 T a2 2
0 Yo— %0 Yy —=

I -
Yo

qui raménera a un systéme S; (n°6) et, finalement, la transformation de
Cremona

_ Y T

Y= Ty YT Ty
Y27 z

Siireens © /- L X

change (s7) en (Sy;) (n° 6).
Le choix R = ¢* conduit au systéeme

1

'—avys,
(s) {y )

cas particulier de (S;) (r=o0, s=1, p=1, .= 2). — Une transformation (6; 2)
le change en (Sy). - :

L’hypothése N =1 donne R =— ¢""~*, moyennant une transformation linéaire
sur y et 3, et I'on a le systéme

. y’: ,}/2 zm—-‘z’
s
(s1) { Y—o,

cas particulier de (Sy) (r=1, s=m—2, p=1, p.=1). — Enfin, I'hypo-
thése N=o0 a été envisagée au n° 6 ; rappelons qu’on trouve les systémes S, °
(ou, actuellement m =12) et S/, ot actuellement, f(y, z) est un polynome
homogéne de degré 1 et, moyennant une transformation linéaire sur y et z,
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S; peut s’écrire sous la forme

’ /=2,
o0 7=
3z :y:.

~
I

Dans le cas II, 'hypothése N =1 donne, moyennant une transformation
linéaire sur y et 5, R=(v —1)"~*¢, ¢’est-a-dire (n° 10)

R=(¢v—1)ntyp,

et d’aprées (5; 3) p.(m—1)=1 : ainsim =2 et . =1. On obtient le systéme

(s1) { Y=y'— (1+p) s,

d=0—p)ys—z*

que la transformation de Cremona

| =

2

Jo

o Yo— %o y—>=5

Y
(1) o

u

change en un systéme (Sy)(r=1, s=o, ..=1). L’hypothése N =o conduit
d’ailleurs aux systémes (Sy), avec r > 0, s> 0.
Dans le cas III, avec N=1, R = (¢ — 1)"*¢, on trouvera le systéme

(m=q+2);

"= yz(y— z)7
(Sl'u) {}’ Y (} ))

d=ys(y—s)]

la transformation (1) le change en un systéeme (S,,)(r=m—1,s=0), ou
(1 — m)x aurait été remplacé par «. Intégration :

G Ce E

bl V=

o' = Cr+g, y=

- —
S =

)
1—¢ 1—¢

L’hypothése N = o raméne a (S;,) (avec 7> 0, s > 0).
Examinons maintenant les cas IV-VIII. On a alors N =o, et [’on tire ainsi de
(105 1) et (55 3)

M M
P 1
(m—1)>» — + (I————>ém

ou

M M

P 1

2 m—1 2 )1 —M+ —.
(2) ( )( P >_ &5,

v=1

Ceci exclut déja le cas VIII ou le second membre est < o, tandis que

M

Zliv_,sl.
Dy —a

V=1
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Dans les cas IV-VII, (2) s’écrira d’apres (55 )

X o B o C
(3) (m—n B2 1Yoy J £
v=1 P\’ v=1 ])1 [’2

relation ou l'on peut prendre p,,=1 ou p,—1 (n°5) et ou ¢, >0, puisque
1 (n°10). Mais si g, ou g, 1, le premier membre de (3) est >o, le
second étant =~ o. Les ¢, sont donc nuls. Dans les cas V, VI, VII, si 'on exclut

Ueyg==T1==lhay, ON &

0
I

P P2

P10 + s

“tandis que le second membre de (3) est < o. Il faut donc prendre p,=1=yp.,
ce qui est d’ailleurs la seule hypothése possible dans le cas IV.

Ainsi, il n’y a pas de systémes polynomaux dans le cas VIII, et dans les cas
IV-VII, les seuls systémes polynomaux sont les systémes S;,, Sy, Sy, Sy, avec
¢ >>o0. On voit que dans les formes obtenues le degré m n’est pas limité, sauf
dans les cas I et Il ou I'on trouve des systémes de degré 2 seulement.

12. Terminons en donnant un tableau de systémes de forme simple auxquels
peuvent se réduire pour 7 = 2 les sytémes polynomaux moyennant une trans-
formation linéaire.

Intégration.

{y’: o
(2] s
N:_y» voir n°T : § et Sy
ol { Yy =y
"lr=0—pys
C Coaw—_
‘ '=—C [ fe— i
! 9 g “ ’ J Il7 w uP—1
Y =y 5
H ) 5By
i 2= '_[)_‘).z_'_-g_ c: )I:_‘a‘y——(ﬂ
=7 <
_I+4p 1—p
<a_._ 2 p= 2 )
'— o . )
i1 { ‘i, — s { voir n® 7 : Sy
,/: ;3 .
oin { }_,__) B { « voir n°® 11 : sy
< _y-
yvi—ys
o1 { ,/_‘:/.1 { voir n° 17 : Syy

[ Jurt=4Cu*—1

/__u'—|—l o —1
y =3 Y= T au
o {77 | | -
=Y ( U= , W=7
Yy — =% Yy —%
€: y—z=0C
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j u?*=2(Cut—1)

"'_u’+2 W —a
{y’:)‘—l—?);l : ST Thu A
a‘l 9 a2
d=3yr4 22 1 / Y=
lt:y*_, u:zy__

€: (By*+a2ys+3:)(y—s2=C
Jur=C(4fu*+3)

2Cu? o'
! . == 7 3 3= —
cm{y:y(g:-y) J u u
s=3(y —3) __ys ;s
“=e0 Y750
\ €: 3z —ay) =120

Désignons par (y, z) la solution d’un systéme du n° 11, par (1, {) la solution
d’un systéme actuel o; o; est un cas particulier de S;(m = 2). La transformation

N=%z—Y,
{=s+y

change (s;) en (af) (ot p=1); (s7), (57) et (s; ) (m=2) sont des cas particuliers
de (ap)(p=—1, p=1 et p=o0), qui, lui-méme, est un cas particulier
de (Sy)(r=1,s=0). On a déja observé (n° 11) que pour N=o,m=2, le
systéme (S;) peut s’écrire, moyennant une transformation linéaire immédiate,

c’est un cas particulier de (g;) (p=0).

La transformation linéaire

n=y—=5:
n—2L=p(y+3)

change (s;) en (ay).

Les systémes oy, oy, sont des cas particuliers de (Sy)(r=1, s=0) et de
(sm) (g=0); (o) est un cas particulier de (S;)(¢=o0). Le systéme (oy) se
déduit du systéme (S;), oit ¢ =o, par la transformation

-r,:——[y\/g— 3,
= 1')'\/@—;.

(ay) se déduit de (Sy,), ou g =o, par

iy 5
N—=— ——— 5
2¢y/2 4
e 1Y _ 3
aya 4
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Enfin (ayy) se déduit de (Sy;), ou ¢ = o, par la transformation

n=3(y —53),
{—=—25.
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