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SUR DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE

DONT HNTÉGRALE GÉNÉRALE EST UNIFORME

PARM.RENÉGARNIER.

1. Dans son Cours cT Analyse Mathématique [l], E. Goursat observe qu'en
partant d'un système de Riccati généralisé

Y / +aY4-^ Z+c — Y(aaY + ̂ Z + ̂ ) == o,
Z7 + aiY + ̂ i Z + Ci — Z (a^Y 4- ^2 Z 4- C2 ) == o,

et en lui appliquant une transformation de Cremona, on obtiendra un système
différentiel dont la solution générale n'admet plus que des pôles comme singu-
larités mobiles. Plus généralement, la question se pose de former tous les
systèmes (2)

W
g=/(^;^

dz^=g{y^'.œ)

(y, g, rationnels en y, z et analytiques en x) birationnellement distincts et dont
la solution générale a ses points critiques fixes. C'est là un problème difficile,
que Goursat nous a signalé autrefois, et qui comprend comme cas très parti-
culiers celui que Painlevé [2], puis Gambier [3] ont résolu pour les équations
du second ordre : par exemple, le système très simple

y=zz^ z''= 6 j2 4- x

est équivalent à l'équation (I), qui définit une fonction méromorphe, irréduc-
tible aux transcendantes classiques, et qui a été découverte par Painlevé. Il
serait intéressant de savoir si les systèmes (2) peuvent définir des transcen-
dantes uniformes, irréductibles aux transcendantes classiques, et ne rentrant
pas dans la classification de Painlevé (c/. [2], p. 66).

Or, si l'on cherche à résoudre le problème posé plus haut, on est conduit à
Ann. Éc. Norm., ( 3 ), LXXVII. — FASC. 2. 17



124 R. GARNIER.

déterminer d'abord les systèmes (2) — soit (S) — dont les seconds membres sont
homogènes en y et z et indépendants de x et dont l'intégrale générale est uniforme.
C'est ce problème que nous allons traiter dans le Mémoire actuel. Annonçons
immédiatement que les solutions des systèmes (S) sont des fonctions elliptiques
de x, ou s'expriment rationnellement au moyen de ^ ( r ), ^^(p, fonction ration-
nelle) ou de x. Les systèmes (S) se répartissent en classes de systèmes bira-
tionnellement distincts. On trouvera au n° 7 un ensemble de représentants de ces
classes, ainsi que la construction des solutions correspondantes. De plus, en
vue de la détermination des systèmes (2) du début, nous avons construit tous
les systèmes (S) dont les seconds membres sont des polynômes en y et z (n0' 10
à 12). Ajoutons qu'un résumé d'une partie des résultats actuels a été donné
aux Comptes rendus de V'Académie des Sciences [4].

2. Montrons d'abord comment on est amené à se poser le second problème.
Ecrivons 2 sous la forme

M M

^P,(y^;^) ^Q,(j^;^)
^7 __ ^o_______ 6^ — I^°_______
dx~ N ' dx~ N

^R,( j ,^ ;^) ^R,(j^;^)
/•==0 /=0

les P,, Q,, Ry étant des polynômes homogènes, d'ordres ;, i, j en y et z, à
coefficients analytiques en x, holomorphes pour x = XQ . Supposons M ^> N + i,
ce qui comprend le cas où f^y^ z\ x) et g(y, z; x) sont des polynômes en y et z
de degré ̂  2, et remplaçons respectivement x, y , z par

^-^^-^X, ïet z;
a a

si l'on fait tendre le paramètre a vers o, le système-limite devra avoir son
intégrale générale uniforme [5]. Or ce système s'écrit, après un changement
de notations,

^=p^)'
(S)

^=Q(y,.),

P et Q étant des fonctions rationnelles de y et z, indépendantes de x,
d'ordre M—N; nous désignerons désormais cet ordre par m, et nous admettrons
qu'il puisse prendre une valeur entière quelconque (<^ o, = o ou ^> o).

3. Le cas de m == i se traite immédiatement. Posons

(i) z=vy,
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le système (S) s'écrira, pour m •= i,
(2) y==P(i^)j,
(3) ^=Q(i, ^)-^P(i, tQ;

l'équation (3) devant avoir son intégrale générale uniforme, son second
membre est un polynôme du second degré au plus en v\ moyennant une trans-
formation homographique sur v, c'est-à-dire moyennant une transformation
linéaire sur y et z, on peut supposer que (3) est de l'une des formes

v'-==.v^ v'==.i ou ^==:o;
donc (3) s'intègre par
(4) v-z^e^^ v == x ou v == C,

en laissant désormais de côté la constante additive de x. On a ensuite dans le
premier cas

Log y ==: f —'——- d^ == p (?) + -S/ï/( Log((^ — u.k) + Log G',

p(^) étant une fonction rationnelle et
y==:Ce^ II (^— a/,)^ (n^ entier).

Dans le second et le troisième cas,

j^C'eP^II^—a/,)^'
et

y==C' e^^.

Dans les trois cas, on déduit z dey à l'aide de (i) et (4).

4. Supposons donc m ̂  i. Posons
P ( i , (.) = P, Q (i , r) == Q, Q - (-P == R (^).

(1) ^==^J.

On trouve
(2) ^==Rj^-1.

Pour R(^ )=EEO ou Q=^P, on a ^=Cte, soit ^==C et y=P( I ,C)J m ;
y n'est uniforme que si m = = 0 , 1 , 2 ; écartons toujours le cas m = i ;
pour m=i — s(£ == ± i), on a

£j£=.rP(i ,C),
e t ^ = = C y ; (S) est de la forme

y=^-V/')=j/(^),
\ «y /(Sf)

y(y, s) étant une fonction rationnelle homogène d'ordre — £.

^=7-^/i(jJ==^/(y^),
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Supposons maintenant que R(^) ne soit pas identiquement nul. On déduit
de (2)
(3) ^==^/(^

avec
(f\ f( \ R' / ^p (^, dï{\(4) / ( , )=^+(^_ , )^ (R^)-

L'équation (3) une fois intégrée, on aura y et z par (2) et (i), à condition
qu'on n'ait pas à la fois v'=o et R[^(^)]EEE o, soit ^=^0, avec R(^o)=o.
Puisque R(^)^o, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de telles valeurs ^ o î
elles donnent effectivement des solutions de (S), définies par

y==j^P(i, po), d'où ^-^(i-m^P^ (.o)

et Z=VQY. Sauf pour m ==0,2 (et i) ces solutions ne sont pas uniformes.
Montrons que ce sont des solutions singulières de (S).

Soit y=(yÇx), z=^(^x) une solution particulière de (S); cherchons à
déterminer les fonctions inconnues a(.r), P(.z*) de manière que

y= a ̂ (a^-^ -+- (3) et z = a ̂ (a7"-1^ + (3)

définissent une solution de (S). Il viendra

a'cp + ^ m ^ ' ' -\-(m — i) a^-'^çi/a'-l- aî^p'^r: ^^^(cp, ^) == a^cp',

y et y' étant toujours exprimés en (xm~lx+ ?, et l'on aura ainsi

[9 4- (m — i) ̂ -^x^'} y.'-^- ̂ '^= o,
[^+ (m—I)am-1^^ / ]a /+a^ /(3 /===o,

d'où l'on tire a'== o = ̂ f, sauf si

(5) a((p^/—4V):=:o;

si donc [9(a?), ^(-f)] est une solution de (S) telle que ^(x)\^(x) ne se réduise
pas à une constante, la solution générale de (S) sera donnée par

(6)
j==A 9(A/7^-1^+ B) ,
^^A^A^-^+B),

A et B étant des constantes arbitraires. Si (S) admet d'autres solutions, elles
seront telles que ^:9 se réduise à une constante (en laissant de côté la solution
banale — et particulière — a = o o u y = o , ^ = = o ) .

Or (5) détermine le point de contact de la courbe (6) avec la surface focale
de la congruence des courbes (6); (5) pouvant s'écrire (pour a^o)

(7-) y Q ( y , z ) - z P ( y , z ) = o ou R(^=o,

les solutions du second type sont bien les solutions ^ = ^ u rencontrées tout à
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l'heure; elles sont situées sur les plans (7) ou z= ̂ \y qui constituent la surface
focale : ce sont donc bien des solutions singulières de (S). On ne peut en
déduire l'intégrale générale par des formules (6) — et inversement (1). Nous
conviendrons de regarder comme solution de notre problème tout système (S)
qui a son intégrale générale uniforme, même s'il admet des intégrales singu-
lières qui ne le sont pas, circonstance déjà signalée (pour les équations diffé-
rentielles) par J. Chazy [6].

Revenons à l'équation (3). Ses intégrales satisfont à l'équation

^=CeJ (G, constante arbitraire).

Comme vÇx) doit être uniforme, l'équation précédente doit être [5] une
équation de Briot et Bouquet

^
(8) ^C]^^-,^)1"^,

V=l

les a,/ et les ^ étant des nombres fixes, et les entiers /^coïncidant avec l'une des
colonnes du tableau

I. II. I I I . IV. V. VI. VII. VIII.

Pi. . . . . . . . — 1 J p 00 2 3 4 2 2

/rr^ PÎ . . . . . . . . I ——p 00 J 2 3 ^ 3 2

J ? 3 . . . . . . . . I I I 00 3 2 6 1 2

P ! , . . . . . . . . I 1 1 I I I I 2

Çp, entier fini ^z i), de sorte que

<«" i(- '̂'
\'==i

le signe <^ n'étant valable que s^il existe une valeur de v telle que a^==o,
^7^1-

Dans les cas 1 et II, l'intégrale générale de (3) est une fonction rationnelle de x ;

(1) Les fonctions (6), où [?(^), ^(^)] désigne actuellement une intégrale singulière ne dépendent
d^ailleurs que d'une constante, BA1-^, comme l'ensemble des intégrales singulières. On peut se
demander s'il existe des systèmes (S) pour lesquels les fonctions (6), formées à partir d^une intégrale
non singulière ne dépendraient que d'une seule fonction de A et B. En appliquant une règle

( Y' Z' \classique [7] on écrira que la matrice ' À À ) est de rang i pour x quelconque. Or ceci exige que z\y
JB ZB/

se réduise à une constante, et comme Pintégrale n'est pas singulière, le système (S) est un système (Sj2).
Et en effet pour m == 2, par exemple, les intégrales sont de la forme

a b
^y z=-^

À———R e^ A———R ne ^P^dent que de B:A et ne représentent pas Pintégrale générale.
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dans les cas III et IV, c'est une fonction rationnelle de e^\ et dans les cas V
à VIII, une fonction elliptique de x.

On observera que dans tous les cas

(10) ^-PA/V
<^-?J

est une fonction uniforme de x, p,j étant le p . g. c. rf. de p, et pj (ou un entier
quelconque, si^==oo=py). Pour le vérifier, on notera que la transformation

v — a .———- == w'v — b
change l'équation

(/= A ̂  - a)1"0' (^ - b}~^ (P - c)1 ~ï (^ - û?)1"^

où a, p, y, S coïncident avec une colonne de (T) — et, par conséquent,
vérifient la formule (9) (écrite avec le signe =) — en l'équation

i-^ i--1

( l l ) w'-=.K^w ^ [ a — c — Ç b — c ^ w ^ ^ ^ — d — Ç b — ^ w ^ ] ô;

or, si l'on prend a =p,, ̂ =pj (avec 7^7^) et X =^, on aura X==jo<=a
[sauf dans les deux cas suivants : i°jo,=oo=^, À entier quelconque; mais (n)
s'écrit alors ^=Ai^, et son intégrale générale est uniforme; 2°^=2,joy=3;
mais on a alors pfj==ï et (10) est évidemment uniforme]; l'équation (n)
coïncide alors avec une équation (8) de Briot et Bouquet, ce qui entraîne
l'uniformité de (10), et ce qui montre, de plus, que les fonctions w{x) sont du
type rationnel, exponentiel ou elliptique.

Or, moyennant une transformation homographique sur ^, c'est-à-dire
moyennant une transformation linéaire sur y et z, on peut supposer ay=o;
dans ce cas, l'expression

i
(a,^-(3,)^

sera uniforme. Désormais, afin de simplifier les énoncés, nous supposerons
essentiellement qu'on a pris 0(3= o dans les cas I, II, III, o^= o dans les cas IV
V, VI, VII et a^= o dans le cas VIII (hypothèse H); nous poserons, pour a^ o
(et à partir du cas II)

e^.̂

Le tableau (T) montre que si l'on prend a^o et ay=o, avec pi en dessus
^^/T^1) en dessous de la ligne brisée ponctuée, avec, on a (VI excepté)

1
Pu=Pi(2) et î/,==(^—^.y» sera uniforme dans chacun des cas II-VIII (VI excepté).

( 2 ) On aurait évité ce cas d'exception en prenant dans (T) : ^1=2, p^ == 4, p:^ = 4 pour la
colonne VI; mais les systèmes S correspondants auraient eu une forme moins simple qu^avec le
choix actuel.
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D'ailleurs, si ^(.2-0)=^ [ce qui ne peut se produire dans le cas III (j0i=oc,
v—e^=exy}, il résulte aussitôt de (8) que Uf(x) admet Xo comme zéro
d'ordre i. On observera enfin que dans (9), d'après l'hypothèse H, le signe =
devra désormais être remplacé par <^.

5. Cela étant, on peut écrire, en négligeant un facteur numérique, et les CL],
étant différents des e^,

91 M

(l) î{=Y^(^'-a,}Rl'Y^(„-e,Y.,

fl = 1 V -==. 1

les K/ï, k^ étant des entiers, et ^, ^ ne se rapportant qu'à un des M(=i , 2, 3)
entiers p., situés au-dessus de la ligne brisée de (ï); en particulier, dans le
cas I, les e^ sont absents, et l'on doit remplacer dans (ï) le second produit par
l'unité. Cherchons les conditions d'uniformité de y et z, Tout d'abord, en un
point XQ où yÇx)=a^, on a, d'après (4; 8), ^Çx)^o et, d'après (4; 2),
l'uniformité dey exige

K/t= (m — ï ) n,h,

n^ étant entier, d'où
91 M(2) R=:^((; ~ ^^^^'''^^(^ - ̂ )^-

h==l v==l

D'autre part, si v(xo)=e^ — ce qui exclut le cas III — il résulte de la remarque
faite à la fin du n° 4 que l'uniformité dey entraîne les relations

(3) p ^ — ï — k ^ p ^ = — ^ ( m — ï f ( v = = i , . . . , M),

[A/ étant un entier, et d'après (4; 4) il viendra
01 M M j — —

(4) ( / „_,)Y_ ^^+y_^_+(^_^)pv—^,v ' ^ J P — O A AJ ^ — e^ ' R -̂J v — e^
h=l v=l v=l

soit d'après (3), et puisque m ̂  ï ,
yc M ^

. P_ y fih V _^_
(5) ^--.LV^-a^-l^V^^

h=ï ^=1

ce qui fait connaître P; Q(==pP+R) en résulte aussitôt, et l'on pourra ainsi
former le système (S). On aura d'ailleurs

M -1n^-ev) /'•
(6) y- = A'»- -^———^—————^——————,

]~[ (P - ̂ '"••'"-"[J (v - e^Y:
A=l v=l
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en écrivant maintenant (4; 8) sous la forme
M

(7) ^^A^-ij'y^-^)1"^
V=l

[A, constante arbitraire introduite par l'intégration de (4; 3)]. On déduit alors
de (6), grâce à (3)

ffL M

(8) J=A.J^(^-aÂ)-^^(p--^p^
h=i v=i

en négligeant une racine W6 de l'unité, sans intérêt, car si (j, z) est une solu-
tion de (S), il en sera de même de (ey, ez) où c^^i. Or, l'uniformité

1
de ^—e,Y- entraîne celle de y et de ^(=çy), quels que soient d'ailleurs les

_^
entiers ^; toutefois dans le cas VI, f^—^Y Çv—e^)~~~ devra être uniforme,

\ v — e\ y
ce qui exige (n° 4) que p-i et \^ soient de même parité. On voit de plus que si
^(a?o) == e^ x^ sera pour y un zéro d'ordre — ̂  et pour z un zéro d'ordre — ̂
ou/^— ̂ , selon que ^ sera ^o ou ===o.

Ainsi, fcy conditions d'uniformité (3) .yo/^ suffisantes-, mais (3) montre
que w — i ne peut pas être quelconque : il doit être premier aux^. De plus, [̂
devra être premier à p,, qui est égal à 2, 3, 4, 6 à partir du cas IV; ^ devra donc
être congru, modp^ à i ou àjo, — i à partir du cas IV. Si (k^, ̂ o) désigne (pour m
donné et à partir du cas II) une solution particulière de (3), la solution géné-
rale de (3) sera donnée par /

, . ( Â-v == Âvo+ P v ( ^ — l ) )(9) o ^ ; ^ ^
( ^V==^0+P^V ) ^ ^ ^

^ étant un entier arbitraire. La fonction Ro étant construite à l'aide de (2) et
des entiers n^ = o et p^ == o, on aura pour R (correspondant à nj, et p^ quelconques)

[ ffi M ~ï?n-i

(1 0) K = Ko ]T[ (^ - a^f^ ̂  - e^
h=\ v=i J

Si l'on pose
M

( 1 1 ) Jo=AjJ(p-^)~^\ .
\'==i

jo et ^o(= (yo) définiront une solution du système (So) formé à partir de Ro et
des ;^o? tandis que

91 M

(1 2) J^JoI^^-^/O-^JJ^-^)-^
A==l v=:i



SUR DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE. l3l

et^(=<y) définiront une solution du système (S), construit à partir de R et
des [A, résultant de (9) [bien entendu, l'équation (7) reste la même pour (S)
et (So)]. Ainsi, les systèmes (S) et (So) sont reliés par une transformation de
Cremona

(i3) y- =^ -n (- - ̂ Y'n f'-0 - ̂ r
Jo ^o s-l-\}/o / -"Vjo }Jo •So -"Vjo 7 -'--•-VJo

h = l v = l

et

/ / \ y» s» TÏ / z v TTjo--_rr^ .0X^(^-0^
( I4) VT^KJ-^ 11y s A-l\j / -^AVJ

A = l v = l

a un même choix de m et des p^o [permettant de définir une solution des équa-
tions (3)] corresponde par variation des n^ et des p^ une classe de systèmes (S) hira-
tionnellement équivalents [et l'on pourra appliquer le résultat au cas I, en rem-
plaçant par l'unité les seconds produits de (i3) et (i4)]-

Les entiers^, m et p^o une fois choisis, la détermination de Ro dépend encore
du choix des ^. Mais, moyennant une transformation homographique sur v,
donc moyennant une transformation linéaire sur y et z, on peut attribuer aux e^
des valeurs numériques quelconques, sauf dans le cas VIII où la transformation
linéaire ne peut modifier le birappo.rt (^2^3 °o). La classe des systèmes (S)
birationnellement équivalents qui se trouve ainsi définie, ne dépend donc que
du choix desp^, de m et des p^o, sauf dans le cas VIII, où elle dépend, en outre,
du choix du birapport (<?^2^3°o)-

D'après (n) et (12), yet^(= vy) sont des fonctions algébriques de v\ chaque
système différentiel (S) possède donc une intégrale première <St(y, z) == Cte, algé-
brique et indépendante de x (et une seule). Cette intégrale définit dans le
plan (y, z) une famille de courbes intégrales algébriques Ê; les courbes rela-
tives à une même classe de systèmes (S) sont birationnellement équivalentes. Il
résulte de (n) et (12) et de la remarque faite au n° 4 sur les fonctions wÇx)
que les solutions y\x\ zÇx) des systèmes (S) sont du type rationnel^ exponentiel
ou elliptique. Les courbes & sont donc de genre o (cas I-IV) ou ̂  i (cas V-VIII) ;
nous verrons d'ailleurs que dans ces derniers cas, le genre est effectivement
égal à i.

6. Nous allons former maintenant, dans chaque cas, des représentants des
classes correspondantes. Commençons par les cas I, II et III. Les cas 1 et III
peuvent être envisagés comme un cas particulier Qo==i) et comme cas limite
(p ==oo ) du cas II que nous examinerons d'abord.

ii — —
Pour/(^)= ——p et 31 ==o, on a, d'après (5; i), (5; 5), et en faisant e^ =o,

R==^ {--.-i^, d'où p^-^^-i Q^/^^U
R p^ p \ p )

Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 2. l8
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avec

Posons
kp — /?+i == pi ( m — i ) .

À- === 5 + i, m :== r -h 5 + i ,
d'où
( i ) ^r-}-{^.—p)s=i

OU
P- ^ I +7^

^.—T? i—7?r '

Changeant ^ en — p Ç m — i)x, on pourra écrire (S) sous la forme

(y^i+^or4--1^
(Su) ) z' -^(ï—pr)^^^1.

Pour former un tel système, on choisira r et s premiers entre eux, puis ^ et
p . — p — doncjo— à l'aide de ( i ) (3).

La transformation de Cremona
( Y = yP-V- z^, y = Y-^ Z-P-
( Z ̂ y-'-z-5, z = Y'- Z^-^ '(2)

et le changement de (m— ï)œ en x changent (Su) en

( ̂ = 0,
(Sa) Z^-i

et montrent que les systèmes (Sji) ne forment qu'une seule classe', de plus, elle
donne aussitôt l'intégrale générale de (Su).

Dans le cas I, avec 91 = o, on a R = Cte, soit R .= i ou R = o (par changement
de x en Xa?). Le premier cas conduit à un cas particulier de (Su), avec/)=i ,
k= o, s = — i, [j-=o, r quelconque

(Si y =o,
^=j-.

Le deuxième cas donne Q = ^'P, d'où le système (Sj2) déjà rencontré au n°4.
Or, la transformation de Cremona [/(.y, ^), fonction rationnelle homogène
d'ordre m]

i \Y —— -, ym-l —— _
~y y ~Z/(I,Y) (m == o ou 2)i Y7"-1

z== . , ^-1:'f(y^Y z/(i.Y)

et le remplacement de Cm— i)x par x changent (S;2) en (Su). Les cas rationnels
(cas I et II) introduisent donc une seule classe de systèmes (S).

(3) On peut encore écrire (Su) sous la forme
y== aJ•^+l^, z'.== (BJ•r^+l, avec ar-h p s == i (a, p, entiers).
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Dans le cas III, en prenant 31 = o, R = ̂  et en remplaçant x par (i — m) x,
on trouve, avec k = s + i, m — k == r,

(Sm)
r== sy^^,
z'==:— ryrzs+i.

Ce système est un cas limite de (Su) : on l'obtient en remplaçant dans (S,i)*y
par x : p et en faisant tendre/? vers oo. La condition ( i ) n'a plus de raison d'être.

Les systèmes (Sjjj) appartiennent à une infinité de classes distinctes. Car soit o
le p. g. c. d. de /' et s ' , posons r== r r S , s = s f o et soit (À, p) une solution entière
de l'équation

7r'4- p^==i .

Si l'on fait la transformation de Cremona

on obtient le système

(Sm)

Y=y'^- j=Y-Z-'î
Z==y-9z\ z==^Zr\

(Y^o,
} Z '^—ôY^Z.

L'intégration de (Sm) en résulte aussitôt.
Montrons que les classes correspondant à deux valeurs différentes Si et §3 de S

sont distinctes (§1 et 02^>o) . Supposons, en effet, que (Yi, Zi), relatif à S ^ ,
puisse se déduire de (¥2, Za), relatif à o^, par une transformation de Cremona.
On aura nécessairement

Y,=/(Y,), Z,=^(Y,,Z,),

/ étant une fonction homographique de ¥2 et g' étant homographique en Z2.
L'identification des valeurs de Z[ montre d'abord que

^(Y,,Z,)=a(Y,)Z| (£=±i ) ,

puis, que §1= £'03, avec/(Y2) ===^¥^(£ '==±1) ; mais ai et 82 étant ^> o, on a

£'==!, d'OÙ Ôi==^2.

7. Examinons maintenant les cas IV-VIII. Comme on l'a vu au n° 5, il suffira
de donner à ^o les valeurs i ou p ^ — i (qui sont bien de même parité dans le
cas VI). Dans le cas V on exclura le choix [j^o==i? [^20 ==2, qui entraînerait,
d'après (5; 3), les relations

3 ki — 2 •== m — i, 3 Â 2 — 2==2( /7 i — i )

sans solution entière en ^i, k^, m. De même, dans le cas VI, on exclura le
choix [j-io=i? p-2o==3. On formera ainsi, dans les cas IV-VII le tableau suivant
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(où q est un entier quelconque) :
R. m.

( l — C 2 ) ^ 1 2 ^ + 2

s.
iv.. . . . . .

S2

Sn ......
S2vi......
SI
S ^ T Î . . . . . .

[Lt.

... 2

3

^

^2.

1

1
2

3
i
2

3 ( i — ^ ) y + 1 3 ^ 4 - 2
3 ( I — p 2 ) 2 v 3^
2 (l — t^2)^ 4 ^ 4- 2
2 ( l - ^ 2 ) ^ 4 < 7

6 ^i+^ ( i — ^)i+2y 6 </ 4- 2
6 ^ 7 ( i — p ) ^ 6<7

(Les facteurs numériques figurant dans les expressions de R ont été introduits
pour simplifier l'écriture des systèmes S. ) Dans le cas VIII on trouvera de même,
en prenant

SVIH. . . . .

on a posé d'ailleurs

[11. ^. p.3.

I I I (4 v^ —g^v —g^

m.

2 ^ ;

4 ( ^ — (?i) ( ^ — ^2) ( ^ — ^) = 4 ^ — ^ — ^ 3 .

Les formules (5; 5 ) — ou (5; 4 )— permettront ensuite de former P,
Q = ^P + R et, par suite, les systèmes S correspondants. On les trouvera dans
le tableau suivant, ainsi que la construction de leurs solutions et l'équation de
leurs courbes intégrales (3. Les intégrales premières qui définissent les courbes (3
sont d'une vérification aisée; elles fourniraient un second procédé pour l'inté-
gration des systèmes S.

Intégration.

/ ,_ (Cas particulier de Su :
S; ^ , ~ - 0 , „ r==m, s==—ï,p==ï, ^=o.)

y'=o

^=r e: y=c
[ U'=l, y=.U-f-(l,C), Z^EC^f^î.C)g, (y=j/(j^)

1 \ z r = z f ( ^ z )

F /, homogène 'l
L d'ordre — £ ( £ = = ± 1 ) j

g (y=(i+/^)y4-1^
n ( z'=(i-pr)y^^

[^.^+ (^—p)s=:i]

~/(J^)

e : -s == Gy

^=—(^4-5)0^-, J=-^:î z=CuP-^

u = C^r-'^z^

C : yP-^z^^C^

(y= sy^z5

II ( z ' =— ryrzs^
F r=r^,s=s^ ~\
^ ô = p . g . c . d . deret^; Àr'+p^^iJ

u^—^C^u

y = Cu-8', z == W

u •==. CP-^J-P z\ u!=— ôC7'4-^?-^ j-P ̂ ^

C : y^z8^ C^'
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C2Oy

(y^^Gy2--2)7

lv (^J2^2-^2)7

c: j^-^^c2

^ y'^izy^^y^-z^
( ^^(Sj2--^)^^2--^

Siy
e: j^2-^)^

^y=4^-^(y--^-)2<7-i
( ^(3J2+^)J-y(^--^/-l

. (J2-^2)2
=C

7

î ^y==z^(^~z^f7
VI ( ̂ ^^j2-^2^-^

<:>: y-(^2__^)^C2

y^s^j1-2^2--^)^-!
^:=(2J2+^)J-2y(J2-.^)^-l

. (J2-^2)^

^ ( y=(- 3j+5 ̂ )j^^^(j - ^Y-'i
Y" ( ^=(3j-^)j</^^(j-^)^

e: ^(y-z)^^

2 U'=— C 2^+ 1 (^/ 2+I)

- (/.2r l~^u~ ry = L- ——— ? ^ == C
2 ^ 2 M

J/// = — G2^1
G 7 t (- - ' ^,

^2=:4(I — C^^u3)

^^C^u' i^u
2 Z

^ == 7-^—— < ^c^j ~ y
^^2=4(I—c :^- j^^ :<)

c1-^/ __ c1-2^^
?^ ' ^ ~~ ~Tu~J=

G'-y .-_2^
j2-^25 "- y

11'^=. 2C^+ j^^(^^2+l)

^/ ___ C^+^^—i)
2 C'^U' U

2 C2^1G
- ? M'J(j-^) -' y - z

u'2=— 2C4y- l^(M24-l)
^^(^+1) ^(1-^)

J 4C^-1^2 ? 4C2y-1^2

« =-(Z^^f), ^,c-(^-.)

^•2=:4C6 ( /-+- j(I— ?r)
2 C^4-1 — ̂

J
2 C^/^.

, U'=^— 2C3(7-1^2(J —^)

uu
^ ^ ( j — ^ )

c

e :

^^C^-^i+î^)( y^ (- 3j + 7^)j1-^^-1 (j - z)'^-
{ z!=(3y^-z)^z^(y-z)^ 2C^ ^ __ ^

J^ -- 2 G^-1 M2

. (j-^)^3
G , 2 C3^1=0j 5 U'

(J-^) r. ( .•>/ ^ \ •2
-̂  \J^ ——— ^)

y^-/6.2-62^)Jl-.(4^-^^^-^^),, .2__^

2

2 ^3 - -y^ - ̂  y-^ (4 ̂  - ̂ j2^ - ̂ y1)7-1Î.3 __ ̂  ̂ 2 ^ .
2

^^c^-^3-^-^)
cy

J=^ î
c^p

""j'
c!
j

^ • ^^^——^J^——^J 3 ̂ ç

y ~
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Dans les cas V-VIII, on observera que les courbes e, étant des transformées
birationnelles de courbes ç(^, u')=o ou y(^, ^)==o de genre i, sont elles-
mêmes de genre i, comme nous l'avions annoncé.

8. Nous avons vu que les systèmes Si et Sn appartiennent tous à une même
classe, et que les systèmes Sm appartiennent à une infinité de classes différentes.
Nous allons rechercher, de même, si deux systèmes S, correspondant à une
même équation de Briot et Bouquet peuvent appartenir à une même classe.

Envisageons d'abord les systèmes Siv. Désignons par (jy, zj) les solutions :
par qj, uj, u^ C/y=i, 2) les symboles relatifs à deux systèmes S,y se corres-
pondant birationnellement. Le symbole o désignant une correspondance
birationnelle, on'a

Ml<>(ji, ^l)<->(j2, ^)<-^^2.

Ainsi, u^ est une fonction homographique de u^ :

. ^i+l3

Y ^1 + Ô

d'où

mais on a

, a0-^ ^ =.,,., = „ cy^ (^^^^(T.^ôr-.
(Y</,+0)2 1 - 2 (y^+^)-2 ^

2^=-q^(^+i),

d'où l'identité en u^

C^41 (aô - py) {u\ + i) == C2^1 [(a ̂  + p)^ (y ̂  + ô)2],
qui entraîne

â = = £ a , Y = = — £ [ 3 ( £ = ± i )
et

( i ) ci^^sao^24-1.
Mais les courbes j^—^=C, 2 sont nécessairement les transformées biration-
nelles des courbes y ;— zl=C:; C,2 et C,2 sont donc liés algébriquement; et
comme la correspondance entre deux courbes C^ et C., résulte d'une transfor-
mation de Cremona entre les plans (ji, z,) et (y,, ̂ ), elle est biunivoque, de
sorte que C2 est une fonction homographique de C2 , et d'après ( i ) on peut écrire

S C ^ ^ À C - Î (Yî==±l) ;

le choix Y] = + i donne q^_ == q^ ; pour ^ = — i, on a

( 2 ) ^ . i+^+i==o, py^^r.

d'où
Ça _ 2^2 __ 2£(ogMi+ (3) (— (3^ + a)

j2 ~" i + ^j — (a24-P 2 ) (^-f-i)
_ ^ o e 2 — ^ 2 Ci 2 £a(3 ^i
- ' a 2 ^-^ 2 ^^a^-p2 j,5
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et
Cj _ a 2 — ( 3 2 i 2a[3 i Zi
Àj.2 — a2 4- (32 ji + ï^Tp2 Ci ji '

Or C; est rationnel en (ji ,^i) tandis que Ci ne l'est pas. Pour que y^ soit
rationnel en (yi, ^i) il faut donc que ap=o. En négligeant devant y 2 une
racine (2^2 + i)101"8 ou (^2—i)161"6 de l'unité (cf. n°5) on trouve pour ^ = o la
transformation de Cremona :

(3) J2 ̂  ̂  ̂  i ^yi_jii
ji ~ ̂ i y\ — A ~~ i

qui, effectivement, échange les systèmes Siy correspondant aux valeurs q^ et q^
de Fentier q liées par (2) (4).

9. Considérons maintenant les systèmes à intégrales elliptiques, et d'abord
les systèmes S^. Les notations ayant la même signification qu'au n° 8, nous
observerons encore que la transformation de Cremona entre les plans (yi, ^i)
et (j2» ^2) transforme birationnellement une courbe intégrale Ci du premier
système en une courbe intégrale (^ du second système; or Ci et C^ sont elles-
mêmes des transformées birationnellos des courbes Tj, d'équations

^7=4(i -C^)) (7=1 ,2 ) ;"y — - ^ v - 7
on peut donc écrire

(U^ U\)^(y^ ^)<^(j2, ^2)<->(^2, ^2 )«

Or on a sur les courbes F,
dui _ du.^

u\ u^

et en posant
^<7i+-. ^y2+^
(̂  ^^i^rC^ ^3,

^==?/3,

on définit une transformation birationnelle particulière entre Fi et Fa ; elle
entraîne

i
â?^i __ Cg2 3 ^3

^i p^14'! u?>

et l'on obtiendra la transformation bîrationnelle la plus générale entre Ci et €2
(abstraction faite de la multiplication de u^ par une racine cubique de l'unité)

(4) La même méthode permettrait de rechercher si un système Sm et un système Siv peuvent se
déduire l'un de l'autre par une transformation de Cremona ; le résultat est négatif : on trouve une
transformation algébrique qui n^est rationnelle que dans un sens.
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en multipliant la transformation précédente par une transformation x^=x^-\-c
(c, constante) qui change -u± en -^- On doit donc avoir

'^3 ^2

C^^C^4-1.

Mais on voit, comme au n° 8, que €2 doit être une fonction homographique de Ci ;
ainsi €3 = Ci ou C71, ce qui entraîne q^ = q^ ou

3<7i+1 + 3^2+ i^ o,

relation qui n'admet aucune solution entière. Deux systèmes S^ correspondant à
deux valeurs différentes de q ne peuvent donc appartenir à une même classe ; et un
raisonnement identique montrerait qu'il en est de même pour les systèmes
S?, S^i, 8^1(7=1 ou 2).

Par contre, deux systèmes S^ et S^r convenablement choisis appartiennent à une
même classe. En effet, les indices i et 2 se rapportant respectivement aux
symboles relatifs à S^ et à Sy2, le raisonnement de tout à l'heure montre qu'on
doit avoir

p _ F£ \
v^2 —— •"4! I

r^a^—i r-"^-^ ( ( £ = — l ) ,C^-1 = C^+1

d'où
3 ^ 2 — — I = = £ ( 3 ^ i + l ) ,

ce qui est possible avec £ = — i ; ainsi q^=—q^ et la transformation biration-
nelle entre I\ et F^ s'effectuera par les relations u^= u^, u',= u\ (en laissant de
côté les multiplicateurs racines de l'unité). Or ceci entraîne

Fl—2y2 r'—l—2<7, .,
y — ^2 __ ^__^ _r-iy-— ^ .
.7-2—— ,,2 —— ,,2 — — ^ l J l — — , , 2//" //- 1 ^ 1 ^,ï -ï112 it\ y i — ^i

_ C^-2^^ „ r-i '> ^ — ^i
9 77 2 —— 1 J 1 V —— ^————^ '^ ^2 Jl Jj —— -'1

On retrouve ainsi entre les systèmes S; et S^ correspondant aux valeurs q^ et
q'2=—qi de l'entier q, la transformation (8; 3).

Le même résultat s'applique aux systèmes S^i et S^. En ce qui concerne les
systèmes S^i et S^n, on trouve que la transformation de Cremona

•Z2 =: z! = ï ^ ^ 2 ( ^ 2 — ^ 2 )
Ji ^i ^i(ji-^i) ï

échange les systèmes précédents correspondant aux valeurs q^ et (72=—q\ de
l'entier q.

Enfin, la transformation de Cremona

J2 ̂  ^2 ̂  __________Jl__________ ̂  4^ ;——^2^2J^——^J2 >

Jl Z, 4 S Î — — ^ 2 ^ 7 Î — — ^ 3 J Î J.

échange les systèmes Sym correspondant aux valeurs q^ et ^2=1 — yi de l'entier q.
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1U. En vue des applications au problème de Goursat (n° 1\ il y a intérêt à
déterminer les systèmes S polynomaux, c'est-à-dire ceux où P(y, z) et Q(j, z)
sont des polynômes homogènes en y et z, de degré m. P, Q et R sont alors des
polynômes en v. Nous nous placerons toujours dans l'hypothèse H du n° 4.

Tout d'abord ^ (nécessairement ̂ o) ne saurait être nul : s inon, le premier
membre de (5; 4) serait holomorphe pour v=e^ et l'on aurait 7^=1. Il en
résulte^//.,—1)^,0, d'où, d'après (5; 3), ^>o; ainsi restau moins égal à i.

Désignons maintenant par (^) le degré d'un polynôme S(^); a priori
(R) ̂ m + i ; nous allons voir que cette inégalité doit être remplacée par
( 1 ) (R)^m.

En effet, supposons (R) = m + i ; d'après (5 ; 2) nous aurions, en posant
.91

^,^=N,
h=ï

la relation
M

(2) ^-i)+]^==^4-i.

Ecrivons maintenant que (Q)^m. Dans les cas II, et IV-VIII, ceci donne,
d'après (5 ; 5)

m ^ij—,
V==l

or, d'après (5 ; 3), (2) peut s'écrire
M M

N(m-i)+^(i--^)+(^-.i)V^=^-.-i.
^ p v / —^

d'où, d'après (3),

i(—)-.„.,-•-^^2'
ce qui est impossible (fin du n° 4).

Dans le cas I, (5; 4) et(Q)^m entraînent N=1, ce qui est exclu par (2)
(où S^ doit être remplacé par o).

Enfin, dans le cas III, ou (5; 3) disparaît, (5 ; 4) et (Q)^rn entraînent
N (m — i) 4- Ai — i = m — i,

ce qui est encore incompatible avec (2).

Or l'inégalité (i), ainsi établie, donne, dans le cas I,
( / n — i ) N ^ / n ,

d'où, p o u r m = 2 : N = = o , i ou 2, e tpourw^3 : N = o o u i.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — FASC. 2. jo



l4o R. GARNIER.

Dans les cas II et III on aura
(m — i ) N + Ai ̂  m,

et, comme k^ ̂  i ,
(m — i) (N — i) ̂ o,

soit N === o ou i . Enfin dans les cas IV-VIII, on a nécessairement
{m — i ) N + Â-i + Â.^ /n, d'où N == o.

Nous allons examiner successivement ces différents cas.

11. Dans le cas I, l'hypothèse m= 2, N == 2 entraîne, moyennant une trans-
formation linéaire sur y et z,

R = i — V 1 ou R == — t'2.

Le premier choix donne le système
( /==2V^,

(^) . J , - >

J — — 2 J ^

On fera la transformation de Cremona (5 ; i3), soit actuellement

z.^ 1= _2l_=: y'jo ^o j S — ^ s y2—^2

qui ramènera à un système Si1 (n°6) et, finalement, la transformation de
Cremona

— Y j2-^2

y- i -Y^Z 2 5 y '
Y^Z

"" i — Y ^ Z - 2 J 2 — ^ -
change (^) en (Su) (n0 6).

Le choix R == ̂  conduit au système

W)
J—2J^,

cas particulier de (Su) (r = o, ^ == i, p = i, (JL = 2). — Une. transformation (6 ; 2)
le change en (Sn). /

L'hypothèse N ==i donne R=—^m - l , moyennant une transformation linéaire
sur y et z, et Fon a le système

(sï)
v' — v'2 rrm—î
J —J & •>

cas particulier de (Sn) ( r= i , s=m—2,jo===i,[j.==i). — Enfin, l'hypo-
thèse N == o a été envisagée au n° 6 ; rappelons qu'on trouve les systèmes Sj1

(où, actuellement m = 2) et Sj2, où actuellement, f(y, z) est un polynôme
homogène de degré i et, moyennant une transformation linéaire sur y et z,
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Sf peut s'écrire sous la forme
/ y' ———— ,,-2

"••) K.

Dans le cas II, l'hypothèse N = i donne, moyennant une transformation
linéaire sur y et^ , R==(^—ly^-V1 , c'est-à-dire (n° 10)

Rr^^—l)^- 1 ^

et d'après (5 ; 3) (J-(/T%— i) = i : ainsi m = 2 et ^ = i. On obtient le système

^. (r^j—(i+/>) r.,
(II) (^(1-^-3-

que la transformation de Cremona

(,) Z=£=_r_^__
,yo ^o yo — ^o ^ — ^

change en un système (Sn) (/'=== i, s== o, [j<==i). L'hypothèse N = o conduit
d'ailleurs aux systèmes (Su), avec ^:^o, «y^o.

Dans le cas III, avec N = i, R = (P — i)771"1 ̂ , on trouvera le système

(40 { y ^ y ^ y - ^ } ^^ y
( z ' = y z ( y - z y f )

la transformation (i) le change en un système ( S i n ) ( r = = = m — i , ^ = = o ) , où
(i —m)x aurait été remplacé par x. Intégration :

,__Ry+l , _ _ C ^ _ _ C P ^ _ _ ^ ^ _ _ _
^- ,', y_-^-^ ^_^__^ ç,_^ J--- -

L'hypothèse N == o ramène à (Sm) (avec ^^o, .y^o).
Examinons maintenant les cas IV-VIII. On a alors N = o, et l'on tire ainsi de

(10; i) et (5; 3)

<-»-)i^-i(-7.)-"
V=,l V==l

OU

w (^-^fs?-1^1-1^4-!-\ ^Hà p^ 4é"-/^
\V==1 / V=l

Ceci exclut déjà le cas VIII où le second membre est <^ o, tandis que
M

v^-.^1 .
AJ/^ — 2
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Dans les cas IV-VII, (a) s'écrira d après (5 ; g)

(3) (W-I)(^
\V=1

-2^ / ï i'^i p--
relation où l'on peut prendre p^o=i ou p^—i (n°5) et où pv^o, puisque
[j.,/^i (n° 10). Mais si pi ou pa^i, le premier membre de (3) est ^>o, le
second étant ^o. Les p,, sont donc nuls. Dans les cas V, VI, VII, si l'on exclut
040=1= !^2o» on a

^10

Ri P-2 ~

tandis que le second membre de (3) est <^ o. Il faut donc prendre ;j.i = i = [^..j,
ce qui est d'ailleurs la seule hypothèse possible dans le cas IV.

Ainsi, il n'y a pas de systèmes polynomaux dans le cas VIII, et dans les cas
IV-VII, les seuls systèmes polynomaux sont les systèmes Sjy, S^, Syi, Syn, avec
y=i°* On voit que dans les formes obtenues le degré m n'est pas limité, sauf
dans les cas 1 et II où l'on trouve des systèmes de degré 2 seulement.

12. Terminons en donnant un tableau de systèmes de forme simple auxquels
peuvent se réduire pour m= 2 les sytèmes polynomaux moyennant une trans-
formation linéaire.

Intégration.

<7i

<7n

îi

°m

_.>^m

CTIV

(7y

y==o
^=^

'y=y2

z ' ^ ( t - p } y ,

^-Ï-P1

y=o

\ y ' = y ^

z'^y-

y 1 - ^ - '

voir n0 7 : Si1 et Su

:-C, C— •>i /
C a UP — ^
U U^— î

e: ^^-=-^=0'
" z — a y

,_ ^P P=
i — p

voir n° 7 : Sm

• voir n° 11 : s^i

voir n° 17 : Sr

3^ 2 ==4C^ : 5 —I
U' -h 1 U' — 1

lU
1 , . ' - y -

y -z y - -
e: ^-^=c
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l/'2 ='2(01^—1)

/
) li — 9.

~^~

^ H- 2

~^r~'y=y^4-3^

.^=3j-+^

1 4 3

^VII
'y=j(2;

J ^ y — ..3 .

e : (3y-+ 2j.3 + 3^) (j - zY-= c

3 ̂ -2^ 0(4^'+3)
2C^<2 ///

J=^-5 3-.

.=^,
2C

„' —y
2C

\ e: J 2 , s 3 (3^—2J)=I2C : !

Désignons par (y, ^) la solution d'un système du n° 11, par (Y], Q la solution
d'un système actuel cr; CTI est un cas particulier de Si(w= 2). La transformation

^=-^-y.
ç==^+j

change (^) en (a») (où ̂  = i) ; (^), (^) et (^ ) (^ = 2) sont des cas particuliers
^e (^(P^—I? ^=1 et jo==o), qui, lui-même, est un cas particulier
de (Sn)(/-=i,^=o). On a déjà observé (n° 11) que pour N = = o , m = = 2 , le
système (S,2) peut s'écrire, moyennant une transformation linéaire immédiate,

y'=y\
^=y^

c'est un cas particulier de (on) (jo == o).
La transformation linéaire

^-2Ç=:/?(J-^)

change (4) en (an).
Les systèmes ̂  ̂  sont des cas particuliers de (Sin)(r==i, s=o) et de

(4)(?=o); (cr^) est un cas particulier de (Siv)(y==o). Le système (o-v) se
déduit du système (S; ), où q = o, par la transformation

r^=-iy^-^

t= i y ^ - z .

(avi) se déduit de ( S^i), où ^7=0, par

2 V/2 4

^ _ ^,
2 \/2 4
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Enfin (o-vn) se déduit de (S^n), où q = o, par la transformation

YÎ=3(J-.^

BIBLIOGRAPHIE.

[1] E. GOUKSAT, Cours d'Analyse Mathématique^ t. Il, 7® éd., Gauthier-ViIlars, Paris,
1949, p. 565.

[2] ActaMath^ t. 2o, 1902, p. i .
[3] ActaMath^ t. 33, 1910, p. i .
[4] C. R. Acad. Se., t. 249, p. 1982-1986.
[5] P. PAINLEVÉ, Bull. Soc. Math. Fr.^ t. 28, 1900, p. 2i4.
[6] J. CHAZY, ActaMath., t. 34., 1911, p. 358.
[7] L. BIANCHI, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazionif Spoerri

Pisa, 1918 , p. 34.


