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PROPRIETES

INTEGRALES 'GENERALISEES DE POISSON-WEIERSTRASS

PROBLEME DE CAUCHY POUR UN SYSTEME PARABOLIQUE

Par W. POGORZELSKI.

( Varsovie).

1. INTRODUCTION ET FORMULES PRINCIPALES. — Soit un systéme de N1 équations
aux dérivées partielles

Fyteeo+h, =M

A 3 : oMu;
N kyoohy /
Wy, )= Y, A, 0 G
12j2N
kit k, <M d/ i
Fioe K ety
() + X By 05—t
12/ 2N
, duy
-+ 2 Ca/’(}\, t)u;— a0 —=o0
12j2N
(a=1,2, ..., N)

d’ordre M > 2 aux N fonctions inconnues u, (X, 2), ..., uy(X, ).
Nous admettons les hypothéses suivantes :

I. Les coefficients des dérivées d’ordre le plus élevé M sont des fonctions
réelles, définies et bornées dans tout l'espace euclidien E des variables
réelles X(x,, @,, ..., x,) dans lintervalle fini o =—¢ZT. Ces coefficients
vérifient la condition de Holder, par rapport aux variables spatiales et la
variable ¢, de la forme

| ALy (X, 2) — ALy (X, ta) | < Ce [| XX, [P 0 — ¢, 7]
(o, j=1,2, ..., N),

(2)
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ou h et A'sont des constantes positives, non supérieures a l'unité, | XX, |
désigne la distance euclidienne des deux points arbitraires X et X, de
I'espace E, ¢ et ¢, sont les deux valeurs arbitraires de I'intervalle (o, T).

II. Les coeflicients B,;, C,; des dérivées d’ordre inférieur 4 M sont des
fonctions réelles, définies et bornées dans tout I'espace E et pour linter-
valle 0 Z¢—T. Ces coeflicients vérifient la condition de Holder par rapport
aux variables spatiales

(3) { ] BL (X, 1) = Bl Fn(X, 0) | < Gre | XX, [/
E ICl/(Xa l)—ca/(xn,1)|<Cle]XX1 Ill

et sont uniformément continues par rapport i la variable ¢. La condition de
Holder par rapport a cette variable n’est pas nécessaire.

II. Conformément a la définition du systéme parabolique, donnée par
Petrovsky [ 1], I'équation en 7 '

Wl 3 3 . 3 . 3 HES
(4) det }.; Aéf/"'l"(X, ) (i) ... (is,)— 0Lk =o,
*J ki k=M

ou ¢ est le symbole de Kronecker, admet les racines en %, dont toutes les
parties réelles sont inférieures & un nombre négatif fixé —2

(5) Re(r)<<—d <o
pour toutes les valeurs des variables réelles s,, 5., ..., s, vérifiant I’égalité
(6) ST s . s

et pour tout point de la région

XeE, ot T.

L’hypothése III exige donc que le degré M des équations (1) soit pair.

Les hypothéses I et II sont plus générales que dans le travail [4] de
S. Eidelmann consacré au systéme parabolique.

Dans le travail [2] nous avons construit, sous les hypothéses I, II et III,
une matrice, dite des solutions fondamentales, dont les éléments sont donnés
par les formules

f N

(7) Tap(X, 3 Y, 5) =Wig (X, 13 Y, %) +f DWILHX, 6 1, £) @yg (11, L5 Y, 7) dll
T \»::1

ou X(&,, ..., x,), Y(&, ..., &) sont deux points arbitraires différents de

lespace E et =<t deux valeurs arbitraires dans lintervalle (o, T). Les
fonctions W,s sont les élements d’une matrice, dite des quasi-solutions,
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données par les formules

n

iy szt

L . S

(8) Wi 60 = o [l e s g s e 5T s
(¢, p=1,2, ..., N)

étendues a tout l'espace euclidien E des variables réelles S(sy, 55, ..., s,).
Z désigne un point arbitraire de l'espace E, {, une valeur arbitraire dans
I'intervalle (o, T). Les fonctions el K(B=1,2,..., N), pour j fixé,
forment une solution du systeme d’équations différentielles ordinaires

d 3 kit k=M
v \ ok NP . 78
(9) AT X AL O s s (4,75 8,8 S)

1£j<N

(ou Z, {, s, jouent le role des parameétres fixés), avec la condition initiale
o> 3B sir— 1.

Les fonctions ®,5 dans les formules (7) forment, pour {8 fixé, une solution
du systéme d’équations intégrales singuliéres de Volterra

LB

Dog(X, £; Y, 1) =0 [WE (X, ¢; Y, ‘L')]
N
. ~l .
(10) +/ ﬁEﬁff@jg[W}.{»i(x, ;1L g)] DML, 5 Y, ) dll df
T E
YT=1

(¢, p=1,2,...,N),

ou W, (u;) désigne une opération différentielle sur le systéme de fone-
tions w;(uy, ..., uy) par rapport aux variables (X, ¢) définies par les formules (1).
Les fonctions I'yg, I'zg, ..., Iyg, pour {8 fixé, forment une solution du sys-
teme (1) en tout point X =Y de I'espace E pour o <7<t <T.

Nous allons citer encore deux théorémes dont nous aurons besoin dans
nos considérations ultérieures et qui sont un peu généralisés par rapport aux
théorémes que nous avons démontrés dans le travail [2].

‘TuroriME 1. — St les fonctions og(Y, ©) sont définies, bornées et continues dans

la région
YeE  (oZ7LT),
les fonctions
N
(11) L%, T ) = [ B WaE X, 15 Y, 2 (Y, 2) X

E '@0:1

(analogues a Uintégrale de Poisson-Werersirass) définies pour Xe€E,
o< tZ"T, ont la propriété de limite suivante :

(12) lri_r>ntlm(X, t,7) = pa(X, ) (a=1, ..., N)

uniformément dans tout domaine borné Q CE.
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TatoriME 2. — Si les fonctions p3(Y, ©), définies dans la région
YeE (o<t LT),

et intégrables dans tout domaine borné de Uespace B (pour o < ©T), vérifient
linégalité

\ Cte

les(Y, ) | < o7
et, en outre, une condition de Holder

; Cte
(13) lpﬁ(Y’T)_PB(Y1,T)I<E]YYllhe

(0<h,<1,0<<p/<<1,0<p<t)

dans un domaine borné Q CE pour o <t T, alors les fonctions
f N
(14)- Vs, = [ Il ZWE 6, 2, 0y Y e,
0 E le

dites composantes du quasi-potentiel de charge spatiale, admettent les dérivées spa-
P quast-p 8¢ sp ’ P

tiales d’ordre m=1, 2, ..., M et la dérivée par rapport a la variable t en tout

point intérieur X € Q pour o < t<_T, qui vérifient le systeme d’équations suivant :

ky+...+k,=M

(13) Y AR

1<Lj<N

MU, 0) 9
dalr. .. dzxlr Ot
. ki+... k=M
=—n o+ [ X [AeG 0 = Al <)
0 E B,/ 2N
« MWE(X, 15 Y, 1)

dzf ... dxhn

[Ua(X, ¢)]

pe(Y,7)dY dr (=1, ..., N).

9. PROPRIETES DES INTEGRALES GENERALISEES DE P01SSON- WEIERSTRASS.

Lemme. — Les éléments de la matrice des solutions fondamentales T',g, données
par les formules (7), et ses dérivées spatiales d’ordre m ——M — 1 vérifient dans le
cas | XY | p, les inégalités

G T
(m) .
D)& [I‘aE,(X, t7 Y, T)] I < (l . T)l"" IXY lln+n—MpJ

XA#AY,oZr<<t LT,

(16)

1! est une constante arbitrairement fixée a lintérieur de Uintervalle

<0,”%l> si. m+n<<M,;

(0, 1) st m-4+n>xM,;
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dans le cas | XY | > ¢, on a
(17) | DY Ty (X, 43 Y, )] | < €' ¢ — < b exp[— K| XY [],
ou G, ¢, k, p, po sont des constantes positives; en outre, nous signalons que les
constantes positives k, 0,, (1, peuvent étre arbitrairement fixées et qu'on a posé
D [Tog ] = Tap.

Démonstration. — La limitation (16), pour |XY|=p,, a été établie dans

notre travail [3]. Pour donner la preuve de la limitation (17), nous nous

appuierons sur la limitation des éléments (8) de la matrice des quasi-solutions
et de ses dérivées d’ordre m arbitraire

(18) IDS{’”[W@’(E(X,t;Y, r)]|< G exp[

(l\\l/l — T)m+n
< — M) stablie dans notre travail [2](p. 161)
1=n—)" =1p- :

L’inégalité (18) concerne aussi le cas m = o, si nous posons

_cm[XY|'l]
RV

D[ Wag] = Weg.

Décomposons la constante positive ¢=min(c,, ¢y, ..., ¢y_,) d'une facon
arbitraire en somme ¢ = c¢'+ ¢” des deux constantes positives ¢/, ¢’ et séparons
les singularités de la facon indiquée dans le travail [2]. Nous obtiendrons
alors une limitation de la forme (o Zm <M —1)

Cte |t — 1|

(19) | DY Whs (X, 6 Y, 0] < TXY e &

p[— A XY 7],

ou 1., est une constante positive, arbitrairement fixée, et

C”

e e
M—\’/T

Posons maintenant

( Di5(X, 65 Y, 1) =Dg(X, ¢; Y, 7)explh | XY [],

(20) z Nag(X, ¢; Y, 1) :WQ&’,[W}ET (X, ¢; Y, T)J exp| ko | XY ],

ko étant une constante positive arbitrairement fixée. Alors, d’aprés les équa-
tions (ro), les fonctions nouvelles ®,; vérifient le systéme d’équations
intégrales

Gop (X, 2; Y, 1) =Nap(X, ¢; Y, 1)

P N
o) “f ﬂEN&y(X,t;H,t)eXP{—ko[IXHHIIIYI—IXYI]}

< ®ig(H, ¢; Y, 1) dlL d§
(¢ =1, 2, ..., N),
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0 étant fixé. Or, nous avons I'inégalité
|XH |+ |IY|—|XY|>o0

quels que soient les points X, Y, Il dans l'espace E, donc d’aprés les
formules (19) et (20), les noyaux N;, des équations (21) vérifient les
inégalités

' Cte |t — ™

(22) [ Nag (X, ¢ L 8 fexp{ — A[[ XTL| + [TY ] —[XY[]] < TXIo e

st |XY | 0., out pu, et g, sont des constantes positives arbitrairement fixées.
Nous rappelons que les noyaux Nz, d’aprés notre travail [2] (p. 179), véri-
fient une limitation sans modification

Cte I

(23> l N;S(X7 t; Y7 T) I < (l . T)p, IXY ln+MU—p.)-——/z,

s1| XY |<p,, ou la constante p. est fixée par

(24) l*ﬁh1<p<l, hy=min (A, 21").

Les inégalités (22) et (23) ont la méme forme que les inégalités admises
pour les fonctions W[ W™ (X, ¢; Y, 7)] dans le travail [2] (p. 178-184),
donc, en répétant pour le systéme (21) le raisonnement que nous y avons déve-
loppé, nous arrivons aux inégalités

- Cte 1 .
(25) |‘I)OCB(X7 t; Y7 T) [ < (t—T)P' lXYln_‘_"\]u__p.)h/lt S1 IXYléPm
et
. Cte |t —7|% .
(26) [®ag (X, 5 Y, 7)< —Iylyﬁﬂ% st | XY ][> po,

analogues aux inégalités (106) et (106") du travail [2 ].
Il en résulte 'inégalité

Cte|t—7|™

(27) iq)z(i(X,[,Y’ T)I<Wexpt

—h|XY[] st [XY[>p,

et I'inégalité de la méme forme que (25), si |[XY|-Zpg,. Ces inégalités nous
permettent de déduire la limitation (17) pour les éléments de la matrice des
solutions données par la formule (7). Etudions donc les intégrales

¥ -
sy V106 Y= [T WG L e 5 Y, il
2 T E

(m=o0,1,...,M—1)

en supposant |XY|>2p,. Soient les deux sphéres Ky et K, centrées aux
points X, Y et de rayon p,. Nous décomposons I'intégrale (28) en la somme des
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intégrales
(29) I=1%4+1%41

E—K,—K,

étendues aux domaines Ky, K, E —K;—K,.
La premiére intégrale vérifie 'inégalité

. (C»'L‘)P“x dc exp|— A, |I1Y |] 41T
]I (X, ¢; Y, T)I<Ctef ﬁ [XIT [ [ Y I [

Remarquons maintenant qu’on a 2 [IIY | > | XY | si Il€Kj, il en résulte

(t — 7)ri—w !
e =

D’une fagon analogue, d’apreés les limitations (19) et (25), on obtient

(30) | ] < Cte

([ — f)Pﬁ‘H—W

(31) II&’I<C(6W

exp [— §k0|xy|] sio | XY|>o2p,

Le dernier membre de la somme (2g), d'aprés les limitations (19) et (27),
vérifie une inégalité

E—K,—K, \ . exp[— &, | IIX | — &, | ITY | 0
] I I < Ctef (2= (L—)* dCﬂ ' [ XL [ [ILY [ :

Or, nous avons |IIX |4 |IIY| > | XY| quels que soient les points X, Y, II, done

E—Ky—K, - o ) dll
(32) II '<Cte|t T [t exp AOIXY”ﬂE—K o [IX A IIY o

La derniére intégrale est bornée, par conséquent, en vertu des résultats (30),
(31), (32), en tenant compte de la formule (7) et du théoréme sur la déri-
vation des intégrales de volume (voir [2]), nous arrivons a la conclusion (17)
de notre lemme.

Passons maintenant a la démonstration des deux théorémes suivants,
donnant certaines propriétés des intégrales généralisées de Poisson-Weierstrass
relativement au systéme (1).

Tutorime 3. — St les fonctions f,(X), définies et continues dans tout
Uespace E, vérifient les inégalités

(33) | f+(X)| < aexp[6] XX, ],

ou a, b sont des constantes positives données, X, un point fixé de l’espace E, alors
les intégrales singuliéres

N
(34) Ja(X,t):ﬁZFap(X, 6Y, 0) fa(Y)dY  (a=1, 9, ..., N)
B

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 17
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sont absolument convergentes pour X €K, o < t T, ont la propriété limite

(35) lim Vo (X, £) = f2(X)

et admettent les dérivées spatiales d’ordre m —M — 1, déterminées par les inté-
grales absolument convergentes

N
(36) D[4 (X, 0)] :ﬁ N Dg g (X, 15 Y, 0)] f5(Y) dy
E

5:1
en tout point X de U'espace E pour o <t <T.

Démonstration. — La convergence absolue des intégrales doublement
singuliéres (34) et (36) est assurée pour |XY|— o et pour |XY| >, grace
aux inégalités (16) et (17), ou I'on peut poser £>>b, la constante & étant
arbitraire. La preuve que les intégrales (36) représentent alors les dérivées
spatiales des fonctions (34) est bien connue et donnée dans nos travaux [2]
et[3].

Pour démontrer la propriété limite (35), nous décomposons les intégrales
(34) en sommes

(37) Jo(X, 6) =J2(X, t) + 152X, 1)

des intégrales étendues au voisinage Q du point X, borné et mesurable, et au
domaine extérieur E — Q.

Ensuite nous écrivons

(38) SX, ) =IX, o)+ TEX, )
en posant

N
(X, 0) :ﬁo N Wi (X, 45 Y, 0) fa(Y) Y,
(T
(39) .
TR 0= [ X Was (X, 65 Y, 0) (V) ay,
Q B:l
ot 'on a désigné par W,y I'intégrale dans la somme (7). D’aprés le théoréme
cité, nous avons
(4o) lim I3 (X, ) = fu(X).
La seconde des intégrales (39), en vertu des limitations (16) et (25), vérifie
I'inégalité
(41) TL(X, 1) < Cte sup | fu |10,

Or, p. étant fixé dansl'intervalle (24), on peut choisir la constante p’ suffisam-
ment petite pour qu’on ait 1 — (p.—+ ') > o; il en résulte que

‘ . >0 -
ll;]} Jo (X, 1) =o,
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par conséquent
(42) }i;l&J;?(x, ) = fu(X).

Quant au second composant de la somme (37), en nous appuyant sur l'iné-
galité (1) (k> b), nous aurons une limitation
[ 159 (X, 1) < Cte ¢,
d’otr
(43) }i_}II(}JE_Q(X, 1) =o.

En réunissant les résultats (42) et (43), on arrive a la formule (35) du théoréme 3.

TutoriMe 4. — St les fonctions f,(X), définies dans tout U'espace E, sont
intégrables dans tout domaine QCE borné et mesurable et, en outre, vérifient
Uinégalité” (33), alors les intégrales généralisées de Poisson- Weierstrass
(X, 1), ..., (X, t) déterminées par les formules (34), forment une solution
du systéeme (1) pour t > o, c’est-a-dire vérifient le systéme d’équations

(44) WEI(X, 2), o, In(X, )] =0
en tout point X de l'espace E pour o <t <T.

Démonstration. — D’aprés la formule (7), nous pouvons écrire les intégrales
étudiées (34) sous la forme d'une somme

(45) Jo(X, ) =3 (X, £) + T (X, )
de I'intégrale
N
46 Ja (X, t) = Y WES(X, ¢; Y, 0) fa(Y)dY
(46) (X, 2) ﬁ”% ,r o) fs

et de quasi-potentiel de charge spatiale
P N
(47) (X, ) :fo ﬂm XWX, 1, (1, ) it
=1
de densité {pg} déterminée par les intégrales
N
(48) pg(ﬂ,c):ﬂ(y)z%,{(ﬂ,g;Y, 0) f(Y) Y.
1=t

Nous signalons que, d’aprés les limitations (16), (19), (25), (27), (33),
toutes les intégrales (46), (47) et (48) ont un sens et sont absolument conver-
gentes pour o < ¢<_T ou o <L <T. L’étude des intégrales (46) n’offre pas de
difficulté, puisque, en tenant compte de I'inégalité (18), nous pouvons affirmer
qu’elles sont réguliéres et admettent des dérivées spatiales de tout ordre m et
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la dérivée par rapport a la variable z, données par les intégrales réguliéres

(49) wliax, 0] ﬁ ZD“" [Wag (X, 65 Y, 0)] f3(Y) aY,
(49) D] J.x, )] ﬂf ED[W F(X, 4 Y, 0)] /8 (Y) dY
B(Y) 3=,

en tout point X€E, pour o < ¢ < T.

Pour démontrer I'existence des dérivées d’ordre m =1, 2, ..., M des inté-
grales (47), il faut étudier d’abord les fonctions (48), en montrant qu’elles
vérifient une condition de Holder de la forme

: ) C
(50) log (I, §) — py (1T, 2) | < 0|11H K

dans un domaine borné, arbitraire QCE; 1 et § sont des constantes positives
fixées par

1—%<p.<1, o<< <1 [Ay=min (L, 2/")],

I'une de ces constantes peut étre fixée arbitrairement et 'autre est alors déter-
minée par l'une des formules

e:I—(I—H)%v

' 1

(50") 111
p=1— =05

Cq est une constante positive, dépendant du domaine Q.

La preuve de I'inégalité (50) s’appuie sur les propriétés (25), (27) des fonce-
tions ®,s, sur les équations intégrales (10) et sur les limitations (18). Cette
preuve n’est pas facile, mais elle est tout a fait analogue a la démonstration du
théoréme que nous avons donnée pour les fonctions de la forme semblable
a (48) dans notre travail [ 3], nous omettons donc de reproduire cette démons-
tration. Nous signalons encore que, d’aprés les inégalités (25), (27), (33),
les fonctions (48) vérifient une limitation

C Ay
(51) s (I, ) < ( L<y¢<1>
En tenant compte des propriétés (5o), (51) et du théoreme 2 cité, nous

concluons que les fonctions (47) admettent les dérivées spatiales d’ordre
m=1,2, ..., M et la dérivée par rapport a la variable ¢ qui vérifient le
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systéme d’équations
Atk =M 0M¥J¥ (X ) P
Y . . t xx
52 B A st — ] (X
(52) by (X ) e — L e 0]
k.4 k,=M

==X, 0 [ M(H) S AL (X, 0 — Al (I 6]

1£8,/j=N

12j<N

COMWEX GILY) |

dzkr. .. dxkn

op (IL, 7) dll d

pour X€E, o< ¢t<T. En rapprochant les égalités (49), (49’), (52), nous
pouvons affirmer que les fonctions (45) vérifient le systéme d’équations
suivantes (e =1, 2, ..., N):

(53) WX, 0), ..., In(X, 0)]
N
=—pa(X, )+ B WEIWE(X, 15 Y, 0), .., Wg (X, 65 Y, 0)] f5(Y) dY
E(Y) gy

1

N
t
+ [ ﬂ(w VL[ WIEEX, 410, 7)o, WINHX, 43 11, 0)]py (I, ) L .
i -~

En tenant compte des formules (48) et en remarquant que les résultats des
opérations différentielles W' sont des fonctions a singularités faibles, nous
aurons ensuite

lpg)l[Ji(Xa t)) ] JN(X, t)]
N
— M@ WS (X, 15 Y, 0)] — ®ae(X, £; Y, 0
E(Y)g-:l{ X,I[ /ﬁ( b )1 aﬁ( ) , 0)

. N
[ DLW, I 0]y 2 Y, 9 dll e oY) Y.
T £ ) 1

I en résulte, d’aprés le systéme d’équations intégrales (10), que
W (X, 2), .. WX, )] =0

en tout point X€E pour o <z T.
Le théoréme 4 est donc démontré.

TatorkME 5. — Sous les mémes hypothéses concernant les fonctions f,(X),
que dans le théoréeme 4, les dérivées spatiales d’ordre m M —1 des inté-
grales de Poisson-Weierstrass (34) vérifient une condition de Holder de la

Sorme (0 <1< 1, ZT)

(56 DY [Ja(X, 0] — DL [Ja(X,, 1)) < S oXPLO[ XN ]

lp'm

[ e 03],
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ou les constantes (1, et 0, vérifient les inégalités :

(55) "’WMZ<IJ~m< I, 0<6”1<I s1 m—|—n§M,
(55") n <m—|—n 0<0,< 1 si m—+n<<M;
. l\d ]J~m M b m M—m 5

l'une de ces constantes peut étre chousie arbitrairement et ’autre est alors déter-
minée par 'une des formules

0 — P — mM—1

m— " Axi_1

1 — mM—!
(35")

m m

P = l\_/[ -+ eIn<l_ M>;
onaensuite ), =1sim=o,1, ..., (M—2)et 0 =0, sim=M—r1.
Démonstration. — La présence dans linégalité (54) du terme |XX, |0,

avec 0 =1 sim=r1,2, ..., (M—2), est évidente immédiatement, puisque

les fonctions (34), en vertu des limitations (16) et (17), admettent les dérivées
spatiales d’ordre m =~ M — 1, vérifiant une inégalité :

(56) | DY I (X, 6)]] <Cte =+ exp[ b | XX, ]

pour X€E, o<t T, ou u est un nombre choisi arbitrairement a 'intérieur

de I'intervalle <K—;> 1>.

Pour étudier la différence des dérivées (54), pour les valeurs ¢z et ¢,, décom-
posons I'intégrale J, en sommes (45) des deux intégrales (46), (47). Etudions
d’abord la différence

i— D&””[L(X, tl)] — D&{")[L(X, t)]

N

(57) :ﬁ DD W (X, 5 Y, 0)] = D¢ [ Wig(X, 15 Y, 0)] | fa(Y) @Y
K (Y) g,
(o<t<t,ZT)
en la décomposant en somme des intégrales

i = iA —+ ilﬂ—A

étendues a la sphére A de rayon ry, centrée au point X, et au domaine exté-
rieur E — A. Remarque faite de la limitation (16), nous aurons

XA e (117 ‘ U MU, —m
(57') )I ‘<Ctet - sgp[faltﬂm<(]tet P sgp[f“,APL ,
ou
m

M<;.Lm<1 sim—+n>M et %<;.l.,,,<(m—|—n)M_1 sim-4+n<<M.
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Pour limiter I'intégrale étendue au domaine E—A, remarquons que la
dérivée par rapport a la variable ¢ de la dérivée spatiale d’ordre m de la fonc-
tion W,g admet, d'aprés (g), une limitation de la méme forme que la dérivée
spatiale d’ordre M +- 2 de la fonction W,s, nous aurons done, en tenant compte
des inégalités (18) et (19),

Cte I
< (0 — 7)o XY [rrenii—m)

}D&'ZT“[VV:;E;(X, t; Y, ”:)H (o< p,<1)

st| XY | g, et

| DY [ Wi (X, 25 Y, ©) ]| << Cte (£ — 7)M exp[— k| XY]
si |XY|>p,>xra, ou ), ¢, et £ sont des constantes positives fixées arbitrai-
rement (k> 0).

Nous en concluons [wvoir (33)] (K, désigne une sphére de centre X et de
rayon g, )

(55 |ina | < St eXbeIXoXI]{jﬂ" dy
» K

P | XY Im—e—u+)l(lfy.‘)
Po_A

+ﬂ_h exp[—(k—b)!XYHdY}_“._tIl

.
< Cte =¥ exp[b | XsX |].| ¢ — ¢, | [ﬂg%—”—’” -

-+ (x)nf =t g—(k=bir dr].
Po

Posons maintenant ry= Cte | ¢ — ¢, |*<_ g,, en choisissant la constante positive

de fagon que
t—a|MiI—p,)+m]=Mup—m)a>o0  (f2=,)

I ,
et nous aurons « = ;- En rapprochant les résultats (57") et (57"), nous en
concluons que la différence des dérivées (57) vérifie I'inégalité de Holder

oy )DL B o o] — pen [, o ]| < Gre ewenplo XX 10— [N

(m=o0,1,2, ..., M—1).
D’une facon analogue, on peut étudier la différence
T=De[ X, o) — b | Toox, o]

des intégrales (47) exprimant le quasi-potentiel de charge spatiale de den-
sité (48). En remarquant que les fonctions (48) vérifient, d’aprés (25) et (27),
I'inégalité

lpp (1L, £) | < Cre T texp[b| XX ],
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on arrive, en répétant le calcul pour la fonction I, a la limitation

m

(58) I I I<Cte —em— 1 exp[ ]XX I] It__t Ip‘"’ M,

Il reste a étudier la différence (54), correspondant aux variables spatiales X, X,
danslecasm =M —1.

Décomposons de nouveau les intégrales J, en sommes (45) et étudions la
différence

(58) E—D‘M—"[L(‘( 0] — pg—o [Ja(Xi,t)]

_ﬁ“ Z B WE (X, £ Y, 0)] — DR [ WX, 5 Y, 0)]! f(Y) dY

que nous décomposons en somme des intégrales
R = ﬁK—I— f{E_K

étendues a la sphére K de rayon 2 |XX, | et au domaine extérieur E— K. En
supposant que | XX, | = ¢,, nous aurons, remarque faite de I'inégalité (16),

3|XX|

S |18 | < Cte v sup|/(Y) |f PN dp — Cte 1= exp[b | XX, |].] XX, [Hiw—+1

| (g

Pour limiter I'intégrale R**, nous écrivons

(58")

DQ‘—1)[W§§(X 6 9] = DRTWaE (X, 45 Y, )]
ou(x,, ..., «,) désignent les coordonnées du point X, et X, désigne un point

du segment XX,. Remarque faite de la limitation (18) pour m =M et de
I'inégalité

[WeE X 6 Y, 0] (),

[ X,Y| I
IXY] ~ 2’

s1 YeE — K, nous aurons

Cte | XX, |
(7 =) TXX o]

IDYIIWYS(X, 5 Y, )] — DRV WY (X, 65 Y, 1)] | <
st| XY | g, et

DR W (X, 65 Y, o)) = D[ Wi (Xu, 5 Y, 1)]| < Ce (IXYln‘texp[_k;XYH
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si|XY| > p,. Il en résulte

. i Po »
(58”) |RE-K \ < Ctet" exp[b| XX,|].| XX | [/ pMI=vt —|—f exp[— (k—0b)r] dr]
. o

2| XXy |

< Cte =% exp[b | XX, | ].| XX, [-M0—w) <1 - Nli <p< 1>.
En réunissant les résultats (58") et (58”), nous aurons une limitation
(59) | 1] < Cte - exp[b | XX, |].| XX, [0,

D’aprés (56), cette inégalité restera vraie aussi pour | XX, | > ¢,, si I'on choisit
suffisamment grand le coefficient constant.
D’une facon tout a fait analogue on étudiera la différence

f N
=D [T, o] e[k ol = [T BWIE 61 9 gadt, 1 ait g
0 E(H) :(3:]

et 'on aura une limitation de méme forme que (59)
(59") |H | < Cte e exp[6] XX, [].] XX, =¥ 0-w),

En rapprochant les résultats (57"), (58), (59) et (59'), on arrive a I'énoncé
du théoréme 5. Nous remarquons encore que la propriété (55) est vraie aussi
pour la fonction J, elle-méme, si nous posons m = o.

3. PROPRIETES DU POTENTIEL GENERALISE DE CHARGE SPATIALE.

TatoriME 6. — St les fonctions 0.,(X, t), définies dans la région[ X € E; o< tT]
et intégrables dans tout domaine borné et mesurable dans Uespace E, vérifient les
inégalités
(60) ' [pa (X, 2) | << atPrexp[b] XX, |]
et une condition de Holder
(60" oa(X, 1) — 0a(Xy, £) | < Cte £ XX, s

dans un domaine borné QCE, ot a, b, w,, h, sont des constantes positives
données (0 < . < 1, 0 < h,1), alors le systéme d’intégrales

. . N
(601" Vo (X, t)zf ﬂfZl“ap(X,t;Y, ) (Y, 7) dY dr,
0 LR
dit potentiel de charge spatiale de densité {g3|, vérifie le systeme suivant
d’équations généralisées de Poisson '
(60™M) W@V (X, 8)y ooy (X, )] =—pa(X, ) (2=1, ..., N)

en tout point intérieur X € Q pour o < t<_T.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 18
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Démonstration. — Le théoréme 5 est une extension du théoréme donné dans
notre travail [3] et nous le démontrerons d'une facon analogue. Nous éerivons
notamment les fonctions (60) sous la forme des sommes

(601%) Va(X, 0) = fﬂ/ W‘ (X, 43 Y, 7) py (Y, 7) dY d
E(Y) |
r3 1 .

+f ﬁln ZW YX, L ) (T g) Al g

des composants des quasi-potentiels de densité donnée {4} et de densité {54
donnée par les formules

. N
(60%) 5, (I, c):f fﬂ N g (I 15 Y, 7) (Y, ) dY ds.
0 () g

On voit, d’aprés les limitations (25), (27) et (60), que les fonctions (60") sont
définies et continues en tout point (Il€E, o < {ZT) et vérifient une inégalité

(607) [o¢ (I, £) | < Gre g=¥++V exp[b [I1X, |],

i .. , . ., ., I®
p. étant une constante positive, vérifiant les inégalités 1 — g <p. <1.

En outre, comme dans notre travail [3], on peut démontrer que les fonc-
tions (60") vérifient une condition de Holder de la forme

(60"“) l @{(H, z) — FY(H“ ) I < (]D_;—(u+ul~1)] 101, IO/u

dans tout domaine borné Q de 'espace E pour o < {ZT.

En appliquant maintenant aux intégrales (60" ) le théoréme 2 qui est aussi
vrai pour les densités ¢, et o, vérifiant les inégalités (60), (60"), (60'), (60™),
on conclut que les fonctions (60") admettent les dérivées spatiales d’ordre M
vérifiant le systéme d’équations (60™) én tout point intérieur X€Q,

pour o < t<T.

Tutorime 7. — Siles fonctions o, (X, t), définies dans la région [ X €E, o<t T]
sont intégrables dans tout domaine borné et mesurable et vérifient les i)iégalités (60),
alors le potentiel de charge spatiale, déterminé par les formules (60"), et ses déri-
vées d’ordre m —M — 1 vérifient une condition de Holder de la forme

(60¥) [ DY [Va (X, )] — DYV[ Vo (X, 41)]]
b 0 (15
<Cteﬁ*mexp[b]XX(,l].[]XX.10’+|t—t1| T ] (o<t<<t, £T),

o b, =15 m=o,1,...,(M—2); 0y ,=0,_,0, et , sont des constantes
posttives, inférieures d I'unité, comprises dans les intervalles (55) ou (55") et lides
par les relations (55").

Démonstration. — En exprimant les fonctions (60") sous la forme des
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sommes (60™) des deux quasi-potentiels de charge spatiale, on applique le
méme raisonnement que dans la démonstration du théoréme 5, d’ou résulte
I'inégalité (60™™).

Les propriétés démontrées des intégrales généralisées de Poisson-Weierstrass
et du potentiel généralisé de charge spatiale nous permettent de résoudre le
probléme de Cauchy pour le systéme d’équations (1).

4. Knonck pu ProBLEME DE Caucny. — Soit un systéme quasi-linéaire de N1
équations aux dérivées partielles d’ordre M >~ 2 de la forme

(61) 1AP’“"’(L{):FO‘[X, t, (u), (D'u), (D2u), ..., (D"'u)] (¢ =1, ..., N)

ou l'on a désigné par (u) le systéme de fonctions u, (X, ¢), ..., uy(X, ?) et
par (D®u) une matrice de toutes les dérivées spatiales d’ordre fixé §

Bu;
(62) droni ok =Pt (B=ta . Mo
qu'on obtient en donnant aux entiers non négatifs &, ks, ..., k, toutes les
valeurs telles qu’on ait k, 4+ £, ...+ k,= [ et pour j, les valeurs 1, 2, ..., N.
On a désigné par y le numéro d'une suite 1, 2, ..., ng suivant laquelle
on a_ordonné toutes les combinaisons k,, k., ..., k, des nombres entiers

non négatifs dont la somme est égale a B(n,=1).

Désignons par (¢#) une matrice des é¢léments réels ¢ a deux indices j =1,
2, ..., N;y=1,2,...,ng 0 étant un nombre fixé dans la suite 1,2, ..., M—1.
Désignons ensuite par Rg un ensemble de toutes les matrices (¢*) aux éléments
réels ¢, ot B est fixé. R, désigne un ensemble de toutes les suites (¢) des
nombres réels ¢, 05, ..., ¢y

h

Nous supposons que les fonctions réelles

(63) F;,‘[X7 Z, (Vﬂ), (91)’ (V‘l), e, (VM_1)]

sont définies et continues dans la région

XeE, 0ZtLT,

(64) (¢#)eRg  (B=o,1,...,M—1).

Pour faciliter Iécriture, nous admettons I'identité des symboles

V/Q:V/t (no:I).

On admet ensuite que les fonctions I, vérifient I'inégalité
B=0,1,..,M—1

.
(65) TFL[X, 2, (00), oey (W) << mig Z IV?Y &4 myp el XXol
j=1,..,N

Y=1, e 13
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et une condition de Holder

(66) [Fa[X, 6, (00), oony (W] — Fo[ X058, (00)s oy (0"1)]]
B8=0,1,...,M—1
\! B |h ) 3
i T g o g
j=1,..,N
"{:1,...,7!"_5 —

(¢#) désigne une matrice des éléments v}(’;; mg, myg, kg, b, by, g sont des cons-
tantes positives données. On suppose o g < 1. Nous posons le probleme de
la recherche d'une suite de fonctions

wu=[u (X, ), ..., ux(X, t)]
qui vérifient le systéme (61) en tout point X€E pour o< ¢<T et qui satis-
- font a la condition initiale

(67) ]li;r(l)ua(X, t) = fu(X) (=1, ..., N),

ou f,(X) sont des fonctions continues, définies dans tout I'espace E et vérifiant
I'inégalité

(68) [fa(X) | << ael ¥,

a et b étant,deux constantes positives, X, un point fixé.

5. ResoLution pu proBLEME. — Nous allons chercher la solution du probléme
proposé sous la forme d’un systéme des sommes (¢ =1, 2, ..., N)

(69)  ua(X, )= [[[ Frus (X, £ Y, 0)1,(¥) ¥

N
l .
~f MZF“/'(X’ Y, ) F,[Y, 5, (u), (Dbu), ..., (DV"u)] dY ds
0 E

des intégrales de Poisson-Weierstrass généralisées et des composantes d’un
potentiel de charge spatiale, relativement au systéme (1). Pour résoudre le
systétme d’équations intégro-différentielles (69), considérons le systéme
d’équations intégrales suivantes :

(X, t):ﬁ B Lai(X, 65 Y, 0) f5(Y) dY
E
4 > Nl;
—f ﬂ B (X, 1Y, ) F Y, <, (00), (01), ..oy (994)] Y d,
0 r =
) P
(70 | 8 ) ‘
o8.(X, tpﬂ ggm[ra/(x, 65 Y, 0)] £,(Y) dY
f N
-/ ﬁ[}_‘,gi[rmx,t;n DIESY, <, (09), (91), .. 5 (0] dY de

aux fonctions inconnues ¢4 (X, ¢), vg.,(X, t)
(e=1, ..., N;B=1, ..., M—1;v=1,2, ..., ng).
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Les intégrales, qui figurent dans ces equatlons, ne sont pas bornées,
sit—oetsi|XX,|—>cw.

Le systéme d’équations intégrales (70) n’étant pas résoluble par les méthodes
de I’Analyse classique, nous I’étudierons par 'application du théoréme topo-
logique de J. Schauder [5] :

St dans un espace linéaire, normé et complet, une transformation continue
transforme un ensemble fermé et convexe en son sous-ensemble compact, alors
dans U’ensemble donné existe au moins un point invariant relativement a la trans-
formation.

Considérons donc un espace fonctionnel A composé de tous les systémes
de fonctions réelles continues

[vl. (X, )],

oul’onaposéy,, =v,,ny=1(2=1,2,....N; =o0,1,,..,M—1;7v=1, 2,...,n3)
définies dans la région [ X €E, o <t ZT] et vérifiant I'inégalité

Cte exp| b'| XX, | |

Lu+h (b/> b);

(71) |5, (X, )| <
b étant une constante positive figurant dans la supposition (68), p. étant une
constante positive, fixée arbitrairement a I'intérieur de I'intervalle (1 — M, 1),
h et b’ sont des constantes positives fixées arbitrairement de facon qu’on ait

b
(72) prh<t (pHhlg=ps b<U<

ou le nombre positif g <1 figure dans les conditions (65).
On a l'identité

Py = V% (ny=1).

Les constantes positives &, |, & ont des valeurs fixées pour tout 'espace A
mais la constante du numérateur dans I'inégalité (71) admet toutes les valeurs
positives.

Nous définirons pour I'espace A d’une fagcon connue les opérations linéaires

"xg _—I.B X
(%) [¥8, (X, )]+ [ P5,(X, 0) | = vty + ‘gY]_,
Ao} (X 0]= [208, (X, 2)).
Ensuite, nous allons définir la norme d’'un élément [ ¢ (X, ¢)] par la formule

(74) el _;nﬁa);lés%%) | tooth e 1X%a 18 (X, 1) .

La distance des deux pionts V=[¢} ] et V*= 8 Y] est définie par la formule

(75) o(V, V*):“[VEY]_[;)EY] ”
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L’espace A est linéaire et normé; en outre, on peut montrer qu’il est complet,
c’est-a-dire que la condition de Cauchy est a la fois nécessaire et suffisante pour
la convergence d’une suite arbitraire de points de I'espace A au sens de la
norme (74).
. . . (m)p > rot

Soit donc une suite de points V,,=| v);..,(X, t)| de l'espace A vérifiant la
condition de Cauchy au sens de la norme (74)
(76) ”Vm'_vm.’”<57 si ”l,m/> M(E)
Soient les fonctions

(77) Gapy (X, 1) = eIl W8 (X ),

a, B, v étant fixés. En tenant compte de I'inégalité (70) et de la formule (74),
nous aurons

(m) (m')

supl Qapy (X, 1) — ml (X, ¢t |<a si m, m' > M(e),

par conséquent la suite de fonctions %',4.(X, ¢) converge uniformément au
sens habituel vers une fonction continue et bornée g,s. (X, ¢) dans la
région [ X €K, te(o, T)].

Alors le point

V= [ bleh XN gug (X, 1)]

de I'espace A est un point limite de la suite donnée.

L’espace A est donc un espace de Banach.

Soit maintenant dans I'espace A 'ensemble &, de tous les points V=[¢{.(X, 1)]
vérifiant une inégalité
(78) Ivi<e,

p étant un nombre positif fixé arbitrairement. L’ensemble &, est évidemment
convexe et fermé.

En tenant compte des équations (70), transformons I'ensemble &, par les
relations '

\wﬁr(x t)_Mzm (X, 5 Y, 0)] /5 (Y) dY
f MZDL af (X &5 Y, )| F[Y, 7, (00), (00), -y (W01)]dY dr

(a2 =1, ..., N, B=o, 1, ... M—1;v=1, "'7”3)’ ou (I%O[I‘a,‘]:rw.

Montrons que les intégrales (79) ont un sens et cherchons leurs limitations.
La premiére, I,, des intégrales (79) a un sens, d’aprés le théoréme 3. Sa limi-
tation est la suivante [voir (56)] :

(80) [T(X, ¢y <<Pttexp[b]| XX, ]] <l~ﬁ<p<1>,

ou P est une constante positive.
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Pour étudier la seconde, I, des intégrales (79), remarquons que, d’aprés la
définition (74) de la norme et I'inégalité (78), les fonctions ¢Z. (X, ¢), liées avec
I'ensemble &,, vérifient les inégalités

(81) Ul g b1 XX, |

ol (X, 1) | <o

Done, d’aprés l'inégalité admise (65), les fonctions F; sous les signes des
secondes intégrales (79) vérifient les inégalités

(82) IF/'[Ya T (‘)0)7 (Vi)v ey (‘)M_I)]l
< mpQNopst (s ebs 1 YRl gy 0 1YY (j=1,2,...,N),

ou I'on a posé
M—1

(83) Q :_“ ng.
B:O
Il en résulte, d’aprés le lemme établi précédemment, que laseconde, I,, des inté-

grales (79) a un sens et est absolument convergente. Pour trouver sa limitation,
nous nous appuierons sur les inégalités (16), (17), (82) et nous aurons (b<k)

! d
(8) 1L 0] <NC [t

[ mg NQ P8 e8I Y%l 4 g Tp+hls b1 Yo | ] AY

= l XY IB—Hz—Mp.

Koo

t
, (t —7)dr
+ G NQ f Tluth)g
0

meNO p# el’s1YXel mi T+g @b | YXo ] o—4 | XY |
Xﬁ [ F (\P —+ my ] dyY
E—Kp,

[XY [

En réunissant les résultats (80) et (84), nous concluons que les fonc-
tions (79) vérifient une inégalité de la forme
(85) | wh. (X, 0)| < =% exp| 6| XX, | |.[ Pymgpt+ Py + Py ],
P,, P, et P, étant des constantes positives déterminées, indépendantes des
fonctions F,. Il en résulte, d’aprés I'inégalité (71) définissant I'espace A, que
les relations (79) font correspondre a tout point V=[¢.(X, ¢)] de I'ensemble &,
un point V'=[wf (X, )] de 'espace A. En tenant compte de la définition (74)

de la norme, nous pouvons affirmer que I'ensemble &, des points transformés V’
fera partie de I'ensemble &, si I'inégalité suivante est vérifiée

sup { " exp[— (' — b) | XX | |.[Pimgpt + Pomp+ Py |} Zp,
donc, si les constantes du probléme vérifient la condition
(86) T4 (Pymyps + Pymy+ Py) Zop.

Or, le choix de la constante p étant arbitraire et g ayant une valeur inférieure
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a 'unité, nous pouvons toujours fixer la constante p suffisamment grande pour
que l'inégalité (86) soit vérifiée, si grandes que soient les constantes du
probléme T, P, my, P,, m;, P;. Avant d’appliquer le théoréme de Schauder,
nous démontrerons encore les deux lemmes suivants :

Lewwi 1. — La transformation de Uensemble &,, définie par les relations (79),
est continue dans l'espace A,

Démonstration. — Soit une suite arbitraire de points V,,=[V,. (X, t)] de
I'espace A convergeant vers un point V=[¢.(X, )] de cet espace, au sens de
la norme (74), ¢ ebt-a-dn*e que 'on a

(87) may \Sléli g (it o 1NN | | “"(§V§Y(X, t) — vng(X, l) ‘ ;—>0
o, 3,
(&)

si m — oo . Pour démontrer le lemme, il est nécessaire et suflisant de démontrer

(1/1)0

que la suite { V), | de points V), = | @5.(X, ¢)|, transformés par les relations (79),
converge vers un point Iimite V’:[(VEY(X, t)| de I'espace E, qui correspond
au point limite V par les mémes relations (79). Considérons donc la différence

(88) WE (X, 0) — wi (X, 1)
= j]f‘“ DETa(X, 15 Y, )] (B[, 7, (40), (4, ..., (¥
‘F/[Ya 7, (9°), (91); ey (VM_1)];'de‘L'.

D’apres les inégalités (16), (17) et (66), nous pouvons écrire

(m‘
(89) |WE(X, 1) —wi(X, 1)
< Cte ¢~ {p+hlly eb hg XX, | m(ax sup | btk et 1Y% (’5)3 (Y, T) — ng(Y, 7) l }"v
8,y YEE
Te T )

[ Xy e ﬁf e‘“‘“”’""“'dY] (k> b'he).
Kx
La somme des intégrales entre les crochets est bornée pour X€E, donc,
d’apres la supposition (87), nous concluons que
| Vie— V|| = max sup { ot g 01X ff(m){a (X, 1) — wb (X t)' —o0

Xek
Sl Le(0,7)

sim —oo. Le lemme 1 est, par conséquent, démontré.

Lemye 2. — L'ensemble &', transformé de U'ensemble &, par les relations (79),
est compact. '

Démonstration. — Conformément a la définition, 'ensemble &, est compact,
si de toute suite { V) | de ses points on peut extraire une suite partlelle{ .
convergente au sens de la norme (73).
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Soit donc une suite arbitraire de points V), =[ w8,(X, ¢)] de I'ensemble &
Tous ces points vérifient l'inégalité (85), done pour tout nombre positif ¢, nous

pouvons construire une sphére S, de centre X, et de rayon R. suffisamment
grand, pour qu’on ait

(90) otV X8 (X, 8) | <
si X€E—S,, t€(o, T), m quelconque. Ensuite, au nombre ¢ faisons corres-
pondre un nombre positif z. pour qu’on ait

(9[) [p.+/ze—b'|XX0]

("‘)[3 ()x l)‘ °

siXeE, ot
La sphere S. et I'intervalle (o, ¢.) étant fixés, nous démontrerons que toutes

. () , . ’ .
les fonctions VVSY(X, ¢) sont également continues et également bornées dans la
région
(92) [XeS:; st 2T ] =8

En effet, d’aprés la limitation (85), les fonctions (&"))ij(X, t) sont également
bornées dans la région (g2). Ensuite, d’aprés les théorémes 5 et 7, elles
vérifient dans la région Q. une inégalité de Holder

0
(93) | W (X, 0 —WE(x,, |</iszs[{XX1|9+lt—tl|‘f‘],

avec un coeflicient £, commun pour toutes les fonctions, ou 0 et 0’ sont les
o . . , . \ s . . (m)
deux constantes positives, inférieures a l'unité. Les fonctions w8 (X, 1)
(m arbitraire) sont donc également continues, par conséquent, d’aprés un
(n
théoréme connu d’Arzela, on peut, de la suite de fonctions | %2, (X, ¢) |, extraire
une suite partlelle t WaY<X, 2)| convergente uniformément au sens habituel

dans la région Q.. Nous pouvons donc au nombre ¢ faire correspondre un
nombre N, tel, qu'on ait dans la région Q.

(R} - i%s) -
Tu+hl e gy(x, t) — wgy(x, t) | <ce
si m, s > N.. En somme, nous aurons, d’aprés (go) et (91),
x| s oy ks
Lpth g b IXN | I(W)EY(X’ t) — ‘w’gy(x, t)|éa

si XeE, o<t T, m, s >N, ce qui confirme la convergence de la suite par-
tielle de points V, [Wa,,<X t)] au sens de la norme (73) dans I'espace A.
Le lemme 2 est donc démontré.

En s’appuyant sur les résultats précédents et sur le théoréme cité de
Schauder, nous en concluons l'existence dans 1’ensemble &, au moins d’un

point(’: [vaY(X t)] invariant relativement a la transformation (79). Il existe
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 2. 19
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donc au moins un systeme de fonctions ¢f (X, ¢) vérifiant le systéme d’équa-
tions intégrales (70) en tout point X de I'espace E pour o <t < T. D’aprés les
propriétés des intégrales dans les expressions (70), étudiées dans notre
travail [2], nous avons

(X, ) =Di[y(X, )] (B=1,2, ..., M)
' 1)

en tout point X €K pour o < ¢ <T. Les fonctions trouvées
(94) X ), BR(X ), e, PR (X0)

forment donc une solution du systéme d’équations intégro-différentielles (6g).

Remarquons maintenant que les fonctions ¢, (X, ¢), dapreés les relations (70)
et les propriétés des intégrales analogues au potentiel, exprimées dans les
théorémes 5 et 7, vérifient une condition de Holder de la forme

Gte el 1X%l
SEEIXGY 0= M ).

x

ugy(x, £ — égy(xl, H|<

Il en résulte, remarque faite des suppositions (66), que les fonctions
@, (Y, ) =F,[Y, 7, (&), (&), ..., (¢")]
vérifient une condition de Holder de la forme

Cte exp[b|YX, ]

[®; (Y, 7) —®;(Y,, 7)< v

[YY, [0,

Par conséquent, en s’appuyant sur le théoréme 6, nous pouvons affirmer que
les fonctions
(93) ) PLX, L), e :’K‘(X7 t),

verifiant le systéme d’équations intégro-différentielles (69), vérifient le systéme
parabolique donné (61) en tout point X de I'espace E, pour o < ¢ < T.
Enfin nous démontrerons que les fonctions (g9) vérifient la condition initiale

(96) l,ig}'f‘%(X, t) = fo(X) (a=1, ..., N).

En effet, la premiére des intégrales (6¢) a pour limite f,(X), si ¢ — o. Quant
a la seconde, que nous désignerons par I, elle vérifie, d’aprés les limita-
tions (16), (17), (82) une inégalité de la forme

14

dr .
l I [ <Cte~[ ([——-T)“",T(P‘_'_h)g.

Or, w—+ /A étant fixé, on peut toujours choisir la constante p’ suffisamment
petite pour qu’on ait
P (p+h)g —1<0,
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par conséquent l'intégrale I tend vers zéro avec ¢ et la propriété (96) est
vérifiée. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

TakorimE 8. — Si les fonctions F,[X, t, (¢°), (¢*), ..., (V)], définies et
continues dans la région (64), vérifient les conditions (65) et (66); st, en outre,
les fonctions f,(X), définies et continues dans l'espace E, vérifient la condi-
tion (68), alors il existe toujours (sv grandes que soient les constantes du probléme)
au moins un systéme de fonctions

I(,I(X, 8, . uN(X, t)

qui vérifie le systéme parabolique donné (61) en tout point X de 'espace K,
pour o <_t<_T, et la condition initiale

;i_;l})ua(x’ t) :fa(x)
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