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PROPRIÉTÉS
DES

INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES DE POISSON-WEIERSTRASS

PROBLÈME DE CAUCHY POUR UN SYSTÈME PARABOLIQUE

PAR W. POGORZELSKI.

( Varsovie ).

1. INTRODUCTION ET FORMULES PRINCIPALES. — Soit un système de N^i équations
aux dérivées partielles

(i)

/;-,+... +);•„= 11
ô^u,

W^(^ ...,^)= V A.^^'(X^)^ v î /^...^"
1-^/^N
Â-i+. . .+À-«<M

- S B^.-^^X, t) ̂ -^7 'àx^ ... àx^
1^/^N

+2 G.,(X,O.,-^1 U,— ——— = 0
ôt

1^/^N

( a = i , 2, . . . , N)

d'ordre M ̂ 2 aux N fonctions inconnues ^i(X, t), . . ., /^(X, ^).
Nous admettons les hypothèses suivantes :

I. Les coefficients des dérivées d'ordre le plus élevé M sont des fonctions
réelles, définies et bornées dans tout l'espace euclidien E des variables
réelles X(.Ti, x^, . . ., Xn) dans l 'intervalle fini o^^^T. Ces coefficients
vérifient la condition de Hôlder, par rapport aux variables spatiales et la
variable t, de la forme

(2)
[ A^-^(X, t ) - A^.-^X,, t,) | < Cte [ | XX, |^+ | t - t, H

( a , y = = i , 2, .. ., N) ,
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où h et À7 sont des constantes positives, non supérieures à l'unité, |XXi|
désigne la distance euclidienne des deux points arbitraires X et Xi de
l'espace E, t et t^ sont les deux valeurs arbitraires de l'intervalle (o, T).

II. Les coefficients B^y, Co/ des dérivées d'ordre inférieur à M sont des
fonctions réelles, définies et bornées dans tout l'espace E et pour l'inter-
valle o^^^T. Ces coefficients vérifient la condition de Hôlder par rapport
aux variables spatiales

(3)
[ B^-^(X, t) - B^-^(X,, t) [ < Cte XX, |̂

Ca/(X, ^ ) -Ca/ (X, , / ) |<Cte |XX, /(

et sont uniformément continues par rapport à la variable t. La condition de
Hôlder par rapport à cette variable n'est pas nécessaire.

III. Conformément à la définit ion du système parabolique, donnée par
Petrovsky [l], l'équation en A

(4) det V A^--^(X,Q(^...(^-ô^ =o,^
L\ +...-+-/-/,= M^y

où S^ est le symbole de Kronecker, admet les racines en À, dont toutes les
parties réelles sont inférieures à un nombre négatif fixé — o

(5) R e ( 7 ) < — ô < o

pour toutes les valeurs des variables réelles s^ s^ , . . ., s^ vérifiant l'égalité

(6) s\^-s^. . .+^==1

et pour tout point de la région

XçE, o^^T.

L'hypothèse III exige donc que le degré M des équations (i) soïtpair.
Les hypothèses 1 et II sont plus générales que dans le travail [4] de

S. Eidelmann consacré au système parabolique.
Dans le travail [2] nous avons construit, sous les hypothèses I, II et III,

une matrice, dite des solutions fondamentales, dont les éléments sont donnés
par les formules

(7) rap(X, ^; Y, T)=Wy(X, ^; Y, T)+J ^W^X, ^; II, 0^(11, Ç;Y,T)6 /n^ ,

où X(^i, . . ., .r,), Y(Ei , . . ., E,,) sont deux points arbitraires différents de
l'espace E et T<^ deux valeurs arbitraires dans l'intervalle (o, ï). Les
fonctions W^a sont les éléments d'une matrice, dite des quasi-solutions,
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données par les formules

( /V^-E
(8) W^(X, ,; Y, T)= ̂ jJf^ T; Z, ç; S)e1^ 'dS(^rjv/'

( a , ( 3 = i , 2, . . . , N )

étendues à tout l'espace euclidien E des variables réelles 8(^,^2, . . . ,^) .
Z désigne un point arbitraire de l'espace E, ^ une valeur arbitraire dans
l'intervalle (o, T). Les fonctions ^, ̂ , .. ., ^ ( f J = i , 2, . . ., N), pour ? fixé,
forment une solution du système d'équations différentielles ordinaires

g /-i+...+^,i=M

(9) ^ = 2 ^'"'"(^ O^i)'1-. (^)^f(^ T; Z, Ç; S)
l^/^N

(où Z, Ç, ^ jouent le rôle des paramètres fixés), avec la condition initiale
^-^oj si ^ — T .

Les fonctions <t^ dans les formules (n) forment, pour ? fixé, une solution
du système d'équations intégrales singulières de Volterra

^(X, ^; Y, T)=Wx^[W;^(X, ^; Y, T)]
.t ^ N

( Io) • +/ ///y^Ew^^x^în^)]^^!!^; Y,ï)^n^
.̂  dV^

(a, (3==i , 2, . . . , N) ,

où W^Çuj') désigne une opération différentielle sur le système de fonc-
tions Uj(u^, ..., u^) par rapport aux variables (X, t) définies par les formules (i).
Les fonctions 1^3, I\p, . . . , I \y , pour (î fixé, forment une solution du sys-
tème (i) en tout point X ̂  Y de l'espace E pour o <^ ^ <^ t <^ T.

Nous allons citer encore deux théorèmes dont nous aurons besoin dans
nos considérations ultérieures et qui sont un peu généralisés par rapport aux
théorèmes que nous avons démontrés dans le travail [2].

THÉORÈME 1. — Si les fonctions p8(Y, ï) sont définies, bornées et continues dans
la région

YeE (O^T^T),
les fonctions

N

(il) Ia(X,T,T)=^rVw^(X^;Y,T)pp(Y,T)r fY
tlUv „

E?^

{analogues à F intégrale de Poisson- Weierstrass) définies pour XeE,
o ̂  T <^ t ̂  T, ont la propriété de limite suivante :

(12) limIa(X, ^ T ) = = p a ( X , ^ ) (a = = i , . . . , N)
T><

uniformément dans tout domaine borné û C E.
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THÉORÈME 2. — Si les fonctions pp(Y, r), définies dans la région

YçE (O<T^T),

^ intégrables dans tout domaine borné de F espace E Çpour o <^ T^Ï), vérifient
V inégalité

ipp(^)i<^
,̂ ̂  outre, une condition de Hôlder

Ftp
(,3) IPP(Y ,T ) -PP(Y^T) |<^ |YY^

, (o< Ap<i, o< ̂ <i, o< p.o<i)

ûkm.y un domaine borné û C ̂  pour o <^ T ̂  T, afor^ les fonctions

i N

( i4)- Ua(X,^)=f /y ïyW^(X,^Y,T)pp(Y,T)^Y^
^0 •^/ E ̂ ^

rfî^ composantes du quasi-potentiel de charge spatiale^ admettent les dérivées spa-
tiales (Tordre m= ï , 2, . . ,, M et la dérivée par rapport à la variable t en tout
point intérieur X € ̂  pour o <^ t <^ T, qui vérifient le système d'1 équations suivant :

À-I+...+Â-,(=M

vd^ ' V71 A^-^rx ^^Mua(x^-0- ô I T Î rx m(i5) ^ A^. (X^)^^^^-^[Ua(X^)Jq^^?

i-.-.^/r
^+...4-/;-==M

1^/^N

=-p,(X^)+f ^ ^ ^••^(^^-A^-^^Y^)]
1/0 J//E l^/^N

^Wjg^X^; Y, T)
x ^41^^ PP(Y,T)^Y^ (a^i, ...,N).

2. PROPRIÉTÉS DES INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES DE POISSON-WEIERSTRASS.

LEMME. — Les éléments de la matrice des solutions fondamentales T^, données
par les formules (7), et ses dérivées spatiales d } ordre m^M — i vérifient dans le
cas | XY | ̂  p o ^s inégalités

G iDr[r^(x ,^Y,T)] |<(16 ) \ v ^^^ '7 ^ h / J r ^ (^-T)^' [XY^-^
( X^Y, O^T<^T,

[JL' ^^ ^/î^ constante arbitrairement fixée à V intérieur de V intervalle

( m-\-n\ . ._\ o, —„— 1 si m + n < M ;

(o, i) si m -\- n^M',
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dans le cas \ XY ^> po, on a

(17) D^Ta? (X, t , Y, T)] | < 0 1 1 - T [^ exp [- 7c | XY | ],

oî/ C, (7, ^ [^i, po ,$w^ des constantes positives; en outre, nous signalons que les
constantes positives k, po, [JL^ peuvent être arbitrairement fixées et qu^on a posé

Dnrapj^r^.
Démonstration. — La limitation (16), pour XY^^po, a été établie dans

notre travail [3]. Pour donner la preuve de la limitation (17), nous nous
appuierons sur la limitation des éléments (8) de la matrice des quasi-solutions
et de ses dérivées d'ordre m arbitraire

c/n r ^ IXY^( 1 8 ) |D^[WZ4(X^;Y,.)]|<-^
W^-^ L v

(^7= ^ t ~ ) établie dans notre travail [2] (p. 161).
L'inégalité (18) concerne aussi le cas m=o, si nous posons

Dx^Wapj^Wap.

Décomposons la constante positive c= min(co? ^i? . . . ? < " M - i ) d'une façon
arbitraire en somme c= c^+ c" des deux constantes positives c', d1 et séparons
les singularités de la façon indiquée dans le travail [2]. Nous obtiendrons
alors une limitation de la forme (o^/n^M — i)

(19) | Dx-^W^X, ^; Y, T)] | < ̂ '^J^ exp[- k1 \ XY |.],

où pLi est une constante positive, arbitrairement fixée, et

c"k--
M-̂

Posons maintenant

(20)
( 0»ap(X, / ; Y, T)=.a»ap(X, t ' , Y, T)exp[^|XY|],
\ Nîp(X, t^ Y, T^Wx^W^X, t', Y, ï ) ]exp [Â-o [XY| ] ,

ko étant une constante positive arbitrairement fixée. Alors, d'après les équa-
tions (10), les fonctions nouvelles <Ï>^3 vérifient le système d'équations
intégrales

0îp(X^;Y,T)=N^(X^;Y,ï)
N

. . ) +f ^VN^(X,< ;n ,Ç)exp{-^ [ |XH|+ | I IY | - |XY|la-f^^i t)") t»;CA.p(— AD[
/T 'u/l; •i'"'!

x^p(n ,ç ;Y,T)c?nr fç
( a==i ,2 , . . . ,N) ,

(, 21 ) \ J-c M/E
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P étant fixé. Or, nous avons l'inégalité

| xn |+ |nY| - |XY|^o
quels que soient les points X, Y, II dans l'espace E, donc d'après les
formules (19) et (20), les noyaux N^ des équations (21) vérifient les
inégalités

(22) N a p ( x , , ; n, o [ exp {- k[ \ xn | +1 IIY i -1 XY [ ] \ < ct^^1

si [XY^^po, où p-i et po sont des constantes positives arbitrairement fixées.
Nous rappelons que les noyaux Nap, d'après notre travail [2] (p. 179), véri-
fient une limitation sans modification

Cte
(23) Nap(X, t; Y, T)

^ — ^)[L 1 XY l/î+M(l-[i)-Ai

si [ XY 1 <^ po , où la constante [L est fixée par

(24) I — , . A I < P . < I , Ai==min(A, 2^).

Les inégalités (22) et (28) ont la même forme que les inégalités admises
pour les fonctions ^'/[W^X, t\ Y, i)] dans le travail [2] (p. 178-184),
donc, en répétant pour le système (21) le raisonnement que nous y avons déve-
loppé, nous arrivons aux inégalités

(25)

et

(26)

Cte
( t — ï ) ^ IXY]^1^1-^-^ sl ^ I^Po^

i<Ï>^8(X, t', Y , T ) [ <

|<Ï>ap(X^;Y,T) |< ct——^ si |XY|>po,

analogues aux inégalités (106) et (loô') du travail [2].
Il en résulte l'inégalité

Ptû | f____/T. JP-1

(27) | ̂  (X, ,; Y/T) | < ̂  ̂  exp[- Â-o | XY |] si |XY|>p,

et l'inégalité de la même forme que f2Ô), si XY[^po. Ces inégalités nous
permettent de déduire la limitation (17) pour les éléments de la matrice des
solutions données par la formule (7). Étudions donc les intégrales

28)
i(x, ^ ; Y, T)=J JJTDx^w^x, ^; n, ç)]^p(n, ç; Y, r)^n^

(^==0, i , . . . , M — i )

en supposant XY > 2 p o . Soient les deux sphères Kx et Ky centrées aux
points X, Y et de rayon po. Nous décomposons l'intégrale (28) en la somme des
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intégrales
(29) 1=1^+1^4-1E-R-R,,

étendues aux domaines Kx, Ky, E —Kx— Ky.
La première intégrale vérifie l'inégalité

^(X, .; Y, .)[ <Gte f1^-^^ (IT exp[-/^ nY|]^nv î ' î / 1 J, ( t - ^ ' j^, IXIII^-^IYII n+M^

Remarquons maintenant qu'on a 2 | IIY | > XY si II e Kx, il en résulte

(3o) •••^''^^^[-^.IXÏl].

D'une façon analogue, d'après les limitations (19) et(a5), on obtient

(3i)
„ , (f_r^i+l—P-' r T ~l

I R Y | < C t e l ^Y^ exp^-^JXY j si X Y [ > 2 p o .

Le dernier membre de la somme (29), diaprés les limitations (19) et (27),
vérifie une inégalité

| f-Kx-Kv [ ̂  Qe f (^-Ç)^(Ç-T)^^
J T <•£.. exp[-^|nx|-^o nY|^n

[ XH |"+M^ 1 [JY |»+M[ii

Or, nous avons |nX| + IIY XY| quels que soient les points X, Y, II, donc

( 82 ) | f-^-^ | < Cte | t — T |2^ +1 exp [— Â'c "̂i'. ^n
nx ^-^p-i i nYl"^1^

La dernière intégrale est bornée, par conséquent, en vertu des résultats (3o),
(3i), (82), en tenant compte de la formule (7) et du théorème sur la déri-
vation des intégrales de volume {voir [2]), nous arrivons à la conclusion (17)
de notre lemme.

Passons maintenant à la démonstration des deux théorèmes suivants,
donnant certaines propriétés des intégrales généralisées de Poisson-Weierstrass
relativement au système (i).

THÉORÈME 3. — Si les fonctions /a(X), définies et continues dans tout
V espace E, vérifient les inégalités

(33) | / a (X) [^aexp[^ [XXo | ] ,

où a, b sont des constantes positives données y Xo un point fixé de I ' 1 espace E, alors
les intégrales singulières

w
(34) Ja(X, t)=jîT^T^(X, t; Y, o)/p(Y)^Y

[3=i
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 2.

( a = = i , 2, . . . , N)

^
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sont absolument convergentes pour X € E, o <' t ̂  T, o/^ ̂  propriété limite
(35) hW,(X^)=/,(X)

^ admettent les dérivées spatiales (Tordre m^M — i, déterminées par les inté-
grales absolument convergentes

N

(36) Dr[Ja(X, t)]= /(TVDr[rap(X, ^ Y, o)]/p(Y)^y
JZ/E ,3=i

en tout point X ûfe V espace E ̂ of/r o <^ <^ T.

Démonstration. — La convergence absolue des intégrales doublement
singulières (34) et (36) est assurée pour X Y | — o et pour [XY -^oo, grâce
aux inégalités (16) et (17), où l'on peut poser k^>b, la constante k étant
arbitraire. La preuve que les intégrales (36) représentent alors les dérivées
spatiales des fonctions (34) est bien connue et donnée dans nos travaux [2]
et[3].

Pour démontrer la propriété limite (35), nous décomposons les intégrales
(34) en sommes
(37) Ja(X, ^)=J?(X, ̂ J^X, t)

des intégrales étendues au voisinage £1 du point X, borné et mesurable, et au
domaine extérieur E — t2.

Ensuite nous écrivons
(38) J?(X, t) = J?(X, 7) + y?(X, t)

en posant

(39)

TU/YJa [^

' ^-(X,

"-xà
'-x.1

w^

Wa,3

(X,

(X,

<;Y,o)/p(Y)û?Y,

<;Y,o) /p(Y)r fY,

où Fon a désigné par Wap l'intégrale dans la somme (7). D'après le théorème
cité, nous avons
(40) ii^j?(X^)=/a(X).

La seconde des intégrales (39), en vertu des limitations (16) et (26), vérifie
Finégalité
( 4 1 ) Ï?(X, ^XCtesupl/al^-^^.

Or, y. étant fixé dans Fintervalle (^4), on peut choisir la constante p/ suffisam-
ment petite pour qu'on ait i — (^ + p-Q ^> o ; il en résulte que

h^7?(x^)^o,
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par conséquent
(42) lfmJ?(X^)=/,(X).

t^o

Quant au second composant de la somme (3^), en nous appuyant sur l'iné-
galité (17) (^^> 6), nous aurons une limitation

IJS^X, t ) <Cte^,
d'où
(43) limJ^-^X, t)=o.

En réunissant les résultats (42) et (43), on arrive à la formule (35) du théorème 3.

THÉORÈME 4. — Si les fonctions /a(X), définies dans tout l'espace E, sont
mtégrables dans tout domaine ÛCE borné et mesurable et, en outre, vérifient
l'inégalité' (33), alors les intégrales généralisées de Poisson- Weier strass
Ji(X, t), . . ., J^(X, t) déterminées par les formules (34), forment une solution
du système ( i ) pour t ^> o, c'est-à-dire vérifient le système adéquations

(44) T^[J,(X^), . . . ,J^(X^)]=o

en tout point X ûfe V espace Epour o <^ <^ T.

Démonstration. — D'après la formule (7), nous pouvons écrire les intégrales
étudiées (34) sous la forme d'une somme

(45) Ja(X, t)=^(X, t)^r- Ja(X, t)

de l'intégrale

(46) Ja(X, t) = fff ^ W^(X, ,; Y, o)/p(Y) ^Y
^^(Y)^ 1

et de quasi-potentiel de charge spatiale

(47) Ya (x^ )=r (ff ^w^(x^;n,opp(ii,o.m^
YO dUE(TI)^ '

de densité { p ^ } déterminée par les intégrales
N

(48) ^(ïl^)=fJT Y<I»^ (n ,Ç ;Y ,o ) / ^ (Y) r fY .
* '̂'K / Y }^(Y)^,

Nous signalons que, d'après les limitations (16), (19), (26), (27), (33),
toutes les intégrales (46), (47) et (48) ont un sens et sont absolument conver-
gentes pour o < t < T ou o < Ç < T. L'étude des intégrales (46) n'offre pas de
difficulté, puisque, en tenant compte de l'inégalité (18), nous pouvons affirmer
qu'elles sont régulières et admettent des dérivées spatiales de tout ordre m et
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la dérivée par rapport à la variable t, données par les intégrales régulières

N

(49) D^[j,(X, t)]= Hf VD^[W^(X, <; Y, o)]/p(Y)^Y,
E ( Y ) 3=i

N

(49') D<[j,(X,()]=/?r VD<[W^(X,<;Y,o)]/p(Y)rfY^L^a^ ^j-^ yn z^L^'^^ ^
^ (Y)«^F. f Y ^ '.

^=1

en tout point XeE, pour o <^ t <^ T.
Pour démontrer l'existence des dérivées d^ordre m =. i, 2, . . ., M des Inté-

grales (47)? il faut étudier d'abord les fonctions (48), en montrant qu'elles
vérifient une condition de Hôlder de la forme

W !p^n ,o-p^( i ï , ,o [<^[nnj^

dans un domaine borné, arbitraire ûcE; [L et 6 sont des constantes positives
fixées par

i — ^ < ^ < i , o < 0 < i [h,=min(h, ih')},

Fune de ces constantes peut être fixée arbitrairement et Fautre est alors déter-
minée par Fune des formules

(5o')
9=z-(z-^

^=i-(i-6)^

CQ est une constante positive, dépendant du domaine û.
La preuve de l'inégalité (5o) s'appuie sur les propriétés (aS), (2^) des fonc-

tions <î>a^ sur les équations intégrales (10) et sur les limitations (18). Cette
preuve n'est pas facile, mais elle est tout à fait analogue à la démonstration du
théorème que nous avons donnée pour les fonctions de la forme semblable
à (48) dans notre travail [3], nous omettons donc de reproduire cette démons-
tration. Nous signalons encore que, d'après les inégalités (a5), (27), (33),
les fonctions (48) vérifient une limitation

W IPpWOI^ (i-^<^<o).

En tenant compte des propriétés (5o), (5i) et du théorème 2 cité, nous
concluons que les fonctions (47) admettent les dérivées spatiales d'ordre
/72=== 1,2, . . . , M et la dérivée par rapport à la variable t qui vérifient le
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système d'équations
ki-}-...+k^=M ^

^...^x à^s^x^t) ^ p.
'a/ ^^^FT"^^"^^01^

/5^ V" AA-....^V . ̂ ^(X, ^) ^pf .y ,J
(^) ^ A^ (X,Q-^———^n-àA^^1^

1^7^N
^l . • • ^^/T

À:i+...+À-n=M

-.-^(x,t)+f fîT V [A^.-^(x,<)-Aî,•,•-Â•"(^,ç)]
t/o tWv iTT\ ^"^

^.-^(X,<)-AÎ,•,•-Â\„,
/» '̂n' ..̂ N -

^'rw^^x, f ; n, ç)1
x 4..^^ ^^^^^

pour XeE,o<^<T. En rapprochant les égalités (49), (49'), (5a), nous
pouvons affirmer que les fonctions (45) vérifient le système d'équations
suivantes (a = i, 2, . . ., N) :

(53) t^[Ji(X,^ ...,^(X^)]
N

=-pa(X, Q+ ̂  ]g^[wy(X, ̂  Y, o), .., W^(X, ,; Y, o)]/p(Y)^Y
^^(Y)?^,

+ ^ jîr^S^Ew^^x, < ; n, a, . . . , w^^x,,; n, ç)]p,(n, ç)./n^.

En tenant compte des formules (48) et en remarquant que les résultats des
opérations différentielles W sont des fonctions à singularités faibles, nous
aurons ensuite

^[^(X,^ ...,J.,(X^)]
N /

V ) t^Jw^^Y / - Y n M _ < T » ^ Y / . Y r.\

N /

= HT 2 ^[W;^(X, ,; Y, 0)1 - ̂ (X, ,; Y, o)
^ /E(Y)p=l(

< N }
^ f lïï y^[w^^(x^;n,o]^(n,ç;Y,T)^n^ /p(Y)6/Y.^ J^E(n)^— ^

II en résulte, d'après le système d'équations intégrales (10), que

TOJi(X^), . . . ,J^(X^)]=o

en .tout point X G E pour o <^ t <^ T.
Le théorème 4 est donc démontré.

THÉORÈME 5. — Sous les mêmes hypothèses concernant les fonctions ^(X),
que dans le théorème 4^ les dérivées spatiales d'ordre m^M—i des inté-
grales de Poisson-Weierstrass (34) vérifient une condition de Hôlder de la
forme (o <^ t <^ ̂  ̂  T)

(54) |D^[Ja(X^)]-Dr[Ja(X^OJ|<cteex^lxx^^ XX.I9'^ f-t^-^
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où les constantes [JL^ et 9^ vérifient les inégalités :

. ̂ , m „
(^) M^7^^ o < 9 ^ < i

/ ̂ ,, 77î m -{- n „
(5 Ï )) ^<^m< .. ^ 0<6^<M M M — in

si m 4- 7i ̂  M,

si /M + 7î << M;

r///^ de ces constantes peut être choisie arbitrairement et Vautre est alors déter-
minée par Vune des formules

(55'

__ ^rn — m M-1

6/.= i — m M-1

m i\ / m \^=^-+^(1-^,) ;

on a ensuite 6^ == i si m = o, i, . . ., (M — 2) et 9^ == 6,,, si m = M — i .

Démonstration. — La présence dans l'inégalité (54) d11 terme XXi |°"1,
avec 9^==i si m=ï, 2, . . ., ( M — 2 ) , est évidente immédiatement, puisque
les fonctions (34), en vertu des limitations (16) et (17), admettent les dérivées
spatiales d'ordre m ̂  M — i, vérifiant une inégalité

(56) Dx^J^X, /Q] 1 <Cte /-P-exp[6 |XXo

pour XeE, o<^r^T, où [L est un nombre choisi arbitrairement à Fintérieur
de l'intervalle ( — » i ).

Pour étudier la différence des dérivées (54), pour les valeurs t et t^ décom-
posons l'intégrale Ja en sommes (45) des deux intégrales (46), (47)- Étudions
d'abord la différence

[ Î^DrI^X, ^)]-D^[Ja(X, t)]
\ N

(57) ^ =llf S^^^^0^^'5^0)]-^^^^ dY
^^^^f^l

(o<^</ i^T)

en la décomposant en somme des intégrales

Ï r r r î^+P—^

étendues à la sphère A de rayon r^, centrée au point X, et au domaine exté-
rieur E — A. Remarque faite de la limitation (16), nous aurons

W)
où

d\
î^ < Cte ̂  sup|/, | /// ,^,^_M^ < Cte r-^sup|/, |r^-"\

M < f^m < i si m -\- n^ M et „ < l^m < ( m 4- n ) M-1 si TU 4- 77 < M.
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Pour limiter l'intégrale étendue au domaine E — A , remarquons que la
dérivée par rapport à la variable t de la dérivée spatiale d'ordre m de la fonc-
tion W^p admet, d'après (9), une limitation de la même forme que la dérivée
spatiale d'ordre M + rn de la fonction W^a, nous aurons donc, en tenant compte
des inégalités (18) et (19),

Dx^W^X, t, Y, T)] | < ————— ,_,J,^_, (o< ̂ <i)( ^ _ ^ ) P - ¥ 1 XY ^+"+M(i—t^

n|XY|^po et

DxT^W^X, t ' , Y, T)] <Cte ( / -T)^exp[ -Â- |XY| ]

si |XY[ ^> po^r^, où [j^, po et k sont des constantes positives fixées arbitrai-
rement (A'^> 6).

Nous en concluons [wî'r(33)] (K^ désigne une sphère de centre X et de
rayon po)

(57-) î^ ^ C t e e x p ^ | X o X | ] j ^ 6/Y

^ )^R _^ IXY^-^'-^

4-/ÎT e x p [ — ( ^ — ^ ) | X Y n 6 / Y L ^ — ^ |
^E-R^ ) .

< Cte t-^ exp [b X^X | "]. < — t, \ \ r^-^-711 + pM(^-i)-m

-+-^n j r11-1 e-^-^ dr .
^Po J

Posons maintenant r^= Cte | ^ — ^ a^ po, en choisissant la constante positive a
de façon que

i — a [ M ( i — .̂J + m] = ( M ^ 2 — 7n)a >o (^.2==^)

et nous aurons a = — En rapprochant les résultats (5^) et (5^), nous en
concluons que la différence des dérivées (67) vérifie l'inégalité de Hôlder

Dr[ja(X, t,)] - Dx^J^X, t)] < Cte ^'"exp^ | XXo| ]. | t - t^111 î
(57 / / /)

( (m=o, 1 , 2 , . . ., M — i ) .

D'une façon analogue, on peut étudier la différence

Y^D^X^X.^I-Dx^J^X^)]

des intégrales (47) exprimant le quasi-potentiel de charge spatiale de den-
sité (48). En remarquant que les fonctions (48) vérifient, d'après (26) et (27),
l'inégalité

| pp ( l I , 0 [<Cte^exp [^ |XXo | ] ,
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on arrive, en répétant le calcul pour la fonction î , à la limitation

( 58 ) [ Y | < Cte r-^-^ exp [b \ XXo [ ]. 1 1 — t, ̂ ~ M .

Il reste à étudier la différence (54), correspondant aux variables spatiales X, Xi
dans le cas m = M — i.

Décomposons de nouveau les intégrales Ja en sommes (45) et étudions la
différence

(58') R=DxM-1)[J¥a(X^)]-^I-1)[Ja(X,^)]
N

= (fi ^{D^W^X, ^; Y, o)] -D^[W^(X,, ,; Y, o^/^Y^Y
^w^i

que nous décomposons en somme des intégrales

ï{=ï{K^-î{E-K

étendues à la sphère K de rayon 2 XXi et au domaine extérieur E — K. En
supposant que |XX.i ^po, nous aurons, remarque faite de l'inégalité (16),

W

, 3 | X X ,

^[«^Cte^'supl^Y) f rM^dr=Ctet-\t4'exp[b XX, [ ] . XX.i M(^-I)+I
K Jn

i - M < ^ < 1 •

Pour limiter l'intégrale R1"1 ,̂ nous écrivons

Dr^W^X, ^ Y, T)J - D^W^X^ ,; Y, T)]

=S {^-D^-^W^^X, ,; Y, T)"] j (^- ̂ ),

où {x.^ . . ., x^ désignent les coordonnées du point Xi et X^ désigne un point
du segment XXi. Remarque faite de la limitation (18) pour m = M et de
l'inégalité

|X,Y| i
I XY | > 2 7

si Y e E — K, nous aurons

D^W^X, ^; Y, T)I - D^-^W^X^ ^; Y, T)] [ < Cte XX.
(t—r)^' ^XX^^-W)

si XY|^po et

Çt-^I^-^W^X, ,; Y, T)]-D^)[W^(X,, ,; Y, T ) ] [ < C t e Â - ^ e x p [ - ^ | X Y | ]
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si XY| ^> po. Il en résulte

(58^) R^ < Cte t-^' exp [b \ XXo [ ]. XX, | f ° r^1-^ dr-^ F exp [-
/-.x -1

6/r+ j exp[—(k—b)r]dr\
^Po JL^IXXi l ^po

<Cte r-^' exp [b | XXo [ ] . XX, p-M(i-^) ^ _ ^ < ̂ < A

En réunissant les résultats (58^) et (oS^, nous aurons une limitation

189

(^9) R < Cte t-^' exp [b \ XXo | ]. XX, \^ c1-^').

D'après (56), cette inégalité restera vraie aussi pour XXi ^> po , si l'on choisit
suffisamment grand le coefficient constant.

D'une façon tout à fait analogue on étudiera la différence

R^D^UC^ ̂ -^{X^ t)]= f1 fff Yw^^x, ^ ; n, ç )pp(n , ;)^n^
Jo J^E(n)^

et Fon aura une limitation de même forme que (&9)

( ̂  ) R < Cte t-^' exp [^ XXo [ ]. | XX, 1-M (j-^).

En rapprochant les résultats (S^), (58), (5g) et (^9^), on arrive à l'énoncé
du théorème 5. Nous remarquons encore que la propriété (55) est vraie aussi
pour la fonction J^ elle-même, si nous posons m = o.

3. PROPRIÉTÉS DU POTENTIEL GÉNÉRALISÉ DE CHARGE SPATIALE.

THÉORÈME 6. — Si les fonctions pa(X, t), définies dans la région [X € E ; o<^^T]
et intégrables dans tout domaine borné et mesurable dans l'espace E, vérifient les
inégalités
(60) pa(X, ^)|<ar-^exp[^|XX.o

et une condition de Hôlder

(6o1) |pa(X^)-pa(X^) < Cte t-^ \ XX, l^p

dans un domaine borné ÛCE, où a, b, pli, ho sont des constantes positives
données (o<^[jLi<^i, o<^/^^i), alors le système d'1 intégrales

(6o11) Va(X, t) = f W ^rap(X, t, Y, T) p8(Y, T) d\ d^
^0 «^E g _ ^

dit potentiel de charge spatiale de densité { p g } , vérifie le système suivant
d^ équations généralisées de Poisson

^[Vi(X^), .. . ,V^(X^)]=-p^(X^) (a=i, ..., N)(6o111)

en tout point intérieur Xe Q pour o <^ ^ <^ ï.
^/î/i. £'c. Norm., (3), LXXVI. — FASC. 2. i8
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Démonstration. — Le théorème 5 est une extension du théorème donné dans
notre travail [3] et nous le démontrerons d'une façon analogue. Nous écrivons
notamment les fonctions (60) sous la forme des sommes

(60^) V^(X^)= f 1 fît Vw^(X, / ;Y,T) .p (Y,T)^Y^T
t/n dVviv\ Al— r

^^=1
N

fT Vwn,ç
^(11)

t •
f ffl yw^x^n^opfn^)^!^

Jo ^v fFh ~ '

des composants des quasi-potentiels de densité donnée { p ? } et de densité { p ^ }
donnée par les formules

Y N

(60^ ^(11,0= r fîT V < D ^ ( n , Ç ; Y , ï ) p ( Y , T ) ^ Y ^ T .
JQ ^(Y)?^

On voit, d'après les limitations (2&), (2^) et (60), que les fonctions (60^) sont
définies et continues en tout point (II e E, o <^ ̂  T) et vérifient une inégalité
(60^) | p^(n, Ç) | < Cte Ç-(^-^) exp[^ [ IlXo |],

[JL étant une constante positive, vérifiant les inégalités i — — <^ p- <^ i.
En outre, comme dans notre travail [3], on peut démontrer que les fonc-

tions (60^) vérifient une condition de Hôlder de la forme

(60^) | p^(n, a - p^n,, ç) | < c^-^1-^ uni |0^
dans tout domaine borné û de l'espace E pour o <^ Ç^T.

En appliquant maintenant aux intégrales (60^) le théorème 2 qui est aussi
vrai pour les densités p^ et p^ vérifiant les inégalités (60), (6o1), (60^), (60^"),
on conclut que les fonctions (6o") admettent les dérivées spatiales d'ordre M
vérifiant le système d'équations (6o111) en tout point intérieur Xeû,
pour o<^<^T.

THÉORÈME 7. — Si les fonctions p a (X, t), définies dans la région [X € E, o <^ t ̂  T]
sont intégrables dans tout domaine borné et mesurable et vérifient les inégalités (6o),
alors le potentiel de charge spatiale, déterminé par les formules (6o"), et ses déri-
vées d''ordre m ̂  M — i vérifient une condition de Hôlder de la forme
(ôo^11) [Dx^V^X, ^)]-D^[Va(X,, t,)]\

<Cte^»exp[ô[XXo[] . | |XX,[ e ' / ' l + t - t, l0"1^ M)] (o<t<t^T),

où ^'m=î si m=o, ï , . . ., (M — 2) ; (4_, = 9^, 9^ et [L^ sont des constantes
positives, inférieures à l'unité, comprises dans les intervalles (55) ou (55') et liées
par les relations (55^).

Démonstration. — En exprimant les fonctions (6o") sous la forme des
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sommes (60^) des deux quasi-potentiels de charge spatiale, on applique le
même raisonnement que dans la démonstration du théorème 5, d'où résulte
l'inégalité (ôo'111).

Les propriétés démontrées des intégrales généralisées de Poisson-Weierstrass
et du potentiel généralisé de charge spatiale nous permettent de résoudre le
problème de Cauchy pour le système d'équations (i).

4. ÉNONCÉ DU PROBLÈME DE CAUCHY. — Soit un système quasi-linéaire de N^i
équations aux dérivées partielles d'ordre M ̂ 2 de la forme

(61) W^(u)=ï^[X, t, (u), (D^), (D-2^), ..., (D^1-1^)] (a=:i, ..., N)

où l'on a désigné par (?/) le système de fonctions î/i(X, t\ . . ., u^(X, t) et
par (D^) une matrice de toutes les dérivées spatiales d'ordre fixé ^

(62) . , ^uf . , =Df.^- (p=i, 2, ..., M-i)ôx\1 àx^.. . ôx^11 W ] vr 5 ? ' /

qu'on obtient en donnant aux entiers non négatifs Z-i, k^, . . ., k,^ toutes les
valeurs telles qu'on ait Z-i + /^ +... + k,, = p et pour j, les valeurs i, 2, . . . , N.

On a désigné par y le numéro d'une suite 1 ,2 , . . . . n^ suivant laquelle
on a, ordonné toutes les combinaisons Z-i, ^2, . . . , k,, des nombres entiers
non négatifs dont la somme est égale à p(/Zo== i).

Désignons par ((-'y) une matrice des éléments réels ̂  à deux indices j ==i ,
2, ..., N; y = = i , 2, ..., n^, p étant un nombre fixé dans la suite 1,2, ..., M — i.
Désignons ensuite par Rr^ un ensemble de toutes les matrices ((^) aux éléments
réels ^Jl, où ^ est fixé. Ro désigne un ensemble de toutes les suites (^°) des
nombres réels ^\, ^2, . . ., ^.

Nous supposons que les fonctions réelles

(63) F a [ X , ^ ( ^ ) , (P 1 ) , ^ 2 ) , ...,(^-1)]

sont définies et continues dans la région

XçE, o^^T,
(^)eRs ( P = o , i, . . . , M-i) .(64)

Pour faciliter l'écriture, nous admettons l'identité des symboles

^=^ (^0=1).

On admet ensuite que les fonctions Fa vérifient l'inégalité
[3=: 0,1, . . . , M — 1

(65) Fa [X,^ (p° ) , ..., (^-^Km? ^ ^k+mF^I^
7=1,. . . ,N
T=l,.. . ,/^
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et une condition de Hôlder
(66) |Fa[X^,(^), ..., (^-^-p^K^t, (^o.y, ...,(^-iy][

r — ( 3 = : 0 , J , . . . , M — l —j

< ̂  . ^ ^-r- ̂  ̂ + ^/ ^ ̂ l^ol

7=1, ...,N
L Y^:!, ...,n^ _.j

(<^y désigne une matrice des éléments ^; m?, m'p, kp, b, hp, ^'sont des cons-
tantes positives données. On suppose o^^<^i. Nous posons le problème de
la recherche d'une suite de fonctions

u=[^(X,t), ...,^(X^)]

qui vérifient le système (61) en tout point XçE pour o<^<^T et qui satis-
font à la condition initiale
(67) ]iya(X^)=/a(X) ( a = i , . . . , N ) ,

où/a(X) sont des fonctions continues, définies dans tout l'espace E et vérifiant
l'inégalité
(68) |/^(X) ^^l^ol,

a et b étant,deux constantes positives, Xo un point fixé.

5. RÉSOLUTION DU PROBLÈME. — Nous allons chercher la solution du problème
proposé sous la forme d'un système des sommes (a = i, 2, . . ., N)

N

(69) Ma(X,<)=J^^I\/(X^;Y,oV,(Y)rfY
/=!

t N

-F J^]^ray(X^;Y,T)F,[Y^ (u)^ (D{u), ..^(D?-1^)]^^'

des intégrales de Poisson-Weierstrass généralisées et des composantes d'un
potentiel de charge spatiale, relativement au système (i). Pour résoudre le
système d'équations intégro-différentielles (69), considérons le système
d'équations intégrales suivantes :

( N

: ]^ Z^a/^^ ^ -^ U } J ^PÎ(X, t ) =jjf^ ̂ ^(X, ^ Y, o)/;(Y) d\
E y=i

-f Jjf l^^a;(X^;Y,T)F;[Y,T,(^),(^), . . . , (^M-1) ]^Y^

N
(70) ^,(X, t)= /ÎTyDJ(X[r^(X, < ; Y, o)]//(Y)rfY

dUv -——(ï)

N

^f /rS^rl'ay^X^îY^^F^Y^^^)^^), .. ,(^-i)^Y^T
JQ dUv '*— (T)/o ^E ^(T)

aux fonctions inconnues ^S(X, t)^ pj^(X, t )
( a= i , . . . , N ; P = = i , . . . , M — i ; Y = i , 2 , . . . ,^ ) .
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Les intégrales, qui figurent dans ces équations, ne sont pas bornées,
si t -> o et si [ XXo | -> oo.

Le système d'équations intégrales (70) n'étant pas résoluble par les méthodes
de l'Analyse classique, nous l'étudierons par l'application du théorème topo-
logique de J. Schauder[5] :

Si dans un espace linéaire, norme et complet, une transformation continue
transforme un ensemble fermé et convexe en son sous-ensemble compact, alors
dans l ) ensemble donné existe au moins un point invariant relativement à la trans-
formation.

Considérons donc un espace fonctionnel A composé de tous les systèmes
de fonctions réelles continues

|>^(X^)],

où l'on a posé ̂ 1=^,^0= i(a=i, 2, . . . ,N ; p = o, i, , . . ,M— 1:^=1, 2,...,^)
définies dans la région [XeE, o <^ ̂ ^T] et vérifiant l'inégalité

(7.) |^(X,Q < C t e e x p ^ X X , ] ^^

b étant une constante positive figurant dans la supposition (68), [L étant une
constante positive, fixée arbitrairement à l'intérieur de l'intervalle (i —M~ 1 , i),
h et V sont des constantes positives fixées arbitrairement de façon qu'on ait

(72) ^4-A<i ; (^4-A)^^.; b<bf<b

6

où le nombre positif g<^ i figure dans les conditions (65).
On a l'identité

^=^i (^o=l).

Les constantes positives b'\ [JL, h ont des valeurs fixées pour tout l'espace A,
mais la constante du numérateur dans l'inégalité (71) admet toutes les valeurs
positives.

Nous définirons pour l'espace A d'une façon connue les opérations linéaires

(-3) ([^(x^)]+[^(x,.)]=[^+r-y,
( À|>^(X,<)]=[^(X,<)].

Ensuite, nous allons définir la norme d'un élément [<^(X, f)] par la formule

(74) |[[^]||=max ŝup t^ ̂  W^(X, t) |.
oi'p''{ (^/T)

La distance des deux pionts V = [(^] et V*= [ v ^ } est définie par la formule

(75) ^^^IKI-K]!!-
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L'espace A est linéaire et norme; en outre, on peut montrer qu'il est complet,
c'est-à-dire que la condition de Cauchy est à la fois nécessaire et suffisante pour
la convergence d'une suite arbitraire de points de l'espace A au sens de la
norme (74)<

Soit donc une suite de points ^^[^(X, t)] de l'espace A vérifiant la
condition de Cauchy au sens de la norme (74)
(76) ||V/,,—V^||<£, si m,m'~>M^).

Soient les fonctions

(77) ^(X, t)=e--^^t^y^ t),

a, P, y étant fixés. En tenant compte de l'inégalité (76) et de la formule (74),
nous aurons

sup ^[^(X^) — ̂ '^(X, t) <s si m , / ^ > M ( £ ) ,

par conséquent la suite de fonctions y a^(X, t) converge uniformément au
sens habituel vers une fonction continue et bornée ç^-(X, t ) dans la
région [XeE, ^e(o, T)].

Alors le point
V=[^-^Wl^(X^)]

de l'espace A est un point limite de la suite donnée.
L'espace A est donc un espace de Banach.
Soit maintenant dans l'espace A l'ensemble êp de tous les points V=[(^(X, t)]

vérifiant une inégalité
(78) imi^p,
p étant un nombre positif fixé arbitrairement. L'ensemble ê^ est évidemment
convexe et fermé.

En tenant compte des équations (70), transformons l'ensemble êp par les
relations

N

1 ^ (X, t)= ^rVD![I\y(X, ^; Y, o)]/,(Y)6/Y
\ X^(T)

^ rv f\- / f fVn' 3

(79) { ' N
- f ^^^[^/(^ ^ Y. ^)]F/[Y, T, (po), (^), ..., (^)]dYch

Jn JZ/K ———( ï )
^ - ^ ^^^

0 JZ/E '——(ï)

( a= i , ..., N ; (3==o, ï , ..., M - i ; Y = I , . . . , ^ g ) , où D°[ra/]=:r^.
1 (T)

Montrons que les intégrales (79) ont un sens et cherchons leurs limitations.
La première, Ii, des intégrales (79) a un sens, d'après le théorème 3. Sa limi-
tation est la suivante [voir (56)] :

(8o) | î , (X^)[<P^exp[^ |XXJ] ( ' i - -<^<iY^ou] \ iî , L ) \ <^ t i ^ exp ̂ u \ A.A.O i

où P est une constante positive.
M
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Pour étudier la seconde, Lj, des intégrales (79), remarquons que^ d'après la
définition (74) de la norme et l'inégalité (78), les fonctions <^(X, t), liées avec
l'ensemble êp, vérifient les inégalités

(81) ^+/^-^xxol|^(X, ^)|^p.

Donc, d'après l'inégalité admise (65), les fonctions Fy sous les signes des
secondes intégrales (79) vérifient les inégalités

(82) | F y [ Y , T , ( ^ ° ) , ( ^ ) , . . . ,(^-1)] |

<mFQNpé rT-(l i+^^6- |YXo|_(_^^|YXot ( y = I , 2, . . . , N) ,

où l'on a posé
M — l

S^(83) Q^^y

II en résulte, d'après le lemme établi précédemment, que la seconde, la, des inté-
grales (79) a un sens et est absolument convergente. Pour trouver sa limitation,
nous nous appuierons sur les inégalités (16), (17), (82) et nous aurons (b<^k)

(84) |L (X,<) <NC^,^J_^
£ [/MFNQ p? e'''e IYX.I+ WF T^+^ï e» 1 Y x » 1 ]

x ^ ————————XY |^»-^———————"Y

^^^^(l^^
~ / T^+^S

^0

/TT [ mp NQ pé- e6^ 1 ^o ' + /HF T^+^é- eb 1 ^^o f ] e-^ 1 ^ 1
x»» ———————————| XY [fi+M^———————————

•^^E—Kpo 1 1

En réunissant les résultats (80) et (84), nous concluons que les fonc-
tions (79) vérifient une inégalité de la forme

(85) | w^(X, t ) [ < t-^ exp[& | XXo | J . [Pi /nFp^+ P,^-}- Ps],

Pi, P2 et PS étant des constantes positives déterminées, indépendantes des
fonctions F^. Il en résulte, d'après l'inégalité (71) définissant l'espace A, que
les relations (79) font correspondre à tout point V=[^/(X, t)] de l'ensemble &o
un point V^== [^^(X, ^)] de l'espace A. En tenant compte de la définition (74)
de la norme, nous pouvons affirmer que l'ensemble êp des points transformés V^
fera partie de l'ensemble êp, si l'inégalité suivante est vérifiée

s u p { ^ e x p [ — ( ^ — ^ ) | X X o | ] . [ P i m F p ^ 4 - P 2 ^ F + P 3 ] j ^ p ,

donc, si les constantes du problème vérifient la condition

(86) T^PimFp^+P.mF+P.-O^p.

Or, le choix de la constante p étant arbitraire et payant une valeur inférieure
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à l'unité, nous pouvons toujours fixer la constante p suffisamment grande pour
que l'inégalité (86) soit vérifiée, si grandes que soient les constantes du
problème ï, Pi, rrip, P^, m'p, P^ Avant d'appliquer le théorème de Schauder,
nous démontrerons encore les deux lemmes suivants :

LEMME 1. — La transformation de F ensemble <@p, définie par les relations (79),
est continue dans l ) espace A,

Démonstration. — Soit une suite arbitraire de points V^^^^^X, ^)] de
l'espace A convergeant vers un point V= [^(X, t)~\ de cet espace, au sens de
la norme (74)? c'est-à-dire que l'on a

(87) max ŝup .j^-^ixxol ^'^(X^) - ̂ (X, t) ;^(X,^|^o
''p' l /<E(",Ï)

si m -> oo . Pour démontrer le lemme, il est nécessaire et suffisant de démontrer
que la suite { V^ } de points V^== | <î^\(X, t)\, transformés par les relations (79),
converge vers un point limite V^^^X, ^)] de l'espace E, qui correspond
au point limite V par les mêmes relations (79). Considérons donc la différence

(88) ^(X^)-^(X^)

--F rS^traAX^;^.)]}?,^.,^)^^ ...C^-)]
Jo ^4 '~w

-Fy[Y,T,(P°) , (^) , ...,(PM-1)]}^^T.

D'après les inégalités (16), (17) et (66), nous pouvons écrire

(89) \^(X^t)-^(X^)\

<Cte^-^+/^^^^lxx"l max SUD ; ̂ +h^-b'\^\ \(/^ (Y, T) — ̂  (Y, r) | ̂
a, 8, Y Y Ç E ' 1 a^ a^ u

"e("/Dx[^r^^£M^,+^ .-(^)i-wi (A->&'^).
L ^^RX ^^E-RX .1

La somme des intégrales entre les crochets est bornée pour XeE, donc,
d'après la supposition (87), nous concluons que

||V,,-r||=:max sup ^^ixxol ^ ^ ( X , t ) - w ^ ( X , t ) }^o
^^^)

si m -> oo. Le lemme 1 est, par conséquent, démontré.

LEMME 2. — ^ensemble <@p, transformé de l ' } ensemble &çpar les relations (79),
est compact.

Démonstration. — Conformément à la définition, l'ensemble &'ç, est compact,
si de toute suite }V^} de ses points on peut extraire une suite partielle {\\ \
convergente au sens de la norme (73).
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Soit donc une suite arbitraire de points V^=[^(X, t)] de l'ensemble ê,.
Tous ces points vérifient rinégalité (85), donc pour tout nombre positifs, nous
pouvons construire une sphère S, de centre Xo et de rayon R, suffisamment
grand, pour qu'on ait
(90) ^-w^-z/ixxoi ^ ( X , t ) <i

a î 2

si XeE—S, , tçÇo, T), /n quelconque. Ensuite, au nombre e faisons corres-
pondre un nombre positif^ pour qu'on ait

(91) t^e-^^^^^ÇX, t)\< £

s iXeE, o<^^.
La sphère S, et l'intervalle (o, ^) étant fixés, nous démontrerons que toutes

les fonctions ^(X, t) sont également continues et également bornées dans la
région
(92) [XçS,; ̂ ^T]=^.

En effet, d'après la limitation (85), les fonctions ^f\(X, t) sont également
bornées dans la région (92). Ensuite, d'après les théorèmes 5 et 7, elles
vérifient dans la région ÎX une inégalité de Hôlder

(93) (^(x^)-(^(X^o!<^J!XXJ9+[,-^^

avec un coefficient k^ commun pour toutes les fonctions, où 9 et G7 sont les
deux constantes positives, inférieures à l'unité. Les fonctions ^ê/X, t)
(m arbitraire) sont donc également continues, par conséquent, d'après un
théorème connu d'Arzelà, on peut, de la suite de fonctions { %,(X, t)}, extraire
une suite partielle 1^'g/X, t)} convergente uniformément au sens habituel
dans la région i2,. Nous pouvons donc au nombre £ faire correspondre un
nombre Ne tel, qu'on ait dans la région H,

T^ ^(X^Q-^^X,,) <£

si m, s ^> N3. En somme, nous aurons, d'après (90) et (91),

^A^ixxoi ^(x, ,) - ̂ (X, t) ^e

si X € E, o <^ t ̂  ï, m, s ^> Ne, ce qui confirme la convergence de la suite par-
tielle de points V^ =[%(X, t)] au sens de la norme (78) dans l'espace A.
Le lemme 2 est donc démontré.

En s'appuyant sur les résultats précédents et sur le théorème cité de
Schauder, nous en concluons l'existence dans l'ensemble êp au moins d'un
point V=[^(X, t)] invariant relativement à la transformation (79). Il existe

Ann. Éc. Norm,, (3), LXXVI. — FASC. 2. IQ
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donc au moins un système de fonctions i^(X, t) vérifiant le système d'équa-
tions intégrales (70) en tout point X de l'espace E pour o < t < T. D'après les
propriétés des intégrales dans les expressions (70), étudiées dans notre
travail [2], nous avons

^(X, t)==:D^(X^ t)~\ (p=i, 2, ..., M-i)

en tout point X e E pour o <^ t <^ T. Les fonctions trouvées

(94) ^Î(X,^ ^i(X^), ..., ?^(X^)

forment donc une solution du système d'équations intégro-différentielles (69).
Remarquons maintenant que les fonctions i^(X, t), d'après les relations (70)

et les propriétés des intégrales analogues au potentiel, exprimées dans les
théorèmes 5 et 7, vérifient une condition de Hôlder de la forme

1 ^aW t) -^(X^ t) | < cte^^' [ XX, |0 9 == i - M(i - ^L).

Il en résulte, remarque faite des suppositions (66), que les fonctions

<D,(Y,T)=F, . [Y,T,( .") , ( .Q, . . . , (^-1)]

vérifient une condition de Hôlder de la forme

| 0,(Y, .) - <Ï»,(Y, .) | < Ci^P^IYX. ] ^ ̂  ̂i - / \ - î - / - y \ -i^/ | ̂  ^/^

Par conséquent, en s'appuyant sur le théorème 6, nous pouvons affirmer que
les fonctions
(95) • ^°(X,^ ..., ^(X,t),

vérifiant le système d'équations intégro-différentielles (69), vérifient le système
parabolique donné (61) en tout point X de l'espace E, pour o <^ t <^ T.

Enfin nous démontrerons que les fonctions (9&) vérifient la condition initiale

(96) lnn^(X^)=/a(X) (a=i, .. . ,N).

En effet, la première des intégrales (69) a pour limite /a(X), si t->o. Quant
à la seconde, que nous désignerons par I, elle vérifie, d'après les limita-
tions (16), (17), (82) une inégalité de la forme

1 [ < Cte f. dr
(t — T)^T(^)§-

Or, [ j -+Àétant fixé, on peut toujours choisir la constante (JL' suffisamment
petite pour qu'on ait

^ + ( ^ . 4 - A ) ^ — i < o ,
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par conséquent l'intégrale 1 tend vers zéro avec t et la propriété (96) est
vérifiée. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 8. — Si les fonctions Fa[X, ^ (c°), (V), .... (V1"1)], définies et
continues dans la région (64)? vérifient les conditions (65) et (66); si, en outre,
les fonctions fo^(X\ définies et continues dans l^espace E, vérifient la condi-
tion (68), alors il existe toujours (si grandes que soient les constantes du problème)
au moins un système de fonctions

^i(X, t ) , . :., M^(X, t)

qui vérifie le système parabolique donné (61) en tout point X de l } espace E,
pour o <^ t <^ T, et la condition initiale

Hm^a(X,^)=/a(X).
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