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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
DES

ESPACES FIBRES

PAR iM. ANDRÉ ARAGNOL.

INTRODUCTION.

L'objet de ce travail est l'étude de certains espaces fibres ou faisceaux asso-
ciés à un espace fibre principal différentiable ( A ) ê(5C, G) de base X et de
groupe G. Le premier de ces espaces est le quotient JH(ê) de G x & par la rela-
tion d'équivalence

(s, y) E= (Int (^-1) s, y . s) (y<=ê et^çG).

C'est un espace fibre à fibre-groupe qui opère à gauche sur ê et que nous
appellerons espace structural gauche de ê(5£, G). Le deuxième est l'espace
fibre ^?(<ê) des formes tensorielles de type adjoint sur &ÇX, G). C'est un espace
gradué

^W=^J^W
p

et les fibres de .X?°(ê) s'identifient aux algèbres de Lie des fibres de Jtl(ê) qui
opère donc sur -^(ê) par l'intermédiaire de la représentation adjointe. Pour
abréger, ^?(ê) sera appelé \ espace de Lie de ê(3C, G). L'étude de ces deux
espaces est complétée par celle du faisceau des connexions C(E) de <ê(5£, G),
faisceau dont les sections globales sont les connexions infinitésimales
sur ê(3£. G) invariantes par les translations à droite. C(E) est étroitement lié
à L(E) [faisceau des sections différentiables de ^?(ê)]? d'abord parce que L^E)
opère sur C(E) de façon simplement transitive, ensuite parce qu'à toute

(1) Dans la suite, « différentiable » signifiera toujours « de classe C°° ».
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 33
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connexion 00 est associé un opérateur de différentiation covariante sur L(E) et
une section de L^E) qui n'est autre que la courbure tî(co) de co.

Les problèmes que nous abordons dans cette thèse concernent, en gros,
l'équivalence de l'espace fibre ê(.SC, G) d'une part, et de l'ensemble des
espaces Jîl(ê), X?(ê), C(E), d'autre part, ou, ce qui revient à peu près au
même, compte tenu des structures énoncées ci-dessus, l'équivalence de ê(5C, G)
et de ^(ê) muni de l'opérateur de différentiation covariante A et de la cour-
bure associés à une connexion CD, c'est-à-dire à une section de C(E). Plus pré-
cisément, nous examinerons, parallèlement aux théorèmes de Lie, les questions
suivantes :

A. L'espace structural gauche, l'espace de Lie, le faisceau des connexions
d'un sous-espace fibre principal différentiable êi(â£, Gi) (<@iCê et G i C G )
de <@(âC, G) s'identifient à des sous-espaces (en un sens qui sera précisé) JIXi,
^i. Ci de JIX(ê), J?(ê), C(E). Il en résulte que le faisceau Li des sections diffé-
rentiables de X^i est stable pour la différentiation covariante associée à une sec-
tion co de Ci et que Ù(co) est une section de L^. Inversement, à partir d'une
connexion co de <ê(^C, G) et d'un sous-espace X?i de ^(ê) stable pour la diffé-
rentiation covariante associée à co et contenant la courbure û(co), peut-on
remonter à un sous-espace de ê(3î, G)?

B. Étant donnés deux espaces fibres principaux différentiables &ÇX, G) et
&'(X, G') de base commune X, tout couple d'homomorphismes compatibles

h : & --> &'

9 : G—G'
[A(j..ç)=A(j).cp(^jeê^eG],

détermine des homomorphismes

PSu^r ^(ê)-^IV(ê^

rê(6) : ^ (ê)-W (ê'),
?â(E) : C (E)^Cf (E1)

de l'espace structural gauche de &ÇX, G) dans celui de &\X, G^de l'espace
de Lie de &ÇX, G) dans l'espace de Lie de ^(âC, G') et du faisceau des
connexions de ê(âC, G) dans le faisceau des connexions de ê'(<S£, G^). Si A est
la différentiation covariante associée à une connexion co de &ÇX, G) et si A' est
associée à (o'== Ç^E)^)? on a

. ( A^c^^cp^oA, •
v / ( ^(^')=^^(^)).

Réciproquement, si les espaces structuraux gauches de ê(5C, G) et ^(âC, G ' )
sont liés par un homomorphisme

^^: ^(ê)-^^)
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auquel est associé rhomomorphisme

^: ^(ê)-^^(ô')

de leurs espaces de Lie,et si les différentiations covariantes et les courbures
associées à deux connexions définies sur ê(ac, G)etê'(5C, G') respectivement,
se correspondent par ^^, est-il possible de trouver un couple d'homomor-
phismes compatibles (<p, A) tels que

(2) ?SîI(<S)=^(<S). rô^)^^). ^(E)(^)=^ ?

C. Soit e^ un espace fibre d^fférentiable de base X, à fibre-algèbre de Lie.
Notons £ l'espace fibre des formes différentielles sur â£ à valeurs dans ë\ Si le
faisceau L des sections différentiables de C est muni d'un opérateur A satisfai-
sant aux principales règles de différentiations covariantes et si À est lié à une
section Û de L2 par

Af2=o et A ' O ^ f ^ ô ] (6e=L),

nous dirons qu'un espace fibre principal admet (i^, A, Û) si son espace de Lie
s'identifie à £ et s'il possède une connexion oj dont la différentiation covariante et
la courbure coïncident avec A etÛ. Le problème qui se pose est donc un pro-
blème d'existence : existe-t-il un espace fibre principal de groupe donné
admettant (Z", A, Û) ?

Cette thèse se divise donc en deux parties : l'étude des techniques utilisées
occupe les chapitres 1 à IV inclus, leur application aux problèmes A, B, C est
l'objet des chapitres suivants.

Le premier chapitre est consacré à la notion très générale de « modelage »
qui n'est que la généralisation de la relation d'équivalence utilisée pour définir
l'espace structural gauche 3Tl(ê) de ê(â£, G), et qui permet, dès qu'on dispose
d'un espace fibre (eh un sens très large) M à fibres-groupes opérant sur d'autres
espaces fibres E, L, L', etc., de définir lorsque M est simplement transitif sur E,
des « modelés » L(E), L^E). etc., associés à E. Moyennant certaines condi-
tions générales, toutes les structures existant entre L, L', etc., se retrouvent
entre L(E), L^(E) etc. Cette notion, appliquée à la géométrie différentielle des
espaces fibres permet de ramener l'étude des propriétés classiques des
connexions infinitésimales, différentiations covariantes, etc., à la vérification
de conditions de compatibilité et à la démonstration de ces propriétés dans le
cas d'espaces triviaux.

C'est dans cet esprit que les chapitres II et III (2) reprennent la théorie des

( 2 ) Ces deiix chapitres sont consacrés en grande partie à exposer, d'une façon nouvelle, croyons-
nous, des résultats classiques. Leur lecture détaillée n'est donc pas indispensable pour la suite. Il
est néanmoins nécessaire de lire le paragraphe III. 1 ainsi que les résultats relatifs aux couples
d'homomorphismes (9, A).
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espaces fibres différentiables à fibre vectorielle, des connexions et des diffé-
rentiations covariantes, de façon aussi globale que possible. On met en évidence
le rôle de l'espace fibre des repères de ^°(ê), noté ûi, et l'on définit des homo-
morphismes adjoints, de ê dans (R, d'abord, mais aussi de l'espace structural
gauche, de l'espace de Lie et du faisceau des connexions de & dans les espaces
correspondants associés à Ûi. Le faisceau des connexions qui s'identifie, bien
entendu, au faisceau des sections différentiables de l'espace fibre des connexions,
est l'objet d'une définition directe. On montre ainsi que le faisceau M(E) des
sections différentiables de c?Tl(ê) opère sur C(E) et l'on est directement conduit
à la notion de faisceau d'invariance d'une connexion et à celle de faisceau des
connexions réduites.

La théorie de l'holonomie est reprise dans le chapitre IV. Un lacet en x
définit un élément m de la fibre JTLc(ê) de l'espace structural gauche de ê(^C, G).
Le groupe d'holonomie en x apparaît donc comme un sous-groupe de JTLc(ê).
L'étude des opérations de M(E) sur C(E), comparée à celles de JH(ê) sur <ê,
permet de montrer que le faisceau d'invariance d'une connexion est étroite-
ment lié aux groupes d'holonomie locale de celte connexion. Enfin, on trouvera
certains résultats valables lorsque G est abélien, ou relatifs aux rapports exis-
tant entre les opérations du centre de M(E) sur C(E) et les formes différen-
tielles sur 3L, à valeurs dans le centre de l'algèbre de Lie de G; ces résultats
seront utilisés par la suite,

C'est la résolution du problème A qui occupe le chapitre suivant. On y intro-
duit la notion du champ normal associé à une connexion et à un sous-espace J?i
de l'espace de Lie j^(ê)de ê(â£, G). Le résultat essentiel est le théorème V. 4.1
qui fixe les conditions d'intégrabilité d'un champ normal. Ce théorème permet
de construire un sous-espace fibre principal correspondant à un sous-espace A
lorsque ce dernier contient la courbure d'une connexion oj et lorsque le fais-
ceau Li, déduit de ^?i, est stable pour la différentiation covariante associée à oo.
Le sous-espace fibre en question est alors une variété intégrale du champ
normal correspondant à A et à (o. Comme application de ce résultat, on
retrouve le théorème d'Ambrose sur le groupes d'holonomie,

Les chapitres VI et VII sont consacrés à la résolution du problème B. On
montre d'abord, d'une façon tout à fait générale, que si les couples (<p, A) et (f^, g)
déterminent les mêmes homomorphismes, c'est-à-dire, si

râl̂ ^STI^ rô^)^^), <pê(E)=:^p

on passe de y à ^ par un automorphisme intérieur Int^"1) et de h à g par la
translation à droite D, sur &'. Mais ensuite, le cas simplement connexe et le cas
général sonttraités séparément, bien que la résolution du premier soit une consé-
quence du second. Si X est simplement connexe, on donne une démonstration
directe de l'existence d'un couple d'homomorphismes remplissant les condi-
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tions (2). Dans le cas général, on commence par construire un couple d'homo-
morphismes compatibles liant ê(X, G) au quotient ê\(X, G\) de &\3L, G')
par le centre IT de G' (on suppose G et G' connexes). En même temps, on déter-
mine le premier des homomorphismes (y, h) cherchés, c'est-à-dire ® : G-> G^.
On passe ensuite à la recherche des conditions d'existence de h. Ces conditions
se présentent sous la forme d'un homomorphisme ̂ / du premier groupe d'homo-
logie de X, à coefficients entiers, dans tT. Pour que h existe, il faut et il suffit
que yj soit trivial. En fin de chapitre, on cherche s'il n'est pas possible, dans
certains cas, de résoudre le problème en utilisant une connexion différente
de OL/. Divers résultats sont obtenus lorsque l'image du premier groupe d'homo-
logie, par ̂ , est un sous-groupe de la composante connexe de l'élément neutre
dans tT. Le cas le plus intéressant est alors celui où la variété X est
compacte.

L'existence d'un espace fibre principal différentiable de groupe donné G
admettant (1b, À, û) est traitée au chapitre VIII. On commence par fixer les
axiomes auxquels doivent satisfaire A et Û. On s'occupe ensuite du cas où le
centre de £ se réduit à o et, plus généralement de celui du quotient de J? par
son centre. La construction de l'espace fibre principal s'inspire alors du cas
correspondant de la théorie des groupes de Lie : on le détermine comme
variété intégrale d'un champ normal défini dans l'espace des repères de J?°.
Dans le cas général (en supposant cependant X simplement connexe), le
problème n'admet pas toujours une solution. On donne cependant une condi-
tion nécessaire et suffisante d'existence qui se présente sous la forme d'un
homomorphisme appliquant le deuxième groupe d'homologie de 3L à coefficients
entiers dans le centre H de G. Pour que ê(^, G) admettant Ce, A, û) existe, il
faut et il suffit que cet homomorphisme soit trivial. S'il n'en est pas ainsi, il est
parfois possible de modifier G ou Û pour se ramener à un cas résoluble.

Le dernier chapitre est consacré à quelques applications. En particulier, en
cherchant à construire un espace fibre principal ê(â£, G) admettant Ce, A, À)
lorsque G est simplement connexe, on est conduit à la notion d'espace fibre
principal maximal. Un tel espace (dont le groupe n'est pas nécessairement sim-
plement connexe) possède les propriétés suivantes :

a. S'il existe un espace fibre principal admettant Ce, À, Û) il existe aussi un
espace fibre maximal admettant (i?. A, Ù) et ce dernier est un revêtement du
premier.

b. L'espace fibre maximal admettant Ce, A, û) est unique [à un couple (y, h)
près]. Plus généralement, si ê(5C, G) est maximal, le problème B peut être
résolu à partir de la donnée du ^^homomorphisme y ̂ i ^ vérifiant (i).

Dans le même chapitre, on définit aussi divers types de classes caractéris-
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tiqnes (3) et l'on généralise les notions de connexion et de transport parallèle
au cas d'un espace fibre principal différentiable à « espace structural » (au sens
du chapitre : I). La totale symétrie existant entre l'espace structural (ou espace
structural droit) et l'espace structural « gauche » apparaît alors complètement.
Il y a même lieu de distinguer un espace de Lie à droite et un espace de Lie à
gauche, une courbure à droite et une courbure à gauche, etc.

La plupart des chapitres sont précédés d'introductions auxquelles on se réfé-
rera pour plus de détails. Signalons aussi que ces résultats ont été annoncés
d'une façon généralement schématique et légèrement optimiste par endroits dans
cinq Notes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences^l^, [2], [3], [4], [5].

Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à M. Lichnerowicz dont les
conseils m'ont toujours été utiles et les encouragements, souvent nécessaires.

CHAPITRE I.

ESPACES FIBRES. GÉNÉRALITÉS.

1. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS. — Afin de donner toute leur généralité aux
notions décrites dans ce chapitre, nous appellerons espace fibres. l. (sens large),
tout ensemble E muni d'une « projection » p^ : E —^ X de E sur un autre
ensemble X appelé base. L'expression « espace fibre» sera strictement réservée
aux espaces localement triviaux, au sens qui sera précisé ci-dessous.

La projection d'un espace fibre s. 1. sera notée, en général, par la lettre p
munie, en indice, du symbole représentant l'espace en question. Cependant,
lorsque aucune confusion ne sera possible ou lorsque la projection n'intervien-
dra pas dans les raisonnements en cours en tant que fonction, on négligera
l'indice. Par ailleurs, étant donné un sous-ensemble U de 5C, on posera tou-
jours Eu=p^ (U).

On appel} G fibre l'image réciproque d'un point quelconque de la base par la
projection. S'il existe dans chaque fibre une structure algébrique d'un type
déterminé, par exemple, de groupe ou d'algèbre de Lie, on dira que E est à
fibres-groupes ou à fibres-algèbres de Lie, ou encore, que c'est un espace fibre
de groupes ou d'algèbres de Lie.

On appelle produit fibre de deux espaces fibres s. 1. E et E' de même base âC,
la partie du produit E x E' qui se projette sur la diagonale de X x X, identifiée
à â£. On notera EEE^e produit fibre. Il est clair que c'est un espace fibre s. 1.
de base 5C.

(3) L'une de ces classes, liée à l'existence de la forme Q, permet de résoudre le problème de
l'extension d'unespace fibre principal différentiable.
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Enfin, on dira qu'un espace fibre s. 1. de groupes M opère sur un espace
fibre E de même base lorsque chaque fibre AL de M(œçX) opère sur la fibre
correspondante E,y de E.

2. ESPACE FIBRE PRINCIPAL s. L. MODELAGE. — Un espace fibre principal s. l.
E(aC, M) est défini par la donnée d'un espace fibre s. 1. E de base 3L et d'un
espace fibre s. 1. de groupes M, de même base, qui opère à droite sur E, M.^
étant simplement transitif sur E^., quel que soit .reâC. On dira que M est
\ espace structural droit (ou simplement espace structural) de E(3C, M). On
notera y. m le transformé de yêE.^ par mçM^ et l'application y ~^j. m sera
la translation à droite correspondante, notée aussi D^ : E.y->- E.̂ ..

Soit, d'autre part, L un espace fibre s. 1. de base <SC sur lequel M opère à gauche.
On notera, R(/72) l le transformé de Iç. L,c par m ç. M.r.

Soit L(E) le quotient de EEL par la relation d'équivalence suivante :

(Y, l ' ) -= (j, 0 si p (j) =p (y) =p ( l ) =p ( i ' )

et s'il existe m € M tel que

y=y.m et V=^.^m-^l [ y , y çE et l, V ç. L].

On dira que L(E) est obtenu en modelant L sur E, M opérant sur L par R(/n),
ou encore que L(E) est l'espace associé à E(âC, M), de type (L, R(m)). Il est
clair que L(E) est un espace fibre s. 1. de base âK. On notera a l'application
canonique a : ES L -> L(E).

3. L'APPLICATION î(y). — Etant donnéy€=E [j°(y)==-^]? on définit une appli-
cation biunivoque

^(j): L,-^L,(E)

en faisant correspondre à ^€L.^, la classe d'équivalence a (y, /) = i^(y)l
dont (y, /) fait partie. Cette application est bien biunivoque car, par défini-
tion, (y, /) == (j, //) implique 1= l ' . Elle est manifestement sur.

On posey'L(j) = (^(y))"1 et l'o11 vérifie facilement les formules

( ^(y.m)l=^(y) (R (m) l) (/ç=L),

* bL(J.^)^=T{(^- l)À(J)^) [^eL(E)].

4. SOUS-ESPACES ET HOMOMORPHISMES. — Un sous-espace fibre s. /. d'un espace
fibre s. 1. A est un sous-ensemble K1 de A, muni de la projection induite et tel
que K1 Ç\K^^ 0 quel que soit œçX. Si A est à fibres algébriques, on suppose
que A^, est, en outre, quel que soit xç^SL, une sous-structure de A.^..

Un homomorphisme d'un espace fibre s. 1. dans un autre espace fibre s. 1. de
même base est une application

c p A : A^A"
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du premier espace dans le second, telle que le diagramme

A—(p~^A'

VAx
Fig. i.

soit commutatif. Un homomorphisme d'espaces fibres s. 1. à fibres munies de
structures algébriques est en outre, un homomorphisme de ces structures
algébriques.

Dans ces conditions, en reprenant les notations du paragraphe 2, un sous'
espace fibre principal s. l. de E(âC, M) est constitué par un couple de sous-espaces
fibres s. 1. W (de E) et W (de M) tels que M^ opérant sur E^ comme sous-groupe
de Mx, soit simplement transitif sur E^^eâC).

Étant donnés deux espaces fibres principaux s. 1. E(âC, M) et W(X, M'), de
même base, on dira que deux homomorphismes

C?E : E->E' et (RM : M-^M'

sont compatibles si l'on a la relation
( I .^ . i ) ^(j .w)=?b;(j) .?M(^) (J€E^ mçM^ œç.X).

On dira alors que Çjy est un y ̂ homomorphisme et, si (p^ est l'identité, que y^
est un M.-isomorphisme.

Remarque. — Bien que, pour des raisons de simplicité, la terminologie ne
soit fixée ici que pour des homomorphismes induisant l'identité sur X, on peut
envisager des homomorphismes d'espaces fibres de bases différentes, conservant
les fibres et induisant une application d'une base dans l'autre. Ce sera le cas des
homomorphismes induits (§1.7) pour lesquels nous utiliserons le vocabulaire
précédent.

Plus généralement, étant donnés deux espaces fibres s. 1. L et L/ sur les-
quels M et M' opèrent respectivement à gauche par R et IV, un homomorphisme
CL •* L -> l/ est compatible avec (RM, si l'on a
(1.^.2) ^(R(m)l)=R'(^(m))^L(l) ( m e M e t / ç L ) .

5. CONSERVATION DES STRUCTURES PAR MODELAGE. — On à les propositions

suivantes :

PROPOSITION 1.5.1. — Si^ L est un espace fibre s. /. de structures algébriques
pour lesquelles les opérations de M sur L sont des automorphismes, la relation
d'équivalence du paragraphe 2 est compatible avec les structures algébriques induites
dans EjEiL et il existe dans L(E) des structures-quotients pour lesquelles les appli-
cations ^(y) sont des isomorphismes.
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PROPOSITION 1.5.2. — Si ̂  : E — E', y,; ; M -> M1 et y^ : L — U sont des homo-
morphismes compatibles, il existe un homomorphisme

CPL(E) : L(E)-.iy(E^
pour lequel on a

^(?E(J)) ?L(<O = ?L(E)(^(y) l) (/el^ yeE,).

PROPOSITION 1 . 5 . 3 . — Si Li ̂  i//2 espace fibre s. l. de groupes opérant à gauche
Çresp. à droite) sur Ls et si M opère à gauche sur Li et Ls avec la relation

(R,(m)l,)(R,(m)l,)==^(m)l,l^ (/i€L,, l,çL,, mçM),

alors, Li(E) est un espace fibre de groupes opérant à gauche Çresp. à droite)
sur Li2(E) et Von a

(^(J)^)(^(J)4)=^(J)/J2.

Bien entendu, si les opérations de Lq sur La sont des automorphismes des struc-
tures algébriques de La, il en est de même pour Li (E) ^La(E).

6. ESPACE STRUCTURAL GAUCHE. — L'espace structural M de l'espace fibre prin-
cipal s. 1. E(âF, M) opérant sur lui-même par l'intermédiaire des automor-
phismes intérieurs [Int(m) q = m q m-1], on peut modeler M sur E et obtenir
ainsi, conformément à la proposition 1.5.1, un espace fibre s. 1. de groupes
noté M(E) et appelé espace stuctural gauche de E(â£, M). Les formules (1.3.1)
s'écrivent dans ce cas :

( iM(y.m) q=i^(y)mqm-1 (je E, m, qç: M),

\Myfm)y•=Tn~~YU^y)^)m [ p - eM(E) ] .
D'autre part, M opère à gauche sur l'espace fibre s. 1. W, sous-jacent à M.

Nous allons voir que W(E) est isomorphe à E.
En effet, soit e^ l'élément neutre de M.,;. Considérons l'application

// : E -> E @ W

définie par /'(y) = (y, ^), puis l'application/== a o/'. Toute classe d'équi-
valence ^eW(E) admet un représentant et un seul du type (y, e^\ En effet,
soit (y, m) un représentant quelconque de u, on a bien (y, e^) ==. (y, m) pour
y==j.m. Comme, d'autre part, pour que (y', ^)=(y, e^) il faut et il suffit
que y = y', on voit que/est une application biunivoque de E sur W(E.) Comme
elle conserve les fibres, c'est un isomorphisme. De la proposition 1.5.3 dont
les hypothèses sont vérifiées, on déduit alors que M(E) opère à gauche
sur W(E) et que JVL(E) est simplement transitif sur Wa;(E). En identifiant
W(E) et E par/, on peut donc énoncer :

PROPOSITION 1 .6 .1 . — M(E) opère à gauche sur E et M^(E) est simplement
transitif sur E,y quel que soit x ç 3C.

Ann. Éc. Norm., (3) , LXXV. — FASC. 4. 34
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Ces opérations seront notées [L.y [(J-eM(E), yeE.^]et on les appellera ^wi.y-
^mo/z.y à gauche de M(E) sur E. On notera Gp. : E^->E^ l'application définie
parG^(y)=^.y[^eM,(E),yeE,].

PROPOSITION 1 .6.2. — On a la formule

P - ' Y ^ y ' W y ) ^ ) [ ^ € M ( E ) , j e E J .

En effet, on a successivement :

[L.y=^.of.(y, e^)

=^(y^ (My)^)^)
z=a(y'J\l(y)^ e^)
==/(j-yM(j)^).

PROPOSITION 1 .6 .3 . — Les opérations de M(E) commutent avec celles de M.

En effet, en utilisant le résultat précédent, on a successivement :

^.(y.m)=(y.m).(j^(y.m)p.) [^.eM(E), meM]

^(^./^.(m-^yMCy)^)^)

=y'Wy)y')m

^(y'j^y)^)'171

=(^.y).m.

En outre, comme conséquence immédiate de la proposition 1.5.3, on a :

PROPOSITION 1.6.4. — Si M opérée à gauche sur \^\notation R(/7i)Z], M(E)
opère également à gauche sur L (E) [notation R( p.) À]. Si les opérations de M sont
des automorphismes des structures algébriques de L, les opérations de M(E) sont
des automorphismes des structures algébriques de L(E).

Dans ces conditions, on est amené à remodeler L(E) sur E par la relation
d'équivalence (j, X)^( pi.y, R(^)'À). Soit L/ l'espace ainsi obtenu. On a alors
les formules
. ç . ( W^-J)(R(^) =WJ)^ [ ^ e L ( E ) L

\ ̂ (^-l)(JLw(^^)l)=JL(E)(y)l (lëL')

et la proposition :

PROPOSITION 1 .6 .5 . — L/ est isomorphe à L.

En effet, soit h : EjHL(E) -^ L l'application définie par

^(y^)=j'L(y)^ [^eL(E), jeE].

On vérifie facilement que h est compatible avec la relation d'équivalence et
que, une fois passée au quotient, elle est biunivoque.
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Cette proposition permet d'identifier les applications ̂  et j^ et les for-
mules (1.6.2) entraînent les formules suivantes qu'on peut d'ailleurs vérifier
directement :

o-6-3 ' !̂ S :̂̂  ^,^,^.
En particulier, on retombe sur M en remodelant M(E) sur E, de sorte qu'en

modelant sur E un espace admettant M(E) pour espace structural, on obtient
un espace admettant M pour espace structural.

7. ESPACES FIBRES S. L. INDUITS PAR UNE APPLICATION. — Soit A UI1 CSpâCC fibre

s. 1. de base X et ^ : X''— X une application d'un ensemble SJ dans X. Consi-
dérons le produit B=ayxA comme un espace fibre s. 1. de base X'xX,
dont la projection est définie par

P ^ ' , y ) = { x ' , p ^ ( y ) ) ( x ' ^ X ' et je A).

V espace fibre s. l. induit par ^ est, par définition, la partie de B qui se pro-
jette sur le graphe de ^p, identifié à X ' ' . Plus précisément, c'est l'ensemble des
points (^,j) de B tels quej^Cy)=^(^)- On le notera ̂ (A).

Il existe alors une application ̂  : ̂ (A) -> A définie par

^ï(x!^y)=:y (^e^etjeA),

qui applique biunivoquement chaque fibre de ^(A) sur une fibre de A, plus
précisément, (^(A)) ̂  sur A.^(.^), C'est V homomorphisme induit.

Si A est un espace fibre s. 1. de structures algébriques d'un type donné,
^(A) est un espace fibre s. I. de structures algébriques de même type pour
lesquelles ^i est un homomorphisme. Si M est un espace fibre s. 1. à fibres-
groupes opérant sur L(M et L de base 3;), ̂ -1 (M) opère sur ̂ (L). SiE(a£,M)
est un espace fibre principal s. 1. et si M opère sur L, on peut modeler ^^(L)
sur ̂ (E) parce que, conformément à ce qui vient d'être dit, ^(M) opère de
façon simplement transitive sur ^(E) dont il est l'espace structural droit et
qu'il opère également sur ̂ (L). On vérifie facilement :

PROPOSITION 1.7.1. — ^(L^E)) est isomorphe à ̂ (^(^(E)).

Précisons maintenant quelques conventions que nous utiliserons constam-
ment par la suite :

M = = = > E signifiera que M opère sur E de façon simplement transitive ;
M >L signifiera que M opère sur L (éventuellement M^ÎL pour préciser les

notations) ;
A -> A7 représentera un homomorphisme et A==>A^ un isomorphisme.
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Dans ces conditions, on a le diagramme suivant qui ^{compatible, en ce sens
que les homomorphismes ̂  qui y figurent et les opérations des divers espaces M
sur les espaces E ou L sont liés par les relations (1.7.1) et (1.7.2) ci-dessous,
qu'on peut rapprocher de (1.4.1) et (1.4.2) {voir aussi la remarque du para-
graphe (1.4) :

L -<-

\jj^
TL

^(U^-

M s=s======s^ç <:=========== ̂ (E)——

^
^ ^^ ^ 4< M(E)

-<4/^(E)^e=====^-l(M(E))•.^(M)^
Fig. 2.

—>-L(E)

^
^

UE)

«-^(LŒ))

Formules de compatibilité :

,^(y.m)=:d4(j).^(m) [/TZÇ ̂ (M), j€ ̂ -1 (E)],
( I .T . i )

(1.7.2)

^•J) =^(E)(^)-^(J) [^-WE)];
^(R(m)/) =R(^(^))^(/) [^^(L)],

^(E)(R(^)^=R(^M(E)(^))^(E)(^) [^^(L(E))].

Enfin étant donnés une section Œ : U-^A, c'est-à-dire une application d'un
sous-ensemble U de X dans A telle que p^ o a === identité, et un sous-ensemble V
de X' tel que ^(V)cU, on dira que la restriction à ^(A) de la section a '
de X' x A définie sur V x U par

^ ( œ ' , x) = (œ1, a {œ)) ( ^ ' e V e t ^ e U )

est la section induite sur y par ^ à partir de a. On la notera a^. Elle est complè-
tement définie par l'égalité

^(^(^))=a(^(^)) (^€V).

8. ESPACES FIBRES DIFFÉRENTIABLES. — Sous des hypothèses très larges, les
notions précédentes s'étendent au cas où les espaces fibres s. 1. considérés sont
des espaces topologiques et où les projections sont des applications continues :
on applique alors aux topologies les opérations effectuées (topologie-quotient,
induite, etc.). De plus, le modelage conserve certaines classes d'espaces fibres,
et, en précisant pour chacune de ces catégories les notions de sous-espaces,
d'homomorphismes, etc., les résultats ci-dessous se transposent mot pour mot,
à la substitution près des termes « espacé fibre s. 1. » par ceux qui désignent
la classe des fibres envisagée. C'est en particulier le cas des espaces fibres diffé-
rentiables et celui des faisceaux.

Un espace fibre dijfférentiable est une variété différentiable (Si qu'une projec-
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tionp^ applique sur une autre variété différentiable X (base) de telle sorte que,
quel que soit xç.X, il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme
différentiable

^ u : A u - > U x F haWO^^^jeU^eF]

de (9Lu sur le produit de U par une fibre-type F. Pour pouvoir parler d'homéo-
morphisme différentiable, il est évidemment nécessaire de supposer en outre
que F est une réunion de variétés différentiables. On remarquera que, comme
X et Ci sont connexes par arcs, deux composantes connexes quelconques de F
sont nécessairement différentiablement homéomorphes.

L'espace fibre différentiable CL est à fibre-groupe de Lie (resp. algèbre de Lie,
vectorielle, etc.), si l'espace fibre s. 1. sous-jacent est à fibres-groupes, si F est
un groupe de Lie (resp. algèbre de Lie, espace vectoriel etc.), et si les ^ sont
des isornorphismes.

Étant donnés deux espaces fibres différentiables dl et 0J de même base X,
une application h : 0L — éV est un homomorphisme d'espaces fibres différentiables
si, quel que soit x^X, il existe un voisinage ouvert U de x, deux homéomor-
phismes différentiables ^u et ^ et une application différentiable régulière
[L : F-^ F^ de la fibre-type de <fl dans celle de CÏ', tels que le diagramme

^u ~ h ^ ^ u

tu| ^u
Y V
U x F —., > UxP

r
Fig. 3.

soit commutatif. Il en résulte évidemment que h est différentiable et régulière.
Si les fibres de <9L et 0i' sont munies de stuctures algébriques de même type,
on suppose de plus que h et [L sont des homomorphismes de ces structures.

Un sous-espace fibre s. 1. <fV de 0L est un sous-espace fibre différentiable de
(îisi :

i° 0J est un espace fibre différentiable ;
2° l'inclusion 1 : (30—^ dL est un isomorphisme d'espaces fibres diffé-

rentiables.

Il en résulte que 0J est une sous-variété de 0L et l'on remarquera que la topo-
logie d'un sous-espace fibre différentiable n'est pas nécessairement la topo-
logie induite. En particulier, la fibre-type F/ de eV est une réunion de sous-
variétés de F mais chacune de ces sous-variétés est ouverte dans F'.

Un espace fibre différentiable 3TI à fibre-groupe de Lie opère sur un espace
fibre différentiable 0L de même base si la fibre-type G de JH opère sur la fibre-
type F de 0L par R(^) de telle sorte que l'application (g-, j)^R(^)j(^eG



2^0 A. ARAGNOL.

etjeF) soit différentiable, si l'espace fibre s. 1. sous-jacent à 3Vi opère sur Ci
parR(m), et si, quel que soit.» €3-, il existe un voisinage U de x et des homéo-
morphismes ̂  : A,^ U x F, ̂  : Jîl,^ [J x G tels que l'égalité

^u(m)=(^) et ^(a)=(^,j) (mç3Ht, sçX, gç^, yç F, s ça)

entraîne
4-u(R (»»).;)= (a-, R(^-)j).

Dans ces conditions, un espace fibre principal différentiable à espace stuctural
est défini par la donnée d'un espace fibre différentiable 3XL à fibre-groupe de
Lie opérant à droite de façon simplement transitive sur un espace fibre diffé-
rentiable ê de même base. Remarquons qu'on rejoint la notion habituelle
d espace fibre principal à groupe structural lorsque l'espace structural est le
prodmt de X par un groupe de Lie G. On notera S(X,G) un tel espace et, étant
donne un deuxième espace fibre principal différentiable à groupe structural de
même base, noté &'(X, G ' ) , on parlera de y-homomorphisme h • ê -> &' si y est
un homomorphisme de G dans G' tel que h{y.g-) =h{y}.^g). On dira aussi
que y et h sont compatibles et que h est un G-isomorphisme si y est l'identité.
De même, un sous-espace fibre principal différentiable à groupe structural &'(X,G')
de ê(a-. G) est un sous-espace fibre principal s. 1. de l'espace fibre principal
s. 1. sous-jacent à &(X, G) tel que :

i° &' soit un sous-espace fibre différentiable de ê;
2° 3R' c .m = 3: xG s'identifie au produit X xG' de X par un sous-groupe G'

de G, sous-groupe muni, non de la topologle induite mais de la réunion de cette
dernière et de la topologie de G' dont les seuls ouverts sont les composantes
connexes par arcs de G' dans G. La composante connexe de l'identité de G' est
alors un sous-groupe analytique de la composante connexe de G et G' un
groupe de Lie. '

On peut reprendre avec ces notions les propositions des paragraphes précé-
dents à condition de supposer évidemment, en ce qui concerne l'induction des
espaces fibres, que l'application ^ : X' -> X est différentiable. Si &{X 3K) est
un espace fibre principal différentiable et si 3ÎI opère sur un autre espace fibre
différentiable £ de base X, £{ê) est aussi différentiable, 3R(S) opère
sur ^(ê) etc. De même, -^(ê), ^-'(^îl), ̂ (^ sont des espaces fibres dif-
terentiables, la section induite par 4; sur un ouvert V de X' à partir d'une sec-
tion différentiable de ê (resp. Jll, £, ... ) sur un ouvert U de X (4<V)cU) est
une section différentiable, etc.

9. FAISCEAUX. - Un espace topologique E muni d'une projection continue p
sur une base X est un faisceau si, quel que soit yçE, il existe un voisinas
ouvert V de y dans E tel que la restriction de p, à V soit un homéomorphisme
de V surjo^V). r
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Un sous-faisceau E^ de E est un sous-espace fibre s. 1. ouvert dans E.
Un homomorphisme d'un faisceau dans un autre est un homomorphisme des

espaces fibres s. 1. sous-jacents qui est continu.
De même, un faisceau est à fibres-groupes (ou faisceau de groupes) si l'espace

fibre s. 1. sous-jacent est à fibres-groupes et si ces lois de groupe sont continues
pour la topologie du faisceau. On peut donner une définition semblable pour
toute autre espèce de structures algébriques.

Un faisceau M à fibres-groupes opère sur un faisceau E de même base si
l'espace fibre s. 1. sous-jacent à M opère sur E et si ces opérations sont continues
pour les topologies de M et E.

La notion de faisceau principal découle de cette définition et l'on peut
reprendre avec les faisceaux, les résultats des premiers paragraphes de ce cha-
pitre, à condition de supposer, en ce qui concerne l'induction, que l'applica-
tion ^ est continue. Si E(5C, M) est un faisceau principal et si M opère sur un
faisceau L de même base, L(E) est un faisceau, M(E) opère sur L(E), etc. De
même, si ^ : X' -^ X est une application continue, ^(E), ^(M), ^(L)
sont des faisceaux, les sections continues sur des ouverts induits et des sections
continues, etc.

10. FAISCEAU DES SECTIONS DIFFÉRENTIABLES D^UN ESPACE FIBRE DIFFÉRENTIABLE ê. —

Un germe de sections différentiables passant paryeê est un ensemble non
vide z de sections locales différentiables a de ê passant par y tel que, si cr et ̂
appartiennent à z, il existe un voisinage ouvert U de ps(y) au-dessus duquel G-
et CT' coïncident et que, inversement, si une section locale quelconque différen-
tiable Œ' de ê coïncide sur un voisinage ouvert dejo^(y) avec ïç.z, alors, a'e^.
L'ensemble E de tous les germes de sections différentiables de & est donc muni
d'une application notée z-> z qui associe à tout germe z le point z de ê par
lequel passent toutes les sections qui constituent^, et d'une projection^ : E -> X
définie par^(^) =j0g(i). D'autre part, toute section différentiable CT : U -> ê
de ê sur un ouvert U de X, détermine en tout point x e U un germe o-(^) qui est

celui auquel elle appartient et qui passe par o-(^) = cr^). On dira que ̂  : U — E
est la section de E associée à a. ̂ faisceau E des sections différenûables de & est
alors l'ensemble des germes de sections différentiables de ê, muni de la topo-
logie engendrée par tous a(U) (U ouvert dans X et CT section différentiable de ê
sur U). Il est immédiat de voir qu'il s'agit bien d'un faisceau. L'application Œ
associée à toute section différentiable or : U -> & est alors une section continue
de E et, réciproquement, l'application o- : U -> & définie à partir d'une section
continue Œ : U -> E quelconque par G-(^) = o^) est une section différentiable
de ê. Ces notations (point, surlignage et sous-lignage ainsi que les majuscules
d'imprimerie pour désigner les faisceaux de sections différentiables d'espaces
fibres symbolisés par des majuscules manuscrites) seront conservées par la suite.
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Soit M le faisceau des sections différentiables d'un espace fibre différen-
tiable JH à fibre-groupe de Lie et de base X. Soient z et z1 deux germes de sec-
tions différentiables de projection x e5C. On définit le produite en choisissant
une section Œ de M passant par ~z [cr(.r) == ̂ ] et une section ̂  passant par z ' défi-
nies l'une et l'autre sur un voisinage ouvert U de x (il est clair qu'il existe tou-
jours de telles sections), en définissant une section différentiable ~a" de &
par ̂ \t)=~^{t)~^\t) (^eU) et en posant z z ' ^ ^ ' Ç x ) . On vérifie sans peine
que z z ' ne dépend pas du choix des sections a et CT\ M est alors un faisceau de
groupes et, pour cette structure de groupe, l'application « point ^ est un homo-
morphisme. Plus généralement, s'il existe dans les espaces fibres différentiables
ê, JTl, G ou entre ces espaces, diverses structures algébriques, on peut définir
les mêmes structures dans les faisceaux E, M, L de leurs sections différentiables,
ou entre ces faisceaux. Les applications « points » sont alors des homo-
morphismes.

En particulier, soit ê(5C, 3ÎI) un espace fibre principal d'espace stucturaUTL
Le faisceau des sections différentiables de 3TI est le faisceau structural du fais-
ceau principal E(aC, M) défini comme faisceau des sections différentiables de <ê.
Supposons de plus que JIZ opère sur un troisième espace fibre différentiable £
et soit L le faisceau des sections différentiables de j(?. M opère alors sur L et
l'on a

(I.lO.i) yTnî^-y.jh et R(m)l==R(m)î (me M, je E, IçL).

On peut donc modeler L sur E en même temps que J? sur ê. Il résulte de la
proposition 1.5.2 qu'il existe une application de L(E) sur ^?(ê) qui provient
de l'application « point » et qu'on notera également/—^ /. On vérifie facilement,
en utilisant des sections locales de E et les isomorphismes i{y) correspondants
que L(E) est le faisceau des sections différentiables de ^(ê) et que l'applica-
tion « point » obtenue par modelage s'identifie à l'application « point » définie
par les sections différentiables de jC(ê). En particulier, c'est un homomor-
phisme des structures algébriques de L(E) et ^(ê) et l'on a entre M(E), L(E)
et E des formules du type (1.10. i ).

Enfin, si ^ : Si' -> 3£ est une application différentiable, et si E est le faisceau
des sections différentiables d'un espace fibre & de base X, il existe une appli-
cation y -> y de ̂ -1 (E) sur ̂ -1 (ê), induite par ̂  à partir de l'application « point »
de E sur & et définie par

" ^(J)->^(J) [J^-^E)].

Mais, en général, ^(E) ne s'identifie pas au faisceau des sections différen-
tiables de ̂ (ê). Cependant, si l'on pose^^ê) =ê* et si l'on désigne par E^
le faisceau des sections différentiables de d^, il existe un homomorphisme de
faisceaux

^-Ï{E)->E^
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qui résulte du fait que l'application « point » induite par ^ permet d'associer
à toute section continue de ^(E) une section différentiable de ̂ (ê).

CHAPITRE II.

ESPACES FIBRES A FIBRE VECTORIELLE.

ESPACE Dl; LIE D'UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL DIFFÉRENTIABLE.

INTRODUCTION. — La première notion exposée dans ce chapitre est celle
d'espace fibre des formes différentiables tensorielles de type R associé à un espace
fibre principal différentiable à groupe structural &{X, G). Un tel espace W(&)
s'obtient en modelant sur &ÇX, G) l'espace W des formes différentielles sur X
à valeurs dans un espace vectoriel 'Wo sur lequel G opère par l'intermédiaire
d'une représentation R. Un cas particulièrement important est celui où R est la
représentation adjointe de G. L'espace ^(ê) qu'on obtient ainsi est appelé
espace de Lie de ê(âC, G) (ou espace des formes différentielles tensorielles du
type adjoint). Il est intrinsèquement associé à &(X, G), gradué, et C'°(ê)
s'identifie à l'espace des algèbres de Lie des fibres de l'espace structural gauche
31l(ê)deê(a;, G),

Le but des paragraphes 2 et 3 est de mettre en évidence les propriétés inter-
venant entre &(X, G) et l'espace ûi(W° (ê)) des repères de W°(<ê), qui est
fibre principal de groupe Gl (m, R). On constate d'abord que les espaces intrin-
sèquement associés à ^(W°(ê)) (espace structural gauche et espace de Lie),
ainsi que W(ê) peuvent s'obtenir soit par des opérations de modelage sur
<ê(dC, G), soit par des opérations de modelage sur ^l(W°(ê)). En outre, toute
base / de 'Wo détermine un homomorphisme ^/: ê -> cîl(W(ê)) qui est
compatible avec l'homomorphisme R7 : G -> Gl (m, R) déduit de R. Dans le cas
de ^(ê), l'homomorphisme ^/ est noté a{' : & -> ^(jÇ°((ê)). Il est compatible
avec l'homomorphisme adjoint a-i' : G-> Gl(^, R) exprimé par rapporta la base/
de l'algèbre de Lie de G, et nous dirons que c'est un homomorphisme adjoint
de &(X, G). Plus généralement, on se donne au paragraphe 6 deux espaces
fibres principaux différentiables ê(,SC, G) et &'{X, G1) et l'on montre qu'à
tout couple d'homomorphisme compatibles y : G -^ G' et h : & -> &'\ sont asso-
ciés des homomorphismes 9^) et y^^ des espaces structuraux gauches et des
espaces de Lie de & et & ' ' . On vérifie ensuite que les homomorphismes a^^ et
a,^^ de JH(ê) dans l'espace structural gauche de ^l(i?°(ê)) et de -^(ê) dans
l'espace de Lie de ^l(J?°(ê)), ainsi associés au couple (<^, ^), sont indépen-
dants de la base/choisie. On les appelle respectivement les <5Tl(ê)-^ ^?(ê)-
homomorphismes adjoints.

1. NOTATIONS. — ®1 désigne l'espace fibre des vecteurs tangents à une variété
Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. . 3 5
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différentiable X de dimension d et ^7, l'espace fibre de base X dont la fibre ̂
est la ^ième puissance extérieure deÇ^.(^eâ!î). Soit ^(1 l'espace fibre des formes
différentielles ordinaires sur X : ̂ . s'identifie au dual de .̂. Le faisceau des
formes différentielles sur X de degré 7, c'est-à-dire le faisceau des sections dif-
férentiables de ê?7, est noté F7. On pose

^=z [ 1 ^ et ^ ==. \ ] 5^
({ =},..., d cf =:(),..., d

% et ^ sont des espaces fibres différentiables sur X. De même,

F== \^J ^

est un faisceau sur âC.
Soit G l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie G de centre H et de dimension n.

Soit Wo un espace vectoriel de dimension m sur lequel G opère par l'intermé-
diaire d'une représentation R : G-^r('Wo) de G dans le groupe r('Wo) des
automorphismes linéaires de WQ. A toute base /= Çfi) (i==l, . . ., ni) de Wo
est associée une représentation R7 : G -> Gl(m, R).

Nous nous donnons d'autre part, un espace fibre principal différentiable
&ÇX, G) de groupe structural G.* *

Nous désignerons par 'Wo le dual de 'Wo, par /=(/'), la base duale de/et
*

nous poserons Wo= Wo(^)Wo' Muni de la multiplication définie par

pour

[a^b]= ^ {a^a'k-b^aJ^f^fi
/,/,/,:=1

in }n .

^ == 2 ̂ (//®^) et b = 2 ̂ ^f^f1^
Wg s'identifie à l'algèbre de Lie de r(Wo).

Nous utiliserons les notations suivantes :
Wp, espace fibre desjo-formes différentielles sur X à valeurs dans Wo ;
W^, faisceau des jo-formes différentielles sur X à valeurs dans Wo ;
W, espace fibre des ̂ -formes différentielles sur X à valeurs dans Wo î

•* *
W7', faisceau desjo-formes différentielles sur X à valeurs dans Wo ;

* * *
<(6, 6)>, produit scalaire antisymétrisé de Qç:Wx et QçW:
W^, espace fibre desjo-formes différentielles sur 3L à valeurs dans "Wo ;
W^, faisceau desjo-formes différentielles sur X à valeurs dans Wo.

W== I J ^ et 'w:= U ^•
/?==(),...,(/ p=o,. ..,ct

w= I J ^^, w=: U w^, w== U w^, w== U w^.
p=0,...,(/. p=0,...,d p==0,...,d p=:0,...,d
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Naturellement, ^(ê), W(ê), W(ê), W(E), W(E) désigneront les modelés
sur & et sur E (faisceau des sections différentiables de ê) des espaces ci-dessus,
G opérant sur W, W, W Par R e^ par les représentations qui s'en déduisent.
W(ê) est l'espace des formes tensorielles de type R. Il est clair que W(ê) est
muni d'une graduation correspondant à celle de W et que tout W^((ê) est à
fibre vectorielle.

Remarque. — A toute section 6 : U -> W(ê) de WÇê) correspond une
forme différentielle sur eu à valeurs dans Wo dont l'expression au point yç.&x
(^€U), est

[yw(j)ô(^)M^lr-
Nous n'introduirons pas de nouvelle notation pour désigner cette forme : elle

sera représentée par 9 également et nous nous contenterons de préciser éven-
tuellement s'il convient de considérer ce symbole comme une section de W(ê)
ou comme une forme différentielle sur êy. Il nous arrivera aussi de dire que
y^(y)9(.r) est la restriction à j€ê^ de la forme 9 ou, plus généralement, si
y est une section différentiable de eu, quey^(y) 9 est la restriction de la forme 9
à la section locale y.

Rappels. — i° On définit un isomorphisme de "^(ê) sur l'espace fibre des
D-formes différentielles sur X à valeurs dans W°Ç&), en faisant correspondre
à 9 € W^(^)? l'application linéaire ̂ o (y) ° Ow(j) 9), indépendante de y€ &x (4).

2° II existe une multiplication a/\9 (a€^ et 9eW^) notée simplement
a 9 si 9 est de degré o. Cette multiplication se transmet à W(ê) sous la même
notation a /\ 9 [a e ̂ . et 9 € ̂ .^(ê)] et, dans les deux cas, on a les propriétés
suivantes :

a. Si (p,) est une base de ^.[resp. W:(ê)], tout 9e^[resp. ^,(ê)]
admet une décomposition et une seule de la forme

m

9=^9'p, (6-e^).
i=l

b. Le produit par les formes de la base se traduit par la formule
m

a A 6 =^ (a A 0-)?, (aea-).
1=1

3° Étant donnés 9 e W^(ê) et 9 e 'WJ,(<ë), le produit scalaire

^(^^O7)^

( 4 ) On considère dans cette formule que i^o (y) est un isomorphisme de Wo sur Wâ(ê), et
non de W.î. sur W^. (<^)- Cela a un sens car W° = S^x Wo.



276 A. ARAGNOL.

est une (p4-y)-fbrme différentielle ordinaire sur ^C, indépendante de y€^.r.
On peut donc poser

<9, 0>=</^(j)9,./^(j)ê>,

ce qui permet, en particulier, de définir W^.(ê) comme le dual de ^^.(ê). On
a également
( I I . l . i ) < R ( w ) 6 , R ( m ) 9 > = = < ( ) , Ô > [me:ni(ê)],

où R désigne la représentation duale de R.
4° L'isomorphisme X(g)Y-> ̂ (y) (Â,(y)X (g)^(j) Y) |x € W:(<ë), Y € W:(ê)]

est indépendant de j€<ê. et permet d'identifier ^°(ê) et W;,.(ê)(g) W;.(.ê).
Enfin, on posera JTl^==âCxr(Wo) et M-^ sera le faisceau des sections

différentiables de JIZw. G opère sur JH^ par Fintermédiaire des automor-
phismes intérieurs de r('Wo), ce qui permet de construire JH^(ê) et M^(E).
Il est clair que 3Yiw(&) s'identifie à l'espace fibre des automorphismes linéaires
des fibres de ^"(ê). En outre, il existe une représentation déduite de R :

R,^: ou(ô)->^(ê).

2. ESPACE DES REPÈRES DE W(ê). — L'espace des ^-repères ffl.flÇW\&}} est
l'ensemble des ^-repères des fibres de W°(ê), muni d'une structure évidente
d'espace fibre différentiable (5). Il est clair que Jllw(ê) opère à gauche
sur^W0^)).

L'espace des /^-repères, noté simplement tfl(W°(ê)), ou même ûi, est muni
d'une structure d'espace fibre principal différentiable de base X et de groupe
structural Gl(m, R). Le translaté à droite de p = ( p / ) par A=(A1/) est le
repère p .A constitué par les vecteurs

m

p;-==^A^p/ ( ( = = 1 , • . . , in).
7=1

A pe^(W°(ê)) est associé canoniquement un isomorphisme

./W(P) : ^^)-->^rn^

où ^désigne l'espace fibre des formes différentielles sur X à valeurs dans R"',
isomorphisme défini par

ni
Jw(9)^==W pourp=(p,-) ( i = ^ . . . , m ) et O^^e^-.

(•*) Celte définition est évidemment valable pour tout espace fibre dinerenliable à fibre vectorielle.
ê(^, G) n^y joue aucun rôle.
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On a alors
fn

^(p.A)6=^A\•Q/=A l,/^(p)9.

j--\

PROPOSITION 11.2.1. — II existe des isomorphismes canoniques

Î ' W W ' - W.r(ê)-^z,.z.

pour lesquels
( I L 2 • Î ) . . /^(P.A)0=X l /^(p)6.

L'espace structural de ffl. est 3VL,n= X x Gl(m, R) et l'on notera ̂  le pro-
duit de X par l'algèbre de Lie Gl(m,R) du groupe linéaire. Par modelage de V^,
JH^, £^ sur (%, on obtient Vm{^\ Jïi^ûi), X^(<31) avec les isomorphismes
correspondants :7^Xp)^(p) ^^(pXp^^). La formule (11.2. i) permet
de vérifier la proposition :

PROPOSITION 11.2.2. — L'application hw== ̂ (p)°./w(p), indépendante de p e ̂ .z,
^^ un isomorphisme de W(ê) ̂ r V^(ûi).

Par ailleurs, puisque ̂ ,(ê) s'identifie au dual de W°.(ê), que

^.(ê)=W;(ê)®^(ê),

et que c?Tl^^(ê) n'est autre que le groupe des automorphismes linéaires
de W°,(ê), on associe à p€^ , par l'intermédiaire dey'w(p), des isomorphismes

y^(p) : w^(ê)-.v,^ y^(p) : .̂(ê)- .̂̂ .,, ./^(p) : ^^,.,(p)-^^./,.z..

On a alors des résultats analogues à la proposition 11.2.2 :

PROPOSITION 11.2.3. — Les applications
h^== ̂ ( P ) °.4( p ) ? ^= ̂ -( p ) °%( P ) ' /i^ = i^( °) °^w w^

ne dépendant que de la projection de p sur X, sont des isomorphismes.

Dans la suite, nous identifierons complètement V,n{^) et W(ê), Vm(^)
et W(ê), £\nW et^(ê), 3îl^(^l) et JTl^(ê).

3. LE R^-HOMOMORPHISME ̂ / : ê -> <%. — Choisissons une base

/=:(/.) (î=i, . . . ,m),

de Wo. La représentation R : G-^r(^o) s'exprime, par rapport à/, par un
homomorphisme W : G -> Gl(m, R). On pose WÇs) = (A ly(^))(^, 7= i, ...,m),
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avec ^(s)fi=^Aij(s)fj et sçG. On peut alors définir un homomorphisme ^/

7=1

associé à R et à/, par l'égalité

(II.3.i) ^(J)=(^(J)/-) ( < = = i , . . . , ^e t jeê ) .

C'est un W-homomorphisme. En effet :

PROPOSITION II. 3.1. — On a la formule

^f(j'.s)=^f(y).Rf(s) (yçôeIsçG)

Démonstration :
^(y'^f^^^W^f)

/ m \-^(j^ S^^')
\7==1 /

IU

' =]^,(.)(^(j)/,.)
7^1

Z==^(j).IV(.ç).

En outre :

PROPOSITION II. 3.2. — On a la formule ^f•x=î)^oy où A=(A^) est une
matrice de G\(m, R) et D^ est la translation à droite sur (K définie par A, tandis

( m \que f. A est le repère ( ̂  ̂ ifj ] •
\j=ï /

En effet,
/ m \

^A(j)^^(j)^AV/\/-i /
/ m \

^( SA/,^(7)/,

=^(J).A.

4. ESPACE DE LIE D'UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL DIFFÉRENTIABLE A GROUPE STRUCTURAL.

—Nous considérons toujours un groupe de Lie G de dimension n et un espace
fibre principal différentiable &ÇX, G) de base X et de groupe G. On appellera
espace de Lie de ê(X, G), l'espace £{&) obtenu en modelant sur &ÇX, G)

l'espace ^= U ̂ (jo=i, . . ., d) des formes différentielles sur âîà valeurs
p

dans l'algèbre de Lie G de G, G opérant sur £- par l'intermédiaire de la repré-
sentation adjointe, ^(ê) est donc, en appliquant la terminologie indiquée ci-
dessus, l'espace des formes tensorielles de type adjoint de ê(SC, G). Mais sa
structure est plus complexe que celle d'un espace fibre de formes tensorielles
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ordinaires : en plus des opérations linéaires, les fibres de £{&) sont munies
d'un crochet. D'où le nom d'espace de Lie, qui se trouvera en outre justifié
ultérieurement par une certaine similitude dans les rapports existant entre un
espace fibre principal et son espace de Lie d'une part, entre un groupe de Lie
et son algèbre, d'autre part,

On vérifie sans aucune difficulté que £ est muni des structures suivantes
pour lesquelles les transformations adjointes sont des automorphismes, ce qui
entraîne l'existence des mêmes structures dans les fibres de -X?(ê), en vertu des
propositions du paragraphe 5 :

i° Chaque ^[resp. ̂ (ê)] est muni d'une structure d'espace vectoriel et il
existe une multiplication extérieure par les formes différentielles ordinaires de
la base, multiplication notée

a A 9 (ae^ï, 9(E-^[resp.ae^ 6<=J%(ê)]),

et déjà signalée à propos de W (§ II. 1).
2° En outre, il existe dans chaque fibre de J?[resp. -C(ê)] une loi de compo-

sition interne, combinant le crochet de l'algèbre de Lie et la multiplication
extérieure, qu'on continue à appeler « crochet » et à noter

[6, Q ' ] (9e^ 9'e^.[resp.0e.^.(6), Q^j^ê)]).

On a les égalités suivantes :

[^Q')^-{-I)P^^]=O^
[[9, Q7 ] , O^-^-i)^^ 6^ 6]+(-i)^[[9^ Q]^']=o (Ô^X^resp.^ê)]),

qui généralisent l'antisymétrie des algèbres de Lie et l'identité de Jacobi.
Il en résulté immédiatement que des opérations de même type existent dans

les fibres des faisceaux L et L(E) des sections différentiables de £ et £(&), que
ces opérations sont continues pour les topologies de faisceaux et que les appli-
cations « point » sont des homomorphismes de ces structures.

On a, bien entendu :

(oc + a') A 9 = a A 6 + ̂  A 9 [a, ̂ e^, 6e^.(ê)L
a A ^ + ^ ^ A Q + û c A ^ [Q'e^ê)],
a A ( P A 9 ) = ( a A p ) A ô (Pe^ï)
a A [M7] ^ [aAÔ^ ] .

Enfin, Jtl(ê) opère sur £Ç&) par des transformations provenant des trans-
formations adjointes de G (prop. 1.5.3) et notées également Adj.

Remarquons que l'espace An(^), considéré au paragraphe 11.2 et identifié
à ̂ (ê), est l'espace de Lie de <^l(^°(ê)). Dans le cas où Wo=G, l'espace Jîl^,
directement lié à JH, sera noté JTl; de même,^ devient ^. L'espace structural
gauche de (?l(X?°(ê)) est donc JTl(ê) et son espace de Lie est C{&\
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Comme, par définition, JH == a: xG, nous considérerons j^n (y) comme un
isomorphisme JTl,(ê) -. G [resp. ̂ (j) : G -^ 3Tl,(ê)]. De même, ̂ o(y) peut
être considéré comme un isomorphisme ̂ (ê) -^ G [resp. ̂ o(j) : G-^X^(ê)1.
Soit iyn(y) l'isomorphisme de G sur l'algèbre de Lie 31t,,(ê) de 3îC(ê) associé
à ^ii(.y). Si l'on pose

k(y)^i,ïY^y_)_OJ^(y)^
on obtient un isomorphisme

k ( y ) : ^(ê)->^(ê).

On vérifie immédiatement que k ( r } ne dépend que de la projection x de y
sur a?, et non du choix de y dans <@,. Cela permet d'énoncer :

PROPOSITION II. 4.1. — II existe un isomorphisme canonique

k : J?°(ê)->^l(ê)

de e\Ê) sur l'espace fibre 3Tl(<g) des algèbres de Lie des fibres de 3Tl(ê), isomor-
phisme défini par l'égalité

k=hrL^OJ^(y) (jeê).

Remarque. — Ce résultat est évidemment plus général et il reste valable pour
des espaces fibres ^/(ê) et a°(ê) obtenus en modelant sur &ÇX, G) les pro-
duits ^=XxT de X par un groupe de Lie F sur lequel G opère comme
groupe d'automorphismes, et â° == F x Si de l'algèbre de Lie de F sur laquelle G
opère par les automorphismes associés, par X également.

On vérifie de plus qu'on a

^d](m)k(l)==k(Adj(m)l) [ l ç ^ (ê ) et mç3M(ê)\,

formule où Adj(m) désigne, au premier membre, les transformations de Jn(ê)
sur son algèbre de Lie et, au second, l'opération de JTl(ê) sur J,?°(ê) résultant
du modelage.

Par ailleurs, puisque G est simplement transitif sur ê.^, il existe une forme ?,
définie en font point y€<ê[>(y) =x~\ sur l'espace vectoriel V, des vecteurs
tangents à &,, au point y, et identifiant V^ et G :

P.,: V^G.

De même, tout élément XgJTl^) détermine un champ de vecteurs verti-
caux tangents à ê,, : soit Xy ce champ de vecteurs.

PROPOSITION II. 4.2. — On a

P(^-)=^o(j)(Â-'(X)).
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Cette proposition résulte immédiatement de la formule
m.y=y.j^(y)m [mç3}l(ê)]

qui entraîne l'identité dey^(j)X et de P(Xr). Or, par définition de k, on a
^o(j)(Â^(X))=/^(j)X,

d'où la formule indiquée.
Cette formule entraîne P(X^,) =Adj(.r-l)[:i(X^) et, par suite :

PROPOSITION 11.4 .3 . — Le champ Xy est invariant par les translations à droite
de G sur ê.

5. HOMOMORPHISMES. — Soient ê(dC, G) et ^(âC, G') deux espaces fibres prin-
cipaux différentiables de base commune X et de groupes G et G' respecti-
vement. Nous supposons qu'il existe un couple d'homomorphismes compatibles

l\ ^J [^•^W^^^G^eê].

Il s'agit, dans ce paragraphe, d'examiner de quelle façon se traduit l'existence
d'un tel couple sur les espaces structuraux gauches et sur les espaces de Lie
deê(âC, G)et^(a;, G').

A y est associé l'homomorphisme y : G-^G' de l'algèbre de Lie de G dans
l'algèbre de Lie de G' (6). A son tour, y détermine un homomorphisme

^: ^^£'

de l'espace des formes différentielles sur X à valeurs dans G dans l'espace des
formes différentielles à valeurs dans G', yj? est compatible avec y, en ce sens
qu'on a (voir §1.4) :

^(Adj(5)X)=AdJ((^))c^(X) (sçGetXç^).

De même, y,m déduit de y est compatible avec y lorsque G opère sur 3VL par
l'intermédiaire des automorphismes intérieurs. Il en résulte (prop. 1.5.2) qu'il
existe deux homomorphismes

râz^ ^(ê)-^^^) et c^: ^(ê)->^'(ê')

de l'espace structural gauche de ê(â£. G) dans celui de &\X, G7), d'une part,
de l'espace de Lie de & dans l'espace de Lie de &'', d'autre part. On dira que ces
homomorphismes sont associés au couple (y, A). Ils peuvent être définis par les
relations

^{^(i^(y)s)=i^'(h(y))^(s) ( . î€Get j€ê)
?î-(6)(^o(j)X)=^o(A(y))9(X) (XeG).

( 6 ) Nous conservons la notation d^ pour la différentielle de y qui interviendra de façon distincte
de ç à l'occasion de la définition des connexions.

Ann. Éc. Norm., (3 ) , LXXV. — FASC. 4. 36
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Cette dernière égalité montre que, en conservant les notations 6 et 6' pour
représenter les formes différentielles sur ê et ê' correspondant à deux sections 6
et 9' de J?(ê) et € ' ( & ' ) respectivement, telles que Q'= ç^ o 0, on a

9A(,.,o(û?/^-=^)o9,- (jeë),

ou 6^,, et Qy sont des formes linéaires sur des puissances extérieures des
espaces vectoriels tangents à &' et à & aux points h(y) et y , à valeurs dans G'
et G, et où (dh\, différentielle de h, applique les vecteurs tangents à ê au
point y dans les vecteurs tangents à ê' au point h(y-). Enfin, y^ et <p^) sont
également associés entre eux, en ce sens que, au-dessus de tout pointa- de X,
on a

<f'.mWO/c=/îo^(6)•

Application. — En revenant au paragraphe 11.3, on voit qu'au couple (R/, ̂ ),
sont associés deux homomorphismes

K^(,S): 311(6) ^31l,,,(tfl)=M^(ê) et R^) : .^(ê) ̂ J?,,,(A) = ̂ (Ê)

qui sont indépendants du choix de / car, une fois qu'on a identifié 3\i,n{^
et Jîlw(ê), d'une part, A«(^) et W(ê), d'autre part, ils résultent simplement
des homomorphismes R : G - :. r(W») et R : G -> r(-Wp) par modelage sur ê(X, G)
(l'existence de Rjii^) a déjà été signalée au paragraphe 11.1).

Dans le cas où Wo=G et où R est la représentation adjointe, l'homomor-
phisme d/ sera noté a^' : ê -> ̂ .(^(ê)) et l'on dira que c'est V honwmorphisme
adjoint de S(X, G) associé à f. Il est compatible avec l'homomorphisme
adjoint af : G -^ Gl(n, R) exprimé par rapport à la base /de G. Les homomor-
phismes R.m(6) et R^.(a), indépendants de/mais associés à (af, ai) comme nous
venons de le voir, seront alors notés :

aya.(6) '• 3n(ê)->3K(&) et a^ : £(&)^£;(ê)

et ils s'appelleront les JTl(ê)- et i?(ê)- homomorphismes adjoints. Bien
entendu, ^•°a^^(m)°^-1 n'est autre que Adj(w)[/ra€<'ni(ê)J.

Un autre exemple d'homomorphismes, d'ailleurs lié au précédent, est cons-
titué par le couple d'homomorphismes canoniques

Y a : •S-.Ê-^Ê/H et y : G->G-r=G/H,

où H est le centre de G. Si nous supposons le groupe G connexe, l'algèbre de
Lie H de H est le centre de G et les espaces obtenus en modelant X x H
et X x H sur &{3L, G) lorsque G opère sur H et H par l'intermédiaire des
automorphismes intérieurs et de la représentation adjointe (et, par suite, trivia-
lement dans les deux cas), sont les centres 5l(ê) et JC(ê) de Jîl(ê) et -C'(ê)
respectivement. Au couple (y, ̂ ) sont associés, conformément à ce qui pré-
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cède, deux homomorphismes

T^p ^(ê)-^^(êv) et y^: ^(ê)-^(^),

où Jn,,(^) et ^(êv) désignent respectivement l'espace structural gauche et
l'espace de Lie de ^(âC, G^). Comme les noyaux de Y^(^) et ^^i&\ sont, de
toute évidence, 5l(ê) et J<;(ê), on peut identifier 3Tlv(ê.) [resp. ^(ê^)]
à ;iïl(ê)/.9l(ê) [resp. J?(ê)/J<;(ê)]. Mais le noyau de la représentation adjointe
de G est H, il en résulte que toute base/de G détermine un isomorphisme

a^: <^->^(^°(ê))

de ê/H dans l'espace des repères de ^(ê). D'autre part, les noyaux de a^,^
et a^^ sont respectivement 3t(<ê) et J<;(ê). Il en résulte que a^,^ et a^i^
aussi, passent au quotient et déterminent des isomorphismes dans

^n (6) •• ^ (êy) = ̂  ( 6 )/ât (ê) -. 21 (ê) et 4 (<s) : ^ (êv) =: -^ (ê)/JC (ê) -^ ̂  (ê).

Les notations précédentes, éventuellement agrémentées d'indices, seront
conservées par la suite. D'une façon générale, la lettre y sera toujours associée
à des quotients d'espaces fibres par le centre du groupe structural.

•
CHAPITRE III.

CONNEXIONS. DIFFÉRENTIATIONS COVARIANTES.

INTRODUCTION. — On peut construire le faisceau des connexions d'un espace
fibre principal différentiable à groupe structural ê(5C, G) en définissant d'abord
la notion de connexion et en formant ensuite un préfaisceau de connexions
locales. Ce n'est pas ce procédé que nous utilisons et la définition que nous
donnons ici s'inscrit dans le cadre général du « modelage ». On définit un fais-
ceau C de base âC, dit des préconnexions de type G, et des opérations de M (fais-
ceau des sections différentiables de JH = G x 5C) sur C. Le faisceau C(E) des
connexions de &(X, G) s'obtient alors en modelant C sur E (sections différen-
tiables de ê). Il en résulte immédiatement que M(E) opère sur C(E). En outre,
il existe un homomorphisme de faisceaux

^ : C->L2

(où L2 désigne comme au chapitre précédent le faisceau des 2-formes diffé-
rentielles sur Si à valeurs dans G) qui, vérifiant les conditions de compatibilité
de la proposition 1.5.2, donne naissance à l'homomorphisme

^: C(E) ->L 2 (E) .
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C'est cet homomorphisme û,^ qui définit la courbure d'une connexion.
La notion de faisceau D^-(E) des W(E)-différentiations covariantes est direc-

tement rattachée au faisceau Cw(E) des connexions linéaires sur l'espace
fibre ^l(W(ê)) des repères de W°(ê). D,v(E) et C,v(E) sont isomorphes et
on les construit par modelage, soit sur le faisceau des sections différentiables
de ^(^^(ê)). Ce sont des relations de compatibilité du type de celles des
propositions 1.5 qui montrent que D^(E) opère sur W(E), de même que D^
opère sur W. Il s'agit ensuite de montrer qu'il existe une W(E)-différentiation
covariante associée à toute connexion de ê(â£, G). Cela résulte du fait que, de
même qu'il existait des homomorphismesR^/^, R^) (voi?^ chapitre précédent),
de même, il existe un homomorphisme

R C ( E ) : C(E)- .Cw(E)

qui, à toute connexion sur & associe une connexion sur ^l(W°(ê) et, par suite,
une W(E)-différentiation covariante. L'existence d'un homomorphisme adjoint
a^^ : C(E) -> Ç(E) est une application immédiate de ce résultat. C'est au para-
graphe 3 que ces homomorphismes sont introduits. On les présente comme des
cas particuliers de la proposition générale qui montre qu'à tout couple d'homo-
morphismes compatibles (ç, A) liant deux espaces fibres principaux ê(5K, G)
et &'ÇX, G7), est associé un homomorphisme Ç^(E) des faisceaux de connexions
correspondants.

La fin du chapitre est consacrée à l'induction, par une application différen-
tiable, des différents espaces et faisceaux associés à un espace fibre principal
différentiable.

Indiquons pour terminer, que les formules classiques de Géométrie différen-
tielle locale ne sont pas démontrées, elles sont simplement transcrites dans le
langage utilisé ici. Pour leur démonstration, nous renvoyons par exemple à
Lichnerowicz [1].

1. L'APPLICATION X ET LES OPÉRATIONS DE M SUR C. — Nous noterons 8 la forme
fondamentale invariante à gauche sur G, c'est-à-dire la forme différentielle
linéaire sur G, à valeurs dans l'algèbre de Lie G de G, qui, à tout vecteur v
tangent à G en l'un de ses points, fait correspondre le champ invariant à gauche
auquel il appartient. La projection naturelle JTl = G x <SK -> G induit, à partir
de S, une forme différentielle linéaire X°, à valeurs dans G, sur JTl.

Soit m une section locale du faisceau M sur un voisinage ouvert U de XQ^SL.
Conformément à la notation introduite au paragraphe 1.10, 7n est une section
différentiable de 3TI, correspondant à m. Nous définirons alors X(m) comme la
forme différentielle sur U induite à partir de X° par l'application m : U -> JVi
ou, en d'autres termes, comme la restriction de X° à m. On passe immédia-
tement de cette définition à celle d'un homomorphisme de faisceaux

X : M -> L1
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tel que X(m)±=Xom soit la section de L1 (faisceau des i-formes différentielles
sur X à valeurs dans G) correspondant à la forme différentielle X(m) (7).

On vérifie alors la formule

( 1 1 1 . l . i ) X(m.mf)=X(m') + Adj(^-') X(m) (m, /^çM.,.).

Remap^ques. — 1° En considérant m comme une application différentiable
m : U -> G, on définit directement la forme X(m) par l'égalité

[ X ( m )]̂ . ô^ (,,.) o [ dm ].y.

2° En notant N° le faisceau des sections differentiables du produit 9t° du
centre H de la composante connexe G° de G, par â£, on voit facilement que X
applique N° dans le centre K1 de L1. Mais il ne s'agit pas d'un homomorphisme
surjectif: en effet, en anticipant sur ce qui suit, on voit [formule (III. 2.2)] que
si 6 est un élément de K1 tel que X(^) = 9 (m € M), on a dQ == o où d désigne
la différentielle ordinaire sur K1.

DÉFINITION III. 1. i. — On appellera faisceau des préconnexions de type G
sur X, et Von noiera G le faisceau sous-jacent à L1 Ce) est-à-dire L1 débarrassé de
ses structures algébriques) muni :

i° de V'identification naturelle A : C -> L1 ;
2° des opérations à gauche de M définies par

( I i ï . 1 . 2 ) C(m)w=A-ï(X(m-ï) 4 -Adj ( /n )A(co) ) (mçM, coeC).

Pour que cette définition ait un sens, il faut vérifier que

CÇmm^) ûû = C(m) ((^(W)^) (/n, m' € M.y et ^eC^).

Or,
C^W^^A-'^X^m^)-1,) -+-Adj(w/^)A(co))

= A-'1 ( X ( m'-1 w-1 ) + Adj ( mm' ) A ( w ) )

= A-1 ( X ( m 1 ) + Adj ( m ) X ( m7-1 ) + Adj ( m ) Adj ( m' ) A ( w ) )

r=C(w)C(w')ûû).

On a alors

PROPOSITION III. 1. i. — L1 opère sur G de façon simplement transitive par

(GJ, (^-^-t-ôrrrA-^ACc^+O) (wçC^ 0 € 14)

^ r î a
C(w)(&)+6)=C(m)û j+Adj (m)0 (me M,,.).

( 7 ) La forme X(w) n^est autre que la forme habituellement notée m-1 dm (m étant considérée
alors comme une fonction différentiable de U dans G).
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En effet,
C(?n) (ûû + 6) =: A-1 (X(/7z-' ) + Adj(w) (A(ûo) + 6))

^A-^ACCO^+Adj^ô)
=C(m)M+Adj(w)9.

Nous considérons maintenant un espace fibre principal différentiable ê(X, G)
de base 9L et de groupe structural G.

DÉFINITION III. 1.2. — On appellera faisceau des connexions de ê(X, G), le
faisceau C(E) obtenu en modelant sur le faisceau E Çdes sections différentiables
de ê), le faisceau C des préconnexions de type G sur X, M opérant sur Cpar C(m\

On a alors les deux propositions suivantes qui découlent des résultats géné-
raux du paragraphe 1.5 et de ce qui précède :

PROPOSITION III. 1.2. — M(E) opère à gauche sur C(E) (par m, CL)) -> C(/n)(jû,
et l'on a

Jc(^)(C(m)^)=C(j^(z)m)(^(z)w) [^çC(E), /nçM(E), .G(=E].

PROPOSITION III. 1.3. — L^E) opère sur C(E) de façon simplement transitive
^r(oj,9)^co+9[coeC,(E),9eL;(E)],^ro/^

yc (^ ) ( ^+6)=yc (^ )co+yL(^ )Ô (^€E.,).

Exemple. — Soit Cm le faisceau des préconnexions de type Gl(m, R) sur X.
On a explicitement pour ;^=(i^/)[^€ML] :

/ /" _ \
XW=(^^i/^k ) (i,h=i, . . . , m )

\7=1 /

et

/ 7" „ \
( I I I . 1 . 3 ) A ( C ( ^ ) O ) ) = ( ^ (^1^A^ /^7+^1^A^^•) ) (coeC/J.

\/^—1 /

avec A(oL))=(co^y), les co^- étant des germes de formes-différentielles linéaires
ordinaires sur X et (œ'y), une matrice carrée (?', y= i, . . ., m). Le faisceau des
connexions linéaires d'un espace fibre différentiable à fibre vectorielle dont
l'espace des repères est <% est le faisceau C^(R) (R = faisceau des sections diffé-
rentiables de (R).

DÉFINITION III. 1.3. — Une connexion sur &ÇX, G) est une section globale
rf^C(E).

L'existence d'une telle connexion résulte du fait que L^E), qui est le fais-
ceau des sections différentiables d'un espace fibre à fibre vectorielle J^ê),
opère sur C(E) de façon simplement transitive (raisonnement classique).

La notion de connexion telle qu'elle résulte de la définition ci-dessus, se
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rattache directement à la notion habituelle de forme de connexion. En effet,
étant donnée une section oo : U -> C(E) du faisceau des connexions de ê, il
existe une forme différentielle linéaire /'(co), prenant ses valeurs dans G,
définie sur eu ettelle que, quelle que soit la section y : Ll -> eu de eu, ^ restric-
tion de/((o) à j [c'est-à-dire la forme différentielle sur U induite par l'appli-
cation différentiable y à partir de/(co)], s'identifie à l'image de CD par Fisomor-
phismeyc(j).

Plus précisément, Fisomorphisme A transforme la section jc(y}^ de C
[définie en toute rigueur par Dcfy)^]^) =.7cf.y(lr))(JL)(tr)» ^ G U I en une
section de L1 qui peut être considérée comme une forme différentielle linéaire co^,
sur U, à valeurs dans G. C'est à cette forme qu'est égale la restriction à y de^co).
Encore faut-il montrer l'existence de cette dernière. Il suffit pour cela de
noter (jûf la forme induite sur JTlu=U x G parp^u, à partir de co^ et ̂ .: êu-^UxG,
Fhoméomorphisme défini par l'égalité

^-(j(^).5)=(^, s) (^eU, .s'eG).

En revenant à la définition de C(/n) et en utilisant la proposition III. 1.2, on
vérifie alors que, si y et y1 désignent deux sections distinctes de eu? 1e8 formes
induites sur eu par ^ et ^py, à partir de X°+o4 et X°+^f / respectivement,
coïncident. On définit donc ainsi, indépendamment de la section y choisie, une
forme/(co) qui possède les propriétés signalées.

Nous ne conserverons pas la notation /(c'a) et ce sera généralement la même
lettre qui représentera la forme de connexion et la section de C(E) qu'elle
représente. Nous nous contenterons de préciser éventuellement ce que signifie
exactement le symbole utilisé. Par contre, le champ invariant par les transla-
tions à droite de G sur ê, transversal aux fibres et défini par co==o où co est une
forme de connexion, sera appelé champ de connexion et noté c(co), tandis qu'on
désignera par ç^ le projecteur y^= ^~1 o co, où ^ est la forme identifiant les
vecteurs verticaux aux éléments de G Çvoir § 11.4).

2. DIFFÉRENTIATION. — Le but de ce paragraphe est de donner les formules qui
conduisent aux notions de courbure et de différentiation covariante. Le même
symbole d notera la différentiation ordinaire dans les faisceaux F (formes ordi-
naires) L (formes à valeurs dans G) et W (formes à valeurs dans un espace
vectoriel Wo de dimension m\ On a alors

( d(a A 0)=:6/a A 9 + (—i) 7 ^ A 6/8 (aeFï., OeW.^ ou L.^),
( I I L 2 < I ) \ 40, e^^O^+^-T^O,^] (OeL^eLî).

Par ailleurs, la différentiation est liée à X(/n) et C(m) par les formules

( 1 1 1 . 2 . 2 ) dX(m)^-ï-[X(m),X(m)]=o (mçM),

( 1 1 1 . 2 . 3 ) • Adj( /n- l)(6-/(Adj(m)0))=^94-[X(m), 6] (0(=L).
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D'où l'on déduit

( III. 2.4 ) ^A (C (m) c.)) 4- ̂  [A(C (m) ûù), A (G (w) ûû)]=:Adj (m) 6/A (co) + -1 [A(c,)) , A (G))] (co e C),

formule qui montre qu'en définissant un homomorphisme de faisceaux
^ : G -> L2

par
^(c.))=:6/A(c.j)+ ^[A^.)), A(C,))] (c.)€C),

on a la relation de compatibilité
i 2 ( C ( w ) ç , ) ) = = A d ] ( m ) ^ ( & ) ) (coeC, m ç M ) .

Il en résulte que rhomomorphisme i2 de C dans L2 détermine par modelage
(voir prop. 1.5.2) un homomorphisme de faisceaux

^ : C(E)->L' 2 (E) .

Si co€C(E), ^îy^) est la courbure de (D. Comme, en général, il n'y a pas de
confusion possible, nous supprimerons l'indice E et la courbure d'une connexion
(ou d'un germe de connexion) co sur &ÇX, G) sera simplement noté Q(co).

En revenant maintenant aux notations du paragraphe 11.1, en notant ^X
et Z.X les transformés de Xe'Wo par p-er(Wo) et Zer(Wo), et en étendant
ces notations aux opérations correspondantes de JU^ et W sur W, on a

( I I I .2 .5 ) ^(^(^^^e+X^.Q (^€M, 6eW),

formule dont la transcription pour une base/== (/,)(;== i, . . ., m) de Wo par
fn

rapport à laquelle [JL == ([j/y) et 9 ̂ Vô'/,, est

(III.2.6) ^ ̂ ^•d^i^fi^ ^ (^0^+^^y^4AÔ / ')/<•.^ ^^./(^O^V;= ̂  (^+^-
i,/\k=-l i, /',/:=]

3. DIFFÉRENTIATION covARiANTE. — Soit C\v le faisceau des préconnexions de
type r(Wo) sur aC. A coeC^.z, on associe l'opérateur A : W.,.->W^. défini par

(111.3 .1) A6==^0-+-A(c») ) .0 (6eW.z.).

Si A' est associé à o7eCw,.z et si (ij^co^, on a manifestement A ̂ A'. L'en-
semble des opérateurs A correspondant à tous les éléments de C\y constitue donc
un faisceau D^y isomorphe à C^y et appelé faisceau des ^-différentiations cava-
riantes. On notera B^y : Cvy->Dw l'isomorphisme canonique résultant de la défi-
nition de Dyy. Le faisceau M opère sur Dyy par des opérations notées D(pi) et
définies par
(111.3.2) ' D ( ^ ) A = = j j L o A o ^ 1 (^eMw),
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D(^) et C([x) sont liées par la formule de compatibilité

(111.3.3) D( j jL )Bw(c .5 )=Bw(C(^ )co ) (coeCw)

qui résulte de (III. 2.5).
Comme on peut faire opérer M sur D^ et Cw grâce à l'homomorphisme

RM : M -> M^, déduit de R : G -> T(Wo), on peut construire par modelage sur E,
les faisceaux Dw(E) et C^(E), isomorphes par

B W ( E ) : Cw(E)- .Dw(E),

comme le montre la formule de compatibilité (III. 3.3). D^y(E) est le faisceau
des W(^)-différentiations covariantes et nous verrons dans un instant que Cw(E)
est isomorphe au faisceau des connexions linéaires de W(E).

D'autre part, la formule (III. 3.2) qui s'écrit également

( D ( ^ ) A ) ( ^ 8 ) = ^ ( A 9 )

montre que AeD^(E) opère sur W.^(E), avec la formule habituelle
•

yw(^)A6=(y,^)A)C/w(.^)ô) [^€E, ,A€Dw, . . (E) ,6eW,(E)]

et aussi que M^(E) opère sur D^v(E), opération notée D(pL), bien entendu.
Les formules fondamentales suivantes relient la différentiation covariante à la

multiplication extérieure par les formes de la base, d'une part, à la courbure,
d'autre part
(111.3.4) A a A 6 = = ^ a A 9 + ( - i ) ^ a A A 9 [açF.Ç, 6çW..(E)],
(111.3 .5) A'Orrr^c^.ô [ w e Cw ( E ) et A = Bw (E) (ûù)] .

Leur vérification est classique. Remarquons qu'en toute rigueur (III. 3.5)
n'a de sens qu'en fonction de la proposition III. 3.1 ci-dessous, puisque nous
n'avons défini la courbure que dans le cas d'un germe de connexion et que nous
n'avons pas encore montré que Cyv(E), dont fait partie oo, est le faisceau des
connexions de ^l(W°(ê)).

Pour vérifier cela, on définit un isomorphisme

y'cw(p) : Cw,.r(E)—c/^

pour tout p e R [faisceau des sections différentiables de (5l(W°(ê))], par
m

P==(p0^ ./(^(p)"^^), BW(E)(^)=A et Ap^^û^-py,
7=1

Les formules (III. 1.3) et (III. 3.4) montrent que

^(p.^^C^-^oyc^p) (peR^çM^),

Ann. Éc. Aor/n., (3), LXXV. — FASC. 4. 87
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ce qui entraîne la proposition :

PROPOSITION III. 3.1. — V isomorphisme

^=^(9)°JW (peR),

ne dépendant que de la projection de p sur X, identifie Cw(E) et C,»(R) qui seront
donc appelés l'un et l'autre^ faisceau des connexions linéaires de W(ê).

4. HOMOMORPHISMES. — Soit (y : G -> G ' , h : & -> ê^) un couple d'homomor-
phismes compatibles. A <p sont associés y . 'G—"G 7 ainsi que <p^, 0^, <p^, CL.
Nous allons voir qu'on a

c p L ( X ( w ) ) r = X ( < p M ( ^ ) ) (mçM).

En effet, notons rf© la différentielle de y, et soit m une section de M sur U.
En considérant m comme une fonction différentiable de U dans G :

[X(w)]^==fc(^ o[dm}^
et

X(^(m))^== ^(,7,1.̂ ) o [d(^ om)]^= ô^(^(^) o [d^}^} o {dm\^

La formule annoncée résulte alors de

?°^=^(.r)°[^?L- (j€ G)

qui sert à définir y.
Il en résulte qu'en notant C (resp. (7) le faisceau des préconnexions de

type G (resp. G') sur Si, il existe un homomorphisme

. 9 c : C-^C1

défini par
cpc == A~1 o cp^i o A

pour lequel on a la relation de compatibilité

c p c ( C ( / n ) c o ) = C ( c p M ( ^ ) ) < ? c ( c » ) ) (&)€C) .

En vertu des propositions du paragraphe 1 .5 , il existe donc un homomor-
phisme

??(E) : C^E)-^^)

relié à ©c par la relation habituelle

?c(yc(-s)^)=yc'(A(-s))îpî(F,)(^).

On déduit de cette dernière formule, transposée en termes de vecteurs
tangents, qu'étant données une connexion CD sur & et ^' = ̂ (^(co) [ou, si Fon
préfère, CL/= y^oco], on a, en conservant les notations co et o/ pour repré-
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senter les formes de connexions correspondantes

^AO-) ° (dh)y= 9 o wy (jeê),

où œ^ et (D^ sont des formes linéaires sur les espaces vectoriels tangents à &'
et ê aux points A(y) et y, qui prennent leurs valeurs dans G' et G, et où (dh\,
différentielle de h au point j, applique les vecteurs tangents à & au point y dans
les vecteurs tangents à &' au point h(y). Il en résulte également que le champ
de connexion c(co) est projetable par h et que, sur A(ê)c<^, son image À(c(co))
est (-(co7).

En outre, on vérifie que l'image de la courbure d'une connexion co par l'homo-
morphisme <p^ est la courbure de la connexion-image de co par 9^^ :
( I I I .^ . i) ^î(^^(^))= 9^(^(co)).

Application. — En particulier, et d'une façon tout à fait analogue à ce qu'on
a vu au paragraphe 11.5, il existe un homomorphisme

R C ( E ) : C (E) -^C ,» (R)=Cw(E)

associé à (IV, ^ /) mais indépendant du choix de/puisque, après identification
de C^(R) et Cw(E), R^) provient, par modelage, de R(, : C -> C^.

L'image de C(E) par RC(K) est le faisceau des connexions linéaires de type R.
L'image du faisceau des connexions de type R par R^ ̂  est le faisceau des diffé-
rentiations coloriantes de type R. Étant donnée une connexion co sur &(X, G),
Rc(K)(co)=(;ï est la connexion linéaire de type R associée et l'opérateur A = B^^(oï)
est la différentiation coloriante de type R associée à co ou encore, la W(E)-^7^-
rentiation coloriante associée.

Les formules (III. 3.5) et (III. 4. i) montrent qu'en conservant les notations
précédentes, on a
(III.,..) j^)=R^(.))

\ ^•2Q=^(E)(^(u))^ OeW(E)].

Cas particulier. — Soient W, et W, deux espaces vectoriels sur lesquels G
opère par l'intermédiaire de W et R^, et A(u, ̂ )(?/e^, ^eW'o) une appli-
cation bilinéaire à valeurs dans W[ telle que

(111^.3) A(R(s)u, Rf(s)^)=R'f(s)A(u, v) (sçG).

Cette égalité entraîne, pour les représentations R, R/ et R^ de l'algèbre de
Lie de G,
( I I I . ^ . 4 ) A ( R ( X ) ^ p )4 -A(^ R / ( X ) P ) = = R / / ( X ) A ( ^ P) ( X € = G ) .

De (III. 4.3), on déduit l'existence d'une forme bilinéaire (antisymétrisée)

A(9, 6'), OeW(ê), ^çWÇô) et A(6, ô^eW^ê).

Si A, A^, A^ sont respectivement les W(E)-, W\E)- et W^E^différentiations
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covariantes associées à une même connexion co de &(X, G), la formule (III.4.4)
montre qu'on a

(111.^.5) ^A(Q^')=A(^, O^^ 1)^(0^6') [ 6 e W ^ ( E ) e t O / e W / ( E ) ] .
Exemple :

^<6, 9 ^ > = < A 9 , 0^>+( -^< (^ ÂQ') [6eW^(E), O^^E)].

Remarquons enfin que la formule (III.3.4) est un cas particulier de (III.4.6).

5. I/HOMOMORPHISME ADJOINT C(E)-^(E). — Dans le cas où Wo=G, le
faisceau C,, sera noté ̂  et rhomomorphisme Rc^ devient un homomorphisme

ac^ ) : C ( E ) ^ Q ( E ) = = C , ( R )

appelé C(E)-homomorphisme adjoint [dans C,,(R), R désigne naturellement le
faisceau des sections différentiables de (%(^°(êy|.

Quant au faisceau D,v(E), il sera purement et simplement noté D(E) lorsque
Wo==G. I/isomorphisme B correspondant

BL(E) : G(E)-.D(E)

joint à a^^, associe une L(E)-différentiation covariante à toute connexion
sur ê(a:. G). En effet, ^(E) transforme d'abord coeC(E) en ̂ = û,^(oû)eC(E^
et BL(^ associe à ^ un élément de D(E). On notera V(E7le faisceau-image
de C(E) par ces deux homomorphismes

V ( E ) = = B ^ ( i , ) ( a c ( K ) ( G ( E ) ) ) c D ( E )

et on rappellera faisceau des différentiations covariantes de type adjoint. L'image
par BL(^°^^ d'une connexion co sur ê(a:, G) sera appelée la LÇEydi/éren-
tiation covariante associée à (D (ou différentielle covariante de type adjoint
associée).

Comme M(E) opère sur D(E) par D(^), M(E) opère sur V(E) par

V(77î)=:D(^i^)(w)) ' [mçM(E)]

et la formule (III. 3 .2 ) s'écrit

V(m)A=:Adj(m)oAoAdj(m-1 ) [AeV(E) et mçM(E)].

Formules fondamentales. — La formule (III. 4.6) montre qu'on a,
pourve^(E) :

( I I I . 5 . i ) A[9 , Q ' ]=[A9, Q / ] + ( - T ) ^ 9 , A 9 / ] [OeL^(E) , O^ME)]

et, si A est la L(E)-différentiation covariante associée à co, l'égalité (III. 4.2)
donne
(m - 5 - 2 ) A^^^ç^O].
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En outre, dans ce cas-là :

(111.5.3) A ( ^ ( û û ) ) = = o (identité de Blanchi).

D'autre part, on a les relations suivantes où co et 9 sont les formes différen-
tielles sur & à valeurs dans G respectivement attachées à une connexion et à
une forme tensorielle

(111.5.4) ^(w)=dw-{- - ' -[ûû, ûû] et A 9 = = ^ 9 + [ & ) , 0].

Enfin, signalons qu'en recommençant les opérations précédentes avec
l'espace fibre principal Jl(J,?°(ê)), on peut définir un homomorphisme
adjoint ̂ .

Diagrammes. — Tout ce que nous venons de dire au sujet des homomor-
phismes adjoints peut être résumé par les diagrammes suivants où, ainsi que

,X(£),
G===>^ ^£(£)

^ H a^) l3^
6eCn.R)==>^ v ^f(S)

^M^)'"" "

-î= M(E).

^^M<E)^
Fig. 4.

nous Favons déjà indiqué, les traits pleins figurent des homomorphismes
lorsqu'ils sont simples, des isomorphismes lorsqu'ils sont doubles et où les
pointillés indiquent qu'un espace opère sur un autre, de façon simplement
transitive si le trait est double. Nous donnons d'abord le diagramme relatif aux
espaces fibres, puis celui relatif aux faisceaux. Ces diagrammes sont compatibles
en ce sens que toutes les égalités du type de celles données aux paragraphes 1.4
et 1.5 sont vérifiées.

Application. — On a vu que, en supposant G connexe, a^^ et a^,^
permettent de déterminer des isomorphismes dans

^(^ ^(ê)/^(ê)-.^(ê) et 4(^: J?(ê)/JC(ê)^(ê).
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De même, (^(E^K^E) est le faisceau des connexions de êv=ê/H[il suffit
pour le voir de remonter à la définition et de tenir compte de la deuxième
remarque du paragraphe III. 1, grâce à laquelle on peut faire opérer M(E)/N(E)
sur (^(E^K^E), en faisant passer C(m) au quotient] et l'on a un homomor-
phisme canonique

Y C ( E ) : C(E)->C^)=C(E)/Ki(E)

et un isomorphisme dans

aî^: C^(E^)=C(E) /^(E)-^£(E) .

On peut remarquer que, de même que G^==G/H opère sur G par l'intermé-
diaire des automorphismes intérieurs, on peut faire opérer G^ sur G par l'inter-
médiaire des automorphismes adjoints, puisque le noyau de la représentation
adjointe est le centre H de G. Par modelage, on obtient les espaces jn(êv) et
^(ê^) qui sont manifestement isomorphes à JTl(ê) et ^(ê). On ne peut pas
procéder de la même façon pour G. Cependant, toute connexion o/ sur ê(3C, G)
détermine — conformément à la théorie générale des W(E)-différentiations
covariantes — une L(E^)-différentiation covariante qui n'est autre que celle
correspondant à la connexion linéaire ^^(co'). De sorte que, s'il existe une
connexion co sur & telle que CO^Y^E)^)? 1e8 L(E)- et L(E^)-opérateurs de
différentiations covariantes associés respectivement à OD et co', coïncident. Or :

PROPOSITION III. 5.1. — Étant donnée une connexion o/ sur ê^, il existe toujours
une connexion co sur &(X, G) telle que o/== ^(E)^)-

En effet, K^E) opère de façon simplement transitive sur Yc^0^)» et K^E)
est le faisceau des sections différentiables d'un espace fibre à fibre vectorielle :
on retombe sur un raisonnement du même type que celui démontrant l'existence
d'une connexion globale sur tout espace fibre principal différentiable à groupe
structural (8).

6. HOMOMORPHISMES (suite et fin). — II s'agit, dans ce paragraphe, d'examiner
d'abord comment se comporte le faisceau des L(E)-différentiations covariantes
adjointes par rapport aux homomorphismes associés à un couple d'homo-
morphismes compatibles (y, A), puis de résumer par un diagramme l'effet d'un
tel couple sur les espaces associés aux espaces fibres principaux considérés.

Nous nous donnons donc comme d'habitude, deux espaces fibres ê(5C, G) et
&'(X, G') liés par (9, h). Soit A le germe de L(E)-différentiation covariante
associée à coeC(E) et soit A^ le germe de L^E^) — différentiation covariante
associée à Ç^(E)(^) ( 9 ) -

(8) On a un résultat identique en substituant à (y, y^) un couple (y , A) quelconque.
' ( 9) On peut vérifier qu'en posant A'= y^E^); °n définit un homomorphisme.
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PROPOSITION III. 6.1. — Dans les conditions ci-dessus, on a

A'oçp^^çp^oA.

Cette égalité résulte de la même relation, vérifiée pour les faisceaux C, V et
L. Or, si A et A' sont associés respectivement à co et yc^)» [^€C], on à, par
définition

A 9 = = ^ 9 4 - [ A ( c o ) , 6] ( 9 e L )
et

A^L(9 )=^L(9 )+ [A(cpc (c* ) ) , ? L ( O ) ) ] .

Or, yc(co)=A- l('pL(A(oD))) et r f o ^ = ( p ^ o r f , ainsi qu'on le vérifie immé-
diatement en choisissant une base de G, une base de G^ et en exprimant o^ P^
une matrice à coefficients constants. Les trois dernières formules démontrent
la proposition. Cette démonstration ne diffère pas essentiellement de celle qui
permet de vérifier la formule (III. 4. i).

Diagrammes. — En résumé, l'effet d'un couple d'homomorphismes compa-
tibles (op, h) peut être représenté par les diagrammes compatibles suivants :

^JVL=Gx3E ^X(£)^

^ ^^^^ ̂  ̂ ' ^^je(£)
«5 1 V 1 h y11 1 ^h^ •x r x<£) i ^^^ „ ^^-^^ v ^'(£')

Jl=Gx f" ^^^^ X'(€1)""

^^ .̂ M(E^
^/ \^ ^^^^ \ ""-

^ ! \^ ^-"^S^E) ——————V^^>,
^/ .-^^ ^ L(E)^^^, a\ .^C(E)\,/ ^-yL T Lvc/^—-—,. ^

^V-'"' '"'—-V(E)'
o? [ (p (p L <ph (ph | (fh
•C f ^M 'L UE) M(E) Y C(E)

^^-^ > < - - V -——-—'o'^0^
' \ '^L/ F- L (E') Ï^—————^ / ^C1 \ ^U ^ L'(E') ^——————..Z-—» c/(£>)

••- .̂̂ •••---••-•C.-"î?----7'
^ M ' ^ "^^M'CE')

La compatibilité de la partie gauche de ce diagramme entraîne évidemment
la compatibilité de la partie droite et les deux côtés sont reliés par des formules
du type de celles de la proposition 1.5.2 :

nu 6 i) ^• / z î (^(^)o^ z(£)=^ z <v z^ (^e £)
( (£=ê etZ=OVL, J"[resp. s =: E et Z = L, M, G, V j ) .

7. ESPACES FIBRES ET FAISCEAUX INDUITS. — Soit / : X' -> X, une application
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différentiable d'une variété différentiable X' dans X. Conformément à ce qui a
été dit au paragraphe 1.10, il existe dans (ou entre) les espaces fibres et les
faisceaux induits :

/-Kê), /^(^(ê)), /-^(ê)), /-i(E),
f-i(M(E)), /-^(L(E)), /-i(C(E)), /-i(V(E)),

les mêmes structures algébriques que celles existant dans (ou entre) les
espaces et faisceaux ê, Jîl(ê), ^?(ê), E, M(E), L(E), C(E) et V(E), y compris
les applications « point ». Ces structures sont liées les unes aux autres par les
homomorphismes induits /^. Mais, si /^(JTl^)) est l'espace structural
gauche de/"1^), si /"^(^(ê)) est l'espace de Lie de degré o de /"^(ê), par
contre, /^(^(ê)) n'est pas, en général, l'espace de Lie de/"1^), pas plus
que /"^(E) n'est le faisceau des sections différentiables de /"^(ê). Cependant,
de même qu'il existe un homomorphisme de /^(E) sur le faisceau E' des
sections différentiables de ê'= /^(ê), de même, il existe des homomor-
phismes, notés/, de/-i(JT^(ê)),/-l(^(ê)),/-i(M(E)), etc. sur les espaces
ou faisceaux correspondants intrinsèquement associés à Q\3L!', G), c'est-à-dire
Jîl^ê'), £\&'), M^E'), etc. Ces homomorphismes sont des homomorphismes
de toutes les structures algébriques existant sur ces espaces, y compris les
applications « point ». Explicitons cela pour L(E) et C(E). Compte tenu de la
proposition 1.5.1, il suffira d'établir l'existence de ces homomorphismes pour
L e t C .

Remarquons tout d'abord que la différentielle (rf/% : ^o0"^®^^ (10) se

traduit par un homomorphisme

(dff: ^o-V-1^0)
défini par l'égalité
(111.7.1) {f^°W)^=W)^

où y|o est, conformément à nos notations, l'homomorphisme induit

/|o: /-Tê0)-^0.
Nous poserons alors

(111.7.2) /^(9)=ô°(^ (ôe-^).

En passant aux faisceaux, l'égalité

ÂW-/^O) [ôey-^L)],

permet de définir l'homomorphisme

A: f-^(L)->L'.

(10) %/0 désigne Pespace des vecteurs tangents à X', de même J?7 est Pespace des formes diffé-
rentiables sur X' à valeurs dans G, JÏl'== G x X', etc.
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De même, en posant /^ == identité, on définit/M : /"'(M) -> W par l'égalité

fM(m)=f^(m) [mçf-^M)],

et l'on a les relations de compatibilité

^oAdj(^)=Adj(/^(^))o/^ [mçf-^3n)=3}V]

/LoAdj(m)=Adj(/M(m))o/L [mçf-^(M)].

Ces dernières relations montrent que la proposition 1.5.1 est applicable et
qu'il existe, par suite, un homomorphisme

/ L ( E ) : /-^(E^L^E7)

lié à/i par les relations habituelles.
Montrons maintenant qu'on a

( I I I . 7 . 3 ) Xo/M=/ ,oX.

En effet,soitme/ - - l(M)[avecJo(m)=^et/(^)=J].ApartirdeX:M-^L l

est induite une application Xî/ '^M) —/-^(L1) et, pour définir X(m), nous
choisirons une section locale m de M passant par/â(m). On a alors

^(X(m))=X(/â(m))=X(m(j)),

tandis que f^(m')=m\x) avec m! =Jh^f. Comme /f(X(m))==X(m)o(rf/y,
il s'agit en définitive, de vérifier

soit
(X^o^.^X^)),,

(à o dmo df\Tc== ( ôo (d(7nof)))^^

ce qui est évident.
En revenant à la définition de C(m\ la formule (III. 7.3) montre alors qu'en

définissant
/c: f-i(C)->Cf

par
A-ofc==fL°^

c est compatible avec /^ lorsque /-^M) opère sur /^(C) par CÇm) et que M'/:
opère sur (7 par C(m) également. On en déduit l'existence de /^p lié à/; par
les relations habituelles.

Diagrammes. — En procédant ainsi pour tous les espaces envisagés, on
Ann. Èc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 38
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vérifie qu'on a les diagrammes compatibles suivants où la compatibilité de la
partie gauche entraîne celle de la partie droite :

S <-.—-.—— A ======.> f ̂ ^^jy^). ->^(t)

Vîr\f)<—.-
if^t

ĴW. ^ f«Î(E)jmE)
-r1 (j>i)======^r1 (£)<====== ^1(JH(E))—->^1(£(g))

^ T-y v
^ <——-x l=f" lcx)===

P
^^r^Œ)^

Fig. 6.

JL xœ)
^==A'(€') —

^(£)

-> £'(€')

/M'̂/ // // //• /
/ /

^ // ' -
/^^\
'^

////
/ -1 ' -1

^ f(L)) f (L1 ) .^
U}'

A

^

^
/

/ \

, . L ' ) L ' 1 - . , \
> ^sr •^——.^---^ \\7-r ir——^*.1?

•̂̂

^
-t

„"•«'./// /

f
/

,'^

sT'-

\
IV/// \v^ / N ^^

/ / N ^^/ ^ '̂^ / \ ^^ / \\
/ N
r \

r^sv <'̂\ s .̂,
\ ^\ ^^

• ^>

\ \
\
\
\

"-^ '<
-^^ c
f^•M

v^^ ^
\ \-
\ .̂
\ ^
\
\
\
\
\^

-̂ ^è "^^

?M
\1

1^

s
,̂̂
.
<»

/\^

'Às\^,
•̂

1

M<E^
^ 1

.^> 1^ /^ f

\ ^ /^ ^ ̂  1^ /

<.
^-lA'

f(E)

^^i
C'fFn-é^^^ ' - v ' rpn

\. > ^-•••
CtE)'^—'

^

.^

^
//

fCCCE))^'1'1

^

/
^

, .^
A"i

)

f^'C(E)
-1

,f(MCE))
^ 1^ i

^ f// i
i

l
ffii

^

^(E)
>

M

^ / ^ \^ / \ \
<- / \ N

// \ .^
/ L^E'XL'ti

A \\
\\
\ \
\ ^^
\ \\. \

1 -< ^^L(E)(L(E) \
-ft^

f^' M(E)

^\\ \
\ \\\

\
\
\
^

-1 - .
fCL^EîXfCLCE)) "
^-^^

M(E)

'(EQ

t ̂ -^̂ \7 fC \

r^
•UE)

\\ \\ \

^ ^s -'
^•\f<T7/C^

^(E)

\
\

E^^

f^'V(E)

^

V(E)

Fig. 7.

Soit alors V un ouvert de 3L' tel que /(V) c U (ouvert dans X) et soit a : V -^ Z
une section locale différentiable (resp. continue) de Z(Z==ê, JTl, j?, Jîl(ê),
^(ê) [resp. Z=E, L, M, C, V, L(E), M(E), C(E), V(E)]). A partir de ^
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/ induit d'abord sur V une section locale a^ complètement définie par l'éga-
lité (11)

/J(^(^))=Œ(/(^)) {œ^X').

On obtient ensuite une section a ' de U en posant

•^=/z°^.

De sorte qu'en définitive, cette dernière section est complètement déterminée
par l'égalité

^)=/z(/zW(^)))) (x^X').

En appliquant cette construction au cas U = X, on voit que toute forme de
Lie sur &(X, G) induit une forme de Lie sur f-^êÇX, G)), que toute
connexion sur ê(3C, G) induit une connexion sur /^(^(âC, G)), que toute
différentiation covariante induit une différentiation covariante, etc.

8. APPLICATION. — Ce paragraphe est consacré, en vue d'applications au
chapitre VI, à un cas où induction et homomorphisme se combinent. Consi-
dérons deux espaces fibres principaux différentiables &(X, G) et &'(X, G')
de même base et supposons qu'il existe un homomorphisme d'espaces fibres
diftérentiables à fibres-groupes de Lie :

^(^ ^(&)-^3Xi'(ô1)

des espaces structuraux gauches de ê(5C, G) et ê'(â£, G7) auquel est associé
l'homomorphisme

^(^ ^)^^(^)

de leurs espaces de Lie, puisque ^.(ê) et X^°(ê') s'identifient aux algèbres de
Lie de 3VL^(ê) et 3Tl^(ê'). Nous ne supposons pas que ces homomorphismes
proviennent d'un couple (y, h), mais nous nous donnons deux connexions OL)
et (o' sur ê et &' respectivement, liées à <P^(<S) par les relations suivantes où A
est la L(E)-différentiation covariante associée à co et où A' est la L^E^-différen-
tiation covariante associée à co' :

(III.8.1) A ' o ( p j L ( E ) = 9 L ( f c ) ° A ,

^(^^^(E^M).

Nous considérons alors une application différentiable

/: x-^x

d'une variété différentiable S^ dans âC. Il s'agit de montrer qu'on se trouve,

( n ) Voir la fin du paragraphe 1.7.
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sur a;, dans la même situation que celle qui existe sur X. Notons w la connexion
induite sur /-'(ê) à partir de co, &7 la connexion induite sur /-'(ê') à partir
de w ' . L'espace jiej^ie (resp. structural gauche) de ê =/-*(<§) étant noté
£ (ê) Jjesp. 5ÏÏ(ê)],^celui .de (i^/-1^) sera désigné par ^(ê')
[resp. ^'(d^J. Enf în^AetA ' sont les L(Ë)- et L^-différentiations cova-
nantes associées à w et w ' (c'est-à-dire induite à partir de A et de A').

L'induction transforme les homomorphismes y^(,s) et ç^g) en homomor-
phismes y^g) et ç>^^ définis par les diagrammes commutatifs suivants :

x = f ( x ' ) (x'ejo
^ï)——y———>^<f) £ ( £ ) ————-————^ .g. (g.)
'̂  A(ï) ^ L-i ^£) x

JW(^) ' M ' r ^ ^ K^^.,- F<^ pœ, i^,,,
)̂)],, [f™^, [f-œ(î))]^, [H£<,))]

1^^) l^<s,, I f^g) • k,^,
^(S)-^——^A,,(£-) ^(g,________^'£•.(£')

x(i) ^(S)
Fig. 8.

De la comparaison de ces deux diagrammes, on déduit immédiatement que
?5n(5) et ^(a) sont associés. De plus, il est facile de voir qu'on a

(III.8.2) (^K^'PKiO0^
( a((o')=^^(a(co)).

Il suffit pour cela de se reporter aux diagrammes du type de ceux du paragraphe
précédent relatifs à ê, /, ê et à &', f, &'. Les parties de ces diagrammes faisant
intervenir les faisceaux des connexions, les faisceaux de Lie, l'application
« courbure » et les faisceaux des différentielles covariantes, permettent de
vérifier la formule (III. 8.2).

9. SOUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX DIFFÉRENTIABLES. — Soitê'(a', G') Une SOUS-

espaces fibre principal différentiable à groupe structural de ê(££, G). En
d'autres termes, &'(X, G ' ) est un espace fibre principal différentiable dont
l'espace &' proprement dit est une sous-variété de & et dont le groupe struc-
tural G' est un sous-groupe de G, muni de la topologie-réunion de la topologie
induite et de la topologie dont les seuls ouverts sont les composantes connexes
par arcs de G7 dans G. Si l'on désigne par 4 et lu,, les inclusions

I^ : ê ' - ^ ê et le - : G'-.G,
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le couple (1^, Ij est un couple d'homomorphismes compatibles. Ce sont même
des isomorphismes dans. Les homomorphismes associés

I^(^): ^Xil(&')->^}^ô),

l^(^) '' ^(^) ^(ê),
Icw : C^) -^C(E)

sont aussi des isomorphismes dans. Cela permet d'identifier :

^(^(^W) à l'espace de Lie de ̂ (^, G') ;
^(^(^(êQ) à l'espace structural gauche de &\X, G');
Ic'^C^E7)) au faisceau des connexions de &'{X, G').

Dans la suite, nous ferons toujours complètement ces identifications. Une
connexion sur^, considérée comme une section de C(E), sera dite « étendue»
à ê(as, G). Le même terme sera également utilisé pour les sections de l'espace
de Lie ou de l'espace structural gauche de ^(âF, G7).

CHAPITRE IV.

HOLONOMIE. FAISCEAU ^INVARIANCE D^UNE CONNEXION.

TRANSPORT PARALLÈLE.

INTRODUCTION. — Dans la définition que nous donnons ci-dessous, le groupe
d'holonomie d'un espace fibre principal muni d'une connexion co n'est pas
exactement le groupe habituellement désigné sous ce nom. Au lieu d'être un
sous-groupe de G dépendant d'un point y de ê, c'est, en un point x de la base,
un sous-groupe ^(^) de 31 .̂(ê) qui n'est fonction que de x. Le groupe
d'holonomie habituel enyeêa; est alors y^(y)^(co). A un lacet l^ de la base
est donc associé un élément unique de ^(oo).

On passe ensuite à l'étude des propriétés des opérations C(w) de M(E)
sur C(E). Le résultat essentiel, et. d'ailleurs immédiat, est le suivant : étant
donnée une connexion oj sur <ê(^C,G) et une section globale de 3îl(ê) [à
laquelle correspond évidemment une section de M(E)], cette dernière, opérant
par C(m), transforme OD en une connexion CD' tandis que, en opérant à gauche
sur ê, elle transforme tout chemin (o-horizontal en un chemin co'-horizontal. A
partir de là, on peut relier les .propriétés du faisceau d'invariance d'une
connexion co [c'est-à-dire du sous-faisceau de M(E) laissant co invariante par
C(m)], aux groupes A'holonomie locale de oo : la fibre en xç^X du faisceau
d'invariance de co est algébriquement isomorphe au centralisateur (12) du
groupe d'holonomie locale en x.

(12) Oa commutant dans JlLy(ê).
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La proposition, la plus importante démontrée au paragraphe 5 concerne le
passage, lorsque G est connexe, d'une connexion co à une connexion co+9,
où 9 est une section globale du centre de I/(E). En gros, 9 détermine alors une
connexion sur le centre 5t(ê) de cTH(ê) [5l(ê) étant trivial, on peut le consi-
dérer comme un espace fibre principal dont le groupe structural est le centre
de G] et, en notant r^(4) l'élément de c^l(ê) associé dans ces conditions à tout
lacet 4;, on a

T^O(^=TO(^)^(^

égalité où T^(/,c) représente l'élément de l'espace structural gauche associé à l^
et à GO.

Enfin, le dernier paragraphe est consacré à des rappels sur la notion de
transport parallèle [dans 3TL((ê) et X?°(ê) par exemple]. On se borne, en
général, à fixer des notations et à énoncer les résultats qui seront utiles par
la suite.

1. CHEMINS HORIZONTAUX. — Soit 1 l'intervalle fermé fo, i]. Une application
/ : ï->x

définit un chemin différentiable de la variété différentiable X si la fonction / est
elle-même différentiable (14), c'est-à-dire s'il existe un intervalle ouvert I'
contenant 1 et une application différentiable // : F-> 9L dont la restriction a i
est /.

Étant donné un tel chemin différentiable / et un espace fibre principal diffé-
rentiable ê(5C, G) muni d'une connexion oj, considérons l'espace fibre /'"^(ê),
de base I7, induit par //, et soit oo^ la connexion induite. Choisissons un point
y€ê/(o) et soit z l 'unique point de la fibre de /^(ê) de projection 0, tel
que/^(-3) =y {l'j= homomorphisme induit). Le champ c(co^), invariant par G,
est intégrable puisque c'est un champ régulier de vecteurs. Soitï : F—/"1^)
l'unique variété intégrale passant par z. On appellera chemin co-horizontal de
projection / et d'origine j, le chemin

\ - : 1 -> ê

défini par
\^~S.

Il est clair que ce chemin ne dépend pas de l'extension // de / et qu'on
a À ^ ^ = = D ^ o X ^ ( ^ e G ) . En revenant à la définition du champ de connexion
{voir § III. 1) et de la forme de connexion, on voit que s peut être défini par
l'équation
(IV.l. ' i) A[y^(.)^]==o.

(1 4) Rappelons que « diiïerenliable » signifie de « classe C^
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Soit maintenant [L : ï -> î un homémorphisme différentiable de 1 et /i = lo UL.
Comme l'homomorphisme induit

V-t.W' F-1^-1^))^-1^)

est un isomorphisme de/7\ê) = ̂ -l(/-l(ê)) sur ̂ (ê) et que la connexion
induite par ^ à partir de co coïncide avec la connexion induite par a à partir
de oj^, il est clair que le chemin cû-horizontal de projection l^ est

?,1 =. \y 0 .̂.

En choisissant un homéomorphisme [L dont toutes les dérivées s'annulent
pour o et î , on peut donc toujours se ramener au cas où toutes les dérivées de
/: 1 -> X s'annulent au points o et î . Cette remarque permet d'éviter de parler
de chemins différentiables par morceaux puisque, si toutes les dérivées de /
et /° s'annulent pouro et î , le produit l.lo, défini par

( l . l o ) ( t ) = l o ( < 2 t ) si o^^:1

2

( l . l ° ) ( t ) = : l ( 9 . t - l ) Si I^^ 1
[ /°( i)=/(o)

est différentiable, et que ses dérivées s'annulent pour o et î . Par la suite, nous
considérerons, en général, des chemins de ce type et nous dirons qu'ils sont
définis par une représentation amortie.

En particulier, on appellera lacet différentiable en x^X, tout chemin diffé-
rentiable 1^:1-^X tel que 4;(o)=^(i)=.z?, et lacet amorti en œ, tout lacet
différentiable en x dont toutes les dérivées partielles s'annulent pour o et î . Il
en résulte qu'un lacet amorti ^ peiit être défini par une application diffé-
rentiable

^ : s1 — x
du cercle S1 orienté, muni d'une origine et paramétré par une application
différentiable régulière a : 1 -> S1 [a(o) = a(i) ̂  o]. On peut en effet poser

^(a(t))=W (tçî).

Par ailleurs, à tout lacet ̂  (amorti ou non) est associé un élément T^ (4) e Jlt(ê)
défini par les égalités suivantes :

^(^)=^z(j)^r et ^y(i)=\(o).Sy=y.Sy,

où \y : î -> & est le chemin oo-horizontal d'origine y €=ê^ se projetant sur 4. On
vérifie que Sy,^ = (j~1 Sy a, ce qui justifie cette définition qui pourrait aussi bien
être donnée sous la forme

^(^)=^ avec ^y(i)z=m.y [mç.3Xi^.(ô)}.
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On vérifie immédiatement que, si 4 et l^ sont deux lacets amortis en x et
si Ix'l^c désigne leur produit (au sens défini ci-dessus), on a

^(^)T^.)=T^(/,.Ç.).

Comme, de plus, si l~^ désigne le lacet défini à partir de 4. par
l^{t)=l.^i-t).

on a
^(V)=(^W)-\

on voit que l'ensemble des T(.)(^) pour tous les lacets assortis en x (et, par
suite, pour tous les lacets sans exception) est un sous-groupe de c)Tl^(ê). C'est
le groupe d^holonomie en x que nous noterons ^((jû). Rappelons que c ' est un
groupe de Lie, du moins lorsqu'on le munit de la topologie-réunion de la
topologie indaite et de celle dont les seuls ouverts sont les composantes
connexes par arcs de ^(co)dans c7ÎLc(ê). L'ensemble de ^(co)(.reac) est un
sous-espace fibre différentiable à fibre-groupe de Lie de 3Tl(ê), noté ^(co) et
appelé espace d^holonomie de co.

Nous appellerons nappe d'holonomie passant par y ce l'ensemble des points
de ê atteints par des chemins co-horizontaux d'origine y. On sait que c'est une
sous-variété différentiable de ê. Compte tenu de l'invariance de l'ensemble des
chemins co-horizontaux par les translations à droite de G, il est clair que la
nappe d'holonomie passant par y est un sous-espace fibre principal de ê(5C, G)
de groupe structural j^ (y) ̂ (co) [^==jo(j)]. L'espace d'holonomie %(co) est
alors l'espace structural gauche de cette nappe d'holonomie et, par suite, de
toutes les nappes d'holonomie.

Revenons aux notations du début de ce paragraphe. Dire que? est une variété
intégrale de c(^) est équivalent à dire que ̂ .= l^os est tangent an champ de
connexion c(co), c'est-à-dire qu'on a
(IV.1.2) (C^o(^.),=0 ( tç l ) .

Réciproquement, si un chemin de & satisfait à cette égalité, il est horizontal.
Considérons maintenant un couple d'homomorphismes compatibles

cp : G—G' et h : &->&'

liant deux espaces fibres principaux <@(dC, G) et &'ÇX, G'). Soit oj une connexion
sur &(X, G). Nous avons remarqué au paragraphe III. 4, que c(co) était proje-
table par h et que son image était le champ ^(y^E)^))? associé à la connexion-
image Ç^E)^)- L'image par h d'un chemin tangent à ^(co) est donc un chemin
tangent à c(y^((D)). On a donc la proposition suivante qu'on peut également
vérifier à l'aide de diagrammes du type de ceux du paragraphe III. 7.

PROPOSITION IV. 1 . 1 . — Étant donné un couple d'1 homomorphismes compatibles
(<p, A), Vimage par h d^un chemin ^-horizontal est un chemin ̂ ^(^)-horizontal.
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COROLLAIRE. — L'image par h d'une nappe d'holonomie est une nappe d'holo-
nomie et l'on a

?^(ë)(^M)=^(?ê(E)(co)) .

Cette dernière égalité résulte de la relation plus générale
( 1 V J - 3 ) ? /^(<S)(T<o(^))=^(4:) [^=^^(^)]

qui est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de la défi-
nition de T,,)(/,r).

2. OPÉRATIONS DE M(E) :

PROPOSITION I V . 2 . L — Étant donnés co ç C,(E) et m € M,(E), si F on a
A(Jc(y)^)=o (jeE),

on a également
A.(j\;(m.y)C(m)w)=:o.

Cette proposition résulte immédiatement des formules (1.3. i).
Soit maintenant m : U — Ey une section locale de E sur un ouvert U de X.

Étant donné un chemin différentiable À : I—êy, nous désignerons par?/==^.X,
le chemin différentiable défini par

^(t)=m(p(^(t)))^(t) (tçi).

En se plaçant maintenant sur l'espace induit par / =j0g o X à partir de ê, et en
utilisant la condition ( IV. l . i ) et la proposition précédente, on démontre :

PROPOSITION IV. 2.2. — Si A est un chemin ^horizontal, m.\ est un chemin
C ( m ) ( oj ̂ -horizontal.

On remarquera que ce résultat peut également être considéré comme un cas
particulier de la proposition IV. 1.1 car la translation à gauche G^ est un
G-isomorphisme de ê(j.

Donnons-nous maintenant un lacet en x :

4.: I — U .

Par une vérification directe ou comme application de la formule (IV. 1.3), on
peut énoncer :

PROPOSITION IV .2.3. — Avec les notations précédentes, on a

^( /«)o)(4-)=Int (m(^))T^( /^) .

Et, comme conséquence immédiate :

COROLLAIRE. — Int(/7z) détermine un isomorphisme de l'espace d'holonomie
^(cou) de la restriction ̂  de oj à &^ sur l'espace d'holonomie ^(C(m)(0u).

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 30
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3. FAISCEAU ^INVARIANCE ET GROUPE D'INVARIANCE D^UNE CONNEXION ;

DÉFINITION IV.3.1. — On appelle faisceau d'invariance Q(oJ) d'une connexion (D,
le sous-faisceau de M(E) constitué par les éléments m€M(E) tels que

C(m)ço(^)==co(^) [xç.X etp(m) ==^].

Remarquons que Q(co) est bien un faisceau. En effet, soit m une section
de M(E) sur un voisinage ouvert U de x, telle que

C ( m_ ( x ) ) ûû ( x ) == ûo ( x ).

Cette égalité signifie que la section de C(E) définie sur U par C(m)(D passe
par co(^) et coïncide donc avec co sur un voisinage ouvert V de x. Par suite,
sur V, on a C(m)co = oo et m est un homéomorphisme local de Q((D) sur V.

DÉFINITION IV. 3.2. — On appelle groupe d''invariance I(co) d'une connexion co,
le groupe des sections globales de Q(co).

PROPOSITION IV. 3 . 1 . — Si q est une section globale de Q(ou), V automorphisme
intérieur îniÇqÇx)) laisse invariant le groupe d'holonomie en x.

C'est là une conséquence immédiate de la proposition IV. 2.3.

COROLLAIRE. — Le groupe d'invariance I((^) de la connexion co est nécessai-
rement constitué de sections globales de l'espace fibre de groupes S((jû) dont les
fibres S^(co) sont les centralisateurs dans les fibres J1t^(ê) de JH(ê), des fibres
de l'espace d'holonomie ^((jû).

Bien entendu, cela ne signifie pas que toute section globale de S((o) fournit
un élément de I(co), mais simplement, que les éléments de I(co) se recrutent
parmi les sections de S(co).

PROPOSITION IV. 3.2. — L'espace fibre^((jo) est trivial.

En effet, soitV une nappe d'holonomie quelconque. On détermine un iso-
morphisme de S^(co) sur un sous-groupe déterminé de G de la façon suivante.
Soit Py le groupe structural de V, c'est-à-dire, pouryeV, le sous-groupe

pv=.^^^(J)^M [^=^(j)].
Comme

J'3Yi(y'S)s=gÇj^y)s')g-1 [sçï;^(w) et^eGJ;

on voit que, pour ^çPy? on a
J^y'S)s=j^(y)s.

Autrement dit, jy^{y)s est indépendant du choixdeydansV^, pour^eSa;(co\
Par suite, y^(r) détermine un isomorphisme de S^(co) sur le centralisateur S<,
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de Py dans G, ne dépendant que de x. Soit 7^ : S^(co) -> Sy cet isomorphisme.
L'application

jv •• 'S(w)-^SvXX,
définie par

Jv(s)==(./l(s), x) [sç-S(w) et,v=zp(s)],

est un isomorphisme de S(co) sur le produit SyX Si.
Remarquons que risomorphismey'y n'est pas canonique : il dépend du choix

de la nappe d'holonomie V. Cependant, les sections constantes de S(co), c'est-
à-dire les sections q : X -> -§(w) telles que j^{q(x)') ne dépende pas de xç.X,
peuvent être définies indépendamment de V. On le vérifie immédiatement en
choisissant deux variétés distinctes V et V et en utilisant le fait que V se
déduit de V par une translation à droite (T. Il suffit alors de définir j^, /v ,
^ V ' j T ' J ' ^ ' ) à l'aide de points je V.,, y ' eV; (resp. y.a et y ' . a ) reliés pa'r un
chemin «y-horizontal.

PROPOSITION IV. 3.3. - Siq est une section globale de Q(<u), q est une section
constante de S(<u). Réciproquement, si q est une section constante de 'S(w), q est
une section globale de Q((d), c'est-à-dire un élément du groupe d'invariance I(cd).

En effet, les sections de S(cri) qui fournissent des sections de Q(co) satisfont
à l'équation
(IV.3.1) C(Ç)CO=CO,

et réciproquement. Soit alors U un voisinage ouvert de scçX, différentia-
blement homéomorphe à ^d et soit y : U -> V une section locale sur U de la
nappe d'holonomie V. Posons ^==j^y)w. Comme le projecteur y» associé à co
conserve l'espace des vecteurs tangents à V par définition même d'une nappe
d'holonomie, A(<o,j) est une forme différentielle sur U à valeurs dans l'algèbre
de Lie de Py. Or, les solutions de (IV. 3. i), transformées par^(r) deviennent
des solutions de -

(^-â-a) C(s)wv=»v,

où s est une section de Sy X U, et réciproquement. On est donc amené à
résoudre (IV. 3.2 ) qui s'écrit

( Iv-3-3) X(^)+Adj(î)A(co,.)=:A(cou).

Mais A(h)i,) est une forme différentielle invariante par Adj(A-) puisque les
éléments de Sy commutent avec tous les éléments de Py. L'équation (IV.3.a) se
réduit donc à X(^-1) == o, ce qui entraîne s== Cte.

COROLLAIRE. — Le groupe d'invariance I((o) est isomorphe (algébriquement}
à-S^w)etàSy. < v & ./ /
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PROPOSITION IV. 3.4. — Quel que soit xçX, il existe un voisinage U de x tel
que toute section du faisceau (î invariance Q((JL)) sur un voisinage quelconque U C U
de x, soit la restriction dune section locale de Q(co) sur U et dune seule.

En effet, on sait que tout point x possède un voisinage U tel que, si IV CU,
le groupe (Tholonomie de la restriction de CD à &^, soit le même que le groupe
d'holonomie de la restriction de co à <@u [et isomorphe, par définition, au groupe
d'holonomie locale en ^(la)]. La proposition précédente résulte alors de la pro-
position (IV. 3.3) appliquée à êy et à êy,.

COROLLAIRE. — La fibre en x du faisceau d invariance Q^) est isomorphe
(^algébriquement) au centralisateur du groupe dholonomie locale en x, centralisa-
teur dans t?Tla.(ê), bien entendu.

PROPOSITION IV. 3.5. — Le faisceau d^ invariance d'une connexion est locale-
ment simple, sauf sur un sous-ensemble de 3L sans point intérieur.

En effet, si x est un point régulier pour la connexion ( i5), il existe un voisi-
nage U de x tel que si x ' eU, le groupe d'holonomie locale en x ' est isomorphe
au groupe d'holonomie locale en x. Il en résulte que Q(oûu) est simple, cou dési-
gnant ici la restriction de CD à êy. D'où la proposition précédente qui tient
compte, en outre, d'une propriété classique des points réguliers d'une
connexion.

4. DÉFINITIONS :

DÉFINITION IV. 4 .1 . — On dira qu!une connexion est régulière lorsque son fais-
ceau d'invariance est simple.

DÉFINITION IV. 4.2. — On appellera faisceau des connexions réduites de type G,
sur X, le quotient C(E)/M(E) du faisceau des connexions dun espace fibre prin-
cipal dijférentiable quelconque de base 3C et de groupe G, par le faisceau des
sections dijférentiables de son espace structural gauche.

Comme C(E) est défini par modelage sur E du faisceau C des préconnexions
de type G, il est clair que la définition du faisceau des connexions réduites de
type G ne dépend pas du choix de l'espace fibre principal : C(E)/M(E) est
isomorphe à C/M.

On notera fl^ l'application canonique

- I I , , : C(E) -^C(E) /M(E) .

DÉFINITION IV. 4.3. — On appellera faisceau des courbures réduites de type G

( l â ) Foir Lichnerowicz , [1] p. n3 et i4 i , efc aussi Nuijenhuis [1].
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sur X le quotient Û(C(E))/M (E) de l'image de C(E) dans L\E)par Vhomomor-
phisme (de faisceaux) courbure, par M(E).

Il est clair également que cette définition ne dépend pas de Pespace fibre
choisi. De plus, rhomomorphisme-courbure

^: C(E)->U-(E)

passe au quotient sous la notation

n: c(E)/M(E)->L^E)/M(E)
et l'on dira que û(co) est la courbure du germe de connexion réduite
oj€C(E)/M(E).

Ces notions seront étudiées dans un autre travail. Elles conduisent à des
théorèmes d'unicité : isomorphisme de deux espaces fibres principaux de même
base simplement connexe admettant des connexions régulières dont les images
par Ile coïncident; à des théorèmes d'existences : existence (sous des condi-
tions analogues à celles qui interviennent au chapitre VIII de cette thèse) d'un
espace fibre principal admettant une connexion réduite régulière (en un sens
assez évident) donnée sur une base simplement connexe; enfin, en qualifiant
d'homotopes deux connexions réduites (régulières ou non) qui sont les restric-
tions à (â£, o) et (â£, i ) d'une même connexion réduite sur X x I, on montre
que toute connexion réduite détermine un homomorphisme de Weil et que
deux connexions réduites homotopes déterminent le même homorphisme
de Weil.

5. CAS PARTICULIERS. — Nous supposons dans ce paragraphe que G est
connexe. Il en résulte que JC°(ê), centre de ,i?°(ê) obtenu en modelant
J<;°= X xH(H = centre de G) est trivial car G laisse invariant les éléments
de H lorsqu'il opère sur G par la représentation adjointe. Pour la même raison,
mais sans que l'hypothèse de connexité soit nécessaire, le centre 3I(ê) de
c)Tl(ê) est également trivial. De plus, sur K(E), toute différentielle covariante
de type adjoint [c'est-à-dire associée à une connexion sur ê(5C, G)] se réduit à
la différentielle ordinaire d. Signalons enfin là formule

(IV.5.i) ^(co-t-6)=^(&)) .+AQ4- ^ [ô , 6],

où A est la L(E)-différentiation covariante associée à une connexion (D et où 6
est une section quelconque de L^E).

PROPOSITION IV. 5.1. — Si 9 est une section du centre K^E) de L^E) et si
dQ = o (ou si A== o diaprés ce qui précède), on a

^(co+Q)=z^(co) ,
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En effet, la formule (IV. 5. i) s'écrit alors

i2(co 4-0)=^ (&))-+-(^9 =:^(co).

PROPOSITION IV.5.2. — Si 6 est une section du centre K1 (E) de L1 ( E), si rf9 == o
et si 3£ est simplement connexe, il existe une section s du centre N(E) de M(E)
telle que

CO+9r=G(^) ÛJ.

et réciproquement.

Choisissons une section locale z de ê sur un ouvert U différentiablement
homéomorphe à R^ et posons ^u^./c^)00- Soit s une section de N ( E ) = N .
On a

yc(-s)C(^)ût)=C(^)c»)u=X(5) + ûûu,

la dernière partie de cette égalité résultant du fait que s est une section de N(E),
identifié à N. On est donc amené à résoudre l'équation

X(.)^9.

Or, en interprétant cette égalité en termes de formes différentielles, on voit
qu'elle est équivalente à

X°=9.

où X° et 9 sont des formes différentielles sur le produit U x H. La première est
la forme de connexion triviale (dont les variétés intégrales sont les sections
constantes de U x H) qui sert à définir X(^) Çvoir §111.1). La deuxième est la
forme 9 qui peut être considérée comme une forme sur Ux H. L'une et l'autre
sont à valeurs dans H et l'égalité X°=9 définit un système de Pfaff complète-
ment intégrable car û?X°=rf9=o. Comme X est simplement connexe par
hypothèse, il existe bien une variété intégrale de ce système de Pfaff (définie à
une translation près) à laquelle correspond une section s de N(E) telle que
oj + 9 == C(^) co. La réciproque est évidente.

PROPOSITION IV. 5.3. — Si est 9 une section de K1 (E), si dQ = o (ou, ce qui est
équivalent, si A9 = o) et si X est simplement connexe, on a, quel que soit le lacet
/.,. de X :

^(ù^(^v) =z ̂ w(lx)'

En effet, étant donnée une des sections s définies par la proposition précé-
dente, on passe de TO)(^) à ̂ ^(lx) par l'automorphisme intérieur ïntÇs(x)) ce
qui entraîne l'égalité annoncée.

COROLLAIRE. — Si Ày et \1 sont deux chemins dijférentiables de &, de même
origine y , se projetant sur le même lacet 4-, et respectivement œ- et (oo + 9)-
horizontaux (9 satisfaisant aux conditions de la proposition précédente), alors,
ils ont également même extrémité.



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 3n

On peut généraliser la proposition IV. 5 . 3 de la façon suivante. Étant donnée
une forme différentielle linéaire 6 à valeurs dans H, c'est-à-dire une section de
K 1 (E)=K 1 , considérons la connexion définie dans Hx<3C par la forme de con-
nexion X ° — 9 , où X° est, comme ci-dessus, la forme de connexion triviale
dans H x a". On notera Te°(y la transformation de 91 (&) (transformation qu'on
peut également considérer comme un élément de H) associée à tout lacet ^
de X dans la connexion X° — 9 = o. On a alors :

PROPOSITION IV. 5.4. — Si 9 est une forme différentielle quelconque à valeurs
dans H, on a

^+6(^) ==Tœ(^)T§(^),

où 4 est un lacet différentiable quelconque de 3L et où TO° (l^) est Vêlement du centre
^Ï^(ê) de Jîl^(ê) défini dans les lignes précédentes.

Considérons en effet, un lacet 4 : S1 -> X défini par une application différen-
tiable du cercle S1 paramétré par une application différentiable régulière
a : 1-^S1, dans X. Nous nous trouvons, sur l'espace fibre principal induit
/^(ê) muni de la connexion induite co^ et de o^+ 9^, où 9^ est la forme diffé-
rentielle induite par l^ à partir de 9, dans la situation de la proposition IV. 5.2,
à cela près que la base S1 n'est pas simplement connexe. En d'autres termes,
l'équation
(IV.5.2) C(.)c^c^+6^

est localement équivalente au système de Pfaff,

(IV.5.3) (X^-ô^o

induit à partir de X ° — 9 = o . On le vérifie immédiatement en utilisant des
sections locales et en reprenant le raisonnement de la proposition IV. 5.2. Le
système (IV. 5.3) qui définit un champ de vecteurs régulier est localement
intégrable. Il existe donc une solution et une seule de (IV. 5.2) définie dans
H x S1 au voisinage du point (e, 0) et passant par ce point [^== élément neutre
de H et 0 = a(o) = origine de S1]. Notons

v. I - > H x S 1 [ p ( Œ ( t ) ) = : a ( t ) ]

cette solution prolongée jusqu'à rejoindre la fibre de projection 0. Soit alors y
un point arbitraire de cette fibre. Considérons le chemin oj^-horizontal X d'ori-
gine y et le chemin (co + 9 y-horizontal V d'origine y également, paramétrés
l'un et l'autre de telle sorte qu'on ait

p^(t))=p(V(t))=^(t) (tçî).

Puisque ~k(o)=V(o)= y et quea(o)=(^0) la proposition IV. 2.2 montre
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qu'on à quel que soit t :
^(t)=^(t)^(t).

En particulier, pour t=ï, on a

^'(l)=^(l)^(l).

Mais, comme (IV. 5.3) et (IV.5.2) sont équivalentes, cette égalité s'écrit, en
revenant à l'espace fibre initial ê(âE, G) :

T^O(/,)=T,,(/.,)TQ(/,).

Revenons maintenant aux notations utilisées à la fin du paragraphe II.5 : soit
(JL/ une connexion dans ê^=ê/Het œ une connexion dans ê(5C, G) telle que
^^(cjL))^^^/. Étant donnée, dans ces conditions, une section de L2(E)=L2(E^)
notée Ïi et telle que AU == o, existe-il une connexion oj sur ê(â£, G) admettant Û
pour courbure? Dans un cas au moins, la réponse est immédiate (4 e) .

PROPOSITION IV. 5.5. — Étant donnée une section (û) de L^E) et une con-
nexion CL) sur ê(â£, G) à laquelle est associée la \^(^)-différenUation covariante A,

si AÛ= o, si YL(E) (A) = TL(E) (^ ((JL))) ^ ̂  ̂  deuxième groupe d'homologie de X
à coefficients dans H ̂  /^/, il existe une connexion û sur ê(5C, G) ^/fc
^^ û((o)=iî.

Posons en effet II==i2((jL))—12. Comme VL(^(Û) ==YL(E)(^(C J L )))? on a

TL(E)(II) == o. On peut donc identifier II à une forme différentielle sur 3C à coeffi-
cients dans H. L'égalité Ail = o se traduit alors par dîl= o. Puisque, par hypo-
thèse, le deuxième groupe d'homologie de 3L à coefficients dans H est nul, il
existe une forme différentielle 6, de degré i à coefficients dans H telle que
rf9 ==II. En posant <S =GL) + 9, la formule (IV. 5. i) montre qu'on a I2(œ) === 12.
Ce qui achève la démonstration.

Remarque. — Lorsque X est homéomorphe à R^, les conditions d'applica-
tion de la proposition précédente sont remplies. C'est surtout dans ce cas qu'elle
nous servira dans la suite.

Application. — Si G est abélien, si X est simplement connexe et si son
deuxième groupe d'homologie est nul, tout espace fibre principal différentiable
de groupe structural G et de base â£ est trivial.

En effet, d'après la proposition précédente, il existe toujours une connexion
de courbure nulle. Le champ de connexion correspondant est donc intégrable
et, comme X est simplement connexe, l'espace fibre principal considéré possède
une section globale : il est trivial.

(i) Si 0 est quelconque, la réponse est évidemment négative, en général.
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6. TRANSPORT PARALLÈLE. — Le but de ce paragraphe est d'abord de montrer
comment la notion de transport parallèle se rattache au cadre général que nous
avons choisi, mais surtout, de rappeler quelques résultats qui nous seront
utiles par la suite.

Soit Z un espace tel que G, G, 'Wo, etc., sur lequel le groupe structural G
de ê(X, G) opère comme groupe d'automorphismes. Nous posons ^=Z x X
et nous construisons ^(ê). Nous considérerons les applications différentiables
suivantes :
(i°) ^z: ê|x|g(ê)-^Z

définie par l'égalité

^z(j, ^=.4-(J)^ ^€6,, ̂ €^(6), œ^X}

où l'on considère j^{y) z comme un élément de Z.

(2°) /z: ê|x|^(6)-.ê

définie par l'égalité
My^)=y [yç^zç^(ê)^çx].

(3°) Az: ê]x|^(ê)->^(ê)
définie par l'égalité

hz(y, z)=z [jeê.^ ^e^.r(ê), x^X}.

Nous désignerons maintenant par T^ l'espace vectoriel tangent à & |x| ̂ (ê)
au point (y, z)[yç&^ et ^€^.z-(ê)]. Les applications df^ et dh^ permettent de
décomposer ï^ en deux espaces vectoriels supplémentaires dont l'un, ï^., est
l'espace tangent à &^ au point y et dont l'autre, ï!, est tangent à ^c(ê) au
point z. Soit, d'autre part, co, une forme de connexion sur ê(â£. G). Nous
noterons co^ la forme différentielle sur & ]x| ̂ (ê)à valeurs dans G induite par/z
à partir de co. Le système
(IV.6.1) d^=Q, ^=o,

détermine alors, en tout point (y, z\ un sous-espace vectoriel de T^ dont la
projection sur T2 sera notée ̂ ^(^y SoitXeTy,^, un vecteur qui se décompose
suivant T, et T! en X1 et X2 :

x^x^x2.

Si (rf^),.^X==o, les formules (1.3. i) montrent qu'on a aussi
(^,,.(X^+X^)=:o (sçG).

Mais c((D) est également invariant par les translations à droite, de sorte que
si (00^)^5 X == o, on a

(^^(X^+X;2):^.
Il en résulte que

^)(a))=c^)(co).r.s,z y , z v /

^471/1. Èc. Norm., (3) , LXXV. — FASC. 4. 4o
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Autrement dit, on a défini un champ transversal aux fibres de ̂ (ê) que nous
noterons évidemment c^)(a)). C'est ce champ qui définit le transport parallèle
dans ^(ê) associé à la connexion ro. Plus précisément, ^e^(ê) se déplace
parallèlement à lui-même dans ^(ê) le long du chemin l:ï->X, sijo(^)==^)
et si le chemin décrit par ̂ lorsque avarie de o à i, est un chemin différentiable
tangent à ^(^(co) en chacun de ses points. Il en résulte immédiatement que si
X : î-> & est le chemin co-horizontal de projection /, l'élément y^(A(^))^ de Z
reste invariant lorsque z, se déplace par parallélisme le long de /. Inversement,
cette propriété permet de définir le transport parallèle dans ^(ê).

Remarque. — Si ^ n'est pas trivial mais s'il existe un champ transversal aux
fibres de ^ définissant un transport parallèle, il est possible de lui associer un
transport parallèle dans ^(ê) dépendant également de co. Avec les notations
précédentes, ^ se déplacera par parallélisme siy^X^))^ se déplace également
par parallélisme.

Rappelons d'autre part que, dans le cas de ^°(ê), ou plus généralement,
dans le cas d'un espace fibre différentiable W°(ê) à fibre vectorielle, le trans-
port parallèle associé à une connexion oj peut être défini par AX = o [X e W° (ê)
et A = différentiation covariante associée à co], en ce sens que, si v' est une variété
intégrale du champ (c^0^)^)) [induit dans l'espace Z-^W^ê)) à partir de
(^(^(co)], c'est-à-dire si ^(^(^'(Q) se déplace parallèlement à lui-même dans
W°(ê) et si A' est la différentielle covariante induite p a r / à partir de A, on a
AV=o.

Il en résulte que, lorsqu'on connaît une section (p,)(;=i, . . ., m) de
l'espace des repères de W°(ê) sur un ouvert U homéomorphe à R^, on peut
définir localement ^"(^(co) par le système de Pfaff suivant. Représentons
^(ê) par les coordonnées constituées par un système de coordonnées dans U
d'une part, et par les composantes X1 de XeWS(ê) par rapport à (p,), d'autre
part. On a alors

En posant

AX==A^X-p,=:^ (^p.+X-Ap,).
;=1 ;•=:!

m

Ap,=^^.py,

il vient

AX=^(^X7+^^,X^p;.

Compte tenu de ce qui précède, il est alors clair que les égalités
m

(IV.6.1) ^+^M',X/=O ((•=!,. . . , m )
7=i
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qui constituent un système de Pfaff déterminent le champ ^"(^((o)
sur W^(ê).

Enfin, d'une façon générale, le transport parallèle le long d'un chemin / de X
détermine un isomorphisme

^): ^o(ê)^^(ê) [^0=^(0), ^=/(I)].

Considérons en particulier, le cas où Z est successivement un groupe de Lie F
sur lequel G opère comme groupe d'automorphismes et l'algèbre de Lie F de F
sur lequelle G opère par les automorphismes associés. Posons ^=rxX et
^° == r x X, puis, construisons ®(ê) et â° (ê) (c/. la proposition II. 4.1 et la
remarque qui suit). On constate alors immédiatement que y1^ et p4?^) sont
associés, c'est-à-dire qu'on a, en reprenant les notations de 11.4.1 ;

, / ,CO __ 7_l ,,^,(Jt), , / ,CO __ 7_l ..i,W 1
^(é)—^ o\î-^^ok'

Application. — Soit &\X, G^) un deuxième espace fibre principal différen-
tiable et soit P un groupe de Lie sur lequel G' opère comme groupe d'auto-
morphismes. Comme ci-dessus, on forme ^(<^) et a/°(<^). Supposons qu'il
existe un homomorphisme

?^): ^(ê)-^^(ê),

auquel est associé
^"(^ ^(ê)-^^^^),

tel que l'image par 9a°(6) de tout élément plan ^(^((o) soit l'élément
^(^((^[je^ê), y=ç^o^)(j), co et co^deux connexions sur ê(X, G)
etê^âC, G^) resp.]. En d'autres termes, ^(^(co) est projetable par ÇQO^) et
son image est ^^((JL)). 7)û^^ c^ conditions, ^(^((o) ^^ également pro jetable
par y^(<g) ^ ^on image est ^'^^(co'). En effet^ quel que soit le chemin / de ̂ ,
à l'homomorphisme

ré^r?^ ^(ê)^^(^)
est manifestement associé

4^)o^o^): ^(ê)-^^^^).

Par hypothèse, ce dernier homomorphisme coïncide avec ça0^)0 p-a^) q111

est associé à Œ»^(«S) o ^fç^. On a donc
/, CO' __ /, (l)

^'(ê')0 ?-?(<§) == 9®^) 0 ^a?(<s)'

En faisant varier Xi, on voit que si y^ se déplace parallèlement à lui-même
dans ®(ê) relativement à CL), çs(6)(y0 se déplace parallèlement à lui-même rela-
tivement à CD', résultat équivalent à celui que nous avons annoncé.

Pour terminer, on vérifie sans difficulté que, pour un lacet l^ et dans le cas
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de l'espace structural gauche et de l'espace de Lie de degré o de ê(â£, G), on a

P-& = Int (^ ( ̂ ) ) et ^o^) == Adj (-„ (/,) ).

CHAPITRE V.

CHAMPS NORMAUX. CHAMPS NORMAUX INTÉGRABLES.

INTRODUCTION. — On considère, dans ce chapitre, un espace fibre principal
différentiable ê(5C, G) de base 5C (de dimension d} et de groupe structural G
(de dimension n), et l'on étudie les sous-espaces fibres principaux de <@(âC, G),
en liaison avec les sous-espaces de l'espace de Lie -^(ê) de ê(5C, G).

Un sous-espace £ ' ° de J?°(ê) déterminant un champ d'éléments tangents aux
fibres de ê, tandis qu'une connexion co détermine un champ transversal à ces
mêmes fibres, Ja réunion des deux engendre ce que nous appelons un champ
normal. On étudie les conditions d'intégrabilité d'un tel champ et l'on trouve
(§ 4) qu'il faut et il suffit que le sous-faisceau Lf de L(E) engendré par ^° soit
stable pour la différentiation covariante A associée à co et que L72 contienne la
courbure û(co), pour que le champ normal correspondant soit intégrable. La
démonstration de ce théorème se fait en définissant localement £^ par des sec-

*
tions indépendantes du sous-espace de J,?°(ê) orthogonal à J?'0. La condition
d'intégrabilité de Frobenius conduit à une égalité dont les différents termes se
séparent aisément en fonction de leurs degrés par rapport aux différentielles
des coordonnées de la fibre et de la base : les uns conduisent à la condition de
stabilité, les autres, à la condition portant sur la courbure.

On vérifie ensuite que toute variété intégrale d'un champ normal intégrable
est un sous-espace fibre principal à groupe structural de ê(â£, G). Cela établit
la correspondance entre sous-espaces de £(ê>) et sous-espaces fibres principaux
de &ÇX, G).

Une autre application (§5) de la condition d'intégrabilité conduit au théo-
rème d'Ambrose : on obtient le plus petit sous-espace de X?°(ê) invariant par
transport parallèle et contenant û((jo) en transportant de toutes les façons pos-
sibles les éléments de courbure, c'est-à-dire les valeurs q-ue prend û(co) pour
les 2-vecteurs tangents à X. A ce plus petit sous-espace correspondent
évidemment les nappes d'holonomie.

1. CHAMP NORMAL. — Soit £-^ un sous-espace de J?°(ê) (sous-espace au sens
« sous-espace d'un espace fibre différentiable à fibre-algèbre de Lie », bien
entendu). On associe à £ ' ° le champ A dejo-éléments plans tangents aux fibres
de & et définis au pointyeêc par

(V.l.i)- A^^C/^j)^).
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Rappelons que cette expression, conformément aux notations du para-
graphe 11.4 peut être donnée sous la forme
(V.1.2) Ay=(k(^)),.

Il résulte de la proposition 11.4.3 que A est invariant par les translations à
droite de G sur ê. Donnons-nous d'autre part une connexion OD, sur ê(5C, G),
dont nous noterons le champ de connexion c(co), comme d'habitude.

DÉFINITION V. 1.1 — On appelle champ normal T ( X^0, co) associé à un sous-espace
£^ de J?°(ê) et à une connexion oj, le champ de Çp + d)-éléments plans tangents
à & engendré par le champ A défini ci-dessus et par c(co).

Puisque Ay et ^ (co) n'ont en commun que le vecteur nul et qu'ils sont eux-
mêmes réguliers, il est clair que T(£'\ oo) est régulier. Il est non moins évi-
dent que c'est un champ globalement invariant par les translations adroite de G
sur ê.

Exemple. — Soitê'(5C, G^) un sous-espace fibre principal à groupe struc-
tural de ê(d£. G') dont l'espace structural gauche 3YCÇ&'') est considéré comme
un sous-espace de JH(ê) {voir § III. 9) et dont l'espace de Lie £ ' { & ' ) est égale-
ment un sous-espace de X?(ê). Soit o/ une connexion de ê(^£, G) dont l'exten-
sion à ê(5C, G) est notée (D. Comme ê^= JVi'^&'^.y pour tout point
yeê.^(^€âC), on voit que l'élément plan

P-1 C/'̂ o (J) ̂  ( ê1 )) = ( ̂  ( Ô' ) )y

n'est autre que l'espace des vecteurs verticaux (c'est-à-dire tangents aux fibres)
tangents à &' au point y. Comme, d'autre part, c^(oû) et c^(co') coïncident surê^
et que CyÇ^y et (3îl^(cL/))^ engendrent l'espace vectoriel tangent à &' au
point y, on peut énoncer :

PROPOSITION V . l . i — Tout sous-espace fibre principal dijfférentiable à groupe
structural &'(X, G ' ) de ê(X, G) est une variété intégrale du champ normal
associé à V espace de Lie de ê'(âC, G') d'une part et à V extension S une connexion
quelconque de ê>\X, G ' ) , dautre part.

2. STABILITÉ PQUR LA DIFFÉRENTIATION COVARIANTE. — A jG10 est âSSOCié Un espace

fibre £ ' engendré à partir de £^ par multiplication extérieure par les formes
différentielles ordidaires de la base et identifiable à l'espace fibre des formes
différentielles sur X à valeurs dans J?'0. C'est un sous-espace .de J,?(<@). Nous
noterons L/ le faisceau des sections différentielles de C ' ' .

PROPOSITION V .2 .1 — Pour que L' soit stable pour la L(E)-dijférentiatwn
covariante A associée à une connexion co de ê(âC, G) il faut et il suffit que

AL^cL^.
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Cette proposition est une conséquence immédiate de la formule de différen-
tiation covariante du produit extérieur d'une forme différentielle tensorielle
par une forme différentielle ordinaire. Elle est d'ailleurs valable pour tout sous-
faisceau L/ de L(E) engendré à partir d'un sous-faisceau I/° de L°(E) par mul-
tiplication extérieure par les formes de la base.

PROPOSITION V.2.2 — Pour que le faisceau L' soit stable pour la \^(^)-différen-
tiation covariante A associée à une connexion œ, il faut et il suffit que J^0 soit inva-
riant par le transport parallèle également associé à (o.

En effet, soit (p,) (?'= i, . . ., n) une section locale différentiable de l'espace
des repères de X?°(<ê) sur un ouvert U différentiablement homéomorphe à R^,
telle que l'ensemble des p premiers vecteurs (pa) (a == i, . . ., p) constitue une
base de J?'0 en tout point de U. Soient

n

Ap.==V^py,

les formules expriment les différentielles covariantes des vecteurs constituant
(p,) en fonction des repères (p;). Puisque, par hypothèse, L/ est stable, on a
(V.2 . i ) ûôâ==o ( a = = i , . • • , p et a=p 4-1, . . . , / i ) .

Choisissons alors comme système de coordonnées locales de J?°(ê): sur la
base 3L, un système de coordonnées quelconque de U, sur les fibres, les compo-
santes X1 des vecteurs Xe^°(ê) par rapport aux repères (p,). Nous avons vu au
paragraphe IV. 6 que le transport parallèle associé à co, ou plutôt le champ
définissant ce dernier, était défini dans ces conditions par le système de Pfaff :

n

(V.2.2) ^+]^X/=0 (î=I, ...,^),

qui traduit l'équation AX=o. D'autre part, dans le système de coordonnées
locales précédent, la sous-variété £^ de J?°(ê) est définie par les équations

X^^ro (<2==/?4- i , . . . ,n ) ,

et ses vecteurs tangents, par
X€l==o et ûD^r^o (a=zp -4- i, . . . , n).

Or, si Xa= o, le système (V.2.2) devient
p

^X.B+^cogX«=o ((3==i,...,^),
a==i

p

âD^+^c^X^o (a ==p-}-i, ..., n).
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Si l'on tient compte maintenant de l'égalité (V.2.i), les formules du deuxième
type deviennent

^a^Q (a-=p +i , . . ., n),

ce qui montre bien que l'élément plan définissant le transport parallèle en un
point £^ est tangent en X^°.

Réciproquement, la conservation de J^0 par transport parallèle entraîne
co^ = o et, par suite, Al/0 C U.

Nous considérerons maintenant le sous-espace ff^ de ^?°(ê) orthogonal à ^/0,
c'est-à-dire le sous-espace de ^°(ê) constitué par les tenseurs X appartenant à
^(ê) tels que le produit scalaire < ( X , Y ) > soit nul, quel que soit le tenseur Y
appartenant à la fibre de J^° de projection jo(X).

PROPOSITION V.2.3 — Sile faisceau L/ est stable pour la \^(^)-différentiation
covariante associée à co, le faisceau \J' déduit de ^//0, est également stable pour la
\^(^)-différentiation coloriante A associée à co, et réciproquement.

En effet, on a

6^<X, Y > = < A X , Y > + < X , ÂY> [XeL°(E) e t Y < = L ° ( E ) | .

Or, si XeU° et YeL^ on a <X, Y > = o et s iAXeL', o n a < A X , Y > = o ,
d'où <(X, AY)>== oquel que soit XeL/, égalité qui, à son tour, implique AYelA
comme on le voit facilement.

3. L'OPÉRATEUR D. — Étant donné un espace vectoriel Wo sur lequel G opère
par l'intermédiaire d'une représentation R : G-^r(Wo) (notations du para-
graphe II. l), il est commode, pour la suite, de définir un opérateur D associé
à co par l'égalité

DO ==^6 + R ( ^ ) 6 ,

où 9 est une forme différentielle sure, à valeurs dans Wo et où CD est, naturel-
lement, la forme de connexion représentant la connexion donnée. Bien entendu,
si 9 représente une forme différentielle tensorielle de type R [section de W(ê)],
l'opérateur D coïncide avec la W(E)-différentiation covariante associée à co. En
outre, en reprenant les notations du paragraphe II. 4? on vérifie qu'on a la for-
mule suivante, analogue à la formule (III. 4.6) :

(V.3.1) D^O, 9^)=--A(D9, 6 7 ) + (-i )^A(9, D'ô^

où 6, 6 / ' , A(6, Q1) sont des formes différentielles sur & à valeurs dans Wo, Wo et
W"o respectivement et de degrés p , q, p-\-q, tandis que D D ^ e t D ^ sont attachés
à une même connexion co de ê(â£, G).
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4. INTÉGRABILITÉ DES CHAMPS NORMAUX :

THÉORÈME V.4.L — Pour que le champ normal r(^°, co) soit intégrable, il
faut et il suffit que le faisceau L'', défini par £'\ soit stable pour la L(E)-différen-
tiation covariante associée à co et que la courbure Î2(co) soit une section de V2.

DÉMONSTRATION. — Définissons ^° sur un ouvert U homéomorphe à R^, en
choisissant une section (p^^i, . . ., n) de l'espace des repères de 1?°(ê),
dual de i?°(ê), telle que, en tout point a-eU, les n—p derniers vecteurs p^
(û ==/?+i, . . ., n) du repère (?') de projection x, soient orthogonaux à Cx°.
Les vecteurs appartenant à £'^ peuvent alors être caractérisés par les n—p
relations suivantes :

< X , p " > = o [Xe.^°(6) e ta=:^+i , . . . , n\.

Le champ norma-1 ^(/JU, co) est donc défini par les égalités suivantes où y,.,
désigne le projecteur-associé à la connexion co et ?, la forme définie au para-
graphe II. 4 :

<(3ocp^ , p^>=o (a=p-^-i, ..., n).

Puisque, par définit ion, ç^= p^ooo, ce champ normal est simplement défini
par le système de Pfaff :

(V.^.i) ^p^^o (a==:p-}-i, .... n),

où co et p^ désignent les formes et fonctions sur eu? à valeurs dans G, et dans G
qui représentent la connexion co et les tenseurs p".

Posons
n : = < ^ p ^ > A . . . A < ^ p->.

D'après le théorème de Frobenius, pour que le système de Pfaff (V.4.i) soit
complètement intégrable, il faut et il suffit qu'on ait

(V.^.2) û?<co, p^) A n==o (a ==p-}-i, . . . . n).

La formule (V.3.i) permet de calculer le premier facteur de chacun de ces
n — produits extérieurs :

û?<>, p^^Dc^ p0)- <G3, Dp^).

Mais, puisque p" représente un tenseur, l'opérateur D coïncide avec la L(E)-
différentiation covariante A associée à co, pour laquelle on a

n

(V.4.3) Àp'«=^9»,p' (a=p+i, ..., n)
1=1

où les 6", sont des formes différentielles ordinaires sur U. D'autre part, la pre-
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mière des formules (III. 5.4), dérivée de la formule définissant la courbure au
paragraphe III. 2, montre qu'on peut écrire

De») == dw +[&», Ci) ] := ^2 ( en) ) -)--[&), («)].

Au total, on a donc
n

rf<co, p">=<a(c,.), p">+ ^<[M, co], p">+^9",<(o, p->,
f=l

II reste à exprimer que £'° est une sous-algèbre de X?°(ê). C'est sur le
deuxième terme du second membre de la dernière égalité que cette hypothèse
va se traduire. En effet, si 61 et 63 sont deux formes différentielles sur êy, à
valeurs dans G et de degrés/? et q respectivement, on a l'égalité

(V.4.4) ^.Q^p-) .
n

= 2 ^'-K^'P^A^p^-^'r^^p^A^P')),
b=p+l, i=i

pour chaque valeur d e a = p + i » • • • ) / ^ ( 1 7 ) ?
Appliquons (V.4.4) à ^[co, co], p6')). On obtient

n

^<[M,M],p«>= ^ ^,<(0,pé>A<M,P'>.

6=:/?+l,;==l

De telle sorte qu'en définitive, l'égalité (V.4.2) se réduit à
p

(V.4 .5) <^("), p < ^ > A ^ + ^ 6 S A < ^ , p^AlI^o.
a=-i

pour û==jo+ i, . . ., /z,

(17) Cette formule dérive d'une formule classique que nous rappelons rapidement. Soit G' une sous-
algèbre de G de dimension p et G^cG*, le sous-espace orthogonal à G' dans le dual G* de G. Soi^Z^)
une base de G* dont les n —p derniers vecteurs Z0' forment une base de G".

Les formes e^, définies par ^(X, Y ) = = ^ [ X , YJ , Z^ ^> sont bilinéaires et antisymétriques en
X, Y e G. On a donc

^=^^7Z^AZ7,
aj,i

a variant de/? -+-1 à n, i et y, de i à n.
Mais £" s'annule sur C'A ÎT puisque XeG' et YeG' entraînent [X, Y]eG' On a donc {j.S;3= o

pour u= p 4- i, . . . , / î e t a , p = = i , . . . , /?. Par suite
n

£^= ^ ^hiZ0 ^rLi (â!=/?-H,..., /Q.

&==/?-+-!, ;==!

C^est cette formule qui, antisymétrisée, transposée sur ê, et tout, et tout, donne la formule (V.4.4).
Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 4l
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Plaçons-nous maintenant en un point y €ê.» et soit ( ^ ) ( r== i , . . ., rf) un
corepère de X au point x. L'ensemble des formes p7 (ou, en toute rigueur,
l'ensemble des formes induites par p^ à partir des formes ^ ') et des formes
rli=^^, p^(î== i, . . ., n) constitue un corepère de ê au point y puisque les
unes s'annulent pour les vecteurs verticaux, les^autres pour les vecteurs situés
dans l'élément Cy.(co) du champ de connexion et que, dans chaque paquet, on a,
par hypothèse, affaire à des formes linéairement indépendantes. On utilisera
maintenant l'expression classique « formes de type Qo, q) » étant entendu que
les formes ^ ' sont de type ( i , o). Dans ces conditions, (V.4.5) ne contient pas
de termes de type (o, n—jo+2), et les seuls termes de type ( i , n—p+ï)
qui y figurent sont

6 S A < ^ p ° ' > A l L

On a donc nécessairement 0^ == o quels que soient a=p-[-ï, . . ., n
et a = i, . . ., p. Cette condition entraîne la stabilité de L" pour A et, par suite,
la stabilité de L/ pour A.

Il ne reste plus qu'à exprimer que
<^(o)), ̂ y/\1l=o (a=p-}-î, ..., n).

Mais t2(co) s'exprime en fonction des ^r exclusivement tandis que II ne
dépend que des r\\ L'égalité précédente implique donc

<^(c.),p->=o,

condition qui exprime que û((o) est une section de L'2. Comme il est bien clair,
d'autre part, que ces deux conditions sont suffisantes, le théorème annoncé est
complètement démontré.

5, HOLONOMIE. — II est clair que l'intersection de deux sous-espaces fibres
de ^?°(ê) invariants par transport parallèle est un sous-espace fibre invariant
par transport parallèle. Il est non moins clair que si deux sous-faisceaux de L(E)
contiennent l'un et l'autre û(co), leur intersection contient également cette
courbure. Comme le transport parallèle nous permet de toujours nous ramener
à une fibre unique de,X?°(ê), c'est-à-dire à l'intersection de sous-espaces
vectoriels de dimension finie, on peut considérer l'intersection de tous les sous-
espaces C ' ^ C^°(ê) invariants par transport parallèle relativement à une même
connexion et contenant la courbure de cette connexion. On obtient alors le
résultat suivant :

PROPOSITION V.5.1. — V intersection de tous les champs normaux inté arables
relativement à une même connexion est un champ normal intégrable appelé champ
d^holonomie de la connexion considérée.

Par ailleurs, nous avons déjà remarqué que ^(co) était l'espace structural
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gauche (1 8) de toute nappe (Tholonomie V de co. Posons .(?°(co) ==Z:-V^(co))
où 3î(co) désigne, conformément à une notation habituelle, l'espace fibre des
algèbres de Lie des fibres de ^(co). L'espace ^(co) engendré par ^°(co) est
l'espace de Lie de V. La proposition V.l.l montre alors que toute nappe d'holo-
nomie — définie comme lieu des points atteints par les chemins co-horizontaux
d'origine yç.& — est une variété intégrale du champ normal r^^co), co)
associé à X?°(co) et à co.

Il est, d'autre part, bien évident que, par construction, une nappe d'holo-
nomie est la plus petite variété possible à laquelle soit associé un champ normal
intégrable. r(jÇ°(co), co) est donc le plus petit champ normal, relatif à la
connexion co qu'il soit possible d'envisager, c'est-à-dire l'intersection de tous
les champs normaux intégrables associés à co. D'où :

PROPOSITION V.5.3. — Le champ d^holonomie^ défini comme F intersection de
tous les champs normaux intégrables associés à une même connexion co coïncide
w<?cr(J?°(co), co).

Enfin, d'après le théorème V.4.1 , le plus petit champ normal intégrable
possible correspond au plus petit sous-espace X^° invariant par transport parallèle
associé à co et contenant la courbure û(co). Or, le plus petit sous-espace £19

engendré par transport parallèle et contenant û(co) contient nécessairement les
vecteurs de X?°(ê) obtenus en transportant par parallélisme les éléments de
courbure, c'est-à-dire les valeurs que prend la forme différentielle û(co) [de
degré 2 sur X, à valeurs dans J?°(ê)] pour uç.^. Mais le sous-espace d'espace
fibre différentiable à fibre-algèbre de Lie engendré dans ^°(ê) à partir des
vecteurs obtenus de cette façon est lui-même invariant par transport parallèle
car, si X^ et \i se déplacent parallèlement à eux-mêmes, [X^, Y^] se déplace aussi
par parallélisme. Comme ce sous-espace contient évidemment la courbure, on
peut énoncer :

PROPOSITION V.5.4. — Le champ d^holonomie correspond, pour une connexion
donnée, au sous-espace d^ algèbres de Lie de /i?°(ê) engendré par les éléments de
courbure transportés par parallélisme de toutes les façons possibles en tous les
points de 3;(19).

6. VARIÉTÉS INTÉGRALES D^UN CHAMP NORMAL INTÉGRABLE. — D é l'invariance d'UU

champ normal FÇj?^, co) par les translations à droite de G sur ê, on déduit
immédiatement :

PROPOSITION V.6.1. — Étant donnée une variété intégrale V d'un champ

(18) Rappelons que ^(^>) est Pespace (Tholonomie {voir §ÏV.i) .
(19) Voir Ambrose et Singer [1] ou Lichnerowicz [1], p. 122-131.
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normal intégrable TÇ£'°, (jû), /a variété V.^ obtenue en transformant V par la
translation à droite sçG est encore une variété intégrale. Réciproquement on
obtient de cette façon toutes les variétés intégrales de r(^°, co) à partir de l'une
d'entre elles.

On a également :

PROPOSITION V.6.2. — Toute variété intégrale Vd'un champ normal intégrable
est engendrée par les chemins horizontaux issus des points de l'une quelconque de
ses fibres V^(^? € 5C).

Il est en effet évident que, au-dessus d'un chemin différentiable joignant x ^ x ' ,
les chemins horizontaux rencontrant V.̂  rencontrent V^, et réciproquement.

Remarquons, d'autre part, qu'en général, si r(^°, oo) n'est pas intégrable
ou, plus précisément, s.i £^ n'est pas invariant par transport parallèle, il n'existe
pas de sous-espace fibre y à fibre-groupe de Lie de ^°(ê) tel que kÇ£'^.)=^ac
en tout point x de 5C. En effet, s'il existe bien un sous-groupe connexe de
chaque fibre jri.^(ê) dont l'algèbre de Lie s'identifie à la sous-algèbre £'^ corres-
pondante, il n'en résulte pas pour autant que les sous-groupes correspondant à
deux fibres distinctes soient isomorphes. Par contre, si r(^°, oo) est inté-
grable, J?70 est invariant par transport parallèle, et, dans ces conditions, étant
donné un chemin différentiable / de X, les isomorphismes

râ^ ^(ê)-^iMê)
et

,, l, tri . .-o 0 / G \ < (3 0 / G \
^•J!?°(<§) • ^X\^) -> ^ X ' { C 7 )

sont associés (voir § IV.6). Comme, par hypothèse, on a [JL^^(^°) ===^° on a
aussi, en notant y,^ et y.^ les sous-groupes connexes de JTl^(ê) et de 3îl^(ê)
dont les algèbres de Lie s'identifient à £'^ et à £'^, :

râ?(<g)(ï.^)=ï^

II en résulte évidemment que la réunion des Y.r(^€3î) est un sous-espace
fibre différentiable à fibre-groupe de Jtl(ê). On note bien entendu y ce sous-
espace.

PROPOSITION V.6.3. — Si le champ normalTÇe'0 co) est intégrable, il existe un
sous-espace de groupes y de <7n(ê) dont la fibre ^^ÇxçSL) est le sous-groupe
connexe de jn.̂ .(ê) admettant kÇG10) pour algèbre de Lie et tel que toute variété
intégrale de r^J^0, co) s'obtienne en appliquant à une nappe d'holonomie toutes
les transformations de y \opérant à gauche sur & comme sous-groupe de 311 (ê)].

Pour démontrer ce résultat, nous remarquerons tout d'abord que, puisque la
composante verticale de Ty{C'\ oo)(ye^) est [^x]y, la composante connexe
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de la variété intégrale V passant par y est ^ x - y ' D'autre part, comme l'algèbre
de Lie du groupe d'holonomie en x est nécessairement incluse dans l'algèbre
de Lie de ^puisque le champ d'holonomie est le plus petit champ intégrable et
qu'en outre, la nappe d'holonomie V passant parj fait évidemment partie de V,
Y.V est localement une variété intégrale de I^J?'0, co). Comme y et V7 sont
connexes, Y.V7 est bien une variété intégrale de notre champ normal. Enfin,
comme toutes les variétés intégrales de T ( ^ £ ' ° ^ co) se déduisent de l'une d'elles
par translation à droite et que les opérations de G et 3Tl(ê) commutent, toute
variété intégrale peut être construite à partir d'une nappe d'holonomie par les
opérations précédentes. Le théorème est donc démontré.

Il en résulte :

PROPOSITION V.6.4. — Toute variété intégrale V de FÇS'0, co) est engendrée par
les chemins ^-horizontaux qui rencontrent une composante connexe de V^(.r € 5K).

Et, puisque & est une variété différentiable, donc connexe :

COROLLAIRE. — L'espace fibre & est engendré par les chemins ^-horizontaux qui
rencontrent une composante connexe de &^{x^!S^).

On peut alors démontrer :

PROPOSITION V.6.5. — Toute variété intégrale V d'un champ normal intégrable
est un sous-espace fibre principal différentiable à groupe structural de &(X, G).

En effet, soit Y l'espace fibre de groupes engendré par v et %(co). Comme ̂
contient la composante connexe du groupe d'holonomie en x, il est clair que "y^
est simplement transitif sur Va;. Il en résulte que G^=j^(y')^ est un sous-
groupe de G indépendant de yG'Vx et que G^ est simplement transitif sur V^.
Soit alors xç^X un point relié à x par un chemin différentiable /. Le parallé-
lisme le long de / détermine un isomorphisme appliquant G'^ sur G^,. Comme cet
isomorphisme n'est autre que l'identité dans G, cela achève la démonstration.

En rapprochant ce dernier résultat de la proposition V. 1.1. et du théo-
rème V. 4.1, on obtient ;

THÉORÈME V.6.1 . — Pour quHl existe un sous-espace fibre principal à groupe
structural &'{X, G') de ê(âE, G) admettant J^CX?0^) pour espace de Lie de
degré o, il faut et il suffit qu^il existe une connexion co sur ê(3J, G) dont la
courbure û(co) soit une section de L72 et telle que AL'cL', A étant la LÇE)-dij/fé-
rentiation covariante associée à co etLf le sous-faisceau de L(E) engendré par J?'0.

«

7, SOUS-ESPACES STABLES POUR LA DIFFÉRENTIATION COVARIANTE :

PROPOSITION V.7.1. — Si C^ est un sous-espace d^algèbres de Lie de i?°(ê)
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engendrant un faisceau L' stable pour la L(}^)-dij[férentiation coloriante associée
à une connexion co de ê(âC, G), on a

• [£"\ ^(w)]c^°.

En effet, un tel sous-espace est invariant par transport parallèle et, si X est
un de ses éléments, la formule (III .5.2) montre que [X, i2(co)] en fait également
partie. La proposition résulte donc du théorème d'Ambrose (V.5.4).

Inversement, si G^G est le groupe structural d'une nappe d'holonomie de co
et si G^cGr est une sous-algèbre de Lie telle que [G", G'JcG", les automor-
phismes intérieurs de G' transforment G" en lui-même et les automorphismes
adjoints transforment G" en elle-même. On peut donc modeler G'-x X sur la
nappe d'holonomie et construire ainsi un sous-espace X^° de ^°(ê) engendrant
un sous-faisceau U manifestement stable pour la différentiation covariante
associée à co. Comme, en général, on peut choisir G^ de telle sorte que G' n'y
soit pas incluse, on voit qu'il existe des sous-espaces de j(?°(ê) invariants par
transport parallèle et ne contenant pas la courbure.

CHAPITRE VI.

HOMOMORPHISMES .

INTRODUCTION. — Soient ê(â£, G) et é'{X, G^ deux espaces fibres principaux
différentiables de base commune X et de groupes structuraux G et G' respecti-
vement. Nous avons vu qu'à tout couple d'homomorphismes Ç^\G->G',
g : & -> ê') étaient associés des homomorphismes

^^: 3\i(ô)^3XL'(&'),

^) : ^(ê)-^(ê^

^(B) : C(E)->C /(E /).

Le but de ce chapitre est de chercher à construire, à partir d'homomor-
phismes y^^), ç^(<s), yc(E)? donnés à l'avance, appliquant les espaces associés
à ê dans les espaces associés à &1 et liés par certaines relations, un couple (d^, g)
pour lequel

^(^^(^ ^{ê}~=^€{ê} et ^(E)=?C(E).

Mais auparavant, et c'est l'objet du premier paragraphe, il convient de
chercher si un tel couple est unique, et, s'il ne l'est pas (ce qui est évidemment
le cas ainsi que le montre l'exemple des homomorphismes adjoints), de déter-
miner toutes les solutions à partir de l'une d'elles. On est donc amené à
comparer deux couples (^, g-) et (ç, h) pour lesquels

?.m(^)=^m(6). P^^SOS) et . ?^)==^(E)-
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On utilise pour cela la notion de champ normal : dans les conditions indiquées,
les images A(ê) et g-Ç&) de ê sont les variétés intégrales d'un même champ
normal. A partir de là, on montre que l'élément sç G' défini par g(y) = h(y\s
est indépendant du choix dey dans ê, de sorte que, en définitive, on a

^ = = I n t ( ^ - ' ) o ç p et ^=D,,oA.

Revenons au problème qui fait l'objet du reste du chapitre. Il s'agit, avons-
nous dit, de construire un couple d'homomorphismes compatibles (^, g-)
liant &{X, G) à &'{X, C/), de telle sorte que les homomorphismes ^^,
^4(J)^ ^(E) coïncident avec des homomorphismes donnés a priori, mais satis-
faisant à certaines conditions. Quelles conditions? Il est d'abord évident
q110?^^)^ ?i? (6) doivent être associés, de sorte que y^ sera entièrement déter-
miné par ç^^). Il convient de remarquer ensuite que, à cause des opérations
de L^E') sur C^E^), rhomomorphisme y^ est complètement défini par la
donnée d'une connexion co sur &(X, G) et de la connexion-image 9c(E)(^) = ̂ /.
Sous cette forme, la formule (III. 4. i) et la proposition III. 6.1 montrent que,
si le couple (^, g) existe, les différentielles covariantes A, A7 associées à œ, ^ '
et les courbures û(co), ^(co^), se correspondent par y^ : c'est cette propriété
que nous supposerons réalisée.

En résumé, le problème se présente de la façon suivante : étant donnés deux
homomorphismes associés ç^^ et y^, et deux connexions (D et CL/ sur &(X, G)
et &\X, G') respectivement, telles que

^fo^^=^^o^ et ^(V)=(pi^(^(Gj)),

existe-t-il un couple d'homomorphismes compatibles (^, g-) tels que

^(<5)=?^(6). ^S(6)=?^(6) et ^(E)W=^. ?

Ce problème est complètement résolu, par l'affirmative, dans le cas où G
et G' sont connexes, et X simplement connexe. L'homomorphisme ^ est cons-
truit en choisissant x^ ç X puis jo € &^ et y, e ê^ et en posant

^ = J'3Xi' (Jo ) ° ?^ (<g) 0 ̂ l (jo ),

ce qui est bien un homomorphisme de G dans G'. L'homomorphisme g, d'autre
part, est d'abord défini au-dessus du point x^ choisi par l'égalité

g(y,.s)-=y',.^{s) (sçG)

ou, ce qui revient au même :

^(m.jo)=cp^(<g)(m).y, [^e^(ê)].

On étend ensuite la définition de g' à l'espace & tout entier en faisant corres-
pondre à l'extrémité de tout chemin où-horizontal d'origine y ^ y ^ . s , l'extré-
mité du chemin oY-horizontal d'origine y ' ==y, .^(^) et de même projection.
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L'essentiel de la démonstration consiste à vérifier que c'est bien un homomor-
phisme &->&' qu'on définit ainsi et que cet homomorphisme est compatible
avec ^. Le fait que X soit simplement connexe joue un rôle essentiel dans la
démonstration que nous donnons ici. Nous verrons, dans le chapitre suivant,
dans quelle mesure il est possible de se débarrasser de cette hypothèse.

i. COUPLES (ç, h) DÉFINISSANT LES MÊMES HOMOMORPHISMES. — NOUS ne faisons,

dans ce paragraphe, aucune hypothèse sur â£.

PROPOSITION VI. 1.1. — Soit (ç, h) un couple (T homomorphismes compatibles
liant ê(X, G) et &'ÇX, G'). La translation à droite sur &' définie par sç^G' étant
notée D,, on pose

^ =zïn\.(s~1) o ̂  et g'==Dsoh.

Le couple (^, g-) est alors compatible, et en notant ^^), ^(<g), ^(E)
[resp. y^(^), ç^)? ?^(E)] ^ homomorphismes associés au couple (^ , g)
^_resp. ç, A)], on a

^(<s)= ?âi(<s). ^%{ê)= rô(<s) et ^w= ?S(E).

Démontrons cette proposition pour ^(ê), par exemple. On a, par définition

^(^^^(^(J))0^0^^) (jeê)
= = : i £ " ( h ( } / ) ' s ) ^ ^ ^ j ^ ( y )
^^(^(J))0^^5)0^^5"1)0?0^^)
=?^.).

. PROPOSITION VI. 1.2. — Le champ normal r(y^^(^°(ê)), Çc^C^)) est mté-
grable, quelle que soit la connexion co choisie sur ê(5C, G).

Ce résultat est une conséquence de la formule

A'ocp^^cpi^oA

qui entraîne la stabilité du faisceau-image y^)(L(E)) pour la differentiation
covariante A' associée à (p^E)(co), et de

i2(9^(G)))=:cp^(^)),

qui nous place définitivement dans les conditions d'application du théo-
rème V.4.1.

Avant d'aborder la réciproque de la proposition VI. 1.1, nous démontrerons :

PROPOSITION VI. 1.3. — limage de l } espace & par V homomorphisme h est une
variété intégrale du champ normal

^^pW^^^^w^))-
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Plaçons-nous en effet, tout d'abord, en un point xç.X. La compatibilité du
diagramme

<B<==:=====JLCg)

,\ |(p7i
ft^ 1AW

^•^^^rrr^jm')

Fig. 9.

entraîne, en notant ê^o une composante connexe de la fibre ê^etJTl^o(ê)
la composante connexe de l'identité dans 3VL^(ê) :

h(^)=^^(OU^(ê)).h(y),

où y est un point de ê^o choisi une fois pour toutes.
Soit, d'autre part, V la variété intégrale de F passant par h(y). La compo-

sante connexe de À(j) dans V^ est, d'après la proposition V.6.3 :
v^o=?^^(^^o(ê)).^(J) •

car ^(^(^^(ê)) est le sous-groupe connexe de X,, {&') admettant
^(rô(6)(A)(ê))) pour algèbre de Lie puisque les homomorphismes y^^ et y^
sont associés. On en déduit

V^o=À(ê,,o).

La démonstration s'achève alors en rappelant que V et ê sont engendrés par
les chemins respectivement co- et ©[^((^-horizontaux issus des points de V^
et <^,o (voir prop. V.6.4), et que les images par h des chemins (D-horizontaux
sont des chemins 9^(00 )-horizontaux (prop. VI. 1.1).

Abordons maintenant la réciproque de la proposition VI. 1.1.

PROPOSITION VI. 1.4. — Si deux couples d ' homomorphismes compatibles
liant ê(a:, G) et &\X, G ' ) et notés (y, A) et (^, g-), sont tels que

râl(<S)=fôl(<^ ?^(6)=^(6) et • ^(E)^^

le couple (^p, g) est du type défini par la proposition VI. \. 1, c'est-à-dire qu'il
existe s € G' tel que

^ •== ïnt(s~1) o cp et g'=Dsoh.

Donnons-nous, en effet, une connexion co sur &(X, G) et posons

^^P^M^^W^)-
Les images de & par h et g- sont, d'après la proposition précédente, deux

variétés intégrales du champ normal F^'0, CL/) où l'on a posé
J?/o=?i-(6)(^o(ê))=^(6)(^o(^))•

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 42
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Choisissons d'abord un point y de la fibre &x et définissons ^eG / par la
relation

§ ( y ) = h ( y ) ' ^
Étant donné maintenant un point y ' variable de &x il existe crêG tel

quey==j.o- et réciproquement. Or, par définition, y^^ etf^^^ vérifient les
deux relations suivantes :

?ài (<§) (J'en (J )Œ) = <m' (/l (J )) ? (cr).
^Sii (<5) (/M (J )Œ ) ̂  <m' (^ (J )) ̂  ((7) •

Comme, par hypothèse, y^z^) et ^ITZ(^) coïncident, on a successivement

^(^(J))?^)^^^))^)
==^(A(j).^)^(^)

=^(^(j))Int^)^(^-

D'où
^(^^Int^-1)^)

et, sur êa; :
^'(y)^^'^-0")

==^(J)•4;(C^)
=::=^(J)•(•<f-~ l?((7)•<?)
==A(j ) .cp(cr )5

=h(y).s.

Ce qui montre que s ne dépend pas du choix dey dans la fibre de & de pro-
jection x et que, au-dessus de ce même points, on a bien g=}^s°h.

Il ne reste plus qu'à montrer que cette dernière relation s'étend à l'espace &
tout entier. Considérons donc un pointai n'appartenant pas à la fibre &x mais
à ê^ et relions x^ à x par un chemin différentiable l. Soient

^.: <^->ê^ et y 1 : ^->ê'^

les homéomorphismes définis par les transports parallèles relatifs aux
connexions oo et oo'. L'invariance de l'ensemble des chemins o/-horizontaux par
les translations à droite montre que

D,o^==^oD,,

tandis que la conservation des chemins horizontaux par h et g permet d'écrire

^oh=ho^j. et p j o g = g o ^ ^

de sorte que si
^(^(Jl))^^--1^!))^

on a d'abord
^(^(Jl)))^^^-1^!)))^
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PUIS

^ ( ^ ) = / ^ ( y i ) ' ^
ce qui achève la démonstration.

Remarque. — La proposition 11.3.1 montre que, par changement de base
dans W-o, on obtient tous les homomorphismes [G-^Gl(/n, R), ê-^^l]
auxquels sont associés les homomorphismes R^(^), R^) et R^). C'est en parti-
culier le cas pour les homomorphismes adjoints.

2. DÉTERMINATION DE (^L, g). — Nous reprenons maintenant le problème exposé
dans l'introduction. Nous supposons que X est de dimension rf, comme d'habi-
tude, et que G et G^ sont respectivement de dimensions n et n''. Le théorème que
nous nous proposons de démontrer est le suivant :

THÉORÈME VI. 2.1. — Étant donné un homomorphisme

cp^): ^(ê)-^^)

auquel est associé
^(^ -^(^-^(ê^

s^il existe Vautre part deux connexions 00 et CL/, sur ê(5C, G) et &'(X, G') respec-
tivement auxquelles correspondent les L(E)- et L1(E^-di^férentiations coloriantes A
et A', siF on a, de plus

A'ocpi^^pi^oA et ^(w!)=^^(^(w)),

enfin si G et G7 sont connexes et si 5C est simplement connexe, il existe un couple
d) homomorphismes compatibles

pour lesquels on a

tandis que

• g : &->€>' et ^: G-^G',

^{&}=^^L{&} et ^(<s)=?^;p

^(.)) ==€./.

Nous démontrerons tout d'abord un résultat relatif au cas où la base
de ê(3C, G) et &''(X, G') est homéomorphe à R< Supposons donc, provisoi-
rement, que â£=Rr / et désignons par 0 l'origine de R<

LEMME. — T^) (/o) et T^. (/o) notant comme d^ habitude les transformations [éléments
de JTlo(ê) et de JH^ê^) respectivement^ associées à un lacet /o en 0, on a, dans
les conditions du théorème énoncé :

^ /(4)=?^(<S)(^(4))•

En effet, choisissons tout d'abord deux points jo€êo etj.eê^. Soient p(.r)
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et p^les extrémités des chemins co-horizontaux et (o'-horizontaux d'origine jo
etj, respectivement et se projetant l'un et l'autre sur le rayon vecteur Ox(x e R^).
Soit alors

h : ô -> ô'

l'application définie par les deux égalités

À o p ^ p ' et À(^.P(^))=^^(77î).A(p(^)).

Posons également
^=J^(y'o)o(?^(ê)ohn(^)'

On définit ainsi un homomorphisme de G dans G' et l'on va voir que ^ et h
sont compatibles. En effet, l'égalité

^ o C p L ( ^ = = C p L ( E ) o A

montre que ,y^ applique tout rf-élément du champ c^o^((o) qui définit le
transport parallèle dans J"°(ê) sur un rf-élément du champ c^o^(co') (20). Il
en est donc de même pour Jîl(ê) et 3Yi\&') et, sime31Z(ê) se déplace par
parallélisme, y^(<s)(m) se déplace également par parallélisme (21). Or, si x
décrit un rayon vecteur à partir de 0 et si m^ se déplace parallèlement à lui-
même \p{m^)=x}, on sait que s=j^(x))m^ est indépendant de x. Il en
est de même de ̂ =^(p'(^))m,. lorsque ̂ e31l,.(^)se déplace parallèlement
à lui-même et lorsque x décrit le même vecteur. Si de plus, on a, à l'origine :

^^^^(^(^o),

on a aussi, d'après ce qui précède, <= y^^(/n,) et, comme m,== y^^o)
équivaut, d'après la définition de ^ à ̂ = '^ (s ) , on peut écrire

J ^ R ' ( 9 ' ( t x ' ) ) ( ç ? ^ ^ ( ^ ) ) = ^ ( s ) .
D'autre part,

m^^(x)= p(^).y^(p(^))m.^=p(^).5
et

?^(6)(w-)•P'(^)=p /(^)•y^(p'(^))(?^^)(^))=p /(^).^(^.

De sorte qu'en tenant compte, en outre, de l'égalité

A(m.p(^))==c^^(^).p^),

Q9) Pour s'en assurer, on peut, par exemple, utiliser des sections locales de l'espace des repères
de ^°(ê) ou encore, en tenant compte du paragraphe III. 8, on peut examiner ce qui se passe sur
les espaces induits par une application différentiable l\\-.X. Dans le premier cas, on se reportera
au paragraphe IV. 6.

(21) Se reporter à la fin du paragraphe IV. 6.
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qui sert à définir h, on a la relation

À(p(^).^)=À(p(^)).^) (sçG).

La compatibilité de (^p, h) sera démontrée lorsque nous aurons vérifié qu'on
a une relation de même type lorsqu'on remplace p(.r) par un point quelconque
de ê. Soit y = ^.p(^) un tel point [^€c}îl(ê)]. On a successivement

h(y.s)=h((p.^(^)).s)=h(^.^(^).s))

=^.)R(ê}(lJ-)'(h(?W's))

=?^(^(^)-(^(P(^))4(^))

=((?^)W•h(9W))•^^)
=h(y).^(s). .

h est donc bien un ^-homomorphisme. De plus, par définition même de h et
de ^, Fhomomorphisme ̂ ^ associé au couple (^, À) est y^/^. Soit alors o/
la connexion-image de co par le couple (^, À) ou, plus précisément, par ^A

C i E ) •

C«/:=^(E)(^).

II n'est pas évident, a priori, que la connexion ainsi obtenue coïncide avec o/.
Cependant, puisque ̂ ^= Çju^). on a également ̂ ^ = ç^^ et, en notant A'
la [/(E^-différentiation covariante associée à o/, on sait qu'on a les égalités
suivantes :

^L(E) ° A = ̂  o ̂ ^ et ^(^(co))^^^).

En comparant ces égalités à celles qui sont vérifiées par hypothèse par A
et A', il vient

A'rrrA et ^ (a/) = ̂  ((./).

Il en résulte que co/= (o/+ 9 où 6 est une action du centre K^ÇW) de I/^E^)
et que A / 6=o [conséquence immédiate de la formule (IV.5. i)]. La propo-
sition IV. 5.3 montre alors que

^W^^^o).

Or, la définition de o/ montre que

^W=-?jTZ^)(T(oW).

Par suite
T^(/o)==Cp^^)(Tœ(^o)),

ce qui achève la démonstration du lemme. A partir de là, il serait facile de
vérifier que (JL/==(I/, mais la méthode utilisée ne serait qu'un cas particulier de
celle qui va nous servir à établir le théorème VI. 2.1 dans le cas général et nous
ne ferons pas cette vérification.

Nous revenons donc maintenant au cas général, en nous contentant de
supposer, bien entendu, que X est simplement connexe. Choisissons arbitrai-
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rement un point x^X, puis deux points y,ç&^ et y;€<. Définissons
comme ci-dessus un homomorphisme ^ : G ->- G' par

^ =J'3M' (Jo)° ?ju (^) ° hn (Jo )

et^:ê^ê^, par
^(jo^)=jo4(^ (^eG),

ce qui équivaut à poser

^(m.jo)=cp^^(w).y, [me:)1l(ê)].

Nous déterminerons ensuite g'{y) pour un point y quelconque de l'espace &
en joignant x=p{y) à ^o par un chemin différentiable l, : 1 -. X défî-ni par

•̂  >^ î-x

Fig. 10.

une représentation amortie (c'est-à-dire dont toutes les dérivées s'annulent
pour o et i), eu reliant y à un point y , de <^ par le chemin co-horizontal \, de
projection l,, en posant y[ =g'(y^ (ce qui a un sens puisque g- est déjà défini
sur <@^), en définissant g-(y) comme l'extrémité du chemin co^horizontal A'
d'origine y[ et de projection l,, en vérifiant, enfin, que g{y) ne dépend pas du
choix du chemin /i. Nous utiliserons pour cela le lemme précédent et le fait
que X est simplement connexe.

Soit ^ : 1-̂  un deuxième chemin différentiable joignante à œ^ et défini
également par une représentation amortie. Recommençons, avec l^ les opéra-
tions effectuées avec l^ les notations se déduisant des précédentes par substi-
tution de l'indice 2 à l'indice i. Soit S1 le cercle orienté, muni d'une origine 0
et paramétré par une application différentiable régulière

I->S1 [ a (o )==0 , a( i )=0] .a :

On déduit de ^ et ^ une application différentiable

^: ^->x.



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 335

en posant
^ ( a ( < ) ) = / i ( i - 2 ^ ) [Q^t^Y

^ ( (X ( t ) )= : l , ( 2 t - ï ) (\^t^\.
\2 /

Puisque Si- est simplement connexe, il est possible d'étendre y. en une appli-
cation différentiable y. de R2 dans X dont la restriction à S4, plongé dans R2,
est pi.

Il résulte maintenant du paragraphe III. 8 que les hypothèses faites au sujet
de ê(5C, G) et &'{X, G') se retrouvent dans les espaces induits par jL Plus
précisément, si ê-= '\s.~^(ê>) et &'-= p-"1^) sont munis des connexions oo-, (D'-
induites par y. à partir de co, ^r et si l'on note y^_ /^_x l'homomorphisme de
l'espace structural gauche 3Yi-(&-\ de &- dans l'espace structural gauche 3Vi'-f&'-\
induit à partir de <p^(6)» rhomomorphisme ç ^ _ / ^ _ x des espaces de Lie
de ê-(R2, G) et ^-(R2, G'), associé à y^_ /^_x , vérifie les relations

^^W^W)0^
et

^(^)=:=^(^)(^(^))-

où A- désigne la L-(E-)-différentiation covariante associée à co- et A"-, la L'-CE'-Y
différentiation covariante associée à OL)'-. Nous sommes donc exactement dans les
conditions d'application du lemme précédent. En considérant S1 comme un
lacet en 0 dans R2 , on a donc

^(S^^cp^.^^^S1)).
y. u. \ a/ \ 'J- /

En revenant à X à l'aide des homomorphismes induits, et en considérant
maintenant y. : S4 -^ X comme un lacet en Xo, on a

(Vl^.l) T^(p-)=îp^^(T(o(^.)).

Or, comme p- se compose de /i et de /a, on a

j2==^o(^).Jl

et y[, défini par y^= g ^ y ^ ) , est donc, par définition de g sur la fibre ê^, le
point

j2=?(^(<s)(^(^))-Jr

II résulte alors de l'égalité (VI.2. i) que l'extrémité du chemin horizontal
d'origine y[ et de projection /a coïncide avec l'extrémité du chemin horizontal
d'origine y[ et de projection ^i. En d'autres termes, la définition de g(y) est
bien indépendante du chemin choisi pour relier x à ^o.
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Il reste maintenant à montrer, d'une part, que les homomorphismes ^ et g-
que nous venons de construire sont compatibles, d'autre part, que le couple (^, g)
constitue une solution du problème.

La compatibilité de ̂  et ^-résulte immédiatement du procédé de construction
de ces homomorphismes : en reprenant les notations précédentes, si z=y.s
est un point de &^, le chemin horizontal d'origines et de projection /i se déduit
de Xi par la translation à droite s. Son extrémité ^i de projection x^ se déduit
donc de Y! par la même translation à droite : z^=y^.s. Or, sur ê^, on a

g{z,)=g{y,)^{s)

comme le montre la définition de g et un calcul effectué au cours du lemme
précédent. En procédant de façon semblable sur &'ÇX, G7), on aboutit à

^(z) =g-(y.s) ==^(y).^(s) (jeê, sçG).

Par construction également, on a

^(G))=^

puisque l'image par g d'un chemin oj-horizontal est un chemin co'-honzontal et
que, par suite, le champ de connexion ("(ou) est projetable par g et son
image, c((j(/).

Quant à l'égalité ^ Jn (<§)== ?.m(<g) q111 entraîne ^j^== 9^), elle résulte
simplement du fait qu'elle est vérifiée pour les fibres de projection x^. En effet,
comme l'image de ^^(oo) est c^lçê '\^), et cela, par l'un ou l'autre des homo-
morphismes ^n^s) ou yjn^)» on pc1^ la transporter par parallélisme en tout
point de X.

Le théorème est donc démontré.

Remarque. — Dans le cas où G est simplement connexe, l'existence de ^^is\
entraîne celle de <P^(^). On peut donc énoncer un théorème où les espaces de
Lie interviennent seuls.

CHAPITRE VII.

HOMOMORPHISMES. CONDITION D'EXISTENCE

LORSQUE LA BASE N'EST PAS SIMPLEMENT CONNEXE.

INTRODUCTION. — Nous ne supposons plus, dans ce chapitre, que la base des
deux espaces fibres principaux ê(5C, G) et &'ÇX, G') est simplement connexe.
Dans ces conditions, il n'est pas possible, en général, de trouver un couple
d'homomorphismes compatibles (^p, h) tels que

^{&}=^^i{SY té(<S)=?^(6) et ^W^)==C^
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où y^^;) et y^;) sont deux homomorphismes associés, liés aux connexions co
et ci/ par les deux relations habituelles

A ' o 9 L ( h ) = = ? L ( h ; ) ° A et ^(V):=CPL(E)(^M).

On s'en convaincra facilement en considérant le cas d'un cylindre de révo-
lution (espace fibre principal de base S1 et de groupe, le groupe additif R)
muni successivement de deux connexions intégrables dont l'une admet pour
variétés intégrales les parallèles du cylindre, tandis que les variétés intégrales
de l'autre sont des hélices.

Cependant, à condition de supposer que 9^^) est un homomorphisme sur, on
peut construire un couple d'homomorphismes compatibles

^: G-^G^Gyir, /^==6-^=6yir
(H' étant le centre de G7), ainsi qu'un homomorphisme r ^ : G-> G7, indui-
sant ̂  par passage au quotient et déterminant 9^/5) par modelage sur & et ê^.
C'est là l'objet du paragraphe 1.

Après l'examen du cas particulier où le centre de G7 se réduit à l'identité (§ 2),
on montre, au troisième paragraphe, comment, moyennant une hypothèse assez
large concernant l'holonomie de o/, on peut se ramener du cas où ç^/^ est un
homomorphisme dans, au cas où c'est un homomorphisme sur. Le paragraphe
suivant est consacré à la recherche des conditions d'existence de A. Grâce aux
résultats du i°, on peut supposer, sans perte de généralité, que les deux
espaces ê et &' ont même groupe structural et l'on peut même se permettre
d'identifier 3Tl(ê) et JÎV^). On simplifie ainsi les notations et il devient
possible de comparer, pour un même lacet /.z, les éléments ^(/.c) et ^^'{lx\
Plus précisément, on forme

T^(^)(^)(^))-1

qui, faisant partie du centre de la fibre de <71Z(ê) de projection x, peut être
considéré comme appartenant au centre H de G. On vérifie alors que cet
élément ne dépend que de la classe d'homotopie de /,; et qu'on définit ainsi
un homomorphisme

^,: R^X)->R

du premier groupe d'homotopie de X en x, dans H. Le résultat essentiel de ce
chapitre est que la trivialité de cet homomorphisme est une condition néces-
saire et suffisante d'existence de l'homomorphisme h cherché.

Si l'image % de 11 (̂3;) par l'homomorphisme ̂  est fermée dans G, on peut
substituerai son quotient par y; le problème est alors résoluble. Dans d'autres
cas, on peut agir sur o/. En particulier, si j est un sous-groupe de la compo-
sante connexe de l'identité dans H, le problème peut être résolu en substituant
à (</ une connexion oV+O où 9 est un forme différentielle sur d£, fermée, à
valeurs dans H et admettant sur des cycles donnés des périodes dépendant

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 43
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de ^. Lorsque X est compacte, on peut combiner les deux procédés, le premier
servant à éliminer la partie de ^ provenant de la torsion du premier groupe
d'homologie de âK à coefficients entiers, le second, à réduire ce qui reste.

Enfin, dans un dernier paragraphe, on cherche à élargir les hypothèses et
l'on donne quelques résultats valables lorsque l'égalité portant sur les courbures
n'est plus nécessairement réalisée.

1. CAS DES HOMOMORPHISMES SUR. RÉSULTAT INTERMÉDIAIRE. — NOUS Considérons

donc, dans ce paragraphe, deux espaces fibres principaux différentiables
ê(,SC, G) et &'{X, G'} de groupes connexes G et G' et de même base X. Nous
nous servirons des notations utilisées au paragraphe 11.5, c'est-à-dire que nous
noterons :

y : G-.G^=G/H, y : G^G^GyH^
y^ : ê-> <^== ê/H, Y^ : 0'-.^=: &'/ET\

les homomorphismes canoniques appliquant ê et S d'une part, G et G^ d'autre
part, sur leurs quotients respectifs par les centres H et IT de G et de G^. De
plus, les espaces de Lie [resp. espaces structuraux gauches, faisceaux des
connexions de ê(âC, G) et &\X, G')] seront notés A(<^) et ^v(ê,)
[resp.JTl/^) et ^r/ê^), C^(E^) et CT/E^)]. Enfin les homomorphismes
canoniques correspondant à ces différents espaces et faisceaux, seront :

ï^(6) : ^(ê)-^ ^ï(^). ï^(6') : ^^')-> ^(êv),

ÏJ1Z(6) : ^(ê)--^^(^), T^(^) : ;)rc/(ê/)-.:>^^.(<^),

ÏC(E) : C(E)^ C^(EY), yc^) : C^E')-^ a(E^).

On a alors le théorème suivant qui constitue le premier pas dans la résolu-
tion du problème qui nous occupe :

THÉORÈME VII .1.1. — Étant donnés deux espaces fibres principaux différen-
tiables ê(5C, G) et &\X, G') de même base X et de groupes structuraux G et G'
connexes, s^il existe un homomorphisme

cp^): ^(ê)-^^)

de F espace structural gauche du premier sur l^ espace structural gauche du second,
et si l ) homomorphisme

^(^ ^(ê)->^(^)

de l ) espace de Lie de <ê(âC, G) sur l^ espace de Lie de ^(3?, G'), associé à <p / -,
est lié à deux connexions co et o/ sur ê(5C, G) et &\X, G') respectivement dont
les L(E)- et \J (^)-différentiations coloriantes sont notées A et A', par la relation

( V I I - l . l ) A ' o C p ^ E J ^ p L t E ^ A ,
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alorsy il existe un couple d } homomorphismes compatibles sur
h^ : ê—êv et ^: G-^Gy,

déterminant, par modelage sur ê(âC, G) et ^(âC, G^), fcy homomorphismes

ï.m^')0?^^;? ï^(6-)°?^(6) et Ï C ' ( E ' ) O ? C ( E )

(^(E) étant naturellement défini par (p^)(co) == o/ ^ jo^r fe.y opérations de L^E)
[mp.L^)] ̂ r C(E) [r^.C^EQ]).

Remarque. — Avant de commencer la démonstration de ce théorème, remar-
quons que/dans les hypothèses, il ne figure aucune condition portant sur les
courbures. Cependant, si l'égalité (Viï.l.i) n'entraîne évidemment pas
^(o/)= ÇI^)(Û((JL))), elle implique néanmoins une égalité de ce type
lorsqu'on remplace ^(X, G^) par ê^(â£, G^). Plus précisément, si Fon pose

^Y==ÏC ' (^ ) (^ ) ,
on a

^(^)=^L'(E')(^L(E)(^W))'

^

En effet, en appliquant deux fois de suite l'égalité (VII. 1. i), on a, quel que
soi t6eL(E):

^(^(E)^))^?^^^).

Mais,
A^^^co), 6],

el par suite,
A"(CPL(E)(0) )=?L(E)( [^ (^) , 6] )=: [cp^^( i2(co)) ,CpL(E)(ô) j .

Puis en passant de ê'(5C, G') à <^(âC, G\) et en continuant à noter par le
crochet les opérations de ^(ê^) sur ^(X,) = € ' { & ' ) on a

A / 2 (cp^K)(9))=[Y^(E') (?L(E)( .^(^)) , ?L(E)(Ô)] .

Or,
A / 2 (cpL(E)(e))=: [^(^) ,9L(E)(9) ]

comme ces égalités sont vérifiées quel que soit Ô€L(E) et que les homomor-
phismes y^^ et Y^ , /^ sont des homomorphismes ̂ r, on en déduit

^ ( ^ v ) = Y L . ( ^ ) ( 9 L ( E ) ( ^ ( ^ ) ) .

Venons-en maintenant à la démonstration de notre théorème. Elle repose
essentiellement sur le lemme suivant OÙT^(^) désigne, rappelons-le, l'élément
de l'espace structural gauche associé à la connexion co et au lacet l^ de <î.

LEMME. — Quel que soit le lacet l^ de 5C, on a

• ^(^):=Ï^(6')(?.)^^(6)(Tco(^))).
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Nous considérons donc un lacet en x, ly, : l -> âK[/^(o) = lx ( ï ) =x\ L'éga-
lité (VII. l . i ) montre alors que le champ ^(^((o) qui définit le transport
parallèle dans J?°(ê), relativement à ou, est projetable par y^ /^ et que son
image n'est autre que le champ ^(^(o/) qui définit le transport parallèle
dans X^0^), relativement à CL/. Nous avons vu qu'il en était alors de même
de ^(^(co) et de ^(^(co') et que, en notant comme d'habitude,

^): ^,(ê)^^Z,(ê), I^^): 3\W)->^W)

les isomorphismes des fibres de yÇi{&) et de 3Vi'Ç&'} de projection 4(o) sur
les fibres de projection ^(i) de ces mêmes espaces, on avait le diagramme
compatible (c'est-à-dire commutatif) suivant :

.A ( f )—————^A(g )
L 0)v-K

<p cp
we) IH.(£)

) ' \f
Jl'Cg') ——————^Jl.C^)

Jx.^ x

•xw
Fig. ii.

Mais, comme ^ est un lacet en .r, on a

^Q^1111^^) et ^ /T6 /)=Int(T^(^))•

Le diagramme précédent se traduit alors par l'égalité ci-dessous, valable quel
que soit le point x de X, et où m est un élément quelconque de la fibre de JTl(<@)
de projection x :

?J^^(6)( I n t ( T co(^))^)=Int (^) / (^))^^(^)(w) .

Comme, par hypothèse, y ^ / ^ ^ applique 3Tl^(ê) sur JTl^ê'), cette dernière
relation est équivalente à

Ï;)1V ( 6'} ( ?J1Z( 6 ) ( ̂  ( /^ ) ) ) = ï^r ( ô' ) ( "0)' ( ̂  ) ).

Mais on a aussi
Lm- ( 6' ) (T^ (/^ ) ) = T^ ( ̂  ) ^

et par suite
^(^)=Y^(^)((p^^)(T^(^))) ,

ce qui est bien la formule annoncée.
On définit alors ̂  et //v en utilisant le procédé qui nous a servi dans le cas

simplement connexe et que nous rappelons rapidement :

i° On choisit un point XQ çSL et, dans les fibres de & et &'., de projection XQ,
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deux points joCêa^, ro€êv,^. Cela, de façon absolument arbitraire. On pose
ensuite

^=./^ (Vo ) ° ï^(^) ° ?;M(<S)0 <m(Jo),

et ron définit la restriction de /4 à ê^ par l'égalité

h^(y^s)=-y',.^(s) (sçG),
ce qui revient à poser

/i,(m.jo)==ïjiz'(^)(?^(^)(^)).yo [we:)1l,^(ê)].

2° On étend la définition de Ày à l'espace & tout entier, en faisant corres-
pondre à tout chemin (jû-horizontal X d'origine yçê^ et de projection
/: 1 -> S'[Z(o) =^0], le chemin oj^-horizontal d'origine f^(y) et de projection /.
Plus précisément, on pose, en notant ce dernier chemin X,, :

A,(À(i))=^(i).

Il résulte immédiatement du lemme ci-dessus que, si / et /' sont deux
chemins d'origine x^ et d'extrémité commune ^i, et si les chemins co-horizon-
taux A et V de projections / et / / et d'origines y, y ' r €:&x, ont également même
extrémité, alors, les chemins co^-horizontaux ?^ et X^ d'origines h^(y) et h^y')
et de projections / et // respectivement, aboutissent au même point de ê^. On a
donc défini ainsi un homomorphisme /^ d'espaces fibres différentiables. Il est
facile de vérifier ensuite que ^., et h., sont compatibles et que, par modelage
sur & et êv, ils déterminent les homomorphismes annoncés. Explicitement, si
l'on ne recule pas devant les notations, on a

^Lm( ô ):=: ï.m' («s' ) ° ?JTI( 6 Y ^^^{6 )= TJ!?' ( 6' ) ° ?JF( 6 )

et
^(E)^)^^-

Le théorème VII. 1.1 est donc démontré, mais on peut aller plus loin : de
l'existence de l'homomorphisme ç^^ ; Jîl(ê)-^ 3VL'' {&') (existence que nous
n'avons pas complètement utilisée puisque seul l'homomorphisme y^/^^oç^
nous a servi) et de celle du couple compatible (^, /^) que nous venons de
déterminer, on peut déduire un homomorphisme ̂ : G-> G' déterminant ç^/^
par modelage et^y, par passage au quotient. Comme le fait que cTn^et^Tl^ê')
sont les espaces structuraux gauches de ê(5£, G) et &'(X, G') n'intervient
pas dans ce résultat, nous élargirons le problème en le posant de la façon
suivante (22).

Soient ê^(â£. G,;) et ê^(âC, G^) deux espaces fibres principaux différentiables
de même base X et dont les groupes structuraux G^ et G\ sont les quotients de

( 2 2 ) II ne s'agit pas d'une généralisation -gratuite. Le problème se posera plus loin sous cette forme.
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deux groupes de Lie connexes G et G' par leurs centres respectifs H et H'. Par
modelage de <m = GxSS;et 3VL'= G'xX sur ê, et &\ (G. et Q\ opérant sur G
et G' par l'intermédiaire des automorphismes intérieurs), on construit 3Tl(ê^)
et JTL^^). De même, ^(ê.) et £'{&\) s'obtiennent par modelage des
espaces G, £ ' des formes différentielles sur X à valeurs dans G et G7. Soient
alors co, et co^ deux connexions sur <^ et &^. Nous noterons A et A' les L(E^)-
et L'(E^)-différentiations covariantes qui leurs sont associées etA^, A^lesL^E,/)-
et L^(E^)-différentiations covariantes également associées à (o^ et co.,

Nous supposerons d'abord qu'il existe un homomorphisme

auquel est associé

De plus, soit

9^(6,) : ^(ê^-^JIl^êv)

9^(6,) : ^(^)->^(^-).

<^ : G^->Gv et h: &^ôy

un couple d'homomorphismes compatibles tels que :

i° L'homomorphisme <p^ ^ ^ déduit de <p^^ x par passage au quotient
coïncide avec ̂ âî  j : T f T

?^(<§j==^^(^)^
ce qui entraîne

?^(^)=^(^)-
2° On ait l'égalité

^(^(^^^T
qui entraîne

Ay o îp^(]^) == îpL^) 0 A^.

3° La relation suivante, qui est compatible avec le 2°, mais ne s'en déduit
pas, soit vérifiée :

A'OCO^F.J^^E^A,

Ce dernier point étant équivalent au fait que le champ ^(^(c^) est proje-
table par 9^(<g j et que son image est c^°(^)(^), il en résulte que le champ
^(^(co^) est lui-même projetable par y^/^ . et que son image est c^^ï)((o^),

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que ç^/^ résulte, par
modelage, d'un homomorphisme

^ : G->G'.

En effet, il est clair, tout d'abord, que l'homomorphisme ç^^ . et h sont
compatibles, par hypothèse, avec 9^ ^ y Autrement dit, les relations du
type (1.4.i) et (1.4.2) sont vérifiées :

h(m.y)=^^^(m).h(y) [mç3V^(^),yçô^

^^(ê J^W^^nt^^ )(^))?^(6 )(^) (:pt€^l(^)3.
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En revenant à 3TI, on voit donc que ç^/^ ^ résulte, par modelage, d'un
homomorphisme

^JIX : Jrc -> ori'^

c'est-à-dire que rhomomorphisme 7^(A(j))oy^^ ̂ o^(j) [qui définit^
sur la fibre de Jîl((ê^) de projection jo(j)(j€êv)1 ne dépend que de la projec-
tion dey sur 3L. Il reste à montrer que, étant donné sçG considéré comme un
élément de 3TI, Vêlement Jy^'ÇhÇy)) fç^/^ /^(j)'5'^ de J1V(ê7,,), considéré
comme appartenant à G', ne dépend pas de x=pÇy\ Pour cela, il suffira de
choisir x'€<3£ et distinct de x, puis de joindre x à x ' par un chemin différen-
tiable l[l(o)=x, lÇi)=x'~\. Si sçG reste invariant lorsque y^ se déplace sur
un chemin oû^-horizontal de projection /, l'élément m^== ̂ (y^ se déplace
parallèlement à lui-même. D'après ce qui précède, il en est alors de même
de ^'t=fy^{&^mt)' II en résulte que j^(h(yt))m[, considéré comme un
élément de G', reste invariant, puisque A(y^) reste également sur un chemin
co^-horizontal. ^y^ résulte donc bien d'un homomorphisme

^ : G-^G'.

D'autre part, de l'hypothèse que 9^/g x induit <t>^ ^ . par passage au
quotient, on déduit que ^ induit <î> : G -> G\ Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION VII .1.1. — Dans les conditions énoncées ci-dessus^ il existe un
homomorphisme tel que le diagramme

^:G —————> G'

G _____^ 6-

^1 T ^Y t .
G/H=Gy ——î—^ 6'Y=GYH'

Fig. 12.

soit commutatif et que, par modelage, ^ détermine y^/^ ^ :

^(^(y)) ° ̂  = ?^(<sj° ̂ îi(j)'
Remarque. — La proposition précédente s'étend sans difficulté au cas où G^

et Gv opèrent sur deux groupes de Lie quelconques G et G/ et où ces opérations
sont des automorphismes de G et de G'.

En nous replaçant dans le contexte du théorème VII. 1.1, nous voyons immé-
diatement qu'on a :

COMPLÉMENT AU THÉORÈME VII .1.1. — En plus du couple à) homomorphismes
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compatibles (^,, /^), ;7 existe un homomorphisme

^ : G->G'
tel que

'Y' o {b =z d'Y

^ g^, jour modelage sur &{X, G) ^ ^r (^(âC, G^), ^ détermine ç^^. fl en
résulte que V homomorphisme associé ^ : G -^ G' détermine y^/ , . .

Le problème qui se pose donc maintenant est celui de la détermination, dans
le cas où X n'est pas simplement connexe, d'un homomorphisme

h : &->&'

compatible avec ^ et répondant aux conditions du problème. Nous aborderons
cette question après l'examen, au paragraphe suivant, d'une application directe
de ce qui précède.

2. CAS PARTICULIER. — Si, tout en conservant les hypothèses du théo-
rème VII. 1.1, nous supposons de plus que le centre de G' se réduit à l'identité
(c'est-à-dire que G^=G /) , il est inutile de supposer que l'homomor-
phisme y^/^ existe car il résulte de l'existence de 9^^. On transpose en
effet sans difficulté au cas des espaces fibres à fibre-groupe de Lie la démons-
tration du résultat correspondant, dans le cas d'un simple groupe de Lie.
Considérons un revêtement simplement connexe [R(G), p : R(G) -> G] de G et
construisons JHi^ê) par modelage de 3Yi^= R(G)xâC sur ê(5C, G), G opérant
surR(G) par l'intermédiaire des automorphism^es intérieurs. On note

P^^ ^ll (ê)——^W

l'homomorphisme déduit de p. Comme les algèbres de Lie des fibres de 311 (̂6)
s'identifient (grâce à p^/^) à celles des fibres de JTl(ê) et, par suite, aux
fibres de J?°(ê), il existe, au-dessus de tout point x^X, un homomorphisme

^mR^^ ^,(ê)-^^W)

auquel 'p^^ est associé. II faut alors vérifier que c'est bien un homomorphisme
d'espaces fibres qu'on a ainsi défini, c'est-à-dire qu'il est localement trivial.
Cela se fait facilement, soit en utilisant des sections locales de ê et ê7, soit en
se servant de la formule (VII. 1. i) et du transport parallèle.

Dans ces conditions, comme le noyau de y^ /^con t ien t nécessairement le
centre de 3Ti^(&), et, par suite, le noyau de p^/^ on déduit évidemment
de ç^ /^ , un homomorphisme

^w'' ^W->^'(&').
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Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION VII .2.1. — Étant donnés deux espaces fibres principaux différen-
tiables ê(X, G) et &'{3i, G) de groupes G et G' connexes, si le centre de G' se
réduit à Vêlement neutre et s ' i l existe un homomorphisme sur

^(^ ^(ê)-^^)

de leurs espaces de Lie, ainsi que deux connexions co et oY liées à © ,/ .par la
relation

A / o 9 L ( E ) = ^ L ( E ) O A ,

;/ existe alors un couple à' homomorphismes compatibles

^ : G->G' et h: &->S'
tels que

té{ô^ ^'£ ( 6 ) et ^(E)^)^^.

3. CAS GÉNÉRAL. — Nous commençons maintenant l'examen du problème
sous sa forme la plus générale, c'est-à-dire que, en admettant simplement
que G et G/ sont connexes, nous supposons qu'il existe un homomorphisme

^(c^ ^(ê^OVi^ô1)

de l'espace structural gauche de <ê(5C, G) dans l'espace structural gauche
de ê^ÇX, G7), auquel est associé rhomomorphisme

^(^ ^(ê)^^(ê')

de leurs espaces de Lie.
Nous supposons, bien entendu, qu'il existe en outre deux connexions oj etco'

de &{X, G) et &\X, G') dont les L(E)- et L^W)- différentiations covariantes
sont A et A^ et qu'on a
(VII .3 . i ) A ' o ^ ( E ) = = 9 L ( E ) o A ,
ainsi que
( V I I . 3 . 2 ) . Q ( C O / ) = = ^ ( E ) ( ^ ( C O ) ) .

Nous proposons de donner d'abord une condition nécessaire d'existence
d'un couple d'homomorphismes compatibles (^p, h) déterminant y^^ et tels
que^)(co)=o/.

PROPOSITION VII. 3 .1 . — Dans les conditions ci-dessus, pour qu^il existe un
couple d'homomorphismes (^p, h) tels que ^^6)=ÇP^^ô)et ^(E)(^)= ̂ ,il est
nécessaire qu'on ait l'inclusion

^(^)c?^(^)(^(ê)),

où ^(co') désigne, rappelons-le, l'espace d'holonomie de o/.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — FASG. 4. 4/1
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En effet, si un tel couple existe, il est clair que A(ê) est une variété intégrale
du champ normal ^^^(^(ê)), o/) et que son espace structural gauche
est ?Jî^(<g)(Jt^(ê))• or» dans les hypothèses faites, ce champ normal est effecti-
vement intégrable. En effet, la stabilité du faisceau 9L^(L(E)) pour la diffé-
rentiation covariante A' associée à o/ résulte de (VII.3. i), tandis que (VII. 3.2)
montre que la condition portant sur la courbure est vérifiée. Une condition
nécessaire d'existence de(^, h) est donc que les variétés intégrales de ce champ
soient à fibres connexes, puisque G est connexe. Or, l'espace structural gauche
d'une telle variété s'obtient, d'après la proposition V.6.3, à partir de ®(o/) et
du sous-espace de 3\V(&') à fibres connexes, admettant y^)(^°(ê)) pour espace
d'algèbres de Lie. Autrement dit, cet espace structural gauche est engendré
par -^(V) et ?^(^)(^(Ê)). Il est donc bien nécessaire que S<y) c ?^(^(^(ê)).

On a alors :

PROPOSITION VII. 3.2. — Dans les conditions exposées au début de ce paragraphe,
si, en outre ̂  V inclusion de la proposition précédente est vérifiée :

^WCCp^^Wê)),

on peut ramener la recherche du couple (f^, h} à celle d'un couple (^/, h') d'homo-
morphismes sur, en remplaçant JTV(ê') par l'image ?^(^)(^t(ê)) de <m(ê)
P^ ?.mw ^'W P^ l'image de J"(ê) par y^^, ê'ÇX, G') par une variété
intégrale quelconque du champ normal r(9^/J?o(ê)), ^/) et o/, par sa restric-
tion à V.

Cette proposition est une conséquence immédiate des résultats du para-
graphe VI. 1 et de la proposition VII. 3.1.

Nous nous proposons maintenant de montrer qu'après nous être ramené au
cas où ç^(^) est un homomorphisme sur, nous pouvons nous ramener à celui
où y^/^g) est un isomorphisme sur.

PROPOSITION VII. 3.3. — Le noyau 3 de 9^^ est un espace fibre de sous-groupes
distingués de 3îl(dh) qui s'obtient en modelant sur &(X, G) le produit 3YL&= QxX
d'un sous-groupe distingué (^ de G par X, G opérant sur (^ par l'intermédiaire
des automorphismes intérieurs.

Il est évident, tout d'abord, que le noyau J de y^^ est constitué de sous-
groupes distingués des fibres de c7Tl((ê). De plus, la relation (VII.3. i) montre,
comme d'habitude, que le champ définissant le transport parallèle dans X?°(ê)
relativement à co est projetable par Q?^^) et que so.n image est le champ définis-
sant le transport parallèle dans e'\&'), relativement à o/. Il en résulte qu'il en
est de même de (^(^(co) et de c^'^'V^). Par suite, le noyau de y^/^ est
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invariant par parallélisme. Cela signifie que, si les deux points y et y7 de & sont
reliés par un chemin différentiable où-horizontal, on a l'égalité

y,u(j)^=/^(y)^ [p(y)=-^pf(yf)=-^]

valable dans G, et non dans JTl, bien entendu.
Si, au contraire, y et y appartiennent à la même fibre &x de ê, sans être

nécessairement reliés par un chemin co-horizontal, il existe s^G tel quey=y..y
et l'égalité (1.3.i) s'écrit

j^y'^^^^-^U'^y)^).

Comme 3'^ est distingué, on a donc

j^y'^^^j^y)^^

En combinant ces deux résultats, on voit que le sous-groupe jy^{y)^x de G
est indépendant du choix de y dans ê. Si l'on pose ^=y^(j)J^, on a donc
bien J==JII^(ê), avec jn^==c^xâC.

Cette proposition montre qu'il est possible, en effectuant le quotient de 3Yi(ê)
par J = JTl^(ê), de ê par ^ [ou, ce qui revient au même, par J = ^TÏ^(ê)] ;
et de G par ^ également, de transformer y^/^g. en isomorphisme (23).

Plus précisément, le cas exposé au début du paragraphe se transforme
successivement de la façon suivante :

i° En supposant que la condition nécessaire d'existence des homomor-
phismes (^, h) soit réalisée [c'est-à-dire ^(co^Cç^/^/^^))], la proposi-
tion VII.3.2 montre qu'on peut remplacer &'(X, G') par un de ses sous-espaces
fibres principaux différentiable à groupe structural ^(â£, G^) déterminé à
une translation à droite près et choisi de telle sorte que y^^) devienne un
homomorphisme 9^^ de t5Tl(ê) sur l'espace structural gauche jn^(d^)
de ê^(âC, G'i). Les conditions (VII.3.i) et (VII. 3.2) restent évidemment
réalisées.

2° On effectue ensuite le quotient de ê(â£, G) par le noyau de l'homomor-
phisme ç^^ et l'on transforme ainsi &ÇX, G) en êi(â£, G^) et y^/^ en un
isomorphisme de l'espace structural gauche Jîl^êi) de êi(â£, Gi) sur l'espace
structural gauche de <^(âC, G\). Pour cet isomorphisme, on a toujours des
relations du type (VII. 3. i) et (VII .3.2).

Il reste à voir ce qu'on peut obtenir dans ces conditions, du théorème VII .1.1
et de son complément. C'est ce point que nous examinerons au début du para-
graphe suivant.

(2 3) ^ est évidemment fermé dans G.



Remarque. — La condition ®((jy)cy^^(3Tl(<ê)) est évidemment toujours
réalisée lorsque y^/^ est, par hypothèse, un homomorphisme sur, ou encore,
lorsque Si est simplement connexe.

4. CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE D^EXISTENCE DE À. — NOUS SUppOSOnS tout

de suite que les opérations décrites au cours du paragraphe précédent ont été
effectuées, c'est-à-dire que nous avons affaire à deux espaces fibres principaux
différentlables ê(5C, G) et <@'(âC, G ' ) dont les espaces structuraux gauches
sont liés par un isomorphisme sur

9^(6) : ^(ê)-^^),

tel que Fisomorphisme y^ /^ associé satisfasse aux conditions (Vï ï .3 . i )
et (VII. 3.2).

Nous savons alors, grâce au théorème VII. 1.1, qu'il existe un couple d'iso-
morphismes compatibles

h^ : S -> 6^ et ^ : G -> GY

deê(3;,G) sur le quotient ê\ de ê7 par le centre H'de G'et de G sur G'= G'/H'.
Enfin, le complément au théorème VII. 1.1 montre qu'il existe un isomor-

phisme ^ : G -^ G' induisant ̂  par passage au quotient et 9^^) par modelage.
Nous allons profiter de ces résultats pour modifier les notations et poser le
problème sous une forme légèrement différente.

Nous identifierons d'abord G et G' par ^ et G., G\ par passage au quotient.
ê(5C, G) et &'{X, G') deviennent alors deux espaces fibres principaux diffé-
rentiables de même base X et de même groupe structural G. Nous les noterons
donc ê(as, G) et &'{X, G). De même, êv(â£, G,) et ê'/a:, G^) deviennent
ô^X, G.) et êv(^, G^). Mais le G.-isomorphisme

/ÎV '• êy —^ êy,

déduit de h^, permet d'identifier à leur tour ê,, et êy. Il n'y a plus lieu alors de
distinguer les espaces structuraux gauches (resp. espaces de Lie) de ê et &'
qui, notés évidemment 3îl(ê) et Ç3XiÇ&'} [resp. X?(ê) et ^(ê')], seront con-
fondus avec JTl(ê^) [resp. ^(<êv)]. Les faisceaux de connexions, C(E) et (^(E'),
par contre, restent distincts, mais la formule (VII.3.i) et le fait que la sous-
algèbre de G,, laissant G invariant soit nulle, montrent que les images de co et co'
par les homomorphismes appliquant canoniquement C(E) et (^(E') sur le fais-
ceau des connexions Cv(E^) de <^(âE, G^), coïncident. Nous noterons (o^ cette
image commune, de sorte que A et A/ peuvent être considérés comme les
L(E^)-différentiations covariantes associées à CD,/. Il reste l'hypothèse (VII. 3.2)
qui se traduira par une simple égalité entre deux sections iî(co) et ^(co')
deL^E.).
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En résumé, le problème se pose désormais de la façon suivante. Nous consi-
dérons deux espaces fibres principaux différentiables ê(^, G) et ^(X, G)
de même groupe structural connexe G, liés à un troisième espace fibre prin-
cipal différentiable &^{X, G,,) de groupe stru.ctural G,=G/H, par deux
homomorphismes.

y^ : 6->6^ et y^ : ê'->6^

compatibles l'un et l'autre avec riiomomorphisme canonique y : G -> G,,. Nous
supposons de plus qu'il existe sur ê et &' deux connexions CD et CL/ dont les
images par les homomorphismes Y C ( E ) et y^) associés respectivement aux
couples ("y, yA (y , -y^, coïncident :

(Viï.^.i) YC(E)M=:YC(E')(^)=C.).

et telles que, en identifiant ^(ê), ̂ (ê'), £{&^ [resp. Jri(ê), ̂ (é'), JU(^)],
grâce à ̂ , -y^, on ait.
(VI I . ^ .2 ) i2(co)=:^(V).

Il s'agit alors de construire un G-isomorphisme (c'est-à-dire un isomor-
phisme compatible avec l'identité sur G)

h : & — Ô ' ,

induisant l'identité sur d^ et transformant CD en CL/.
C'est ce problème qui occupe la fin du chapitre. Nous commencerons par

établir une condition nécessaire et suffisante d'existence.
Avant toutes choses, rappelons que, lorsque nous considérons le cercle S1,

nous le supposons orienté, muni d'une origine et paramétré. En toute préci-
sion, nous l'identifierons ici au quotient des nombres réels module i et nous
noterons a :R-^S 1 l'application canonique qui résulte de cette opération.
L'origine choisie sur S1 est 0 == a(o).

Considérons maintenant un lacet en ^o€5C, défini par une application
différentiable

/,,: S'->^ [/,,(o)=^o],
et soit

7: s'xr-^

une homotopie différentiable de l^ (F est un intervalle ouvert contenant I).
On pose

7(^^)=/^(^) o 'eS'et^r)
ou, plus simplement

~l^,t)=l^x).

V=l^^ est un lacet en ^=/(o, ^)=^(o), et l'on a par hypothèse, l°==l^
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Nous poserons

^0==^)(^o), ^o^^^ro^ ^l^^CO^), ^i==^w'(!x,)'

Nous nous proposons de démontrer le

LEMME 1. — Dû^-y les conditions précédentes, si m^ = m'^y alors, m^ == Wj.

Soient, &j-=Ï~^Ç&'), &IJ=l~i(&'^ &•^=Î~JL(&^ les espaces fibres principaux
de base S lxF induits par / et 007, (07, coj les connexions induites par / égale-
ment sur ces différents espaces. Les espaces et connexions induits par l1 [ou, si
l'on préfère, les restrictions à (S1, r) des espaces et connexions induits par /]
seront notés d^, ê^, ê]i, OD^, (o/,, co^. D'autre part, pour simplifier le langage,
nous appliquerons à S lx^ le vocabulaire des cylindres de révolution : généra-
trices, parallèles, etc.

A tout point yG&j (resp. êj, ê^') de projection (x, t) sur S^F, on fait
correspondre le point $(y)eê/o [resp. ^(y)e^o, ^(j^GêJ] défini comme la
trace sur ê/o (resp. d^o, ê/î) du chemin cof-horizontal (resp. 007, c^-) passant parj
et se projetant sur la génératrice (*r, F) qui passe par la projection de y. En
posant

p- ( j)=(£ ( y ) ; t) [je^7^(j)=(^ t)}
^ (j) == (î! (j), t) [je 4 ̂ (j) = (^ ^) ]
^(J)=(^(J), 0 [jeêj^(j)=(^ ^]

on définit des G-isomorphismes

^ : <^.-^oxr,
p/ : êy-^ê/oxl,

^ : êj-^ê;îxr,

pour lesquels on a les deux relations

(VII. ̂ . 3) ^XP0^"^0^

ï^xr0^^^0^

où les homomorphismes Y sont, comme d'habitude, les homomorphismes cano-
niques appliquant les espaces figurant en indices sur leurs quotients par H. Ces
égalités résultent du fait que Fimage d'un chemin oj-horizontal par un
Y-homomorphisme est un chemin ^(E)(cjo)-horizontal. Précisons tout de suite
que nous n'avons choisi ces homomorphismes [L que parce qu'ils satisfont
naturellement aux relations (VII.4.3) qui seules nous serviront par la suite.
On pourrait les remplacer par tout autre trio d'homomorphismes véri-
fiant (VII. 4.3).
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Considérons maintenant les deux chemins o^o- et o^u-horizontaux

Ày : I->ê/o ' et yÇ : I-^ê/o,

issus respectivement de deux points y et y choisis dans les fibres &^o et ê;o,o de
telle sorte que T^Cy)=T^C/), et se projetant sur Si, paramétré par a(^)
comme il a été dit plus haut [c'est-à-dire qu'on a pQ^ ,(^)) =jo(À^(^)) = a(^)].
La condition ^0=^0 permet de définir un isomorphisme

A/o : ê/o—^ê'/r,

en posant
A/o(m,À^))==m.^,(Q [^çl, /ne^o(êJ)].

La condition mo=m, montre que cette définition est bien cohérente
au-dessus de 0 et le fait que les images de y et y ' sur &J^ coïncident entraîne
que les images de A^(^) et de ^./(^) coïncident également, et par suite, en
utilisant la proposition 1.6.2 :

h/.(z.s) =h^(z).s (zç.&i^ sçG),

hi, est donc un G-isomorphisme.
Grâce à [L et à ^ on étend de façon évidente h^ en un isomorphisme

^: 6^4
qui estun G-isomorphisme puisque A/o, ^, (J/ sont compatibles avec fidentité sur G.
De plus, hj induit fidentité sur ê1 comme le montrent les égalités (VII. 4.3).
D'autre part, les espaces structuraux gauches de ê^ et &'- s'identifient à
Z-^cm^ï)) de la même façon que c)îl(ê) et <m(ê') s'identifient à JIZ(êï).
Compte tenu de cette identification, il résulte de ce qui précède que l'isomor-
phisme de ces espaces structuraux gauches défini par hj n'est autre que l'identité.
Il en est évidemment de même pour les espaces de Lie.

Les égalités (VII.4. i) et (VII .4 .2) montrent alors que si l'on désigne par
i0j la connexion-image de 007 par hj, on a

^ï)-^)
et

^-=^--+^

où 6 est une forme différentielle à valeurs dans H. La formule (IV. 5. i) montre
qu'on a A9 = rf9 = o. Il en résulte que le champ défini dans H x (S1 x F) par
'égalité

X°=9,
équivalente à

C(s)^=zw-^
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est complètement intégrable (voir prop. IV. 5.2, IV. 5.3 et IV. 5.4). Toute
variété intégrale de ce champ est donc un revêtement de S1 x V, Soit a- une de
ces variétés. Comme le premier groupe d'homotopie de S^P est engendré
par le parallèle (SS o) considéré comme un lacet en (0, o), le sous-groupe
de H engendré par ^(S1, o) opère de façon simplement transitive sur toute
fibre de o-, Or, en tenant compte de la proposition IV. 5.4 et de l'hypothèse
mo=m^ on voit qu'on a ïS(S1, o)= élément neutre. Autrement dit, o- se
réduit à une section de S lx^. En se plaçant alors sur le parallèle (SS i),
on voit qu'on a également rS(S1, i)== élément neutre. On en déduit immé-
diatement

T^(S', l ) = = T ^ (S' , l).

Mais on a vu que l'isomorphisme des espaces structuraux gauches défini
par hj était l'identité. On a donc également

T^(S', l)=T^(S', l).

En revenant à &(X, G) et &'\X, G), il résulte de la comparaison de ces deux
dernières égalités que m^=m^ Le lemme 1 est donc démontré et nous
passons au

LEMME 2. — En reprenant les notations du lemme 1, si m^ m~^ = s :

i° s appartient au centre H de G;
2° On a également m\ m~^ = s (24).

Le i° est une conséquence immédiate des égalités (VII.4. i) et (VII .4 .2) .
Quant au 2°, il signifie simplement que (T^(^))(^(^))~1 ne dépend que de la
classe d'homotopie du lacet /y (au sens large : le point marqué pouvant se
déplacer). Sa démonstration va consister, en gros, à fendre l'espace &j le long
d'une génératrice de la base et à recoller la cassure après un décalage corres-
pondant à la translation à droite s : on se ramènera ainsi au cas précédent.

Considérons pour cela un nombre réel £ compris entre o et i et soit F l'inter-

( 2 4 ) Dans le cas où le sous-groupe II(^) de H engendré par s==?ïi^m^1 est fermé dans G, on
démontre rapidement ce lemme en formant les quotients ë»(S^y G) et ^(«S^, G) do ê(^, G) et
&\3^^ G') par II(^). En notant /^o, îïio-, ^i; ^i les éléments obtenus en substitucint & et ê "à &
et ê', on a donc

mo = Wo, .

et par suite, d'après le lemme précédent,
/\, ^ i//4 == i t i ^ .

Cola entraîne en revenant aux espaces initiaux, )ii\ m^ ç l l ( s ) . Mais il est clair que //^== ^ w ( ^ - i }
et //// = ̂ '(^t) son*/ ^es fonctions dinerentiables de t. Il en est donc de môme de .y/== m\ m'/~i et,
comme H(^) est discret dans G, on a si-= Cte.

Autrement dit :
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valle ouvert ] — £ ; i + £ [. Nous définissons une application différentiable

•n : rxr-^xF,
en posant

•n(t\ t')=(o,(t!r), t') (t'^V e t t ' ç l ' ) .

Considérons l'espace fibre principal rr1^-) de base PxF, induit à partir
de <^-par l'application différentiable Y], et désignons par UcS 'xF l'ouvert
compris entre les génératrices (a<£) , F)(a(i - s), F) et contenant la généra-
trice (o, F). Enfin, Uo et Ui seront les deux composantes connexes de YI-^U),
la première contenant le point de coordonnées (o, o), la deuxième contenant
le point (i, o). Choisissons alors un point y^&j de projection (o, o) et soient

VY '• l'-x^ et ^2 : r-^ê-,

les chemins ^-horizontaux d'origine m^y et m, .y respectivement, de projec-
tion commune (o, F), avec

Wo=T^(S1 , o) et m,==T^.(S\ o).

Par tout pointa) ou v^)de projection (0, t), passe un chemin ^-horizontal

se projetant sur Farc de parallèle (oT(£)(a(i ̂ ), t) qui contient (0, t). Ces
chemins engendrent manifestement deux sections différentiables de dy sur
l'ouvert U. Nous noterons

I,: U . - / î

celle qui est définie à partir de v^ et

^ : U-.^.

celle qui est définie à partir de v^ . Comme m,m^ =m,m~^=s, comme tout
point de 2i (resp. 2:2) est relié horizontalement à l'origine de Vi (resp. v^) et
qu'enfin l'origine de v^ se déduit de celle de Vi par m,m,\ on a

l._=î,.s.

D'autre part, chacune de ces sections en induit deux sur v-1^-) : Fune
au-dessus de Uo, l'autre au-dessus de Ui. Les premières seront notées 2^ et 2^
les deuxièmes ̂  et 21,. Il est clair qu'on obtient êj en identifiant 2° et 21. Au
lieu de procéder ainsi, identifions 2; avec ^=^..y. Plus précisément,1 tout
point^=^(^,^)[— £<^<£ , ^eF] est identifié à j^ ̂ (i + ̂ , ^) puis,
évidemment, j° .^ est identifié à j1 .^, quel que soit g-ç G. On obtient ainsi un
espace fibre principal différentiable &\ de base S1 x F et de groupe G. Du fait
que s appartienne au centre de G, on déduit :

i° Que le quotient de ̂  par H est <^ puisqu'on effectuant cette opération
sur ^(ê,-), on identifie £,° et ̂  d'une part, ̂  et 2: d'autre part.

Ann. Éc Nonn.^ (3), LXXV. — FASC. 4. 45
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2° Que les restrictions de (07 à Si et £2 sont égales et que, par suite, la
connexion (jû^, induite sur v--1^-) à partir de co^-, est compatible avec l'identifi-
cation précédente. Il en résulte qu'elle donne naissance à une connexion
CD^ sur êy.

3° Que, de même, les espaces structuraux gauches de ê^- et êj- s'identifient
car

j^i-^{x))m=j^(^_(œ))m [me^(^), ̂ çU].

Il en est donc de même des espaces de Lie et le 2° montre que les différentia-
tions covariantes associées à («^ et à co^ coïncident et qu'on a

t2(c4)=^-).

D'autre part, par construction même de l'espace ê^, il est clair qu'on a
l'égalité

m^=smt^

où l'on a posé
^==T^(S1. t) et m,=T^(S\ t),

(S1, t) étant-bien entendu considéré comme un lacet en (0, t). Comme on a,
par ailleurs,

m'Q=smo,

on en déduit
^^m'o-

En posant alors ^==T^(S1, i) et en appliquant le lemme 1 à &\ et à &'j-, il
vient

m\=m\.

Par conséquent,
sm^ == m\,

et, en revenant à ê(as. G) et à ̂ (X, G) :

sirii == m\.

Cela achève la démonstration.
Enfin, si ^ est le produit de l^ et de l^, et si m, m', m^, m\, m^, m[ sont

associés à /,c, ^., l^ dans les espaces & et &' munis des connexions co et co', on a

m^ == nti m, s == m' m"1^

m^ •==. m\ m'\ s^ == m\ m~^ ;

s-i •==. ( m\ m' ) ( m^ m)~1

==: m\ s m^1

=s^s.
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Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION VII. 4.1. — Étant donnés ê(5^, G), &\3L, G), co, o/ satisfaisant
aux conditions exposées ci-dessusy il existe un homomorphisme

^: II^W-^H

du premier groupe d'homotopie en x de Si dans le centre H de G, défini par

^(Oi)==^(lx)^(l^),

où l^ est un représentant de la classe d'homotopie aell^(â£). En outre, si l^ et l^
sont deux lacets distincts Çx ^- x ' ) ; homotopeSy on a

^(^)^l(^)=^(4/)^)l(^).
II en résulte que

^=^,(n.î,(^))
est un sous-groupe de H indépendant de xç âC.

Comme le premier groupe d'homotopie de 3L rendu abélien est isomorphe au
premier groupe d'homologie à coefficients entiers et que H est lui-même
abélien, ̂  induit un homomorphisme

X ' ' . H^)-^H

du premier groupe d'homologie de X à coefficients entiers, dans le centre H
de G. On a donc le :

COROLLAIRE. — // existe un homomorphisme
^ ' : ÏPW^H,

induit par ̂ .

Remarque. — Si Fon remplace co et OD' par CD + ïj et ^+r^ où r\ est une
section quelconque deL(E.,), on ne modifie pas ̂ . II suffit, pour s'en rendre
compte de procéder de façon parallèle aux lemmes 1 et 2 dont nous reprenons
les notations :

i° Si mo=m'Q avec co et (i/, il est clair qu'il en est de même (mais avec des m
différents) lorsqu'on leur substitue CO+Y] et CO'+Y) car Fisomorphisme A/o
applique (CD+Y]) /O sur (co /+Y])/oaussi bien que (jD/o sur co^.

2° Si mo^m'Q, on se ramène au cas précédent en utilisant le procédé du
lemme 2.

On a alors la proposition suivante qui précise le rôle de %.

PROPOSITION VII. 4.2. — Étant donnés deux espaces fibres principaux dijféren-
tiables ê(3£. G) et ê^âC, G) satisfaisant aux conditions exposées au début de ce
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paragraphe, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un G-isomor-
phisme

h: ê -> &'

induisant l^ identité sur ê^ et appliquant (o sur co', est que le sous-groupe j^ de H,
dé fini par la proposition VII. 4 .1 se réduise à Videntité.

Il est bien clair, en effet, que la condition est nécessaire : si h existe, il
applique tout chemin co-horizontal sur un chemin oy-horizontal et induit
l'identité sur Jlt(ê^) puisqu'il induit l'identité sur ê,^. On a donc

^)(^.r) ==^)/(^-)î

quel que soit le lacet l.v. En revenant à la définition de y/ il est clair que cet
homomorphisme est trivial et que ^ se réduit à l'élément neutre.

Réciproquement, on p-eut construire h comme d'habitude, en choisissant
y^ê^ etj^eê^, non pas arbitrairement, mais de telle sorte que

ï6(jo)=ï^(yo).
Comme, par hypothèse, / est trivial, on a

^)(4)=T(^(^).

On peut alors définir h sur la fibre ê.̂  en posant À(jo.^)=y^ ' g ^ g ç . G) et
étendre cette définition en joignant tout point z^& à un point ^o€ê^ par un
chemin co-horizontal de projection / et en posant A(^) =z' où z ' est l'extrémité
du chemin co'-horizontal d'origine A(^o) et de projection /(décrit à partir de Xo).
On vérifie sans difficulté qu'on a ainsi construit un G-isomorphisme satisfaisant
aux conditions indiquées.

On a aussi le :

COROLLAIRE. — Étant donnés deux espaces fibres principaux différentiahles
&(3^, G) et ^(âC, G) satisfaisant aux conditions exposées au début de ce para-
graphe y si le sous-groupe ̂  de H dé fini par la proposition VII .4.1 est fermé dans G
et si ê, ê>' et G désignent les quotients de ê, &', G respectivement, par 5^, il existe

/\
un G-isomorphisme

/\ /\ /\
h =.&->&',

de & sur &', induisant V identité sur ê- et appliquant la connexion-quotient û sur la
connexion-quotient co'.

Rapprochons maintenant ces derniers résultats de ceux du paragraphe pré-
cédent et considérons deux espaces fibres principaux différentiables ê(â£. G)
et ê'(5C, G7) possédant les propriétés suivantes :

i° Leurs groupes structuraux G et Gr sont connexes.
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2° II existe un homomorphisrne

?^îl(<5) : ^11(6) -^3}V(&')

de l'espace structural gauche JH(ê) de ê^, G) sur l'espace structural gauche
Jîl^ê7) de ê'ÇX, G'), auquel est associé l'homomorphisme

c^): ^(ê)-^-^)

de leurs espaces de Lie.

3° II existe deux connexions (D et co' sur ê(3C, G) et &'{X, G') dont les
L(E)- et L^E^-différentiations covariantes sont notées A et A', et qui sont liées
à (p^/^ par les deux relations

A' oîpnE^^Ld^A,
^(^)=9L)E)(^M).

On peut alors énoncer :

THÉORÈME VII .4.1. — A. Dans les conditions ci-dessus, il existe un homomorphisrne
/: mw-^ir

du premier groupe d^homologie de X à coefficients entiers, dans le centime H' de G',
défini par Inégalité

^(^)[<b^^(6)(^(/r))]-l= /(^

oî/ ̂  est un lacet appartenant à la classe d^homologie a et où le premier membre,
appartenant au centre de STi'Çê1) est considéré comme un élément de H\

B. La condition nécessaire et suffisante pour qu^il existe un couple d^homomor-
phismes compatibles

^ : G-^G' et h : &->&',

tels que
^(6)=?.)Tl(<S)^ ^{Ê}=(?£>{ô) et ^ÎW^^C^

est que V homomorphisme ̂  soit trivial.

Remarques. — i° Si G est s implement connexe, l'existence de ç^^ entraîne
celle de ç^^. On peut donc énoncer dans ce cas un théorème où ce dernier
homomorphisme ne figure pas.

2° Si y^(^ est un homomorphisme dans, on peut énoncer un théorème ana-
logue au théorème VII. 4.1, à condition de faire intervenir la condition portant
sur l'espace d'holonomie de ê'(â£, G') muni de la connexion co', à savoir

^WC^^Wê)).

3° En utilisant les homomorphismes induits, on peut étendre ces résultats au
cas où les bases des deux espaces fibres principaux sont distinctes et où (p^/^
induit une application différentiable de l'une dans l'autre.
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COROLLAIRE. — Si y/ n'est pas trivial mais si le sous-groupe y == ̂ (H^âC)) est

fermé dans G\ on note &\Çx, G^) l'espace fibre principal quotient de &'ÇX, G')
par y, et il existe un couple (T homomorphismes compatibles

^: G-^ô7 et h: ô->ô',
tels que

Ï^(6)=^^(ê^ 4^(6)=?^) et $C?(E)(C.))==^,

^XKSY y^m et ^' désignant ^es homomorphismes et la connexion obtenue par
passage au quotient.

5. CAS PARTICULIERS. — Reprenons maintenant les notations, hypothèses et
identifications de la proposition VII. 4.1 pour nous occuper du cas où / est
un sous-groupe de la composante connexe de l'identité de H. Soit Ho cette
composante.

Comme en effectuant les quotients de & et &' par Ho, on élimine y, il est clair
que ces quotients sont G/Ho-isomorphes. Réciproquement, s'il en est ainsi,
y est un sous-groupe de Ho. Plus précisément, on peut énoncer :

PROPOSITION VII . 5 .1 . — Pour que ̂  soit un sous-groupe de Ho, il faut et il suffît
qu^il existe un G/îîo-isomorphisme appliquant le quotient ê/Ho sur ê'/Ho, trans-
formant la connexion déduite de co en la connexion déduite de o/ et induisant
l'identité sur ê,,.

Nous allons chercher, dans ce cas-là, s'il existe sur ê(âC, G) une connexion (D1

avec laquelle il soit possible de déterminer un G-isomorphisme de ê sur @ sa-
tisfaisant aux conditions habituelles.

Soit donc co l=(JL)+9 une connexion obtenue en ajoutant à OD une forme
différentielle 9 sur SC, à valeurs dans H et fermée [c'est-à-dire une section du
centre de [/(E) telle que A9 •==- dQ == o]. On a alors

T^E^^^TctEK^^TcW^),
^(c<) l)=:^(ûû)=^(co /).

Aux connexions oo1 et ci/ correspond donc un groupe %1, de même qu'à OD et
o/ correspond y. Le problème revient donc à trouver une connexion (ij1 telle
que y^ se réduise à l'identité.

Soit R(Ho) un revêtement simplement connexe de Hp, muni d'une structure
de groupe qu'un isomorphisme

p : R(Ho)-^Ho

applique sur Ho .R(H^) est isomorphe à R7' et un isomorphisme
p : R(Ho)-^Ho

associé à p applique l'algèbre de Lie de R(Ho) sur celle de H(,.
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Donnons-nous maintenant un lacet

^: S1-^,
auquel correspondent, d'une part

^=^(4-)(Tœ(4'))-1

et d'autre part
^==T^(4)(TcoO(^))-1.

On a donc
^=^T9°(^))-1,

où T6°(X) est associé à l^ dans la connexion (F) définie dans Ho X âC par l'égalité
(ww§IV.5) :
(VII . 5 . i ) . X°=6.

Mais p détermine un p-homomorphisme

p : R ( H o ) x X-^B,x X

et l'équation (VII.5. i) appliquée à R(Ho)x<SC définit une connexion dont
l'image par p n'est autre que (F). Si ̂  (Q est associé au lacet ̂ . dans R(Ho) X X,
on a donc

p^ô0^))^0^).

Comme, d'autre part, R(Ho) est isomorphe à R^, on a tout simplement

(4)-f~p6.
^/-

T6(4)=
^l.

On en déduit :

PROPOSITION VII. 5.2. — Soit l1^ un ensemble de lacets engendrant W(X) et 9
une forme différentielle linéaire fermée sur X. Le groupe y1 associé aux
connexions co1 = co + 0, (A/ se réduit à l'identité lorsque les périodes de 9 relatives
aux cycles l1^ sont telles que

pf r~p6)=^(ao,
\17^ /

o^ a1 désigne la classe d^homologie de /^.

Soit T1 le sous-groupe de torsion de H^âC). Si la classe d'homologie de l^
fait partie de T1, on a
(VII .5 .2 ) f -p6=o.

J^
D'où :

PROPOSITION VII. 5.3. — Pour qu'il existe une connexion (ù1 = 00 + 9 (9 fermée
à valeurs dans H) telle que ^1 se réduise à Videntité, il est nécessaire que Vimage
par y/ du sous-groupe de torsion de H1 {X) se réduise elle-même à l'identité.
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Supposons maintenant que X soit compacte et posons

%T=/(T1).

/ r est fini. donc fermé dans G. D'autre part, il existe une forme différentielle 6,
fermée, à valeurs dans H qui admet des périodes arbitrairement données sur des
cycles /^ si ces derniers forment une base de H1^)/!1. En tenant compte de
la proposition VII. 5.3 et de l'égalité (VII. 5.2), on peut alors énoncer :

PROPOSITION VII. 5.4. — Si la variété X est compacte, &/j^ et &'/y.y sont
Q/y^-isomorphes. On peut construire un tel isomorphisme à partir d'une connexion
^l= co + 9, où 9 est une forme différentielle linéaire fermée à valeurs dans H,
dont les périodes relatives aux cycles Ç. sont des éléments g'' de R(Ho) choisis de
telle sorte que

p (^- ) == %' ( ̂  ) ( ̂ ' =z classe de Ç ).

Nous laissons au lecteur le soin de transcrire ces divers résultats dans le cas
plus général où ç^^ est un simple homomorphisme sur, et, en tenant compte
alors de la condition portant sur l'holonomie, dans le cas où c'est un homomor-
phisme dans.

6. MODIFICATIONS DES HYPOTHÈSES. — II s'agit de donner ici quelques sous-
produits des théorèmes précédents obtenus en modifiant ou en élargissant les
hypothèses faites précédemment. Nous considérons toujours des espaces fibres
principaux différentiables ê(â£, G) et &\X, G') munis de connexions co et oV
dont les L(E)- et L^E^-différentiations covariantes sont notées A et A'. Les
groupes structuraux de &(X, G) et (^(X, G') sont toujours supposés connexes.
On donne d'abord un cas où il est possible de se passer de la condition qui fait
intervenir les courbures Û((JL)) et ÎI(CL/) :

PROPOSITION VII. 6.1. — S^il existe un homomorphisme

PJÎK^ ^i(ô)->3ri'(ê')

de [espace structural gauche de ê(X, G) sur Vespace structural gauche de &'(X, G)
auquel est associé V homomorphisme

^(^ ^W-^^(ô')
tel que
(VII.6. T) /Vo CpL(E)= ?L(E)0 A

si, de plus, 5C est simplement connexe et si son deuxième groupe Shomologie à
coefficients dans V algèbre de Lie H de H, est nul, il existe alors un couple dhomo-
morphismes compatibles :

^ : G—G' et h: &->ô'.
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liant ê(â£, G) à &'{X, G'), et tels que

^JYL(6)=^^(ô^ té(<§)=?^(6) et ^ (E) (C. ) )=C.> / +0,

ou 9 ̂  une section du centre K^ (E7) de I/1 (E') c'est-à-dire une forme différentielle
linéaire sur X, à coefficients dans H.

Pour démontrer cette proposition, II convient d'abord de reprendre partielle-
ment un calcul donné en remarque, à l'occasion du théorème VII. 1.1.

La formule
^r]=[^(^)^n] [Y îeL(E) ] ,

transformée par G?^;) en tenant compte de (VII.d. i) et du fait que ^(E) est, par
hypothèse, un homomorphisme sur, montre qu'on a

[9L(E)(^M),ï/]=[^),y/],

où r/ est un élément quelconque de L^E'). Il en résulte immédiatement que

©=CPL(^(^(O)))- .Q(^)

est une section du centre K^E) de L^E). On peut donc la considérer comme
une forme différentielle sur X, de degré 2 et à valeurs dans H. Mais on a d'une
part

A ^ L ( P : ) ( ^ ( ^ ) ) = ? L ( E ) ( A ( ^ ( ^ ) ) ) = : O ,

à cause de (VII. 6. i), et d'autre part

^(^(^))=o.
Il en résulte qu'on a aussi

^'Q=o.

Cela montre que ©, considérée comme une forme différentielle sur X à
valeurs dans H, est fermée. D'après nos hypothèses, il existe donc une forme
différentielle 9 à valeurs dans H telle que

dQ=@.

En remplaçant a/ par (A/ + 9, la formule (IV. 5. i) montre que

^(ûy4-6) :=^(cx/ )
et, par suite

^(ûy-+-e)==:cpL(E)(^M).

Comme, par ailleurs, les L^E^-différentiations covariantes associées à o/ et à
(JL/+ 9 coïncident, nous pouvons appliquer le théorème VI. 2.1. Notre proposi-
tion en résuie immédiatement.

Remarque. — Dans le cas où G est abélien, où 9^^ est un isomorphisme
sur, et où l'un des espaces & ou &' est trivial, on retrouve un résultat signalé
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à propos de la proposition IV. 5.5 : tout espace fibre principal de groupe abélien
sur une base dont le deuxième groupe d'homologie à coefficients dans G est nul,
est trivial.

Signalons, dans cet ordre d'idées, la proposition suivante, légèrement plus
générale :

PROPOSITION VII. 6.2, — Si 3^ est simplement connexe, G abélien et s^il existe
sur l } espace fibre principal différentiable &(3^, G) une connexion co telle que

^(co)=A9,

où 9 est une forme différentielle tensorielle linéaire de type adjointe ê(â£, G) est
trivial.

En effet, la formule (IV. 5. i) montre que ii(oo + 0)==o. La connexion œ + 9
est donc intégrable. La proposition résulte alors du fait que 3L est simplement
connexe et que, par suite, toute variété intégrale du champ connexe c(ci) +9)
est une section de ê(X, G). Ce dernier, possédant une section globale est bien
trivial.

Abordons enfin le cas plus général suivant :

Nous supposons qu'il existe deux homomorphismes associés 9^/^ et ç^)
et que M'o<p.^= y^E)0^ sans ^i1'6 d'hypothèse supplémentaire. Il n'existe pas
alors de couple (^, h) satisfaisant aux conditions habituelles, du moins en
général. On a cependant les résultats suivants faciles à vérifier :

i° II existe toujours un homomorphisme d'espaces fibres différentiables
n— p

h° : ê-> (R!

de ê(5C, G) dans l'espace fibre W des {n—jo)-repères de J^0^), où n est la
dimension de G et où p est la dimension des fibres du noyau de y^^- On
construit en effet un tel homomorphisme h° en remarquant qu'on peut obtenir
le noyau de y ^ o / < g ) en modelant sur ê(â£. G) le produit de X par un idéal ^
de G (voir prop. VII. 3.3). On choisit alors un repère /= (/) (i == i, . . ., n)
de G dont les p premiers vecteurs constituent un repère de l'idéal ^ et l'on
considère

p==(p,)==^(j) (J€ê.,).

Comme, par définition même de l'homomorphisme adjoint ai, on a
ajô(y)={i^(y)fi') (^i» • • • ^ )»

il est clair que, d'une part, l'image de chacun des p premiers vecteurs de
at(y) par y^^^ est nulle :

?^ (6 ) (Pa )=0 (a=:I, .. ., p )
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et que, d'autre part, l'ensemble des vecteurs (y^^(^)Ça==p, . . ., n) forme
un (^—^)-repèrede £'\&'). Nous poserons donc

^(J) = Tx^^P^ avec (p,) = a{\yY

On vérifie alors que, si y , décrit un chemin co-horizontal, A°(j,) se déplace
par parallélisme relativement à co\ De plus, on a

^o(^•J)==am-(^)(?^(<5)(^))•^o(y) [^€.m(ê),jçê].

mais, en général, a^,^.^ (y^^/.m(ê))) n'est pas simplement transitif.
Cependant, on peut, à partir de À°, obtenir le théorème VII. l .L Nous ren-
voyons pour cela à Aragnol [3] et [4] où il convient de supposer que o^/ est
un homomorphisme sur. Les démonstrations indiquées dans ces Notes sont
d'ailleurs des transpositions de celles données au début de ce chapitre, les
repères étant interprétés comme des homomorphismes.

2° L'ensemble £^ des centralisateurs des fibres de ?,^)(^°(ê)) dans les
fibres de G'\&') est un sous-espace fibre de C'\&') invariant par transport
parallèle relativement à OD'.

3° Si X est simplement connexe, le groupe structural de &' peut être réduit
à un sous-groupe connexe G" de G' dont l'algèbre de Lie est isomorphe à la
sous-algèbre de £'^&') engendré par ^° et ?^)(^°(ê)). C'est donc une
conséquence du 2° et du fait que le sous-espace de ̂ (ê') engendré par X^0 et
î^(<§)(-i•?o(ê)) codent la courbure de o/ comme on peut le vérifier facilement
à l'aide de la formule A'2 6 = [û(o/], 0].

4° Si le centre de G est nul et si y^,^ est un isomorphismedans, le groupe G"
défini ci-dessus est un produit direct.

CHAPITRE VIII.

THÉORÈMES D^EXISTENCE.

INTRODUCTION. — On considère, dans ce chapitre, un espace fibre £ de base X
possédant les propriétés algébriques d'un espace de Lie, sans être cependant,
a priori, l'espace de Lie d'un espace fibre principal différentiable à groupe
structural. Dans le faisceau L, déduit de £, on se donne en outre un opéra-
teur A et une section Ù de L2, liés à £ par les axiomes énoncés au paragraphe 1
et soumis, entre eux, à l'identité de Bianchi :

A^=o.

Le problème qui se pose alors est celui de la construction d'un espace fibre
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principal différentiable ê(âC, G) de groupe G (connexe), donné, dont l'espace
de Lie £\ê) soit isomorphe à £ :

J : X°(ê)-.Z°,

et qui possède de plus une connexion oo telle que

J o A = A o J et 3(^(w))=^,

où A est, bien entendu; la L(E)-différentiation covariante associée à (u. Si ces
conditions sont réalisées, nous dirons, pour simplifier que ê(X, G) admet
( ^ A , Ù ) .

Les propriétés de (r, A, û) conduisent d'abord à définir une connexion co
dans l'espace (R des repères de ^° ainsi qu'un homomorphisme P de C dans
l'espace de Lie de (R, (§ 2, 3, 4 et 5). Lorsque le centre de G se réduit à l'élément
neutre, on construit immédiatement l'espace cherché comme variété intégrale
du champ normal r(P(^°), ^) dont l'intégrabilité résulte des hypothèses faites
sur A et i2 (§ 6). Le problème se résout de la même façon pour le quotient de £
par son centre.

Dans le cas général (§ 7), en utilisant le résultat précédent et en supposants:
simplement connexe, on transforme le problème en la recherche d'un espace
fibre principal &{X, G) admettant (^(ê^), A, t2), où j£(&') est obtenu en
modelant l'espace fibre des formes différentielles à valeurs dans G, sur un
espace fibre principal ^(.SC, G,^) dont le groupe structural est le quotient G^
de G par son centre H et où A est la L(E/)-différentiation covariante associée à
une connexion o/ de ^(âK, G,). On détermine alors un homomorphisme CT du
deuxième groupe d'homologie de X à coefficients entiers dans H. Pour donner
une idée intuitive de cet isomorphisme, disons que, lorsqu'on considère une
application différentiable :

^ : S2-^,

on ramène le problème à des espaces fibres induits dont la base commune est la
sphère S2. En partageant cette dernière en deux hémisphères, on peut résoudre
le problème sur chacun d'eux, mais il est en général impossible de trouver un
G-isomorphisme permettant de raccorder les espaces et les connexions ainsi
obtenus. Or la recherche d'un tel G-isomorphisme est précisément l'objet du
chapitre VII. On peut en utiliser les résultats et déterminer de cette façon un
élément du centre de G dont la trivialité est une condition nécessaire et suffi-
sante de raccordement et qui, de plus, ne dépend que de la classe d'homotopie
de ^p. On détermine alors a en considérant toutes les applications ^ possibles
et l'on montre que, pour que l'espace ô(X, G) existe, il faut et il suffît que a
soit trivial.

Pour terminer, et d'une façon comparable au paragraphe 5 du chapitre VII,
on considère le cas où l'image du second groupe d'homologie de X par o est un
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sous-groupe de la composante connexe de l'identité de H et l'on cherche à
modifier û pour se ramener à un cas résoluble. Comme au chapitre VII, on est
amené à chercher une forme différentielle sur X à valeurs dans H et admettant
des périodes données dépendant de a. Le cas où Si est compacte est évidemment
le plus important.

Avant de développer ce que nous venons d'exposer, et tout à fait indépen-
damment, remarquons qu'étant donné un espace fibre principal topologique
ê(â£, G) muni successivement de deux structures d'espace fibre principal
différentiable ^(âC, G) et (^(âC, G), on passe d'une structure à l'autre par une
translation à gauche G,n correspondant à une section continue de l'espace
structural gauche Jîl(ê) de ê(5£, G). En effet, soit CX l'ensemble des isomor-
phismes différentiables

a^: ê^ê^ (^ç^),

tels que
a^(y.s) =ia,:(y).s (yç.ô^sç.Q).

Comme, localement, on sait reconnaître un G-isomorphisme différentiable
^u^u-^^S» on P^ munir GL d'une structure d'espace fibre différentiable com-
patible avec sa structure d'espace fibre topologique. Mais dl est topologiquement
isomorphe à JTl(ê) (25). Comme ce dernier possède une section continue
(l'identité), il en est de même de dl et, en approchant cette dernière par une
section différentiable, on détermine un G-isomorphisme différentiable de ê1

sur ê2 qui est bien une translation gauche.

1. DÉFINITION. — Sroit^0 un espace fibre différentiable de base S'a fibre-algèbre
de Lie. Nous supposons donc que ^ÇœçSC) est isomorphe à l'algèbre de Lie G
d'un groupe de Lie connexe G, de dimension n et de centre H.

L'espace £ des formes différentielles sur X à valeurs dans J?° est muni des
structures algébriques énumérées au paragraphe 11.4. On peut d'ailleurs se
ramener formellement aux notations qui y sont utilisées en considérant J?°
comme associé à l'espace fibre principal S constitué par les isomorphismes

./3^G (^€^),

espace fibre dont le groupe structural est le groupe des automorphismes de G.

C 2 0 ) En effet, si l'on pose
ax(y) = m^.y (yeê^ ^edi et sçG),

on a
^(y's)= ^r(y)..y

=m^.(y.s\

ce qui montre que la correspondance définie par la première égalité (a^->m^) est un isomorphisme
d^espaces fibres topologiques entre 6L et Jlt(ê).
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En d'autres termes, on peut poser i?=.C(S), £ étant alors l'espace fîbi:é des
formes différentielles sur X à valeurs dans G.

DÉFINITION VIII . 1 . 1 . — Un opérateur de différentiation covariante A sera défini

automatiquement dans le faisceau L des sections différentiables de £ par la donnée
d'un endomorphisme

À : L->L

du faisceau d^ espaces vectoriels sous-jacent à £-, et par la donnée dune section il

de L2, lorsque cet endomorphisme et cette section possèdent les propriétés suivantes :

1. A£ycLy+1 ;
2. A[9, 9^=[AO, O^+^iy/t^ AO 7 ] (6eÏ> et 6eL) ;

3. Aa A 0=:^a A O+^i) 7 ^ A A9 (açFQ C 2 6 ) ;

^. A 'O^r^ô ] et ^Q=o (identités de Bianchi).

2. LA CONNEXION LINÉAIRE ASSOCIÉE A A. — Soit (R, l'espace des /z-repères de i?°.
Donnons-nous une section locale différentiable

cr : U -> ̂

de Ûi sur un ouvert Uc<3£ homéomorphe à R^, d étant comme d'habitude la
dimension de X. Soit (7(.r)=(p;) (;=i, . . ., n) pour x^\]. Il résulte de la
définition VIII. 1.1 qu'on a

n

(VIII .2 .1) âp^^-^.p; (i=i, . . . , ^ ) ,
7=1

puisque, d'une part, Âp, est une section locale de L1 d'après l'axiome 1 et que,
d'autre part, toute section de L1 peut se mettre sous la forme (VIII.2. i), où
les oï^ sont des formes différentielles ordinaires de degré i, sur U (voir § 11.1,
rappel 2°). Considérons alors la matrice (^y) comme une forme différentielle
linéaire sur U à valeurs dans l'algèbre de Lie Gl(n, R) du groupe linéaire. Nous
nous proposons d'exprimer, en fonction de cette matrice, celle qu'on obtient en
substituant à a une section locale

a' : U -> ôi

telle que
^'(œ)=^(œ).^œ) ( ^€U) ,

avec
^)=:(^.)eGl(^R).

( 2 G ) D'après les notations du chapitre II, F7' est le faisceau des formes différentielles ordinaires
sur X.
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Si l'on pose, dans ces conditions, a'Çx) = (p^.)( î= i, . . ., n), on a
n n

P^^I^-P/ ou P^^^-P/-

7=1 /=1

Nous posons de plus
n

^P^^l^P/-

7=1

En vertu de l'axiome 3 on a alors )
n n n

A?;. =^ (^-P/4- ̂  Apy) :== ̂  (^-4- ^-C^y) P/. = ̂  (^^4+ p.7^^ ̂ )py.

7=1 7>^=1 /',h,k=l

En comparant ce résultat à l'expression de Ap^ . , il vient
n

û^'z = ̂  ( <4^z ^4 + ̂  CO^ ^4 ) ( ^ y = I , . . . , ^ ) .

/(,À:=I

II suffit alors de se reporter au paragraphe III. 1 et plus spécialement à la
formule (III. 1.3) pour voir que :

i° II existe sur (H une forme différentielle linéaire à valeurs dans l'algèbre de
Lie G\(n, R), notée (^y), dont la restriction à une section locale quelconque
(j== (p,) de (Ji coïncide avec la matrice (^y) définie par l'égalité (VIII. 2. i).

2° Que la matrice co=(co^) définit une connexion linéaire sur ûi. Cette
connexion oj sera dite associée A.

Remarquons que nous n'avons pas, pour l'instant, fait usage des axiomes 2
et 4, et que ce que nous venons de faire n'est pas essentiellement différent des
méthodes anciennement utilisées pour définir les connexions linéaires (par
exemple E. CARTAN, Leçons sur la géométrie des espaces de Riemann). Ce qui
précède est donc valable pour un espace fibre différentiable à fibre uniquement
vectorielle satisfaisant à 1 et à 3.

On notera J?,,(^l) l'espace de Lie de (R et L^(R) sera le faisceau des sections
différentiables de j^((%). La L^(R)-différentiation covariante associée à co sera
notée A. Quant à la L-différentiation covariante également associée à co, elle
coïncide avec A d'après la formule (VIII. 2. i), nous n'introduirons donc pas de
nouveau symbole pour la désigner.

3. LE TENSEUR FONDAMENTAL. — A tout repère p ==(p,)€^Lp correspondent des
constantes de structure de la fibre £^ correspondante. Ces « constantes » sont
d'ailleurs des fonctions c^ sur ûi qui se transforment par un changement de
repère comme les composantes d'un tenseur deux fois covariant et une fois
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contravariant sur Jl. Ce tenseur, noté c, sera appelé le tenseur fondamental

de £. Ses principales propriétés sont liées à Faxiome 2. En effet, par rapport à
une section locale (p,) de Ûi, on a

n

[P^ P/]=^<^7P^- (^J'=l, . . . , / ï ) .
Â-=l

L'application de la deuxième règle de différentiation covariante à cette égalité
donne, quelles que soient les valeurs des indices ; ctj'Çi, j = i, . . ., n) :

n

A[p,, py]==[Âp,, py]+[p,,Ap,]==^ ([^,p,, p7l+[p,,C^p,])

/l=/^
n ^

== 2 W^ P/]-^-^ P/J)= ̂  (^yû^+cW'y)?,.

^^ 7<,/l-=l

La règle 3 donne, par ailleurs
n

Â [ P^ P/ ] = ̂  ( ̂ ^/ 4- c11,) c*)^ ) p^.

/(,^==1

En rapprochant ces deux dernières égalités, il vient

(VIIL3-1) . ^7+2^^-2^^,-^^
h=l h=t h=\

avec t , j , / c = = ï , . . . , n .
Notons alors A,i(^.) l'espace fibre des formes différentielles tensorielles

sur <R une fois covariante et deux fois contravariantes. La formule (VIII. 3. i)
montre que le tenseur de composantes c1,/, est à différentielle covariante nulle
pour la La,i(R)-différentiation covariante associée à la connexion w.

PROPOSITION VIII .3.1.-^ tenseur fondamental de Ï est à différentielle com-
nante nulle.

4. LE CENTRER £\ — Soit JC° le centre de ë0 et jh le sous-espace de £P
engendré par JC». Le faisceau des sections différentiables de SC" étant naturel-
lement noté K'3, le faisceau K= [j K" est stable pour À car la formule

Â[9, 6'] ̂ ÂM'J+C-i)/^,^ montre que- si ôeK (ce qui entraîne
[9, 6'] = [6, AO'] = o), on a également [Â9, e'J = o. Il en résulte que JC» est
invariant par le transport parallèle associé à y et que, par suite, le champ
définissant le transport parallèle dans ë, induit, dans J<;°, un champ (F) trans-
versal aux fibres. Soit (p»)(a= i, .. . , p ) une section locale de l'espace des
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jo-repères de JC°, dont les fibres sont supposées de dimension p. Par rapport à
ces repères, tout vecteur y de JC° s'écrit

p
ï^^rp-

et, en posant
p

Sp,<==Vûo^p/,,
0=1

il vient
n

Ay = ̂  ( ̂ / 4- Y' &A ) p^.

a, h -=: 1

Le champ (F) est alors défini par le système de Pfaff :
p

r^-z-. d^ ̂ ^^b ̂  i,-==- o ( ^ = i , . . , p ) .

Nous allons voir que ce champ est complètement intégrable. Dans ce but,
nous allons calculer la différentielle de r{1 :

p

^-==^{0^ A^df,a -=- Y ( d^ 1\ ̂ b + y^ d^b ) .

Mais, comme po est une section de K°, la quatrième condition de la définition
VIII. 1. i montre qu'on a

Â'p^l^.pJ^o.

Un calcul rapide permet alors de transformer cette égalité en
^ r

d^h — V ̂ 'h A ^c == 0.

En revenant alors à dr^', il vient
p p p p

d^'^^ (d^ A ̂  -^T^ A ^•) ̂ ^ (^+^1'^) A ̂ .
6=1 C=l &=:! C=-\

Et, en définitive
/;

dr^-^^r^ /\ r,)^,

égalité qui montre que la condition d'intégrabilité de Frobenius est vérifiée.
Nous pouvons donc énoncer :

PROPOSITION VIII. 4 . i . — Le centre JC° de è0 est invariant par transport
Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 4?
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parallèle relativement à y. Le champ définissant de transport parallèle dans JC° est
mtég-rable. Il en résulte que si X est simplement connexe^ JC° est un espace fibre
trivial,

II résulte en particulier de cette proposition qu'il est possible de faire le
quotient de £ par JC. Nous poserons £'= è/Sc et nous noterons

ï^ ^-^/.

Thonfomorphisme canonique qui en résulte. A passe au quotient sous la nota-
tion 5/ et l'on pose Ù^^ÇÛ').

5. HOMOMORPHISME ADJOINT. — Soit Y] € î . et P(ï]) l'application linéaire de ̂
dans lui-même qui fait correspondre la forme [ï], 9] à tout élément 9e^-
Explicitement, si pour un repère (p^e^, on a

n

^=^^9h

/=i

on pose
n

P(-n)= ̂  ^,/^(p7(g)p,),
i,J\k=l

de sorte que P applique C dans l'espace de Lie X^(^l) de ûi.

PROPOSITION VIII .5.1. — On a les deux égalités
P o A = A o P et ^(^)=P(^).

En effet, d'une part
" F » n n ~|

AP(ri)=: ̂  ^(^^••^•+c^6/^-)+ ̂  ̂ ^^- ̂  ̂ .cW (p^'(g)p,)
/ ,Â-=i |_^=l ; ,A=l ;,A=i J

et, d'autre part
n V n n ~\

P(Aïi)= Y y^cktjdrf+ Y ^ic^-n1 (p/®p*).
r̂ 1 •̂ri t̂e^ 1

7,^=1 L i=^ i,l=l J

La démonstration de la première formule de la proposition se transforme
donc en la vérification de l'égalité suivante :

n n

^ c -̂ ûW+ c^-^i A ri1) = ̂  {dc\j A ^^+ ^ij d^-^^i^,, A ̂ '- ̂ -c^ A ^/),

;,/=! ;,/^=1

ou encore
n / 'ï n n \

^•A^ ̂ ,,-+^^^.-^0",^,-^(0/',C^ )=0.

^'=1 \ A=l À=l A=l /
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Or, les seconds facteurs de cette égalité sont nuls d'après (VIII. 3. i). La
première partie de la proposition est donc démontrée. Reste la deuxième
formule. Or, en notant comme d'habitude A.Z le transformé de ZG^ par
A€^(^), on a d'une part

^X=[^X]=.P(^).X (xe£),

à cause de la condition 4 à laquelle A et Û sont soumis, et d'autre part

KÎX=Q(^.X

parce que A est la L-différentiation covariante associée à la connexion w comme
nous l'avons vu au paragraphe VIII.2. De ces deux égalités, on déduït immé-
diatement :

P(a)=î2(^).
On peut alors énoncer :

PROPOSITION VIII .5.1. —Le champ normal r(P (^»), ^) est intégrable.
En effet, la proposition VIII.5. i montre que P(£) est stable pour A et

contient la courbure Ww\ ~~

6. EXISTENCE D'UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL ADMETTANT ( £ ' , A', Ù'\ — Rappelons

que nous nous sommes donnés un groupe de Lie G dont l'algèbre est isomorphe
à la fibre-type de £\ Lorsque X est simplement connexe, l'existence d'un espace
fibre principal différentiable de groupe structural G.= G/H (E = centre de G^i / t w 'V j^ \ i / \ /
admettant (X?7, A', i î ' ) est une conséquence immédiate de la proposition VIII.5.1.
Pour obtenir un résultat plus précis, il est cependant nécessaire de fixer
quelques notations.

Choisissons un point a? de a; et un isomorphisme j : Z^-^G. Soit ê>' la
variété intégrale de r(P(Z»), ^) qui passe par un repère p2 appartenant à la
fibre ̂  de ^v. Nous désignerons par /=(/.) ( î=i , .. . ,n) le repère de G,
image de p par y, c'est-à-dire, si p =(?,)(;• =i, ..., n), le repère constitué par
les vecteurs y;.=y(p,)(î=i, ...,n).

Nous savons que &' est un sous-espace fibre différentiable de ̂  et que son
groupe structural G' est un sous-groupe de Gl(/i, R) (groupe structural de <%)
dont l'algèbre de Lie G' est la sous-algèbre^ (p)P(-S':) de Gl(n, R). Or, le
diagramme " —————

si ——^ G
p| J L^
^ ̂ "TTp^ 6-f^)

•"n
Fig. i3.
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est commutatifà cause du choix de/, On a donc

(VIII.6.1) ^(P)^^)^7'^).

Soit G, la composante connexe de l'élément neutre de G7. Puisque G est
connexe par hypothèse et que G^j^ (p)P(i^), l'égalité (VIII.6.1) montre
que G^o^G). Isomorphe au groupe adjoint, Gy opère donc sur G comme
groupe d'automorphisme. D'autre part, l'espace d'holonomie ® ( œ ) laisse le
tenseur c invariant parce que ce dernier est à dérivée covariante nulle. Il en
résulte que le groupe j^ (p)^r(^) opère sur G comme groupe d'automor-
phismes également. Comme G7 est d'après la proposition V.6.3, engendré
par Gy et par j^ (p)^u-(^)? ses opérations sur l'algèbre de Lie G sont des
automorphismes. En notant C l'espace fibre des formes différentielles sur X à
valeurs dans G, on peut donc former C(6') qui est évidemment isomorphe à €
tandis que l'espace de Lie de &\3L, G7) est isomorphe au quotient de €(&') par son
centre, c'est-à-dire à ^/JC. D'autre part, on a vu que A et À^ étaient associées,
l'une et l'autre, à co. Cette dernière induit donc surê^ï, G7) une connexion oY
à laquelle A e^ A7 continuent à être associées. Nous résumerons ce qui précède
dans le théorème :

THÉORÈME VIII .6 .1. — Étant donnés C\ A et û satisfaisant aux conditions de la
définition VIII. 1 . 1 , il existe un espace fibre principal différentiable &\3L^ G7) de
groupe structural G' et de base 5C, possédant les propriétés suivantes :

i°/ G' est un groupe d" automorphismes de G dont la composante connexe est
isomorphe à G/H (H = centre de G).

2° £(&') est isomorphe à ë et l'espace de Lie £"(&') de &'(X, G') est isomorphe
au quotient de £ par son centre,

3° &'Ç3i. G7) admet une connexion ^' telle que les L(E/)- et UÇW)-dijfferen-

tiations covariantes associées à ̂  s^ identifient à A et à A7 respectivement, tandis
que la courbure i2((jL/) s'indentifie à û ' ' .

Remarque. — Si la variété 3L est simplement connexe, 'îY^) est à fibres
connexes, G' est donc connexe et isomorphe à G/H.

7. CAS GÉNÉRAL. — Nous supposons essentiellement dans ce paragraphe que
la variété 5C est simplement connexe. En tenant compte à la fois du théorème
VIII. 6.1 et de la remarque précédente, on peut alors envisager la question de
la façon suivante :

Soit êY^K? G^) un espace fibre principal différentiable de groupe structural
G^=G/H, où G est un groupe de Lie connexe de centre H. Nous considérons
une connexion o/ sur &^X, Gv) à laquelle sont associées les L(E /)- et L^E^)-
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différentiations covariantes A et A'. Enfin, soit il une section de L^E^ telle
qu'on ait
(Vin.7.i) ( ̂ ^W=^(^),

( Aî^ --= o,

où TI^E') est rhomomorphisme canonique de LÇW) sur L^E7). Existe-t-il, dans
ces conditions, un espace fibre principal différentiablede baseâC etde groupe G,
admettant Ç^\&'\ A, ^2). En d'autres termes, existe-t-il un espace fibre
principal différentiable &{X, G), un homomorphisme

^: ê-.^

compatible avec l'homomorphisme canonique y : G -^ G.,= G/H, et une
connexion co de &{3E, G) tels que

•\^)(^)=^' et ^(&))=^

expressions qui ont un sens parce que le couple d'homomorphismes compa-
tibles ("y, Y^ détermine un homomorphisme y^ : C(E) -^(^(E'), tandis quey^
permet d'identifier C(ê) ̂  X°(ê').

Le cas abélien montre qu'en général, ce problème n'admet pas de solution.
En effet, supposons que G soit le groupe abélien simplement connexe de
dimension n, c'est-à-dire R". Si & existe, il est donc trivial et, quelle que soit la
connexion choisie sur ê(â£. G), sa courbure, considérée comme une forme
différentielle sur 3L à valeurs dans G, est homologue à o. On le vérifie immédia-
tement en considérant une section de ê et la restriction à cette section de la
forme de connexion et de la forme de courbure (réciproquement, voir
prop. VII.6.2). Or, toute 2-forme différentielle fermée à valeurs dans G est à
différentielle covariante nulle mais n'est pas nécessairement homologue à o.
Même dans le cas abélien, si le deuxième groupe d'homologie de X n'est pas
nul le problème n'admet donc pas de solution en général.

Aussi est-ce une condition d'existence que nous allons chercher à exprimer.
Dans ce but, nous nous proposerons tout d'abord d'essayer, à l'aide des données
précédentes, d'associer à tout lacet de X, un élément de JTL^).

Soit lx : S1 -> X un lacet en xç:X, c'est-à-dire une application différentiable
du cercle S1, muni d'une origine 0[/,c(0)=.r] et paramétré régulièrement par
a : I-^IXc^a^^O], dansa;.

Plongeons S4 dans une variété Q différentiablement homéomorphe à R2,
et soit

v : Q-^,

une extension différentiable de l^y extension dont l'existence résulte du fait
que X a été supposée simplement connexe. Dans ces conditions, nous dirons
que le lacet l^ est obturé par v, ou encore, que l'application v est une obturation
de ^.
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Nous définirons alors un élément m(l^ v)^^^) en posant ê^^x G
et en choisissant :

i° Un Y-homomorphisme
ï^ êQ-^=V-l(ê'),

dont l'existence est assurée puisque <^, de base Q, est trivial.
2° Une connexion ccg de ê^ telle que

(VIII.7.2) J ÏC,(^)(^Q)==^,
( ^(COQ)==^

où YC,(E,) est rhomomorphisme associé à (y, y^J, où CD, est la connexion induite
par v à partir de o/ et où û, est la section de J^(ê,) induite à partir de û(27).
En considérant S1 comme un lacet en 0 dans Q, on pose alors

^(^^)=^^(^(S^)).

En d'autres termes, m(l^ v) est l'élément de 3XL^(&'), image par rhomomor-
phisme induit vî^^ de la transformation associée au lacet S1. Cette dernière
est un élément de l'espace structural gauche ̂ (êg) de <^, mais le Y-homomor-
phismey^ permet d'identifier ̂ (ê^) à l'espace induit ̂ (ê^^v-^JÎl^)).
C'est cette identification qui donne un sens à l'expression de mÇl^, v).
Remarquons tout de suite que m(l^ v) ne dépend pas de l'extension de v à
l'extérieur du cercle S1. De plus, on a le :

LEMME 1. — m ( ,̂ v) ne dépend ni du choix de y^ , ni de celui de la connexion (DQ
vérifiant les conditions ( VIII .7.2).

En effet, soit
Ï<g '' ^-^

un autre Y-homomorphisme et soit OÎQ une connexion sur êg satisfaisant aux
deux égalités
(vm.7.2^ ns^Q)^)^^

( ^(0)Q)==^.

Compte tenu des identifications liées à ^g et à ̂  , il résulte des identités
(VIII. 7.2) et (VIII. 7.2') que l'identité sur JTl,(ê,), à laquelle est associée
l'identité sur ^(à^), est un automorphisme de l'espace structural gauche
de êo(Q, G) satisfaisant aux conditions du théorème VI. 2.1. Le lemme 1 de ce

(2 7) ^v(êv) est défini soit comme le modelé sur êy de l'espace fibre des formes différentielles
sur Q à valeurs dans G, soit comme Pespace fibre des formes différentielles sur Q à valeurs
dans J?î(êv) =v-î(J^o(^))
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théorème, appliqué à ce cas particulier, montre que r^(S1), identifié à un
élément de JT^(d^), grâce à y^ , est égal à Tco/S1) identifié à un élément de
JH^(^), grâce à y^ . C'est précisément ce qu'il s'agissait de montrer. Nous
dirons alors que m(l^ v) est associé au lacet l^ et à son obturation v.

COROLLAIRE 1 DU LEMME 1. — S^il existe un espace fibre principal ê(^C, G) et une
connexion co répondant aux conditions du problème^ on a

^(4, v)==-r^(l^).

En effet, comme ̂ (ê) s'identifie à Q x G, c'est là une conséquence immé-
diate de l'unicité de m(/y, v).

COROLLAIRE 2 DU LEMME 1. — On a V égalité

ï.m^W^ ^))==^(4).

En effet, il est clair que Y^/^)(^(^? v)) est l'élément de cTTl^d^) associé à lx
et à co lorsque £ ' ( & ' ) est muni de la différentiation covarianteA' associée à CD' et
de la courbure ^((o'). D'après le corollaire précédent, cet élément est égal
àT^(^).

Considérons maintenant une application différentiable
^ : S2 -> X

de la sphère orientée S2 dans âC. Soit F un grand cercle de S2 paramétré régu-
lièrement par a(^) à partir d'une origine 0[a(i)= a(o)=o]. L'orientation
de S2 et l'orientation de F résultant du paramétrage permettent de distinguer
un hémisphère positif H4" et un hémisphère négatif H~. Soient Q4" et Q" deux
voisinages ouverts de E^et de H" limités par des cercles Si et Ss- Nous pouvons
considérer la restriction ̂  de ^ à Q(Q == Q"^ ou Q~) comme une obturation du
lacet ^pr constitué lui-même par la restriction de ^ à r. Nous poserons

m+==w(^r, ^Q+), m-=-:m(^r, ^Q-)

et nous dirons que (/n+, mJ) est le couple de transformations associé à l'en-
semble (0, F, ^). Comme m(^., v) ne dépend pas de l'extension de v hors du
cercle SS il est clair que le couple (m+, rnJ) ne dépend pas du choix des voisi-
nages Q. De plus, en se reportant au corollaire 2 du lemme 1, on voit que
m^Çm_)~1 fait partie du centre de 3\iÇ&'\ Comme ce dernier est trivial et
canoniquement isomorphe à X x H, nous poserons

^(0,r^)=m^(m-)-i

et nous considérerons ^(0, F, ^) comme appartenant au centre H de G.

INTERPRÉTATION DE s(0, F, ^). — Posons &\ == ̂ -1 {&') ; 3TL^(<^)== ̂ -1 (JR^)),
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J1^^(^)=^-4(^V(ê/)), ^(^)=^-1(X'0(^)) et notons X^(^) l'espace
fibre des formes différentielles sur S2 à valeurs dans ^(ê^). La connexion
induite par ^ à partir de oo' sera désignée par GD^ et la section de ̂ (<^) induite
à partir de û, par Uj,. En revenant à la définition de m{l^ v), on est amené à
poser

êg == Q x G, ^ = ̂  l Q (Q = (̂  ou Q-)

et à désigner par co.̂  et i^ les restrictions de co.̂  et ilf, à Q(Q===Q4- ou Q~).
Toujours d'après cette définition, on choisit deux Y-homomorphismes

ï< ^-^^ (Q^Q^ouQ ).

L'élément m{m=m^ ou w_) est alors (à un homomorphisme induit près),
égal à la transformation associée à F (lacet en 0 dans Q) lorsque êy est muni
d'une connexion (OQ telle que

ÏWQ)^)^ ̂ h et ^(^Q) ==: i2 '̂

On désignera enfin par Z l'intersection Z ^rQ^nQ- et les restrictions à Z des
éléments définis sur Q^ et Q~ seront notés en substituant à Q^ et Q les sym-
boles Z+ et Z- :

<^+ == ^Q+ [ Z, G)/4 == C»)Q+ ] Z, ê^ == ê'^ | Z, ûû;̂  =r û^ [ Z.

En nous reportant au paragraphe VII. 4, et en considérant les espaces et
connexions êz+? ^^ d'une part, êz_, ojz_ d'autre part, nous voyons que nous
sommes exactement dans la situation de la proposition VII.4.1 et qu'en notant a
la classe (Thomotopie de T dans Z, on a

.ç (0 , r^)=%o(a) .

Comme le groupe d'homotopie de Z en dimension i est engendré par F, la
trivialité de sÇO, F, ^) est une condition nécessaire et suffisante pour qu'il
existe un G-isomorphisme de d^+ sur êz- appliquant o0z+ sur cox- et induisant
l'identité sur &[^. En d'autres termes, c'est une condition nécessaire et suffisante
de raccordement de ÊQ+, (OQ+ et êg_, OJQ_ sur Z.

Il résulte de cette interprétation que si P est un cercle homotope à F dans Z,
on a s(0, F', ^)==^(0, F, ^), En particulier, sÇO, F, ^) ne dépend pas du
choix de 0 sur F. Nous allons voir maintenant qu'en fait, ^(0, F, ^) ne dépend
ni de 0, ni de F, mais uniquement de la classe d'homotopie de '^.

Soit
cp : S2 x F -> X

une application différentiable telle que y(.z-, o)== ^(er)(^6S2). Nous posons
naturellement

Cp(^ ^)=:^(.3?)
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et nous nous intéressons plus spécialement à ^i. Il est malheureusement
nécessaire de préciser encore quelques notations. On pose ê^p == y-1^) et l'on
note ê^ la restriction de &'^ à (S2, -t) (ou, si l'on préfère, l'espace fibre induit
par ^,). Dans le même esprit, on aura ^t^(^), ^o(^), JU^(^), ^(ê;,),
C;(E;), ̂ (ê^), C^(E^), etc. - . . . . . . .

Soient F et P deux grands cercles de S2 se coupant en 0 et orientés. Choi-
sissons deux cercles 2i et 2^, symétriques par rapport au centre de S2 et situés
dans les quadrants négatifs délimités par F et P, de telle sorte que, dans la
zone Z comprise entre Si et ^3, les cercles orientés F et P soient homotopes.
Choisissons alors pour voisinage Q^ et Q communs à F et à 1 ,̂ les portions de
sphère délimitées respectivement par Si et 2^ et contenant 0 (et par suite F
et F7), nous poserons encore

Z ==- Q^ n 0 et Z ==: z x V
et, avec Q = Q^ ou Q~ :

Ç = Ç x r , 6 y = Ç x G <^-=:QxG, ô'^=^\Q.

En outre, on aura
^Z+==^Q+ Z, ê^=:ê^|Z, ê^==êcp|Z,

ainsi que les notations déduites de ces dernières par substitution du signe — au
signe +.

cp induit à partir de o/ une connexion co^ sur êç qui induit à son tour co^ sur
ê^ , co^ sur êç_, (o;,_ sur ê^., etc, On a également ÎL, Û.L. û._, il^, etc.

• • • Q ' Q • Z ' Z ^ __ T Tt • Q ' Z

II suffit alors de recommencer, mais avec Q^ et Q~, cette fois, les opérations
effectués ci-dessus sur Q"^ et Q"~. On se donne

'^: V-^- (Q-Q'ouQ-) ,

puis deux connexions (DQ telles que

ê:)̂ :; (Q-O-Q-).

Tout cela est possible parce que les bases Q sont homéomorphes à R3. On est
alors, sur Z, dans la situation du lemme 2 de la proposition VII. 4. i où il suffit
de remplacer m^ et mo d'une part, m[ et m^, d'autre part, par les couples de
transformations associés respectivement à (0, F, ^) et à (0, F', ^). Comme les
lacets (0, F) et (0, F7) sont homotopes dans Z, on a donc

s(0,T^)=s(0,T^^).

En faisant ^ = ^i dans cette égalité, on voit en particulier que ^(0, F, ^) ne
Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 48

^
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dépend pas du choix du grand cercle r de S2. Plus généralement, on peut
énoncer :

LEMME 2 (28). — L^ élément sÇO, F,^) défini ci-dessus, ne dépend ni de 0, ni
de T. On le notera donc ^(^). De plus, si ^i est une application de S2 dans 3L
homotope à ̂ , on a

s(^)=s(^).

(2 8) Dans le cas où le sons-groupe 11(0, r, ^) de H engendré par ^(0, r, ^) est fermé dans G,
on peut déduire facilement ce lemme du résultat suivant :

S ' i l existe un espace fibre principal dijférentiable ê^(S2, G) lié à <S^ par un ^-homomorphisme

^: ̂ 4

et muni d'une connexion co^ telle que

^c^)(^)=^ et û(œ4;)=Q^

et si ^i est homotope à ^5 il existe un espace fibre principal différentiable ê^»i(S2, G) lié à <êî  par
les mêmes propriétés.

Posons en effet
<S<p = <ê^ x I'.

Comme é^ est Pespace fibre ê^ x F, et qu^il existe par hypothèse un y-homomorphisme

T^: <^-4,

on peut trouver d'abord un y-homomorphisme

T^ : êç->êç,

identifier ensuite ^m(ôm) et ^ç(êç), et choisir enfin une connexion cûm sur êm telle que
Te (E ) ( C O Œ > ) == ^cp- En posant alors• • e = û ( c o y ) - Q ^
on voit que © est une section du centre de L©(Eç) et que A© == o, de sorte que 6 peut être consi-
dérée comme une forme différentielle fermée à valeurs dans H. Mais, sur ê^= ô^= êç [ (S2, o),
on a (avec (t)ço= restriction de 0)3; à <ê^) :

co(p^— CO,L == 9o = forme linéaire à valeurs dans H.

Par suite, la restriction de © à (S2, o) est donnée par
©o== û(co^) —û^= dQo

puisque Q(û^) == Q^. En d'autres termes, ©o est homologue à o. La formule de Phomotopie montre
alors que la restriction ©i de © à (S2, i) est également homologue à o :

©i=û((^)-%=^©i (œ^=c^|<5^, ^==êç|(^2, i)).

On obtient donc un espace fibre principal satisfaisant aux conditions de Renoncé en choisissant
pour ô^f la restriction de êç à (S2, i) et, pour connexion

oj^==co^—6i .

A partir de ce résultat, on vérifie que ^(0, r, ^ )=^ (0 , Pi, <^i) en formant le quotient de G
par n(0, r, ^) qu^on a supposé fermé. On est ainsi ramené au cas précédent. Il en résulte que
^(0, Pi, ^i)elT(0, P, 40 et, pour des raisons de continuité :

s(0,r, ̂ )^(O,PI,^).
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On a aussi le

COROLLAIRE DU LEME 2. — Si v ^ v' sont deux obturations homotopes d'un même
lacet ^c, on a

m{l^ v) =m(l^, v ' ) .

Comme la variété Q qui sert à définir les obturations v et v' est homéomorphe
àR 2 et que S1 est plongé dans Q, nous parlerons, pour simplifier, du centre
de S1 et des rayons de S1. Nous nous ramènerons d'abord au cas où les dérivées
de v et ^ s'annulent toutes sur les rayons de S1, aux points d'intersection de ces
rayons avec le cercle, en composant v et ^ avec un homéomorphisme de Q sur
lui-même laissant S1 invariant, homotope à l'identité et dont les dérivées
possèdent elles même cette propriété. Soient Vi et ^ les obturations ainsi
obtenues. Il est clair que

m{l^ v)=m(4, Vi) et m{l^ v') ==m(/^, v\).

Mais en identifiant le disque limité par S1 dans Q, à chaque hémisphère de S2

de façon que le centre de S1 s'applique sur l'un ou l'autre des pôles (géogra-
phiques) de F (considéré comme l'équateur) et que les rayons de S1 s'iden-
tifient dans chaque cas aux méridiens (S1 s'appliquant toujours de la même
façon sur r), on peut raccorder v^ et v\ en une application différentiable de S2

dans Si, Soit
^ : S2—^ (^ H+:=^ e t^ |H-=T/J ,

cette application. On a évidemment
s(^)=m(l^ ^)(m(^))-1

Mais, comme v et v', v et Vi , v et v[ sont homotopes, Vi et v[ sont également
homotopes. Il en résulte que ^ est homotope à o et, comme ^(^o) est égal à
l'élément neutre de H si ^o(«^) est indépendant de xç^ S2, on a également

s ( ̂  ) == élément neutre.

Par suite, m(l^, ̂ ^=m(^^, v\), ce qui entraîne m{l^, ^)==m(l,^, ^/). Le
corollaire est donc démontré.

Du lemme 2, il résulte que, si l'on choisit un point x^ de X, l'application s
définit une application CT^ du deuxième groupe d'homotopie en^o? noté 11̂  (âS),
dans le centre H de G. Nous allons voir maintenant qu'il s'agit d'un homomor-
phisme. Donnons-nous, dans ce but, deux classes d'homotopie de dimension 2
en XQ, c et c 1 ' , et choisissons, pour les représenter, deux applications

. ^ : S2-^ [^ec, ^ (0)=^oj,
y : S^x [yçcf^f(0)•=^]

du type particulier décrit ci-dessous* Soient £1 et £2 deux cercles tracés sur S2,
symétriques par rapport au plan du grand cercle F et parallèle à ce plan. Nous
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désignerons naturellement par Q^ et Q~ les portions de sphère limitées respec-
tivemement par Si et Sa et contenant F. Choisissons alors ^ et ^/ tels que

^(Q+)=-:^(Q+)=^.

Il est toujours possible de trouver dans chaque classe d'homotopie une appli-
cation différentiable satisfaisant à cette condition : si ^ et ^/ ne la remplissent
pas, il suffît de les composer avec une application différentiable B de S2 dans
elle-même, homotope à l'identité et telle que B(Q+) ==0.

Dans ces conditions, (//z+, rn_) désignant le couple de transformations
associé à (0, F, ^) et Çm\, m _) , le couple associé à (0, F, r^/), il est clair qu'on a

m^ == in^ ==- élément neutre,

puisque ^(Q^) = ̂ (Q^) = ̂ o.
Par ôontre, s'il est évident que m_ et iri_ appartiennent au centre de tTIX(<&^)

et peuvent par suite être considérés comme des éléments de H, ils ne sont pas,
en général égaux à l'élément neutre. On a simplement

^(^ )= / /C 1 et s ( ^ ' ) ^ m ' z \

II reste à construire, à l'aide de ^ et de ^/ une application différentiable
^// : S2-^^ appartenant à la classe d'homotopie c"-=cc\ II suffit pour cela
de poser

^" ( x ) == ^ (,'r) pour ^eQ~,
y ( ^ ) = ^ ( ^ ( . v ) ) pour .z-€Q+,

où S représente la symétrie de S2 par rapport à un axe joignant 0 au centre
de S2. Comme ^(Q^nQ") = ̂ (Q^nQ")^^. l'application ^// ainsi définie
est une application différentiable de S2 dans X et ^(0)==^o. De plus elle
appartient à la classe d'homotopie c " . Enfin, comme S permute les deux hémi-
sphères et change le sens de F, on a, en désignant par (m^, m"_) le couple
attaché à (0, F, ^/) :

m"^= m'Z^ et m"_== w_.

Par suite
s(^) = pn'^m",)-1 = (mL)-1 (/n-)-1^ (m_)-1 (/<)-\

d'où
^(^)=^(^)^(^).

Il en résulte qu'en définissant CT^(c) par îj^(c) ==.y(^) et ^€c, on a aussi

(J^{CC')=(7^(C)(J^{C').

De plus, comme s(^) =sÇ^) si ^ et ^/ sont homotopes au sens large
[^0)^^(0)], il est clair que l'image du deuxième groupe d'homotopie
en XQ par l'homomorphisme (T^, est un sous-groupe de H indépendant du choix



SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 38l

du point XQ. Nous pouvons donc énoncer :

LEMME 3. — Inapplication CT^ : H;(âC) -> HÇxçX) résultant de l'invariance
de sÇ^) par homotopie est un homomorphisme de deuxième groupe d^homotopie
de X dans le centre H de G. Le sous-groupe II2 = (j^Çtl^ÇX)) est indépendant du
choix de x dans Si.

Comme nous avons supposé X simplement connexe, le deuxième groupe
d'homotopie de X s'identifie au deuxième groupe d'homologie à coefficients
entiers, de sorte qu'on a :

COROLLAIRE DU LEMME 3. — On déduit de (Ty un homomorphisme
c r : H2^)-^:

du deuxième groupe d^homologie de 3^ à coefficients entiers dans le centre H de G.

Enfin, on a le

LEMME 4. — Si l'homomorphisme a^ est trivial [c\est~à-dire si a^;(c) = élément
neutre quelle que soit la classe d^ homotopie c]^ l } élément mÇl^y v) associé à un
lacet l^ et à une obturation v ne dépend pas de l'obturation choisie.

La démonstration est semblable à celle du corollaire du lemme 2. Si v et v'
sont deux obturations distinctes de l^, on peut toujours se ramener à des obtu-
rations Vi et v^ dont les dérivées s'annulent sur les rayons de S\ aux points
d'intersection de ces rayons avec le cercle. On peut alors raccorder v^ et v\ en
une application différentiable de la sphère S2 dans 5C de sorte que mÇly,, v,),
m(l^, Vi) constitue le couple de transformations associé à (0, F, ̂ \ Puisque ̂ (^)
est égal a l'élément neutre de H par hypothèse, on a

f^(l.x, v^)=m(l^ v\).

Nous résumerons ce qui précède dans la proposition suivante :

PROPOSITION VIII. 7 .1 . — Étant donnés ê'(âC, G), G, OL/ et il vérifiant les
conditions exposées au début du paragraphe et en supposante en particulier, que 3i
est simplement connexe^ on définit un homomorphisme

^: Ui(X)->t{

du deuxième groupe d^ homotopie en x de tK, dans le centre H de G, en posant

^(c^m^r, ^Q-t-)(^(^n ^Q-))~1,

où ̂  : S2 > Si est une application différentiable appartenant à la classe d^ homo-
topie c, où ^pr es^ Ie lacet constitué par la restriction def^ à un grand cercle orienté
F de S2 passant par 0[^(0)==^] et où ^y+ et ̂  sont les obturations de ^r
formées par les restrictions de ^ à Q4" et à Q~~.
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Le groupe II2 = (7^(II^.(â£)) ̂  indépendant de xç X et Von note

cr : H2(^)->H

V homomorphisme du second groupe d^homologie à coefficients entiers de 5C,
dans H, déduit de cLp.

Dans le cas général, si cr n'est pas triviale l'élément mÇl^, v) associé à un
lacet lx et à une obturation v de ce lacet ne dépend que de la classe d'homotopie
de l'obturation v. Si a est trivial, rn(l^, v) est indépendant de l'obturation
choisie. On le notera alors mÇl^çDTi^Ç^').

Il est clair que, pour que le problème qui nous occupe admette une solution,
il est nécessaire que CT soit trivial. C'est la dernière propriété énoncée par la
proposition précédente qui va permettre de montrer que cette condition est
également suffisante. Nous allons, pour cela, construire effectivement un
espace fibre principal différentiable à l'aide, non pas de sections locales, mais
de « chemins horizontaux ». Plus précisément, remarquons que si un tel
espace <ê(âC, G) est muni d'une connexion co satisfaisant à (VIII. 7. i), rn(l^) est
nécessairement la transformation T,,)(^) associée au lacet ly, (corollaire 1 du
lemme 1). On peut d'autre part considérer & comme le quotient de l'ensemble
des chemins où-horizontaux amortis dont l'origine se projette sur un point Xo
fixe, par la relation d'équivalence qui identifie deux tels chemins X et V s'ils
ont même extrémité, c'est-à-dire si

7t(I)=^(pa)p(^)).^l),
relation où {pÇ^)pÇ^y) désigne, bien entendu, le lacet en XQ obtenu en parcou-
rant successivement les projections de À et de //. C'est de cette façon que nous
allons reconstruire ê, en remplaçant dans la dernière égalité ^wÇpÇ^p^'))
que nous ne connaissons qu'en fonction de ê, par ^(^(^^(^Q) dont l'exis-
tence résulte de la proposition VIII. 7.1.

Nous supposons donc désormais que II2 se réduit à l'élément neutre. Soit A
l'ensemble des chemins différentiables amortis / : 1 -> X d'origine com-
mune XoGS^. A est naturellement muni d'une projection

pA '• A->X

qui associe à tout chemin différentiable IçA, son extrémité

/.A(/)==/(l).

Étant donnés deux chemins /i, 4, de même projection (c'est-à-dire de même
extrémité), nous noterons l^ le lacet obtenu en parcourant successivement li
et/s, c'est-à-dire, en toute précision, l'application différentiable de S1 dans X
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définie par les égalités

^(a(t))=^('2t) fo^^V
\ —— ~2/

U2(a(^))=M2(l-<0) f'^^lV
\ 2 — — —— ;

Un élément m^^eJll^ê') parfaitement défini est donc associé à l^.
Soit ê^ un espace fibre principal différentiable de groupe structural G, dont

la base se réduit au point x^ de X. C'est sur &^ que la construction de & va
s'articuler. Faisons tout d'abord opérer JH^(<^) sur ê^ en choisissant un
point jo de ê^ et un point y\ de ê^, et en définissant

Ï6^ : ^o-^x-o

par l'égalité
ï<^(Jo^)=./o-ï(^) (^eG).

On pose alors
m'y=y'jyvi^ôxSy^m ^eê^ et/ne<m^(<^)],

et l'on vérifie sans difficulté que les opérations de G et de JTL^/^) sur ê^,
commutent.

Nous définirons maintenant ê comme le quotient du produit ê^xA par la
relation d'équivalence :

(ji^i)=(j2, h) si pA(li)=pA(^) et j2==^(^4).Ji

avec, bien entendu, /i, ^ € A e t y ^ , y^ e ê^.
Encore faut-il vérifier qu'il s'agit bien d'une relation d'équivalence. La

symétrie et la réflexivité sont évidentes : elles résultent de m(7/)= élément
neutre et de /n(/j2)=(^(^i))~1- Quant à Ja transitivité, c'est une consé-
quence du lemme suivant :

LEMME 1. — Étant donnés trois chemins l^, l^y l^ çA, on a

m(^l:,)==:m(l^ls)m(li^).

Considérons en effet deux cercles de R2 : S4 et (S1)' se coupant en
deux points distincts 0 et 0', et paramétrés régulièrement par a(^)

^a(o)=0,a^)=0 / ,a(I)=ojetpara '(^^a /(o)=0,a /^)=0 / ,a /(ï)==o1.
On définit une application différentiable $' de l'ensemble de ces deux cercles
dans X, en posant

^'(^(t))=l,^t) (o^t^^\

^(a(t))=l,(2(i-t)) ('^t^A
\2 /

^'(a'(t))=l^t) (o^t^\,
\ 2 /

^ (^(t))= /3(2(I -t)) ('-^t^lY
\2 /
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Cette application est différentiable en ce sens que, comme les dérivées de ̂
par rapport à t sont toutes nulles aux points 0 et Of sur S1 et (S^, on peut la
prolonger en une application différentiable d'un voisinage ouvert de (S^L^S^
dans â£. De plus, puisque 3^ est simplement connexe, on peut étendre <&' en
une application différentiable

<D : R2-^,

l'extension se faisant successivement dans les quatre régions de R2 séparées par
les deux cercles. Il ne reste plus qu'à recommencer les opérations habituelles.
Posons ÊQ= R2 x G, choisissons y^ : ̂ -> <tr-l((ê/) et une connexion ojg sur <êg •
appliquée sur la connexion induite co^ par le couple (y , y^) et admettant pour
courbure la forme induite il^. Dans ces conditions, mÇl^l^) est, à un homomor-
phisme induit près, la transformation T,,) (S1) associée à S1 (considéré comme
lacet en 0), w(/2^) est la transformation T,,) ((S^y) associée à (S j ) / etmÇl^l^
est la transformation associée au lacet X constitué par la portion de S1 pour
laquelle o^t^ ï- et par la portion de (S^ pour laquelle ^^_t^ï :

m(l,l,)==^W.

De même, m(l^l^) qui est égal à l'élément neutre, est aussi la transformation
associée au lacet V formé par les portions de S1 et de (S1 y qui ne figurent pas
dans X : m(l^l^)=^^(V). Il en résulte que tout chemin coQ-horizontal de-
projection À' se referme et que, par suite, si l'on appelle V le lacet en 0 obtenu
en intercalant V entre les deux parties de À, on a

^w-^a).
Mais /// est le lacet obtenu en décrivant successivement S1 et (S^. On a donc

^(^^^^((S^^T.oJS1)^^^,/:,)^^/,/,),

et par suite
m(/i/:;) — w(4/: î)m(/ i /2).

La transitivité de notre relation d'équivalence résulte immédiatement de
cette égalité. En effet, étant donnés (ji, ^), (72^2), (j3^3)eê^xA, si
(yi, /i)=(j2, ^2) et si (72, L)=Çy^ /a), on a, par définition

y.^ =r- m ( /ï 4 ) •Ji et y,, = m ( 4 h ) -y-i.

Par suite
r,,—/n(l.l,)m(l,L).y^

ce qui entraîne, d'après le lemme 1 :
y 3 == m ( /ï ly ) .y , et par suite (y:}, /:>, ) EEE (ji, /ï ).

L'ensemble ê est donc bien défini et il reste à vérifier maintenant qu'il est
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possible de le doter d'une structure d'espace fibre principal différentiable à
groupe structural. Nous définirons d'abord la projection p^ en remarquant
que ê^xA est naturellement muni de la projection induite parj^A» c'est-à-dire
de l'application p^ ^ : &^ x A -> X définie parxo

Pô . x-A^ /) ==P^(1) [(J. ^)eê,,xA |.
^o

Or, cette projection passe au quotient parce que, si (ji, / i )=(y2, /a),
on a pA(ll)=pA(tfî)' C'est cette application-quotient qui sera la projection
pg de ê sur sa base X.

Nous allons préciser maintenant une notion de « chemin horizontal » dans <@.
Étant donné un chemin différentiable l : ï-> X d'origine a.\, le chemin hori-
zontal [JL : 1 —^ ê de projection / et d'origine y €<ë^ est défini par

^)=T(j, /,),
où T est l'application canonique

T : ê^XÀ-^ê

et où li représente le chemin différentiable li : ï -> X défini par

/ , ( 0 ) = = ^ G ) ( G e l ) ,

c'est-à-dire, en gros, la partie de / comprise entre o et t. Remarquonsque, si z € ê
et si /(i)==jy^(^), il existe un point K^)eê^et un seul tel queT(K^), t)=z.
En effet, étant donné (r, V)çz, le point K/(^)= m(/ / /) .y satisfait bien à cette
égalité et son unicité résulte du fait que (j, l)==Çy', l) entraîne y = y ' . Il est
alors clair qu'il existe un chemin horizontal (JL : 1 —>- & et un seul d'extrémité z
[c'est-à-dire tel que [^-(i) === z~\ et de projection /. C'est le chemin défini par

^(t)=T.(Ki(z), /,) (tçï).

Remarquons également que la fibre de ê de projection x^ s'identifie à ê^
puisque, si / est un lacet en x^ et siyçê^, (y, /) est équivalent à (m(/o/).y, /o)
où /o est le chemin nul en x^. La notation ê^ se trouve donc justifiée.

Il est maintenant facile de définir sur ê les translations à droite par les
éléments de G. Étant donné zç&et l\\-> X Fchemin différentiable joignant x^
à^=j^(^)1, on posera

^.^=T(K/( . î ) .^ / ) (5€G).

Il faut évidemment vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de /.
Compte tenu de la commutativité des opérations de G et de celles de jri^d^)
sur ê^ ainsi que de la formule évidente K^)^^/^/)!^^), cela ne présente
aucune difficulté. Il est également facile de voir que G est simplement transitif
sur &x puisqu'il l'est sur ê^ et que le translaté d'un chemin horizontal est un
chemin horizontal.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV — FASC. 4. 49
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En résumé, & est maintenant doté d'une structure d'espace fibre principal
s. 1. à groupe structural. La prochaine étape est celle de la structure différen-
tiable, structure qui dépend du lemme suivant :

LEMME 2. — Si ÀQ et ÀQ sont deux chemins différentiables de X, d^ origine com-
mune XQ et d'extrémité commune x(Q) et si h^ et h'^ dépendent dijfférentiablement
de 9 e 1 [ce qui entraîne que x(Q) est différentiable'}, alors m(h'^h^) est une appli-
cation différentiable 1 -> 3Tl^(<^).

Ce lemme se démontre en plongeant S1 xi dans R% en définissant

©': ^x\->x,
par :

^ (a ( ^6 )=À9(2Q fo^^1),
\ 2 /

© / (a (< ) , 9) r=Ào(2( i -^) ) i'-^t^A
\2

 . /

et en étendant ©/ en une application différentiable

© : R3-^

dont l'existence résulte du fait que X est simplement connexe. On recommence
ensuite sur R3 les opérations habituelles (construction de R^G, choix d'un
Y-homomorphisme, choix d'une connexion telle que ...) dont le lemme résulte
immédiatement.

Il ne reste plus qu'à recouvrir 3L par des voisinages de coordonnées U0', à
joindre x^ au centre x^ de chaque U0' par un chemin différentiable Z^A et à
construire, sur chaque U0', une section locale de la façon suivante. Soit v : 1 -> ï
un homéomorphisme différentiable de 1 sur lui-même dont toutes les dérivées
s'annulent pour o et ï . Représentons U01 par un système de coordonnées
polaires (p, (û,)) où p est le rayon vecteur variant de o à ï et où les a, sont des
paramètres directeurs. Notons alors Ç.[^=(p, (â^eU0'] le chemin différen-
tiable défini par

lî(t)=l-^t) fo^^1),
\ 2 /

/ î (<)=(pv(a<-i) ,(a,)) f '^^iV
\ 2 /

En d'autres termes, Ç. s'obtient en mettant bout à bout /a et x^x. Désignons
maintenant par X^. le chemin horizontal de projection /a. dont l'origine est un
point y de ê^ choisi une fois pour toutes, indépendamment de U01. Nous pose-
rons, dans ces conditions

f-W==^(i).

/a est manifestement une section de &^ car^o/0^ identité sur U. On définit
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alors la structure différentiable de ê au moyen des homéomorphismes diffé-
rentiables

^a : êua-^L^x G,

déterminés par
(/a(^)^)=:(^) (^eU^^eG).

Plus précisément, la structure de variété différentiable de ê, si elle existe,
est déterminée en supposant que les applications ̂ a sont des homéomorphismes
différentiables. Il suffit de vérifier la compatibilité de cette définition sur
l'intersection U^U3 de deux voisinages de coordonnées U0' et U^. Pour un
point ^el^nU!3, on a

f^œ)=f^{x).^{x) [^8(^)çG]

et il s'agit de montrer que g^Çx) est une fonction différentiable de x. Or,
conformément à ce qui précède, g^Çx) s'obtient en considérant le chemin
horizontal de projection t^ et d'extrémité f^Çx). On a

^(f^(œ))=y.^(x),

Fig. i4.

puisque le chemin horizontal de projection Ç et d'extrémité /a(^) a pour
origine le point y choisi une fois pour toutes dans ê^. On a donc également

(VIII.7.3) j.^(^)=m(/^).j.

Mais, si x dépend différentiablement d'un paramètre 6, les deux chemins
^(ô) et ^(0) dépendent aussi différentiablement de 6. D'après le lemme 2, il en
est alors de même de /^(^(Q/^B)). L'égalité (VIII.7.3) montre que g-^(x) est
également une fonction différentiable de 6 et, plus généralement, de x, le
lemme 2 se généralisant immédiatement à un nombre quelconque de paramètres.
Les applications ^a définissent donc bien une structure de variété différen-
tiable dans &.
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Remarquons que cette structure est telle que, au-dessus de tout point ^a, les
chemins horizontaux sont tous tangents à un élément plan transversal. Mais,
comme il est toujours possible d'entourer un point x quelconque de 3C d'un
voisinage de coordonnées, le raisonnement de compatibilité précédent montre
que tous les chemins horizontaux passant par un point zçê arbitraire, sont
tangents à un élément plan transversal à la fibre passant par z. Globalement,
ces éléments constituent donc un champ qui est invariant par les translations à
droite de G sur & puisque l'ensemble des chemins horizontaux est lui-même
invariant par ces translations. C'est donc un champ de connexion c(co).

Nous sommes maintenant très près du but. Nous définirons d'abord un
y-homomorphisme

&->&'
\ô •

en supposant que y^ coïncide, sur ê^, avec l'homomorphisme y^ déjà défini,
puis, en le prolongeant à ê en faisant correspondre à tout chemin horizontal
d'origine y €<ê^, le chemin co'-horizontal d'origine y^ (y) et de même projec-
tion. Le procédé a été décrit plusieurs fois déjà. La vérification du fait qu'il
s'agit d'un homomorphisme et que cet homomorphisme est compatible avec
y : G -^ G,,= G/H, est immédiate en utilisant le corollaire 2 du lemme 1 de la
proposition VIII .7.1 qui montre ici que

ï^(^)(w(///))=(M^).

De cette définition même, il résulte que ( Y , y^) applique co sur (L/. Il reste à
vérifier que û(co) = û après avoir identifié £{&) à £Ç&') grâce à -y^. C'est une
conséquence du fait que cette égalité est vérifiée avec les espaces et les formes
induits par une application différentiable v î R 2 - ^ ^ qu'on peut toujours
considérer comme une obturation, ce qui permet de se ramener à la définition
de m Cl).

Le problème est donc complètement résolu et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME VIII. 7 .1 . — Étant donné un groupe de Lie connexe G, un espace
fibre principal différentiable (^(âC/G,.) de hase Si simplement connexe et de
groupe structural Gv= G/H (H == centre de G), une connexion o/ sur ô1\3L, G,/)
et une section û de L2 (E') telle que

A^==o

[A étant la ̂ (^'^-dijfférentiation coloriante associée à co'], la condition nécessaire
et suffisante pour qu^il existe un espace fibre principal &Ç3L, G) de base 3L et de
groupe G, lié à &' par un ̂ -homomorphisme

y^ : 6->ô'

et muni d5 une connexion ou telle que

yc(E)(ûù) =u' et ^(w)=^î
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[ïc (E) étant l'homomorphis me des faisceaux des connexions associé au couple (v, v,)"[
est que le sous-groupe IP défini par la proposition VIII .1 Ase réduise à Vêlement
neutre de H.

En nous reportant maintenant à la proposition VIII. 7.1 et à l'interprétation
de ^(^), on voit qu'on a le

COROLLAIRE 1. — Pour que l'espace &{X, G) du théorème précédent existe, il
faut et il suffit que, quelle que soit l'application différentiable

^ : S2-^

il existe un espace fibre principal différentiable ê^(S2, G) lié à &'^ par un
^-homomorphisme

Y^ : <^——ê;p

et muni d'une connexion ^^ telle que

Ï4(E,jj(^) =û4 et ^(ûo^)=:^4.

On a également les conséquences immédiates suivantes :

COROLLAIRE 2. — Si le sous-groupe II2 de H n'est pas trivial et s'il est fermé
dans G, il existe un espace fibre principal différentiable de groupe structural G /II2

satisfaisant aux conditions ci-dessus.

COROLLAIRE 3. — Si le deuxième groupe d'homotopie de X est nul, il existe
toujours un espace fibre principal différentiable &{X, G) satisfaisant aux condi-
tions du théorème précédent.

Nous laissons au lecteur le soin de combiner ces résultats avec le théo-
rème VIII. 6.1 et d'énoncer la condition nécessaire et suffisante d'existence
d'un espace fibre principal de groupe structural donné, admettant Ce, A, û).

8. CAS OU II2 EST UN SOUS-GROUPE DE LA COMPOSANTE CONNEXE DE L'ÉLÉMENT NEUTRE

DANS H.

PROPOSITION VIII .8.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que II2 soit
un sous-groupe de la composante connexe H° de l'élément neutre dans H est qu'il
existe un espace fibre principal différentiable ̂ (X, G/H°) lié à ê'(a:, G) par un
^-homomorphisme (y0 : GÇ = G/H° -> G ,= G/H) :

Y ^ o : ^->&'

et muni d'une connexion œ0 appliquée sur co' par ( v 0 , y«,o).

Revenons en effet à la définition de ^(^) et reprenons les notations du
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lemme 2 de la proposition VIII. 7.1 et de l'interprétation de sÇ^). La propo-
sition VII.5.1 montre que, pour que ^(^)€H°, il faut et il suffit qu'il existe
un G°-isomorphisme de êz+/H° sur êz-/H° appliquant les connexions-quo-
tients (JL^+ et co^_ l'une sur l'autre et induisant l'identité sur ê^. Or, si ê°(âC, G0)
existe, il existe aussi, quel que soit ^, un G°-isomorphisme h^ : êz+/H° -^ êz_-/H° :
c'est celui qui permet de construire ^(ê0). Réciproquement, si, quel que
soit ^, il existe un G°-isomorphisme /4, on peut construire ê°(âK, G°) et le
corollaire 1 du théorème VIII. 7.1 montre que l'espace ê°(âC, G°) existe.

Nous nous proposons maintenant de chercher à modifier û dans le but
d'annuler II2, en supposant toujours que VL(E' ) (^) :=û(co/), bien entendu.
C'est-à-dire que nous remplaçons û par û^û+0 où © est une section du
centre K^E^) de L^E^). On sait qu'on peut alors considérer © comme u-ne
2-forme différentielle à valeurs dans H. Remarquons tout de suite que,
si ©=rf9, on ne modifie pas II2 en substituant û^ à û ( 2 9 )* En effet, on peut
alors remplacer les connexions COQ (notations de la proposition VIII. 7.1)
par (OQ+O^ où 9^ est la restriction à Q == Q4" ou Q~ de la forme 6.1, induite
par ^. Mais alors, on modifie m+ et m_ par le même élément T^sprQeH
(voir prop. IV.5.4) et, par suite, m^m~_1 =s(^) reste invariant. Cette remarque
est valable que II2 soit ou ne soit pas un sous-groupe de H°. Supposons désor-
mais que IPcH°. Pour que Au''=== o, il faut que rf©=o puisque Au =o et que,
sur K(E'), A et d coïncident. Dans la suite, nous supposerons cette condition
réalisée.

PROPOSITION VIII. 8.2. — Soit R(H°) le revêtement universel de H° muni d'aune
structure de groupe de Lie et p : R ( H ° ) — ^ H 0 l^homomorphisme-projection
de R(H°) sur H°. En reprenant les notations de la proposition VIII. 7.1 et en
désignant par r(^) l } élément de H obtenu en substituant Sî + © à û (© = 2-forme
différentielle fermée sur X à valeurs dans H), on a r(^)€H° et en considérant
^ : S2 -> X comme une ^-chaîne :

r(^)=^)pf t^V\J^ )
En effet, pour former ^(^), on substitue à CD^ (Q==Q4- ou Q~"), les con-

nexions ^Q+QQ où les ÔQ sont les i-formes différentielles définies sur Q, à
valeurs dans H et telles que

6/60 =©^.

Ces formes existent parce que Q est homéomorphe à R2 et que rf©==o.

(2 9) Plus généralement, on peut vérifier qu^on ne modifie pas II2 en substituant à û la forme

Q -h AT] + -[T], 7\] et à eu7 la connexion co'-+- Y^,^ (-ri). Cf. remarque faite à l'occasion de la propo-

sition VII. 4.1.
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Désignons par (m^ m'_) le nouveau couple de transformations associé à (0, F,4).
On a alors

m^= m+u^. et m_^=. w_^_,

avec
^=-^(1-) et ^T^JD,

où ^(F) désigne, rappelons-le, l'élément de H associé au lacet en 0, F, dans
la connexion déterminée dans HxQ par la forme 6y. Il en résulte tout d'abord
que r(^) et s(^) appartiennent à la même composante connexe de H, H° en
l'occurence. De plus, comme R(H°) est isomorphe à R^, donc à H, on a, en
identifiant les algèbres de Lie R(H°) et H° par p :

/ r-\ \ / r-i \
^=--p / P Ô Q . ) et u,=^ / P 9 Q - ) .

\Jr J \Jv )

Or, en vertu de la formule de Stokes, on a

C~9Q^= f ~9dQ^ et f~9Q^-== Ç I^ÔQ-.
J V ^H+ ^P J\\-

Mais, on a également, en formant r(^) = m'^m'Z' :

r(^)==^(^)^(^_)-i.

Cela entraîne

rw=sw^( f te^^+f f ~i^\]
L \ l /H+ / \^H- / J

=^)pf fï^
\JS^ /

=^(^)pf rï^v\j^ )
ce qui est bien la formule qu'il s'agissait de démontrer.

On en déduit immédiatement :

PROPOSITION VIII. 8.3. — Si H^aC) est engendré par les classes (Vhomologie
des applications ^/, le groupe IT2 correspondant à la forme û'==û+©
(© fermée à valeurs dans H) se réduit à Vêlement neutre si les périodes de © rela-
tives aux cycles [̂/ sont telles que

pf f~P^==[^(a(^))]-i,
\J^i )

où a(^) représente la classe d^homologie à coefficients entiers de d/.

PROPOSITION VIII .8.4.— Pour qu'il existe une forme û^= û + © (© fermée à
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valeurs dans H) telle que le sous-groupe 1T2 se réduise à ^identité, il est nécessaire
que

nj = a- (TCH2^)))^ élément neutre,

T^H^^C)) représentant le sous-groupe de torsion de tP(^C).

PROPOSITION VIII. 8.5. — Si la variété 3L est compacte et simplement connexe^
il existe un espace fibre principal différentiable ê(âC, G/H^) de groupe struc-
tural (l/II; lié à &''(5C, Gv) par un ̂ -homomorphisme

y : ê -> &'

et muni d^une connexion co telle que

Y C ( E ) ( ^ ) = ^ ' .

Un tel espace peut en effet être construit à partir d'une forme û + ©
où © est fermée et admet, relativement à des cycles ^/ qui forment une base
de H^a^/T^H2^)), des périodes h1 choisies de telle sorte que

p(/^)=[^(a(^))]-1.

Remarque. — Si II2 n'est pas un sous-groupe de H°, une méthode analogue
peut cependant servir à modifier II2 (par exemple pour le rendre fermé dans G),
mais on ne peut pas espérer l'annuler ainsi.

CHAPITRE IX.

APPLICATIONS ET COMPLÉMENTS.

1. ESPACE FIBRE PRINCIPAL MAXIMAL. — Nous supposons essentiellement dans
ce paragraphe que 5K est simplement connexe. Soit ê(5C, G) un espace fibre
principal différentiable dont le groupe structural G est supposé connexe. Dési-
gnons par R(G) le revêtement universel de G muni d'une structure de groupe
homomorphe à G par la projection

p : R(G)->G.

Le quotient de R ( G ) par son centre H^ s'identifie au quotient G^= G/H de G
par son centre, et l'on pose y ^ = Y o p . G^ opère donc sur R(G) par les auto-
morphismes intérieurs et l'on peut modeler «7llR=R(G)x3p sur ô(X, G). On
obtient ainsi cTH^ê). D'autre part, soit co une connexion sur &(î£. G) et A
la L(E)-différentiation covariante associée à co. Nous poserons O^=Y^)((JL)).
On peut alors chercher à construire, comme au chapitre précédent, un espace
fibre principal différentiable &^(X\ R(G)) lié à ê,,==ê/H par un yR-homo-
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morphisme
ï<5, : ^R-^p

et muni d'une connexion f^ appliquée sur CL),, par le couple (YR^ ) et dont la
courbure soit égale à ii((L)) après identification de 3TL^(&^) et de Jri^ê^,)
[et, par suite, deJ^^), A(^v)» ^(^XL à Û((D). D'après la proposition VIII.7.1,
on est amené à considérer un sous-groupe II2 du centre H^ de R(G).

DÉFINITION IX. 1.1. — On dira que V espace fibre principal ê(3î, G) est maximal
si le sous-groupe II2 coïncide exactement avec le noyau de p (30).

PROPOSITION IX. 1.1. — Tout espace fibre principal différentiable (@(âC, G) est le
quotient d'un espace fibre principal différentiable maximal (êi(âC, Gi) par un
sous-groupe discret du centre Hi de Gi.

En effet, en reprenant la construction de ^(^C, R(G)), on déduit de l'exis-
tence même de ê(5C, G) que II2 est un sous-groupe du noyau de p. Comme ce
dernier est fermé dans R(G), II2 est également fermé dans R(G) et, d'après le
corollaire 3 du théorème VIII.7.1, il existe un espace fibre principal êi(5C, Gi)
de base X et de groupe Gi=R(G)/II2 tel qu'en notant p i : Gi-^G l'homo-
morphisme déduit de p par passage au quotient et yi : Gi -> G l'homomorphisme
déduit de y^, il existe un Yi-homomorphisme

y^: &^ô,

et une connexion oui sur êi(5C, Gi) appliquée sur co^ par (^1, y^ ^ dont la
courbure û(coi) s'identifie à û(co). Or, par modelage de pi, on obtient un
homomorphisme

P^^ ^i(^i)=^i(^) -> 3Vi(&)=3R(^)

de l'espace structural gauche de êi(5C, Gi) sur celui de ê(5C, G) auquel est
associé l'identité sur l'espace de Lie ^(ê) de <ê(â£. G), identifié à l'espace de
Lie de <êi(5C, Gi) et à X?(ê^). Comme X est simplement connexe, il existe
donc un couple d'homomorphismes compatibles (y : Gi-> G, h : &^-> ê)
tels que

râi,(6,)=P^(^ CP^(^)=: identité, ^(^)(G) , ) = GJ.

Un tel couple est déterminé par le choix dejieê^a, etyed^. et l'on a

? = <m (J)° Pr<( 6, ) %n, (Ji).

de sorte qu'en choisissant y et y^ tels que Y^ (yi)===Y^(y)? oi1 a ( p=p i .

(3 0) Cette définition ne dépend pas de co. Ce caractère intrinsèque résulte d'une note du para-
graphe VIII.8. Nous revenons sur ce point quelques lignes plus bas.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 5o
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L/homomorphisme h correspondant (que nous noterons p^ : êi->ê) permet
d'identifier ê au quotient de êi par le noyau de pi, ce qui achève la démonstra-
tion puisque êi(5£, Gi) est maximal par construction.

Remarques. — i° Le fait que la définition IX. 1.1 ne dépende pas du choix
de û résulte de l'invariance de II2 par substitution de Û+A9+ ^[6, 0] à û

et de ^+YL(E)(Q) à CJL)/- C'est aussi une conséquence de la proposition précé-
dente. En effet, si ê(âC, G) était maximal pour une connexion co et ne l'était
pas pour une connexion co4-9=^ ) ? on pourrait construire êi(â£, Gi) à
partir de cette dernière. Il est immédiat de constater, en considérant la
connexion ( O i — 9 sur êi(ê, Gi) que &(X, G) ne serait pas alors maximal
pour co.

2° Étant donné un chemin ^ : 1 -^ <ê, dépendant continûment de t^ï, tel
que 7?(^(i))==jo(^(o))==^o5 ^(o)=Jo (indépendant de t), si, de plus, le
chemin /o est le chemin nul en jo? on peut, en posant ^(i)==m^.jo» relever
par continuité le chemin m^ de c)Tl(ê) sur jn^ê) et associer à m^ un élément
m^ de Jft^Çê) dépendant évidemment de l'homotopie ^. C'est là le germe d'une
définition de l'espace fibre principal maximal valable pour des espaces fibres
topologiques.

DÉFINITION IX. 1.2. — S^il existe un homomorphisme p^ : &i -> & (Tun espace
fibre principal maximal êi(3C, Gi) sur &ÇX, G) compatible avec un homomor-
phisme pi : Ci -> G dont le noyau est discret dans Gi, nous dirons que êi(3£, Gi)
est un revêtement fibre maximal de ê(5C, G).

PROPOSITION IX. 1.2. — Si ê(3î, G) est maximal et s^il existe un couple d^iso'
morphismes compatibles y : G-^G^, h : &->-&', alors &'{X, G1) est aussi
maximal.

Soient, en effet, R(G) et B^G7) les revêtements universels de G et G' munis
de structures de groupes homomorphes à G et G' par p : R(G)-^G et
p ' î R ^ G ^ - ^ G ^ L'isomorphisme 9 détermine alors un isomorphisme Çji tel
que le diagramme suivant soit compatible :

R(G)->Ï{(G')
^R |

(IX.l.l) - P P

v ® Y
G———G'

II est alors facile de voir que, étant donnée une connexion (D de ê(X, G)
et ̂ = Ç^E)^)? les sous-groupes II'2 et II2 des centres H', H des groupes R(G'),
R(G), obtenus en cherchant à construire des espaces fibres principaux de
groupes R(G) et R(G /) à partir de (&y, o\, iî((o)) et de (ê^, ̂ , ̂ ((D')), se cor-
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respondent par ÇR :
ir^^n2).

La proposition résulte alors du diagramme (IX. 1.1).
On a enfin le théorème suivant :

THÉORÈME IX. 1 . 1 . — Si &(X, G) est un espace fibre principal di/érentiable
maximal et s^il existe un homomorphisme

9^(6) : ^W->^(ê1)

de l'espace de Lie de &(X, G) sur V espace de Lie d'un autre espace fibre principal
différentiable &'ÇX, G') {maximal ou non) et si Von a

A'O ?L(E)=?L(E)0 A et ^(V) == 9L(^(^(0))) ,

[où co et o/ sont des connexions sur &ÇX, G) et &'{3i, G7) resp. et A, A' les
L(E)- et (\J (^')-différentiations covariantes associées'] il existe un couple compa-
tible d) homomorphismes sur

G-.G' et h: ô->ô'
tels que

rê(6)=^(<g) et Cpê(E)(^)=^.

Soient, en effet, II2 et II72 les sous-groupes des centres de R(G) et de R(G7)
obtenus en cherchant à construire des espaces <^(âC, R(G)) et ê'^ÇX, ^(G'))
[où R(G) et R(G /) sont toujours les revêtements universels de G et G/ munis de
structures de groupes homomorphes à G et G^ par p et p' et à G^ et G. par
TR= T ° P» TR= T70 p7] liés à ̂  et ̂  par des y^- et YR-homomorphismes

ï^. : ^R-^-^f ^ê' '• ^R-^^Y^R i / • OR

et munis de connexions cjOp et COR telles que :

i° Les homomorphismes TC,(E,), TC,(E,) associés à (^, y^J et (^ y^)
appliquent COR et COR sur CO^=YC(E)(^) et ^=YC'(E')(^);

2°
^(ÛÛR)==^(O)), i2(coR)=^(co)

lorsqu'on identifie Fespace de Lie éventuel A^p) [resp. ^(êp)] à ^?(ê) et
à X?(<^) [resp. à ̂ (ê') et à ̂ (^)].

Notons d'autre part JTl^^) et JTLR(^) les espaces obtenus en modelant

:)UR=:R(G) x X et ^=R(G')xX

sur ê/a;, G^) et &\{X, G^), G^ et G^ opérant naturellement sur R(G) et R(G')
par les automorphismes intérieurs. Il est clair que ^(êv) et £'(&\) sont asso-
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ciés respectivement à OXi^Çê^) et Jri^^). Comme ces derniers sont à fibres
simplement connexes, il existe un homomorphisme

' ^R ( ̂  ) : lmR ( ̂  ) — ̂  ( ̂ T ) '

auquel rhomomorphisme o^ . [déduit de y^) après identification de ^(ê),
J?(ê^), etc.] est associé. Les conditions de la proposition VII. 1.1 étant véri-
fiées, il existe un homomorphisme

c p a : I^G)-^^)

déterminant ç^ ,^ . par modelage. On vérifie alors sans difficulté que
ir^^n2).

Comme IP2 est un sous-groupe du noyau de p^ , on déduit de p', par passage
au quotient, un homomorphisme

p , r P.(G')/fl'^G^

puis, à partir de ®R et de ç\ :
c p : G=R(G)/^2-^G / .

Enfin, par modelage de y, on détermine

^(^ ^(ê)-^^(ê')

auquel y^) est associé, par construction. Nous sommes donc dans les condi-
tions d'application du théorème VI.2.1, dont il suffit de servir pour achever
complètement la démonstration.

En rapprochant le théorème IX. 1.1 et la proposition IX. 1.2, on obtient le

COROLLAIRE 1 DU THÉORÈME IX. 1 . 1 . — Si ê(â£, G) est un espace fibre principal
différentiable maximal et s'il existe un isomorphisme

cp^^: ^(&)->.e'(ô')

de V espace de Lie de ê(5C, G), sur V espace de Lie d'un autre espace fibre prin-
cipal différentiable ê'(3î, G) de même base et de même groupe structurale tel que

A'OÇp^E^PLtE^A et ^(ût/) ==CpL(E) (^ (^) )

{notations habituelles), alors &\3L, G) est maximal lui-aussi.

COROLLAIRE 2 DU THÉORÈME IX. 1.1. — Si ê(X, G) et &'(3L, G7) sont deux
espaces fibres principaux différentiables maximaux et s'il existe un isomorphisme
sur

^(^ ^W-^^(^)
tel que

A^^o^Q^oA et ^(V):=cpL(E)(^(^)) ,
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alors ^ il existe un couple (Tisomorphismes compatibles

c p : G->G' et h:6->ê'

de G sur G' et de ê sur &1', tels que

ré(6)=?.^(6) et < p £ ( E ) ( ^ ) = ^ .

En effet, puisque &(X, G) est maximal, il existe un couple (Thomomor-
phismes sur (y, h) satisfaisant à ces conditions. Mais, comme ©^(«s) est un
isomorphisme et que &'ÇX, G7) est maximal lui aussi par hypothèse, il existe
aussi un couple d'homomorphismes compatibles

^ : G'—>G et ^ : ôf->ô.

II en résulte que y et À sont des isomorphismes sur. c. Q. F. D.

2. QUESTIONS DIVERSES. — Nous nous proposons d'examiner dans ce paragraphe
quelques problèmes auxquels les résultat^ des chapitres précédents conduisent
de façon naturelle.

i° Etant donné un espace fibre principal différentiable ê(3î, G) de
groupe G connexe et de base simplement connexe, classer les opérateurs de
différentiation covariante de L(E) susceptibles de conduire éventuellement à
des espaces fibres principaux différentiables non isomorphes à ê(â£, G).

Soit co une connexion sur &(X, G) et co la connexion adjointe sur (Ji(C° (ê)).
La L(E)-différentiation covariante associée à oo étant notée A, on a vu que tout
opérateur de différentiation covariante A7 de L(E) satisfaisant aux trois
premiers axiomes de la définition VIII. 1.1 détermine une connexion sur
(îl(J,?°(ê)) et que, réciproquement, toute connexion linéaire sur ^l(J?°(ê))
détermine une telle différentiation covariante à condition que A / c=o (nota-
tion du chapitre VIII). On a donc

A^A+o^,

ou yJ est une section de I/(E) telle que 0^=0. De plus, si l'axiome 4 est
vérifié, û(^+ a^) est une section de ^(^(L^E)). Or,

^(^+a /)r=^(^)+Aa /+ L[^, a^l.

On considérera donc le sous-faisceau <I> de L1 (E) tel que ^ € $ soit équivalent

à yj c = o et Ao^^- -[^? ^/] = section de ^^(L'^E)). Évidemment, en général,
du fait que û(co+ a7) soit une section de ^(^(L^E)), il ne résulte pas que A'
satisfasse à 4. Nous reviendrons plus loin sur cette question.

Rappelons d'autre part la formule (III .3.2) :
D(^ )A==^ .oAo^ - 1
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qui montre, en tenant compte de (III. 3.3), et en posant
C ( ^ ) ^ = = X ^ ( ^ ) -4-^

qu'on a l'égalité
( IX.2 . i ) p -oAop-^A+X^)

Revenant alors au problème qui nous occupe, nous savons en vertu du
théorème VI .2.1 que si A' et M' correspondent à deux espaces fibres principaux
&'{X, G) et ê(3C, G) isomorphes (par un couple ç, À), il existe un automor-
phisme de X?(ê), c'est-à-dire une certaine section \L de ̂ (ê), tel que

[J. o A' o [J-1

soit une différentiation covariante associée à une connexion de Q'^X, G),
c'est-à-dire telle qu'il existe une section Y] de I/(E) et que

^oA'o^-J^A^+a^^ïî) .

Comme A' == A + ^ et M' = A + a^, on a
A + X ^ ( ^ ) + A d j ( ^ ) a ^ A + ^ + a ^ ^ ) ( ^ ) .

On est donc amené à considérer le quotient U de l'ensemble des sections
globales de $ par la relation d'équivalence a^=a^ s'il existe une section pi
de ^Tt(ê) qui soit un automorphisme de X?(ê) et telle que

(Adj^a'+X^))-^

soit une section de ^(^(L^E)). C'est la classification cherchée.
Remarquons que, dans les conditions précédentes, la translation à gauche p.

appliquée à (?l(X?°(ê)) fait passer d'une variété intégrale V du champ normal
r(^(.g)(X?°(ê)), ^+a7) à une variété intégrale V^ de ̂ ^(^(^(ê^^+a^).

On retrouve donc l'ensemble des classes précédentes, en formant le
quotient U de l'ensemble des sections Œ de (^(J^°(ê))/a^(<s)(c7Tl(ê)) qui
correspondent à des sous-espaces fibres à groupes structuraux de <Jl(J?°(ê)),
par la relation a=a1 s'il existe sçGÏÇn, R) et une section ^ de ^(<^) qui soit
un automorphisme de X°(ê), tels que

(7z=(^.(Jf).S.

2° On peut se demander si, étant donné un espace fibre difïerentiable à
fibres-algèbres de Lie i^o, il existe toujours dans le faisceau L un opérateur A
satisfaisant aux trois premiers axiomes de la définition VIII. 1.1. Il faut et il
suffit pour cela qu'il existe une connexion ^ dans ÔiÇc°) pour laquelle le
tenseur c soit à différentielle covariante nulle. Or, localement, le problème est
toujours résoluble. De plus, si ^ convient, ^+a convient également, à la
seule condition que ac==o. Comme les sections de £^ telles que ac=-=o sont
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les sections d'un sous-espace fibre vectoriel de J?1 [espace de Lie de ^l(.X?°)]
et que L1 opère de façon simplement transitive sur le faisceau des connexions
de ^l(.X?°), on voit qu'il existe toujours un tel opérateur A.

3° Avec les notations de VIII. 7, étant donné (^(âC, G^) muni d'une
connexion a/ dont la L^E^-différentiation covariante associée est notée A,
classer les sections t2 de L^E^) telles que

^(E)W=^(^') et A^==o

conduisant éventuellement à des espaces fibres principaux &(X, G) non
isomorphes. On suppose qu'il existe au moins une section û° possédant les
propriétés ci-dessus.

Toute section il est de la forme û°+© où © est une forme différentielle
fermée sur X, de degré 2, à coefficients dans H. Si û — fà' est homologue à o,
îi et û^ conduisent évidemment au même espace fibre principal (s'il existe).
On est donc amené à former le quotient ^i de l'ensemble W des sections Î2
par la relation Û E = Û ^ si û — ^ est homologue à o. On obtient ainsi un
ensemble de classes, qu'on peut mettre en correspondance biunivoque avec le
groupe d'homologie de dimension 2 de 3L à coefficients dans H.

Si [L est un automorphisme de J?(^) conservant A et si i2 == û^, on a

et aussi
^—^=^9=A9

^--^=:^A9=A^9.

Le groupe des automorphismes de £{&') conservant A opère donc sur ^\.
Comme les espaces auxquels peuvent conduire 0 et ^ sont isomorphes (par
un couple (9, A) si û et ̂  se correspondent par un tel automorphisme, on est
amené à former le quotient ^2 de ^Fi par le groupe des automorphismes
de^(ê') conservant A. ̂  est l'ensemble des classes cherchées.

Exemple. — Si G est abélien, on est amené à effectuer le quotient du
deuxième groupe d'homologie des formes différentielles sur 3L à coefficients
dans G par le groupe des automorphismes linéaires de G.

3. CLASSE CARACTÉRISTIQUE. — Étant donnée, avec les notations habituelles,
une connexion co' sur &'(X, G^), soit Q une section de Y^^(Û(CL/)).

PROPOSITION IX. 3.1. — La forme Au est une section de K^E^). On peut la
considérer comme une forme différentielle fermée sur Si à valeurs dans V algèbre
de Lie H du centre de G.

En effet, d'une part
A'oy^E^ÏLd^oA
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et (Tautre part
zV(^(^))=o,

ce qui montre que Au est une section de K^E7),
Par ailleurs, on a

A^==^(V).^==[^, ^|=o,

ce qui montre que Au considérée comme une forme différentielle sur X à va-
leurs dans H est fermée

PROPOSITION IX. 3.2. — La classe d^homologie de Ai2 est indépendante du choix
de la section û telle que "y-^(û) = û(co').

En effet, étant donnée une deuxième forme ûi telle que

Y^(.Q,)=^(G/),

on a
Aî2-A^==A(I2-i2,). •

Mais il — ûi est une section de K^E7) et l'on peut écrire

Ai2-A^=^(^-i2i),

ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION IX. 3.3. — La classe d^homologie de Au est indépendante de la
connexion c»/ choisie.

Soit en effet, ci/+ 0 une autre connexion sur ê'ÇX, G). Considérons l'espace
fibre principal ê'xF où F est un intervalle ouvert contenant [o, i]. Nous
pouvons doter cet espace de la connexion co° dont la restriction à (^C, t^ÇtçV)
est oo '+^O et dont les chemins horizontaux de projection (^, F) sont les
chemins (j, F)(y€ê^, xçX). La différentiation covariante associée à co0

étant notée A°, on considère une section © de ^(ê^xF dont l'image, par
passage au quotient, soit û(co°). On a évidemment

6/A°©==0.

Par suite, les restrictions de A°© à ÇX, o) et à ÇX, i) sont homologues. Or,
ces restrictions, notées Au et Aûi sont telles que

YL^)^)^^) et yi^)(^)=^(^+9).

La proposition est donc démontrée.

DÉFINITION IX. 3.1. — La classe d^homologie de la forme Au où il est une
section de L^E7) telle que

Y^W^W
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pour une connexion quelconque o/ de &\X, G) sera appelée la classe caracté-
ristique de &\X, Gv) relative à G. Au est une 3-forme différentielle sur X à coeffi-
cients dans H (centre de G).

PROPOSITION IX. 3.4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu^il existe
une section de û de ^/^(^((JL/)) telle que Au = o est que la classe caracté-
ristique de &'ÇX, G) relative à G soit nulle.

NÉCESSITÉ ÉVIDENTE. — Réciproquement, si û est une section quelconque
de ̂ (û^)) et si

A^=^a==Aa,

on a
A ( ^ — a ) = o , y^^(a):=o,

ce qui démontre la proposition.

4. AUTRES CLASSES CARACTÉRISTIQUES. — Nous supposons ici que la classe
caractéristique de &\3L, G^) relative à G est nulle. Il existe alors, quelle que
soit la connexion o/ une section û de L^E') telle que

A^==o.

Nous poserons £^= ((^)G^ x Si, nous noterons ^ l'espace fibre des ^-formes
différentielles sur X à valeurs dans 0 G et

//

jç= l j ^i.p \^ p
<7=l,...,rf

Considérons £{&^ et son faisceau I^E7) des sections différentiables. Enfin,
soit t2 le produit tensoriel antisymétrisé dep facteurs égaux à iî. Étant donnée
une application linéaire

cp : (g) G -> Wo
p

de (̂ ) G dans un espace vectoriel Wo, invariante par Gy, il est clair que
p '

?(^(J)^) (jeê,),

est indépendante de j, ce qui permet de définir une forme différentielle de
degré ajo sur X par

K?)]^^^)?) (J^6.)-

PROPOSITION IX. 4.1. — La forme y (Q\ est fermée et sa classe d^homologie est
la même que celle de ç(û ") où û', définie par

t2 /=:i2-^-A94- ' [ 6 ; 6] [ 6= section de L^E')]

Ann. Éc. Norm., (3), LXXV. — FASC. 4. 5l
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est une section de L^E') telle que, A1 étant associé à w'1 == co'+ YL(E.)(Ô), o/i a^

^^'=0 et YL(E.)(a')=i2((0'1).

En effet, il est évident que
<W^==o

puisque ^=o[voir formule (III. 4.6)]. Soit alors U un ouvert de X homéo-
morphe à R", ê,.(U, G) un espace fibre principal de base U et de groupe G et

TiS^ ^tl-^llî

un Y-homomorphisme. Identifions ^W à l'espace de Lie de <^. Il existe
alors une connexion (Ou sur êy admettant un pour courbure.

Soit (o° la connexion de ê^xF dont la restriction à (êy, t ) ( t e î ' ) es.t
u>{]-\-t 9

et qui admet pour chemins horizontaux de projections (a-, ï')(xçX), les
chemins (y, I')(je<ê,). Notons ^ le produit tensoriel antisymétrisé de p
facteurs égaux à t2(^). On peut définir <p(^-) comme y(Û). <p(ûî;) ne
dépend pas du choix'de 7^. En effet, un autre y-homomorphisme^ nous
amènerait à remplacer ̂  par C(m)coy et 6 par Adj (w)6 [m = section de ̂ c(^)] ;
mais en notant m9 la section de riïl,j(êc) x I' déduite de m, la connexion
C(m°)()L^, se réduit à

C(m) (M'u+<Q)

sur (<ê(,, t) et elle admet les chemins (y, I') pour chemins horizontaux. Comme
en outre,

a(C(w»)(oS)==Adj(w«)a( (og)

et de plus ç est invariant par G, on a, avec ir^==û(C(/re°)ft^) :

^E-)^^)-

On définit donc une forme différentielle © sur X x Y. en posant
©u=9(Ç8),

quel que soit U.
Il est clair que d@=o et que la restriction de © à (X, o) [resp. (X, i)]

est(p(û) [resp. ?(û')]. Il en résulte que y(û) et 9 (iï) sont homologues. '
Étant donnée une section £2 de L^E') telle qu'il existe une connexion &/ pour

laquelle Aû==o et ^^(û)== û(œ'), on appellera classe caractéristique de û
relativement à 9, la classe d'homologie de la forme ©(û). On peut appeler
ensemble caractéristique de L(E') relativement à 9 l'ensemble des classes des
formes 9(û). D'après la proposition précédente, l'ensemble caractéristique ne
dépend pas de la connexion w' choisie.
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Plus précisément, écrivons ç((X+Z)0. . . (g)(X+Z))(XeG et ZeH)
sous la forme d'un polynôme symétrique en Z, soit P^,x(Z), dont les coefficients
sont des polynômes symétriques en X, à valeurs dans Wo, et invariants par G^,
puisque <p et Z sont l'un et l'autre invariants. Dans ces conditions,

ïVQ(Z)

est un polynôme en Z dont les coefficients sont des formes différentielles
fermées à valeurs dans W^ et, si û'= û + © (© fermée à valeurs dans H), on a

?(^)=P,,Q(C).

Les classes d'homologie des coefficients de P^o(Z)sont les coefficients d'un
polynôme P^Q sur le groupe d'homologie H^âC, H) des formes différentielles
sur X à coefficients dans H. On dira que P^Q est le polynôme caractéristique de
û, relativement à y. La proposition précédente montre que l'ensemble des
polynômes caractéristiques ne dépend pas du choix de (x/. D'âne façon plus
précise on obtient tous les polynômes à partir de l'un d'entre eux en y rempla-
çant Z par Z + © (© = 2-classe sur X à valeurs dans H). On a

^Q+Q+^O]'"1^

et
P<p,Q+©=Pç,Q(©+Z).

Remarque. — Compte tenu de la parité de û, on peut évidemment se borner
aux formes ç symétriques et considérer, en outre, l'application de l'espace
vectoriel des formes 9 dans celui des polynômes sur H^âE, H) à coefficients
dans Wo, homomorphisme qui associe P^^ à y.

S'il existe un espace fibre principal &(X, G) admettant (J?(ê^), û, A) et si
Wo=R, la considération des classes caractéristiques de û(co) où co est une
connexion sur ê(â£, G) conduit à l'homomorphisme de Weil. On remarquera
que, dans ce cas, la démonstration de la proposition IX. 1.1 se simplifie : aux
espaces eu» on substitue &(X, G).

5. UNE GÉNÉRALISATION. ESPACES FIBRES DIFFÉRENTIABLES PRINCIPAUX A ESPACE STRUC-

TURAL. — Soient ê(X, G) et &'{X, G) deux espaces fibres principaux diffé-
rentiables de même base et de même groupe structural. Modelons ê sur &\
G opérant à droite sur ê. D'après les résultats du premier chapitre,
3XLÇ&') opère sur &{&') à droite, et de façon simplement transitive. Nous
pouvons donc modeler sur &Ç&'), les espaces fibres JH^) et £{&') sur
lesquels Jîl(<^) opère par les automorphismes intérieurs et par les automor-
phismes adjoints respectivement. On obtient ainsi JTl(^)[ê(ê')] et J?(ê') [(<§(<§'')].

5i.
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De même, on peut former (^^(E^], M^E7) opérant sur C(E') par C(m),
Enfin, pour les différentiations covariantes, on aura le faisceau V^E^I^E7)].

Désignons par le symbole DIA le diagramme reliant les espaces ou faisceaux
ê, 3îl, ê, M, L, E, C, V, par les homomorphismes « points », courbure, etc.
et par les diverses opérations qui interviennent entre eux : D,^, G^, Adj(w),
Int(m), C(m), A , Ç J Û + Ô ? etc. Les résultats du premier chapitre nous ont
permis de montrer (chap. Il et III), que, de la compatibilité du diagramme DIA
résultait l'existence et la compatibilité du diagramme DIA(ê) qui relie ê,
JU(ê), X?(ê), M, E, L(E), M(E), C(E), V(E) par les mêmes homomorphismes
et opérations qui figurent dans DIA. De même, de la compatibilité de DIA(ê')
résultent l'existence et la compatibilité du diagramme DIA (ê^^^)] où l'on
retrouve les espaces et faisceaux définis au cours du précédent alinéa. De plus,
DIA(ê') et DIA^)^^)] sont reliées par les isomorphismes j\y), du type
suivant :

/z(s,(j) : (z^n^)]),-^^)), rj€£(s%.i
avec

Z == J?, 3Vi et s = ê

OU
Z = = M , L , C , V et £=E.

Plaçons-nous alors sur les espaces ou faisceaux de base V induits par une
application différentiable

/: \'->x.

Nous affecterons de l'indice / les espaces et faisceaux associés à
&i=l-^&) et ô'i=.l-^ô').

Soient co et co' deux sections globales de C(E) et de (^(E^I^E^)] et co/,
co^ les sections de C/(E^) et de C/(E^)[E/(E^)] induites par /.

DÉFINITION IX. 5 .1. — Nous dirons que le chemin différentiable À : V -> &Ç&1')
est (co, (s^-horizontal de projection l si X == l^^,. o s où s est une section de &iÇê\ )
telle qu^on ait

./^(E;)^)^^^-

EXISTENCE DES CHEMINS HORIZONTAUX. — Choisissons une fois pour toutes une
section o- de &iÇ&\) et soit m une section variable de 3TiiÇ&'^). On est amené à
chercher à déterminer une section m telle que

./^(E;)^-^)^^^

ce qui s'écrit
^^'V^E;)^)^^^

ou encore
Jcl(E[)(<7)wl=c(m)^'
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D'après la proposition IV.2.2, si m est une solution de cette équation, la
translation à gauche C^ : <^ -> &\ transforme tout chemin co^-horizontal en un
chemin ry.^(Œ)(o^]-horizontal. La réciproque est immédiate. On détermine
donc toutes les solutions en choisissant un chemin co-horizontal Xi fixe et un
chemin [j^, /^(o-)(o^1-horizontal variable X^ : la section m définie par \^= m. Xi
est une solution. En revenant à ê/(<^) puis à ê(ê'), on en déduit immédia-
tement :

i° Par tout point yç.&{&'\ il passe un chemin (co, co')-horizontal de
projection / et un seul [jo(y) == /(o)].

2° Si ). est un chemin (co, co^-horizontal, le chemin A . m est également
(co, o/)-horizontal si, et seulement si, m se déplace parallèlement à lui-même
par rapport à co.

Il en résulte qu'à (co, co') est associé un champ c(co, o/) transversal aux
fibres de &{&') et invariant par les vecteurs tangents à 3YiÇ&') appartenant aux
éléments de (^(^(co).

Quant au transport parallèle relativement à (co, co') dans ^(^[^(êQ]
(notation du paragraphe IV. 6 : ^=Jlt, ^° ou 'W° par exemple), on peut le
définir soit par un champ transversal, soit en décidant que ̂ ^^(^[ê^)]
se déplace parallèlement à lui-même relativement à (co, co7) si j ^ ^ ' ^ y ^ ^ t se
déplace parallèlement à lui-même relativement à co lorsque yi, décrit un
chemin (co, co^-horizontal.

Enfin, à tout lacet l en x est associé un ^^^-isomorphisme de [ê^)],,;
qu'on peut noter TO),O)'(O? et q^ est aussi un ç-isomorphisme de [ê(<^)]a; où y
est un isomorphisme de ^(^^[^(ê^)]^ défini par le transport parallèle rela-
tivement à(co, co'),

Remarque. — 3XiÇ&') et ^(^[^(ê')] jouent ici des rôles complètement
symétriques. Il y a même lieu de considérer un espace de Lie à droite, un
espace de Lie à gauche, une courbure à droite et une courbure à gauche, etc.'

Cas particulier. — Si &' est trivial et si (o est la connexion triviale également
(celle définie par l'égalité &'=XxG), on retombe sur le cas habituel. On
voit cependant qu'on peut, même dans ce cas, faire de la géométrie différentielle
sur un espace fibre à groupe structural à partir d'une connexion sur X x G
qui ne soit pas la connexion triviale.

Nous nous proposons de montrer maintenant que les espaces figurant
dans DIA^)^^')] sont ceux qui figurent dans DIA(ê).

Reprenons pour cela les notations du paragraphe 1.2 : L, M, E(â£, M)
et E^âC, M) sont provisoirement des espaces fibres s. 1. et M opère sur L
par R(m). Remarquons d'abord que, de toute évidence, E(E /)=E /(E) car,
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l'un et l'autre sont les quotients de ECEIE^ par la relation d'équivalence

(j, z)i==(y.m, z.m) (j€E^ zçE'^. et /nçM^).

On note alors
a: E^E'-^EÇE')

rapplication canonique qui résulte de ce passage au quotient.

PROPOSITION IX. 5.1. — ^application

h(y^ z ) = = l L ( } / ) ° j L ( z ) ^ j L ( E ' ) ( ^ ( y , Z)) (yçE^ZçE'^)

ne dépendant que de x, définit un isomorphisme de L(E') pE^E^] sur L(E).

Il sufTit de montrer en effet que

h{y.m, z)==h(y, z)=h(y, z.m)

quel que soit mçMx' Or
a ( y . m^ z ) == a ( j, z. m~1 )

et
4( j .^ )=^( j )oR(^)

tandis que
R(m)aj^(z)=j^z.m-^,

de sorte que hÇy.m, z) = hÇy, z) est une conséquence de A(y, z) = A(y, ^./n~1).
On aura donc complètement démontré la proposition si l'on montre que

h(y^ ^==^(7^ z ' m )
quel que soit mçMsc, c'est-à-dire si l'on vérifie l'égalité

jL(z.m)oj^^(a(y, z.m)) =j^(z) oyL(E')(a( j , z ) ) '

Cette vérification résulte immédiatement du fait que, d'une part, on a

y'L(E')(a(j, z.m)) =y'L(E')(a(j.^-1, ^ ) )
==JL^)(^(y, z ) ' l M ( z ) m - i ) = = R ( l ^ ( z ) m ) o J ^ ^ ( ( x ( y , z ) ) ,

et, que d'autre part

JL(z'm)==JL((l^(z)7n).z)==J'^(z)oR(i^(z)m-l).

COROLLAIRE. — Le diagramme DIA^)^^)] est isomorphe à DIA(ê).

On remarquera, en particulier, que le transport parallèle dans ^(<<^)[ê(<<i;/)]
relativement à (co, ci/) correspond au transport parallèle dans ^(ê) rela-
tivement à a/.
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