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SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

DES
ESPACES FIBRES

Par M. Anpre ARAGNOL.

INTRODUCTION.

L’objet de ce travail est I'étude de certains espaces fibrés ou faisceaux asso-
ciés 4 un espace fibré principal différentiable (*) &(&, G) de base & et de
groupe G. Le premier de ces espaces est le quotient ML (&) de G >< & par larela-
tion d’équivalence

(s,y)=(Int(g~1)s,y.5) (ye8&ets,gel).

C’est un espace fibré a fibre-groupe qui opére a gauche sur & et que nous
appellerons espace structural gauche de &(&, G). Le deuxiéme est I'espace

fibré 2(&) des formes tensorielles de type adjoint sur &(&, G). C’est un espace
gradué

E(@):Ufﬁ(@)

V4

et les fibres de £°(&) s’identifient aux algébres de Lie des fibres de (&) qui
opére donc sur £(&) par l'intermédiaire de la représentation adjointe. Pour
abréger, £2(&) sera appelé V'espace de Lie de &(&, G). L'étude de ces deux
espaces est complétée par celle du faisceau des connexions C(E) de 6(&, &),
faisceau dont les sections globales sont les connexions infinitésimales
sur &(&, G) invariantes par les translations a droite. C(E) est étroitement lié
a L(E) [faisceau des sections différentiables de £(&)], d’abord parce que L*(E)
opére sur C(E) de facon simplement transitive, ensuite parce qu'a toute

(1) Dans la suite, « différentiable » signifiera toujours « de classe C* ».
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 33
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connexion o est associé un opérateur de différentiation covariante sur L(E) et
une section de L?(E) qui n’est autre que la courbure Q(w) de w.

Les problémes que nous abordons dans cette thése concernent, en gros,
I'équivalence de l'espace fibré &(&, G) d'une part, et de 'ensemble des
espaces IN(&), £(&), C(E), d’autre part, ou, ce qui revient a peu prés au
méme, compte tenu des structures énoncées ci-dessus, I'équivalence de &( L, G)
et de £2(&) muni de opérateur de différentiation covariante A et de la cour-
bure associés a une connexion w, ¢’est-a-dire a une section de C(E). Plus pré-
cisément, nous examinerons, parallelement aux théorémes de Lie, les questions
suivantes :

A. L’espace structural gauche, I'espace de Lie, le faisceau des connexions
d’un sous-espace fibré principal différentiable &,(&, G,) (&, C& et G, CG)
de 8(&, G) s’identifient a des sous-espaces (en un sens qui sera précisé) I,
2y, Gy de M(&), (&), C(E). Il en résulte que le faisceau L, des sections diffé-
rentiables de 22, est stable pour la différentiation covariante associée a une sec-
tion w de C, et que Q(w) est une section de L;. Inversement, a partir d’une
connexion w de &(&, G) et d'un sous-espace £, de £(&) stable pour la diffé-
rentiation covariante associée a w et contenant la courbure Q(w), peut-on
remonter a un sous-espace de &(&, G)?

B. Etant donnés deux espaces fibrés principaux différentiables &(&, G) et
&'(&, G') de base commune X, tout couple d’homomorphismes compatibles

h: &6

o: GG [ (y-s)=h(y).9(5), y €8, s€Gl,

détermine des homomorphismes

Gons) s OM(8)—>m(&),
sy + £ (8) £ (&),
CP(/f(l‘i) : C(E)—C' (E")

de I'espace structural gauche de &(&, ) dans celui de & (&, G'), de I'espace
de Lie de &(&, G) dans I'espace de Lie de &'(&, G') et du faisceau des
connexions de &(&, G) dans le faisceau des connexions de & (&, G'). Si A est
la différentiation covariante associée a une connexion w de &( L, G) et si A’ est
associée & w'= g¢y(w), on a

Ao CPE(E) - Cwa) 04,

(1) Q (') = ¢f 45 (2 (w)).

Réciproquement, si les espaces structuraux gauches de &(&, G) et &' (X, G')
sont liés par un homomorphisme

Uon(e) i M (&) =M/ (&')
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(&3
g}

auquel est associé 'homomorphisme
Ve : £(8)—>£(&)

de leurs espaces de Lie, et si les différentiations covariantes et les courbures
associées a deux connexions définies sur &(&L, G) et & (L, G') respectivement,
se correspondent par ¢, ., est-il possible de trouver un couple d’homomor-
phismes compatibles (o, £) tels que

(2) e = Ymey Ve = Ve  olmw)=o ?

C. Soit £° un espace fibré différentiable de base &, a fibre-algébre de Lie.
Notons £ I'espace fibré des formes différentielles sur & a valeurs dans £°. Sile
faisceau I, des sections différentiables de £ est muni d’un opérateur A satisfai-
sant aux principales régles de différentiations covariantes et si A est lié¢ 2 une
section Q de L2 par

R

A3 —o et /S‘”J:[Q, 0] (Geﬁ),

nous dirons qu’un espace fibré principal admet (22, A, Q) si son espace de Lie
s’identifie a 12 et s’il posséde une connexion w dont la différentiation covariante et
la courbure coincident avec A et Q. Le probléme qui se pose est donc un pro-
bléeme ‘d’existence : existe-t-il un espace fibré principal de groupe donné
admettant (ff , A, Q) ?

Cette thése se divise donc en deux parties : I'étude des techniques utilisées
occupe les chapitres I a IV inclus, leur application aux problémes A, B, C est
I'objet des chapitres suivants.

Le premier chapitre est consacré a la notion trés générale de « modelage »
qui n’est que la généralisation de la relation d’équivalence utilisée pour définir
I'espace structural gauche M (&) de &(&, G), et qui permet, dés qu'on dispose
d’un espace fibré (en un sens trés large) M a fibres-groupes opérant sur d’autres
espaces fibrés E, L, L', etc., de définir lorsque M est simplement transitif sur E,
des « modelés » L(E), L'(E). etc., associés a E. Moyennant certaines condi-
tions générales, toutes les structures existant entre L, L/, etc., se retrouvent
entre L(E), L'(E) etc. Cette notion, appliquée a la géométrie différentielle des
espaces fibrés permet de ramener I'étude des propriétés classiques des
connexions infinitésimales, différentiations covariantes, etc., a la vérification
de conditions de compatibilité et a la démonstration de ces propriétés dans le
cas d’espaces triviaux.

C’est dans cet esprit que les chapitres II et III (*) reprennent la théorie des

(2) Ces deux chapitres sont consacrés en grande partie & exposer, d’'une fagcon nouvelle, -croyons-
nous, des résultats classiques. Leur lecture détaillée n’est donc pas indispensable pour la suite. Il
est néanmoins nécessaire de lire le paragraphe IIl.1 ainsi que les résultats relatifs aux couples
d’homomorphismes (¢, 4). :
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espaces fibrés différentiables a fibre vectorielle, des connexions et des diffé-
rentiations covariantes, de facon aussi globale que possible. On met en évidence
lerole de I'espace fibré des repéres de £2°(&), noté R, et 'on définit des homo-
morphismes adjoints, de & dans ® d’abord, mais aussi de I'espace structural
gauche, de I'espace de Lie et du faisceau des connexions de & dans les espaces
correspondants associés & R. Le faisceau des connexions qui s’identifie, bien
entendu, au faisceau des sections différentiables de I'espace fibré des connexions,
est I'objet d'une définition directe. On montre ainsi que le faisceau M(E) des
sections différentiables de 1L (&) opére sur C(E) et 'on est directement conduit
a la notion de faisceau d’invariance d’une connexion et a celle de faisceau des
connexions réduites. ’

La théorie de I'holonomie est reprise dans le chapitre IV. Un lacet en =
définit un ¢lémentm de la fibre 01, (&) de 'espace structural gauche de &(Z, G).
Le groupe d’holonomie en « apparait donc comme un sous-groupe de N, (&).
L’étude des opérations de M(E) sur C(E), comparée a celles de (&) sur &,
permet de montrer que le faisceau d’invariance d'une connexion est étroite-
ment li¢ aux groupes d’holonomie locale de cette connexion. Enfin, on trouvera
certains résultats valables lorsque G est abélien, ou relatifs aux rapports exis-
tant entre les opérations du centre de M(E) sur C(E) et les formes différen-
tielles sur &, a valeurs dans le centre de I'algébre de Lie de G; ces résultats
seront utilisés par la suite,

(est la résolution du probléme A qui occupe le chapitre suivant. On y intro-
duit la notion du champ normal associé a une connexion et a un sous-espace £,
de I'espace de Lie (&) de &(&, G). Le résultat essentiel est le théoréme V. 4.1
qui fixe les conditions d’intégrabilité d’un champ normal. Ce théoréme permet
de construire un sous-espace fibré principal correspondant & un sous-espace 2,
lorsque ce dernier contient la courbure d’une connexion w et lorsque le fais-
ceau L,, déduit de #2,, est stable pour la différentiation covariante associée a .
Le sous-espace fibré en question est alors une variété intégrale du champ
normal correspondant & £, et 4 w. Comme application de ce résultat, on
retrouve le théoréme d’Ambrose sur le groupes d’holonomie,

Les chapitres VI et VII sont consacrés a la résolution du probléme B. On
montre d’abord, d'une facon tout afait générale, que siles couples (9, 2) et (¢, g)
déterminent les mémes homomorphismes, c’est-a-dire, si

h — 8 3 — 8.
on) =Py Yo=Y,  obm=1V&u,

on passe de ¢ a ¢ par un automorphisme intérieur Int (s=*) et de % a g par la
translation a droite D, sur &'. Mais ensuite, le cas simplement connexe et le cas
général sonttraitésséparément, bien que la résolution du premier soit une consé-
quence du second. Si & est simplement connexe, on donne une démonstration
directe de I'existence d’un couple d’homomorphismes remplissant les condi-
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tions (2). Dans le cas général, on commence par construire un couple d’homo-
morphismes compatibles liant &(&, G) au quotient &,(ZL, G,) de &' (X, G')
par le centre H' de G’ (on suppose G et G’ connexes). En méme temps, on déter-
mine le premier des homomorphismes (o, &) cherchés, ¢’est-a-dire ¢ : G — G'.
On passe ensuite a la recherche des conditions d’existence de 4. Ces conditions
se présentent sous la forme d'un homomorphisme i’ du premier groupe d’homo-
logie de &, a coefficients entiers, dans H'. Pour que % existe, il faut et il suffit
que y’ soit trivial. En fin de chapitre, on cherche s’il n’est pas possible, dans
certains cas, de résoudre le probléme en utilisant une connexion différente
de o'. Divers résultats sont obtenus lorsque I'image du premier groupe d’homo-
logie, par %/, est un sous-groupe de la composante connexe de I'élément neutre
dans H'. Le cas le plus intéressant est alors celui ou la variété T est
compacte. ‘

L’existence d’un espace fibré principal différentiable de groupe donné G
admettant (73, A, f2> est traitée au chapitre VIII. On commence par fixer les
axiomes auxquels doivent satisfaire A et . On s’occupe ensuite du cas ou le
centre de £ se réduit a o et, plus généralement de celui du quotient de 2 par
son centre. La construction de I'espace fibré principal s’inspire alors du cas
correspondant de la théorie des groupes de Lie : on le détermine comme
variété intégrale d’un champ normal défini dans I'espace des repéres de £°.
Dans le cas général (en supposant cependant & simplement connexe), le
probléme n’admet pas toujours une solution. On donne cependant une condi-
tion nécessaire et suffisante d’existence qui se présente sous la forme d’un
homomorphisme appliquant le deuxiéme groupe d’homologie de & a coeflicients
entiers dans le centre H de G. Pour que &(&, ) admettant (f‘?, A, ﬁ) existe, il
faut et il suffit que cet homomorphisme soit trivial. S'il n’en est pas ainsi, il est
parfois possible de modifier G ou Q pour se ramener a un cas résoluble.

Le dernier chapitre est consacré a quelques applications. En particulier, en
cherchant a construire un espace fibré principal (&, G) admettant (12, A, &)
lorsque G est simplement connexe, on est conduit a la notion d’espace fibré
principal maximal. Un tel espace (dont le groupe n’est pas nécessairement sim-
plement connexe) posséde les propriétés suivantes :

a. Sl existe un espace fibré principal admettant (22, &, Q) il existe aussi un

espace fibré maximal admettant (Z", A, Q) et ce dernier est un revétement du
premier.

b. L’espace fibré maximal admettant (£, A, Q) est unique [a un couple (o, h)
prés]. Plus généralement, si &(&, G) est maximal, le probléme B peut étre
résolu a partir de la donnée du seul homomorphisme ¢ ., vérifiant (1).

Dans le méme chapitre, on définit aussi divers types de classes caractéris-
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tiques (*) et 'on généralise les notions de connexion et de transport paralléle
au cas d’un espace fibré principal différentiable a « espace structural » (au sens
du chapitre : I). La totale symétrie existant entre I'espace structural (ou espace
structural droit) et I'espace structural « gauche » apparait alors complétement.
Il'y a méme lieu de distinguer un espace de Lie & droite et un espace de Lie a
gauche, une courbure a droite et une courbure a gauche, etc.

La plupart des chapitres sont précédés d’introductions auxquelles on se réfé-
rera pour plus de détails. Signalons aussi que ces résultats ont été annoncés
d’une facon généralement schématique et légérement optimiste par endroits dans
cinq Notes aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences[1], [2], [3], [4], [5].

Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance a M. Lichnerowicz dont les
conseils m’ont toujours été utiles et les encouragements, souvent nécessaires.

CHAPITRE 1.

EspAcES FIBRES. GENERALITES.

1. TermiNoLoGiE ET NotaTions. — Afin de donner toute leur généralité aux
notions décrites dans ce chapitre, nous appellerons espace fibrés. I. (sens large),
tout ensemble E muni d'une « projection » p, : E—~ & de E sur un autre
ensemble & appelé base. L’expression « espace fibré » serastrictement réservée
aux espaces localement triviaux, au sens qui sera précisé ci-dessous.

La projection d'un espace fibré s. I. sera notée, en général, par la lettre p
munie, en indice, du symbole représentant I'espace en question.- Cependant,
lorsque aucune confusion ne sera possible ou lorsque la projection n’intervien-
dra pas dans les raisonnements en cours en tant que fonction, on négligera
I'indice. Par ailleurs, étant donné un sous-ensemble U de &, on posera tou-
jours E;=pg* (U).

On appelle fibre I'image réciproque d'un point quelconque de la base par la
projection. S’il existe dans chaque fibre une structure algébrique d’un type
déterminé, par exemple, de groupe ou d’algébre de Lie, on dira que E est a
fibres-groupes ou a fibres-algébres de Lie, ou encore, que c’est un espace fibre
de groupes ou d’algébres de Lie.

On appelle produit fibré de deux espaces fibrés s. 1. E et E' de méme base &,
la partie du produit E > E’ qui se projette sur la diagonale de & >< &, identifiée
a &. On notera EX E’ ce produit fibré. Il est clair que c’est un espace fibré s. 1.
de base &. ‘

(3) L'unc de ces classes, liée a 'existence de la forme ?2, permet de résoudre le probléme de
I'extension d'un espace fibré principal différentiable.
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Enfin, on dira qu'un espace fibr¢ s. 1. de groupes M opére sur un espace
fibré E de méme base lorsque chaque fibre M., de M(x€X) opére sur la fibre
correspondante E, de E.

2. Espace FiBRE PRINCIPAL S. L. MobeLace. — Un espace fibré principal s. 1.
E(&,M) est défini par la donnée d'un espace fibré s.1. E de base & et d'un
espace fibré s. 1. de groupes M, de méme base, qui opére a droite sur E, M,
étant simplement transitif sur E,, quel que soit x€&. On dira que M est
Vespace structural droit (ou simplement espace structural) de E(&, M). On
notera y. m le transformé de y€E, par meM, et 'application y — y. m sera
la translation & droite correspondante, notée aussi D, : E, — E,.

Soit, d’autre part, L un espace fibré s. I. de base & sur lequel M opére a gauche.
On notera, R(m)!le transformé de /€L, par meM,.

Soit L(E) le quotient de E= L par la relation d’équivalence suivante :

@\ h=00H st p)=pQ)=p)=p)
et s'tl existe meM tel que
Y=y.m et I=R(m"){ [y, y'€eEetl I'eL].

On dira que L(E) est obtenu en modelant L. sur E, M opérant sur L par R(m),
ou encore que L(E) est I'espace associé¢ a E(&, M), de type (L, R(m)). Il est
clair que L(E) est un espace fibré s. 1. de base &. On notera « I'application
canonique « : EX L — L(E).

3. L’appuication i(y). — Etant donné y €E [p(y) =], on définit une appli-

cation biunivoque
' 0(y): Le—>La(E)

en faisant correspondre 4 [€L,, la classe d’équivalence a (y,l)=1i.(y)l
dont (y,!) fait partie. Cette application est bien biunivoque car, par défini-
tion, (y, )= (y,l') implique /=1'. Elle est manifestement sur.

On pose j,(y)=(I.(y))™* et 'on vérifie facilement les formules

(1.3.1) ; i (y.m)l=i.(y) (R(m) ) (leL),
o | Ju(y.m)A=R (m")j.(y) ) [AeL (E)].

4. Sous-ESPACES ET HOMOMORPHISMES. — Un sous-espace fibré s. [. d’un espace
fibré s. 1. A est un sous-ensemble A’ de A, muni de la projection induite et tel
que A'NA, 5~ O quel que soit z€ L. Si A est a fibres algébriques, on suppose
que A, est, en outre, quel que soit x € L, une sous-structure de A,.

Un homomorphisme d'un espace fibré s. 1. dans un autre espace fibré s. 1. de

méme base est une application
s A—>A"
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du premier espace dans le second, telle que le diagramme

soit commutatif. Un homomorphisme d’espaces fibrés s. l. a fibres munies de
structures algébriques est en outre, un homomorphisme de ces structures
algébriques.

Dans ces conditions, en reprenant les notations du paragraphe 2, un sous-
espace fibré principal s. [. de E(&, M) est constitué par un couple de sous-espaces
fibrés s. 1. B’ (de E) et M' (de M) tels que M, opérant sur E,, comme sous-groupe
de M, soit simplement transitif sur E (z € Z).

Etant donnés deux espaces fibrés principaux s. . E(&, M) et E/(&Z, M), de
méme base, on dira que deux homomorphismes

9s: E—E et ogy: M—>M
sont compatibles si I'on a la relation
(Lh.1) ou(y.-m) =oe(y)-ou(m)  (y€Es, meM,, z€ ).

On dira alors que @, est un oy-homomorphisme et, si oy est I'identité, que o,
est un M-isomorphisme.

Remarque. — Bien que, pour des raisons de simplicité, la terminologie ne
soit fixée ici que pour des homomorphismes induisant I'identité sur &, on peut
envisager des homomorphismes d’espaces fibrés de bases différentes, conservant
les fibres et induisant une application d’'une base dans I'autre. Ce sera le cas des
homomorphismes induits (§1.7) pour lesquels nous utiliserons le vocabulaire
précédent.

Plus généralement, étant donnés deux espaces fibrés s. I. L et L’ sur les-
quels M et M’ opérent respectivement & gauche par R et R’, un homomorphisme
o, : L > L' est compatible avec ¢, sil’on a

(I.k.2) ch(R(m)l):H’(cpM(m))cp,‘(l) (meMetlel).

5. CONSERVATION DES STRUCTURES PAR MODELAGE. — On a les propositions
~ suivantes :

Proposirion 1.5.1. — 8¢ L est un espace fibré s. l. de structures algébriques
pour lesquelles les opérations de M sur L sont des automorphismes, la relation
d'équivalence du paragraphe 2 est compatible avec les structures algébriques induites
dans EXL et il existe dans L(E) des structures-quotients pour lesquelles les appli-
cations i, ('y ) sont des isomorphismes.
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Prorosimion 1.5.2. — Si o, : E—>E', 0y ; M- M et 9, : L — L sont des homo-
morphismes compatibles, il existe un homomorphisme

P ¢ L(E)—L(E)
pour lequel on a
w (o)) on(d) = orp(i(y) )  (lely, yek,).

Prorosimion [.5.3. — Si L, est un espace fibré s. l. de groupes opérant a gauche
(resp. a droute) sur L, et st M opére a gauche sur L, et 1, avec la relation

(Ry(m) 1) (Ro(m) L)) =Ry (m) 41 1y, (lyeL,, l,eL,, meM),

alors, L,(E) est un espace fibré de groupes opérant a gauche (resp. a droite)
sur Ly(E) et lon a
(G, () ) (i, (1) b) =i (y) L.

Bien entendu, st les opérations de L, sur L, sont des automorphismes des struc-
tures algébriques de L,, il en est de méme pour L, (E) et L, (E).

6. EspACE STRUCTURAL GAUCHE. — L’espace structural M de I'espace fibré prin-
cipal s. 1. E(&, M) opérant sur lui-méme par I'intermédiaire des automor-
phismes intérieurs [Int(m)q=mgm=], on peut modeler M sur E et obtenir
ainsi, conformément a la proposition I.5.1, un espace fibré s. 1. de groupes
noté M(E) et appelé espace stuctural gauche de E(L, M). Les formules (1.3.1)
s’écrivent dans ce cas :

n(y.m) q=1iy(y) mqm=! (ye€E, m, geM),
(I.6.1)

Ju(y-m)p=m> (u(y)p)m  [peM(E)]

D’autre part, M opére a gauche sur I'espace fibré s. 1. W, sous-jacent a M.
Nous allons voir que W(E) est isomorphe a E.
En effet, soit e, I'é¢lément neutre de M,.. Considérons 'application

fi E>EEW

définie par f/(y)=(y, e.), puis l'application f=wo f'. Toute classe d’équi-
valence u€ W(E) admet un représentant et un seul du type (y, e;). En effet,
soit (y, m) un représentant quelconque de u, on a bien (y', ¢,) = (y, m) pour
y'=y.m. Comme, d’autre part, pour que (y', e;)=(y, ¢,) il faut et il suffit
que y =y, on voit que f estune application biunivoque de E sur W(E.) Comme
elle conserve les fibres, ¢’est un isomorphisme. De la proposition 1.5.3 dont
les hypothéses sont vérifiées, on déduit alors que M(E) opére a gauche
sur W(E) et que M,(E) est simplement transitif sur W,(E). En identifiant
W(E) et E par £, on peut donc énoncer :

Prorosition 1.6.1. — M(E) opére a gauche sur E et M,(E) est simplement
transitif sur E, quel que soit x € .
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 34
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Ces opérations seront notées p.y [ n.€M(E), y€E,]et onles appellera trans-
lations & gauche de M(E) sur E. On notera G, : E,— E, l'application définie

par Gy(y) = p.y [ €M.(E), y €E. .
Prorosition 1.6.2.— Or a la formule ]
py=y-Un()p)  [peM(E), yeE]
En effet; on a successivement :

peoy = peo (¥, ea)
=a (¥, (Uu(y) ) ex)
= (Y n(y) P ex)
=f(ygu(y) )

Prorosition [.6.3. — Les opérations de M(E) commutent avec celles de M.

En effet, en utilisant le résultat précédent, on a successivement :

po(yom) = (y.m).(ju(y-m) p) [reM(E), meM]

= (y.m).(m= (ju(y) @) m)

=y-(u(y)p)m

= (yJu(y)p).m

= (f"'_)’)'m'
En outre, comme conséquence immédiate de la proposition 1.5.3, on a:
Prorosirion 1.6.4. — Si M opére a gauche sur L[ notation R(m)l], M(E)

opére également a gauche sur L(E) [ notation R(1.) 1]. St les opérations de M sont

des automorphismes des structures algébriques de L, les opérations de M(E) sont
des automorphismes des structures algébriques de L(E).

Dans ces conditions, on est amené a remodeler L(E) sur E par la relation
d’équivalence (y, )= (p..y, R(p) A). Soit L’ I'espace ainsi obtenu. On a alors
les formules
i (poy) (R(2) ) =iwm(y) 2 [AeL(E)],

R G (p-2) ) =jem ()t (leL)

(I.6.2)
et la proposition :

Proposirion 1.6.5. — L/ est isomorphe a L.
En effet, soit & : EKIL(E) — L I'application définie par
hy, ) =jny)*  [AeL(®), yeE].

On vérifie facilement que % est compatible avec la relation d’équivalence et
que, une fois passée au quotient, elle est biunivoque.
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Cette proposition permet d’identifier les applications 7, et j. et les for-
mules (1.6.2) entrainent les formules suivantes qu'on peut d’ailleurs vérifier
directement :

(1.6.3) ;./.L(P“.y)(R(f'L))‘) =Ju(y) 2

| R(pt) (i (py) D) =i () [yek, lek, XEL(.E)]-

En particulier, on retombe sur M en remodelant M(E) sur E, de sorte qu'en
modelant sur E un espace admettant M(E) pour espace structural, on obtient
un espace admettant M pour espace structural.

7. ESPACES FIBRES S. L. INDUITS PAR UNE APPLICATION. — Soit A un espace fibré
s. 1. de base L et ¢ : L'~ & une application d’un ensemble L’ dans L. Consi-
dérons le produit B=&'>< A comme un espace fibré¢ s. 1. de base &' < &,
dont la projection est définie par

(&, y)=(2, psa(y)) (e etyeA).

L’espace fibré s. l. induit par § est, par définition, la partie de B qui se pro-
jette sur le graphe de ¢, identifi¢ 4 &'. Plus précisément, c’est I'ensemble des
points (&', y) de B tels que p,(y) =1 (a’). On le notera ¢—*(A).

Il existe alors une application ¢ : ¢ (A) — A définie par

(2, y)=y (F€ etyeA),

qui applique biunivoquement chaque fibre de ¢~ (A) sur une fibre de A, plus
précisément, ($=(A)) » sur Ay .y, Cest 'homomorphisme induit.

Si A est unespace fibré s. 1. de structures algébriques d'un type donné,
¢~*(A) est un espace fibré s. l. de structures algébriques de méme type pour
lesquelles ¢f est un homomorphisme. Si M est un espace fibré s. I. a fibres-
groupes opérant sur L(M et L de base &), {=* (M) opére sur ¢—*(L). SiE(Z, M)
est un espace fibré principal s. 1. et si M opére sur L, on peut modeler ¢=*(L)
sur ¢~ (E) parce que, conformément a ce qui vient d’étre dit, =" (M) opére de
facon simplement transitive sur {~*(E) dont il est I'espace structural droit et
qu’il opére également sur ¢—*(L). On vérifie facilement :

Prorosmmion I.7.1. — ~*(L(E)) est isomorphe a = (L) ($~*(E)).

Précisons maintenant quelques conventions que nous utiliserons constam-
ment par la suite :

M = E signifiera que M opére sur E de facon simplement transitive ;

M > L signifiera que M opére sur L (éventuellement M =3 L pour préciser les

notations) ;
A — A’ représentera un homomorphisme et A= A’, un isomorphisme.
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Dans ces conditions, on a le diagramme suivant qui est compatible, en ce sens
que les homomorphismes J* qui y figurent et les opérations des divers espaces M
sur les espaces E ou L sont liés par les relations (I.7.1) et (I.7.2) ci-dessous,
qu’on peut rapprocher de (I.4.1) et (I.4.2) (voir aussi la remarque du para-
graphe (1.4) :

L - M > E <€ M(E) >L(E)
# £-3 #* #® #
Yo u TWE e Yl
L (I S VM) 2=z=pp V1 (E ) ge==zz= Y M(E)) -mmmmmm e > Y L(E))

Fig. 2.

Formules de compatibilité :

L7 { Ylrm)=40)-4him)  [medt (M), yey (B))]
i) =Yim (W)Y [ped (M(E)];

(1.7.3) { YR (m) D) =R(m) 4 () [ley—(L)],
(‘Pf(E)(R(P‘) )‘):R(q)#m(h‘)(f*)) (']Ji(h‘)()\) [Aed—t (L(E))].

Enfin étant donnés une section o : U— A, c’est-a-dire une application d’un
sous-ensemble U de & dans A telle que p, - o ='identité, et un sous-ensemble V
de &' tel que $(V)cU, on dira que la restriction a ¢=*(A) de la section ¢’
de &’ >< A définie sur V>< U par

d(2, x) = (&', o (x)) ('eVetxzel)

est la section induite sur V par  d partir de 5. On la notera o*. Elle est complé-
tement définie par I'égalité

i (2) = (o)) (2eV).

8. Espaces riBrES DIFFERENTIABLES. — Sous des hypothéses trés larges, les
notions précédentes s’étendent au cas ou les espaces fibrés s. 1. considérés sont
des espaces topologiques et ou les projections sont des applications continues :
on applique alors aux topologies les opérations effectuées (topologie-quotient,
induite, etc.). De plus, le modelage conserve certaines classes d’espaces fibrés,
et, en précisant pour chacune de ces catégories les notions de sous-espaces,
d’homomorphismes, etc., les résultats ci-dessous se transposent mot pour mot,
a la substitution prés des termes « espacé fibré s. 1. » par ceux qui désignent
la classe des fibres envisagée. C’est en particulier le cas des espaces fibrés diffé-
rentiables et celui des faisceaux. '

Un espace fibré différentiable est une variété différentiable @ qu’une projec-
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tion p, applique sur une autre variété différentiable & (base) de telle sorte que,

quel que soit x€ X, il existe un voisinage U de 2 et un homéomorphisme
différentiable
Yui Av>UxF  [pa(Y5'(y,5)) =y, y€U, s€F]

de &, sur le produit de U par une fibre-type F. Pour pouvoir parler d’homéo-
morphisme différentiable, il est évidemment nécessaire de supposer en outre
que F est une réunion de variétés différentiables. On remarquera que, comme
& et A sont connexes par arcs, deux composantes connexes quelconques de F
sont nécessairement différentiablement homéomorphes.

L’espace fibré différentiable @ est a fibre-groupe de Lie (resp. algébre de Lie,
vectorielle, etc.), si 'espace fibré s. 1. sous-jacent est a fibres-groupes, si F est
un groupe de Lie (resp. algebre de Lie, espace vectoriel ete,), et si les {; sont
des isomorphismes.

Etant donnés deux espaces fibrés différentiables @ et @' de méme base T,
une application & : & — @’ est un homomorphisme d espaces fibrés différentiables
si, quel que soit z € &, il existe un voisinage ouvert U de @, deux homéomor-
phismes différentiables {, et {; et une application différentiable réguliére
i F—F" de la fibre-type de @ dans celle de @', tels que le diagramme

Ay Ay

+Ul ¥y

UxF ._H'_)—UXF'

Fig. 3.

~ soit commutatif. Il en résulte évidemment que % est diftérentiable et régulire.
St les fibres de @ et @’ sont munies de stuctures algébriques de méme type,
on suppose de plus que /4 et p. sont des homomorphismes de ces structures.

Un sous-espace fibré s. 1. @' de @ est un sous-espace fibré différentiable de
Asi:

1° @ est un espace fibré différentiable ;
2° linclusion T : @'— @ est un isomorphisme d’espaces fibrés diffé-
rentiables.

Il en résulte que @' est une sous-variété de @ et1'on remarquera que la topo-
logie d'un sous-espace fibré¢ différentiable n’est pas nécessairement la topo-
logie induite. En particulier, la fibre-type I’ de @' est une réunion de sous-
variétés de F mais chacune de ces sous-variétés est ouverte dans .

Un espace fibré différentiable J1U a fibre-groupe de Lie opére sur un espace
fibré différentiable @& de méme base si la fibre-type G de J1T opére sur la fibre-
type F de & par R(g) de telle sorte que I'application (g, ) >R(g)y(g€G
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et y €F) soit différentiable, si I'espace fibré s. 1. sous-jacent & 1L opére sur &
par R(m), et si, quel que soit z € L, il existe un voisinage U de @ et des homéo-
morphismes §y : Ay — U><F, 4y : My~ U< G tels que I'égalité

by(m) = (z, g et Ju(z) = (x, y) (mem, ze&, geqg, yeF, zeQ)

entraine
du(R(m)z)=(z, R(g)y)-

Dans ces conditions, un espace fibré principal différentiable i espace stuctural
est défini par la donnée d'un espace fibré différentiable O a fibre-groupe de
Lie opérant a droite de facon simplement transitive sur un espace fibré diffé-
rentiable & de méme base. Remarquons qu'on rejoint la notion habituelle
d’espace fibré principal 4 groupe structural lorsque 'espace structural est le
produit de & par un groupe de Lie G. On notera &(&,G) un tel espace et, étant
donné un deuxiéme espace fibré principal différentiable a groupe structural de
méme base, noté & (&, G'), on parlera de g-homomorphisme /2 : & — &' si ¢ est
un homomorphisme de G dans G tel que £(y.g)=~h(y).o(g). On dira aussi
que ¢ et A sont compatibles et que & est un G-isomorphisme si ¢ est 'identité.
Deméme, un sous-espace fibré principal différentiable a groupe structural & (T, G")
de &(&L, G) est un sous-espace fibré principal s. 1. de I'espace fibré principal
s. l. sous-jacent 4 &(&, G) tel que :

1° &' soit un sous-espace fibré différentiable de 8;

2° M € M = & <G s’identifie au produit T><G' de L par un sous-groupe G
de G, sous-groupe muni, non de la topologie induite mais de la réunion de cette
derniére et de la topologie de G’ dont les seuls ouverts sont les composantes
connexes par arcs de G’ dans G. La composante connexe de l'identité de G’ est
alors un sous-groupe analytique de la composante connexe de G et G’, un
groupe de Lie.

On peut reprendre avec ces notions les propositions des paragraphes précé-
dents 4 condition de supposer évidemment, en ce qui concerne U'induction des
espaces fibrés, que 'application § : &' — & est différentiable. Si &(&L, M) est
un espace fibré principal différentiable et si 01U opére sur un autre espace fibré
différentiable £ de base &, £(&) est aussi différentiable, IM(&) opére
sur £(&), etc. De méme, (&), ¢ (M), ¢~ (£) sont des espaces fibrés dif-
férentiables, la section induite par ¢ sur un ouvert V de &’ a partir d’une sec- -
tion différentiable de & (resp. M, 2, ...)surunouvert Ude & (Y(V)cU) est
une section différentiable, etc.

9. Faisceavx. — Un espace topologique E muni d’une projection continue p,
sur une base & est un faisceau si, quel que soit y €K, il existe un voisinage
ouvert V de y dans E tel que la restriction de p, 4 V soit un homéomorphisme
de V sur p,(V).



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 291

Un sous-faisceau E' de E est un sous-espace fibré s. 1. ousert dans E.

Un homomorphisme d’un faisceau dans un autre est un homomorphisme des
espaces fibrés s. 1. sous-jacents qui est continu.

De méme, un faisceau est a fibres-groupes (ou faisceau de groupes ) sil'espace
fibré s. 1. sous-jacent est a fibres-groupes et si ces lois de groupe sont continues
pour la topologie du faisceau. On peut donner une définition semblable pour
toute autre espéce de structures algébriques.

" Un faisceau M a fibres-groupes opére sur un faisceau E de méme base si
'espace fibré s. 1. sous-jacent a M opére sur E et si ces opérations sont contmues
pour les topologies de M et E.

La notion de faisceau principal découle de cette définition et I'on peut
reprendre avec les faisceaux, les résultats des premiers paragraphes de ce cha-
pitre, a condition de supposer, en ce qui concerne I'induction, que I'applica-
tion ¢ est continue. St E(&L, M) est un faisceau principal et si M opére sur un
faisceau L de méme base, L(E) est un faisceau, M(E) opére sur L(E), etc. De
méme, si § : &' — L est une application continue, ' (K), L*(M), (L)
sont des falsceaux, les sections continues sur des ouverts induits et des sections
continues, etc.

10. FAISCEAU DES SECTIONS DIFFERENTIABLES D'UN ESPACE FIBRE DIFFERENTIABLE &. —
Un germe de sections différentiables passant par y €& est un ensemble non
vide z de sections locales différentiables o de & passant par y tel que, sicetd
appartiennent a z, il existe un voisinage ouvert U de ps(y) au-dessus duquel ¢
et o’ coincident et que, inversement, si une section locale quelconque différen-
tiable o’ de & coincide sur un voisinage ouvert de ps(y) avec s € z, alors, o' € z.
L’ensemble E de tous les germes de sections différentiables de & est donc muni
d’une application notée z - 5 qui associe a tout germe 5 le point 5 de & par
lequel passent toutes les sections qui constituent z, et d’une projection p, : E— &
définie par p,(z) = ps(5). D’autre part, toute section différentiable g : U~ &
de & sur un ouvert U de &, détermine en tout pointz € U un germe g () qui est

celui auquel elle appartient et qui passe paro(x) = g/(\x) On dira queg: U —E
est la section de E associée 4 5. Le faisceau B des sections différentiables de & est
alors 'ensemble des germes de sections différentiables de &, muni de la topo-
logie engendrée par tous a(U) (U ouvert dans & et & section différentiable de &
sur U). Il est immédiat de voir qu’il s’agit bien d’un faisceau. L’application o
associée a toute section différentiable g : U— & est alors une section continue
de E et, réciproquement, 'application g : U— & définie a partir d’'une section

continue g : U — E quelconque par o(z) = g/(\:c) est une section différentiable
de &. Ces notations (point, surlignage et sous-lignage ainsi que les majuscules
d’imprimerie pour désigner les faisceaux de sections différentiables d’espaces
fibrés symbolisés par des majuscules manuscrites) seront conservées par la suite.
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Soit M le faisceau des sections différentiables d'un espace fibré différen-
tiable O1 & fibre-groupe de Lie et de base &. Soient z et 3’ deux germes de sec-
tions différentiables de projection x € €. On définit le produit 23’ en choisissant
une section g de M passant parz[o(2) = z] et une section ¢’ passant par z’ défi-
nies 'une et 'autre sur un voisinage ouvert U de « (il est clair qu’il existe tou-
jours de telles sections), en définissant une section différentiable " de &
par ¢’(¢) =a(t)a'(t) (t€U) et en posant z3'=0"(x). On vérifie sans peine
que zz’ ne dépend pas du choix des sections o et o’. M est alors un faisceau de
groupes et, pour cette structure de groupe, I'application « point » est un homo-
morphisme. Plus généralement, s’il existe dans les espaces fibrés différentiables
&, I, L2 ou entre ces espaces, diverses structures algébriques, on peut définir
les mémes structures dans les faisceaux E, M, L de leurs sections différentiables,
ou entre ces faisceaux. Les applications « points » sont alors des homo-
morphismes. :

En particulier, soit &(&, M) un espace fibré principal d’espace stuctural I1T.
Le faisceau des sections différentiables de 01U est le faisceau structural du fais-
ceau principal E(&, M) défini comme faisceau des sections différentiables de &.
Supposons de plus que J1L opére sur un troisiéme espace fibré différentiable £
et soit L le faisceau des sections différentiables de 2. M opére alors sur L et
I'on a

(I1.10.1)  y.m=y.mn et R(m){=R(m)! (meM, yeE, leL).

On peut donc modeler L sur E en méme temps que £ sur &. 1l résulte de la
proposition I.5.2 qu’il existe une application de L(E) sur £(&) qui provient
de I'application « point » et qu’on notera également /- [. On vérifie facilement,
en utilisant des sections locales de E et les isomorphismes #(y) correspondants
que L(E) est le faisceau des sections différentiables de £(&) et que I'applica-
tion « point » obtenue par modelage s’identifie 4 'application « point » définie
par les sections différentiables de £(&). En particulier, ¢’est un homomor-
phisme des structures algébriques de L(E) et £2(&) et I'on a entre M(E), L(E)
et E des formules du type (I.10.1).

Enfin, si § : &' — & est une application différentiable, et si E est le faisceau
des sections différentiables d’un espace fibré & de base &, il existe une appli-
cation y — y de ¢~ (E) sur (&), induite par J a partir de 'application « point »
de E sur & et définie par

KOOI =40 (rey®)]

Mais, en général, {—*(E) ne s’identifie pas au faisceau des sections différen-
tiables de {~*(&). Cependant, sil’on pose (&) = &* et si I'on désigne par E*
le faisceau des sections différentiables de &*, il existe un homomorphisme de
faisceaux

4=t (B) - EF
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qui résulte du fait que I'application « point » induite par ¢ permet d’associer
a toute section continue de ¢—*(E) une section différentiable de ¢=*(8).

CHAPITRE 11.

KSPACES FIBRES A FIBRE VECTORIELLE.
Espace pe LIE D’UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL DIFFERENTIABLE.

IntropucTION. — La premiére notion exposée dans ce chapitre est celle
d’espace fibré des formes différentiables tensorielles de type R associé a un espace
fibré principal différentiable a groupe structural (&, G). Un tel espace W (&)
s’obtient en modelant sur &(&L, G) I'espace W des formes différentielles sur &
a valeurs dans un espace vectoriel R0, sur lequel G opére par I'intermédiaire
d’une représentation R. Un cas particuliérement important est celui ou R est la
représentation adjointe de G. L’espace (&) qu’on obtient ainsi est appelé
espace de Lie de &(&, G) (ou espace des formes différentielles tensorielles du
type adjoint). Il est intrinséquement associé a &(L, G), gradué, et £°(&)
s'identifie a 'espace des algébres de Lie des fibres de I'espace structural gauche
Mm(&)de &(&, &),

Le but des paragraphes 2 et 3 est de mettre en évidence les propriétés inter-
venant entre (L, G) et I'espace R(W"(&)) des repéres de W' (&), qui est
fibré principal de groupe Gl (m, R). On constate d’abord que les espaces intrin-
séquement associés a4 R(W°(&)) (espace structural gauche et espace de Lie),
ainsi que W(&) peuvent s’obtenir soit par des opérations de modelage sur
&(&, G), soit par des opérations de modelage sur R (W°(&)). En outre, toute
base f de ¢, détermine un homomorphisme {/: & - R(W"(&)) qui est
compatible avec 'homomorphisme R/: G — Gl (m, R) déduit de R. Dans le cas
de £(8), 'homomorphisme ¢/ est noté af : & - R(£°(&)). 1l est compatible
avec ’homomorphisme adjoint @/ : G — Gl(n, R) exprimé par rapport a la base f
de T'algébre de Lie de G, et nous dirons que ¢’est un homomorphisme adjoint
de &(&, G). Plus généralement, on se donne au paragraphe 6 deux espaces
fibrés principaux différentiables &(&, G) et & (XL, G') et 'on montre qu’a
tout couple d’homomorphisme compatibles ¢ : G — G’ et & : & — &', sont asso-
ciés des homomorphismes o3 () et ¢l des espaces structuraux gauches et des
espaces de Lie de & et &. On vérifie ensuite que les homomorphismes ay, et
@y (s de M (&) dans I'espace structural gauche de R(£2°(&)) et de £(&) dans
I'espace de Lie de R (£°(&)), ainsi associés au couple (a/, af), sont indépen-
dants de la base f choisie. On les appelle respectivement les M (&)-et £(&)-
homomorphismes adjoints.

1. Norarrons. — ®* désigne I'espace fibré des vecteurs tangents i une variété
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. . 35
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différentiable & de dimension d et 7, I'espace fibré de base & dont la fibre B/,
est la g™ puissance extérieure de®,(x € IL). Soit F7 I'espace fibré des formes
différentielles ordinaires sur & : F’ s’identifie au dual de ¥’. Le faisceau des
formes différentielles sur &€ de degré ¢, ¢’est-a-dire le faisceau des sections dif-
férentiables de F7, est noté F7. On pose

s= ) & a g= ] 7

G=1,....d g=0,..., d

% et F sont des espaces fibrés différentiables sur €. De méme,

F= U Fv

est un faisceau sur &. e

Soit G I'algébre de Lie d'un groupe de Lie G de centre H et de dimension n.
Soit %, un espace vectoriel de dimension m sur lequel G opére par I'intermé-
diaire d’une représentation R: G —I'(%,) de G dans le groupe I'(,) des
automorphismes linéaires de ,. A toute base f=(f;)(i=/{, ..., m) de W,
est associée une représentation R/ : G — Gl(m, R).

Nous nous donnons d’autre part, un espace fibré principal différentiable
&(&, G) de groupe structural G.

Nous désignerons par 20, le dual de 39, par j’: (/M), la base duale de f et

nous poserons W, = ”1*&’0@”2&70. Muni de la multiplication définie par

[a,b] =Y, (a;jair—"blaly) Q.
ij, k=1
pour

m m

a=Ja;(fRf) et b= N (),

i,j=1 i j=1
2, s'identifie a I'algebre de Lie de I'(3).
Nous utiliserons les notations sulvantes :

wr, espace fibré des p-formes différentielles sur & a valeurs dans 2, ;
‘W, faisceau des p-formes différentielles sur & a valeurs dans W, ;

wr, espace fibré des p-formes différentielles sur & a valeurs dans 2, ;
W, faisceau des p-formes différentielles sur & a valeurs dans W, ;

{8, 6>, produit scalaire antisymétrisé de 6 €W, et 6 €W :
27, espace fibré des p-formes différentielles sur & a valeurs dans 28 ;
W, faisceau des p-formes différentielles sur & a valeurs dans 2%,.

W = wWr et W= | W

=0,...,d =10, ...,0
4 Il

‘fw’: U W2, W= U We, W = U ‘{1)”, \i’: U Vifl’.

p=0,....d p=0,....,d p=0,...,d pP=0,....d
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Naturellement, (&), W (&), W(&), W(E), W(E) désigneront les modelés
sur & et sur E (faisceau des sections différentiables de &) des espaces ci-dessus,
G opérant sur W, W, W par R et par les représentations qui s’en déduisent.
W (&) est Lespace des formes tensorielles de type R. 1l est clair que (&) est

muni d’'une graduation correspondant a celle de 2 et que tout wWr(&) est a
fibre vectorielle.

Remarque. — A toute section 6 : U— W (&) de W(&) correspond une
forme différentielle sur &; a valeurs dans 2w, dont I’expression au point y €8,
(xelU), est

[J20(2) 0 (2)]o [dpg]y-

Nous n’introduirons pas de nouvelle notation pour désigner cette forme : elle
sera représentée par 6 également et nous nous contenterons de préciser éven-
tuellement s’il convient de considérer ce symbole comme une section de W (&)
ou comme une forme différentielle sur &;. Il nous arrivera aussi de dire que
Jew(y)0(x) est la restriction 4 y €&, de la forme 0 ou, plus généralement, si
v est une section différentiable de &, que j. () 0 estlarestriction de laforme 6
a la section locale y. '

Rappels. — 1° On définit un isomorphisme de 2W0r(&) sur I'espace fibré des
p-formes différentielles sur & a valeurs dans °(&), en faisant correspondre
a 0 e W’ (8), l'application linéaire i (y) o (jio(y) 8), indépendante de y € &, (*).

2° Il existe une multiplication o /\ 0 (2 € F, et 6 &€W") notée simplement
a0 si 0 est de degré o. Cette multiplication se transmet a 2W(&) sous la méme
notation o A\ 0 [0 € F . et 6 €W’ (&)] et, dans les deux cas, on a les propriétés
suivantes :

a. Si (g;) est une base de W, [resp. W, (&)], tout &I resp. W (&)]
admet une décomposition et une seule de la forme

0= 0p;  (bieTL).

i=1

b. Le produit par les formes de la base se traduit par la formule

m

a )\ OZZ(a A0 (a€F).

i=1
3° Etant donnés 0€¢7(8) et b e W7(&), le produit scalaire

<./1w ()0, jz (30 >

(*) On considére dans cette formule que Zzo0(y) est un isomorphisme de W, sur W (&), et
non de WY sur W)Y (&). Cela a un sens car W = L < W,.
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est une (p + q)-forme différentielle ordinaire sur &, indépendante de y € &,.
On peut donc poser

< 0, b > = <J'~w ()9, J ()0 >;

*
ce qui permet, en particulier, de définir W (&) comme le dual de 3} (&). On
a également

(I.1.1) <R(m)6,f{(m)6>:<07 9> [meOlYL(&)],

ou R désigne la représentation duale de R.

4* Lisomorphisme X® Y iso( 1) (1o (X ®Jeo (1) Y) | X €0(8), Y € 30(8) |
est indépendant de y € &, et permet d'identifier W° (&) et W (&) R W (&).

Enfin, on posera M= T <T'(3W,) et M sera le faisceau des sections
différentiables de OMse. G opére sur Mo par lintermédiaire des automor-
phismes intérieurs de I'(%¢,), ce qui permet de construire Nz (&) et Mo (E).
Il est clair que JMq0(&) s’identifie a 'espace fibré des automorphismes linéaires
des fibres de R¢°(&). En outre, il existe une représentation déduite de R :

Bop )t OR(E) =DMy (8).

2. Espace DES REPERES DE RW°(&): — L’espace des g-repéres R7(W°(&)) est
’ensemble des g-repéres des fibres de W°(&), muni d'une structure évidente
d’espace fibré différentiable (). Il est clair que IMse(&) opére a gauche
sur R1(W°(&)).

L’espace des m-repéres, noté simplement R (W (&)), ou méme R, est muni
d’une structure d’espace fibré principal différentiable de base & et de groupe
structural Gl(m, R). Le translaté a droite de o =(¢;) par A= (AY) est le
repére . A constitué par les vecteurs

m
, N, .
Pi:zA/iP/ (6=1, ..., m).
j=1

A € R(W'(&)) est associé canoniquement un isomorphisme
Jro(p) 5 W (8) =V,

ou ¥, désigne 'espace fibré des formes différentielles sur & a valeurs dans R”,
isomorphisme défini par '

Jaw(p)0=(0%) pour p=(p;) (i=1, ..., m) et O:Z Bip,.
i=1

(3) Cette définition est évidemment valable pour tout espace fibré différentiable a fibre vectorielle.
&(&, G) n’y joue aucun role. )



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 277

On a alors

nm

. -1 . —1 "
Jaolp- MO =D A0 =Ajio(p)0.

j=1
Proposition I11.2.1. — Il existe des isomorphismes canoniques

/'.i“q ( P) : c‘k)x(é”) — tvm,:l:
pour lesquels
. <ty
(11.2.71) C Jre(pA)0=A S (0)0.

L’espace structural de R est ON,,= &L >< GI(m, R) et I'on notera £, le pro-

m

duit de & par I'algébre de Lie Gl(2, R) du groupe linéaire. Par modelage de %,
M, £, sur R, on obtient V,,(R), M, (R), £,,(R) avec les isomorphismes
correspondants : jor (), jv, (p) et e (p)(p€R). La formule (I1.2.1) permet
de vérifier la proposition :

ProrosirioN I1.2.2. — L’application hwo = t5_ (0)e jao(p), indépendante de p € R,
est un isomorphisme de W (&) sur V,(R).

Par ailleurs, puisque %3, (&) s’identifie au dual de %)(&), que
208(6) = 0L(6) @ WA(E),

et que IMso.(&) n'est autre que le groupe des automorphismes linéaires
de W, (&), on associe & p €R, par I'intermédiaire de j:o(¢), des isomorphismes

S (@)1 W (8) >V, j"zi(P) D AW (8) > Lo ./'511@ (0) = Mgy, (p) = My a0

W
On a alors des résultats analogues a la proposition I1.2.2 :

Prorosition I1.2.3. — Les applications
ha =15 (p)ojz (p), hoi: ip () o./i@(P), Py = Fom,, (9) 0 Jom, (9)
ne dépendant que de la projection de p sur &, sont des isomorphismes.
Dans la suite, nous identifierons complétement 2, (R) et (&), V,.(R)
et AW (8), £, (R) et W(E), M (R) et Mag(E).
3. LeR/-nomomorpHISME / : & -~ R. — Choisissons une base
=) =1, ..., m,

de ?W,. La représentation R : G - I'(3¢,) s’exprime, par rapport a f, par un
homomorphisme R’ ; G — Gl(m, R). On pose R/(s) = (A5(s)) (@, j=1, ..., m),
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avec R(s)f,-:ZAij(s)fj et s€G. On peut alors définir un homomorphisme ¢/,
associé a R et :;?1, par I'égalité
(IL.3.1) W) = (oS (i=1, ..., mety€E).

C’est un R/-homomorphisme. En effet :

Proposirion I1.3.1. — On ala Sformule

W (yes) =S (). RS (s) (yesetseh)

Démonstration :
lao (¥ 8) 1= ig9 () (R(5) 1)
j=1 )
L= D A(s) (e (1))
Jj=1
=4/ (y).R/(s).
En outre :

Prorosirion 11.3.2. — On a la formule {/*=D,-{/ ot A= (A’}) est une
matrice de GI(m, R) et D, est la translation & droite sur R définie par A, tandis

que f. A est le repére <2 A/; f1> .

j=1

En effet,

YA (y) = lao(¥) <2Aiif/'>

j=1

= <ZA/‘i"‘w(}/)f/‘>
j=1

=4/ (r)-A.

4. EsPACE DE LIE D'UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL DIFFERENTIABLE A GROUPE STRUCTURAL.
— Nous considérons toujours un groupe de Lie G de dimension » et un espace
fibré principal différentiable &(&, G) de base & et de groupe G. On appellera
espace de Lie de &(T, G), 'espace £2(&) obtenu en modelant sur &(&, G)

I'espace £ = U rLr(p=1, ..., d) des formes différentielles sur & a valeurs

dans l'algébre fie Lie G de G, G opérant sur £ par I'intermédiaire de la repré-
sentation adjointe. £(&) est done, en appliquant la terminologie indiquée ci-
dessus, I'espace des formes tensorielles de type adjoint de &(&, G). Mais sa
structure est plus complexe que celle d’un espace fibré de formes tensorielles
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ordinaires : en plus des opérations linéaires, les fibres de £(&) sont munies
d’un crochet. D'oui.le nom d’espace de Lie, qui se trouvera en outre justifié
ultérieurement par une certaine similitude dans les rapports existant entre un
espace fibré principal et son espace de Lie d’une part, entre un groupe de Lie
et son algébre, d’autre part,

On vérifie sans aucune difficulté que £ est muni des structures suivantes
pour lesquelles les transformations adjointes sont des automorphismes, ce qui
entraine I'existence des mémes structures dans les fibres de £2(&), en vertu des
propositions du paragraphe 5 :

1° Chaque £7[resp. £7(&)] est muni d'une structure d’espace vectoriel et il
existe une multiplication extérieure par les formes différentielles ordinaires de
la base, multiplication notée

a0 (xedy, Berf[resp.aedy, € £L(8)]),
et déja signalée a propos de W (§11.1).
2° En outre, il existe dans chaque fibre de £[resp. £(&)] une loi de compo-

sition interne, combinant le crochet de I'algébre de Lie et la multiplication
extérieure, qu'on continue a appeler « crochet » et a noter

(0,0 (0ern 0'erl[resp.0€ £L(8), e LL(E)]).

On a les égalités suivantes :

[0, 07) + (—0)r7[¥, 0] =o,
([0, 0], 07] + (— O)prr[[07, 07], 8]+ (— )2 [[07, 01,81 —o0 (8" € £ [resp. £5(8)]),

qui généralisent I'antisymétrie des algébres de Lie et I'identité de Jacobi.

Il en résulté immédiatement que des opérations de méme type existent dans
les fibres des faisceaux L et L(E) des sections différentiables de £ et £(&), que
ces opérations sont continues pour les topologies de faisceaux et que les appli-
cations « point » sont des homomorphismes de ces structures.

On a, bien entendu :

(a+a)NO=a AO4+a' A0 [a, o' €T, Hery(8)],
aN(O+0)=a AO+oa Al [0/ £4(6)],

a ANBAD)=(xA\B)AO (BeF;)

a A [0,0] =[a AO, 0]

Enfin, M (&) opére sur £(&) par des transformations provenant des trans-
formations adjointes de G (prop. I.5.3) et notées également Adj.

Remarquons que 'espace £,(R), considéré au paragraphe II.2 et identifié
a4 20(&), est 'espace de Lie de R (#2°(8)). Dans le cas ou %, = G, I'espace Mg,
directement [ié 4 IN, sera noté M de méme, W devient £. L’espace structural
gauche de R(£°(&)) est donc M (&) et son espace de Lie est £(&).
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Comme, par définition, IN = & < G, nous considérerons jox(y) comme un
isomorphisme N, (&) — G [resp. im(y) : G — IM,(&E)]. De méme, je(y) peut
étre considéré comme un isomorphisme £,(&) — G[resp. ipo(y) : G- £2(8)].
Soit Zn (y) I'isomorphisme de G sur I'algébre de Lie O1,(&) de M, (&) associé
a;n(y). Sil'on pose

k() =t (y)ofen(y)s:

on obtient un isomorphisme

k(y): £5(&)->M,.(8).

On vérifie immédiatement que k() ne dépend que de la projection @ de y
sur &, et non du choix de y dans &,. Cela permet d’énoncer :

PropositioN I1.4. 1. — Il existe un isomorphisme canonique

k: £°(8)—>0m(&)

‘de £2°(&) sur Uespace fibré IN(&) des algébres de Lie des fibres de NL(&), isomor-
phisme défini par I’ égalité
k=tm(y)oje(y)  (y€8).

Remarque. — Ce résultat est évidemment plus général et il reste valable pour
des espaces fibrés 2(&) et 2°(&) obtenus en modelant sur &(&, &) les pro-
duits €= ><T de & par un groupe de Lie I' sur lequel G opére comme
groupe d’automorphismes, et 2° =T >< &L del'algébre de Lie deI'sur laquelle G
opére par les automorphismes associés, par & également.

On vérifie de plus qu'on a

Adj(m) k(1) =k (Adj(m)l)  [l€£2(&) et meIM(&)],
formule ou Adj(m) désigne, au premier membre, les transformations de 1L (&)
sur son algébre de Lie et, au second, 'opération de I1L(&) sur £°(&) résultant
du modelage.

Par ailleurs, puisque G est simplement transitif sur &,, il existe une forme j3,
définie en tont point y€&[p(y) =] sur I'espace vectoriel V, des vecteurs
tangents & &, au point y, et identifiant V, et G :

By : Vy;* G.

De méme, tout élément X € M, (&) détermine un champ de vecteurs verti-
caux tangents a &, : soit X, ce champ de vecteurs.

Proposition I1.4.2. — On a

B(Xy) = /e (y) (A71(X)).
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(Cette proposition résulte immédiatement de la formule
m.y =y jm(y)ym [meMm(é)]
qui entraine I'identité de jo(y)X et de B(X, ). Or, par définition de , on a

Jeo () (K1(X) = J o (1) X,
d’ou la formule indiquée.
Cette formule entraine 3(X, ) =Adj(s~*)B(X,) et, par suite :

Prorosirion I1.4.3. — Le champ X, est invariant par les translations a droite
de G sur &. '

5. HomomorpHisMES. — Soient &(&, &) et &' (L, G') deux espaces fibrés prin-
cipaux différentiables de base commune & et de groupes G et G’ respecti-
vement. Nous supposons qu’il existe un couple d’homomorphismes compatibles

9: GG

L e HOs)=0(y).9(s), s€G, yes).

Il s’agit, dans ce paragraphe, d’examiner de quelle facon se traduit I’existence
d’un tel couple sur les espaces structuraux gauches et sur les espaces de Lie
de &(Z, G) et &'(T, G'). |

A o est associé 'homomorphisme ¢ : G — G’ de I'algébre de Lie de G dans

I’algébre de Lie de G' (°). A son tour, ¢ détermine un homomorphisme

9p: L—>L

de I'espace des formes différentielles sur & a valeurs dans G dans I’espace des
formes différentielles 4 valeurs dans G’. 9. est compatible avec ¢, en ce sens
qu'on a (voir §1.4) :

9e(Adj(5)X) = Adj(9(5)) 9,(X)  (s€G et Xe ).

De méme, @ox déduit de ¢ est compatible avec ¢ lorsque G opére sur I par
I'intermédiaire des automorphismes intérieurs. Il en résulte (prop.1.5.2) qu’il
existe deux homomorphismes ‘

| (e s M(E)>M(E) et gLy £(&) (&)
de I'espace structural gauche de & (&L, G) dans celui de &'(&, G'), d'une part,
de I'espace de Lie de & dans U'espace de Lie de &, d’autre part. On dira que ces
homomorphismes sont associés au couple (¢, £). Ils peuvent étre définis par les
relations

P (s (in (2)8) = bon (R())) 9(s)  (s€Getyed)
9 (e) (Ter (1) X) = i (R (1)) 9(X) (XeG).

(®) Nous conservons la nolation do pour la différentielle de ¢ qui interviendra de facon distincte
de ¢ & 'occasion de la définilion des connexions.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 36
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Cette derniére égalité montre que, en conservant les notations 0 et 6’ pour
représenter les formes différentielles sur & et & correspondant & deux sections 0
et 0" de £(&) et £2/(&') respectivement, telles que 0'= 9% <0, on a

elh (;\‘)o (dh)}:<£>° e)' ()/eé’),

ou 6, et 0, sont des formes linéaires sur des puissances extérieures des
espaces vectoriels tangents & & et 4 & aux points £(y) et y, a valeurs dans G’
et G, et ou (dh),, différentielle de %, applique les vecteurs tangents a4 & au
point y dans les vecteurs tangents & & au point 2(y). Enfin, o5y et ¢k s sont
également associés entre eux, en ce sens que, au-dessus de tout point x de &,
on a

‘P%z(i)”f: ko @%0(@)-

Application. — En revenant au paragraphe I1.3, on voit qu’au couple (R/, /),
sont associés deux homomorphismes

Borg s M(E)>Mu(R)=Meg(6) et Ry i £(6) > £u(R)=320(€)

qui sont indépendants du choix de f car, une fois qu'on a identifié I, (R)
et Mew(&), d'une part, £,,(R) et W (&), d’autre part, ils résultent simplement
des homomorphismes R : G->T(2,) et R : G—T'(3,) par modelage sur &(X, G)
(Iexistence de Row(s) a déja été signalée au paragraphe II.1).

Dans le cas ou W, =G et ou R est la représentation adjointe, I'homomor-
phisme ¢/ sera noté af : & - R(£°(8)) et 'on dira que ¢’est ' homomorphisme
adjoint de &(&, G) associé a f. Il est compatible avec I'homomorphisme
adjoint @/ : G — Gl(n, R) exprimé par rapport a la base fde G. Les homomor-
phismes Ry (o) et Res), indépendants de f mais associés & (a/, at) comme nous
venons de le voir, seront alors notés :

Ay gy s M(E) —>IM(8E) et e F(E)—>L£(8)

et ils s’appelleront les M (&)- et £2(&)-homomorphismes adjoints. Bien
entendu, koay s (m)o k™ n’est autre que Adj(m)[meM(&)].

Un autre exemple d’homomorphismes, d’ailleurs lié au précédent, est cons-
titué¢ par le couple d’homomorphismes canoniques

Ye: 6—>6,=¢6/H et v: G—Gy=G/H,

ou H est le centre de G. Si nous supposons le groupe G connexe, l'algébre de
Lie H de H est le centre de G et les espaces obtenus en modelant & >< H
et £><H sur &(&, G) lorsque G opére sur H et H par 'intermédiaire des
automorphismes intérieurs et de la représentation adjointe (et, par suite, trivia-
lement dans les deux cas), sont les centres IU(&) et K(&) de M (&) et £(8)
respectivement. Au couple (v, ys) sont associés, conformément & ce qui pré-
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céde, deux homomorphismes

Yon(g) @ IMN(E) > My (&y) et Yew : F(8)—>Ly(Ey),

ou M. (&,) et £.(&,) désignent respectivement 'espace structural gauche et
lespace de Lie de 6.(&, G,). Comme les noyaux de vy, et Y. sont, de
toute évidence, 9L(&) et K (&), on peut identifier M. (&) [resp. £,(8,)]
AM(E)[I(8&) [resp. £(&)/HK(&)]. Mais le noyau de la représentation adjointe
de G est H, il en résulte que toute base fde G détermine un isomorphisme

as, i Sy R(£(E))

de &/H dans I'espace des repéres de £°(&). D’autre part, les noyaux de a,y
et a, s sont respectivement 9(&) et K(&). 1l en résulte que ayy g et ag g
aussi, passent au quotient et déterminent des isomorphismes dans

ainie) s My(Ey) = IM(E)/IL(6) > (E) et absy: L£y(Ey)=L(8)/H(E) > L£(6).

Les notations précédentes, éventuellement agrémentées d’indices, seront
conservées par la suite. D’une facon générale, la lettre y sera toujours associce
a des quotients d’espaces fibrés par le centre du groupe structural.

CHAPITRE III.

CONNEXIONS. DIFFERENTIATIONS COVARIANTES.

IntropUCTION. — On peut construire le faisceau des connexions d’un espace
fibré principal différentiable a groupe structural &(&, G) en définissant d’abord
la notion de connexion et en formant ensuite un préfaisceau de connexions
locales. Ce n’est pas ce procédé que nous utilisons et la définition que nous
donnons ici s'inscrit dans le cadre général du « modelage ». On définit un fais-
ceau C de base , dit des préconnexions de type G, et des opérations de M (fais-
ceau des sections différentiables de I = G >< &) sur C. Le faisceau C(E) des
connexions de &(&, G) s’obtient alors en modelant C sur E (sections différen-
tiables de &). Il en résulte immédiatement que M(E) opére sur C(E). En outre,
il existe un homomorphisme de faisceaux

Q: C—»12
(ou L* désigne comme au chapitre précédent le faisceau des 2-formes diffé-

rentielles sur & a valeurs dans G) qui, vérifiant les conditions de compatibilité
de la proposition I.5.2, donne naissance a I'’homomorphisme

Q,: C(E)->L:E).
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(est cet homomorphisme Q. qui définit la courbure d’une connexion.

La notion de faisceau D\, (E) des W(E)-différentiations covariantes est direc-
tement rattachée au faisceau Cy(E) des connexions linéaires sur lespace
fibré R(W*(&)) des repéres de W (&). Dy (E) et C(E) sont isomorphes et
on les construit par modelage, soit sur le faisceau des sections différentiables
de R(W°(&)). Ce sont des relations de compatibilité du type de celles des
propositions 1.5 qui montrent que Dy (E) opére sur W(E), de méme que D,,
opére sur W. Il s’agit ensuite de montrer qu’il existe une W(E)-différentiation
covariante associée a toute connexion de &(&, G). Cela résulte du fait que, de
méme qu’il existait des homomorphismes Ry ). Re(s) (voir chapitre précédent),
de méme, il existe un homomorphisme

RC(E) i G(E)—Cw(E)

qui, a toute connexion sur & associe une connexion sur R (WW°(&) et, par suite,
une W (E)-différentiation covariante. L’existence d’'un homomorphisme adjoint
acyy : C(E) — CG(E) est une application immeédiate de ce résultat. C’est au para-
graphe 3 que ces homomorphismes sont introduits. On les présente comme des
cas particuliers de la proposition générale qui montre qu’a tout couple d’homo-
morphismes compatibles (o, /) liant deux espaces fibrés principaux &(&, G)
et & (&, G'), est associé un homomorphisme o des faisceaux de connexions
correspondants.

La fin du chapitre est consacrée a I'induction, par une application différen-
tiable, des différents espaces et faisceaux associés a un espace fibré principal
différentiable.

Indiquons pour terminer, que les formules classiques de Géométrie différen-
tielle locale ne sont pas démontrées, elles sont simplement transcrites dans le
langage utilisé ici. Pour leur démonstration, nous renvoyons par exemple a
Lichnerowicz [ 1].

1. L’apprication X Er LEs opiraTioNs DE M sur C. — Nous noterons ¢ la forme
fondamentale invariante i gauche sur G, c’est-a-dire la forme différentielle
linéaire sur G, a valeurs dans l'algébre de Lie G de G, qui, a tout vecteur ¢
tangent 4 G en 'un de ses points, fait correspondre le champ invariant 4 gauche
auquel il appartient. La projection naturelle 7l = G >< & — G induit, a partir
de &, une forme différentielle linéaire X°, a valeurs dans G, sur 1.

Soit 7z une section locale du faisceau M sur un voisinage ouvert U de 2, € .
Conformément a la notation introduite au paragraphe I.10, /. est une section
différentiable de O, correspondant a m. Nous définirons alors X () comme la
forme différentielle sur U induite a partir de X° par 'application m : U — It
ou, en d’autres termes, comme la restriction de X° a 7. On passe immédia-
tement de cette définition a celle d’un homomorphisme de faisceaux

X: M1t
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tel que X(m)==Xom soit la section de L* (faisceau des 1-formes différentielles
sur & a valeurs dans G) correspondant a la forme différentielle X (m) (7).

On vérifie alors la formule

(UI.1.71) X(m.m')y=X(m') + Adj(m'—") X (m) (m, m'eM,).

Remarques. — 1° En considérant 7 comme une application différentiable
m : UG, on définit directement la forme X () par I'égalité

[X (m )]x O (@) © [ dmjw

2* En notant N° le faisceau des sections différentiables du produit 9t° du
centre H de la composante connexe G° de G, par &, on voit facilement que X
applique N° dans le centre K* de L*. Mais il ne s’agit pas d’'un homomorphisme
surjectif : en effet, en anticipant sur ce qui suit, on voit [formule (II.2.2)] que
s1 6 est un élément de K* tel que X(m)="0(meM), ona dd = o ou d désigne
la différentielle ordinaire sur K*.

Derinition HI.1.1. — On appellera faisceau des préconnexions de type G
sur &, et l'on notera G le faisceau sous-jacent a L' (c’est-a-dire L* débarrassé de
ses structures algébriques) muni :

1° de U'vdentification naturelle A : C — L*;
2° des opérations a gauche de M définies par

(II.1.2) .C(m)w:A—l(X(m“l)—i—Adj(m)A(co)) (meM, we Q).
Pour que cette définition ait un sens, il faut vérifier que

C(mm'yo =C(m) (C(m')w) (m, m'eM, et we Cy).

Or,
C(mm'yw = A= (X((mm')~t) + Adj(mm') A(w))
= A (X(m'tm ) + Adj(mm') A (w))
= A (X (m ) + Adj(m) X (m') —|—Adj(m) Adj(m)A(w))
=C(m)C(m)w).
On a alors

Provosirion III.1.1. — L* opére sur C de fagcon simplement transitive par

(0, 0) >0 +0=A"(A(w)+0) (0€Cy leL,)

etl'on a
C(m)(o+0)=C(m)w -+ Adj(m)0 (meM,).

(") La forme X(m) n’est autre que la forme habituellement nolée i~ dm (i élant considérée
alors comme une fonction différentiable de U dans G).
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En effet,
C(m) (w+0) = A= (X (m—1) + Adj(m) (A(w) + 0))
=AM A(C(m)w)+ Adj(m)0)
=CG(m)w + Adj(m)0.

Nous considérons maintenant un espace fibré principal différentiable &(&, G)
de base & et de groupe structural G.

Dermvirion III.1.2. — On appellera faisceau des connexions de &(, &), le
Jaisceau C(E) obtenu en modelant sur le faisceau E (des sections différentiables
de &), le faisceau C des préconnexions de type G sur &, M opérant sur C par C(m).

On a alors les deux propositions suivantes qui découlent des résultats géné-
raux du paragraphe I.5 et de ce qui précéde :

Proposrrion I11.1.2. — M(E) opére a gauche sur C(E) (par m, o) — C(m)w,
etl’ona

Je(z) (C(m)w) =C(yn(z)m) (je(s)o») |weC(E), meM(E), s€ekE].

Proposition 1. 1.3. — L*(E) opére sur C(E) de fagcon simplement transitive
par (0, 0) + w4 0[weC,(E), €L, (E)], etl'ona

Je(3) (0 +0)=jc(s)o +/ju(2)0  (s€k.).

Exemple. — Soit C,, le faisceau des préconnexions de type Gl(m, R) sur &.
On a explicitement pour p.= (p/,)[p€M,] :

X(p):<2ﬁ1f/(lyfll> (i, h=1, ..., m)
j=1

el

(11.1.3) A(C(p)w):< Z (7' dp’l/+ﬁ1i,Lw'lk(J.k,)> (weCp).

k=1

avec A(w)=(w')), les w'; étant des germes de formes -différentielles linéaires
ordinaires sur & et (w;), une matrice carrée (i, j=1, ..., m). Le faisceau des
connexions linéaires d’un espace fibré différentiable a fibre vectorielle dont
'espace des repéres est R estle faisceau C,,(R) (R = faisceaun des sections diffé-
rentiables de R).

Dervition 111.1.3. — Une connexion sur &(&L, G) est une section globale

de C(E).

L’existence d'une telle connexion résulte du fait que L*(E), qui est le fais-
ceau des sections différentiables d’un espace fibré a fibre vectorielle £1(8),
opére sur C(E) de facon simplement transitive (raisonnement classique).

La notion de connexion telle qu’elle résulte de la définition ci-dessus, se
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rattache directement a la notion habituelle de forme de connexion. En effet,
étant donnée une section w : U— C(E) du faisceau des connexions de &, il
existe une forme différentielle linéaire f(w), prenant ses valeurs dans G,
définie sur &, ettelle que, quelle que soit la section y : U — &; de &y, la restric-
tion de f(w) a y [c’est-a-dire la forme différentielle sur U induite par 'appli-
cation différentiable y a partir de f(w)], s'identifie 4 'image de w par I'isomor-
phismejCQ/).

Plus précisément, lisomorphisme A transforme la section jo(y)o de C
| définie en toute rigueur par [ju(y)o|(®)=jc(y(®))w(z), x€U] en une
section de L* qui peut étre considérée comme une forme différentielle linéaire w,,
sur U, & valeurs dans G. C’est 4 cette forme qu’est égale la restriction a y de f(w).

Encore faut-il montrer l'existence de cette derniere. Il suffit pour cela de
noter w? laforme induite sur N;= U >< G par por, a partirde w, et 4, : &, —U><G,
I’homéomorphisme défini par I'égalité

by (y (2).8) = (2, 5) (xeU, seG).

En revenant a la définition de C(m) et en utilisant la proposition I11.1.2, on
vérifie alors que, siy et y’ désignent deux sections distinctes de &, les formes
induites sur &; par 4, et ¢,., a partir de X° - % et X° 4 w#, respectivement,
coincident. On définit donc ainsi, indépendamment de la section y choisie, une
forme f(w) qui posséde les propriétés signalées.

Nous ne conserverons pas la notation f(w) et ce sera généralement la méme
lettre qui représentera la forme de connexion et la section de C(E) qu’elle
représente. Nous nous contenterons de préciser éventuellement ce que signifie
exactement le symbole utilisé. Par contre, le champ invariant par les transla-
tions a droite de G sur &, transversal aux fibres et défini par w =o0 o w est une
forme de connexion, sera appelé champ de connexion et noté c(w), tandis qu’on
désignera par o, le projecteur ¢,=(~*ow, ou [ est la forme identifiant les
vecteurs verticaux aux éléments de G (voir §11.4).

2. Drrrirentiation. — Le but de ce paragraphe est de donner les formules qui
conduisent aux notions de courbure et de différentiation covariante. Le méme
symbole d notera la différentiation ordinaire dans les faisceaux F (formes ordi-
naires) L (formes a valeurs dans G) et W (formes a valeurs dans un espace
vectoriel 2, de dimension 7). On a alors
(dap\O)=da \b+(—1)ya\d)  (a€F}, 0 W, ouLy),

(200 a0, o) = [y, 0]+ (—up[0,d0]  (DeLy, Vely).
Par ailleurs, la différentiation est liée & X(m) et C(m) par les formules

(111.2.2) dX(m)—i—é[X(m),X(m)]:o (meM),
(T1.2.3) A (m ) (d(Adj (m)0)) =db + [ X(m), 0] (beL).
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D’ou 'on déduit

(I1.2.4) dA(C(m)w)+ ; [A(C (m) w), A (C (m) ) |=Adj (m) dA () + é[A(m), A@)] (weC),

formule qui montre qu’en définissant un homomorphisme de faisceaux
Q: C—»1L
par
S‘Z(m):a’r\(w)ﬂ—%['A(m),A(m)J (weC),
on a la relation de compatibilité
QIC(m)w) =Adj(m)Q(») (weC, meM).

Il en résulte que 'homomorphisme Q de C dans L* détermine par modelage

(voir prop. 1.5.2) un homomorphisme de faisceaux
Qy: C(E)—L*E).

StweC(E), Q.(w) estla courbure de w. Comme, en général, il n'y a pas de
confusion possible, nous supprimerons l'indice E et la courbure d’une connexion
(ou d’un germe de connexion) w.sur &(L, G) sera simplement noté Q(w).

En revenant maintenant aux notations du paragraphe 1I.1, en notant pnX
et Z.X les transformés de X &€ 2, par p.€l'(,) et Z€I'(W,), et en étendant
ces notations aux opérations correspondantes de M., et 2 sur W, on a

(111.2.5) w(d(p0)) =dd +X().0  (peM, eW),
formule dont la transcription pour une base f= (/) (i=1, ..., m) de 9, par

rapport a laquelle .= (p/;) et § :ZG’/,-, est

n m

(111.2.6) A0 fi= D (b B dpdi ) 96
ij k=1 iiyk=1
3. DiFreRENTIATION COVARIANTE. — Soit Cy le faisceau des préconnexions de
type I'(W,) sur L. A wely ,, on associe 'opérateur A : W, — W, défini par
(III.3.1) A =db +A(w).0 (0eW,).

Si A’ est associé 4 o' €Cyy,, et si w2 w’, on a manifestement A £ A’. L'en-
semble des opérateurs A correspondant a tous les éléments de C,, constitue donc
un faisceau Dy isomorphe a C,, et appelé faisceau des W-différentiations cova-
riantes. On notera By, : Cyy — Dy, I'isomorphisme canonique résultant de la défi-
nition de Dy. Le faisceau M opére sur Dy par des opérations notées D() et
définies par
(I11.3.2) | D(p)A=polop’  (peMy),
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D () et C() sont liées par la formule de compatibilité
(1II.3.3) D(p)Bw(®) =Bw(C(p)w)  (v€Cw)

qui résulte de (II1.2.5).

Comme on peut faire opérer M sur Dy et Cy, grace a 'homomorphisme
Ry : M — Mqy, déduit de R : G —I'(%,), on peut construire par modelage sur E,
les faisceaux Dy, (E) et Cy (E), isomorphes par

BW(E) : Cw(E)—}Dw(E),

comme le montre la formule de compatibilité (III.3.3). Dy (E) est le faisceau
des W (E)-différentiations covariantes et nous verrons dans un instant que C,,(E)
est isomorphe au faisceau des connexions linéaires de W(E).

D’autre part, la formule (III.3.2) qui s’écrit également
(D (p)A) () = p1(40)
montre que A€Dy, . (E) opére sur W,(E), avec la formule habituelle

Jw(3)A0=(/ny(5)A) (Uw(5)0)  [s€Es, A€Dw »(E), 0 €W, (E)]

et aussi que My, (E) opére sur D\, (E), opération notée D(.), bien entendu.
Les formules fondamentales suivantes relient la différentiation covariante a la

multiplication extérieure par les formes de la base, d’'une part, a la courbure,

d’autre part _

(111.3.4) Aa AD=da A O+ (—1)Pa A AD [aeFz, 0e WL (E)],

(111.3.5) A0=Q(®).0 [@€Cw(E)et A=Byy(d)].

Leur vérification est classique. Remarquons qu’en toute rigueur (IIL.3.5)
n’a de sens qu’en fonction de la proposition III.3.1 ci-dessous, puisque nous
n’avons défini la courbure que dans le cas d’un germe de connexion et que nous
‘n’avons pas encore montré que Cy(E), dont fait partie w, est le falsceau des
connexions de R(W"(&)).

Pour vérifier cela, on définit un isomorphisme

.I(/‘w(P) : CW,r(E) —>Cm,:c

pour tout o €R [ faisceau des sections différentiables de R (W°(&))], par

p=(p), Jew(P)B=(a), Bwm(@) =4 e Ap=Dwip,
Les formules (III.1.3) et (III. 3. 4) montrent que

Jew(p-p) =C(p o jiy(p) (PR, peMy),
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 37
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ce qui entraine la proposition :
Propostrion I1.3. 1. — L’isomorphisme
ey =i, (p) o Jiw(P) (peR),

ne dépendant que de la projection de o sur &, identifie C\,(E) et C,,(R) qui seront
donc appelés l'un et I’autre, faisceau des connexions linéaires de 2 (&).

4. HomomorpmisMes. — Soit (¢ : G~ G', h: & — &) un couple d’homomor-
phismes compatibles. A ¢ sont associés ¢ : G — G’ ainsi que @,n, Oy, 0y, .
Nous allons voir qu’on a

oo (X(m))=X(gn(m))  (meM).

En effet, notons do la différentielle de ¢, et soit 7 une section de M sur U.
En considérant 72 comme une fonction différentiable de U dans G :

[X(m)]r: 6m(m) o [ di)—l']l
et
X (om(m))w= (i) © | d(¢ 0 1) | = Oy(i(a)) © [ A9 (e © [ A

La formule annoncée résulte alors de
@ody= 6@(.)') o[do], (yeG)
qui sert a définir o.

Il en résulte qu'en notant C (resp. C') le faisceau des préconnexions de
type G (resp. G') sur &, il existe un homomorphisme

9c: CG—>C
défini par
(PC: A—to CPL’ oA

pour lequel on a la relation de compatibilité
9c(G(m)w) =Clou(m))gc(w)  (0€C).
En vertu des propositions du paragraphe 1.5, il existe donc un homomor-
phisme
ol C(E)—C/(E)
relié a o, par la relation habituelle
9c(Je(5)w) = Jor (h(5)) 9l ().

On déduit de cette derniére formule, transposée en termes de vecteurs
~tangents, qu’étant données une connexion w sur & et ©'= ¢¢ 4, (w)[ou, si 'on
préfere, w'= ¢ 0w ], on a, en conservant les notations ® et /' pour repré-
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senter les formes de connexions correspondantes

Wy (dh)y= Qowy (reé),

ol w),, et w, sont des formes linéaires sur les espaces vectoriels tangents a &'
et & aux points A(y) et y, qui prennent leurs valeurs dans G’ et G, et ou (dh),,
diftérentielle de 2 au point y, applique les vecteurs tangents 4 & au point y dans
les vecteurs tangents a & au point A(y). Il en résulte également que le champ
de connexion c(w) est projetable par 4 et que, sur ~(&)C &', son image A(c(w))
est c(w’).

En outre, on vérifie que I'image de la courbure d’une connexion w par I'homo-
morphisme ¢ ; est la courbure de la connexion-image de  par 9{ , :

(NI A1) Q1) (@) = 01y (2(w))-

Application. — En particulier, et d'une facon tout a fait analogue a ce qu’on
a vu au paragraphe II.5, il existe un homomorphisme

P\C(E): C(E)—)C;;L(R):Cw(E)

associé a (R/, ¢/) mais indépendant du choix de f puisque, aprés identification
de C,.(R) et C(E), R¢, provient, par modelage, de R, : C — C,,. ‘

L’image de C(E) par R, est le faisceau des connexions linéaires de type R.
L’image du faisceau des connexions de type R par By, ,, est le faisceau des dyffé-
rentiations covariantes de type R. Etant donnée une connexion w sur §(&, G),
R; iy (0) =w est la connexion linéaire de type R associée et I'opérateur A = By, , (w)
est la-différentiation covariante de type R associée a w ou encore, la W(E)-diffeé-
rentiation covariante associée.

Les formules (1I1.3.5) et (1II.4. 1) montrent qu’en conservant les notations
précédentes, on a
(11L.k.2) ;9}6):}{‘1‘”’(9(“))

| A20 = Ry (2(w)).0 0eW(E)].

Cas particulier. — Soient W, et W, deux espaces vectoriels sur lesquels G
opére par I'intermédiaire de R’ et R”, et A(u, ¢) (u€W,, v€W,) une appli-
cation bilinéaire a valeurs dans 2%, telle que

(IL.%.3) AR(s)u, R(s)v) =R"(s)A(u, ¢) (seG).

Cette égalité entraine, pour les représentations R, R’ et R” de 'algébre de
Lie de G,
(ILh.4)  ARX)u, 9) +A(w, R(X)p) =R (X)A(x, ) (XeG).

‘De (II1.4.3), on déduit I'existence d’'une forme bilinéaire (antisymétrisée)
A0, 0), 0€30(8), 0'eq'(8) et A(D, )€’ ().

Si A, A, A” sont respectivement les W(E)-, W/ (E)- et W (E)-différentiations
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covariantes associées & une méme connexion » de (X, G), la formule (I11.4. 4) -
montre qu’on a

(IL.h.5) AA(0, 0') = A(AB, 0) 4+ (— 1)?A(0, A0y [0 Wr(E) et 0'e W/ (E)].
Exemple :
A0, 05=<¢A0, 0>+ (—nr<o, Avy  [eeWr(E), yeW ).

Remarquons enfin que la formule (III.3.4) est un cas particulier de (I11.4.6).

5. L’uomomorerisMe ApjoiNt C(E) — G(E). — Dans le cas ou W,=G, le
faisceau C,, sera noté C et 'homomorphisme R, devient un homomorphisme

appelé C(E)-homomorphisme adjoint [dans C,(R), R désigne naturellement le
faisceau des sections différentiables de R (£2°(&)].
Quant au faisceau Dy (E), il sera purement et simplement noté D(E) lorsque
W, =G. L’isomorphisme B correspondant
BL(E) : Q(E)—}]‘)(E)

joint & ag,,, associe une L(E)-différentiation covariante a toute cornnexion
sur &(&, G). En effet, a,, transforme d’abord o € C(E) en © = a;,(w) € G(E)
et B, associe 4 w un élément de D(E). On notera V(E) le faisceau-image
de C(E) par ces deux homomorphismes

V(E) =Bry (acw (G(E)))cD(E)

et on 'appellera faisceau des différentiations covariantes de type adjoint. I’image
par By 0a., d’une connexion w sur &(&, G) sera appelée la L(E)-différen-
tiation covariante assoctée a w (ou différentielle covariante de type adjoint
associée).

Comme M(E) opére sur D(E) par D(t), M(E) opére sur V(E) par

Vm)=D (e (m)  [meM(E)]
et la formule (III.3.2) s’éerit
V(m)A=Adj(m)oAoAdj(m—) [AeV(E)et meM(E)].
Formules fondamentales. — La formule (III.4.6) montre qu'on a,
pour yE€A(E):
(IIL5.1) A0, 0']=[A8, 0]+ (—1)7[0, AY']  [8eLr(E), 0'eL(E)]
et, si A est la L(E)-différentiation covariante associée a w, I'égalité (III.4.2)

donne
(I11.5.2) A20 =[Q(), 0].
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En outre, dans ce cas-1a :
(111.5.3) A(Q(w))=o0  (identité de Bianchi).
D’autre part, on a les relations suivantes ou @ et 0 sont les formes différen-

tielles sur & a valeurs dans G respectivement attachées 4 une connexion et a
une forme tensorielle

(I11.5.4) Q(Q):dw—i—;[w,co] et A0=d0+[w, 0].

Enfin, signalons qu'en recommencant les opérations précédentes avec
Pespace fibré principal ®R(£°(6)), on peut définir un homomorphisme
adjoint a,, .

Diagrammes. — Tout ce que nous venons de dire au sujet des homomor-
phismes adjoints peut étre résumé par les diagrammes suivants oti, ainsi que

’/‘M(z)\\ '
G===>E& *ece)
£ f .
la 138 nier la)‘:(t)
BEn R = B )
M(E)~
_== M(E)
’=¢g’—// N \\\
”==’,’/ N So
=== sl = N,
=== “ TS==ooo N SN
M:=====$E4 L(E) 2 - =3= ::;A C(E)
3y a e D(E) )2(&)
aME) ()
2
M======>R§\ l:(E) ) li (E) P Q B[_(E)
n \§§§\— Y\\) Q(E)======= =========> g(E)
\§§°§ :—\\\ L ,”)’
\§§;§M(E)/"
Fig. 4

nous l'avons déja indiqué, les traits pleins figurent des homomorphismes
lorsqu’ils sont simples, des isomorphismes lorsqu’ils sont doubles et ou les
pointillés indiquent qu'un espace opére sur un autre, de facon simplement
transitive si le trait est double. Nous donnons d’abord le diagramme relatif aux
espaces fibrés, puis celui relatif aux faisceaux. Ces diagrammes sont compatibles
en ce sens que toutes les égalités du type de celles données aux paragraphes 1.4
et I.5 sont vérifiées.

Application. — On a vu que, en supposant G connexe, @ ) et ag )
permettent de déterminer des isomorphismes dans

Dr(sy: M(E)I(E)>M(E) et apgy: £(E)K(E)—>L£(8).
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De méme, C(E)/K*'(E) est le faisceau des connexions de &, = &/H [il suffit
pour le voir de remonter a la définition et de tenir compte de la deuxiéme
remarque du paragraphe III.1, grace a laquelle on peut faire opérer M(E)/N(E)
sur G(E)/K'(E), en faisant passer C(m) au quotient] et 'on a un homomor-
phisme canonique

Yem) * C(E)écy(E‘() = CG(E)/K (E)

et un isomorphisme dans
aly: Cy(Ey) = C(E)K (E)—>C(E).

On peut remarquer que, de méme que G,= G/H opére sur G par I'intermé- -
diaire des automorphismes intérieurs, on peut faire opérer G, sur G par I'inter-
médiaire des automorphismes adjoints, puisque le noyau de la représentation
adjointe est le centre H de G. Par modelage, on obtient les espaces MM (&, ) et
£2(6,) qui sont manifestement isomorphes a (&) et £(&). On ne peut pas
procéder de la méme facon pour C. Cependant, toute connexion o’ sur &(T, &)
détermine — conformément a la théorie générale des W(E)-différentiations
covariantes — une L(E,)-différentiation covariante qui n’est autre que celle
correspondant a la connexion linéaire a., (w'). De sorte que, s’il existe une
connexion w sur & telle que w'=1y,4(w), les L(E)- et L(E,)-opérateurs de
différentiations covariantes associés respectivement a o et «’, coincident. Or :

Prorosirion 111.5. 1. — Etant donnée une connexion «' sur &, il existe toujours
une connexion o sur &(, G) telle que ' =y ().

En effet, K!(E) opére de facon simplement transitive sur v, (®’), et K*(E)
est le faisceau des sections différentiables d’un espace fibré a fibre vectorielle :
on retombe sur un raisonnement du méme type que celui démontrant I'existence
d’une connexion globale sur tout espace fibré principal différentiable & groupe
structural (*).

6. HomomoreuismEs (sutte et fin). — Il s’agit, dans ce paragraphe, d’examiner
d’abord comment se comporte le faisceau des L(E)-différentiations covariantes
adjointes par rapport aux homomorphismes associés 4 un couple d’homo-
morphismes compatibles (¢, &), puis de résumer par un diagramme I’effet d’un
tel couple sur les espaces associés aux espaces fibrés principaux considérés.

Nous nous donnons donc comme d’habitude, deux espaces fibrés &(&, G) et
&'(&, G') liés par (@, k). Soit A le germe de L(E)-différentiation covariante
associée & w€C(E) et soit A’ le germe de L'(E’) — différentiation covariante
associée & p¢ (o) (7).

(®) On a un résullat idenlique en substituant a (v, ys) un couple (¢, 4) quelconque.
"(?) On peut vérifier qu’en posant A'= cy%m)(A), on définit un homomorphisme.
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Prorposrrion 1I1.6. 1. — Dans les conditions ci-dessus, on a
Ao ol = gm0 A

Cette égalité résulte de la méme relation, vérifice pour les faisceaux C, V et
L. Or, si A et A’ sont associés respectivement & et (), [w€C], on a, par
définition

A9 =db+[A(w), 0] (BeL)
et
Aou(0) =dgr(0) +[A(gc(w), 9u(8))].

Or, 3c(w)=A"(9,(A(w))) et dop, = ¢, od, ainsi qu'on le vérifie immé-
diatement en choisissant une base de G, une base de G’ et en exprimant o, par
une matrice a coefficients constants. Les trois derniéres formules démontrent
la proposition. Cette démonstration ne différe pas essentiellement de celle qui
permet de vérifier la formule (II.4. 1).

Diagrammes. — En résumé, I'effet d’un couple d’homomorphismes compa-
tibles (¢, /) peut étre représenté par les diagrammes compatibles suivants :

AM=6xE ¢.M.(5)\
/ SS=< 2% ~~
¥ SI=s P N
e > € L ) b ¢
h
%l u h *ncer l%w)
1 ’ ’ ’
9‘\ —=5='==7€ S //12 €
6'x & TS avcen
= M(E)
20N =
TN =ZF vOSS
/’/// NN _=2Z7 N
Ve N gﬁgz’/’ B \_ SN
Ve // \‘ \\i P DI;E) .---{=====$\C(E)
C\’{ _»L LB <« s o
v-T R R V()
h h ‘ l‘ h
(Pc l ‘PM (PL h (PL(E) (PM(E) e (PC(E)
Vi~-~L. === VIED
CI/ F\\ \\i L~' Er L'(E' < 4/4_—':\ CI(EI)
R\ A SO S T B .
ANEAN S ///,7 \\\\\§t\\\\ v s ////
A \J ///7// \QQ\Q\\\ -
h e SSMEN

Fig. 5.

La compatibilité de la partie gauche de ce diagramme entraine évidemment
la compatibilité de la partie droite et les deux cotés sont reliés par des formules
du type de celles de la proposition [.5.2 :

(T11.6.1) §Jas (R())) 0 Quie = uoju(y)  (¥€e)
.6. ((ezéetZ:Jn,ﬁ’[resp.E:EetZ:L, M, G, V]).

7. ESPACES FIBRES ET FAISCEAUX INDUITS. — Soit [ : &' &, une application
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différentiable d’une variété différentiable X’ dans &. Conformément a ce qui a
été dit au paragraphe I.10, il existe dans (ou entre) les espaces fibrés et les
faisceaux induits :
J7HE), STION(E)), [fTH(R(8)), S[T(E),
STHM(E)),  [fH(L(E)), [T(CG(E)), f~(V(E)),

les mémes structures algébriques que celles existant dans (ou entre) les
espaces et faisceaux &, M (&), £(&), E, M(E), L(E), C(E) et V(E), y compris
les applications « point ». Ces structures sont liées les unes aux autres par les
homomorphismes induits f*. Mais, si f~*(IM(&)) est 'espace structural
gauche de f~'(&), si f~*(£2°(&)) est I'espace de Lie de degré o de f~*(&), par
contre, f~(£(8&)) n’est pas, en général, I'espace de Lie de f/~*(&), pas plus
que /~*(E) n’est le faisceau des sections différentiables de /= (&). Cependant,
de méme qu’il existe un homomorphisme de f~'(E) sur le faisceau E’ des
sections différentiables de & = f~*(&), de méme, il existe des homomor-
phismes, notés £, de f~1(M(&)), f~(£(&)), f~(M(E)), etc. sur les espaces
ou faisceaux correspondants intrinséquement associés a & (&', G), c’est-a-dire
m (&), £(&), M(E"), etc. Ces homomorphismes sont des homomorphismes
de toutes les structures algébriques existant sur ces espaces, y compris les
applications « point ». Explicitons cela pour L(E) et C(E). Compte tenu de la
proposition 1.5.1, il suffira d’établir 'existence de ces homomorphismes pour
L et C.

‘Remarquons tout d’abord que la différentielle (df), : & —®},, (*°) se
traduit par un homomorphisme

(dfy*: ®°—f1(%)

défini par I’égalité
(II1.7. 1) (fgoo(df)#)wz(df)x,

ou f%, est, conformément a nos notations, 'homomorphisme induit

o ()%
Nous poserons alors
(II1.7.2) fe(8)=00(df)¥ (0er).

En passant aux faisceaux, I'égalité
T~
fu(0)=7.(0) [bef~(L)],

permet de définir 'homomorphisme

A (L)L

(19) ®'0 désigne ’espace des vecteurs tangents a &', de méme £’ est I'espace des formes diffé-
rentiables sur & a valeurs dans G, M= G < &, ete.
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De méme, en posant /. = identité, on définit f, : f~* (M) — M’ par I'égalité

TN

Fulm) = for (i) [mef= (M),
et I'on a les relations de compatibilité

FeoAdj(m) =Adj(for(m))of,  [mef(m)=01"]
froAdj(m)=Adj(Ju(m)) o [mef-(M)].

Ces derniéres relations montrent que la proposition I.5.1 est applicable et
qu’il existe, par suite, un homomorphisme

Fow s S (L(E))—>LI(E)

lie aﬁ par les relations habituelles.
Montrons maintenant qu’on a

(11.7.3) Xofu=froX.

En effet, soitme f~* (M) [avec p(m) ==z et f(x)=y]. Apartirde X : M — L
est induite une application X: /~*(M) — f~*(L*) et, pour définir X(m), nous
choisirons une section locale m de M passant par f5(m). On a alors

SEX(m) =X(fh(m)) =X(m(y)),

tandis que fy(m) =/ (z) avec m' = mo f. Comme f}(X(m))=X(m)o(df)?,
il s’agit en définitive, de vérifier

(X(m) o df)e = (X(1))a,
soit
(dodmodf)y= (00 (d(Mof)))e,
ce qui est évident.
En revenant a la définition de C(m), la formule (III.7.3) montre alors qu’en
définissant
for (GO0
. par
A °fc :fL oA,

fe est compatible avec fy lorsque £~*(M) opére sur f~*(C) par C(m) et que M’
opére sur C’ par C(m) également. On en déduit Iexistence de f; ), lié a f; par
les relations habituelles.

Diagrammes. — En procédant ainsi pour tous les espaces envisagés, on
Arn. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 38
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vérifie qu'on a les diagrammes compatibles suivants ou la compatibilité de la

partie gauche entraine celle de la partie droite :
1£( ———————— _M::::::#E =.=.—.-====.—.,M(2) ------- )f(t)
A t -3 5 * f#
I fex : Mo %
N6 QRS Y| PR ¢ S P— [0 2B 189
lfg ﬂfﬂl uff u{:ﬁl(ﬁ) f.2(8)
£ <=—== N=fT (W====pE'=f T @) <====M'(§') —===~ > £1(EN
Fig. 6.
M ME)
AN, “
/’, \\\\\\\\\\ ,,’//’ // \ \: \
77 NN s \
iy RN <7/ v N
s/ \ \\\ ,’/ / \
s \ N P / \\ \
<7 \ s .7 / v o
S F \ ‘\\ yd / 1 ~ \
- ,L)‘L\* \ E ) _LECLE N
» /// } \\\\\ ‘ A 4 ‘a”’ ‘\\ N\
Vi ¥ T—==y cey— ¢ } > V(E)
A A
# # # # # # # #
2 T Fﬁ f¢ fE e fae  |fle |fe
-1 -1
,, f ,F(MEED
) //// \\\\\\\ //,,’/ I \:\\
7 VN i VN
v (N A N
Vs v N 47 / N
/ \ RN 7 \ \
/[ \ N Iz / \ \
7/ / \ N 74 / \ N
// / \ \\\\ ,,’/ ’l \* AN
| -1 ; \ N £ / -1 -1 N
1 ”r(LwL\ \ e v FULCED CFOLGED
£V O — I FICENE=gE—— Q@ SNFV(EY
9 f fu fe fe fC(E) fwe e |foe
y
M’ M’(E”)
’ N \
,//// \\\\\\\\ /////// \\ \\
R AN ,/// / N
R4 AN Y P v
L7/ \ BN 1 / \ N
S/ \ N pa / VN
A ¥ \ \\§‘ £ / N \
Sy s \ E' / LEY CLCED
Y 7 s& \ 4 y -« _ Y
\ e => C'(EN Q > V/(EN
Fig. 7.

Soit alors V un ouvert de &’ tel que f(V)c U (ouvert dans ) et soit a: U7
=&, M, £, M(&),

une section locale différentiable (resp. continue) de Z(Z
£(8) [resp. Z=E, L, M, C, V, L(E), M(E), C(E), V(E)]). A partir de o,
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J induit d’abord sur V une section locale ¢* complétement définie par 1'éga-
lité (**)
fi(F @) =e(f(2)) (ze).
On obtient ensuite une section ¢’ de Z’ en posant
o fzoa#.

De sorte qu’en définitive, cette derniére section est complétement déterminée

par I'égalité
~ (1
(@) =L(fie(@))  (vex).

En appliquant cette construction au cas U= &, on voit que toute forme de

Lie sur &(&, G) induit une forme de Lie sur f~'(&(&, G)), que toute

connexion sur &(&, G) induit une connexion sur f~'(&(X, G)), que toute
différentiation covariante induit une différentiation covariante, etc.

8. Appuication. — Ce paragraphe est consacré, en vue d’applications au

" chapitre VI, a un cas ou induction et homomorphisme se combinent. Consi-

dérons deux espaces fibrés principaux différentiables &(&, G) et &'(L, (')
de méme base et supposons qu’il existe un homomorphisme d’espaces fibrés
diftérentiables a fibres-groupes de Lie :

Pon(s) M(&)—IM' (&)

des espéces structuraux gauches de &(&, G) et &'(L, G') auquel est associé
I’homomorphisme ’
' Pes): F(E)—>L£(8)

de leurs espaces de Lie, puisque (&) et £.)(&') s’identifient aux algébres de
Lie de I,(&) et MM, (&'). Nous ne supposons pas que ces homomorphismes
proviennent d'un couple (9, £), mais nous nous donnons deux connexions
et o’ sur & et & respectivement, lices 4 ¢, par les relations suivantes ou A
est la L(E)-différentiation covariante associée a w et ou A’ est la L’'(E')-différen-
tiation covariante associée a ' : ‘

Ao grim = pru o 4,
II.8.1
( ) { L(0") = g (2(o))-
Nous considérons alors une application différentiable
[ T

d’une variété différentiable & dans &. Il s’agit de montrer qu’on se trouve,

(11) Poir la fin du paragraphe 1.7.
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sur &, dans la méme situation que celle qui existe sur . Notons @ la connexion
induite sur f~'(&) a partir de w, o’ la connexion induite sur f~*(&')a partir
de w’. L’espace de Lie (resp. structural gauche) de &= f~'(&) étant noté
£2(&) [resp. M(&)], celui .de & = f~*(&') sera designé par £'(&')
[ resp. oV(&')]. Enfin, A et A’ sont les L(E)- et I/(E)-différentiations cova-
riantes associées 4 @ et o’ (c¢’est-a-dire induite a partir de A et de A”).
L’induction transforme les homomorphismes ¢, et ¢,.(s) en homomor-
phismes o= o) et 9 oy définis par les diagrammes commutatifs suivants :

x=f(xn (x € X)
MO ———> (e £,(8) —————> 2 (")
i AC®) L -1 ) o
l Mg B 1rm'(£'> 1%(5) l’og'(z')
a ) -1 - -1
( l )
[f M(f))]x, [muf i, [fee] [frecen]
; . -
l M(E) {W(E') l{f(f) : lff'(t')
My (8 _?____,It;(,(t?') g8 @ (E)
MCE) Pz
Fig. 8.

De la comparaison de ces deux diagrammes, on déduit immédiatement que
. . . . q
D5 (5) O P (g) SOnt associés. De plus, il est facile de voir qu'on a

(111.8.2) (A/OCPI(_g):(PI(E)OZ,_
' 1 Qo) = o) (L(»)).

Il suffit pour cela de se reporter aux diagrammes du type de ceux du paragraphe
précédent relatifs 4 &, £, & et 4 &, f, &. Les parties de ces diagrammes faisant
intervenir les faisceaux des connexions, les faisceaux de Lie, 'application

« courbure » et les faisceaux des différentielles covariantes, permettent de
vérifier la formule (1II.8.2).

9. SoUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX DIFFERENTIABLES. — Soit &' (&, G') une sous-
espaces fibré principal différentiable a groupe structural de &(&, G). En
d’autres termes, & (&, G') est un espace fibré principal différentiable dont
I'espace & proprement dit est une sous-variété de & et dont le groupe struc-
tural G’ &st un sous-groupe de G muni de la topologie-réunion de la topologie
induite et de la topologie dont les seuls ouverts sont les composantes connexes
par arcs de G’ dans G. Si I'on désigne par I et I, les inclusions

Iy: &6 et Ig: GG,
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le couple (Ig, 1) est un couple d’homomorphismes compatibles. Ce sont méme
des isomorphismes dans. Les homomorphismes associés

Ly(ery: IN(8)—M(8),
Loy o £(8) —£(8),
IC’{E') : C’(E’) '_>C(E)

sont aussi des isomorphismes dans. Cela permet d’identifier :

Les)(£/(&')) al'espace de Lie de & (&, G');
L' (s) (I (&")) a l'espace structural gauche de &' (&L, G');
Lo uy(C/(E')) au faisceau des connexions de & (&, G').

Dans la suite, nous ferons toujours complétement ces identifications. Une
connexion sur &, considérée comme une section de C(E), sera dite « étendue »
a4 6(&, G). Le méme terme sera également utilisé pour les sections de I'espace
de Lie ou de I'espace structural gauche de &' (&, G').

CHAPITRE 1V.

HoroNoMIE. FAISCEAU D’INVARIANGE D’UNE GONNEXION.
TRANSPORT PARALLELE.

IntropucTion. — Dans la définition que nous donnons ci-dessous, le groupe
d’holonomie d’un espace fibré principal muni d’une connexion @ n’est pas
exactement le groupe habituellement désigné sous ce nom. Au lieu d’étre un
sous-groupe de G dépendant d’un point y de &, c’est, en un point = de la base,
un sous-groupe Z,(w) de M. (&) qui n’est fonction que de x. Le groupe
d’holonomie habituel en y € &, est alors j, (y)%.(w). A un lacet [, de la base
est donc associé un élément unique de 2, (w).

On passe ensuite a 'étude des propriétés des opérations C(m) de M(E)
sur C(E). Le résultat essentiel, et d’ailleurs immédiat, est le suivant: étant
donnée une connexion w sur &(&L,G) et une section globale de M (&) [a
laquelle correspond évidemment une section de M(E)], cette derniére, opérant
par C(m), transforme w en une connexion v’ tandis que, en opérant & gauche
sur &, elle transforme tout chemin w-horizontal en un chemin w’-horizontal. A
partir de 1a, on peut relier les propriétés du faisceau d’invariance d’une
connexion o [c’est-a-dire du sous-faisceau de M(E) laissant » invariante par
G(m)], aux groupes d’holonomie locale de w : la fibre en z€ X du faisceau
d’invariance de  est algébriquement isomorphe au centrallbateur (**) du
groupe d’holonomie locale en .

(12) Ou commutant dans I, (8).
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La proposition. la plus importante démontrée au paragraphe 5 concerne le
passage, lorsque G est connexe, d’'une connexion ® a une connexion w -0,
ou 0 est une section globale du centre de L'(E). En gros, 0 détermine alors une
connexion sur le centre 9L(&) de M (&) [ (&) étant trivial, on peut le consi-
dérer comme un espace fibré principal dont le groupe structural est le centre
de G] et, en notant =g () I'élément de IU(&) associé dans ces conditions a tout
lacet /,, on a

o+t (L) =7 (Le) 7o (L),

égalité ou <, (/,) représente I'élément de I'espace structural gauche associé a /,
et a w.

Enfin, le dernier paragraphe est consacré a des rappels sur la notion de
transport paralléle [dans (&) et £2°(&) par exemple]. On se borne, en
général, a fixer des notations et a énoncer les résultats qui seront utiles par
la suite.

1. Cuemins norizontavx. — Soit I Uintervalle fermé [o, 1]. Une application

l: -2

définit un chemin différentiable de la variété différentiable & si la fonction 7 est
elle-méme différentiable (**), c’est-a-dire s’il existe un intervalle ouvert I
contenant I et une application différentiable I/ : 1" —~ & dont la restriction a1
est /.

Etant donné un tel chemin différentiable Z et un espace fibré principal diffé-
rentiable &(&, G) muni d’une connexion w, considérons I'espace fibré I'~' (&),
de base I', induit par /, et soit w# la connexion induite. Choisissons un point
yE & et soit z 'unique point de la fibre de I'*(&) de projection O, tel
quef(z) = y (£f="homomorphisme induit). Le champ ¢(w*#), invariant par G,
est intégrable puisque c’est un champ régulier de vecteurs. Soits: I' - [='(&)
unique variété intégrale passant par z. On appellera chemin w-horizontal de
projection [ et d’origine y, le chemin

At 168
défini par

hy=~0Uos.

&

Il est clair que ce chemin ne dépend pas de I'extension /' de / et quon
a A, ,=D;oA,(s€G). En revenant a la définition du champ de connexion
(vorr §III. 1) et de la forme de connexion, on voit que s peut étre défini par
I’équation
(IV.1.7) Alja(s)o*]=o.

(**) Rappelons que « différentiable » signifie de « classe C* ».
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Soit maintenant p.:I — T un homémorphisme différentiable de T et I, = [ .
Comme "homomorphisme induit

Phisy: B (11(8)) > 171(8)

est un isomorphisme de [[' (&) = p=*(I7(&)) sur [*(&) et que la connexion
induite par /, a partir de w coincide avec la connexion induite par y. a partir
de w#, il est clair que le chemin w-horizontal de projection /, est

)'.1 o )‘," o [~

En choisissant un homéomorphisme p. dont toutes les dérivées s’annulent
pour o et 1, on peut donc toujours se ramener au cas ou toutes les dérivées de
[:1-> & s’annulent au points o et 1. Cette remarque permet d’éviter de parler
de chemins différentiables par morceaux puisque, si toutes les dérivées de [
et I’ s’annulent pouro et 1, le produit {./,, défini par

(1.1) (¢) =1 (2¢) si ot

b(1)=1
(LY () =1(2t—1)  si é_é_tél [£2(1) =1{(0)]

est différentiable, et que ses dérivées s’annulent pour o et 1. Par la suite, nous
considérerons, en général, des chemins de ce type et nous dirons qu’ils sont
définis par une représentation amortie. :

En particulier, on appellera lacet différentiable en x € L, tout chemin diffé-
rentiable [, : 1 & tel que /(o) =1,(1)=w=, et lacet amorti en x, tout lacet
différentiable en & dont toutes les dérivées partielles s’annulent pour o et 1. 1l
en résulte qu'un lacet amorti /, peut étre défini par une application diffé-

rentiable
L,: S't>&

du cercle S* orienté, muni d’'une origine ¢t paramétré par une application
différentiable réguliére o: 1 — S* [a(0) =a(1):=0]. On peut en effet poser
L(a(t)) =L(t)  (tel).

Par ailleurs, a tout lacet/, (amorti ounon)estassocié un élément t,, (I,) € N (&)
défini par les égalités suivantes :

T (o) = Lo (¥) Sy et Ay (1) = 4y (0) .8y = ¥ .5y,

ou A, :I— & est le chemin w-horizontal d’origine y €&, se projetant sur Z,. On
vérifie que s, ,= o 's,6, ce qui justifie cette définition qui pourrait aussi bien
étre donnée sous la forme

Tw(lz) =m avec A (1) =m.y [meIm,(8)].
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On vérifie immédiatement que, si [, et /) sont deux lacets amortis en z et
sil,.l; désigne leur produit (au sens défini ci-dessus), on a

To () Twly) =Tw (L. 13).
Comme, de plus, si /7, désigne le lacet défini a partir de /, par

LN =L(1—1).
on a
To (L") = (0 (&),

on voit que I'ensemble des 7,(/,) pour tous les lacets assortis en x (et, par
suite, pour tous les lacets sans exception) est un sous-groupe de I, (&). Cest
le groupe d’holonomie en x que nous noterons %, (). Rappelons que ¢’ est un
groupe de Lie, du moins lorsqu’on le munit de la topologie-réunion de la
topologie induite et de celle dont les seuls ouverts sont les composantes
connexes par arcs de <, (w)dans I, (&). L’ensemble de Z,(w)(x€ ) est un
sous-espace fibré différentiable a fibre-groupe de Lie de M1L(&), noté T (w) et
appelé espace d’holonomie de .

Nous appellerons nappe d’holonomie passant par y € & I'ensemble des points
de & atteints par des chemins w-horizontaux d’origine y. On sait que c¢’est une
sous-variété différentiable de &. Compte tenu de I'invariance de I'ensemble des
chemins w-horizontaux par les translations a droite de G, il est clair que la
nappe d’holonomie passant par y est un sous-espace fibré principal de &(&, G)
de groupe structural j,, (y)%.(w) [ =p(y)]. L'espace d’holonomie € (w) est
alors I'espace structural gauche de cette nappe d’holonomie et, par suite, de
toutes les nappes d’holonomie.

Revenons aux notations du début de ce paragraphe. Dire que s est une variété

intégrale de c(w#) est équivalent a dire que A,=I%o5 est tangent au champ de
connexion c¢(w), ¢’est-a-dire qu’on a

(IV.1.2) (w))l_,,(t)°(dly)t:0 (tel).

Réciproquement, si un chemin de & satisfait a cette égalité, il est horizontal.
Considérons maintenant un couple d’homomorphismes compatibles

9: GG et h: &8

liant deux espaces fibrés principaux &(&, G) et &' (L, G'). Soit w une connexion
sur 6(&, G). Nous avons remarqué au paragraphe III.4, que c(w) était proje-
table par A et que son image était le champ c¢(o¢ ,(®)), associé a la connexion-
image o¢ (). L’image par A d’un chemin tangent a ¢(o) est donc un chemin
tangent 4 ¢( oty (w)). On a donc la proposition suivante qu’on peut également
~ vérifier a I'aide de diagrammes du type de ceux du paragraphe III.7.

Proposirion IV.1.1. — Etant donné un couple d’homomorphismes compatibles
(9, k), Uimage par h d’un chemin w-horizontal est un chemin g ., (w)-horizontal.
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CoroLLAIRE. — L’ image par h d’une nappe d’holonomie est une nappe d’holo-
nomie et l’on a

P (s)(T(@)) = JV(CPuh)(f*‘))-
Cette derniére égalité résulte de la relation plus générale
(lVl?)) (P/L311(¢;)(T(o(l.r)):Tw’(l,v) [(‘),:(Ph(l(h:)(w)_]

qui est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de la défi-
nition de <,,(Z,).

2. Orkrations pE M(E) :

ProrosiTion 1V.2.1. — Etant donnés w € Co(E)etmeM,(E), st l'on a

A(je()o)=o0  (ye€E),
on a également
A(je(m.y)C(m)w)=o.

Cette proposition résulte immédiatement des formules (1.3.1).

Soit maintenant 7 : U — Ey une section locale de E sur un ouvert U de .
Etant donné un chemin différentiable % : I — &, nous désignerons par ' =m.1,
le chemin différentiable défini par

N(e)=m(p(r(2)))-1(¢)  (t€l).
En se placant maintenant sur I'espace induit par /= pso A a partir de &, et en

utilisant la condition (IV.1.1) et la proposition précédente, on démontre :

Prorosition 1V.2.2. — SI' A est un chemin w-horizontal, m.) est un chemin
C(m)(w)-horizontal.

On remarquera que ce résultat peut également étre considéré comme un cas
particulier de la proposition IV.1.1 car la translation a gauche G est un
G-isomorphisme de &,.

Donnons-nous maintenant un lacet en « :

l,: 1=U.

Par une vérification directe ou comme application de la formule (1V.1.3), on
peut énoncer :

ProvositioN 1V.2.3. — Avec les notations précédentes, on a
TU(T)U)(lx) = [nl(—rﬁ(x))fm(lx)-
Et, comme conséquence immédiate :

CoroLraRe. — Int(im) détermine un isomorphisme de espace d’holonomie
Z(wy) de la restriction v, de w @ &, sur U'espace d’holonomie 2 (C(m)wy).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 39
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3. FAISCEAU D’INVARIANCE ET GROUPE D’INVARIANCE D’UNE CONNEXION ;

Dermvirion IV.3.1. — On appelle faisceau d’invariance Q(w) d’une connexion v,
le sous- faisceau de M(RE) constitué par les élémenis m e M(E) tels que

Cmyw(z)=w(z) [reZ et p(m)=1x].

Remarquons que Q(w) est bien un faisceau. En effet, soit m une section
de M(E) sur un voisinage ouvert U de x, telle que

C(m(z))o(z)=w(z).

Cette égalité signifie que la section de C(E) définie sur U par C(m)w passe
par w(x) et coincide donc avec w sur un voisinage ouvert V de x. Par suite,
sur V, on a G(m)w = w et m est un homéomorphisme local de Q(w) sur V.

Dervirion IV.3.2. — On appelle groupe d’invariance 1(w) d’une connexion v,
le groupe des sections globales de Q(w).

Proposition IV.3.1. — St q est une section globale de Q(w), I’automorphisme
intérieur Int(q(x)) laisse invariant le groupe d’holonomie en x.

(est 1a une conséquence immédiate de la proposition IV.2.3.

CoroLLAIRE. — Le groupe d’invariance 1(w) de la connexion w est nécessai-
rement constitué de sections globales de l'espace fibré de groupes S(w) dont les
Jibres S,(w) sont les centralisateurs dans les fibres M ,(&) de M (&), des fibres
de l'espace d’holonomie % (w).

Bien entendu, cela ne signifie pas que toute section globale de S(w) fournit
un élément de I(w), mais simplement, que les éléments de I(w) se recrutent
parmi les sections de ().

Prorosition IV.3.2. — L'espace fibré S(w) est trivial.

En effet, soit V une nappe d’holonomie quelconque. On détermine un iso-
morphisme de S,(w) sur un sous-groupe déterminé de G de la facon suivante.
Soit Py le groupe structural de V, c¢’est-a-dire, pour y €V, le sous-groupe

Py=ju(y)Zx(w) [z=p(y)]
‘Comme
Jm(¥-8)s=g(Um(¥)s)g™"  [s€Sz(w) et gel],

on voit que, pour g€Py, on a
Jon (Y -8)$ = Jm (¥)s.

Autrement dit, j,, (y)s estindépendant du choix de y dans V,, pours€S,(»).
Par suite, j,;(y) détermine un isomorphisme de $,(w) sur le centralisateur S,
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de Py dans G, ne dépendant que de @. Soit j):8,(w) - S, cet isomorphisme.
L’application
Jvi S(w)=>Syx &,
définie par
Jv($)=(ji(s), #)  [s€S(w)etz=p(s)],

est un isomorphisme de S(w) sur le produit S, >< &.

Remarquons que I'isomorphisme j, n’est pas canonique : il dépend du choix
de la nappe d’holonomie V. Cependant, les sections constantes de S(w), c’est-
a-dire les sections g : & — S(w) telles que j,(g(x)) ne dépende pas de x€ L,
peuvent étre définies indépendamment de V. On le vérifie immédiatement en
choisissant deux variétés distinctes V et V' et en utilisant le fait que V' se
déduit de V par une translation a droite o. 1l suffit alors de définir ¥, j¥,
(resp. jv, ja) al’aide de points y€V,, y' €V, (resp. y.c et y'.o) reliés par un
chemin w-horizontal.

Prorosition IV.3.3. — Si g est une section globale de Q(w), q est une section
constante de S(w). Réciproquement, si q est une section constante de S(v), q est
une section globale de Q(w), c’est-a-dire un élément du groupe d’invariance 1(w).

En effet, les sections de S(w) qui fournissent des sections de Q(w) satisfont.
a 'équation
(IV.3.1) C(g)w:w,

et réciproquement. Soit alors U un voisinage ouvert de z€ X, différentia-
blement homéomorphe a R” et soit y :U—V une section locale sur U de la
nappe d’holonomie V. Posons wy=j.(})w. Comme le projecteur ¢, associé a w
conserve I’espace des vecteurs tangents a V par définition méme d’une nappe
d’holonomie, A(wy) est une forme différentielle sur U a valeurs dans I'algébre
de Lie de Py. Or, les solutions de (IV.3.1), transformées par j, () deviennent
des solutions de

(IV.3.2) C(s)wy = oy,

ou s est une section de S, >< U, et réciproquement. On est donc amené a
résoudre (IV.3.2) qui s’écrit

(1v.3.3) X(s™) + Adj(s)A(op) =A(ay).

Mais A(wy) est une forme différentielle invariante par Adj(s) puisque les
éléments de Sy commutent avec tous les éléments de Py. L’équation (IV.3.2) se
réduit done 4 X(s7') = o, ce qui entraine 5 = Cte.

CoroLLAIRE. — Le groupe d’invariance 1(w) est isomorphe (algébriquement)
a8, (w)etas,. '
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ProposiTioN IV.3.4. — Quel que soit x €X, il existe un voisinage U de x tel
que toute section du faisceaud'invariance Q(w) sur un voisinage quelconque UC U
de x, soit la restriction d’une section locale de Q(w) sur U et d’une seule.

En effet, on sait que tout point & posséde un voisinage U tel que, si U'cU,
le groupe d’holonomie de la restriction de w a &, soit le méme que le groupe
d’holonomie de la restriction de w a &, [ et isomorphe, par définition, au groupe

d’holonomie locale en « (*?)]. La proposition précédente résulte alors de la pro-
position (IV.3.3) appliquée a &, et a &,.

CoroLLAIRE. — La fibre en x du faisceau d’invariance Q(w) est isomorphe
(algeébriquement) au centralisateur du groupe d’holonomie locale en x, centralisa-
teur dans O, (&), bien entendu.

Prorosition 1V.3.5. — Le faisceau d’invariance d’'une connexion est locale-
ment simple, sauf sur un sous-ensemble de & sans point intérieur.

En effet, si  est un point régulier pour la connexion (**), il existe un voisi-
nage U de x tel que si ' €U, le groupe d’holonomie locale en &’ est isomorphe
au groupe d’holonomie locale en 2. Il en résulte que Q(wy) est simple, w; dési-
gnant ici la restriction de w a &,. D’ou la proposition précédente qui tient
compte, en outre, d'une propriété classique des points réguliers d’une
connexion.

4. DEFINITIONS :

Dernvition IV.4.1. — On dira qu’une connexion est réguliére lorsque son fais-
ceau d’invariance est simple.

Dervition 1V.4.2. — On appellera faisceau des connexions réduites de type G,
sur &, le quotient C(E)/M(E) du faisceau des connexions d’un espace fibré prin-
cipal différentiable quelconque de base & et de groupe G, par le faisceau des
sections différentiables de son espace structural gauche.

Comme C(E) est défini par modelage sur E du faisceau C des préconnexions
de type G, il est clair que la définition du faisceau des connexions réduites de
type G ne dépend pas du choix de I'espace fibré principal : C(E)/M(E) est
isomorphe a G/M.

On notera [I, I'application canonique

I, : C(E)—>C(E)/M(E).

Derinition IV.4.3. — On appellera faisceau des courbures réduites de type G

(1%) Poir Lichnerowicz , [1] p. 113 et 141, ot aussi Nuijenhuis [1].
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sur T le quotient Q(C(E))/M(E) de I'image de C(E) dans L*(E) par I’homomor-
phisme (de faisceauz) courbure, par M(E).

Il est clair également que cette définition ne dépend pas de I'espace fibré
choisi. De plus, I'homomorphisme-courbure

Q: CE)=>I12(E)
passe au quotient sous la notation
Q: C(E)/M(E)—L*(E)/M(E)

et I'on dira que Q(w) est la courbure du germe de connexion réduite
weC(E)/M(E).

Ces notions seront étudiées dans un autre travail. Elles conduisent a des
théorémes d’unicité : isomorphisme de deux espaces fibrés principaux de méme
base simplement connexe admettant des connexions réguliéres dont les images
par II; coincident; a des théorémes d’existences : existence (sous des condi-
tions analogues a celles qui interviennent au chapitre VIII de cette thése) d'un
espace fibré principal admettant une connexion réduite réguliére (en un sens
assez évident) donnée sur une base simplement connexe; enfin, en qualifiant
d’homotopes deux connexions réduites (réguliéres ou non) qui sont les restric-
tions 4 (&, o) et (L, 1) d'une méme connexion réduite sur & ><1I, on montre
que toute connexion réduite détermine un homomorphisme de Weil et que
deux connexions réduites homotopes déterminent le méme homorphisme
de Weil. '

5. Cas particuLiers. — Nous supposons dans ce paragraphe que G est
connexe. Il en résulte que HK°(&), centre de £2°(&) obtenu en modelant
=& >< H(H = centre de G) est trivial car G laisse invariant les éléments
de H lorsqu’il opére sur G par la représentation adjointe. Pour la méme raison,
mais sans que I'hypothése de connexité soit nécessaire, le centre 9U(&) de
M (&) est également trivial. De plus, sur K(E), toute différentielle covariante
de type adjoint [ ¢’est-a-dire associée & une connexion sur &(&, G)] se réduit a
la différentielle ordinaire d. Signalons enfin la formule

(IV.5.1) Q(w -+ 0) =Q(w) -+ A0+ ~[0, 0],
ou A est la L(E)-différentiation covariante associée a une connexion o et ou
est une section quelconque de L*(E).

Prorosition IV.5.1. — S § est une section du centre K'(E) de L' (E) et st
dY = o (ou si A= o d’aprés ce qui précéde), on a

Q(w+0)=Q(w).
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En effet, la formule (IV.5.1) s’écrit alors
Qw+0)=Q(w) +dl =2(w).

PropostioN IV.5.2. — Si 0 est une section du centre K* (E) de L*(E), si df = o
et st T est simplement connexe, il existe une section s du centre N(E) de M(E)
telle que '
w—+0=C(s) w.
et réciproquement.

Choisissons une section locale z de & sur un ouvert U différentiablement
homéomorphe a R’ et posons wy=j.(z)w. Soit s une section de N(E)=N.
On a

Je(3) C(s) o = G(s) oy = X(s) + o,
la derniére partie de cette égalité résultant du fait que s est une section de N(E),
identifié a N. On est donc amené a résoudre I'équation

X(s)=0.

Or, en interprétant cette égalité en termes de formes différentielles, on voit

qu’elle est équivalente a
Xo=19.

ou X° et 6 sont des formes différentielles sur le produit U >< H. La premiére est
la forme de connexion triviale (dont les variétés intégrales sont les sections
constantes de U >< H) qui sert & définir X (s) (vorr §1II.1). La deuxiéme est la
forme 6 qui peut étre considérée comme une forme sur U< H. L'une et 'autre
sont a valeurs dans H et 'égalité X°= 0 définit un systéme de Pfaff compléte-
ment intégrable car dX°=df =o0. Comme & est simplement connexe par
hypothése, il existe bien une variété intégrale de ce systéme de Pfaff (définie a
une translation prés) a laquelle correspond une section s de N(E) telle que
o+ 6= C(s)w. La réciproque est évidente.

ProposiTion IV.5.3. — St est 0 une section de K* (E), si df = o (ou, ce qui est

équivalent, st A = o) et st T est simplement connexe, on a, quel que soit le lacet
l.de & :
Tw+0 ( lr) == Tw (lx)

En effet, étant donnée une des sections s définies par la proposition précé-
dente, on passe de 7, (l;) & T,.(l,) par 'automorphisme intérieur Int(s(x)) ce
qui entraine I’égalité annoncée.

CoroLLARE. — S A, et A sont deux chemins différentiables de &, de méme
origine y, se projetant sur le méme lacet l,, et respectivement o- et (w—+0)-
horizontaux (0 satisfaisant aux conditions de la proposition précédente), alors,
tls ont également méme extrémité.
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On peut généraliser la proposition IV.5.3 de la fagon suivante. Etant donnée
une forme différentielle linéaire 0 a valeurs dans H, c¢’est-a-dire une section de
K*(E)=K", considérons la connexion définie dans H >< & par la forme de con-
nexion X°—0, ou X° est, comme ci-dessus, la forme de connexion triviale
dans H >< &. On notera 7;(/,) la transformation de 91 (&) (transformation qu’on
peut également considérer comme un élément de H) associée a tout lacet /,
de & dans la connexion X*— 0 =o0. On a alors :

Prorosition IV.5.4. — Si O est une forme différentielle quelconque a valeurs
dans H, on a :
T () == T () 6 (L),

ou l, est un lacet différentiable quelconque de & et ou (1) est U'élément du centre
I (&) de M, (&) défini dans les lignes précédentes.

Considérons en effet, un lacet [, : S* -> & défini par une application différen-
tiable du cercle S* paramétré par une application différentiable réguliére
a:I—S', dans &. Nous nous trouvons, sur 'espace fibré principal induit
[7'(&) muni de la connexion induite w# et de w#— 0%, ou 0% est la forme diffé-
rentielle induite par [, a partir de 9, dans la situation de la proposition IV.5.2,
a cela prés que la base S* n’est pas simplement connexe. En d’autres termes,
I’équation
(IV.5.2) C(s) of = ¥ 4 07

est localement équivalente au systéme de Pfaff,
(IV.5.3) (X0— 0)f =0

induit a partir de X"— 6 =o0. On le vérifie immédiatement en utilisant des
sections locales et en reprenant le raisonnement de la proposition IV.5.2. Le
systéme (IV.5.3) qui définit un champ de vecteurs régulier est localement
intégrable. Il existe donc une solution et une seule de (IV.5.2) définie dans
H >< S* au voisinage du point (e, O) et passant par ce point [e = élément neutre
de H et O =«(0)=origine de S']. Notons

g: I>H xS [p(a(t))=a(t)]

cette solution prolongée jusqu’a rejoindre la fibre de projection O. Soit alors y
un point arbitraire de cette fibre. Considérons le chemin w#*-horizontal A d’ori-
gine y et le chemin (o - 0)#-horizontal 2’ d’origine y également, paramétrés
I'un et 'autre de telle sorte qu’on ait

pPM()=p(2))=a(t) (tel).

Puisque A(0) =2/(0)=y et quea(o)=/(e, O) la proposition IV.2.2 montre
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qu'on a quel que soit ¢ :
N(t)=a(t).2(2).

En particulier, pour t=1, on a
N(1) =a (1).2(1).

Mais, comme (IV.5.3) et (IV.5.2) sont équivalentes, cette égalité s’écrit, en
revenant a 'espace fibré initial 6(&, G) :

Tu;.;_ﬂ(lm) — T(.)(lﬂ:) Té) (,5)

Revenons maintenant aux notations utilisées a la fin du paragraphe IL.5 : soit
o’ une connexion dans & =&/Het o une connexion dans &(&, G) telle que
Yeuw(w)=w'. Etant donnée, dans ces conditions, une section de L*(E)=L(E.)
notée Q et telle que AQ = o, existe-il une connexion & sur &(, G) admettant Q
pour courbure ? Dans un cas au moins, la réponse est immédiate (*°).

Proposiion IV.5.5. — Etant donnée une section (Q) de L2(E) et une con-
nexion w sur &(L, &) a laquelle est associée la L(E)-différentiation covariante A,
si A= 0, si Yy (@) = v00 (Q(w)) et si le deuxieme groupe dhomologie de T
dacoefficients dans W est nul, il existe une connexion & sur &(&L, G) telle
que Q(»)=Q.

Posons en effet M=Q(w)—Q. Comme 7y, (Q)=1,,(Q(w)), on a
Yo, (I = 0. On peut donc identifier [T 4 une forme différentielle sur & a coefli-
cients dans H. L’égalité AIl = o se traduit alors par dIl = o. Puisque, par hypo-
these, le deuxiéme groupe d’homologie de & a coefficients dans H est nul, il
existe une forme différentielle 0, de degré 1 a coefficients dans H telle que
df =TI. En posant & = w + 0, la formule (IV.5.1) montre qu'on a Q(&)={Q.
Ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — Lorsque & est homéomorphe a R, les conditions d’applica-
tion de la proposition précédente sont remplies. Cest surtout dans ce cas qu’elle
nous servira dans la suite.

Application. — Si G est abélien, si & est simplement connexe et si son
deuxiéme groupe d’homologie est nul, tout espace fibré principal différentiable
de groupe structural G etde base & est trivial.

En effet, d’aprés la proposition précédente, il existe toujours une connexion
de courbure nulle. Le champ de connexion correspondant est donc intégrable
et, comme T est simplement connexe, I'espace fibré principal considéré posséde
une section globale : il est trivial.

(*) Si 6 est quelconque, la réponse est évidemment négative, en général.
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6. TransporT PARALLELE. — Le but de ce paragraphe est d’abord de montrer
comment la notion de transport paralléle se rattache au cadre général que nous
avons choisi, mais surtout, de rappeler quelques résultats qui nous seront
utiles par la suite.

Soit Z un espace tel que G, G, W,, etc., sur lequel le groupe structural G
de (&, G) opére comme groupe d’automorphismes. Nous posons § =7 > &
et nous construisons %(&). Nous considérerons les applications différentiables
suivantes :

(1°) gr: 8IX5(8)—>1

définie par I'égalité
gz(}’, :) :./:‘)(),) S [}’Eg-r» 56‘51‘(6)7 :I‘Efl:]
ou I'on considére j5(y) = comme un élément de Z.

(20) for 6K (6)>8
définie par I'égalité
Su(y,5)=y  |y€6a 5€F:(8), x€X].
(3°) by & 5(6)—>3(8)
définie par]’égalité
hy(y, z)==z [yE€ &, 5€F.(8), x€X].

Nous désignerons maintenant par T, . 'espace vectoriel tangent 4 & [x( (&)
au point (y, 3)[y €&, et € %5.(&)]. Les applications df, et dh, permettent de
décomposer T, . en deux espaces vectoriels supplémentaires dont I'un, T, est
I’espace tangent 2 &, au point y et dont 'autre, T?, est tangent a 5,(&) au
point z. Soit, d’autre part, w, une forme de connexion sur &(&, ). Nous
noterons w3 la forme différentielle sur & |<| %(&) a valeurs dans G induite par f,
a partir de w. Le systéme
(IV.6.1) dg,—=o, w?=o,

VA

détermine alors, en tout point (y, 3), un sous-espace vectoriel de T, . dont la
projection sur T2 sera notée ¢3¢ (w). Soit X €T, ., un vecteur qui se décompose
suivant T} et T  en X* et X* : |

X=X+ X2,

Si (dgy),,-X=o, tes formules (I.3.1) montrent qu’on a aussi
(dg)y.s,s(X'.s +X?) =0 (s€G).

Mais ¢(w) est également invariant par les translations a droite, de sorte que
si(wd),.X=o0,0na
(wi;)y_,\-,z(X‘ s+ X?)=o.
Il en résulte que
3 (w) = C‘;«’?:(f)(w).

Y85
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Autrement dit, on a défini un champ transversal aux fibres de (&) que nous
noterons évidemment ¢3© (w). Cest ce champ qui définit le transport paralléle
dans %(&) associé a la connexion w. Plus précisément, z,€ %(&) se déplace
parallélement & lui-méme dans %(&) le long du chemin /: [ > &, si p(z,)=17¢)
et si le chemin décrit par z, lorsque ¢ varie de o a 1, est un chemin différentiable
tangent 4 ¢35 (w) en chacun de ses points. Il en résulte immédiatement que si
A :I— & estle chemin w-horizontal de projection /, I'élément j5(A(2))z, de Z
reste invariant lorsque z, se déplace par parallélisme le long de I. Inversement,
cette propriété permet de définir le transport paralléle dans %(&).

Remarque. — Si % n’est pas trivial mais s’il existe un champ transversal aux
fibres de % définissant un transport paralléle, il est possible de lui associer un
transport paralléle dans %(&) dépendant également de w. Avec les notations
précédentes, z, se déplacera par parallélisme si js (A(¢))z se déplace également
par parallélisme.

Rappelons d’autre part que, dans le cas de £°(&), ou plus généralement,
dans le cas d’'un espace fibré différentiable W (&) a fibre vectorielle, le trans-
port paralléle associé 4 une connexion w peut étre défini par AX = o[ X € W* (&)
et A=différentiation covariante associée a w ], en ce sens que, siv’ est une variété
intégrale du champ (¢¥’'(©(w')) [induit dans I'espace [~*(W°(&)) a partir de
¢¥'©) ()], ¢’est-a-dire si L2y, (v'(2)) se déplace parallelement a lui-méme dans
W'(&) et si A’ est la différentielle covariante induite par / a partir de A, on a
A’V =o. ‘ :

Il en résulte que, lorsqu’on connait une section (¢;)(i=1, ..., m) de
I'espace des repéres de 2°(&) sur un ouvert U homéomorphe a R, on peut
définir localement ¢¥'()(w) par le systéme de Pfaff suivant. Représentons
Wy(&) par les coordonnées constituées par un systéme de coordonnées dans U
d’une part, et par les composantes X’ de X & (&) par rapport a (g,), d’autre
part. On a alors

m m

AX =AY Xip= D, (dXp;+ X! Apy).
i=1 i=1

En posant

Api:z‘ w0},
j=1

il vient
AX=Y (dXH—E &)/iXi> 0.
j=1 i=1
Compte tenu de ce qui précede, il est alors clair que les égalités

(IV.6.1) dXi—a—E W, Xi—o  (i=1, ..., m)

j=1
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qui constituent un systéme de Pfaff déterminent le champ c¥*(© (w)
sur Wy (6).

Enfin, d’une facon générale, le transport paralléle le long d'un chemin / de &
détermine un isomorphisme

E5ls)t Ba(8)>Bu(8)  [w=1(0), m=1(1)].

Considérons en particulier, le cas ou Z est successivement un groupe de Lie T
sur lequel G opére comme groupe d’automorphismes et 'algebre de Lie I' de T’
sur lequelle G opére par les automorphismes associés. Posons € =T < & et
2'=T > &, puis, construisons (&) et 2°(&) (cf. la proposition II.4.1 et la
remarque qui suit). On constate alors immeédiatement que 5% et psiis) sont
associés, ¢ est-a-dire qu’on a, en reprenant les notations de II.4.1 ;

1;1,14’.,(2’6): kto !.Llﬂ’zo(@) o k.

Application. — Soit & (&, G') un deuxiéme espace fibré principal différen-
tiable et soit I un groupe de Lie sur lequel G’ opére comme groupe d’auto-
morphismes. Comme ci-dessus, on forme 4/ (&") et 2/°(&'). Supposons qu’il
existe un homomorphisme |

P26 F(8)—>E(8),
auquel est associé
Paog)t 2°(8)—>2(8),

tel que l'image par 9o de tout élément plan ¢2'©)(w) soit I'élément
c2'E) (W )[y € (8), ¥y =02 (y), © et w'=deux connexions sur &(T, G)
et &(X, G') resp. |. En d’autres termes, ¢2'©(w) est projetable par ¢g(s) et
son image est ¢2°©(w). Dans ces conditions, c*©)(w) est également projetable
par 9z s et son image est ¢* (€)(w'). En effet, quel que soit le chemin / de &,
a 'homomorphisme

o

Pals)© Pais) Zay(8) > D, (&)

est manifestement associé
L, . o'
Pt (s)° Dao(e) I 28,(8) = 225 (&).

Par hypothése, ce dernier homomorphisme coincide avec @uo(s)o Poi's) qui
est associé A e (e © P ls). On a done

X A
H[a:('”(s’) °Pz(s) —Pz(s) ° I*@(Zs)-

En faisant varier z,, on voit que si y, se déplace parallélement a lui-méme
dans (&) relativement & , 9z ) (y.) se déplace parallélement & lui-méme rela-
tivement & o', résultat équivalent & celui que nous avons annoncé.

Pour terminer, on vérifie sans difficulté que, pour un lacet /,, et dans le cas
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de I'espace structural gauche et de I'espace de Lie de degré o de (&, G), on a

Pl =Int (1o (L) et iRl = Adj (10 ().

CHAPITRE V.

CHAMPS NORMAUX. CHAMPS NORMAUX INTEGRABLES.

IntroDpUCTION. — On considére, dans ce chapitre, un espace fibré principal
différentiable 6(&, G) de base L (de dimension d) et de groupe structural G
(de dimension n), et I'on étudie les sous-espaces fibrés principaux de &(&, G),
en liaison avec les sous-espaces de I'espace de Lie £(&) de 6(&, G).

Un sous-espace £7° de £°(&) déterminant un champ d’éléments tangents aux
fibres de &, tandis qu'une connexion w détermine un champ transversal a ces
mémes fibres, la réunion des deux engendre ce que nous appelons un champ
normal. On étudie les conditions d’intégrabilité d'un tel champ et 'on trouve
(§ 4) qu’il faut et il suffit que le sous-faisceau L' de L(E) engendré par £'° soit
stable pour la différentiation covariante A associée 4 w et que L’? contienne la
courbure Q(w), pour que le champ normal correspondant soit intégrable. La
démonstration de ce théoréme se fait en définissant localement £° par des sec-

tions indépendantes du sous-espace de £°(&) orthogonal a £'°. La condition
d’intégrabilité de Frobenius conduit a une égalité dont les différents termes se
séparent aisément en fonction de leurs degrés par rapport aux différentielles
des coordonnées de la fibre et de la base : les uns conduisent a la condition de
stabilité, les autres, a la condition portant sur la courbure.

On vérifie ensuite que toute variété intégrale d'un champ normal intégrable
est un sous-espace fibré principal a groupe structural de &(&, G). Cela établit
la correspondance entre sous-espaces de £2(&) et sous-espaces fibrés principaux
de 6(&, G). y

Une autre application (§ 5) de la condition d’intégrabilité conduit au théo-
réme d’Ambrose : on obtient le plus petit sous-espace de £°(&) invariant par
transport paralléle et contenant Q(w) en transportant de toutes les facons pos-
sibles les éléments de courbure, c’est-a-dire les valeurs que prend Q(w) pour
les 2-vecteurs tangents 4 &. A ce plus petit sous-espace correspondent
évidemment les nappes d’holonomie.

1. Cuamp NorMAL. — Soit £/° un sous-espace de £°(&) (sous-espace au sens
« sous-espace d'un espace fibré différentiable a fibre-algébre de Lie », bien
entendu). On associe a £° le champ A de p-éléments plans tangents aux fibres
de & et définis au point y € &, par

(V.1.1) Ay=B1(f e (y) £).
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Rappelons que cette expression, conformément aux notations du para-
graphe II.4 peut étre donnée sous la forme

(V.1.2) Ay= (k(£2))y.

Il résulte de la proposition I1.4.3 que A est invariant par les translations a
droite de G sur &. Donnons-nous d’autre part une connexion w, sur (&, &),
dont nous noterons le champ de connexion ¢(w), comme d’habitude.

Dervition V. 1.1 — On appelle champ normall’ (£2'°, w) associé a un sous-espace
21 de £2°(&) et a une connexion v, le champ de (p + d)-éléments plans tangents
a & engendré par le champ A défini ci-dessus et par c(w).

Puisque A, et ¢,(w) n"ont en commun que le vecteur nul et qu’ils sont eux-
mémes réguliers, il est clair que I'(£'°, w) est régulier. Il est non moins évi-
dent que c’est un champ globalement invariant par les translations a droite de G
sur &. ‘ ‘

Exemple. — Soit &' (&, G') un sous-espace fibré principal a groupe struc-
tural de &(&, G) dont I'espace structural gauche J1U'(&") est considéré comme
un sous-espace de M (E) (voir §111.9) et dont I'espace de Lie £/(&") est égale-
ment un sous-espace de £2(&). Soit »’ une connexion de &(L, G) dont I'exten-
sion 4 &(&L, G) est notée w. Comme &,=I (&).y pour tout point
y €&, (xeI), on voit que I'élément plan

B (Jpo () £ (8) = (M (&)

n’est autre que 'espace des vecteurs verticaux (c’est-a-dire tangents aux fibres)
tangents 4 & au point y. Comme, d’autre part, ¢, () et c,(w") coincident sur &
et que ¢, (w) et (M (w')), engendrent 'espace vectoriel tangent a & au
point y, on peut énoncer :

Prorosition V.1.1 — Tout sous-espace fibré principal différentiable a groupe
structural &'(L, G') de &(X, G) est une variété intégrale du champ normal
associé a Pespace de Lie de &' (T, G') d’une part et a Uextension d’une connexion
quelconque de & (&, G'), d’autre part.

2. STABILITE POUR LA DIFFERENTIATION COVARIANTE. — A £'° est associé un espace
fibré £’ engendré a partir de £'° par multiplication extérieure par les formes
différentielles ordidaires de la base et identifiable a I'espace fibré des formes
différentielles sur & a valeurs dans £°. C’est un sous-espace de £(&). Nous
noterons L' le faisceau des sections différentielles de £7.

Proeosition V.2.1 — Pour que L' soit stable pour la L(E)-différentiation
covariante A associée a une connexion » de & (&, &) il faut et il suffit que

AL c L.
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Cette proposition est une conséquence immeédiate de la formule de différen-
tiation covariante du produit extérieur d'une forme différentielle tensorielle
par une forme différentielle ordinaire. Elle est d’ailleurs valable pour tout sous-
faisceau L’ de L(E) engendré a partir d’un sous-faisceau L’° de L°(E) par mul-
tiplication extérieure par les formes de la base.

Prorosition V.2.2 — Pour que le faisceau L' soit stable pour la L(E)-différen-
tiation covariante A associée a une connexion v, il faut et il suffit que £2'° soit inva-
riant par le transport paralléle également associé d w.

En effet, soit (¢;) (=1, ..., n) une section locale différentiable de I'espace
des repéres de £°(&) sur un ouvert U différentiablement homéomorphe a R?,
telle que 'ensemble des p premiers vecteurs (p,) (@ =1, ..., p) constitue une

base de £° en tout point de U. Soient

n

Aplzz &)jz P/,

j=1
les formules expriment les différentielles covariantes des vecteurs constituant
(¢:) en fonction des repéres (p;). Puisque, par hypothése, L’ est stable, on a
(V.2.1) wi=—o (=1, ...,peta=p—+1, ..., n).
Choisissons alors comme systéme de coordonnées locales de £°(&): sur la
base &, un systéme de coordonnées quelconque de U, sur les fibres, les compo-
santes X’ des vecteurs X € £°(&) par rapport aux repéres (p;). Nous avons vu au

paragraphe 1V.6 que le transport paralléle associé a w, ou plutot le champ
définissant ce dernier, était défini dans ces conditions par le systéme de Pfaff :

(V.2.2) dXi+2mf,~X/:0 (i=1, ..., n),

j=1

qui traduit I'équation AX = o. D’autre part, dans le systéme de coordonnées
locales précédent, la sous-variété £'° de £°(&) est définie par les équations

X2=—o0 (a=p—+1,...,n),
et ses vecteurs tangents, par
Xa—o et dXe—o (a=p—+1, ..., n).

Or, si X“=o, le systéme (V.2.2) devient

P

dXB+Zw§X“:o B=1,....p),

x=1

P
dX“—l—ngX“:o (a=p—+1, ..., n).

a=1
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Si I'on tient compte maintenant de I'égalité (V.2.1), les formules du deuxiéme

type deviennent
dXe=o (a=p—+1, ..., n),

ce qui montre bien que I'élément plan définissant le transport paralléle en un
point £'° est tangent en £7°. '
Réciproquement, la conservation de £'° par transport paralléle entraine
w; =o et, par suite, AL’ CL/.
Nous considérerons maintenant le sous-espace £ de f?"(é;) orthogonal & £'°,

c’est-a-dire le sous-espace de £2°(&) constitué par les tenseurs X appartenant &
£2°(&) tels que le produit scalaire <X, Y > soit nul, quel que soit le tenseur Y
appartenant a la fibre de £'° de projection p(X).

Proposition V.2.3 — Sile faisceau L' est stable pour la L(E)-différentiation
covariante associée a w, le faisceau 1" déduit de 2"°, est également stable pour la

L(E)-différentiation covariante A associée a w, et réciproquement.

En effet, on a
d{X, Y>=<(AX, Y>+<(X,AY>  [XeL'(E)et YEL'(E)].

Or, si XeL” et YEL™, ona<{X,Y)=o0etsiAXeL’,onaAX,Y)=o,

d’ou (X, KY> = o quel que soit X €L/, égalité qui, a son tour, implique AYel/,
comme on le voit facilement.

3. L’optratevr D. — Etant donné un espace vectoriel 22, sur lequel G opére
par lintermédiaire d’'une représentation R : G — I'(?¢,) (notations du para-
graphe II. 1), il est commode, pour la suite, de définir un opérateur D associé
a o par I'égalité

DO —= d + R(w) 6,

ot O est une forme différentielle sur &, a valeurs dans 3%, et ou o est, naturel-
lement, la forme de connexion représentant la connexion donnée. Bien entendu,
si O représente une forme différentielle tensorielle de type R [section de 2(&)],
I'opérateur D coincide avec la W (E)-différentiation covariante associée 4 w. En
outre, en reprenant les notations du paragraphe II. 4, on vérifie qu’on a la for-
mule suivante, analogue a la formule (III.4.6) :

(V.3.1) D"A (6, ') == A (DO, 0) + (— 1) A (8, D'O),

ou 6, 8/, A(0, 6") sont des formes différentielles sur & a valeurs dans 2, 2, et
2, respectivement et de degrés p, ¢, p+ ¢, tandis que D D’ et D” sont attachés
a une méme connexion ® de &(&, G).
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4. INTEGRABILITE DES CHAMPS NORMAUX :

TueoreMe V.4.1. — Pour que le champ normal I'(£2'°, ) soit intégrable, il
Saut et il suffit que le faisceau L', défini par £2°, soit stable pour la L(E)-différen-
tiation covariante associée a v et que la courbure Q(w) soit une section de L.

DemonsTraTioN. — Définissons £ sur un ouvert U homéomorphe a R?, en

choisissant une section (p')(i=1, ..., n) de I'espace des reperes de £°(&),
dual de £°(&), telle que, en tout point z€U, les n —p derniers vecteurs o*
(a=p—1, ..., n) du repére () de projection x, soient orthogonaux a £y".
Les vecteurs appartenant a £," peuvent alors étre caractérisés par les n—p
relations suivantes :

(X, p“>=o0 | Xer(E)eta=p—+1, ..., n|.

Le champ normal I'(£*, ) est donc défini par les égalités suivantes ou g,
désigne le projecteur-associé a la connexion o et {3, la forme définie au para-
graphe I1.4 :

{Bogy, p*y =0 (a=p—+1,...,n).

Puisque, par définition, ¢,= f~'ow, ce champ normal est simplement défini
par le systéme de Pfaff :

(V.k.1) {w, p*>=0 (a=p-+1, ..., 1),

ou w et p désignent les formes et fonctions sur &, a valeurs dans G, et dans G
qui représentent la connexion et les tenseurs p°.
Posons

D=w,p*'>A... A< w, p" .

D’aprés lc théoréme de Frobenius, pour que le systeme de Pfaff (V.4.1) soit
complétement intégrable, il faut et il suffit qu’on ait

(V.le.2) dlw, p>ANHN=0 (a=p-+1,...,n).

La formule (V.3.1) permet de calculer le premier facteur de chacun de ces
n — produits extérieurs :

d{w, p>={Dw, pe>— {w, Dpe).

Mais, puisque e représente un tenseur, 'opérateur D coincide avec la L(E)-

différentiation covariante A associée a w, pour laquelle on a

(V.%.3) Z\p“.—:E()”i()" (a=p—+1, ...,n)

i=1

ou les 6 sont des formes différentielles ordinaires sur U. D’autre part, la pre-
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miére des formules (III.5.4), dérivée de la formule définissant la courbure au
paragraphe III.2, montre qu’on peut écrire

Do =dw + [, w]:Q(m)—l——;-[m, »].

Au total, on a donc

d{w, p*>={Q(w), p* >+ [, 0], p*>+ X, 84w, p',
i=1
Il reste a exprimer que £'° est une sous-algébre de £2°(&). Cest sur le
deuxiéme terme du second membre de la derniére égalité que cette hypothése
va se traduire. En effet, si 0, et 0, sont deux formes différentielles sur &, a
valeurs dans G et de degrés p et ¢ respectivement, on a I'égalité

(Vb)) [0y, 0., 0%>

n

= 2 i ({B1y p2 D> A s, 07> — (=177 05,02 > A by, p5),

b=p+1, i=1
pour chaque valeur de a=p—+1, ..., n ("),
Appliquons (V.4.4) a{[w, w], ¢“>. On obtient

n

S0l et = X pwlo, > Ao, 0.

b=p+1, i=1
De telle sorte qu’en définitive, I'égalité (V.4.2) se réduit a

P
(V.h.5) <), p > N+ Y 05 A Lo, 2> All=o.

oA =1

poura=p-+1, ..., n,

(17) Cette formule dérive d’une formule classique que nous rappelons rapidement. Soit G” une sous-
algébre de G de dimension p et G" < G*, le sous-espace orthogonal 4 G’ dans le dual G* de G. Soit (Z¢)
une base de G* dont les n — p derniers vecteurs Z* forment une base de G".

Les formes ¢2, définies par «*(X, Y)={[X, Y], Z¢ > sont bilinéaires et anlisymétriques en
X, YeG. On a done

E”=§ EH“UZ"/\ Zi,
a,j,i
a variant de p+1 an, tetj, der an.
Mais ¢2 s’annule sur G’ A G’ puisque Xe€G’ et Ye G entrainent [X, Y]€G' On a donc pig=o

pour ¢=p —+1, ..., neta, B=1, ..., p. Par suite
n
et = E pin L N2 (a=p—+1, ..., n).

b=p+1,i=1

C’est cette formule qui, antisymétrisée, transposée sur &, et tout, et tout, donne la formule (V.4.4).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 41
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Plagons-nous maintenant en un point y €68, et soit (f")(r=1, ..., d) un
corepére de & au point x. L’ensemble des formes 3 (ou, en toute rigueur,
I'ensemble des formes induites par p, a partir des formes 3") et des formes
N=dw, p'>(i=1, ..., n) constitue un corepére de & au point y puisque les
unes s’annulent pour les vecteurs verticaux, les_autres pour les vecteurs situés
dans I'élément ¢, (w) du champ de connexion et que, dans chaque paquet, ona,
par hypothése, affaire 4 des formes linéairement indépendantes. On utilisera
maintenant I'expression classique « formes de type (p, ¢) » ¢tant entendu que
les formes (3" sont de type (1, o). Dans ces conditions, (V.%.5) ne contient pas
de termes de type (o, n—p—+2), et les seuls termes de type (1, n—p—1)
qui y figurent sont

05 A o, p2> AL

On a donc nécessairement 0; =o0 quels que soient a=p—+1, ..., n

eta=r1, ..., p. Cette condition entraine la stabilité de L” pour A et, par suite,
la stabilité de L’ pour A.
Il ne reste plus qu’a exprimer que

(Q(w), p>NM=0 (a=p-+1, ..., n).

Mais Q(w) s’exprime en fonction des 3" exclusivement tandis que II ne
dépend que des 7. L'égalité précédente implique donc

{LQ(w), p*>=o,

condition qui exprime que Q(w) est une section de L'>. Comme il est bien clair,
d’autre part, que ces deux conditions sont suffisantes, le théoréme annoncé est
complétement démontré. '

5, Horonomie. — Il est clair que I'intersection de deux sous-espaces fibrés
de £2°(&) invariants par transport paralléle est un sous-espace fibré invariant
par transport paralléle. Il est non moins clair que si deux sous-faisceaux de L(E)
contiennent I'un et 'autre Q(w), leur intersection contient également cette
courbure. Comme le transport paralléle nous permet de toujours nous ramener
a une fibre unique de £2°(&), c’est-a-dire a lintersection de sous-espaces
vectoriels de dimension finie, on peut considérer I'intersection de tous les sous-
espaces £2/°C £°(&) invariants par transport paralléle relativement 4 une méme
connexion et contenant la courbure de cette connexion. On obtient alors le
résultat suivant :

Prorosition V.5.1. — L’intersection de tous les champs normaux intégrables
relativement & une méme connexion est un champ normal intégrable appelé champ
d’holonomie de la connexion considérée.

Par ailleurs, nous avons déja remarqué que €(w) était 'espace structural
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gauche ('*) de toute nappe d’holonomie V de . Posons £°(w) =k (%(w))
ol 2(w) désigne, conformément 4 une notation habituelle, I'espace fibré des
algébres de Lie des fibres de € (w). L'espace £(w) engendré par £°(w) est
I'espace de Lie de V. La proposition V.1.1 montre alors que toute nappe d’holo-
nomie — définie comme lieu des points atteints par les chemins w-horizontaux
d’origine y€& — est une variété intégrale du champ normal I'(£°(w), ®)
associé 4 £2°(w) et 4 w.

Il est, d’autre part, bien évident que, par construction, une nappe d’holo-
nomie est la plus petite variété possible alaquelle soit associé un champ normal
intégrable. I'(£°(w), ) est donc le plus petit champ normal, relatif a la
connexion w qu’il soit possible d’envisager, c¢’est-a-dire I'intersection de tous
les champs normaux intégrables associés 4 w. D’ou :

Proposition V.b.3. — Le champ d’holonomie, défini comme l'intersection de

tous les champs normaux intégrables associés a une méme connexion w coincide
avec I'(2°(w), ).

Enfin, d’aprés le théoréme V.4.1, le plus petit champ normal intégrable
possible correspond au plus petit sous-espace £° invariant par transport paralléle
associé 4 o et contenant la courbure Q(w). Or, le plus petit sous-espace £°
engendré par transport paralléle et contenant Q(w) contient nécessairement les
vecteurs de £°(&) obtenus en transportant par parallélisme les ¢léments de
courbure, c’est-a-dire les valeurs que prend la forme différentielle Q(w) [de
degré 2 sur &, a valeurs dans £°(&)] pour u€ ©*. Mais le sous-espace d’espace
fibré différentiable a fibre-algébre de Lie engendré dans £2°(&) a partir des
vecteurs obtenus de cette facon est lui-méme invariant par transport parallele
car, si X, et Y,se déplacent parallelement & eux-mémes, [X,, Y,] se déplace aussi
par parallélisme. Comme ce sous-espace contient évidemment la courbure, on
peut énoncer :

Proposition V.5.4. — Le champ d’holonomie correspond, pour une connexion
donnée, au sous-espace d’algébres de Lie de 2°(&) engendré par les éléments de
courbure transportés par parallélisme de toutes les fagcons possibles en tous les
points de T (**).

6. VARIETES INTEGRALES D'UN CHAMP NORMAL INTEGRABLE. — De l'invariance d’un
champ normal I'(£°, w) par les translations a droite de G sur &, on déduit
immédiatement :

Prorosition V.6.1. — Etant donnée une variété intégrale V d’un champ

(18) Rappelons que 2(w) est I’espace d’holonomie (woir §1V.1).
(19) Voir Ambrose et Singer [1] ou Lichnerowicz [1], p. 122-131.
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normal intégrable I'(£"°, w), la variété V.s obtenue en transformant V par la
translation a droite s€ G est encore une variété intégrale. Réciproquement on
obtient de cette fagon toutes les variétés intégrales de I'(2'°, w) a partir de I'une
d’entre elles.

On a également :

Prorosition V.6.2. — Toute variété intégrale V d’un champ normal intégrable
est engendrée par les chemins horizontaux issus des points de l'une quelconque de
ses fibres V,(x € T).

Il est en effet évident que, au-dessus d’un chemin différentiable joignant za«’,
les chemins horizontaux rencontrant V.. rencontrent V.., et réciproquement.

Remarquons, d’autre part, qu'en général, si I'(£°, w) n’est pas intégrable
ou, plus précisément, si £/° n’est pasinvariant par transport paralléle, il n’existe
pas de sous-espace fibré y a fibre-groupe de Lie de £2°(&) tel que k(£)) =1,
en tout point x de &. En effet, s'il existe bien un sous-groupe connexe de
chaque fibre 11,(&) dont’algébre de Lie s’identifie a la sous-algébre £ corres-
pondante, il n’en résulte pas pour autant que les sous-groupes correspondant &
deux fibres distinctes soient isomorphes. Par contre, si I'(£"°, w) est inté-
grable, £7° est invariant par transport paralléle, et, dans ces conditions, étant
donné un chemin différentiable [ de &, les isomorphismes

pg;;’(@): My (8) = M (E)
et
Phve s £2(8) = £0(6)

sont associés (voir §IV.6). Comme, par hypothése, on a pii (£.)) =£ on a
aussi, en notant v, et Y. les sous-groupes connexes de I,(&) et de I, (&)
dont les algebres de Lie s’identifient & ) et & 2] :

B e) (Y) = Yar-

Il en résulte évidemment que la réunion des v.(x€ &) est un sous-espace
fibré différentiable a fibre-groupe de 21(&). On note bien entendu vy ce sous-
espace.

Prorosirion V.6.3. — Si le champ normal T'(£2'° w) est intégrable, il existe un
sous-espace de groupes Y de (&) dont la fibre v, (x€X) est le sous-groupe
connexe de M, (&) admettant k(£'°) pour algébre de Lie et tel que toute variéte
intégrale de I'(£'°, w) s'obtienne en appliquant a une nappe d’holonomie toutes
les transformations de y [ opérant a gauche sur & comme sous-groupe de IN(&)].

Pour démontrer ce résultat, nous remarquerons tout d’abord que, puisque la
composante verticale de I',(£7, ) (y €&,) est [y.],, la composante connexe
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de la variété intégrale V passant par y est v,.y. D’autre part, comme l’algébre
de Lie du groupe d’holonomie en x est nécessairement incluse dans I'algébre
de Lie de v, puisque le champ d’holonomie est le plus petit champ intégrable et
qu’en outre, la nappe d’holonomie V' passant par y fait évidemment partie de V,
v.V’ est localement une variété intégrale de I'(£'°, w). Comme y et V' sont
connexes, y.V’ est bien une variété intégrale de notre champ normal. Enfin,
comme toutes les variétés intégrales de I'(£/°, w) se déduisent de I'une d’elles
par translation & droite et que les opérations de G et 1 (&) commutent, toute
variété intégrale peut étre construite a partir d’'une nappe d’holonomie par les
opérations précédentes. Le théoréme est donc démontré.

Il en résulte :

Proposition V. 6.4. — Toute variété intégrale V de I'(£2'°, w) est engendrée par
les chemins w-horizontaux qui rencontrent une composante connexe de V,(x € ).

Et, puisque & est une variété différentiable, donc connexe :

CoroLLAIRE. — L’espace fibré & est engendré par les chemins w-horizontaux qui
rencontrent une composante connexe de & (xe &3)

On peut alors démontrer :

ProrositioN V.6.5. — Toute variété intégrale V d’un champ normal intégrable
est un sous-espace fibré principal différentiable a groupe structural de &(&, G).

En effet, soit y' I'espace fibré de groupes engendré par y et 2(w). Comme v,
contient la composante connexe du groupe d’holonomie en z, il est clair que Y/,
est simplement transitif sur V,. Il en résulte que G,=j(y) 7, est un sous-
groupe de G indépendant de y €V, et que G, est simplement transitif sur V,.
Soit alors '€ & un point reli¢ a « par un chemin différentiable /. Le parallé-
lisme le long de { détermine un isomorphisme appliquant G, sur G,. Comme cet
isomorphisme n’est autre que l'identité dans G, cela achéve la démonstration.

En rapprochant ce dernier résultat de la proposition V.1.1.et du théo-
réme V.4.1, on obtient ;

Tutorime V.6.1. — Pour qu'il existe un sous-espace fibré principal a groupe
structural &' (L, G') de &(X, G) admettant 2'° C £°(&) pour espace de Lie de
degré o, il faut et il suffit qu’il existe une connexion o sur &(&, &) dont la
courbure Q(w) soit une section de L'* et telle que AL/ C1., A étant la L(E)-diffé-
rentiation covariante associée d w et L' le sous-faisceau de L(E) engendré par £2'°.

7, SOUS-ESPACES STABLES POUR LA DIFFERENTIATION COVARIANTE :

Prorosirion V.7.1. — St £'° est un sous-espace d’algébres de Lie de £2°(&)
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engendrant un faisceau L' stable pour la L(E)-différentiation covariante associce
a une connexion » de &(, &), on a

[ £, £ (w)]C £,

En effet, un tel sous-espace est invariant par transport paralléle et, si X est
un de ses éléments, la formule (II1. 5. 2) montre que [X, Q(»)] en fait également
partie. La proposition résulte donc du théoréme d’Ambrose (V.5.4).

Inversement, si G’ C G est le groupe structural d’'une nappe d’holonomie de ®
et si G"C G est une sous-algébre de Lie telle que [G”, G']C G”, les automor-
phismes intérieurs de G’ transforment G” en lui-méme et les automorphismes
adjoints transforment G” en elle-méme. On peut donc modeler G”>< & sur la
nappe d’holonomie et construire ainsi un sous-espace £'° de £°(&) engendrant
un sous-faisceau L' manifestement stable pour la différentiation covariante
associée 4 w. Comme, en général, on peut choisir G” de telle sorte que G’ n’y
soit pas incluse, on voit qu'il existe des sous-espaces de £°(&) invariants par
transport paralléle et ne contenant pas la courbure.

CHAPITRE VI.

HoMoMORPHISMES.

InTRODUCTION. — Soient &(&, G) et & (L, G') deux espaces fibrés principaux
différentiables de base commune & et de groupes structuraux G et G’ respecti-
vement. Nous avons vu qu'a tout couple d’homomorphismes (¢ :G— G/,
g . & — &) étaient associés des homomorphismes

/ S OM(E) >N (E),
i+ £(E)—>L£(8),
Yép, : C(E)—=>C(E).

Le but de ce chapitre est de chercher a construire, a partir d’homomor-
“phismes 0.z (5, Pe(s)» Pew» donnés a avance, appliquant les espaces associés
a & dans les espaces associés a & et liés par certaines relations, un couple (¢, g)
pour lequel
)= Pomiep Y=o € Pwm=dcwm

Mais auparavant, et c’est I'objet du premier paragraphe, il convient de
chercher si un tel couple est unique, et, s’il ne I'est pas (ce qui est évidemment
le cas ainsi que le montre I'exemple des homomorphismes adjoints), de déter-
miner toutes les solutions a partir de I'une d’elles. On est donc amené a
comparer deux couples (¢, g) et (¢, k) pour lesquels

P =¥YneEy Gee=YEe ¢ u={Yl
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On utilise pour celalanotion de champ normal : dans les conditions indiquées,
les images h(&) et g(&) de & sont les variétés intégrales d’'un méme champ
normal. A partir de 3, on montre que I'élément s€ G’ défini par g(y) = h(y).s
est indépendant du choix de y dans &, de sorte que, en définitive, on a

b=1Int(s")og et g=D,ol.

Revenons au probléme qui fait 'objet du reste du chapitre. 1l s’agit, avons-
nous dit, de construire un couple d’homomorphismes compatibles ({, g)
liant (&, G) a &(&Z, &), de telle sorte que les homomorphismes 4%, (),
Vi) Y coincident avec des homomorphismes donnés a priori, mais satis-
faisant a certaines conditions. Quelles conditions ? Il est d’abord évident
que Py () et @ () doivent étre associés, de sorte que ¢, ¢ sera entiérement déter-
miné par ¢, - Il convient de remarquer ensuite que, & cause des opérations
de L'*(E") sur C'(E"), 'homomorphisme ¢, est complétement défini par la
donnée d’'une connexion w sur &(L, G) et de la connexion-image 9, (w) = w'.
Sous cette forme, la formule (II1.4. 1) et la proposition III.6.1 montrent que,
si le couple (¢, g) existe, les différentielles covariantes A, A’ associées a w, '
et les courbures Q(w), Q(w'), se correspondent par @, , : c’est cette propriété
que nous supposerons réalisée.

En résumé, le probléme se présente de la facon suivante : étant donnés deux
homomorphismes associés @y () €t ¢,:(s), et deux connexions w et o’ sur &(&, &)
et & (&L, G') respectivement, telles que

Aogum=grmed et Qo) =0u(R()),
existe-t-il un couple d’homomorphismes compatibles ({, g) tels que
Vo) = Pom(sp Vi@ =%e@ e Yiy(e)=o, ?

Ce probléme est complétement résolu, par Iaflirmative, dans le cas ou G
et G’ sont connexes, et & simplement connexe. L'homomorphisme ¢ est cons-
truit en choisissant x, € L puis y, €&, et y, €&, et en posant

U=/ (¥o) o O (@ ° tor (0)s
ce qui est bien un homomorphisme de G dans G'. L’homomorphisme g, d’autre
part, est d’abord défini au-dessus du point x, choisi par I'égalité
§(os)=04-b(s)  (s€G)
ou, ce qui revient au méme :
g(m~}’0>:<sz(5)(m)'.y/o [me M, (8)].
- On étend ensuite la définition de g a espace & tout entier en faisant corres-

pondre a extrémité de tout chemin w-horizontal d’origine y =y,.s, I'extré-
mité du chemin w'-horizontal d’origine y'=y.L(s) et de méme projection.
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L’essentiel de la démonstration consiste a vérifier que ¢’est bien un homomor-
phisme & — & qu'on définit ainsi et que cet homomorphisme est compatible
avec . Le fait que & soit simplement connexe joue un role essentiel dans la
démonstration que nous donnons ici. Nous verrons, dans le chapitre suivant,
dans quelle mesure il est possible de se débarrasser de cette hypothése.

1. CourLes (@, &) DEFINISSANT LES MEMES HOMOMORpHISMES. — Nous ne faisons,
dans ce paragraphe, aucune hypothése sur .

Prorosition VI.1.1. — Soit (o, k) un couple d’homomorphismes compatibles
liant (&, G) et &' (X, G'). La translation a droite sur & deﬁme par s€ G’ étant
notée D,, on pose
Y=Int(st)oo et g=Dsoh.

Le couple (Y, g) est alors compatible, et en notant {5 ), V%) Yw
[resp. Pows) e Pew] les homomorphismes associés au couple (Y, g)
[resp. ¢, h)], on a

‘Pgn(s): <P§n(s), '-Pfé(s): @’é(s) et V= Pl -
Démontrons cette proposition pour £(&), par exemple. On a, par définition
Ve =l (8())ebese(y)  (¥€8)
=ig(h(y)-s)oboje(y)
=i (h(y)) o Adj(s) o Adj(s") 00 /p(y)
— ol
=QPe()

Proposirion VI.1.2. — Le champ normal T'(¢}, (£°(8)), 9iu(w)) est inté-
grable, quelle que soit la connexion o choisie sur 6(&, G).

Ce résultat est une conséquence de la formule

Ao ¢f 4y = ¢ft 1y 0 A
qui entraine la stabilité du faisceau-image of ,,(L(E)) pour la différentiation
covariante A’ associée 4 o¢ (), et de
Q(¢tw () = oLm(R(w)),

qui nous place définitivement dans les conditions d’application du théo-
réme V.4.1.
Avant d’aborder la réciproque de la proposition VI.1.1, nous démontrerons :

Proposition VI.1.3. — L'image de Uespace & par I’homomorphisme h est une
varicté intégrale du champ normal

F:r(?ﬁ(@)(ﬁo(é)), ol (w)).
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Placons-nous en effet, tout d’abord, en un point z€ . La compatibilité du
diagramme

2¢=====~M.(\8)
h
i e
€' = === M'(E"
Fig. g

entraine, en notant &,, une composante connexe de la fibre &, et M, ,(&)
la composante connexe de 'identité dans I,.(&) :

P (Ea0) = W (6 (Mo (8)) A (1),

ou y est un point de &, , choisi une fois pour toutes.
Soit, d’autre part, V la variété intégrale de I' passant par A(y). La compo-
sante connexe de 2(y) dans V, est, d’aprés la proposition V.6.3 :

Va0 = 951 (6) (Mo (8)) A ()

car 9o 5 (M o(8)) est le sous-groupe connexe de I, (&) admettant
k(9% (s)(#£0(8))) pour algébre de Lie puisque les homomorphismes 95 () et o5 s,
sont associés. On en déduit

Veo="(8Ex,)-

La démonstration s’achéve alors en rappelant que V et & sont engendrés par
les chemins respectivement w- et ¢, ()-horizontaux issus des points de V,
et &, , (voir prop. V.6.4), et que les images par /& des chemins w-horizontaux
sont des chemins gf ;; (®)-horizontaux (prop. VI.1.1).

Abordons maintenant la réciproque de la proposition VI.1.1.

Proposition VI.1.4. — Si deux couples d’homomorphismes compatibles
liant 8(&, G) et &' (X, G') et notés (@, h) et (Y, g), sont tels que

chn(é) = 4’5'&(5)7 cPﬁ”(s) = "P%(s) et - (P‘}:l(E) =&

le couple (), g) est du type défini par la proposition V1.1.1, c’est-a-dire qu’il
existe s€ G’ tel que
Y=Int(s1)oq et g&=D,oh.

Donnons-nous, en effet, une connexion w sur &(&, G) et posons
w'= (P(/‘f(m((”) = kPE"u«;)(w)'
Les images de & par & et g sont, d’aprés la proposition précédente, deux
variétés intégrales du champ normal I'(£°, ") ou I'on a posé
£10= 9% ) (£°(8)) = b (5)(£°(8))-
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 42
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Choisissons d’abord un point y de la fibre &, et définissons s€ G’ par la
relation

g(y)="h(y).s.

Etant donné maintenant un point y’ ‘variable de &, il existe c€G tel
que y'=y.c et réciproquement. Or, par définition, @fy ) et L5, ) vérifient les
deux relations suivantes :

chn(s) Uom (7)) = ion: (R (1)) ¢ (),
L.1‘."3;11(5) U () ) = Lo (8 () b (o).

Comme, par hypothése, @5y ) et {5« coincident, on a successivement

b (R (¥)) 9(9) =G (8(¥)) ()
=l (h(y)-s) (o)
= Ly (h(y)) Int(s) ¢ (o).
D’ou
Y(o)=Int(s") g(c)
et, sur &, : '
5()=g(y.o)
=&()-$(9)
=&()-(s7"9(a)s)
=h(y).¢(a)s
=h(y').s.

Ce qui montre que s ne dépend pas du choix de y dans la fibre de & de pro-
jection x et que, au-dessus de ce méme point &, on a bien g=D,0A.

I ne reste plus qu’a montrer que cette derniére relation s’étend a 'espace &
tout entier. Considérons donc un point y, n’appartenant pas a la fibre &, mais
4 &,, et relions &, a « par un chemin différentiable /. Soient

P Ep—> 6y et B 8 8y

les homéomorphismes définis par les transports paralléles relatifs aux
connexions o et w'. L'invariance de ’ensemble des chemins w’-horizontaux par
les translations a droite montre que

Dyop/=p oDy,
tandis que la conservation des chemins horizontaux par 4 et g permet d’écrire

poh=hop et Pog=gopm,
de sorte que si ]
() =h(p (1)),
on a d’abord
Fg () = (A (7 (1)) s
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puis
&) =h(y1)-s,

ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — La proposition 1I.3.1 montre que, par changement de base
dans 2, on obtient tous les homomorphismes [G — Gl(m, R), 6> R]
auxquels sont associés les homomorphismes R,y ), R,; (s et R . Cest en parti-
culier le cas pour les homomorphismes adjoints.

2. DerermiNaTioN DE (4, g). — Nous reprenons maintenant le probléme exposé
dans I'introduction. Nous supposons que & est de dimension d, comme d’habi-
tude, et que G et G'sont respectivement de dimensions n et n'. Le théoréme que
nous nous proposons de démontrer est le suivant :

TurorimMe VI.2.1. — Etant donné un homomorphisme
Pon(e): M(E)— m' (&)

auquel est associé
Y@t F(E)—>£(8),

s"tl existe d’autre part deux connexions w et o', sur &(, G) et &' (XL, G') respec-
tivement auzxquelles correspondent les L(E)- et L' (E')-différentiations covariantes A
et A', si l'on a, de plus

A oo = 9rmeA et Qo) = 9Lk (2()),

enfin st G et G' sont connexes et si T est simplement connexe, il existe un couple
d’homomorphismes compatibles
g &6—>& et b: G>G,
pour lesquels on a »
Y= P e YEe =9e@)
tandis que

G (@) =o'

Nous démontrerons tout d’abord un résultat relatif au cas ou la base
de 6(&, G) et & (L, G') est homéomorphe a R’. Supposons donc, provisoi-
rement, que £ = R* et désignons par O I'origine de R*.

Lexme. — 7, (4,) et 7, (1,) notant comme d’habitude les trans formations | éléments
de M (&) et de N, (&') respectivement | associées ¢ un lacet l, en O, on a, dans
les conditions du théoréme énoncé :

T (l) = (Pm(é;)(fm(lo))'

En effet, choisissons tout d’abord deux points y, €&, et y, €8,. Soient e(x)
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et o'(x) les extrémités des chemins w-horizontaux et w’-horizontaux d’origine y,
et y, respectivement etse projetant 'un et 'autre sur le rayon vecteur Ozz(z € RY).
Soit alors

h: &6

I'application définie par les deux égalités
hop=9p et h(m.p(w)):cpm(s)(m).k(p(x)).

Posons également
Y=Jm (¥o)o Pon(s) ° Lo (¥o)-

On définit ainsi un homomorphisme de G dans G’ et I'on va voir que { et A
sont compatibles. En effet, I'égalité

Ao orpy=gra oA

montre que 9. applique tout d-élément du champ ¢ (@) qui définit le
transport paralléle dans £2°(&) sur un d-élément du champ ¢y (') (*°). 1l
en est donc de méme pour M (&) et N/ (&) et, si m& N (&) se déplace par
parallélisme, @, 5 (m) se déplace également par parallélisme (**). Or, si =
décrit un rayon vecteur a partir de O et si m, se déplace parallélement a lui-
méme | p(m,)=x], on sait que s = j, (¢(x))m, est indépendant de x. Il en
est de méme de s'=j, (p'(2))m,, lorsque m, € M, (&) se déplace parallelement
a lui-méme et lorsque x décrit le méme vecteur. Si de plus, on a, a I'origine :

mlochm(é)(mO)a

on a aussi, d’aprés ce qui précede, m,= @ (M) et, comme 7, = ¢y & (M)
équivaut, d’aprés la définition de ¢ 4 s'=1{4(s), on peut écrire

Jow (P'(2)) (9om () () = b (5)-
D’autre part, '
ma-p(2) = p(2).fon (p(2)) M= p(2).5
et '
Pon (s) (M) -0 (@) = 0" (2) - Jor (0'(2)) (Pom () (7)) = ' (@) (5)

De sorte qu’en tenant compte, en outre, de I’égalité

him.p(z))= (P.m(s)(m)'Pl(‘Z'%

(29) Pour s’en assurer, on peut, par exemple, uliliser des sections locales de I'espace des repéres
de £°(&) ou encore, en tenant compte du paragraphe II.8, on peut examiner ce qui se passe sur
les espaces induits par une application différentiable ¢ : I > &. Dans le premier cas, on se reportera
au paragraphe IV.6.

(2t) Se reporter a la fin du paragraphe IV.6.
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qui sert a définir %, on a la relation
h(p(zx).s)=h(p(x))-Y(s) (seG).

La compatibilité de ({, 2) sera démontrée lorsque nous aurons vérifié qu’on
a une relation de méme type lorsqu’on remplace () par un point quelconque
de &. Soit y = p..p() un tel point [ L€ IM(&)]. On a successivement

h(y.s)=h((p.p(z)).s) =h(p.(p(2).5))
= Pon(s) () (h(p(2).5))
= Qo (g) (1) - (A(p(2)) . Y(s))
= (o sy (1) -R(p(x)))-b(s)
=h(y).d(s).

h est donc bien un ¢-homomorphisme. De plus, par définition méme de A et
de ¢, Thomomorphisme {3, ) associé au couple ({, k) est ¢, (). Soit alors o’
la connexion-image de « par le couple (¢, %) ou, plus précisément, par g, :

o = Pw(»).

Il n’est pas évident, a priori, que la connexion ainsi obtenue coincide avec w’.
Cependant, puisque {5, &)= P (s)» 0N 2 également J, o =9, 4 et, en notant A’
la L’(E")-différentiation covariante associée a4 ', on sait quon a les égalités
suivantes :

Umed=200¢ly et Yig(R(w)) =2().

En comparant ces égalités a celles qui sont vérifites par hypothése par A
et A’, il vient
A=A et Qo) =Q(w").

Il en résulte que ©'= '+ 6 ou O est une action du centre K'* (E) de L'* (E")
et que A’ =o [conséquence immédiate de la formule (IV.5.1)]. La propo-

sition IV.5.3 montre alors que
T(;)'(ZO) :‘L'gr(lo).

Or, la définition de ' montre que

o' (l) =0 (g) (T (b))
Par suite
T (b) = CPm(g)(Tm(lo)),

ce qui achéve la démonstration du lemme. A partir de 14, il serait facile de
vérifier que o’ = w', mais la méthode utilisée ne serait qu'un cas particulier de
celle qui va nous servir a établir le théoréme VI.2.1 dans le cas général et nous
ne ferons pas cette vérification.

Nous revenons donc maintenant au cas général, en nous contentant de
supposer, bien entendu, que & est simplement connexe. Choisissons arbitrai-
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rement un point x, €I, puis deux points y, €8, et y, €8, . Définissons
comme ci-dessus un homomorphisme ¢ : G — G’ par

Y =Jow (¥o) ° o (s) © Lom (70)
etg: 6, —~ &, par ‘
: 8-s)=yo-4(s)  (s€G),

ce qui équivaut i poser

g(m.yo) = Qo sy (M) 7 [mé:)ll((:l)].

Nous déterminerons ensuite g(y) pour un point y quelconque de I'espace &
en joignant x =p(y) a x, par un chemin différentiable /, : I - & défini par

2 Ay
Y }?
Y A,
Yz x
v e
Y n,
» e, .
W e )
. f]
Fig. 10.

une représentation amortie (c’est-a-dire dont toutes les dérivées s’annulent
pour o et 1), en reliant y a un point y, de &, par le chemin w-horizontal %, de
projection /,, en posant y, = g(y,) (ce qui a un sens puisque g est déja défini
sur &,), en définissant g(y) comme I'extrémité du chemin w'-horizontal %
d’origine y, et de projection /,, en vérifiant, enfin, que g(y) ne dépend pas du
choix du chemin /,. Nous utiliserons pour cela le lemme précédent et le fait
que T est simplement connexe.

Soit l, : I-— & un deuxiéme chemin différentiable joignant x a x, et défini
également par une représentation amortie. Recommencons, avec /,, les opéra-
tions effectuées avec /,, les notations se déduisant des précédentes par substi-
tution de I'indice 2 a 'indice 1. Soit S* le cercle orienté, muni d’une origine O
et paramétré par une application différentiable réguliére .

a: IS [a(0)=0, a(1)=0].
On déduit de Z, et [, une application différentiable
’ p: S,
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)

p(a(t) =L(at— 1) (fézén)

en posant

w(a(6) = h(1—21) <0été

N =

5=

Puisque & est simplement connexe, il est possible d’étendre p. en une appli-
cation différentiable . de R* dans & dont la restriction a S*, plongé dans R?,
est ..

Il résulte maintenant du paragraphe III.8 que les hypothéses faites au sujet
de &(&, G) et &(XL, G') se retrouvent dans les espaces induits par . Plus
précisément, si & = p1(8) et & = p.*(&') sont munis des connexions o, v
induites par . a partir de o, o’ et si 'on note Poms (65) 'homomorphisme de
Pespace structural gauche M (&) de &; dans I'espace structural gauche I (&)
induit a partic de @, I'homomorphisme P (57) des espaces de Lie

de @E(Rﬂ, G)et @,;I(R“’, G'), associé i Pom (557 vérifie les relations

!
AL_L o @LE(E;) = CPIF(E;) ° Aﬁ
et
Q(wg) =010y (2(99)):
ou A_ désigne la L (E_)—différentiation covariante associée a w_et A, la L (EL)—
m AT ) , m W TANT
différentiation covariante associée a ;. Nous sommes donc exactement dans les

conditions d’application du lemme précédent. En considérant S' comme un
lacet en O dans R2, on a donc

Tf;)é(s1 ) = @om(s,) (Tw,(51))-
En revenant & & 4 l'aide des homomorphismes induits, et en considérant
maintenant p. : 8* — & comme un lacet en x,, on a
(VL.2.0) Tor (1) = Pon () (Tw (1))
Or, comme p se compose de /, et de /,, on a
)’2:1'«.)(}*)-){1

et y., défini par y,= g(y.), est donc, par définition de g sur la fibre &, le
point
Y2 =9 (s) (T (1)) 21-

Il résulte alors de 'égalité (VI.2.1) que I'extrémité du chemin horizontal
d’origine y. et de projection /, coincide avec I'extrémité du chemin horizontal
d’origine y, et de projection /,. En d’autres termes, la définition de g(y) est
bien indépendante du chemin choisi pour relier z a x,.
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Il reste maintenant & montrer, d’'une part, que les homomorphismes ¢ et g
que nous venons de construire sont compatibles, d’autre part, que le couple ({, g)
constitue une solution du probléme.

La compatibilité de { et grésulte immédiatement du procédé de construction
de ces homomorphismes : en reprenant les notations précédentes, si z3=y.s
est un point de &,, le chemin horizontal d’origine z et de projection /, se déduit
de A, par la translation a droite s. Son extrémité z, de projection z, se déduit
donc de y, par la méme translation & droite : z,=y,.s. Or, sur &,, on a

g(51) =g(1)-¥(s)

comme le montre la définition de g et un calcul effectué¢ au cours du lemme
précédent. En procédant de facon semblable sur & (&, G’), on aboutit a

§(5)=g(y-)=80)4(s) (ye€& s€h).
Par construction également, on a
q’ﬁ(r:)(w):&)’

puisque I'image par g d'un chemin w-horizontal est un chemin w’-horizontal et
que, par suite, le champ de connexion c(w) est projetable par g et son
image, c(w').

Quant a légalité U s=Pm qui entraine % o=0,, elle résulte
simplement du fait qu’elle est vérifiée pour les fibres de projection z,. En effet,
comme 'image de ¢™ ) (w) est ¢™ ) (w'), et cela, par 'un ou I'autre des homo-
morphismes {5, s 0U @5, on peut la transporter par parallélisme en tout
point de L.

Le théoréme est donc démontré.

Remarque. — Dans le cas ou G est simplement connexe, 'existence de ¢,
entraine celle de ¢, (). On peut donc énoncer un théoréme ou les espaces de
Lie interviennent seuls. ‘

CHAPITRE VII.

HomomorprIisMES. CONDITION D’EXISTENCE
LORSQUE LA BASE N'EST PAS SIMPLEMENT CONNEXE.

IntropucTION. — Nous ne supposons plus, dans ce chapitre, que la base des
deux espaces fibrés principaux &(&, G) et & (L, G') est simplement connexe.
Dans ces conditions, il n’est pas possible, en général, de trouver un couple
d’homomorphismes compatibles ({, /) tels que

Vine=9%me)p Vee=0%w@ e  Puw)=0,
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Ol Qo (s) €t @2 (s) SONt deux homomorphismes associés, liés aux connexions w
et ' par les deux relations habituelles

A,OQPLU“): ?l'(E)OA et Q(CO’):C?L(M(Q(O)))

On s’en convaincra facilement en considérant le cas d’un cylindre de révo-
lution (espace fibré principal de base S* et de groupe, le groupe additif R)
muni successivement de deux connexions intégrables dont 'une admet pour
variétés intégrales les paralléles du cylindre, tandis que les variétés intégrales
de 'autre sont des hélices.

Cependant, a condition de supposer que ¢,y (s, est un homomorphisme sur, on
peut construire un couple d’homomorphismes compatibles

by G—>GLh=G'/H, hy =& &y =6'/1

(N étant le centre de G'), ainsi qu’'un homomorphisme ¢ : G — G/, indui-
sant . par passage au quotient et déterminant g,y ) par modelage sur & et &).
C’est la I'objet du paragraphe 1.

Aprés I'examen du cas particulier ou le centre de G’ se réduit a 'identité (§2),
on montre, au troisiéme paragraphe, comment, moyennant une hypothése assez
large concernant I'holonomie de ', on peut se ramener du cas ou ¢, est un
homomorphisme dans, au cas ou c¢’est un homomorphisme sur. Le paragraphe
suivant est consacré a la recherche des conditions d’existence de /. Grace aux
résultats du 1°, on peut supposer, sans perte de généralité, que les deux
espaces & et & ont méme groupe structural et I'on peut méme se permettre
d’identifier O (&) et M/ (&'). On simplifie ainsi les notations et il devient
possible de comparer, pour un méme lacet /., les éléments <, (1) et 7, ({,).
Plus précisément, on forme

Tor (L) (T (L))

qui, faisant partie du centre de la fibre de )11 (&) de projection @, peut étre
considéré comme appartenant au centre H de G. On vérifie alors que cet
¢lément ne dépend que de la classe d’homotopie de /, et qu'on définit ainsi
un homomorphisme

zo s () —H

du premier groupe d’homotopie de & en x, dans H. Le résultat essentiel de ce
chapitre est que la trivialité de cet homomorphisme est une condition néces-
saire et suffisante d’existence de 'homomorphisme A cherché.

Si I'image y de IL (&) par I'homomorphisme y, est fermée dans G, on peut
substituer & & son quotient pary ; le probléme est alors résoluble. Dans d’autres
cas, on peut agir sur o’. En particulier, siy est un sous-groupe de la compo-
sante connexe de I'identité dans H, le probleme peut étre résolu en substituant
4 o' une connexion ®'+ 0 ou 0 est un forme différentielle sur &, fermée, a
valeurs dans H et admettant sur des cycles donnés des périodes dépendant

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 43
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de . Lorsque & est compacte, on peut combiner les deux procédés, le premier
servant 4 éliminer la partie de y provenant de la torsion du premier groupe
d’homologie de & a coeflicients entiers, le second, a réduire ce qui reste.

Enfin, dans un dernier paragraphe, on cherche a ¢largir les hypotheses et
I'on donne quelques résultats valables lorsque I'égalité portant sur les courbures
n’est plus nécessairement reahsee

1. Cas DES HOMOMORPHISMES SUR. RESULTAT INTERMEDIAIRE. — Nous considérons
done, dans ce paragraphe, deux espaces fibrés principaux différentiables
&E(X, G) et & (T, G') de groupes connexes G et G’ et de méme base L. Nous
nous servirons des notations utilisées au paragraphe I1.5, c’est-a-dire que nous
noterons :

v 1 G>Gy=G/II, @ G'—>GL=— G/,

Yo: 66— 6y=6/H, Yo &—>&,=6"/H,
les homomorphismes canoniques appliquant & et & d’'une part, G et G’ d’autre
part, sur leurs quotients respectifs par les centres H et H' de G et de G'. De
plus, les espaces de Lie [resp. espaces structuraux gauches, faisceaux des
connexions de &(&, G) et &(&, G')] seront notés £.(&,) et £,(&))
[resp. DT'LY(&Y) et N, (&), C,(E,) et C,(E,)]. Enfin les homomorphlsmes
canoniques correspondant a ces différents espaces et faisceaux, seront :

Ye(s) 1 F(E)—> £4(8y), Te(s) ° £ =~ £4(8Y),
Ton(s)y: IM(E)—My(&y), Tow(e) M (&) — N, (6Y),
e ¢ G(E)— Gy(Ey), Yeur) = CG(E)— CL(EY).

On a alors le théoréme suivant qui constitue le premier pas dans la résolu-
tion du probléme qui nous occupe :

Tutorime VII.1.1. — Etant donnés deux espaces fibrés principaux différen-
tiables 6(X, G) et &' (L, G') de méme base T et de groupes structuraux G et G
connexes, s'il existe un homomorphisme

Pon(s): IM(E)—>IM (&)

de Uespace structural gauche du premier sur Uespace structural gauche du second,

et st I’homomorphisme
Pe(s): F(&)—>£'(&)

de Uespace de Lie de &( &, () sur Uespace de Lie de &' (X, G'), associé a Pon(s)

est lié a deux connexions » et o' sur &(X, G) et &' (X, G') respectivement dont
les L(E)- et L'(E')-différentiations covariantes sont notées A et A', par la relation

(VIL.1.1) Ao g 1) = Qs 0 4,

.



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 339
alors, il existe un couple d’homomorphismes compatibles sur
hy: &6, et Yy GG,
déterminant, par modelage sur &(&, G) et &,(X, G), les homomorphismes
Yon'(s)° Pon(s) Tes)°Pe(s) € Yoo Qe

(9c v, €tant naturellement défini par o \(w) =’ et par les opérations de L*(E)

[resp.L'* (E")] sur C(E) [resp.C'(E")]).

Remarque. — Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, remar-
quons que, dans les hypothéses, il ne figure aucune condition portant sur les
courbures. Cependant, si I'égalité (VII.1.1) n’entraine évidemment pas
Q') =0, (2(w)), elle implique néanmoins une égalité de ce type
lorsqu’on remplace &' (&, G') par &,(&, G,). Plus précisément, si 'on pose

Wy = Yer () (@),
on a
Q (o) = Y1) (on) (2(w)))-

En effet, en appliquant deux fois de suite I’égalité (VIL.1.1), on a, quel que
soit e L(E) :
A" (Qrx)(0)) = u) (A20).
Mais,
Azg:[g(o‘))’ 6_]7
el par suite,
A" (9L)(9)) = grie) ([R(), 0]) = [91.11)(£2(®)), @rix) (9)]-

Puis en passant de &'(&, G') a-6,(&, ;) et en continuant & noter par le
crochet les opérations de £.(&,) sur £/(&,) = £'(&') on a

A" (or ) (0)) = [0 (9r ) (2(®)), G (0)]-
Or,
A" (or)(9)) = [R(0Y), ¢rm) (0)]

comme ces égalités sont vérifiées quel que soit 6€L(E) et que les homomor-
phismes ¢, et Y, ., sont des homomorphismes sur, on en déduit

Q%) = v 1) (Prk) (2(®))-

Venons-en maintenant a la démonstration de notre théoréme. Elle repose
essentiellement sur le lemme suivant ou 7, (/) désigne, rappelons-le, I'élément
de I'espace structural gauche associé a la connexion w et au lacet /, de T.

LemMe. — Quel que soit le lacet [, de T, on a

oy (L) = Yon' (6 ) (P (8) (T (£)))-
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Nous considérons donc un lacet en , [, : 1 > &[1,(0) ={,(1) =z]. L’éga-
lité (VIL.1.1) montre alors que le champ ¢ (¢)(w) qui définit le transport
paralléle dans £°(&), relativement a4 w, est projetable par cpﬁ(t;‘) et que son
image n’est autre que le champ ¢#*©)(w’) qui définit le transport paralléle
dans £°(&'), relativement a o’. Nous avons vu qu’il en était alors de méme
de c™(é)(w) et de ¢™'(¢)(w") et que, en notant comme d’habitude,

Philey s Ma(8) > IMu(8), Py, OML(E)—>IN,(S)

les isomorphismes des fibres de (&) et de M (&') de projection /(o) sur
les fibres de projection /,(1) de ces mémes espaces, on avait le diagramme
compatible (c’est-a-dire commutatif) suivant :

M (E) ————> M_(E)
X £, My
Mlle

4,

e £

M(E)
Jll’x('S’) ——f——’% .M.’x(i)
x1 DO
P..M.'(t')

Fig. 11.

Mais, comme [, est un lacet en x, on a
Prley=Int(7o(L)) et pile)=Int(ty (l)).

Le diagramme précédent se traduit alors par 'égalité ci-dessous, valable quel
que soitle point z de &, et o m est un élément quelconque de la fibre de (&)
de projection x :

@m(s)(lnt("'w(lx))m) = I“t(fm’(lr))q)on(é:)(m)-

Comme, par hypotheése, o, )

applique I, (&) sur N (&), cette derniére
relation est équivalente a '
Yo' (&) (Pon(s)(To(l))) :E’gxz'(‘s,-")(‘f(,>'(l.r)).
Mais on a aussi

Tow' (&' )(Tm' (lx)) = Tw! (L),

et par suite
Tm{,(lx) = Y;)]U(é;’)((P_‘m,(é;)(fm(lx))L

ce qui est bien la formule annoncée.

On définit alors . et A, en utilisant le procédé qui nous a servi dans le cas
simplement connexe et que nous rappelons rapidement :

1° On choisit un point x, €L et, dans les fibres de & et & de projection z,,
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deux points y, €6,,, y, €&, .. Cela, de facon absolument arbitraire. On pose
ensuite ‘

by = o, (¥o) © Vom (&) © Pom ) © b (Vo5
et I'on définit la restriction de A, a &, par I'égalité

ey (¥o.8) =5 - Yy (s) (s€G),
ce qui revient a poser

hy(m.yy) = Yg]l’(@’)((?m(c:)(m))'y;» [met,, (8)].

2° On étend la définition de A, a espace & tout entier, en faisant corres-
pondre a tout chemin w-horizontal A d’origine ye€&,, et de projection
I:1— &[l(o) =, ], le chemin w,-horizontal d’origine /. (y) et de pPOJeCtIOlll
Plus précisément, on pose, en notant ce dernier chemin 7\

hy (A(1)) =2y (1).

Il résulte immédiatement du lemme ci-dessus que, si / et / sont deux
chemins d’origine x, et d’extrémité commune x,, et si les chemins w-horizon-
taux A et A’ de projections / et [’ et d’origines y, y' €&,, ont également méme
extrémité, alors, les chemins w'-horizontaux 2, et A\ d’origines A, (y) et 2,(y")
et de pI‘OJeCthHS Letl respectlvement aboutissent au méme point de &, .Ona
donc¢ défini ainsi un homomorphisme 4. d’espaces fibrés différentiables. 11 est
facile de vérifier ensuite que . et 4, sont compatibles et que, par modelage
sur & et &, ils déterminent les homomorphismes annoncés. Explicitement, si
I’on ne recule pas devant les notations, on a

‘plvf?mz(&):'fmz'(ez’ﬁ Pon (s “Pq'/fﬁr(s): Te'(8)°Pe(s)
et
e (0) = o).

Le théoréme VII.1.1 est donc démontré, mais on peut aller plus loin : de
Iexistence de 'homomorphisme ¢, ) : M (&) - M/ (&) (existence que nous
n’avons pas complétement utilisée puisque seul 'homomorphismey . o095 )
nous a servi) et de celle du couple compatible (¢, A.) que nous venons de
déterminer, on peut déduire un homomorphisme ¢ : G — G’ déterminant ¢, .,
par modelage et J., par passage au quotient. Comme le fait que J1L(&) et M (&')
sont les espaces structuraux gauches de &(&, G) et &(XL, G') n'intervient
pas dans ce résultat, nous élargirons le probléme en le posant de la facon
suivante (*?).

Soient &,(&T, G.) et &, (X, ) deux espaces fibrés principaux différentiables
de méme base & et dont les groupes structuraux G, et G, sont les quotients de

(22) 1l ne s’agit pas d’une généralisation -gratuite. Le probléme se posera plus loin sous cette forme.
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deux groupes de Lie connexes G et G’ par leurs centres respectifs H et H'. Par
modelage de M = G >< & et M'= G’ < T sur &, et &, (G, et G| opérant sur G
et G’ par I'intermédiaire des automorphismes intérieurs), on construit N (&,)
et N (&)). De méme, £(&,) et £/(&,) s'obtiennent par modelage des
espaces £, £ des formes différentielles sur & a valeurs dans G et G'. Soient
alors w. et ) deux connexions sur &, et &.. Nous noterons A et A’ les L(E,)-
et L'(E,)-différentiations covariantes qui leurs sont associées et A., A, les L. (E.)-
et Ly (E,)-différentiations covariantes également associées a w. et w,
Nous supposerons d’abord qu’il existe un homomorphisme

O,y IM(Ey)— I (&y)
auquel est associé '
Pre(s,): F(Ey)—>L£(E).
De plus, soit
b: Gy—Gy et h: &8
un couple d’homomorphismes compatibles tels que :

° L’homomorphisme ¢ (8, déduit de Pore(s,) par passage au quotient
comclde avec d’y A6, ¢

%ny(sY):d)gnY(sT)v
ce qui entraine
‘Pﬁ,(sY):‘DBT(s?)s
2° On ait I'égalité
d)gY(E.{)(w“{) =y
qui entraine
A§°<PLT(I<:Y»:<PLV<ET)°AY-

3° La relation suivante, qui est compatible avec le 2°, mais ne s’en déduit
pas, soit vérifiée :

Ao grry) = Qrixy)

Ce dernier point étant équivalent au fait que le champ ¢*(5)(w,) est proje-
table par Pe(s,) et que son image est ¢**(¢7)(w,), il en résulte que le champ
(&) (w,) est Tui-méme projetable par Pon(s,) €t qUe sON image est ¢ (57)(w.).

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que Pome,) résulte, par
modelage, d’'un homomorphisme

Yb: GG
En effet, il est clair, tout d’abord, que ’homomorphisme Pon(s,) € h sont
. T *
compatibles, par hypothése, avec ¢, . Autrement dit, les relations du
Ty
type (I.4.1) et (I.4.2) sont vérifiées :

h(mn)’):‘Pm_{(sY)(m)-k(Q’) [mey(&y), y €&y,
Pon(s,) (Int(m)p) = Int(‘PmY(sT)(m))cPan(sY)(H) [pem(s,)].
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En revenant a I, on voit donc que ¢, résulte, par modelage, d’un

homomorphisme
Gy o M =M,

c’est-a-dire que I'homomorphisme j,..(A(y))o @y (s ) lom(¥) [ qui définit
sur la fibre de M (&,) de projection p(y)(y €6,)] ne dépend que de la projec-
tion de y sur &. Il reste a montrer que, étant donné s€ G considéré comme un
élément de 1L, U'élément j, . (A(y)) [ @ s )(Tn(¥)$)] de M'(E.), considéré
comme appartenant 4 G/, ne dépend pas de & = p(y). Pour cela, il suffira de
choisir 2’ € et distinct de &, puis de joindre « & 2’ par un chemin différen-
tiable [[l(o) =, {(1)=a']. Si s€G reste invariant lorsque y, se déplace sur
un chemin w.-horizontal de projection /, I'élément m,=ixm(y.)s se déplace
parallélement & lui-méme. D’aprés ce qui précéde, il en est alors de méme
de m;—_—q;m(&{)(\ml). Il en résulte que j,..(h(y.))m, considéré comme un
élément de G’, reste invariant, puisque k() reste également sur un chemin
w)-horizontal. ¢, résulte donc bien d'un homomorphisme

b: GG

D’autre part, de I’hypothése que Pon(s,) induit (I):’;ny(&{) par passage au
quotient, on déduit que ¢ induit @ : G — G’. Nous pouvons donc énoncer :

Prorosirion VII.1.1. — Dans les conditions énoncées ci-dessus, il existe un
homomorphisme tel que le diagramme

¥:6 —> G’
6 —— 5 @
G/H-6Y ———> G'y=G7H’
Fig. 12.
sott commutatif et que, par modelage, ) détermine 9, | :
1
i (h(y))ob = Pom(s,)® I ())-

Remarque. — La proposition précédente s’étend sans difficulté au cas ou G,
et G, opérent sur deux groupes de Lie quelconques G et G' et oul ces opérations
sont des automorphismes de G et de G'.

En nous replacant dans le contexte du théoréme VII.1.1, nous voyons immé-
diatement qu’on a :

ComprLiMENT AU THEOREME VII.1.1. — En plus du couple d’homomorphismes
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compatibles (Y., h.), il existe un homomorphisme
b: GG
tel que
Yo=1d,

et que, par modelage sur &(, G) et sur &, (X, ), b détermine 9,

1l en
résulte que I'homomorphisme associé § : G — G’ détermine ¢, ).

Le probléme qui se pose donc maintenant est celui de la détermination, dans
le cas ot & nest pas simplement connexe, d'un homomorphisme

h: 66

compatible avec { et répondant aux conditions du probleme. Nous aborderons
cette question aprés I'examen, au paragraphe suivant, d’une application directe
de ce qui précede.

2. Cas particuLiER. — Si, tout en conservant les hypothéses du théo-
réme VII.1.1, nous supposons de plus que le centre de G’ se réduit a I'identité
- (c’est-a-dire que G,=G'), il est inutile de supposer que I'homomor-
phisme 9. ., existe car il résulte de l'existence de g, .. On transpose en
effet sans difficulté au cas des espaces fibrés a fibre-groupe de Lie la démons-
tration du résultat correspondant, dans le cas d’un simple groupe de Lie.
Considérons un revétement simplement connexe [R(G), p: R(G)— G] de G et
construisons M, (&) par modelage de M= R(G) < & sur &(L, ), G opérant
sur R(G) par I'intermédiaire des automorphismes intérieurs. On note

P:’n(&): O]ln(@)“—}gnf(&')

I'homomorphisme déduit de p. Comme les algébres de Lie des fibres de O, (&)
s’identifient (gréce A 9911(5)) a celles des fibres de (&) et, par suite, aux
fibres de £°(&), il existe, au-dessus de tout point € L, un homomorphisme

Pomn(s) s Mwa(8) =M, (&)

auquel ¢, ,, est associé. Il faut alors vérifier que ¢’est bien un homomorphisme
d’espaces fibrés qu'on a ainsi défini, c¢’est-a-dire qu’il est localement trivial.
Cela se fait facilement, soit en utilisant des sections locales de & et &, soit en
se servant de la formule (VIL.1.1) et du transport paralléle.

Dans ces conditions, comme le noyau de ¢, . contient nécessairement le
centre de M, (&), et, par suite, le noyau de p,; .5 on déduit évidemment
de ¢ () un homomorphisme

Po(sy: IM(E) =M/ (&).
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Nous pouvons donc énoncer :
Prorosirion VII.2.1. — Etant donnés deux espaces fibrés principaux différen-

tiables (X, ) et &' (X, G') de groupes G et G’ connexes, st le centre de G' se
réduit a ’élément neutre et il existe un homomorphisme sur

Gp(s): F(8)—>£(&)

de leurs espaces de Lie, ainsi que deux connexions w et w' lides a ¢, 4 par la
relation .
Ao @1 ) = gru) 0 B,
il existe alors un couple d’homomorphismes compatibles
b: GG et h: &6—>6&
tels que ‘
Vie)=Pecs) ¢ Yl() =o'
3. Cas cEntrAL. — Nous commencons maintenant I'examen du probléme

sous sa forme la plus générale, c’est-a-dire que, en admettant simplement
que G et G’ sont connexes, nous supposons qu’il existe un homomorphisme

Oom(s) " M(E)— M/ (&)

de Vespace structural gauche de &(&, G) dans I'espace structural gauche
de & (&, ('), auquel est associé 'homomorphisme
Pe(s): F(8)—>L1(8)
de leurs espaces de Lie. '
Nous supposons, bien entendu, qu’il existe en outre deux connexions w et o’
de 6(&, G) et & (L, G) dont les L(E)- et L'(E')- différentiations covariantes
sont A et A', et qu'on a

(VII.3.1) Ao gp gy = oL A,
ainsi que
(VIL.3.2) Q') = o1, ((w)).

Nous proposons de donner d’abord une condition nécessaire d’existence
d’un couple d’homomorphismes compatibles (4, /) déterminant ¢, . et tels

h
que i () =o',
Proposirion VII.3.1. -— Dans les conditions ci-dessus, pour qu’il existe un
couple d’homomorphismes (Y, h) tels que 'y o= 0 )€t Yiw () =o', dlest
nécessaire qu’on ait I’tnclusion

{Z(w/)C‘Pm;(s)(ml(é)),

ou % (w') désigne, rappelons-le, I’espace d’holonomie de «'.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 44
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En effet, si un tel couple existe, il est clair que A(&) est une variété intégrale
du champ normal T'(¢, , (£°(&)), ') et que son espace structural gauche
est 9, () (IM(8)). Or, dans les hypothéses faites, ce champ normal est effecti-
vement intégrable. En effet, la stabilité du faisceau ¢, ,,(L(E)) pour la diffé-
rentiation covariante A’ associée a ' résulte de (VII.3.1), tandis que (VII.3.2)
montre que la condition portant sur la courbure est vérifice. Une condition
nécessaire d’existence de (¢, /) est donc que les variétés intégrales de ce champ
soient a fibres connexes, puisque G est connexe. Or, I'espace structural gauche
d’une telle variété s’obtient, d’aprés la proposition V.6.3, a partir de Z(w’) et
dusous-espace de NMU'(&') a fibres connexes, admettant ¢, (£°(&)) pour espace
d’algeébres de Lie. Autrement dit, cet espace structural gauche est engendré
par (o) et o, o (IM(E)). Il est done bien nécessaire que Z (") C o,y (5 (M(E)).

On a alors :

Provrosrrion VII.3.2. — Dans les conditions exposées au début de ce paragraphe,
st, en outre, l'inclusion de la proposition précédente est vérifiée :

Z(0') CPpn(s)(M(E)),

on peut ramener la recherche du couple (, k) a celle d’un couple (', k') d’homo-
morphismes sur, en remplacant N (&') par Uimage 9, . (MN(E)) de M(&)
Par 9y sy £'(&') par Uimage de £2(&) par ¢, ), 6'(L, G') par une variéié
intégrale quelconque du champ normalT' (9, . ,(£:(&)), ') et o', par sa restric-

tionaV.

Cette proposition est une conséquence immeédiate des résultats du para-
graphe VI.1 et de la proposition VII.3.1.

Nous nous proposons maintenant de montrer qu’aprés nous étre ramené au
cas o0 @, est un homomorphisme sur, nous pouvons nous ramener & celui

ol 9y €8t UN isomorphisme sur.

Prorosirion VII.3.3. — Le noyau J de ¢, ., est un espace fibré de sous-groupes
distingués de V(&) qui s'obtient en modelant sur &(&, &) le produit Mg—= G <X
d’un sous-groupe distingué G de G par &, G opérant sur G par 'intermédiaire
des automorphismes intérieurs.

Il est évident, tout d’abord, que le noyau J de ¢, ., est constitué de sous-
groupes distingués des fibres de N (&). De plus, la relation (VII.3.1) montre,
comme d’habitude, que le champ définissant le transport paralléele dans £°(&)
relativement 4 © est projetable par ¢, ., et que son image est le champ définis-
sant le transport paralléle dans £/°(&'), relativement & w’. Il en résulte qu’il en
est de méme de ¢™(¢)(w) et de ™ ()(w’). Par suite, le noyau de ¢, ,, est
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~J

invariant par parallélisme. Cela signifie que, si les deux points y et y’ de & sont
reliés par un chemin différentiable w-horizontal, on a I'égalité

J.on()’)Jx:./'m()")‘jx’ (p(y)=2a, p'(y)=42"]

valable dans G, et non dans 31T, bien entendu.

Si, au contraire, y et y’ appartiennent a la méme fibre &, de &, sans étre
nécessairement reliés par un chemin w-horizontal, il existe s€ G tel que y’'=y.s
et I'égalité (I.3.1) s’écrit

Jon (7 -8) Tx=TInt(s7) (Ju () Ta)-
Comme J, est distingué, on a donc
Jor (¥ 8)Ie=Jo (¥) I

En combinant ces deux résultats, on voit que le sous-groupe j, (y)J, de G
est indépendant du choix de y dans &. Si I'on pose § =, (y)J,, on a donc
bien J =Mz (&), avec Mg= G < .

Cette proposition montre qu’il est possible, en effectuant le quotient de 11 (&)
par J = Mg (&), de & par G [ou, ce qui revient au méme, par J = Mg(&)];
et de G par ¢ également, de transformer ¢, . en isomorphisme (**).

Plus précisément, le cas exposé au début du paragraphe se transforme
successivement de la facon suivante :

1° En supposant que la condition nécessaire d’existence des homomor-
phismes ({, /) soit réalisée | c’est-a-dire Z(w')C o, 4 (M(&))], la proposi-
tion VII.3.2 montre qu’on peut remplacer & (T, G') par un de ses sous-espaces
fibrés principaux différentiable a groupe structural &, (&, G,) déterminé a
une translation & droite prés et choisi de telle sorte que 9, devienne un
homomorphisme ¢}, ., de ON(&) sur I'espace structural gauche M, (&))

de &, (&, G)). Les conditions (VII.3.1) et (VII.3.2) restent évidemment
réalisées.

2° On effectue ensuite le quotient de &(&, ) par le noyau de I'homomor-
phisme ¢}, , et I'on transforme ainsi 6(&, G) en &,(T, G,) et Don(s) €0 UD
isomorphisme de I'espace structural gauche 01, (&,) de &,(&, G,) sur I'espace
structural gauche de &,(&, G,). Pour cet isomorphisme, on a toujours des
relations du type (VII.3.1) et (VII.3.2).

Il reste a voir ce qu'on peut obtenir dans ces conditions, du théoréme VII.1.1
et de son complément. C’est ce point que nous examinerons au début du para-
graphe suivant.

(23) G est évidemment fermé dans G.
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Remarque. — La condition Z(w')C 9, 4 (IM(&)) est évidlemment toujours
réalisée lorsque g, est, par hypothése, un homomorphisme sur, ou encore,
lorsque & est simplement connexe.

4. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D’EXISTENCE DE A. — Nous supposons tout
de suite que les opérations décrites au cours du paragraphe précédent ont été
effectuées, c’est-a-dire que nous avons affaire a deux espaces fibrés principaux
différentiables &(L, G) et &' (L, G') dont les espaces structuraux gauches
sont liés par un isomorphisme sur

Pom(s) M(&)—IM/(&'),

tel que lisomorphisme ¢, ., associé satisfasse aux conditions (VIL.3.1)
et (VIL.3.2).

Nous savons alors, grace au théoréme VII.1.1, qu’il existe un couple d’iso-
morphismes compatibles

hy &— &y et qJY: G—Gy

de (&, G) sur le quotient &, de & par le centre H' de G/ et de G sur G'= G'/H’.

Enfin, le complément au théoréme VII.1.1 montre qu’il existe un isomor-
phisme ¢ : G — G’ induisant . par passage au quotient et Pon(s) Par modelage.
Nous allons profiter de ces résultats pour modifier les notations et poser le
probléme sous une forme légérement différente. -

Nous identifierons d’abord G et G’ par ¢ et G., G|, par passage au quotient.
&(&, G) et &(X, G') deviennent alors deux espaces fibrés principaux diffé-
rentiables de méme base & et de méme groupe structural G. Nous les noterons
done &(&, G) et &(&X, G). De méme, 6,(Z, G,) et &,(&L, G,) deviennent
6.(&, G,) et &,(&Z, G,). Mais le G,-isomorphisme

hy i &y —> Gy,
déduit de 4, permet d’identifier a leur tour &, et &,. Il n’y a plus lieu alors de
distinguer les espaces structuraux gauches (resp. espaces de Lie) de & et &
qui, notés évidlemment IM(&) et (M (&) [resp. £(&) et £(&')], seront con-
fondus avec M (&, ) [resp. £(&.,)]. Les faisceaux de connexions, C(E) et C(E’),
par contre, restent distincts, mais la formule (VII.3.1) et le fait que la sous-
algébre de G, laissant G invariant soit nulle, montrent que les images de © et «’
par les homomorphismes appliquant canoniquement C(E) et C(E') sur le fais-
ceau des connexions C,(E,) de &,(&, G.), coincident. Nous noterons w, cette
image commune, de sorte que A et A’ peuvent étre considérés comme les
L(E. )-différentiations covariantes associées a w.. Il reste I'hypothése (VII.3.2)
qui se traduira par une simple égalité entre deux sections Q(w) et Q(w’)
de L*(E,).
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En résumé, le probléme se pose désormais de la facon suivante. Nous consi-
dérons deux espaces fibrés principaux différentiables &(&, G) et & (&, )
de méme groupe structural connexe G, liés & un troisiéme espace fibré prin-
cipal différentiable &.(&, G.) de groupe structural G.=G/H, par deux
homomorphismes.

Yoo S—>E&y et Vot 5’—>@Y

4 i 16

compatibles I'un et 'autre avec I'homomorphisme canonique y: G — G... Nous
supposons de plus qu'il existe sur & et & deux connexions w et o’ dont les
images par les homomorphismes v, et v¢.., associés respectivement aux

couples (v, v,)s (7> Ysr)» coincident :
(VIL.&. 1) Yo () = Yo (0) = oy

et telles que, en identifiant £(6), £(&"), £(&,) [resp. N(&), M (&), M(&E.)],
grace a Y,, Y, on ait, -
(VIL.%.2) Qw)=Q(w').

II s’agit alors de construire un G-isomorphisme (¢ est-a-dire un isomor-
phisme compatible avec 'identité sur )

h: &8,

induisant I'identité sur &, et transformant o en w'.

C’est ce probléme qui occupe la fin du chapitre. Nous commencerons par
établir une condition nécessaire et suffisante d’existence.

Avant toutes choses, rappelons que, lorsque nous considérons le cercle S*,
nous le supposons orienté¢, muni d'une origine et paramétré. En toute préci-
sion, nous l'identifierons ici au quotient des nombres réels modulo 1 et nous
noterons o :R— S* lapplication canonique qui résulte de cette opération.
L’origine choisie sur S* est O = a(o0).

Considérons maintenant un lacet en x,&€X, défini par une application
différentiable

' byt S'>& [ L, (0) = ]
et soit

l: S'xI'>&

une homotopie différentiable de Z, (I" est un intervalle ouvert contenant I).
On pose
[(x,t)=ly(x) (x€S ettel)
ou, plus simplement :
l(z, ) =I(z).

I'=1, est un lacet en x;=1(0,¢)=10(0), et I'on a par hypothése, I°=1,,.
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Nous poserons
my="74 (lx,), my =7 (L), my =1y (L), m\ = T (L)
Nous nous proposons de démontrer le

Lemme 1. — Dans les conditions précédentes, sv my— m,, alors, m,=m,.

Soient, &;=1I1(&), &;=1"1(&'), & = [~*(&,) les espaces fibrés principaux
de base S*><I’ induits par / et w7, w7, w5 les connexions induites par [ égale-
ment sur ces différents espaces. Les espaces et connexions induits par I | ou, si
'on préfére, les restrictions a (S*, ) des espaces et connexions induits par / |
seront notés &,, &, &, w,, wyu, .. D'autre part, pour simplifier le langage,
nous appliquerons a S* ><1I’ le vocabulaire des cylindres de révolution : généra-
trices, paralléles, etc.

A tout point y€&; (resp. &, &) de projection (a, ) sur St><TI, on fait
correspondre le point £(y) €&, [resp. &'(y) €&, &Y (y)€ &} défini comme la
trace sur &, (resp. &,, &) du chemin w;-horizontal (resp. w;, w;) passant par y
et se projetant sur la génératrice (x, I') qui passe par la projection de y. En
posant

)=E W)t [reséy, p(y)=(z,0]
POI=EW, 0 [resn p=(x0]
W =E(r) 0 [resl p(n=(z 1]

on définit des G-isomorphismes

o G 8pxT,
B & >8pxI,

uY 67'—> 57‘, <1,
pour lesquels on a les deux relations

(VIL4.3) Yo 7P 'ujo ver
Tpcr =Ty
ou les homomorphismes y sont, comme d’habitude, les homomorphismes cano-
niques appliquant les espaces figurant en indices sur leurs quotients par H. Ces
égalités résultent du fait que I'image d’un chemin w-horizontal par un
y-homomorphisme est un chemin v, ,(®)-horizontal. Précisons tout de suite
que nous n’avons choisi ces homomorphismes u. que parce qu’ils satisfont
naturellement aux relations (VII.4.3) qui seules nous serviront par la suite.

On pourrait les remplacer par tout autre trio d’homomorphismes véri-
fiant (VII.4.3).
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Considérons maintenant les deux chemins w,- et wj-horizontaux

Ayt 180 et X

i I8,

issus respectivement de deux points y et y’ choisis dans les fibres 8, , et &), , de
telle sorte que v, () =17,,()"), et se projetant sur S,, paramétré par a(z)
comme il a été dit plus haut [ ¢’est-a-dire qu'on a p(4,(2)) = p(X (1)) = a(2)].
La condition m,=m/ permet de définir un isomorphisme
o : &p—> 8,
en posant
hp(m.hy (L)) =m. X, (1) [tel, memu(&f)].

La condition m,=m, montre que cette définition est bien cohérente
au-dessus de O et le fait que les images de y et y’ sur & coincident entraine
que les images de 7,(¢) et de A\, (¢) coincident également, et par suite, en
utilisant la proposition 1.6.2 :

hp(3.8) = hp(=).s (z€6&p, s€ i),

hy, est donc un G-isomorphisme.
Grace a p. et a ' on étend de facon évidente A, en un isomorphisme

qui estun G-isomorphisme puisque A, i1, u’sont compatibles avecl'identité sur G.
De plus, %; induit Iidentité sur &/, comme le montrent les égalités (VII.4.3).
D’autre part, les espaces structuraux gauches de &; et & s'identifient &
[~ (0N (&) de la méme facon que M (&) et M (&) s’identifient & NL(&EY).
Compte tenu de cette identification, il résulte de ce qui précéde que I'isomor-
phisme de ces espaces structuraux gauches défini par 4y n’est autre que I'identité.
Il en est évidemment de méme pour les espaces de Lie.

Les égalités (VII.4.1) et (VIL.4.2) montrent alors que si Pon désigne par
w7 la connexion-image de w; par A7, on a

o7) =2 (w)

et

ou 0 est une forme différentielle a valeurs dans H. La formule (IV.5.1) montre

quon a Ah =df =o. Il en résulte que le champ_défini dans H>< (S*><1T") par
Iégalité

X0=29,
équivalente a "

“ ’
Gs)wz—=oy,
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est complétement intégrable (voir prop. IV.5.2, IV.5.3 et IV.5.4). Toute
variété intégrale de ce champ est donc un revétement de $*><1T', Soit g une de
ces variétés. Comme le premier groupe d’homotopie de S'>< I’ est engendré
par le paralléele (S*, o) considéré comme un lacet en (O, o), le sous-groupe
de H engendré par (S, o) opére de facon simplement transitive sur toute
fibre de g, Or, en tenant compte de la proposition IV.5.4 et de ’hypothese
my=m,, on voit quon a 7;(S!, 0)=élément neutre. Autrement dit, o se¢
réduit 4 une section de S*><1'. En se placant alors sur le paralléle (S!, 1),
on voit qu’on a également <j(S*, 1) = ¢lément neutre. On en déduit immé-
diatement '
TEI(S', ) :Tm‘; (S, 1).

Mais on a vu que l'isomorphisme des espaces structuraux gauches défini
par A; était I'identité. On a donc également

':Q_I(S', 1) :TmT(S', 1).

En revenant 4 $(&, G) et & (X, (), il résulte de la comparaison de ces deux
derniéres égalités que m,=m. Le lemme 1 est donc démontré et nous
passons au

LemMe 2. — En reprenant les notations du lemme 1, si m,m,' =5 :

1° s appartient au centre H de G;
2° On a également m,m;' =s (**).

Le 1° est une conséquence immédiate des égalités (VII.%A.1) et (VIL.4.2).
Quant au 2°, il signifie simplement que (7, ({,))(=,(Z;))™" ne dépend que de la
classe d’homotopie du lacet /, (au sens large : le point marqué pouvant se
déplacer). Sa démonstration va consister, en gros, a fendre I'espace &; le long
d’une génératrice de la base et a recoller la cassure aprés un décalage corres-
pondant a la translation a droite s : on se raménera ainsi au cas précédent.

Considérons pour cela un nombre réel e compris entre o et 1 etsoit I” 'inter-

(2*) Dans le cas ou le sous-groupe II(s) de H engendré par s = mjymy' est fermé dans G, on
démontre rapidement ce lemme en formant les quotients &(&, G) et & (&, G) de 6(&, G) et
&'(&, G') par 1 (s). En notant My, My, My, M) les éléments obtenus en substituant el &2 8
et &', on a done

Mg = My, .
et par suite, d’aprés le lemme précédent,
fy = MYy,

Cela enlraine en revenant aux espaces iniliaux, /' m7' € ll(s). Mais il est clair que m,= <, (le,)
et my = 74y (lx,) sont des fonctions différentiables de ¢. Il en est donc de méme de s,= m; m7' el,
comme II(s) est discret dans G, on a s,= Cte.

Autrement dit :

my m7 = m\y mj!.
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valle ouvert | —<¢; 1+ ¢[. Nous définissons une application différentiable
n: I"'s<l'+StxT,
en posant
n(t', )= (a(t"), t) ('el"ett'el').

Considérons I'espace fibré principal 1~*(&;) de base I”>< I, induit a partir
de &; par I'application différentiable v, et désignons par UcS*>< I’ I'ouvert
compris entre les génératrices («(e),I')(a(1 —¢), I') et contenant la généra-
trice (o, I'). Enfin, U, et U, seront les deux composantes connexes de 174(U),
la premiére contenant le point de coordonnées (o, 0), la deuxiéme contenant
le point (1, o). Choisissons alors un point y €&; de projection (o, o) et soient

vyt I’—;é’; et Vot I/—>8Z-,

les chemins w;-horizontaux d’origine mz,.y et nz,.y respectivement, de projec-
tion commune (o, I'), avec

’EOZTO);(Sj)O) et m’():Tw-'i(Si’O)'

Par tout point v, (z) ou v,(¢)de projection (O, ¢), passe un chemin w;-horizontal

se projetant sur I'arc de paralléle («(e)(a(1—¢), ) qui contient (O, ¢). Ces
chemins engendrent manifestement deux sections différentiables de &; sur
I'ouvert U. Nous noterons

DI U— &,

celle qui est définie a partir de v, et
3 : U~ 15;.

celle qui est définie a partir de v,. Comme m m;"'=m, m;*=s, comme tout
point de X, (resp. X;) est reli¢ horizontalement a I'origine de v, (resp. v,) et
qu'enfin l'origine de v, se déduit de celle de v, par m, m,", on a

22: 21.3.

D’autre part, chacune de ces sections en induit deux sur v=*(&;) : I'une
au-dessus de U,, I'autre au-dessus de U,. Les premiéres seront notées X et X;,
les deuxiemes X} et X. Il est clair qu'on obtient &; en identifiant X} et X}. Au
lieu de procéder ainsi, identifions X! avec £,=2X].s. Plus précisément, tout
point y* =X (¢, ¢ )[ — e < "<&, ' €l'] estidentifi¢ & y' =X, (14 ¢, ¢') puis,
évidemment, y°.g est identifié a y*'.g, quel que soit g€ G. On obtient ainsi un
espace fibré principal différentiable &, de base S*>< I et de groupe G. Du fait
que s appartienne au centre de G, on déduit :

1° Que le quotient de g par H est & puisqu’en effectuant cette opération
sur v~'(&;), on identifie X} et X} d’une part, X; et X} d’autre part.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 45
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2° Que les restrictions de w; a X, et X, sont égales et que, par suite, la
connexion w2, induite sur v='(&;) 4 partir de w7, est compatible avec I'identifi-
cation précédente. Il en résulte qu’elle donne naissance 4 une connexion
w; sur &,. ‘

3° Que, de méme, les espaces structuraux gauches de & et &; s’identifient

car .
Jor (B (2))m = o= (Za(2))m [mEM;(6;), 2€U].

Ilen est donc de méme des espaces de Lie et le 2° montre que les différentia-
tions covariantes associées a w et & w; coincident et qu’on a

2(u) =2(w).

D’autre part, par construction méme de lespace &, il est clair qu'on a
I'égalité
m} = smy,
ou l'on a posé
m} =71,1(S'. t) et m,:fw_i(s1, t),
1

(S*, t) étant bien entendu considéré comme un lacet en (O, z). Comme on a,
par ailleurs,
my = sm,,

on en déduit

En posant alors 77, =7.,:(S*, 1) et en appliquant le lemme 1 4 &7 et 2 &/, il
vient

Par conséquent,
smy — m; ’

et, en revenant 4 &(&, G) et a & (L, G):

smy = m).
Cela achéve la démonstration.
Enfin, si I} est le produit de [, et de ., et si m, m', m,, m\, m,, m,, sont
associés a [, ), I dans les espaces & et & munis des connexions w et ©’, on a

my, — mym, s =m' m,
r - 7 1 — ’ -1 .,
my=—m, m, siI=m\ymy;
;= (mym') (mym)—"
. —1
—=m smj

= 5S.
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Nous pouvons donc énoncer :

Proposirion VII.4.1. — Etant donnés (&, G), 8'(&, G), v, o' satisfaisant
aux conditions exposées ci-dessus, il existe un homomorphisme

¥t ML(Z)—H v
du premier groupe d’homotopie en x de & dans le centre H de G, défini par
X (@) = Tor () 70" (L),

ot l, est un représentant de la classe d’homotopie a €11, (). En outre, st l, et l;,
sont deux lacets distincts (x £ x'); homotopes, on a

Tor (b)) T (L) = T ()T (L)
Il en résulte que :
% = x> (I(T))

est un sous-groupe de H indépendant de x € .
Comme le premier groupe d’homotopie de & rendu abélien est isomorphe au

premier groupe d’homologie a coefficients entiers et que H est lui-méme
abélien, y, induit un homomorphisme

L Hi(y)—H

du premier groupe d’homologie de & a coeflicients entiers, dans le centre H
de G. On a donc le :

COROLLAIRE. — Il existe un homomorphisme
o HY(Z)—H,
induit par vy ..
Remarque. — Si I'on remplace w et ' par w47 et w -7 ou v est une

section quelconque deL(E,), on ne modifie pas y.. Il suffit, pour s’en rendre
compte de procéder de facon paralléle aux lemmes 1 et 2 dont nous reprenons
les notations :

1° Sim,=m, avec w et «’, il est clair qu’il en est de méme (mais avec des m
différents) lorsqu’on leur substitue w +7 et o'+ car I'isomorphisme A,
applique (® -+ ), sur (o' + 7)), aussi bien que w, sur w.

2° Si m,=£m,, on se raméne au cas précédent en utilisant le procédé du
lemme 2. '

On a alors la proposition suivante qui précise le role de .

Proposirion VII.4.2. — Etant donnés deux espaces fibrés principauz différen-
tiables 6(T, G) et &' (X, G) satisfaisant aux conditions exposées au début de ce
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paragraphe, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un G-isomor-
phisme
h: &8

induisant Uidentité sur &, et appliquant « sur ', est que le sous-groupe y de H,
défini par la proposition VIL. 4.1 se réduise a I'vdentité.

Il est bien clair, en effet, que la condition est nécessaire : si A existe, il
applique tout chemin w-horizontal sur un chemin w’-horizontal et induit
identité sur (&, ) puisqu’il induit I'identité sur &.. On a donc

Tu)(l.r) = To)’(lx)7

quel que soit le lacet /.. En revenant a la définition de " il est clair que cet
homomorphisme est trivial et que y se réduit a I'élément neutre.

Réciproquement, on peut construire A comme d’habitude, en choisissant
Y. €&, ety , €&, , non pas arbitrairement, mais de telle sorte que

Ts(Vo) =7ve (7o)
Comme, par hypothése, y est trivial, on a
T () =Teor (L)

On peut alors définir A sur la fibre &,, en posant A(y,.g)=y,.8(g€G) et
étendre cette définition en joignant tout point z€ & a un point z, € &,, par un
chemin w-horizontal de projection / et en posant ~(z) =3 ol 3’ est 'extrémité
du chemin w'-horizontal d’origine ~(z,) et de projection I (décrit a partir de x,).
On vérifie sans difficulté qu’on a ainsi construit un G-isomorphisme satisfaisant
aux conditions indiquées.

On a aussi le :

CoroLLAIRE. — Etant donnés deux espaces [ibrés principaux différentiables
&(&, G) et &(X, G) satisfaisant aux conditions exposées au début de ce para-
graphe, si le sous-groupe y de H défini par la proposition VIL. 4.1 est fermé dans G
et i &, & et G désignent les quotients de &, &', G respectivement, par vy, il existe
un G-isomorphisme

=8¢,

de & sur &', induisant U'identité sur &, et appliquant la connexion-quotient & sur la
connexion-quotient &'. '

Rapprochons maintenant ces derniers résultats de ceux du paragraphe pré-
cédent et considérons deux espaces fibrés principaux différentiables &( &, G)
et &(T, G') possédant les propriétés suivantes :

1° Leurs groupes structuraux G et G’ sont connexes.
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2° Il existe un homomorphisme
Pon(s): IM(&)— M (&)

de I'espace structural gauche M (&) de &(&, G) sur I'espace structural gauche
M'(&) de &(&, ('), auquel est associé 'homomorphisme

. Pe(s): F(&)—>£'(&)
de leurs espaces de Lie.
3° Il existe deux connexions ® et o' sur &(&, () et &'(L, ') dont les
L(E)- et I/ (B")-différentiations covariantes sont notées A et A', et qui sont liées
A9 ) par les deux relations

Ao QL) = CPL|1<;)°A7
2(0) = gry (L(»)).
On peut alors énoncer :

TuroriMe VIL. 4. 1. — A. Dans les conditions ci-dessus, il existe un homomorphisme
o (&) >

du premier groupe d’homologie de & a coefficients entiers, dans le centre ' de (',
défini par U'égalité
Tor (&) Qo (&) (7o (L)) ] = %/ (@),

ou [, est un lacet appartenant a la classe d’homologie o et ot le premier membre,
appartenant au centre de VU (&) est considéré comme un élément de H'.

B. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un couple d’homomor-
phismes compatibles
b: GG et h: &,
tels que
Uin(e)y=9%m(sy  Ve(e)y=Pesy et Ylw(w) =0,

est que ' homomorphisme y' soit trivial.

Remarques. — 1° Si G est simplement connexe, I'existence de ¢, entraine

celle de 9, 4
homomorphisme ne figure pas.

2° S1 9, ) est un homomorphisme dans, on peut énoncer un théoréme ana-

On peut donc énoncer dans ce cas un théoréme ou ce dernier

logue au théoréme VII.4.1, a condition de faire intervenir la condition portant
sur 'espace d’holonomie de & (&, G') muni de la connexion ', & savoir

T (') CPm (6y(M(E))-

3° En utilisant les homomorphismes induits, on peut étendre ces résultats au
cas ol les bases des deux espaces fibrés principaux sont distinctes et ou ¢

. . .. . . Mm(s)
induit une application différentiable de I'une dans l'autre.
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COROLLAIRE. — 87 ' n’est pas trivial mais st le sous-groupe y =y’ (H*( X)) est

fermé dans G', on note ééﬂ( &, G/ ) Uespace fibré principal quotient de &' (X, G')
par y, et il existe un couple d’homomorphismes compatibles

: J: GG et h: 658,
tels que

b3 (s)y=Bon(s) Yoey=besy ‘P&m(@zd,

g'ﬁm( sy ¢ o) € ®' désignant les homomorphismes et la connexion obtenue par
passage au quotient.

5. Cas particuLiers. — Reprenons maintenant les notations, hypothéses et
identifications de la proposition VII.4.1 pour nous occuper du cas ou 7 est
un sous-groupe de la composante connexe de l'identité¢ de H. Soit H, cette
composante. A

Comme en effectuant les quotients de & et & par H,, on élimine y, il est clair
que ces quotients sont G/Hy-isomorphes. Réciproquement, s’il en est ainsi,
v est un sous-groupe de H,. Plus précisément, on peut énoncer :

Prorosirion VII.5.1. — Pour que y soit un sous-groupe de H,, il faut et il suffit
qu’tl existe un G /H-isomorphisme appliquant le quotient &/H, sur & /H,, trans-
Sformant la connexion déduite de w en la connexion déduite de o' et induisant
Uidentité sur &,.

Nous allons chercher, dans ce cas-14, sil existe sur &(&, G)une connexion '
avec laquelle il soit possible de déterminer un G-isomorphisme de & sur & sa-
tisfaisant aux conditions habituelles.

Soit done w!'=w -+ 0 une connexion obtenue en ajoutant & w une forme
différentielle 0 sur &, a valeurs dans H et fermée [c’est-a-dire une section du
centre de L' (E) telle que Ad =d0 =o0]. On a alors

Yeum (') = Yem () = Yeun (),

Qo) =Q(w) =Q(w).

Aux connexions w' et o’ correspond donc un groupe %', de méme qu’a w et
o' correspond y. Le probléme revient donc a trouver une connexion w' telle
que ' se réduise a U'identité.

Soit R(H,) un revétement simplement connexe de H,, muni d’une structure
de groupe qu'un isomorphisme

p: R(H,)—H,

applique sur H,.R(H,) est isomorphe 4 R” et un isomorphisme

p: R(H))—H,

associé & p applique I'algébre de Lie de R(H,) sur celle de H,.
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Donnons-nous maintenant un lacet
ly: S'=>&,
auquel correspondent, d’une part

§ =Tw (L) (T (L))
et d’autre part
S'= 1 (L) (Ter) (L))
On a done
31:s(rg(lx))—’,

ou Ty (1) est associé a [, dans la connexion (I') définie dans H, >< & par I'égalité
(voir §1V.5) :
(VIL.5.1) . X0—0.

Mais ¢ détermine un g-homomorphisme

p: R) x&->H,x&

et I'équation (VII 5.1) appliquée a R(H,) < & définit une connexion dont
I'image par p n’est autre que (I'). Si 75 (/,) est associé au lacet [, dans R(H )< &,
on a donc

p(?e (lx)) =1 (Ly).

Comme, d’autre part, R(H,) est isomorphe a R”, on a tout simplement

On en déduit :

Prorosirion VII.5.2. — Sout I, un ensemble de lacets engendrant H* (L) et 6
une forme différentielle linéaire fermée sur . Le groupe y' associé aux
connexions »'=w —+ 0, o’ se réduit a U'identité lorsque les périodes de 0 relatives

aux cycles I, sont telles que
0= (ot R
P( f[ P ) x (a)

ou o désigne la classe d’homologie de L.

Soit T* le sous-groupe de torsion de H*(&). Si la classe d’ homologle de [,
fait partie de T*, on a

(VILB.2) f"pie:o.
Iz
D’ou :
Proreosition VII.5.3. — Pour qu’il existe une connexion »'=w + 0 (0 fermée

a valeurs dans W) telle que y* se réduise a Uidentité, il est nécessaire que I'image
par 7y’ du sous-groupe de torsion de H* (&) se réduise elle-méme a U'identité.
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Supposons maintenant que & soit compacte et posons
ar=y (T).

7. est fini. donc fermé dans G. D’autre part, il existe une forme différentielle 9,
fermée, & valeurs dans H qui admet des périodes arbitrairement données sur des
cycles £, si ces derniers forment une base de H'()/T'. En tenant compte de
la proposition VII.5.3 et de I'égalité (VII.5.2), on peut alors énoncer :

Prorosimion VII.5.4. — 8¢ la variété & est compacte, &/y, et &' [y, sont
G/ 2-tsomorphes. On peut construire un tel isomorphisme a partir d' une connexion
w'=w 40, ot 0 est une forme différenticlle linéaire fermée & valeurs dans H,
dont les périodes relatives aux cycles U, sont des éléments g" de R(H,) choisis de

telle sorte que
p(g") =y (a") (a" = classe de 7).

Nous laissons au lecteur le soin de transcrire ces divers résultats dans le cas
plus général ot 9, ., est un simple homomorphisme sur, et, en tenant compte

alors de la condition portant sur 'holonomie, dans le cas ou ¢’est un homomor-
phisme dans. ‘

6. MobrricaTions pEs nyproTHEses. — Il s’agit de donner ici quelques sous-
produits des théorémes précédents obtenus en modifiant ou en élargissant les
hypothéses faites précédemment. Nous considérons toujours des espaces fibrés
principaux différentiables &(&, G) et & (&L, G') munis de connexions w et o’
dont les L(E)- et L'(E’)-différentiations covariantes sont notées A et A’. Les
groupes structuraux de &(L, G) et (&' (L, G')sont toujours supposés connexes.
On donne d’abord un cas ou il est possible de se passer de la condition qui fait
intervenir les courbures Q(w) et Q(w’):

Prorposirion VII.6.1. — S8l existe un homomorphisme
Pom(s): IM(E)—>IM(&)

de Uespace structural gauche de &(, G) sur Uespace structural gauche de &' (T, G)
auquel est associé ' homomorphisme

Gp(s): £(6)—> £(&)
tel que
(VIL.6.1) A% gy = Lo A

si, de plus, T est simplement connexe et si son deuxiéme groupe d’homologie a
coefficients dans Ualgébre de Lie H de 1, est nul, il existe alors un couple d’homo-
morphismes compatibles :

y: GG et h: 6>6.
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liant 6(X, G) a & (X, ('), et tels que
p _ A y _
Yon(e)=%om(spy  Vee)=%e(s) € Plu(w)=o'+0,

ot O est une section du centre K'* (E') de L' (E") ¢’est-a-dire une forme différentielle
linéaire sur &, a coefficients dans H.

Pour démontrer cette proposition, Il convient d’abord de reprendre partielle-
ment un calcul donné en remarque, a 'occasion du théoréme VII.1.1.
La formule .
A2 = [Q(w), 1] [neL(E)],

transformée par 9Ly en tenant compte de (VIL.6.1) et du fait que ¢, est, par
hypothése, un homomorphisme sur, montre qu'on a

[9rw ((w)), '] =[L(a'), 0"},
ou 7/’ est un élément quelconque de L'(E’). Il en résulte immédiatement que

0 = o (£(w)) — (o)

est une section du centre K*(E) de L*(E). On peut donc la considérer comme
une forme différentielle sur &, de degré 2 et a valeurs dans H. Mais on a d’une
part
AL (2(0)) = oL (A(L(0))) =o,
a cause de (VII.6.1), et d’autre part
' A(Q(w'))=o.
Il en résulte qu’on a aussi

A'® —=o.

Cela montre que O, considérée comme une forme différentielle sur & a
valeurs dans H, est fermée. D’aprés nos hypothéses, il existe donc une forme
différentielle 0 a valeurs dans H telle que

di=0.

En remplacant o’ par o'+ 0, la formule (IV.5.1) montre que
Q0+ 0) = Q(w)

et, par suite
Qo'+ 0)=0rp (2(w)).

Comme, par ailleurs, les L’(E")-différentiations covariantes associées a w' et a
o'+ 0 coincident, nous pouvons appliquer le théoréme VI.2.1. Notre proposi-
tion en résule immédiatement.

Remarque. — Dans le cas ou G est abélien, ou 9, ) est un isomorphisme

sur, et ou 'un des espaces & ou & est trivial, on retrouve un résultat signalé
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 46
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a propos de la proposition IV.5.5 : tout espace fibré principal de groupe abélien
sur une base dont le deuxieme groupe d’homologie a coefficients dans G est nul,
est trivial.

Signalons, dans cet ordre d’idées, la proposition suivante, légérement plus
générale :

Prorosition VII.6.2, — S Zest simplement connexe, G abélien et s'il existe
sur Uespace fibré principal différentiable &( &, ) une connexion o telle que
Q(w) =A0,

ot § est une forme différentielle tensorielle linéaire de type adjoint, (&, G) est
trivial.

En effet, la formule (1V.5.1) montre que Q(w —+ ) = o. La connexion w - 0
est donc intégrable. La proposition résulte alors du fait que & est simplement
connexe et que, par suite, toute variété intégrale du champ connexe c(w -+ 0)
est une section de &(&, (). Ce dernier, possédant une section globale est bien
trivial.

Abordons enfin le cas plus général suivant :

Nous supposons qu’il existe deux homomorphismes associés 9, ) et 9, )
et que Ao, = @, 4 oA, sans faire d’hypothése supplémentaire. Il n’existe pas
alors de couple (Y, &) satisfaisant aux conditions habituelles, du moins en
général. On a cependant les résultats suivants faciles a vérifier :

1° 1l existe toujours un homomorphisme d’espaces fibrés différentiables

Wi & &
de 6(&, G) dans I'espace fibré @7 des (n— p)-repéres de £/°(&), ou n est la
dimension de G et ou p est la dimension des fibres du noyau de ¢, 4. On
construit en effet un tel homomorphisme 4° en remarquant qu’on peut obtenir
le noyau de ¢, 4, en modelant sur &(&, G) le produit de & par un idéal §
de G (voir prop. VII.3.3). On choisit alors un repére f=(f;) (=1, ..., n)
de G dont les p premiers vecteurs constituent un repére de I'idéal G et I'on
considére

p=(p) =ak(y) (y€&a)-
Comme, par définition méme de I’homomorphisme adjoint af, on a
ab(y) =) (=1 ...,n),

il est clair que, d'une part, 'image de chacun des p premiers vecteurs de
a’(y) par . ) est nulle :

Pps)(pa) =0  (a=1, ..., p)
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et que, d’autre part, I'ensemble des vecteurs ¢, (pa)(a=p, ..., n) forme
un (n— p)-repérede £7°(&"). Nous poserons donc

B(Y) =9ps)(pa)y  avee  (p)=al(y).

On vérifie alors que, si y, décrit un chemin w-horizontal, A°(y,) se déplace
par parallélisme relativement & '. De plus, on a

R (m.y) = ayr oy (Gomsy(m))-0(y)  [meM(&), yeé].

mais, en général, a,. . (Por(e)(OM(&))) n'est pas simplement transitif.
Cependant, on peut, a partir de A°, obtenir le théoréme VII.1.1. Nous ren-
voyons pour cela & Aragnol [3] et [4] ou il convient de supposer que ¢, est
un homomorphisme sur. Les démonstrations indiquées dans ces Notes sont
d’ailleurs des transpositions de celles données au début de ce chapitre, les
repéres étant interprétés comme des homomorphismes.

2° L’ensemble £ des centralisateurs des fibres de ¢, (£°(&)) dans les

fibres de £'°(&') est un sous-espace fibré de £'°(&') invariant par transport
paralléle relativement a w'.

3* Si & est simplement connexe, le groupe structural de & peut étre réduit
a un sous-groupe connexe G” de G’ dont I'algébre de Lie est isomorphe a la
sous-algebre de £2/(&') engendré par £ et o, , (£°(&)). Cest donc une
conséquence du 2° et du fait que le sous-espace de £°(&") engendré par £7° et
() (£°(6)) contient la courbure de «' comme on peut le vérifier facilement
a l'aide de la formule A6 =[Q(w'], §].

4> Si le centre de G est nuletsi o estun isomorphisme dans, le groupe G*

M(&)
défini ci-dessus est un produit direct.

CHAPITRE VIII.

THEOREMES D’EXISTENCE.

IntropUCTION. — On considére, dans ce chapitre, un espace fibré £ de base &
possédant les propriétés algébriques d’un espace de Lie, sans étre cependant,
a priort, 'espace de Lie d'un espace fibré principal différentiable a groupe
structural. Dans le faisceau I, déduit de %2, on se donne en outre un opéra-

teur A et une section Q de L?, liés a «2 par les axiomes énoncés au paragraphe 1
et soumis, entre eux, a 'identité de Bianchi :

AG=o.

Le probléme qui se pose alors est celui de la construction d'un espace fibré

,
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principal différentiable &(&, G) de groupe G (connexe), donné, dont 'espace
de Lie £(&) soit isomorphe a £ :
J: £(8)—>12,
et qui posséde de plus une connexion w telle que
JoA=A&oJ et J(Q(w)) =2,

ou A est, bien entendu, la L(E)-différentiation covariante associée a w. Si ces
conditions sont réalisées, nous dirons, pour simplifier que &(&, G) admet
(7,5, 0).

Les propriétés de (f‘?, A, ﬁ) conduisent d’abord & définir une connexion ®
dans I'espace R des repéres de £ ainsi qu’un homomorphisme P de 2 dans
I'espace de Lie de ® (§ 2, 3, 4 et 5). Lorsque le centre de G se réduit al'élément
neutre, on construit immédiatement I'espace cherché comme variété intégrale
du champ normal T'(P(2°), w) dont I'intégrabilité résulte des hypothéses faites
sur A et  (§6). Le probléme se résout de la méme facon pour le quotient de 2
par son centre.

Dans le cas général (§ 7), en utilisant le résultat précédent et en supposant &
simplement connexe, on transforme le probléme en la recherche d’un espace
fibré principal &(&, G) admettant (£2(&'), A, Q), ou £(&') est obtenu en
modelant I'espace fibré des formes différentielles a valeurs dans G, sur un
espace fibré principal & (&, G.) dont le groupe structural est le quotient G,
de G par son centre H et ou A est la L(E")-différentiation covariante associée a
une connexion o’ de &(&, G,). On détermine alors un homomorphisme ¢ du
deuxiéme groupe d’homologie de & a coeflicients entiers dans H. Pour donner
une idée intuitive de cet isomorphisme, disons que, lorsqu'on considére une

application différentiable :
b: S &,

on raméne le probléme a des espaces fibrés induits dont la base commune est la
sphére S*. En partageant cette derniére en deux hémisphéres, on peut résoudre
le probléme sur chacun d’eux, mais il est en général impossible de trouver un
G-isomorphisme permettant de raecorder les espaces et les connexions ainsi
obtenus. Or la recherche d’un tel G-isomorphisme est précisément 'objet du
chapitre VII. On peut en utiliser les résultats et déterminer de cette facon un
élément du centre de G dont la trivialité est une condition nécessaire et suffi-
sante de raccordement et qui, de plus, ne dépend que de la classe d’homotopie
de ¢. On détermine alors ¢ en considérant toutes les applications { possibles
et 'on montre que, pour que I'espace &(&, G) existe, il faut et il suffit que o
soit trivial. ‘

Pour terminer, et d’une facon comparable au paragraphe 5 du chapitre VII,
on considére le cas ou I'image dusecond groupe d’homologie de & par s est un
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sous-groupe de la composante connexe de l'identité de H et I'on cherche a
modifier Q pour se ramener a un cas résoluble. Comme au chapitre VII, on est
amené a chercher une forme différentielle sur & a valeurs dans H et admettant
des périodes données dépendant de c. Le cas ou € est compacte est évidemment
le plus important.

Avant de développer ce que nous venons d’exposer, et tout a fait indépen-
damment, remarquons qu’étant donné un espace fibré principal topologique
&(&, ) muni successivement de deux structures d’espace fibré principal
différentiable &' (&, G) et &(&, G), on passe d'une structure i 'autre par une
translation 4 gauche G,, correspondant a une section continue de l'espace
structural gauche M (&) de &(&L, G). En effet, soit @ I'ensemble des isomor-
phismes différentiables

Ay : E,—> 82 (re&),
tels que
ap(y.s) =a.(y).s (yeé&y, sei).

Comme, localement, on sait reconnaitre un G-isomorphisme différentiable
ay: &y — &, on peut munir & d'une structure d’espace fibré différentiable com-
patible avec sa structure d’espace fibré topologique. Mais & est topologiquement
isomorphe a M (&) (**). Comme ce dernier posséde une section continue
(I'identité), il en est de méme de @ et, en approchant cette derniére par une
section différentiable, on détermine un G-isomorphisme différentiable de &*
sur &* qui est bien une translation gauche.

1. Dermvimion. — Soit £2° un espace fibré différentiable de base & a fibre-algébre
de Lie. Nous supposons donc que £°(x € &) est isomorphe a l'algébre de Lie G
d’un groupe de Lie connexe G, de dimension n et de centre H.

L’espace £2 des formes différentielles sur & a valeurs dans £2° est muni des
structures algébriques énumérées au paragraphe II.4. On peut d’ailleurs se
ramener formellement aux notations qui y sont utilisées en considérant £°
comme associé a I'espace fibré principal S constitué par les isomorphismes

2>G (zeX),

espace fibré dont le groupe structural est le groupe des automorphismes de G.

(2%) En effet, si 'on pose
ax(y) = ma.y (yebmareet seG),
on a ‘
II.-LV()’.S> = ”.:::(.)/)"c
= my.(y.$),

ce qui montre que la correspondance définie par la premiére égalité (@,—> m.) est un isomorphisme
d’espaces fibrés topologiques entre & et JL(E).



366 A. ARAGNOL.

En d’autres termes, on peut poser £ = £(8), £ étant alors 'espace fibré des
formes différentielles sur & a valeurs dans G.

Dernvition VIIL. 1. 1. — Un opérateur de différentiation covariante A sera défini

axiomatiquement dans le faisceau L des sections différentiables de 12 par la donnée
d’un endomorphisme

A: LT

du faisceau d'espaces vectoriels sous-jacent a &2, et par la donnée d’'une section 2

de L2, lorsque cet endomorphisme et cette section possédent les propriétés suivantes :

1. Afv Loy

2. A0, 0)=[A0, 0]+ (—1)7[0,80'] (0elretbel);
3. Ra AO=da A\ O+ (—1)a A\ A0 (a€Fr)y (=)
h. K20 = [, 0] et A8 =0 (identités de Bianchi).

2. LA CONNEXION LINEAIRE ASSOCIEE A A. — Soit R I'espace des n-repéres de £2°.
Donnons-nous une section locale différentiable

g: U>R

de ® sur un ouvert UC X homéomorphe a R%, d étant comme d’habitude la

dimension de &. Soit s(x)=(p;)(i=1, ..., n) pour z€U. Il résulte de la
définition VIII.1.1 qu’on a

(VIIL.2.1) Z\p,:zaf,.p,- (i=1,...,n),
j=1

puisque, d’une part, Zp,- est une section locale de It d’aprés I'axiome 1 et que,
d’autre part, toute section de it peut se mettre sous la forme (VIII.2.1), ou
les ®’; sont des formes différentielles ordinaires de degré 1, sur U (voir §I1.1,
rappel 2°). Considérons alors la matrice (w;) comme une forme différentielle
linéaire sur U a valeurs dans I'algébre de Lie GI(n, R) du groupe linéaire. Nous
nous proposons d’exprimer, en fonction de cette matrice, celle qu'on obtient en
substituant 4 ¢ une section locale
d: U->R
telle que
d(z)=o(z).p(z) (xel),
avec
p(z) = (p;)€Gl(n, R).

(2") D'aprés les notations du chapitre II, F” est le faisceau des formes différentielles ordinaires
sur &. ‘
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Si 'on pose, dans ces conditions, ¢'(x) = (p;)({=1, ..., n),ona

P; :Z fJJ'[P,‘ ou 9122;/1();
j=1 j=1

Nous posons de plus

n
Z r__ =g
pi = P w/ip;.
j=1

En vertu de 'axiome 3 on a alors N

n

~ . .o~ - . -1, -1, ,
Roy = X (dpipy+ Wi Bop) = ¥, (dpiut piiaty)on = Y, (dptepsn-v phisti pin) o).

j=1 Jyh=1 Jsly k=1

En comparant ce résultat a I'expression de Ag, , il vient

w'/; = Z (dp"i;f;, -+ (J-hial'/l_}ijk) (l',j: I,...,0).
h k=1
Il suffit alors de se reporter au paragraphe III.1 et plus spécialement a la
formule (IIL.1.3) pour voir que :

1° Il existe sur R une forme différentielle linéaire a valeurs dans I'algébre de
Lie GI(n, R), notée (w’;), dont la restriction a une section locale quelconque
o =(p;) de R coincide avec la matrice (w';) définie par I'égalité (VIII.2.1).

2° Que la matrice w = (’;) définit une connexion linéaire sur R. Cette

connexion o sera dite associée A.

Remarquons que nous n’avons pas, pour I'instant, fait usage des axiomes 2
et 4, et que ce que nous venons de faire n’est pas essentiellement différent des
méthodes anciennement utilisées pour définir les connexions linéaires (par
exemple E. CarTaN, Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann). Ce qui
précede est donc valable pour un espace fibré différentiable a fibre uniquement
vectorielle satisfaisant a 1 et a 3.

On notera 2,(®R) I'espace de Lie de R et L,(R) sera le faisceau des sections
différentiables de 2,(®R). La L,(R)-différentiation covariante associée a w sera

notée A. Quant a la L-différentiation covariante également associée a w, elle

coincide avec A d’aprés la formule (VIII.2.1), nous n’introduirons donc pas de
nouveau symbole pour la désigner.

3. LE TENSEUR FONDAMENTAL. — A tout repére p = (¢;) € R,, correspondent des
constantes de structure de la fibre £2) correspondante. Ces « constantes » sont
d’ailleurs des fonctions ¢’y sur R qui se transforment par un changement de
repére comme les composantes d’un tenseur deux fois covariant et une fois
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contravariant sur . Ce tenseur, noté c, sera appelé le zenseur fondamental
de £2. Ses principales propriétés sont liées a 'axiome 2. En effet, par rapport a
une section locale (¢;) de R, on a

n

[Pi’ P/’]:Zc“u’Pk (l‘?./.:lv ceey ).

k=1

L’application de la deuxiéme régle de différentiation covariante a cette égalité
donne, quelles que soient les valeurs des indices i et j(7, j=1, ..., n):

n

Klon p/1=[Bpi p; ]+ Lo Bo, 1=, ([6%pas 0,1 [ s 6 p])
h=1

= B @ alpn o]+ e pal) = X (hhs = hud o

h=1 Iy k=t

La régle 3 donne, par ailleurs

Alpi o] = 2 (dctiy —+ ciywki) pre

hy k=1

En rapprochant ces deux derniéres égalités, il vient

n n n

(VIIL.3.1) oy —|—Z c’li,ﬁ"h—Zc“/‘jB’li—E ;= o,
h=1 h=1 h=1
avec i, j, k=1, ..., n.

Notons alors 7, ,(®R) lespace fibré des formes différentielles tensorielles
sur ® une fois covariante et deux fois contravariantes. La formule (VIII.3.1)
montre que le tenseur de composantes ¢’ est a différentielle covariante nulle
pour la L, , (R)-différentiation covariante associée a la connexion w.

Provosirion VIIL.3.1. — Le tenseur fondamental de &2 est a différentielle cova-
riante nulle.

4. LE centrE DE £2°. — Soit K le centre de £2° et K7 le sous-espace de £7
engendré par JK°. Le faisceau des sections différentiables de J{7 étant naturel-

lement noté K7, le faisceau K = U Kr est stable pour A car la formule
p=1,..,d

A[0, 01 =40, 0|+ (—1)?[ 6, A0'| montre que si 6&K (ce qui entraine
[0, 01=]0,A0'] =0), on a également [A0, 8| =o. 1l en résulte que K° est
invariant par le transport paralléle associé & o et que, par suite, le champ
définissant le transport paralléle dans &2, induit, dans &°, un champ (T') trans-
versal aux fibres. Soit (p.)(@=1, ..., p) une section locale de I'espace des
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p-repéres de JK°, dont les fibres sont supposées de dimensio

n p. Par rapport a
ces reperes, tout vecteur y de K s’écrit

YA

=1

a=A1

et, en posant
/)

~ O —
A‘O”:Z (Uba Poy
b=1

il vient
By = (7" %) o

a, =1

Le champ (I') est alors défini par le systéme de Pfaff :

/’
N b~ .
e — (I\""+ Z TP w4 =0 (=1, .., p)

h=1

Nous allons voir que ce champ est complétement intégrable. Dans ce but,
nous allons calculer la différentielle de v :

VA

.
dne =¥ (dyb \ iy -yt disy). .

b=1

Mais, comme g, est une section de K°, la quatriéme condition de la définition
VIII.1.1 montre qu'on a

5'39,1: [&. p(,] =o.
Un calcul rapide permet alors de transformer cette égalité en

4 r

dnt, — E wy /\ 0% = o.
=1

En revenant alors a dv“, il vient

1d

r P 4
N - N\ — — S— —
(lnll :Z (d\‘,ll /\ (‘)Ill/ - Z -],/; o' b /\ (n)",-) ZTE (d],h -} 2 .\In (‘)hr) /\ ®%p.

b=1 c=1 b=1 c=1

Et, en définitive
,
dn/l:E-ﬂl; /\ ;;i"/n

h=1

égalité qui montre que la condition d’intégrabilité de Frobenius est vérifiée.
Nous pouvons donc énoncer :

Proposition VIII.4.1. — Le centre K° de £2° est invariant par transport

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 47
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paralléle relativement & w. Le champ définissant de transport paralléle dans KO est

intégrable. Il en résulte que si T est simplement connexe, K est un espace fibré
trivial.

II résulte en particulier de cette proposition qu’il est possible de faire le
quotient de £ par J. Nous poserons £/ = 12 J et nous noterons

~i B
1%

I’honfomorphisme canonique qui en résulte. A passe au quotient sous la nota-
tion A et I'on pose ' = Yt<ﬁ>-

5. HomomorpHISME ADJOINT. — Soit &€ £, et P(n) Papplication linéaire de £,
w2

dans lui-méme qui fait correspondre la forme [, 6] & tout élément H € 22,.
Explicitement, si pour un repére (p;) € R,, on a

n
W .
S
j=1

on pose

n

Pln)= N cht(p/ @ pa),

i j, k=1

de sorte que P applique £ dans 'espace de Lie £2,(®R) de R.

Prorosirion VIII.5.1. — On a les deux égalités

PoR—=AoP et Q(u)=P(Q).
En effet, d'une part

P(n)= Y [E(dc"‘if'ﬂ"+ chy di') + X Bhctyni— N 077‘”“"’miJ(9’®Pk)

Jok=1_ I=1 ihh=1 i, h=1

>

et, d’autre part - ] i
P(&n) =) [ZC"U dil+ ailc"i/‘filJ(P"@Pk)-
Jyohk=1 i—=1 il=1

La démonstration de la premiére formule de la proposition se transforme
donc en la vérification de I’égalité suivante :

n n

. —_ Q . N 3 . —_ . . .
2 ckijdnt+ ¢k ol \n') = 2‘ (dcki; N\ nf 4 ¢ty dai = ok el N\ 0t —whick, A nf),

il=1 iy h=1
ou encore

n n n n
: N — N _ .
E nt A <dc",~,~+ : w";lchij— 2 m”icl‘h;—? w"/c"ih>:0.
i=1

h=1 h=1 h=1
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Or, les seconds facteurs de cette égalité sont nuls d’apreés (VHI.3.1). La
premiére partie de la proposition est donc démontrée. Reste la deuxiéme

formule. Or, en notant comme d’habitude A.Z le transformé de Zef, par
Ae 2, (R), on a d'une part

EX=[8 X]=pP(@).X (Xel),
a cause de la condition 4 a laquelle A et Q sont soumis, et d’autre part
X =Q(w).X

parce que A est la T-différentiation covariante associée a la connexion ® comme
nous I'avons vu au paragraphe VII.2. De ces deux égalités, on déduit immé-
diatement :
P(8)=2(w).
On peut alors énoncer :

Proposition VIII.5.1. —Le champ normal I‘(P (2), co) est intégrable.

En effet, la proposition VIII.5.1 montre que P(T.) est stable pour A et
contient la courbure Q(w).

6. EXISTENCE D’UN ESPACE FIBRE PRINCIPAL ADMETTANT (,E” , A s ) ) — Bappelons
que nous nous sommes donnés un groupe de Lie G dont I'algébre est isomorphe
ala fibre-type de £°. Lorsque L est simplement connexe, 'existence d’un espace
fibré principal différentiable de groupe structural G.= G/H (H = centre de G)
admettant (£, &, Q') est une conséquence 1mmedlate de la proposition VIIL.5.1.

Pour obtenir un résultat plus précis, il est cependant nécessaire de fixer
quelques notations.

Choisissons un point « de & et un isomorphisme j : 2°— G. Soit & la
variété intégrale de F(P(f:”), g) qui passe par un repére ¢ appartenant a la
fibre R, de R. Nous désignerons par f=(f;)(¢=1, ..., n) le repére de G,
image de ¢ par j, c’est-a-dire, st o =(¢;)({ =1, ..., n), le repére constitué par
les vecteurs fi=j(p;)(i=1, ..., n).

Nous savons que & est un sous-espace fibré différentiable de R et que son
groupe structural G’ est un sous-groupe de Gl(n, R) (groupe structural de R)

dont I'algébre de Lie G’ est la sous-algébre j, (o)P(2) de Gl(n, R). Or, le
diagramme

b (SR)——‘—('F)—) 6¢(n,R)

Fig. 15
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est commutatif a cause du choix de f, On a donc
(VIIL.6.1) Je (P(EL) =al(G).

Soit G, la composante connexe de I'élément neutre de G'. Puisque G est
connexe par hypothése et que g’.—:jg"(‘o)P(l "), I'égalité (VIII.6.1) montre
que G,=a’/(G). Isomorphe au groupe adjoint, G, opére donc sur G comme
groupe d’automorphisme. D’autre part, I'espace d’holonomie € (w) laisse le
tenseur ¢ invariant parce que ce dernier est a dérivée covariante nulle. II en
résulte que le groupe j,. (p)%.(w) opére sur G comme groupe d’automor-
phismes également. Comme G’ est d’aprés la proposition V.6.3, engendré
par G, et par j, (p)T. (@), ses opérations sur I'algébre de Lie G sont des
automorphismes. En notant «* I'espace fibré des formes différentielles sur ‘l a
valeurs dans G, on peut donc former (&') qui est évidemment isomorphe & 1
tandis que I'espace de Lie de &' (€, (") est isomorphe au quotient de £2(&") par son
centre, c¢’est-a-dire a f}/ﬁ‘»'. D’autre part, on a va que A et A’ étaient associées,
'une et I'autre, a ©. Cette derniére induit donc sur &' (&, G') une connexion o’
a laquelle A et A’ continuent a étre associées. Nous résumerons ce qui précede
dans le théoréme :

Tutorime VIII.6.1. — Etant donnés 1* A et O satis s faisant aux conditions de la
définition VIIL. 1.1, il existe un espace fi bre principal différentiable &' (&, G') de
groupe structural G’ et de base &, possédant les propriétés suivantes :

1%, G’ est un groupe d’automorphismes de G dont la composante connexe est
isomorphe & G/H (H = centre de G).

2° (&) est zsomorphe a £ et Uespace de Lie £2'(&') de & (L, G') est isomorphe
au quotient de 12 par son centre.

3° &'(&. G') admet une connexion o' telle que les L(E')- et L/(E')-différen-
tiations covariantes associées & ' s’identifient a Aeta X respectivement, tandis

ue la courbure Q(w') s'indentifie a .
q

Remarque. — Si la variété & est simplement connexe, <(w) est a fibres
connexes, G’ est donc connexe et isomorphe a G/H.

7. Cas cineraL. — Nous supposons essentiellement dans ce paragraphe que
la variété T est simplement connexe. En tenant compte a la fois du théoréme
VIII.6.1 et de la remarque précédente, on peut alors envisager la question de
la facon suivante :

Soit &'(&, G.) un espace fibré principal différentiable de groupe structural
G,=G/H, ou G est un groupe de Lie connexe de centre H. Nous considérons
une connexion o’ sur & (&, G,) a laquelle sont associées les L(E')- et L'(E')-
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différentiations covariantes A et A’. Enfin, soit Q une section de L*(E’) telle
qu’on ait :
{ g () =Q(o),

(VIIL.T.1) NG — o

ol Yy est 'homomorphisme canonique de L(E") sur L'(E’). Existe-t-il, dans
ces conditions, un espace fibré principal différentiable de base & et de groupe G,
admettant (£(&'), A, Q). En d’autres termes, existe-t-il un espace fibré
principal différentiable &(&, (i), un homomorphisme

Yg: &6

compatible avec l’homomorphisme canonique v : G ->G.=G/H, el une
connexion w de &( &, (i) tels que

Yo (©) = o et Q(w)=Q,

expressions qui ont un sens parce que le couple d’homomorphismes compa-
tibles (y, yé,;) détermine un homomorphisme v, : G(E)->C'(E’), tandis que v,
permet d’identifier £(&) et 22(&).

Le cas abélien montre qu'en général, ce probléme n’admet pas de solution.
En effet, supposons que G soit le groupe abélien simplement connexe de
dimension n, c’est-a-dire R”. Si & existe, il est donc trivial et, quelle que soit la
connexion choisie sur &(&, G), sa courbure, considérée comme une forme
différentielle sur & a valeurs dans G, est homologue 4 o. On le vérifie immédia-
tement en considérant une section de & et la restriction a cette section de la
forme de connexion et de la forme de courbure (réciproquement, voir
prop. VIL.6.2). Or, toute 2-forme différentielle fermée a valeurs dans G est a
différentielle covariante nulle mais n’est pas nécessairement homologue 4 o.
Méme dans le cas abélien, si le deuxiéme groupe d’homologie de & n’est pas
nul le probléme n’admet donc pas de solution en général.

Aussi est-ce une condition d’existence que nous allons chercher a exprimer.
Dans ce but, nous nous proposerons tout d’abord d’essayer, a 'aide des données
précédentes, d’associer a tout lacet de &, un élément de N(&').

Soit [, : S* — & un lacet en x € T, c’est-a-dire une application différentiable
du cercle S*, muni d'une origine O[/,(0) = «] et paramétré réguliérement par
a:l—Sa(o)=a(1)=0], dans L.

Plongeons 8* dans une variété Q différentiablement homéomorphe a R?,
et soit

v: Q—>&,

une extension différentiable de [,, extension dont l'existence résulte du fait
que & a été supposée simplement connexe, Dans ces conditions, nous dirons

que le lacet /, est obturé par v, ou encore, que I'application v est une obturation
de Z,.
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Nous définirons alors un élément m(l,, v) € M, (&) en posant &= R*>>< G
et en choisissant :

1° Un y-homomorphisme
' Ts, o Se—>8 =v1(&),

dont I'existence est assurée puisque &, de base Q, est trivial.
2° Une connexion w, de &, telle que

((‘)Q) — &):,,
VIIL.7.2) { Teg (k)
( Q(O)Q) = gv,
Ol Yo, ) €8t I’homomorphisme associé a (Y’ Ts ), ou ', est la connexion induite
Q

par v a partir de w’ et ou Q, est la section de £,(&,) induite a partir de Q(>7).
En considérant S* comme un lacet en O dans Q, on pose alors

ey 1) = Vi (o 51),

En d’autres termes, m(l,, v) est I'élément de J1,(&'), image par 'homomor-
phisme induit vi, ., de la transformation associée au lacet S*. Cette derniére
est un élément dc I'espace structural gauche M,(&,) de &,, mais le y-homomor-
phismey, permet d’identifier J1,(&,) & 'espace induit M, (&) =v~" (M(&)).
C’est cette identification qui donne un sens a lexpression de m(l,, v).
Remarquons tout de suite que m(/,, v) ne dépend pas de I'extension de v a
Pextérieur du cercle S*. De plus, on ale:

LemyMe 4. — m(l,, v) ne dépend ni du choizx de~y &2 ni de celui de la connexion v,
vérifiant les conditions (VIIL.7.2).

En effet, soit
76 . 5Q——>(’}(,,
Q
un autre y-homomorphisme et soit w, une connexion sur &, satisfaisant aux
deux égalités '

/ Yeg () (@) = w5,
1. e Fe
(VIILT.2 { Q(3g) = Q..

Compte tenu des identifications liées & v, et a Y, il résulte des identités
(VIII.7.2) et (VIII.7.2") que l'identité sur I, (&,), a laquelle est associée
I'identité sur £,(&,), est un automorphisme de l'espace structural gauche
de &,(Q, G) satisfaisant aux conditions du théoréme VI.2.1. Le lemme 1 de ce

(27) £,(&.) est défini soit comme le modelé sur &) de I'espace fibré des formes différentielles
sur Q & valeurs dans G, soit comme l'espace fibré des formes différentielles sur Q a valeurs
dans £9(8Y) = v—1(£2(8"))
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théoréme, appliqué a ce cas particulier, montre que Tw,(S'), identifié a un
élément de JTL,(&,), grace a v, , est égal & 7, (S*) identifié & un élément de
M, (8&,), grace a Ys,r (Vest précisément ce qu'il s’agissait de montrer. Nous
dirons alors que m(,, v) est associé au lacet /, et a son obturation v.

CoroLLAIRE 1 pu LEMME 1. — S’il existe un espace fibré principal &(L, G) et une
connexion « répondant aux conditions du probléme, on a

m(ley v) =74 ().

En effet, comme v=' (&) s’identifie 4 Q >< G, c¢’est la une conséquence immé-
diate de I'unicité de m(L,, v).

CoRrOLLAIRE 2 DU LEMME 1. — On a [’égalité

Yor (&) (M (L, v)) = Tor (Lz)-

En effet, il est clair que v, o, (m(Ls, v)) est 'élément de O (&) associé &,
et & w lorsque £7(&') est muni de la différentiation covariante A’ associée a w’ et
de la courbure Q(w’). D’aprés le corollaire précédent, cet élément est égal
a Ty ().

Considérons maintenant une application différentiable

b: &

de la sphére orientée S* dans &. Soit I' un grand cercle de S* paramétré régu-
lierement par «(z) a partir d’'une origine O[a(1)=a(o)=o0]. L’orientation
de S? et l'orientation de I' résultant du paramétrage permettent de distinguer
un hémisphére positif H* et un hémisphére négatif H-. Soient Q* et Q~ deux
voisinages ouverts de H* et de H— limités par des cercles X, et X,. Nous pouvons
considérer la restriction ¢y de ¢ 4 Q(Q = Q* ou Q) comme une obturation du
lacet ¢ constitué lui-méme par la restriction de ¢ a I'. Nous poserons

m. = m(Jr, Yo+), m_=m(Yr, Yo—)

et nous dirons que (m., m_) est le couple de transformations associé a I'en-
semble (O, I', ). Comme m(/,, v) ne dépend pas de I'extension de v hors du
cercle S*, il est clair que le couple (m., m_) ne dépend pas du choix des voisi-
nages Q. De plus, en se reportant au corollaire 2 du lemme 1, on voit que
m.(m_)* fait partie du centre de J1U(&'). Comme ce dernier est trivial et
canoniquement isomorphe a & >< H, nous poserons

s(O0, L, ¢)=m,(m )~
et nous considérerons s(0, I, {) comme appartenant au centre H de G.

InteRPRETATION DE §(O, I', U). — Posons &, = {~*(&'); My (&)= ¢~ (M(&)),
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My(Ey) =4~ (M (&), £y(Ey)=y1(£°(8")) et notons £,(&)) I'espace
fibré des formes différentielles sur S? a valeurs dans £}(&}). La connexion
induite par ¢ a partir de o’ sera désignée par w, et la section de £y (&}) induite
a partir de Q, par Q. En revenant a la définition de m(Z,, v), on est amené a
poser

Ee=Qx G  6,=6[Q (Q=Q"ouQ)

et 4 désigner par wy et Qy les restrictions de w) et Qy 4 Q(Q=10Q" ou Q~).
Toujours d’apreés cette définition, on choisit deux y-homomorphismes

T, - &g _-\’6',% (Q=Q* ou ).

L’élément m(m =i, ou m_) est alors (4 un homomorphisme induit pres),
égal a la transformation associée a I' (lacet en O dans Q) lorsque &, est muni
d’une connexion w, telle que

']’cQ(Eq)((‘)Q): (‘)',% et Sz((‘)ﬂ) — Q%'

On désignera enfin par Z I'intersection Z=0Q+N Q~ et les restrictions a Z des
éléments définis sur Q* et Q~ seront notés en substituant a Q* et Q~ les sym-
boles Z+ et Z— :

Epv = Eg |7, 074 == W+ |Z, 5."1,1 = 5.'3‘, |7, m."lJZ — ﬁ)l{{/ | 7.

En nous reportant au paragraphe VII.4, et en considérant les espaces et
connexions &,., w,, d’une part, &, , w, d’autre part, nous voyons que nous
sommes exactement dans la situation de la proposition VIL.4.1 et qu’en notant «
la classe d’homotopie de I dans Z, on a

s(O, T, kl.é) =xo(a).

Comme le groupe d’homotopie de Z en dimension 1 est engendré par T, la
trivialité de s(O, I', {) est une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un G-isomorphisme de &,, sur &, appliquant w,. sur w,_ et induisant
I'identité sur 6‘“ En d’autres termes, c¢’est une condition nécessaire et suffisante

de raccordement de &, wg. et &, , w,_sur Z.

Il résulte de cette interprétation que si I est un cercle homotope a I dans Z,
on a s(0, I', {)=5(0, T, ¥), En particulier, s(0, I, {) ne dépend pas du
choix de O sur I'. Nous allons voir maintenant qu’en fait, s(O, I', {) ne dépend
ni de O, ni de I, mais uniquement de la classe d’homotopie de .

Soit '

0: xI'»>&

une application différentiable telle que o(x, 0) = (x) (2 €S*). Nous posons
naturellement
¢ (2, 1) =du(x)



SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES ESPACES FIBRES. 377

el nous nous- intéressons plus spécialement a ¢,. Il est malheureusement
nécessaire de préciser encore quelques notations. On pose &, = ¢~ (&') et L'on
note &y, la restriction de &; a (S?, 7) (ou, si I'on préfére, I'espace fibré induit
par §,). Dans le méme esprit, on aura IN,(&,), £,(&;), M, (E,), £.(8&,),
Co(Ey), £,(84,), Gy, (Ey,), ete.

Soient I' et I'" deux grands cercles de S* se coupant en O et orlentes Choi-
sissons deux cercles X, et X,, symétriques par rapport au centre de S* et situés
dans les quadrants négatifs délimités par 1" et IV, de telle sorte que, dans la
zone Z comprise entre X, et X,, les cercles orientés I' et I soient homotopes.
Choisissons alors pour voisinage Q* et Q~ communs a I' et a 17, les portions de
sphére délimitées respectivement par X, et X,, et contenant O (et par suite I
et '), nous poserons encore

2=Q"nQ- et  L—7xT
et, avec Q=Q*"ouQ:

Q=0xTl, &=0xG6G §&=0xG, & —=6&Q.

En outre, on aura
&gy =8y | 4, & = éﬁ’*' |7, é‘v'@; =&y |4,

ainsi que les notations déduites de ces derniéres par substitution du signe — au
signe +-.

¢ induit a partir de »’ une connexion w, sur &, qui induit a son tour w), sur
&‘.',Jt, o)'% sur &:Pa’ w'@;sur é’v'@;, etc, On a également Q;, Qy, Qq,a, Qﬁ, ete.

11 suffit alors de recommencer, mais avec Q* et Q—, cette fois, les opérations
effectués ci-dessus sur Q*+ et Q—. On se donne

Yot &gy (=0 ou Q).
puis deux connexions wyg telles que
Tegep(Vg) = 9% (0 =0+ ou0-)

9(@6) =Q,

Tout cela est possible parce que les bases Q sont homéomorphes a4 R®. On est

alors, sur Z, dans la situation du lemme 2 de la proposition VII.4.1 ou il suffit
de remplacer m, et m, d’'une part, m, et m,, d’autre part, par les couples de
transformations associés respectivement a (0, I', V) et a (0, I, 4, ). Comme les

lacets (O, I') et (O, I') sont homotopes dans Z, on a donc
(0, T, 4) =s(0, I, 4).

En faisant { = ¢, dans cette égalité, on voit en particulier que s(0, I', ) ne

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 48
@&
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dépend pas du choix du grand cercle I' de S. Plus généralement, on peut
énoncer :

Lemye 2 (%), — L’élément s(0, I',{) défini ci-dessus, ne dépend ni de O, ni
de T. On le notera donc s({). De plus, si L, est une application de S* dans T
homotope a U, on a

s(dr) =s().

(28) Dans le cas ou le sous-groupe 1I( O, I', ¢) de H engendré par s(O, I', ) est fermé dans G,
on peut déduire facilement ce lemme du résultat suivant :

§'il existe un espace fibré principal différentiable &y (S, G) lié a 8y par un y-homomorphisme
Y, : &y~ &y
et muni d’une connexion wy telle que
YC*(Ew(wq,) = wfj_, et Q(wy) = Qu,
et si Uy est homotope a Y, il existe un espace fibré principal différentiable &y,(S2, G) lie a &\, par
les mémes propriétés.

Posons en effet
Eo =6y xTI.

Comme &y est I'espace fibré &y < I', et qu'il existe par hypothése un y-homomorphisme

e, ' Gy &l
4]
on peut trouver d’abord un y-homomorphisme
Te,: Go> 8o,

identifier ensuite £,(8y) et £,(8p), et choisir enfin une connexion wy sur &, telle que

Yo (k) (wg) = wg. En posant alors
8 =0 (wg) — Qq,

on voit que © est une section du centre de Ly(E3) et que A® = o, de sorte que © peut étre consi-
dérée comme une forme différentielle fermée & valeurs dans H. Mais, sur Sy, = &y = &, | (82, o),
on a (avec wg, = restriction de wy & y,) :

wo,— wy = B, = forme linéaire & valeurs dans H.
Par suite, la restriction de 8 a (S2, o) est donnée par
0= Q(we,) — Qy = di,
puisque Q(Qy) = Qy. En d’autres termes, 6, est homologue a o. La formule de I’homotopie montre
alors que la restriction 8; de © & (82, 1) est également homologue a o :
0, = Q(wg,) — Qy, = d8, (g, = g | &Y, &y, =65 (82 1)).

On obtient donc un espace fibré principal satisfaisant aux conditions de 1'’énoncé en choisissant

pour &y,, la restriction de &; a (S?, 1) et, pour connexion
0y, = wg, — ;.
A partir de ce résultat, on vérifie que s(0, I', ¥) = (0, I'y, ¢;) en formant le quotient de G

par II(O, T, ¢) qu'on a supposé fermé. On est ainsi ramené au cas précédent. Il en résulte que
$(0, Ty, 41)€ll(0, T, ¥) et, pour des raisons de continuité :

s(0, T, §)=s(0, I'y, $1).
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On a aussl le

COROLLAIRE DU LEME 2. — St v et V' sont deux obturations homotopes d’un méme

lacet 1, on a
m(Ley v) =m (L, V').

Comme la variété Q qui sert a définir les obturations v et v/ est homéomorphe
aR* et que S* est plongé dans Q, nous parlerons, pour simplifier, du centre
de S* et des rayons de S*. Nous nous raménerons d’abord au cas ou les dérivées
de v et v/ s’annulent toutes sur les rayons de S*, aux points d’intersection de ces
rayons avec le cercle, en composant v et v/ avec un homéomorphisme de Q sur
lui-méme laissant S' invariant, homotope a l'identité et dont les dérivées
possédent elles méme cette propriété. Soient v, et v, les obturations ainsi
obtenues. Il est clair que

m(ley v) = m(le, v1) et m(ley V') =m (L, V).

Mais en identifiant le disque limité par S* dans Q, a chaque hémisphére de S*
de facon que le centre de S* s’applique sur I'un ou I'autre des poles (géogra-
phiques) de I' (considéré comme I'équateur) et que les rayons de S* s’iden-
tifient dans chaque cas aux méridiens (S* s’appliquant toujours de la méme
facon sur I'), on peut raccorder v, et v, en une application différentiable de S*

dans &, Soit
v 8- (Y| Hr=v, et ¢ |H-=v)),

cette application. On a évidemment
s(Y) =m(ley vi) (m (L))~

Mais, comme v et v/, vetv,, vet v, sont homotopes, v, et v, sont également
homotopes. Il en résulte que ¢ est homotope a o et, comme s({,) est égal a
I’élément neutre de H si ¢, () est indépendant de z € S?, on a également

s(¢y) = élément neutre.

Par suite, m(l,, v;)=m(l,, v)), ce qui entraine m(l,, )=m(l,, ). Le
corollaire est donc démontré.

Du lemme 2, il résulte que, si I'on choisit un point x, de &, 'application s
définit une application s,, du deuxiéme groupe d’homotopie en x,, noté II, (),
dans le centre H de G. Nous allons voir maintenant qu’il s’agit d’'un homomor-
phisme. Donnons-nous, dans ce but, deux classes d’homotopie de dimension 2
en x,, c et ¢, et choisissons, pour les représenter, deux applications

Y S22 [bee, Y (0)=ua],
Y St (Ved, d(0)=uz]

du type particulier décrit ci-dessous. Soient X, et X, deux cercles tracés sur S?,
symétriques par rapport au plan du grand cercle I' et paralléle a ce plan. Nous




380 A. ARAGNOL.

désignerons naturellement par Q™ et Q™ les portions de sphére limitées respec-
tivemement par X, et X, et contenant I'. Choisissons alors { et {' tels que

L(QH) =4 (Q+) =,

Il est toujours possible de trouver dans chaque classe d’homotopie une appli-
cation différentiable satisfaisant a cette condition : si ¢ et {/ ne la remplissent
pas, il suffit de les composer avec une application différentiable B de S* dans
elle-méme, homotope & I'identité et telle que B(Q*)=0.

Dans ces conditions, (., m_) désignant le couple de transformations
associé a (0, I', L) et (m/, m"), le couple associé a (0, T', 1), il est clair qu’on a

Y
m == m/. = élément neutre,

puisque $(Q) = ¥/(Q) = .
Par contre, sil est évident que m_ et m_ appartiennent au centre de (&)
et peuvent par suite étre considérés comme des éléments de H, ils ne sont pas,

en général égaux a I'élément neutre. On a simplement

s()y=m" et s(Y)y=m=>".

II reste & construire, a I'aide de ¢ et de {' une application différentiable
" S*—» & appartenant a la classe d’homotopie ¢"=cc'. 1l suffit pour cela
de poser

N (2) =1 (x) pour xe€Q-,
V'(x) =4 ($(x))  pour z€QT,

ou S représente la symétrie de S* par rapport 4 un axe joignant O au centre
de S2. Comme ¢(Q*NQ~)=¢'(Q*NQ~)=wx,, l'application ¢ ainsi définie
est une application différentiable de S* dans & et {"(0)=wa,. De plus elle
appartient a la classe d’homotopie ¢”. Enfin, comme S permute les deux hémi-
sphéres et change le sens de I', on a, en désignant par (m’, m") le couple
attaché a (0, T', ") :

" 1—1

m,=—m et m . =m_.

Par suite
s(W)=m (m )= (m_ )" (m_ )= (m_)" (m_),
d’ou
s(P) =s(§)s(d).
Il en résulte qu’en définissant o, (¢) par c,,(¢) =s({) et $ €c, on a aussi

Oy (CC') =Gy, (C) T, (C).

De plus, comme s($)=s(J') si ¢ et ¢ sont homotopes au sens large
[$(0)x£d/(0)], il est clair que I'image du deuxiéme groupe d’homotopie
en z, par '’homomorphisme ,,, est un sous-groupe de H indépendant du choix
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du point x,. Nous pouvons donc énoncer:

LemMe 3. — L'application o, : II(L) > H(x € L) résultant de U'invariance
de s({) par homotopie est un homomorphisme de deuxiéme groupe d’homotopie
de & dans le centre H de G. Le sous-groupe 11* = o, (11,(XL)) est indépendant du
choix de x dans .

Comme nous avons suppos¢ & simplement connexe, le deuxiéme groupe
d’homotopie de € s’identifie au deuxiéme groupe d’homologie a coefficients
entiers, de sorte qu'on a :

COROLLAIRE DU LEMME 3. — On déduit de , un homomorphisme
g: IP(&)—H

du deuxiéme groupe d’homologie de T a coefficients entiers dans le centre H de G.
Enfin, on a le

LeMME 4. — St I’homomorphisme c,, est trivial [ c’est-a-dire st o,(c) = élément
neutre quelle que soit la classe d’homotopie c, U'élément m(l,, v) associé a un
lacet [, et a une obturation v ne dépend pas de I’ obturation choiste.

La démonstration est semblable a celle du corollaire du lemme 2. Si v et v/
sont deux obturations distinctes de ., on peut toujours se ramener a des obtu-
rations v, et v, dont les dérivées s’annulent sur les rayons de S!, aux points
d’intersection de ces rayons avec le cercle. On peut alors raccorder v, et v, en
une application différentiable de la sphére S* dans & de sorte que m (L, vs),
m(l,,v,) constitue le couple de transformations associé a (0, T, {), Puisque s({)
est égal a I’élément neutre de H par hypothése, on a

M (lyy v) = m(le, V).
Nous résumerons ce qui précéde dans la proposition suivante :

Proposition VIII.7.1. — EKtant donnés &'(Z, ), G, o' et Q vérifiant les
conditions exposées au début du paragraphe et en supposant, en particulier, que &
est simplement connexe, on définit un homomorphisme

or: HMZ(X)—>H
du deuxvéme groupe d’homotopie en x de L, dans le centre 1l de (i, en posant

U:c(c) - m(q”l_'a LPQ’*‘) (’n(('.bl‘7 ('PQ"))'A“

oud : S* » T est une application différentiable appartenant a la classe d’homo-
topie c, ou Yr est le lacet constitué par la restriction de { a un grand cercle orienté
I’ de S* passant par O[{(0)=x] et ot Y. et b, sont les obturations de Yr
Jformées par les restrictions de § ¢ Q* et a Q.
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Le groupe I’ = o, (II2( X)) est indépendant de x € T et I’on note

c: H>(&)—H

I"homomorphisme du second groupe d’homologie a coeffficients entiers de X,
dans H, dédurit de a,,. '

Dans le cas général, si o n’est pas trivial, I'élément m([,, v) associé a un
lacet /, et & une obturation v de ce lacet ne dépend que de la classe d’homotopie
de T'obturation v. Si ¢ est trivial, m(/,, v) est indépendant de I'obturation
choisie. On le notera alors m(/,) €N, (&").

Il est clair que, pour que le probléme qui nous occupe admette une solution,
il est nécessaire que o soit trivial. C’est la derniére propriété énoncée par la
proposition précédente qui va permettre de montrer que cette condition est
également suffisante. Nous allons, pour cela, construire effectivement un
espace fibré principal différentiable a I'aide, non pas de sections locales, mais
de « chemins horizontaux ». Plus précisément, remarquons que si un tel
espace &(L, G) est muni d’une connexion w satisfaisant a (VIII.7.1), m(l,) est
nécessairement la transformation <,,(/.) associée au lacet [, (corollaire 1 du
lemme 1). On peut d’autre part considérer & comme le quotient de 1’ensemble
des chemins w-horizontaux amortis dont I'origine se projette sur un point x,
fixe, par la relation d’équivalence qui identifie deux tels chemins A et 2’ sils
ont méme extrémité, c’est-a-dire si

(1) = (p(M)p(M).2 (),

relation ou (p(A)p(A)) désigne, bien entendu, le lacet en &, obtenu en parcou-
rant successivement les projections de A et de A’. C’est de cette facon que nous
allons reconstruire &, en remplacant dans la derniére égalité <,(p(2)p(1))
que nous ne connaissons qu’en fonction de &, par m(p(A)p(1')) dont I'exis-
tence résulte de la proposition VIII.7.1.

Nous supposons donc désormais que II* se réduit a I'élément neutre. Soit A
I'ensemble des chemins différentiables amortis /:1— & d’origine com-
mune z, € T. A est naturellement muni d’une projection

PA: A&
qui associe a tout chemin différentiable /€ A, son extrémité
pAa(l) =1I(1).

Etant donnés deux chemins /,, /,, de méme projection (c¢’est-a-dire de méme
extrémité ), nous noterons /,/, le lacet obtenu en parcourant successivement /,
et [, c’est-a-dire, en toute précision, I'application différentiable de S* dans &
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définie par les égalités
Mhs(a(0) =u(20) (o=e=2)
Mk (a(2)) =N (2(1—¢)) (%étél).

Un élément m (1, 1,) €, (&) parfaitement défini est donc associé a l,/,.

Soit &,, un espace fibré principal différentiable de groupe structural G, dont
la base se réduit au point x, de &. C’est sur &, que la construction de & va
s'articuler. Faisons tout d’abord opérer I, (&) sur &, en choisissant un
point y, de &, et un point y, de &,,, et en définissant

Ve, © &> &
par I'égalité
Vg (Yor$) =Yo-1(s)  (s€G).
On posealors
m.y =y Jo(Yep(¥))m  [y€&xy et meMy, (&),

et I'on vérifie sans difficulté que les opérations de G et de I, (&) sur &,,,
commutent.

Nous définirons maintenant & comme le quotient du produit &, ><A par la
relation d’équivalence :

(y1, L) = (ys, b) si pA (L) =pAa(l) et yr=m(ll).y

avec, bien entendu, l,, l,€ A et Vi, Y2 €8,,.

Encore faut-il vérifier qu’il s’agit bien d'une relation d’équivalence. La
symétrie et la réflexivité sont évidentes : elles résultent de 7 (/)= élément
neutre et de m(l,l,)=(m(l,{,))~*. Quant a la transitivité, c’est une consé-
quence du lemme suivant :

LemMe 1. — Etant donnés trois chemins Iy, l,, [, €A, on a
m (L) = m(lLL)ym(L1).

Considérons en effet 'deux cercles de R*: S* et (S') se coupant en
deux points distincts O et O', et paramétrés réguliérement par o(t)

[a(o) =0, a<é> =0, a(1)= O] et par o' (t) [oc’(o): 0, a’<é\) =0,d(1)= O].
On définit une application différentiable @’ de I'ensemble de ces deux cercles
dans &, en posant

Y (a(t))=1(2¢) <0été;>,
W (o (1)) = ba(2(1— 1)) (éétél>,
O (o (t)) = b (21) <oétéé>,
O (o(1)) = L (2 (1 — 1)) (;___téx)



384 A. ARAGNOL.

Cette application est différentiable en ce sens que, comme les dérivées de @'
par rapport a ¢ sont toutes nulles aux points O et O’ sur S* et (S'), on peut la
prolonger en une application différentiable d’un voisinage ouvert de (S*)U(S*Y
dans &. De plus, puisque & est simplement connexe, on peut étendre @ en
une application différentiable

d: R->&,

I'extension se faisant successivement dans les quatre régions de R* séparées par
les deux cercles. 1l ne reste plus qu'a recommencer les opérations habituelles.
Posons &,= R*>< (i, choisissons y, : &,— ®~*(&') et une connexion w, sur & -
o

appliquée sur la connexion induite wg par le couple (y, vs,) et admettant pour
courbure la forme induite Qq. Dans ces conditions, m(/,/,) est, 4 un homomor-
phisme induit prés, la transformation <, (S') associée & S' (considéré comme
lacet en 0), m(l,l;) est la transformation <, ((S')")associée a (S') et m(l{;)
est la transformation associce au lacet A constitué¢ par la portion de S*' pour

I . e 1
laquelle 0 ¢ - et par la portion de (S*) pour laquelle - < ¢1:

=l=/ ¢l =t
' m(lily) =74, (}).
De méme, m(l,0,) qui est égal 4 I'élément neutre, est aussi la transformation

associée au lacet A’ formé par les portions de S' et de (S')’ qui ne figurent pas
dans A :m(lly) =1, (A'). Il en résulte que tout chemin wy-horizontal de.

projection A’ se referme et que, par suite, si 'on appelle 1" le lacet en O obtenu
~en intercalant A\ entre les deux parties de A, on a

T‘m(} ( )\”) p— TmQ ( )\).

Mais 1" est le lacet obtenu en décrivant successivement St et (S*Y. On adonc
T, (A") == 70, ((81)) 7w, (8") == m (Llsym (1, ),
et par suite
m (bl —=m(bLl)ym ().

La transitivité de notre relation d’équivalence résulte immédiatement de
cette égalité. En effet, étant donnés (yi, L), (yan la), (s, L) €6, <A, si
(ris )= (ys, L) et si(ya, ) = (s, l5), on a, par définition

ye=m(lly) .y, et ya=m (L) y,.
Par suite
Vo= m(bLLym(LL). y,

ce qui entraine, d’aprés le lemme 1 :
yi=m (L) et par suite (3, &) = (y, 4).

L’ensemble & est donc bien défini et il reste a vérifier maintenant qu'il est
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possible de le doter d’une structure d’espace fibré principal différentiable a
groupe structural. Nous définirons d’abord la projection p, en remarquant
que &, ><A est naturellement muni de la projection induite par py, ¢’est-a-dire
de I'application Ps_.n* Gu><A— & définie par

[)‘SJ'OXA(}” l) :I)A(l) I(.ya l)E(S_«,.aX ‘/\ I'

Or, cette projection passe au quotient parce que, si (yi, L)=(y., L),
on a pa(ly) =pa(l). Cest cette application-quotient qui sera la projection
Ps de & sur sa base .

Nous allons préciser maintenant une notion de « chemin horizontal » dans &.
Etant donné un chemin différentiable {: I & d’origine x,, le chemin hori-
zontal . : I - & de projection / et d'origine y €&, est défini par

() ="T(y, L),
ou T est I'application canonique
T: &.,<A>6

et ou /, représente le chemin différentiable /,: 1 - & défini par
L(0)=1(¢0) (OEI),

¢’est-a-dire, en gros, la partie de / comprise entre o et 2. Remarquonsque, si €&
et si {(1) = p,(5), il existe un point K,(z) € &,, et un seul tel que T(K,(3), /) ==.
En effet, étant donné (v, I') €z, le point K,(z) = m(I'l).y satisfait bien a cette
égalité et son unicité résulte du fait que (y, [)=(y’, [) entraine y =y". Il est
alors clair qu’il existe un chemin horizontal p. : I — & et un seul d’extrémité z
[¢’est-a-dire tel que p(1) = z] et de projection . C’est le chemin défini par

p(t) =T(K;(5), L) (tel).

Remarquons ¢galement que la fibre de & de projection x, s'identifie 4 &,
puisque, si/est un lacet en z, et siy €&, (y, [) est équivalent a (m(lyl).y, l,)
ou /, est le chemin nul en z,. La notation &,, se trouve donc justifiée.

Il est maintenant facile de définir sur & les translations a droite par les
éléements de G. Etant donné s€&etl: 1> X [chemin différentiable joignant z,
dx=py(z)], on posera

s.5=T(K;(5).s, {) (se@).

1l faut ¢videmment vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de /.
Compte tenu de la commutativité des opérations de G et de celles de I, (&)
sur &,, ainsi que de la formule évidente K;(z) =m(/'{)K,(z), cela ne présente
aucune difficulté. Il est également facile de voir que G est simplement transitif
sur &, puisqu’il 'est sur &, et que le translaté d’'un chemin horizontal est un
chemin horizontal. ‘

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV — Fasc. 4. : 49
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En résumé, & est maintenant doté d’une structure d’espace fibré principal
s. 1. 4 groupe structural. La prochaine étape est celle de la structure différen-
tiable, structure qui dépend du lemme suivant :

LeMME 2. — Si kg et hy sont deux chemins différentiables de T, d’origine com-
mune x, et d'extrémité commune x(0) et si hy et hy dépendent différentiablement
de O €1 [ ce qui entraine que x(0) est différentiable], alors m(hyhy) est une appli-
cation différentiable 1 -~ OV, (&').

Ce lemme se démontre en plongeant S* ><I dans R?, en définissant
0 : SixI->a,
par :
0 (a(t), 0) = hg(21) <oétéé>a

O (a (1), 0) = hi(a (1 — 1)) ( i )

et en étendant O en une application différentiable

0: R

dont I'existence résulte du fait que & est simplement connexe. On recommence
ensuite sur R* les opérations habituelles (construction de R*><G, choix d’'un
v-homomorphisme, choix d’une connexion telle que ...) dont le lemme résulte
immédiatement.

Il ne reste plus qu’a recouvrir & par des voisinages de coordonnées U?, a
joindre &, au centre x, de chaque U* par un chemin différentiable I*€ A et a
construire, sur chaque U*, une section locale de la fagon suivante. Soit v:I—1
un homéomorphisme différentiable de I sur lui-méme dont toutes les dérivées
s’annulent pour o et 1. Représentons U* par un systéme de coordonnées
polaires (p, (a;)) ou ¢ est le rayon vecteur variant de o & 1 et ol les a; sont des
parameétres directeurs. Notons alors X[ = (p, (a;))€ U*] le chemin différen-
tiable défini par

=} )

En d’autres termes, [2 s'obtient en mettant bout a bout /* et x, . Désignons
maintenant par A% le chemin horizontal de projection /2 dont I'origine est un

point y de &, choisi une fois pour toutes, indépendamment de U=. Nous pose-
rons, dans ces conditions

B(t) =t (o1) (o

Ih

H\

BO =, @) (j=ziz

So(@) =2%(n).

/' est manifestement une section de &y, car p, o f*=1identité sur U. On définit
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alors la structure différentiable de & au moyen des homéomorphismes diffé-
rentiables
g Ep—>U*x G,
déterminés par
(f*(x).s) = (a, s) (xeU% se@).

Plus précisément, la structure de variété différentiable de &, si elle existe,
est déterminée en supposant que les applications ¢* sont des homéomorphismes
différentiables. Il suffit de vérifier la compatibilité de cette définition sur
I'intersection U*NU? de deux voisinages de coordonnées U* et UP. Pour un
point € U*AU®, on a

JHe) = fP(x). g% () [ (x)e€G]

et il s’agit de montrer que g**(x) est une fonction différentiable de «. Or,
conformément a4 ce qui précéde, g**(x) s’obtient en considérant le chemin
horizontal de projection /2 et d’extrémité f*(x). On a

Kpa(f*(x)) =y.8% (z),

Fig. 14.

puisque le chemin horizontal de projection £ et d’extrémité f*(x) a pour
origine le point y choisi une fois pour toutes dans &,,. On a donc également

(VIIL.T.3) y-8%(x) =m(BE).y.

Mais, si @ dépend différentiablement d’'un paramétre 0, les deux chemins
2, et 124, dépendent aussi différentiablement de 6. D’aprés le lemme 2, il en
est alors de méme de m({* /2 ). L’égalité (VIIL.7.3) montre que g**(x) est
également une fonction différentiable de 6 et, plus généralement, de x, le
lemme 2 se généralisant immédiatement 4 un nombre quelconque de paramétres.
Les applications ¢* définissent donc bien une structure de variété différen-
tiable dans &.
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Remarquons que cette structure est telle que, au-dessus de tout point x*, les
chemins horizontaux sont tous tangents & un élément plan transversal. Mais,
comme il est toujours possible d’entourer un point & quelconque de & d’'un
voisinage de coordonnées, le raisonnement de compatibilité précédent montre
que tous les chemins horizontaux passant par un point z€ & arbitraire, sont
tangents 4 un élément plan transversal a la fibre passant par z. Globalement,
ces éléments constituent donc un champ qui est invariant par les translations a
droite de G sur & puisque I'ensemble des chemins horizontaux est lui-méme
invariant par ces translations. C’est donc un champ de connexion ¢(w).

Nous sommes maintenant trés prés du but. Nous définirons d’abord un

v-homomorphisme
Yg: &6—>6&

en supposant que Y, co'incide, sur &,,, avec 'homomorphisme v, déja défini,
puis, en le prolongeant 4 & en faisant correspondre a tout chemln horizontal
d’origine y€&,,, le chemm '-horizontal d’origine v, () et de méme projec-
tion. Le procédé a été décrit plusieurs fois déja. La vérification du fait qu’il
s'agit d’'un homomorphisme et que cet homomorphisme est compatible avec
v : G~ G,=G/H, est immédiate en utilisant le corollaire 2 du lemme 1 de la
proposition VIII.7.1 qui montre ici que

Yor(s) (M (L)) = 9w (£1).

De cette définition méme, il résulte que (y, y6> applique w sur o', Il reste a
vérifier que Q(w) = Q apres avoir identifié £(&)a £(&') grace a y,. C'est une
conséquence du fait que cette égalité est vérifiée avec les espaces et les formes
induits par une application différentiable v:R*— & qu’on peut toujours
considérer comme une obturation, ce qui permet de se ramener a la deﬁnmon
de m(l). ‘

Le probléme est donc complétement résolu et nous pouvons énoncer :

Tukorime VIIL.7.1. — Etant donné un groupe de Lie connexe G, un espace
Jibré principal différentiable &'(&, G,) de base & simplement connexe et de
groupe structural G,= G /H (H = centre de ), une connexion o' sur &'(ZL, G.)
et une section Q de 1.* (E) telle que

=0
[A étant la L(E")-différentiation covariante associée a '], la condition nécessaire
et suffisante pour qu'il existe un espace fibré principal &(&, G) de base T et de
groupe G, lié a & par un y-homomorphisme

To: 66
et muni d’une connexion o telle que

]'C(E)(w):w’ et Q(m):Q
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| Yo €tant I homomorphisme des faisceaux des connexions associéau couple (v, v,,)]

est que le sous-groupe I1* défini par la proposition VII1.7 .1 se réduise a I’élément
neutre de H.

En nous reportant maintenant & la proposition VIII.7.1 et a 'interprétation
de s(J), on voit qu'on a le

CoroLLARE 1. — Pour que U'espace &( X, G) du théoréme précédent existe, il
Saut et il suffit que, quelle que sovt I’application différentiable

b: &
il existe un espace [ibré principal différentiable &,(S?, G) lié a &), par un

v-homomorphisme
Ts,t Sy 6y

et muni d’une connexion w, telle que
YCQJ(E{J)(GJ‘;,):&)({J et Q(wq,):gzq,
On a également les conséquences immédiates suivantes :

CoroLLARE 2. — 87 le sous-groupe 11* de H n’est pas trivial et s'il est fermé
dans G, il existe un espace fibré principal différentiable de groupe structural G /11*
satisfaisant aux conditions ci-dessus. '

CoroLLAIRE 3. — SI le deuxiéme groupe d’homotopie de & est nul, il existe
toujours un espace fibré principal différentiable &(&, G) satisfaisant aux condi-
tions du théoréme précédent.

Nous laissons au lecteur le soin de combiner ces résultats avec le théo-
réme VIII.6.1 et d’énoncer la condition nécessaire et suffisante d’existence

d’un espace fibré principal de groupe structural donné, admettant (£2, A, Q).

8. Cas oU II? EST UN SOUS-GROUPE DE LA COMPOSANTE CONNEXE DE L’ELEMENT NEUTRE
pans H.

Prorosition VIIT.8.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que 1I* soit
un sous-groupe de la composante connexe H° de I’élément neutre dans H est qu’il
existe un espace fibré principal différentiable &° (&, G/H°) li¢ a &' (X, () par un
Y'-homomorphisme (y°: G;=G/H° - G,=G/H) :

Yoo @ &>
et munt d’une connexion w° appliquée sur o' par (Y", Y 50)‘

Revenons en effet a la définition de s({) et reprenons les notations du
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lemme 2 de la proposition VIII.7.1 et de I'interprétation de s(¢). La propo-
sition VII.5.1 montre que, pour que s({)eH?’, il faut et il suffit qu’il existe
un G°-isomorphisme de &,,/H° sur &, /H® appliquant les connexions-quo-
tients w;. et w, 1'une sur 'autre et induisant I'identité sur &,. Or, si &°(X, G°)
existe, il existe aussi, quel que soit ¢, un G°-isomorphisme Ay : &,,/H°— &, [H:
c’est celui qui permet de construire {~*(&°). Réciproquement, si, quel que
soit ¢, il existe un G°-isomorphisme Ay, on peut construire & (L, G°) et le
corollaire } du théoréme VIII.7.1 montre que I'espace & (&L, G°) existe.

Nous nous proposons maintenant de chercher a modifier Q dans le but
d’annuler II*, en supposant toujours que v, ,(Q)=Q(w’), bien entendu.
(est-a-dire que nous remplagons Q par Q'=0Q + 0 ou O est une section du
centre K*(E’) de L*(E’). On sait qu'on peut alors considérer ® comme une
a-forme différentielle a valeurs dans H. Remarquons tout de suite que,
si ®=4d0, on ne modifie pas II*> en substituant Q" a Q (*°). En effet, on peut
alors remplacer les connexions w, (notations de la proposition VIII.7.1)
par w,—+ 0% ou 6% est la restriction 8 Q =Q* ou Q~ de la forme 0, induite
par ¢. Mais alors, on modifie m, et m_ par le méme élément <4(dr)eH
(voir prop. IV.5.4) et, par suite, m. m”' = s({) reste invariant. Cette remarque
est valable que II* soit ou ne soit pas un sous-groupe de H°. Supposons désor-
mais que II* CH°. Pour que AQ'= o, il faut que d® = o puisque AQ = o et que,
sur K(E’), A et d coincident. Dans la suite, nous supposerons cette condition
réalisée.

Prorosirion VIII.8.2. — Soit R(H) le revétement universel de H° muni d’une
structure de groupe de Lie et p:R(H)— H® I’homomorphisme-projection
de R(H®) sur H°. En reprenant les notations de la proposition VIIL.7.1 et en
désignant par r({) U’élément de H obtenu en substituant Q + 0 a Q (0 = 2-forme
différentielle fermée sur & d valeurs dans W), on a r({)€H° et en considérant
y : S*— & comme une 2-chaine :

r<¢>:s<¢>p<f?1®>.

Y

En effet, pour former r({), on substitue a w, (Q=0Q* ou Q7), les con-
nexions w,—+ f, ou les 0, sont les 1-formes différentielles définies sur Q, a
valeurs dans H et telles que

dfg=0y,.

Ces formes existent parce que Q est homéomorphe a R?* et que d®=o.

(29) Plus généralement, on peut vérifier qu'on ne modifie pas II* en substituant & Q la forme

Q-+ An+ -;—[-n, n] et & ' la connexion w’+ Ty (M)- Cf. remarque faite a Poccasion de la propo-
sition VII.4.1. '
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Désignons par (7, m”) le nouveau couple de transformations associé a (0, T, §).

On a alors
m.=—m, u, et m_—m_u_

avec
U, =7 (F) et u_=r1y (I),

ou ’C%Q(F} désigne, rappelons-le, I'élément de H associé au lacet en O, I', dans
la connexion déterminée dans H><Q par la forme 0,. Il en résulte tout d’abord
que () et s(}) appartiennent a la méme composante connexe de H, H° en
I'occurence. De plus, comme R(H°) est isomorphe a R”, donc a H, on a, en
identifiant les algébres de Lie R(H") et H® par o :

ll_,_:?( 11_E1OQ+> et u__:p(fr_é%_).

Or, en vertu de la formule de Stokes, on a

f_éleQ+ :f —81616(2—,» et fieleQ‘ :f —EldQQ_.
r H+ r n—

Mais, on a également, en formant r({) =m' m™" :

() = s ()t ()

r(@:sw)p[( 5 oy, ) <f PG*"‘)]

:s(¢)p<f P%

ol f7 )

ce qui est bien la formule qu’il s’agissait de démontrer.

Cela entraine

On en déduit immédiatement :

Prorosmrion VIII.8.3. — St H2*() est engendré par les classes d’homologie
des applications ', le groupe 1I'* correspondant a la forme Q' =Q—+ 0
(O fermée a valeurs dans H) se réduit a I'élément neutre si les périodes de © rela-
tives aux cycles ' sont telles que

o [ 70)=letanr

ot a(Y) représente la classe d’homologie a coefficients entiers de .

Prorosrrion VIII.8.4. — Pour qu'il existe une forme Q'=Q + 0 (@ fermée a
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valeurs dans W) telle que le sous-groupe 11'* se réduise a I'identité, il est nécessaire
que
i=o(T(H2(&))) = élément neutre,

T(H2(&)) représentant le sous-groupe de torsion de H* ().

Prorosition VIII.8.5. — Si la variété & est compacte et simplement connexe,
il existe un espace fibré principal différentiable &(&, G/II}) de groupe struc-
tural G /11 lié a &' (X, G.) par un y-homomorphisme

v: &8
et muni d’une connexion o telle que
Yo (@) =o'

Un tel espace peut en effet étre construit a partir d'une forme Q + 0
ou O est fermée et admet, relativement a des cycles {" qui forment une base
de H*(X)/T(H*(&)), des périodes A" choisies de telle sorte que

p(h) =T[a(a(y )]

Remarque. — Si 1I* n’est pas un sous-groupe de H°, une méthode analogue
peut cependant servir 4 modifier II* (par exemple pour le rendre fermé dans G),
mais on ne peut pas espérer I'annuler ainsi.

CHAPITRE IX.

APPLICATIONS ET COMPLEMENTS.

1. EsPACE FIBRE PRINCIPAL MAXIMAL. — Nous supposons essentiellement dans
ce paragraphe que & est simplement connexe. Soit &(&, G) un espace fibré
principal différentiable dont le groupe structural G est supposé connexe. Dési-
gnons par R(G) le revétement universel de G muni d’une structure de groupe
homomorphe a G par la projection

o: R(G)—>G.

0

Le quotient de R(G) par son centre Hy s’identifie au quotient G, = G/H de G
par son centre, et 'on pose yy=7y°p. G, opére donc sur R(G) par les auto-
morphismes intérieurs et 'on peut modeler MM =R(G)>< & sur &(ZT, G). On
obtient ainsi I, (&). D'autre part, soit @ une connexion sur &(T, () et A
la L(E)-différentiation covariante associée 4 w. Nous poserons w,= v ,(®).
On peut alors chercher a construire, comme au chapitre précédent, un espace
fibré ‘principal différentiable &,(&, R(G)) lié 4 &.=&/H par un y,-homo-
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morphisme
Y@R P Gp—> &y,

et muni d'une connexion w, appliquée sur w, par le couple (YnTey) ©f dont la

courbure soit égale 4 Q(w) aprés identification de I (&) et de IMy(&,)
[et, par suite, de £, (&), £x(&,), £(8)], 4 Q(w). D’apreés la proposition VIIL.7.1,
on est amené a considérer un sous-groupe II* du centre H, de R(G).

Derinition IX.1.1. — On dira que Uespace fibré principal &(<T, G) est maximal
st le sous-groupe 11* coincide exactement avec le noyau de o (*°).

Prorosimion IX.1.1. — Tout espace fibré principal différentiable &( T, ) est le
quotient d’un espace fibré principal différentiable maximal (&,(&, (+,) par un
sous-groupe discret du centre H, de G,.

En effet, en reprenant la construction de &,(&, R(G)), on déduit de I'exis-
tence méme de &(L, G) que II* est un sous-groupe du noyau de p. Comme ce
dernier est fermé dans R(G), II* est également fermé dans R(G) et, d’aprés le
corollaire 3 du théoréme VIIL.7.1, il existe un espace fibré principal &,(Z, G,)
de base & et de groupe G,=R(G)/II* tel qu'en notant p, : G, > G I'homo-
morphisme déduit de p par passage au quotient et v, : G, — (: 'homomorphisme
déduit de vy, il existe un y,-homomorphisme

e, & — &y
et une connexion w, sur & (&, G,) appliquée sur w, par (y,, v, ) dont la

courbure Q(w,) s’identifie 4 Q(w). Or, par modelage de p,, on obtient un
homomorphisme

Pom,(s,) 0 TMa(E1) =M (Ey) = IM(E) =M (&)
de l'espace structural gauche de &,(&, G,) sur celui de (&, &) auquel est
associé I'identité sur I'espace de Lie £(&) de (&, &), identifié a 'espace de
Lie de &,(&. G,) et & £2(&,). Comme & est simplement connexe, il existe
donc un couple d’homomorphismes compatibles (¢ : Gy~ G, h: &, — &)
tels que

‘Pgn,(cz1 )= Por, (&, CP/Z"I( s,)= identité, ol k) (01) = 0.
Un tel couple est déterminé par le choix de y, €8, . et ye&, et 'on a
@=L ()) © Lo s, ) om, (1)

de sorte qu'en choisissant y et y, tels que Ysl()@):%(y)’ on a ¢=o,.

(30) Cette définition ne dépend pas de w. Ce caractére intrinséque résulte d’une note du para-
graphe VIII.8. Nous revenons sur ce point quelques lignes plus bas.
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L’homomorphisme 4 correspondant (que nous noterons g, : & — &) permet

d’identifier & au quotient de &, par le noyau de ¢,, ce qui achéve la démonstra-
tion puisque &, (&, G,) est maximal par construction.

Remarques. — 1° Le fait que la définition IX.1.1 ne dépende pas du choix
de Q résulte de I'invariance de II* par substitution de Q -+ A0 + é[f), 6]aQ

et de o' —+ v 4,(0) 4 o', C'est aussi une conséquence de la proposition précé-
dente. En effet, si &(&, G) était maximal pour une connexion et ne I'était
pas pour une connexion ® + 0=w, on pourrait construire &,(&L, G,) a
partir de cette derniére. Il est immédiat de constater, en considérant la
connexion w, — 0 sur &,(&, G,) que &(&, G) ne serait pas alors maximal
pour .

2° Etant donné un chemin /,: [ — &, dépendant continument de z€l, tel
que p(l,(1))=p(l(0))=wx,, {,(0)=y, (indépendant de t), si, de plus, le
chemin /, est le chemin nul en y,, on peut, en posant /,(1)=m,.y,, relever
par continuité le chemin m, de L(&) sur N, (&) et associer a m, un élément
m', de M, (&) dépendant évidemment de ’homotopie /,. C’est 1a le germe d’une
définition de I'espace fibré principal maximal valable pour des espaces fibrés
topologiques.

Dervirion IX. 1.2, — 8%l ewiste un homomorphisme o, : &, — & d’un espace
fibré principal maximal &,(X, G,) sur &(X, &) compatible avec un homomor-
phisme o, : G, — G dont le noyau est discret dans G,, nous dirons que &,(X, G,)
est un revétement fibré maximal de (X, G).

Prorosition 1X.1.2. — St &( &, G) est maximal et s'il existe un couple d’iso-
morphismes compatibles ¢ : G~ G, h: &~ &, alors & (XL, G') est aussi
maximal. '

Soient, en effet, R(G) et R(G’) les revétements universels de G et G’ munis
de structures de groupes homomorphes 4 G et G’ par p: R(G)—> G et
o' : R(G') - @’. L'isomorphisme ¢ détermine alors un isomorphisme o, tel
que le diagramme suivant soit compatible :

R(G)—>R(G)
(1X.1.1) : " lp
1. |
' G >G

I est alors facile de voir que, étant donnée une connexion w de &(&, G)
et w'= ¢ 4 (w), les sous-groupes II'* et IT* des centres H', H des groupes R(G'),
R(G), obtenus en cherchant i construire des espaces fibrés principaux de
groupes R (G) et R(G") a partir de (&,, w,, Q(w)) et de (&, v, Q(w')), se cor-
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respondent par oy :
nz= (PR(I[?)'

La proposition résulte alors du diagramme (IX.1.1).
On a enfin le théoréme suivant :

Turorime IX.1.1. — ST 6(&, G) est un espace fibré principal différentiable
maximal et s'il existe un homomorphisme

Pe(s)t F(8)—=>£(8)

de Uespace de Lie de &( &, ) sur l'espace de Lie d’un autre espace fibré principal
différentiable &' (X, G') (maximal ou non) et si l'on a

MNogru=ormed et Qo) =0y ((w)),

[ott » et o' sont des connexions sur &(&, &) et & (X, G') resp. et A, A les
L(E)- et (L' (E")-différentiations covariantes associées] il existe un couple compa-
tible d’homomorphismes sur

‘ o: GG et h: &8
tels que

Ph(e)= Pe(s) € Ptm(w) =o'

Soient, en effet, II* et II'* les sous-groupes des centres de R(G) et de R(G’)
obtenus en cherchant a construire des espaces &, (&, R(G)) et &,(ZL, R(G'))
[ou R(G) et R(G") sont toujours les revétements universels de G et G’ munis de
structures de groupes homomorphes 4 G et G’ par ¢ et ¢’ et a G, et G par
Yr=7°p, Ta="Y"c0'] liés a4 &, et &, par des y,- et y,-homomorphismes

v :
i &

X 5]{—% @'-r, (st( : 5;{—> é’,’{Y

et munis de connexions wy et wy telles que :

1° Les homomorphismes vy, v, ) Yeu(r) associés a (Ym Ys“) et («{;, «{61,‘)
appliquent wy et Wy SUT @, = Y ) (®) et 0, =Y¢ 5, (0');
20
Q(wr) =2(w), L(op)=~8()

lorsqu’on identifie 'espace de Lie éventuel £x(&y) [resp. £3(&x)] 4 £(6) et
A L£(&,)[resp. a £/(&)eta £/(&,)].

Notons d’autre part My (&,) et M, (&) les espaces obtenus en modelant
Mp=R(G)x & e MGH=RG)x2

sur &,(&, Gy) et &,(&, G}), G, et G, opérant naturellement sur R(G) et R(G")
par les automorphismes intérieurs. Il est clair que £(&,) et £/(&,) sont asso-
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ciés respectivement a My (&,) et N (&,). Comme ces derniers sont a fibres
simplement connexes, il existe un homomorphisme

omy(s,) Mn(Ey) > Mi (),

auquel ’homomorphisme ¢, [ déduit de ¢, ,, aprés identification de £2(&),
£(&.), ete.] est associé. Les conditions de la proposition VII.1.1 étant véri-
fiées, il existe un homomorphisme

or: R(G)—>R(G)

déterminant Porg (e, PAT modelage. On vérifie alors sans difficulté que
112 = g (I12).
Comme II'* est un sous-groupe du noyau de ¢/, on déduit de o', par passage

au quotient, un homomorphisme

9/1 . )‘(GI )/l‘llg_> G,,
puis, a partir de o, et de ¢/ :

v: G=R(G)/IP—G.

Enfin, par modelage de o, on détermine

Gom(s)y: IM(E)—>IM (')

auquel oe(s) est associé, par construction. Nous sommes donc dans les condi-
tions d’application du théoréeme VI.2.1, dont il suffit de servir pour achever
complétement la démonstration.

En rapprochant le théoréme IX.1.1 et la proposition IX.1.2, on obtient le

CoroLralrRe 1 pu Tukorime IX.1.1. — St (&, ) est un espace fibré principal
différentiable maximal et s'il existe un isomorphisme

Pe(a): F(8&)— £1(&")

de Uespace de Lie de &(X, G), sur Uespace de Lie d’'un autre espace fibré prin-
cipal différentiable &' (X, ) de méme base et de méme groupe structural, tel que

Aogrm=qLmeAd et (o) =Ly (2(w))
(notations habituelles), alors & (L, G) est maximal lui-ausst.

CororLralRe 2 pu Tukorkme IX.1.1. — 8@ &(&, G) et & (XL, G') sont deux
espaces fibrés principaux différentiables maximauz et s'il existe un isomorphisme
sur

Ce(a) F(8)—>L1(&)
tel que
Aogum=ormeAd et (o)=L (R(w)),
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alors, il existe un couple d’isomorphismes compatibles
o: G>G et  h:8->8
de G sur G' et de & sur &', tels que
q’ﬁa(&):?e(s) et ol (0) =o'

En effet, puisque &(&, G) est maximal, il existe un couple d’homomor-
phismes sur (o, ) satisfaisant a ces conditions. Mais, comme ©.(s) est un
isomorphisme et que & (&, G') est maximal lui aussi par hypothése, il existe
aussi un couple d’homomorphismes compatibles

b: G—G et g: &6,

Il en résulte que ¢ et & sont des isomorphismes sur. C. Q. F. D.

2. Questions DIVERSES. — Nous nous proposons d’examiner dans ce paragraphe
quelques problémes auxquels les résultats des chapitres précédents conduisent
de facon naturelle.

1° Etant donné un espace fibré principal différentiable &(&, G) de
groupe G connexe et de base simplement connexe, classer les opérateurs de
différentiation covariante de L(E) susceptibles de conduire éventuellement a
des espaces fibrés principaux différentiables non isomorphes 4 6(&, G).

Soit w une connexion sur &(I, G) et @ la connexion adjointe sur R(£° (8)).
La L(E)-différentiation covariante associée a w étant notée A, on a vu que tout
opérateur de différentiation covariante A’ de L(E) satisfaisant aux trois
premiers axiomes de la définition VIII.1.1 détermine une connexion sur
R(£2°(&)) et que, réciproquement, toute connexion linéaire sur R(£°(&))
détermine une telle différentiation covariante a condition que A’c =o (nota-
tion du chapitre VIII). On a donc

A=A+ o,

ou o est une section de L'(E) telle que «’'c=o. De plus, si I'axiome 4 est
vérifié, Q (- a') est une section de a, ,, (L*(E)). Or,

Qo+ o) =Q(w) + Ao+ ;[a’, o'l

On considérera donc le sous-faisceau @ de L' (E) tel que 2’ € soit équivalent
aa'c=oetAa'+ é[a’, «']= section de a, ,,(L*(E)). Evidemment, en général,
du fait que Q(w-+-a) soit une section de @, (L*(E)), il ne résulte pas que A’

satisfasse a 4. Nous reviendrons plus loin sur cette question.
Rappelons d’autre part la formule (III.3.2) :

D(;J-)A:p.volJ."’
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qui montre, en tenant compte de (III.3.3), et en posant

C(p)o=Xu(p)+a
qu’on a I'égalité
(IX.2.1) }Lvop—’:A+Xm({J-)

Revenant alors au probléme qui nous occupe, nous savons en vertu du
théoréme VI.2.1 que si A’ et A” correspondent a deux espaces fibrés principaux
&(Z, G) et &(X, &) isomorphes (par un couple o, 4), il existe un automor-
phisme de £(6), c’est-a-dire une certaine section p. de (&), tel que

pooAlo p—t

soit une différentiation covariante associée a une connexion de &"(&, G),
c¢’est-a~dire telle qu’il existe une section v de L*(E) et que

poldlopt =A"+ag g)(n).
Comme A’=A-}a' et A=A+ o",0na
A+ Xy (p) +Adj(p)a'=A 4 o'+ a, ) (n).

On est donc amené a considérer le quotient U de 'ensemble des sections
globales de ® par la relation d’équivalence o'=a" s’il existe une section w
de J1L(&) qui soit un automorphisme de £(&) et telle que

(Adj(p) o'+ Xo (1)) — &

soit une section de a, ,, (L*(E)). Cest la classification cherchée.

Remarquons que, dans les conditions précédentes, la translation a gauche p
appliquée a R(£2°(&)) fait passer d'une variété intégrale V' du champ normal
L(ags)(2°(8)), © + o) dune variété intégrale V' de T’ (ae(s)(£°(&)), w 4 o).

On retrouve donc l'ensemble des classes précédentes, en formant le
quotient U de I’ensemble des sections o de R(£°(&))/ams)(M(&)) qui
correspondent a des sous-espaces fibrés a groupes structuraux de R(£°(8)),
par la relation o =¢’s’il existe s€Gl(n, R) et une section p. de (&) qui soit
un automorphisme de £(&), tels que

o= (p.0').s.

2¢ On peut se demander si, étant donné un espace fibré différentiable a
fibres-algébres de Lie 22, il existe toujours dans le faisceau L un opérateur A
satisfaisant aux trois premiers axiomes de la définition VIII.1.1. Il faut et il
suffit pour cela qu’il existe une connexion w dans & (2°) pour laquelle le
tenseur c soit a différentielle covariante nulle. Or, localement, le probléme est
toujours résoluble. De plus, si @ convient, © 4« convient également, a la
seule condition que ac=o0. Comme les sections de £* telles que ac==o0 sont
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les sections d'un sous-espace fibré vectoriel de £' [espace de Lie de R(£°)]
et que L' opére de facon simplement transitive sur le faisceau des connexions
de R(£°), on voit qu’il existe toujours un tel opérateur A.

3° Avec les notations de VIII.7, étant donné &' (&, G,) muni d'une
connexion ' dont la L(E’)-différentiation covariante associée est notée A,
classer les sections Q de L*(E') telles que

YL(E)(Q):Q(&),) et AQ =o

conduisant éventuellement a des espaces fibrés principaux &(&, G) non
isomorphes. On suppose qu’il existe au moins une section Q° possédant les
propriétés ci-dessus.

Toute section Q est de la forme Q°+ 0 ou O est une forme différentielle
fermée sur &, de degré 2, a coefficients dans H. Si Q — Q' est homologue 4 o,
Q et Q' conduisent évidemment au méme espace fibré principal (s’il existe).
On est donc amené a former le quotient W', de I'ensemble W' des sections Q
par la relation Q=0 si Q — Q' est homologue 4 o. On obtient ainsi un
ensemble de classes, qu’on peut mettre en correspondance biunivoque avec le
groupe d’homologie de dimension 2 de & 4 coefficients dans H.

Si p est un automorphisme de £2(&') conservant A et si Q =€/, on a

Q- Q' —=db=A0

et aussi
P2 — p Q= A0 = Apb.

Le groupe des automorphismes de £(&’) conservant A opére donc sur ¥W',.
Comme les espaces auxquels peuvent conduire Q et ' sont isomorphes (par
un couple (o, ~) si Q et Q' se correspondent par un tel automorphisme, on est
amené a former le quotient W, de W, par le groupe des automorphismes
de £2(&") conservant A. W, est 'ensemble des classes cherchées.

Exemple. — Si G est abélien, on est amené a effectuer le quotient du
deuxiéme groupe d’homologie des formes différentielles sur & a coeflicients
dans G par le groupe des automorphismes linéaires de G.

3. CLASSE CARACTERISTIQUE. — Ktant donnée, avec les notations habituelles,
: - - o . . 1
une connexion o' sur & (&L, (), soit Q une section de ¥, 4, (Q(w")).

Proposition I1X.3.1. — La forme AQ est une section de K*(E'). On peut la
considérer comme une forme différentielle fermée sur & a valeurs dans U'algébre
de Lie H du centre de G.

En effet, d'une part
A/ o YL(E’): YL(E’) o A
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et d’autre part
A(Q(w'))=o,

ce qui montre que AQ est une section de K*(E’),
Par ailleurs, on a .
AR =Q(n). 2 =|Q, Q| =o,

ce qui montre que AQ considérée comme une forme différentielle sur & a va-
leurs dans H est fermée

Prorosirion IX.3.2. — La classe d’homologie de AQ est indépendante du choix
de la section Q telle que vy, ,,(Q) = Q(w').

En effet, étant donnée une deuxieme forme Q, telle que

YL (82) =2 (0'),
on a
AQ —AQ —A(Q— Q).

Mais Q — Q, est une section de K(E") et 'on peut écrire
AQ — AQ — d(R — Q)),
ce qui démontre la proposition.

Prorosirion 1X.3.3. — La classe d’homologie de AQ est indépendante de la
connexion ' choisie.

Soit en effet, '+ 0 une autre connexion sur & (&, G). Considérons I'espace
fibré principal & ><1" ou I' est un intervalle ouvert contenant [o, 1]. Nous
pouvons doter cet espace de la connexion ° dont la restriction a (&, ¢)(t€l’)
est o'+ t0 et dont les chemins horizontaux de projection (x, I') sont les
chemins (y,I')(y€&,, x€X). La différentiation covariante associée a w°
étant notée A°, on considére une section 0 de (&) ><1" dont I'image, par
passage au quotient, soit Q(w"). On a évidemment

dA°® —o.

Par suite, les restrictions de A°® a (&, o) et a (L, 1) sont homologues. Or,
ces restrictions, notées AQ et AQ, sont telles que

""L(Er)(g)___g(ﬁ)’) et YL(E’)(QI):Q((‘)’—’_ 0).
La proposition est donc démontrée.

Derisirion IX.3.1. — La classe d’homologie de la forme AQ ou Q est une
section de L2 (E') telle que
YL (82) = 2(o)
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paur une connexion quelconque ' de & (&, G) sera appelée la classe caracté-
ristique de &' (&, G.) relative a G. AQ est une 3-forme différentielle sur T a coefi-
ctents dans H (centre de G). '

Prorosition 1X.3.4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
une section de Q de v, . (2(0")) telle que AQ=o est que la classe caracté-
ristique de &' (L, &) relative a G soit nulle.

Nkcessite EvIDENTE. — Réciproquement, si Q est une section quelconque
de ¥\ o)(Q2(w")) et si
, AQ=do=Au,
on a
A(Q —a)=o, Ye(s (@) =o,

ce qui démontre la proposition.

4. AUTRES CLASSES CARACTERISTIQUES. — Nous supposons ici que la classe
caractéristique de &'(&, G,) relative a G est nulle. Il existe alors, quelle que
soit la connexion ' une section Q de L2 (E") telle que

AQ =o.

Nous poserons £°= () &) >< &, nous noterons £ I'espace fibré des g-formes
P

différentielles sur & a valeurs dans @ G et
12

L= £,
P VA
(]:1....,5{
Considérons £ (&) et son faisceau L(E') des sections différentiables. Enfin,
soit Q le produit tensoriel antisymétrisé de p facteurs égaux a Q. Etant donnée

une application linéaire
9: QG—>W,
P

de @ G dans un espace vectoriel 3, invariante par G., il est clair que
P

est indépendante de y, ce qui permet de définir une forme différentielle de
degré 2p sur & par
[¢(P)L=9(/e(NF)  (res).

ProrositioN IX.4.1. — La forme ¢ (S}) est fermée et sa classe d’homologie est

la méme que celle de ¢ (9/) ou Q', définie par

Q=2+ A0+ 2[0;0]  [0=section de L'(E)]
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 4. 51
r
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est une section de L*(E') telle que, A* étant associé a w'* = o'+ vy, (0), on ait
AR =0 et Yra (@) = Q(w™).

En effet, il est évident que

dcp(%) =o

puisque AQ = o [voir formule (III.4.6)]. Soit alors U un ouvert de & homéo-
morphe a R¢, &,(U, G) un espace fibré principal de base U et de groupe G et

ey &Gy - 8y,

un y-homomorphisme. Identifions £2,(&;) a 'espace de Lie de &,. Il existe
alors une connexion w; sur &; admettant Q; pour courbure.
Soit »° la connexion de &, >< 1’ dont la restriction a (&, ¢t) (¢€1') est

Wy -+ t0

et qui admet pour chemins horizontaux de: projections (z, I')(x€ &), les
chemins (y,I')(y€&,). Notons &p]ﬁ le produit tensoriel antisymétrisé de p

facteurs égaux 4 Q(wg). On peut définir ¢(Qy) comme ?(Q). ¢(Qu) ne
dépend pas du choix de Ys,r En effet, un autre y-homomorphisme nous
ameénerait a remplacer w, par C(m)wy et 0 par Adj(m)0[m = section de N (&y)];
mais en notant m° la section de Iy (&) <1 déduite de m, la connexion

C(m®)wy se réduit a ,
C(m) (wy—+tH)

sur (&, t) et elle admet les chemins (y, I') pour chemins horizontaux. Comme

en outre, g
QIC(Mm") o)) = Adj(m®) Q(wf)

et de plus ¢ est invariant par G, on a, avec Q';=Q(C(m°) wy) :
o) =2(90)-
On définit donc une forme différentielle ® sur & > I'.en posant
®U: @(%[01)7

quel que soit U. -

Il est clair que d® =o et que la restriction de © a (&, o) [resp. (L, 1)]
estg((ﬁl) [resp. go(&p) )] I.l en résulte que ¢(Q) et.cp <9 ) sont homologues.

Etant donnée une section Q de L*(E’) telle qu'il existe une connexion o’ pour

laquelle AQ = o et v, ,,(2)=Q(w’), on appellera classe caractéristique de Q
relativement a ¢, la classe d’homologie de la forme ¢(Q). On peut appeler
ensemble caractéristique de L(E") relativement & ¢ I'ensemble des classes des
formes cp((p)) D’apreés la proposition précédente, 'ensemble caractéristique ne
dépend pas de la connexion ' choisie.
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Plus précisément, écrivons o((X+2)Q...Q(X+Z))(XeG et ZeH)
sous la forme d’un polynome symétrique en Z, soit P, «(Z), dont les coefficients
sont des polynomes symétriques en X, a valeurs dans 2w, et invariants par G,
puisque ¢ et Z sont I'un et I'autre invariants. Dans ces conditions,

Poa(Z)

est un polynome en Z dont les coefficients sont des formes différentielles
fermées a valeurs dans W, et, si Q'=Q + 0 (O fermée a valeurs dans H), on a

9(2)=Pe0(®).

Les classes d’homologie des coeflicients de P, o(Z) sont les coefficients d’un
polynome P, ¢ sur le groupe d’homologie H*(&, H) des formes différentielles
sur & a coefficients dans H. On dira que P, o est le polynome caractéristique de
Q, relativement a . La proposition précédente montre que I'ensemble des
polynomes caractéristiques ne dépend pas du choix de w’. D’une facon plus
précise on obtient tous les polynomes a partir de I'un d’entre eux en y rempla-
cant Z par Z + 0 (0 = 2-classe sur & a valeurs dans H). On a

P@,Q+®+§[e,0]: Poo
et
Py o.0= ]Sq,,g(@ —+ 7).

Remarque. — Compte tenu de la parité de Q, on peut évidemment se borner
aux formes ¢ symétriques et considérer, en outre, I'application de I'espace
vectoriel des formes ¢ dans celui des polynomes sur H*(&, H) a coefficients
dans ?¢,, homomorphisme qui associe Ep, o ido.

S’il existe un espace fibré principal &(&, G) admettant (2(&,), Q, A) et si
W,=R, la considération des classes caractéristiques de Q(w) ol » est une
connexion sur &(&, G) conduit a I'’homomorphisme de Weil. On remarquera
que, dans ce cas, la démonstration de la proposition IX.1.1 se simplifie : aux
espaces &y, on substitue &(L, G).

5. UNE GENERALISATION. ESPACES FIBRES DIFFERENTIABLES PRINCIPAUX A ESPACE STRUC-
TURAL. — Soient &(&, G) et &(&L, &) deux espaces fibrés principaux diffé-
rentiables de méme base et de méme groupe structural. Modelons & sur &,
G opérant a droite sur &. D’aprés les résultats du premier chapitre,
M (&) opére sur &(&') a droite, et de facon simplement transitive. Nous
pouvons donc modeler sur &(&'), les espaces fibrés M (&) et £(&') sur
lesquels N (&) opére par les automorphismes intérieurs et par les automor-
phismes adjoints respectivement. On obtient ainsi MY &) &(&")] et £(&)[(&(&')].

51.
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De méme, on peut former C(E")[E(E’')], M(E") opérant sur C(E") par C(m),
Enfin, pour les différentiations covariantes, on aura le faisceau V(E')[E(E")].

Désignons par le symbole DIA le diagramme reliant les espaces ou faisceaux
&, M, & M, L, E, C, V, par les homomorphismes « points », courbure, etc.
et par les diverses opérations qui interviennent entre eux : D,,, G,, Adj(m), -
Int(m), C(m), A, w0, etc. Les résultats du premier chapitre nous ont
permis de montrer (chap. II et III), que, de la compatibilité du diagramme DIA
résultait l'existence et la compatibilité du diagramme DIA(&) qui relie &,
M(&), £(&), M, E, L(E), M(E), C(E), V(E) par les mémes homomorphismes
et opérations qui figurent dans DIA. De méme, de la compatibilité de DIA(&')
résultent I'existence et la compatibilité du diagramme DIA (&')[&(&')] ou 'on
retrouve les espaces et faisceaux définis au cours du précédent alinéa. De plus,
DIA(&") et DIA(&')[&(&')] sont reliées par les isomorphismes j(y), du type
suivant : '

Jren(y) 2 (L) [e(&))a> (Z()e [y €e(e)a]
avec
7.=2r,om et e =26
ou '
Z=ML CV et e=E.

Plagons-nous alors sur les espaces ou faisceaux de base I' induits par une
application différentiable
l: T'>&.

Nous affecterons de I'indice / les espaces et faisceaux associés a
&=11(8) et &=118).

Soient ® et ' deux sections globales de C(E) et de C(E")[E(E")] et v,
w, les sections de C,(E)) et de C,(E,)[E,(E,)] induites par /.

Derivirion 1X.5.1. — Nous dirons que le chemin différentiable ) :1' - &(&')
est (w, w')-horizontal de projection l st k = l?f‘(ég yo 8 Ol 5 est une section de &,(&))
telle qu’on ait

,/.(;,(ED(S)(‘); = wy.

EXISTENCE DES CHEMINS HORIZONTAUX. — Choisissons une fois pour toutes une
section ¢ de &,(&,) et soit m une section variable de I, (&,). On est amené a
chercher a déterminer une section m telle que

jcl(hi)(a.m)w}:wz,

ce qui s’écrit :

C(mﬂ)jcl(hz)(a)m'z:wg,
ou encore

‘/.CI(E;)(G)&)} =C(m)w,.
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D’aprés la proposition 1V.2.2, si m est une solution de cette équation, la
translation a gauche C,, : &, — &, transforme tout chemin w,-horizontal en un
chemin [jcl(uz)(c)w’[]—horizontal. La réciproque est immédiate. On détermine
done toutes les solutions en choisissant un chemin w-horizontal 2, fixe et un
chemin [j<:l(5;)<"')‘°; ]-horizontal variable 7, : lasection m définie par A, =m.%,
est une solution. En revenant a &,(&,) puis a &(&'), on en déduit immédia-
tement :

1° Par tout point y€&(&'), il passe un chemin (w, ' )-horizontal de
projection /et un seul [ p(y)=1{(0)].

2° St A est un chemin (w, w')-horizontal, le chemin 7.m est ¢galement
(w, w")-horizontal si, et seulement si, m se déplace parallélement a lui-méme
par rapport a w.

Il en résulte qu'a (w, ') est associé un champ c¢(w, ') transversal aux
fibres de &(&') et invariant par les vecteurs tangents a J1L(&') appartenant aux
éléments de ¢™(¢)(w).

Quant au transport parallele relativement 4 (w, ') dans $(&)[&(&)]
(notation du paragraphe IV.6 : =201, £° ou W’ par exemple), on peut le
définir soit par un champ transversal, soit en décidant que m, € M (&")[&(&)]
se déplace parallelement & lui-méme relativement & (o, ') si jo o (ye)m, se
déplace parallelement a lui-méme relativement a  lorsque y, décrit un
chemin (o, ©')-horizontal.

Enfin, & tout lacet / en & est associ¢ un p3 . -isomorphisme de [&(&')].
qu’on peut noter <, . (/), et qui est aussi un g-isomorphisme de [&(&')], ot ¢
est un isomorphisme de (&' )[&(&')]. défini par le transport paralléle rela-
tivement a (o, w'),

Remarque. — ON(&') et M (&' )[&(&')] jouent ici des roles complétement
symétriques. Il y a méme lieu de considérer un espace de Lie a droite, un
espace de Lie a gauche, une courbure a droite et une courbure 4 gauche, etc.

Cas particulier. — Si &' est trivial et si w est la connexion triviale également
(celle définie par I'égalité &= & >< (), on retombe sur le cas habituel. On
voit cependant qu’on peut, méme dans ce cas, faire de la géométrie différentielle
sur un espace fibré a groupe structural a partir d’'une connexion sur & >< G
qui ne soit pas la connexion triviale.

Nous nous proposons de montrer maintenant que les espaces figurant
dans DIA(&)[(&(&')] sont ceux qui figurent dans DIA(&).

Reprenons pour cela les notations du paragraphe 1.2 : L, M, E(&, M)
et E'(&, M) sont provisoirement des espaces fibrés s. 1. et M opére sur L
par R(m). Remarquons d’abord que, de toute évidence, E(E') =E'(E) car,
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'un et I'autre sont les quotients de EETE’ par la relation d’équivalence

(y,5)=(y.m, z.m) (y€E, z€E, et meM,).

On note alors
a: EXIE-—E(E)

I'application canonique qui résulte de ce passage au quotient.
Prorosirion IX. 5. 1. — L’application
h(y, 5) =a(y)oju(3)ojrw(a(y; 2))  (y€Bq s€k,)
ne dépendant que de x, définit un isomorphisme de L(E")[E(E')] sur L(E).
Il suffit de montrer en effet que
h(y.m, s)=h(y, s)=h(y, s.m)

quel que soit m€M,. Or
a(y.m,z)=a(y, s.m™1)
et
i(y.m)=i.(y)oR(m)
tandis que
R(m)oji(z) = ji(5.m™),

de sorte que h(y.m, z) = h(y, z) estune conséquence de A(y, z) = h(y, z.m™").
On aura donc complétement démontré la proposition si I'on montre que

h(y, z3)=h(y,s.m)
quel que soit meM,, c’est-a-dire si 'on vérifie I'égalité
Ju(zm)o fupn(a(y, 5.m)) = ju(5) o Juw)(%(y, 5))-
Cette vérification résulte immédiatement du fait que, d’une part, on a

Jrwy (a(ys 3.m)) = Jrun (@ (y.m™, 2))
=Juw)(a(y, 2).iu(s)m=) = R(in(s)m) o jLign (2 (y, 5)),
et, que d’autre part

Ju(z.m) = i ((in(z)m).z) = j1.(z) o R(iy(5)m).

CoroLLAIRE. — Le diagramme DIA(&')[ &(&')] est isomorphe a DIA( ).

On remarquera, en particulier, que le transport paralléle dans $(&')[&(&')]
relativement 4 (w, ©’) correspond au transport parallele dans (&) rela-
ttvement & o',
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