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SUR .

L’EQUIVALENCE DE DEUX PROBLEMES

DE LA

THEORIE CONSTRUCTIVE DES FONCTIONS

Par MM. P. MALLIAVIN er S. MANDELBROIJT.

1. On se propose d’étudier I'équivalence du probléme d’approximation
polynomiale pondérée et du probléme de Watson généralisé suivants :

Probléme B. — E désignera une partie fermée, composée de segments de
I’axe réel R. C,(E) notera I'espace des fonctions continues définies sur E nulles
a I'infini, p(x)une fonction continue sur E (ou sur un ensemble D E) paire, telle
que x"p(x)€Co(E)(n>x0), on dira que p€Bysi {x"p(x)} est « totale » dans
Co(E) c’est-a-dire si le sous-espace engendré par cette suite est dense dans G, (E).

Probléme W. — M(r) désignant une fonction définie pour > o, s un entier
> o, on notera par W(E, M, s) la classe des fonctions F(z) holomorphe et uni-
forme dans le complémentaire dans le plan complexe de I'ensemble E, non
identiquement nulle et vérifiant

(1.0.1) IF() | <|y[7M([]z]) (s=2+1iy).

Lorsque s = o, on remplacera cette inégalité par le systéme

(1.0.2) [F(2)|<M(z]) (z€E),
(1.0.3) F(z +ty,) =o(az™) (& — + o, y, fixé, n > o),
. | imsup 1281 F () |

.0. 1 2" —o.

(100 map =

Ce systéme d’égalité est moins strict que celui qu'on aurait obtenu en faisant
Ann. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 1. i
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s=o dans (1.0.1). Nous noterons par W(E, M, o) la classe des fonctions satis-
faisant a (1.0.2) quel que soit = réel et 4 (1.0.4); W(E, M, 0)c W(E, M, o).
Nous utiliserons de plus les notations suivantes :
Si g(«)est une fonction définie sur une partie F CR, on lui associe la fonction
définie sur R par
g¢(x) =inf| z | A, ou A,=sup|x|'|g(x)]|.

On note par E, :
Ex={z;x=y+t, ye€E et |t|La}.

Les relations entre les problémes B et W sont données par les énoncés :

1.1. Si p&B,, alors W(E, p°, 1) est non vide.
1.2. St W(E, M, o) est non vide, alors M B,,.
On a d’autre part les relations suivantes dans le cadre du probléme W.
1.3. W(E, M, s) et W(E, (r+1)"M(r), ) sont simultanément vides.

1.4. Supposons que M(r) soit décroissante et que lim ME\;—J)Q <+ o« pour

pour a fixé, a > o, alors W(E, M, s) non vide entraine W( E., M, 0) non vide.
2. Rappelons la démonstration de 1.1 ([5]).
Si pgB; il existe une mesure p. portée par E telle que
||p.||:j|dp.|<oo, et que fx"p(x)dp(x)_:o (rn>0).

Posons

F(z) :fzﬁ(_i)tdp(t),

I'identité de la division de (z—¢)~* suivant les puissances croissantes de ¢

donne
P =2 (S a0,
d’ou
|F (=) yllpll~ | <iof|z[~"sup[ep(¢) | =p*(]= 1)
d’ou

Fe W (E, p*, 1).

3. Démontrons 1.3. On utilisera le lemme :

3.1. Sott E compact non vide, alors on peut trouver ¥(z) holomorphe dans le
complémentaire de E, telle que

[F(s)| < (5] + 1)
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Démonstration. — Soit f(¢) une fonction n fois contintment dérivable ayant
son support contenu dans E, posons

F(z):f%t—)dt:(n—l)!f S 4

(2 — )"

au voisinage de E, F(z) est bornée, en effet si 3 =1¢,+ iy :

8 B n—1 — fln—
F(z):fnn—i)(to)f _z_fié?:+‘f Se ) — )(t")dt,

iy +t—1t

ou (o, 3) D E; la seconde intégrale est majorée par || /*||..(p — ), la premiére

e f—

2

donne log

——> expression bornée uniformément sur E d"apres le choix de o

et 8. La seconde forme de F(z)=0(|z[™), dou 3.1.

3.2. Démonstration de 1.3. — Soit GE€W(E, M, 5s). Soit E, une partie
compacte de E et soit F la fonction construite en 3.1 relativement a E, alors
G,=FGeW(E, M(r+1)—", s).
3.3. Démonstration de 1.2. — Soit F€ W(E, M, o), posons
h(z)=lim(F(z +iy) — F(z — iy)).
y=0

>0
On a .
(3.3.1) [A(z) | <2M(|z]|) [A(z) =0, z¢E].
Montrons que
(3.3.2) 2i1‘tF(z)::f%dt.
En effet si y>o, calculons lintégrale de EF%CIC sur le segment

—Rx<+R, y=+o, etle demi-cercle I'; :
' Th={¢; {=E+in, [{|=Retn>o}.
L’intégrale sur T’y tend vers zéro en vertu de [2] et de (1.0.3) et (1.0.4),

d’ou le résultat.
Soit m le premier entier positif tel que

a,n:fh(t)t’“ dt o

[cette intégrale est toujours absolument convergente en vertu de (3.3.1)].
Ona

tnl+1

20tF (3) =— @,z + ;—'"—‘f

Prenons z =i+, I'intégrale

h(t)dt.

t—12z

f”t’”lz(t)dt:o(l) (2 — ),

wl
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on a .
2@©TF(i +2) =— apa—" + o(x—"")

et (1.0.3) implique a,,= o.
Prenons p(x) = (24 1) M(|z]), ‘
v k(1)
dll(l) _;)(—l)'dt,

on a

' f.|d1L|<oo, f'l"p(l) dip(t)y=o (n>0).

Alors { " p(x)} est non totale dans C,(E); on obtient 1.2 en appliquant le
M(r)
r*41
entrainant d’aprés 1.3, W(E, M,, o) non vide.

résultat qui précede a M, () = » ce qui est légitime, W(E, M, o) non vide

3.4. Démonstration de 1. 4. — Soit FGW(E, M, s), ol
o, v M(r)
M=

F existe en vertu de 1.3. Notons par

=xyetey,Ley ZijU{z;ey—1et —ooaxLal,

{z;x
vh=lssx=axetey ey Z1jUssey=1etx, L ax<+ow},

ou z=x 1y, ¢ =signe de y, et y, vérifie | y, |< 1. Remarquons que si y,=o,
alors ¢ est indéterminé, nous conviendrons alors d’associer a z, les deux
chemins correspondant 4 e =—1. y_ désigne indifféremment 'un des deux
chemins.
Si|ye|>x1, on posera
Y= {5y =0 —0<z LT |,
t={s =y oL <+ .

<0

Enfin nous orientons les chemins v_, de 3, vers U'infini. Posons
1 : o
(3.6.1) e =— [ - rE
Vs

La restriction de H(z) au demi-plan y >> o est une fonction holomorphe et
localement bornée, soit H,(z); de méme H(2) définit une fonction H, () holo-

morphe dans y < o.
Soit I'intégrale introduite par Ostrowski [4]

[ F@erdz=s0) (>0,

— w41y

alors f(¢) est une fonction indéfiniment dérivable en vertu de (1.0.1), nulle
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pour tout 2> o, d’ou f"(0)=0(n>>0), d'ou
+w iy
[ Fepa=o (o,
— w41y
ceci entraine que H(z) peut s’écrire également
(3.6.2) HE =5 [ (=0 FE)
- B £2 :

En utilisant (3.4.1) ou (3.4.2), on obtient

M) | <M([z])+ [ eM@oyde  (i=1,2)

2]
et en utilisant la définition de M et le fait que M décroit,
[Hi(z) | <2M(|2z]) (i=T1,2).

Posons
H,(z) — U, (z)
2T

On obtient comme en (3.3.2)

H(z):fzh(tt);dl.

Hir(s)=F(s)  (i=1,2),

D’autre part

Soit f(¢) une fonction (s + 2)-fois contintiment dérivable dont le support est
contenu dans I'intervalle (— a, + a), posons

(3.4.3) ()= [ — 0 f@de=[ 1 a,

I'inversion d’intégrations pour obtenir la derniére formule est légitime. En
effet, si y £ o, les intégrales sont absolument convergentes. Dérivons (3.4.3)
(s + 1)-fois parallélement a ’axe réel

Hy(2) = F (s )_f" O,

Les singularités de F,(z) sont contenues dans E,, ce qui montre que le
support de A" est aussi contenu dans E,.
Majorons F,(z,). Soit C l'intérieur du carré du centre x, et de coté 1.
-Posons
g(z)=F, (3)(s—axy— 1) (5 — 2o+ 1)°.
On a ‘

(3.4.4) gto) = [ UmDm DUt yon )

z

En effet approchons dans la topologie faible la mesure A" (¢)dt par des
mesures dp composées d'un nombre fini de masses ponctuelles.
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alors £(z) est une fonction rationnelle a poles simples et 'on a

Posons

t—zyg—1)s (1 —
t—z

T 4o (8) + Qu(3),

k(z) ('z—xo—'—l)‘f(z ——-xo_l_l)s:f(

ou Q,(z) est un polynome de degré 2sdont les coefficients peuvent étre majorés
en fonction des 2s premiers moments de dp, moments qui tendent vers
zéro lorsque dp converge faiblement vers A" (¢)dt, d'ou la formule (3.4.4)

lorsque y £ 0 (z =x +iy).
Posons

t—3

O D P s
g1(Z):f (t—zy—1) (I —2y+1) RSO () dt,
20—1

8:(5) =g(2) — 81(%),

alors la formule de Cauchy donne z' €C,

s =g) + 5 [ £

ou C désigne la frontiére de C.
Prenons 3’ = x,.
On a, en tenant compte que A+ (z) = O(M( |x|— a)),

gi(z) =0M(|2o|—a)) (2] >0).
de méme pour g,(%), £€C, d’ou
&(xg) =O0M( |2y | —a—1)).
D’ou en tenant compte des hypothéses faites sur M(r),

[ Fa(zo) | <BM( [0 ),

F,,EW(E,,, M, o),
C. Q. F. D.

4. Nous allons dans ce paragraphe comparer les résultats ci-dessus et ceux
de [3].

Nous appellerons voisinage de I'ensemble E un ensemble E’ contenant E et .
tel que I’ NE = 0. En particulier E, est un voisinage de E.

Nous noterons par C,(E) le sous-espace fermé de C,(E) constitué par les
fonctions nulles sur K.

Suivant les notations de [3], nous noterons par L(M,, E) la classe des
fonctions fe€L,, vérifiant || /||, <M, de spectre E. Nous dirons que ®R;(M,, E)
vaut si I'hypothése fe€L(M,, E) entraine que f(x—+ k) est limite dans L,
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d’expressions de la forme zak,Nf(")(x). On notera enfin par L(M,, E) les
k<N
transformées de Fourier des fonctions de L(M,, E).

On ale lemme :

4.1. Soit E' un voisinage de E, soit g€ i(Mn, E"), g(x)=o0, x €E' seulement
st x€ B! alors st R3(M,, E") vaut

(b.1.1) {xrg(x) | est totale dans CO(E’),
(.1.2) g€B;.

Démonstration. — Soit V le sous espace de L, des fonctions de spectre E'.

Puisque E’ est discret, on sait [1] que g(« + &) est totale dans V. La relation
R; valant on obtient g (x) totale dans V, ou en transformant par Fourier

{zrg(x)} totale dans V, munie de la convergence induite en considé-
rant V.c C,(E).

Enfin V est dense dans C,(E), en effet soit ke C,(E'), & 4 support compact,
k est limite uniforme de fonctions deux fois contintment dérivable eCO(E’)
donc de fonctions de V, ce qui démontre (4.1.1).

D’autre part, soit A I'application linéaire qui a f€C,(E') associe sa restric-
tion a K. Alors A(C,(E")) = C,(E), d'ou (4.1.2).

4.2 Retrouvons rapidement le théoréme II de [3]: st R;(M,, E,) vaut alors
W(E, M, 1) est vide.

Démonstration. — Soit

M,

M(x):infwnﬂ, plx)y=M(z) si x€E, p(x)=o si xz&E. -

Soit H une fonction deux fois dérivable

H(t)>o si [t|<%  H()=o si [¢]x

[CHRN]

Posons
g(x)= fp(x — ) (2) de.

Alors si g est la transformée de Fourier de g, on a

gm)(t) o lefg”(x) e”’"(ix)” dx,
d’ou
| &7 ||, = O(supl\_/l(:c — a)x»n-!—z),
sup(M(z — a)a™+) = supM(z) (2 + a)*=supM (z)x"" (1 + o(1));

d'ou geL(M,, E,).
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Supposons que R;(M,, E,) vaut. Alors 4.1 donne g€B,, (a'<a), D’autre
part 1.2 entraine alors W(E,, g, o) vide et 1.4, W(E,., g, I) vide si &’ < a';
comme M(z)=0(g(z)) z€E, '

(b.2.1) W(E, M, 1) est vide.
Enfin remarquons que M(z) = 0(2*M(2)) si
(b.2.2) fmlogM(e")e*Gda<oo;

alors 1.3 donne W(E, M, 1) vide. Cette conclusion vaut également si (4.2.2)
diverge, en vertu du théoréme de Watson.
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