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HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE

Psar M. J. DIXMIER.

INTRODUCTION.

Soit A un anncau de Lie, ¢’est-a-dire un groupe abélien muni d’une multipli-
cation, notée (x, y)— [ 2, y], doublement distributive par rapport a I'addition,
telle que [@, ] =o, et vérifiant I'identité de Jacobi. Soit ® un A-module. Le
groupe de cohomologie ordinaire H*(A, @) sert a classer les extensions B de A
par O qui possédent la propriété suivante : le groupe abélien B est une extension
inessentielle du groupe abélien A par le groupe abélien @. Nous nous proposons
de définir de nouveaux groupes de cohomologie, que nous noterons HJ"(A, 0),
tels que HI?(A, @) permette de classer zoutes les extensions de A par ©. Nous
ne résoudrons d’ailleurs ce probléme que si A est sans 2-torsion, ¢’est-a-dire si
la relation 22 = o dans A entraine z = o.

Pour définir les HI"(A, @), nous construirons un complexe standard. Un
complexe analogue, pour les anneaux associatifs, a été obtenu récemment par
S. MacLane. Les conseils de S. Mac Lane m’ont d’ailleurs été précieux pour
la rédaction de cet article.

Notations.

On désignera par P I'ensemble des suites finies non vides d’entiers > 2,
par P’ le sous-ensemble de P formé d’une part de la suite réduite a (2), d’autre
part des suites finies non vides et non croissantes d’entiers >~ 3. Sip,, ..., p, €P,
on désignera par (ps, ..., pn) 'élément de P obtenu en juxtaposant les
suites Py, . . ., pr (dans cet ordre).

Pour n=2, 3, ..., 5, (resp. A,) désignera le groupe des permutations
(resp. des permutations paires) de {1, 2, ..., n}. On notera (¢, ..., I,
I'élément €S, tel que o(1)=1,, ..., o(n)=1, On appellera: trans-
position une permutation qui échange deux entiers distincts et laisse les
autres entiers fixes. On désignera par Sf(p, ¢) I'ensemble des permuta-
tions (Lo, v v vy 0p3 Jus oo os Jg) €8Bpug telles que 0, <. .. <4, ju <. o . <[Jys par
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SE(p, q,r)ensemble des permutations (0, ... 0,50y ooy fysbay oo ) ES
telles que

O <<...<lIp, << <Jy ky<<oo. <k,

Pour p=(ps, ..., pu)EP, on désignera par $, (resp. A,) le groupe
5, ><...x<8,, (resp. A, ><...><A,). Les ¢léments neutres de tous ces groupes
seront désignés par e. Pour s €%5,, on désignera par ¢, la signature de o, égale
a 41 sl o est paire, 4 —1 si g est impaire. Pour s =(g,, ..., 5,) €5, on
poseraes=¢, ...¢;. Pours, s'€5,, on a egy=rc,¢4.

Pour tout entier 7, on emploiera pour (— 1)" le symbole p(n) d’Eilenberg-
Mac Lane.

Soit A un anneau de Lie. Si z,, ..., z,€A, on désignera par[x,, ..., z,]le
crochet itéré défini inductivement parlaformule[@,,...,z,|=[[®1,..., Z0oos |, ..]-

On désignera par Z I'anneau des entiers rationnels.

Pour éviter des difficultés typographiques, nous écrirons, par exemple

(ool Juy e Jap)ESE(p,n—p),1<p<n1ZgZn—pl...

au lieu de
)

(s -+ s I3 1o o2 Ju—p) €8 (P n—p) A<plntqn—p * * **

CHAPITRE 1.

Les croures HI,, (A) ASSOCIES A UN GROUPE ABELIEN A.

Nous allons d’abord définir une théorie de I'homologie des groupes abéliens,
adaptée a I'étude ultérieure de I'homologie des anneaux de Lie.

1. Les crouvees Z,(A) ET LEs HomomorpHISMES @y, W', Q¢. — Soit A un groupe
abélien. Pour p€P, on désignera par K (A) I'ensemble des applications de 5,
dans A, et par Z,(A) le groupe abélien libre engendré par les éléments de K, (A).
Soit K(A) la réunion des K,(A) pour p€P. Soit Z(A) la somme directe
desZ,(A) pour p€P, somme directe qui admet K(A) pour base. Soit

n(A)y=2{(p1, -+ PR)EP, pr+...+pr—2h=n}ZL,, . ,n(A)

Alors, Z(A) est somme directe des Z"(A) pour n>> o0, et Z(A) sera considéré
comme gradué par les Z*(A). Un élément de Z"(A) seradithomogéne de degré n.
D’autre part, tout élément de Z(A) sera considéré comme d’ordre 1. On appellera
degré total la somme de I'ordre et du degré.

Si aeK,(A) et d€K,(A), la fonction s— a(s)+a'(s) est un élément
de K,(A). Il y a donc lieu de distinguer entre les opérations « formelles »
d’addition et de soustraction dans Z,(A), et les opérations « fonctionnelles ».
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On emploiera les signes + ¢t — pour les opérations formelles, les signes 4 ct =
pour les opérations fonctionnelles.

Pour peP et s€S,, soient g, O les automorphismes du groupe Z, (A) qui
permutent entre eux les ¢léments de K,(A) et qui sont tels que

(Bsa) (b) =a(s—'t),  (Dya)(t)=csa(s't)
pour tout a€ K,(A). |

Lemme 1. — O, 0, = .
En effet, on a

(P @y ) (t) =ces(Pya) (57't) =csega(s''s7t) = egga((s8')1t) = (Qe ) (1),

d’ou le lemme. _

Soient p={(pus, .- ., pp)EP, €S8y, pP'=(Pr—vys - - -+ Pe—sy) €P. Nous allons
définir des isomorphismes W, W du groupe Z,(A) sur le groupe Z,(A),
consistant i « permuter les variables ». Pour cela, on définit, pour tout a€ Ky (A),
les éléments W'.a, W.a€ K, (A) par les formules

(Wra) (Getpyyy -y Toory) = (1, « oy Ti),

(Fra) (Fea1q)y « s Tomapy) = P(Bicj,vpstpPil)) @(T1y + -y Th),
NG, E€D,, ..., €L,

LemMe 2. — W0 =T,

En effet, on a .U, aeK(,,, . /'«:'—w—um)(A)’ et

(W% a) (Fv—is—ip)y « -5 Trmiziy) = P(r) (W) (Gory), - ooy Tomighy)
=pn)p(n')a(o, ..., 1),
avec
n = Zicj 1>t Pr— @ Po— () = z'r’(z <v'(n e O>T(WPiIP] = 2y > (), v @<se () PilP )

n'= 2icj, vu>v PiPj
On a alors

Conn= i</, 7)) >T(), (D) <t () | pops
+ i<, T (@) > 7)), 7T () > fpp;
+ i<, 7)) > T, (@) <)) | pips
—+—Z{l>J,‘L’(l)>7<.1)>Tr(l)<TT(J))PlPI
= X{i
2

-

E<J, TH(&) > 7)), T (&) > 7)) | pip;
P>, 7 (@) > (), () < () |pip;  (moda),
done
nn= X{i<j,7()>7()), (@) >()) \pipi
+ 2 i<y, 7)) <), () > T()) [ pipi = Zicj s Pil)

D’ou le lemme.

Lemme 3. — Sotent p=(ps, ..., pp)€P, t=(14, ..., T,)EDB,, ¢ €S,
tl:(’rp_,“), e ey Tp—i(h))' On a IF;,(I);:(I);;:WIP. .
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En effet,

(Wi a) (o1, -y Tpa) =p(n) (Ppa)(oy, ..., on) =p(n)era(ty' oy ..., 7, o)
((I’é'lp"pa>(ap_1(1‘,, ey O'(,_x(h.):&;(ll%a) (T(j_l_s(j)a"gmx“,, [N TEii(h)a-(‘_‘l(h’)

=eyp(n)a(ti oy, ..., 7, 0n).
Il est clair que eg=¢,. D’autre part,

n'= 2% si>p(h PiPj=— 1.
D’ou le lemme.
Soientp={_ps, ..., pr)EP, avec h >1,i€{1,2, ..., h}, et

P'=(P1s s Picty Pisty - -+» pr) EP.

Soit c€%,,. Nous allons définir un homomorphisme Q; du groupe Z,(A) sur le
groupe Zy(A) consistant a « fixer la 7™ variable égale 4 ¢ ». Pour cela, on définit,
pour tout a€ K,(A), I'¢clément Qiae Ky (A), par la formule

(Q5a) (Try « vy Tty Tigty v oy Oh) =@ (T1y o vvy Tigy Gy Tigty « ooy Th)e

Dans les énoncés des lemmes 4 et 5, les signes qui interviennent ont une
signification fonctionnelle et non formelle.

LeMME &. — Sotent

P=p, .-, pr)€EP (Ty +++, Th) € Bp, i€fr,2,..., h} cES,,
On a
Ql;:q)fq,...,'ch): eri(l)’ . ,\:h)\gi:i—‘c-

(Ttr oo s Timts Titts -0

‘En effet,
(QED, . cp@) (Tuy « vy Tity Gigrs v+, O4)
== ("D(n,...,rh)a) (0'17 ey Ti1y Ty Tigay o v ey o’h)
=g, €, @(T7 N0, ey TiN T, T O, T Oty - e ey TR OR)
&g ... efh(SZ’;i—;Ga) (T340, ooy T ity Ty Cinty + - v T Oh)

= Sri(‘I’fri,...,ri_,,rﬂ.‘,...,:;,)Qii—lca) (Gty v vy Timgs Tig1y « vy Th),
d’ou le lemme.
Lemye 5. — Sotent p=(p4, .. ., ph)ie P,t€9,, 6651)s—x(l~>' Ona
QW= p(Zosiich, istih Pr—t 0 Pr~+ Zesisk, i<ap Pr—r(o Pr) Wo Q50,

o 7€, est défini de la maniére suivante : soient O l'unique application
croissante de {1, ..., h—1}sur{x, ..., v (Q)—1,t*@)+1, ..., hl,etnla
permutation de {1, ..., v (i) —1, v (i) +1, ..., h} qui transforme le k*m
terme de la suite (1, ..., v *(i)—1,v*(i)+1, ..., h) en le k*™ terme de la
suite (71(1), ..., T (I —1), v (i +1), ..., T (h)); alors, 7t =010,
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En effet,
(QEWa) (Getpay « -y Trtfiot)y Gr—t(iza)s « 5 Tr—t(h))
- (lp‘j,a) (U:—l(m ey Tr—1(i-1)y Ty Tr—1(ig1)y =+ =y Uc—i(ln)
:<p(Zi<k’7(/)>f(k>[7jpk)a(ah ey Oy Gy Toet(ay - - -y OF)
= p(Zjcr,wissw Pipe) (570 a) (01, -y Comigmts Tomt(gan, « - -5 O1)
= ‘})(Er—i(zy<k, >tk Pr—1o Pr+ o (i>k, i<t (k) Pt (i)Pk)
. ('IJ'Q,QE"“" @) (Gz—tp)y - vy Tomt(imayy Ta—t(ira)y -+ 5 Tz—1(t)),

d’ou le lemme.

2. Lrs erovpes Y,(A). — Soient L un anneau de Lie, x4, .. ., x, des éléments
de L(n>>2). Pour tout c€%5,, soit yo=[2su4), ..., Lsu|. Soit v, un homo-
morphisme d’un sous-groupe de L dans le groupe abélien A, défini aux points y,.
L’application ¢ —n(y,) de 5, dans A sera notée (L, n; @\, ..., x,). On
notera J,(A) I'ensemble des applications de 5, dans A du type précédent.

Lemme 6. — Soit L(X,, ..., X,,) l'anneau de Lie libre engendré sur Z par les
indéterminées X,, ..., X,. Soit a€K,(A). Pour que a€J,(A), il faut et il
suffit que toute relation Z-linéaire vérifice par les [Xgu), .., Xom] (ot
parcourt $3,,) soit vérifice par les a(o). '

Si a vérifie la condition du lemme, il existe un homomorphisme v du
sous-groupe de L(X,, ..., X,) engendré par les [ X5y, ..., X5, ] dans A tel
que a(a) =1([Xs01), - - -» Xo1u]) pour tout s €5, done

a=(L(X;, ..., Xp), 03 X4, «.., Xp)€J(A).

Réciproquement, si a= (L, v/'; @4, ..., @,), toute relation Z-linéaire vérifiée
par les [ X5, - - .y X | est vérifiée par les [@,), - . ., 50|, donc par les a(c).

Soit p=(pi, ..., pr)€P. On désignera par J,(A) 'ensemble des a € K,(A)
tels que, pourtouti=r1, ..., A, I'application partielle s;—~a(ay, ..., a5, . . ., 33)
de S, dans A, ou l'on fixe arbitrairement les variables ¢, €5, pour k>£1,
appartient a J, (A). Si p=(n), on retrouve I'ensemble J,(A). Soit J(A) la
réunion des J,(A) pourp€P. Les éléments de J(A) seront appelés applications
jacobiennes (a valeurs dans A). On désignera par Y,(A) le groupe abélien
libre engendré par les éléments de J,(A); ce groupe est un sous-groupe de Z,(A).
La somme directe des Y,(A) sera désignée par Y(A); elle admet J(A) pour
base; on posera

Y (A)=2{(p1, ..., pr)EP, py+...+pr—2h=n|Yp(A).
On a Y(A)CZ(A), Y'(A)cZ*(A). Le degré, Uordre et le degré total sur Z(A)
induisent un degré, un ordre et un degré total sur Y(A).

La somme ou la différence (au sens fonctionnel) de deux éléments de Jo(A)
appartient a J,(A). comme il résulte aussitot du lemme 6.
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Lemve 7. — Soient p=(p,, ..., p.)EP, a€l,(A), €1, ..., h},
T, Uélément de 5, qui consiste a transposer 1 et 2. Alors,

A(Gyy e ey Tiy v ey Op) =—A(Tyy « ooy TiToy -+ vy Tf)-

1l en résulte que a est parfaitement déterminée par sa restriction a Ay

En effet, soit b I'application de 5, dans A obtenue en fixant o, ..., 6y,
Gipas « oo 0. Onabeld, (A), done b =(L, n; 2y, ..., x,,). Alors
b(oim) =0 Zoimy Zoimoey o Zoimpa ) = 1 Zoyey Zoy)y Zoyps s Zoy |
=— (%o, Zoy0s Loy)y -0 Loy |) =— 0(07)-

D’ou le lemme.

Lemme 8. — Sotent a= (L, n; z,, ..., x,) et T€%5,. On a

Oa= (L, n; esp)y -+ -y Zoay)-
En effet, on a
(®:a) (6) =a(t o) =n([Zzoiouy - -r Lroigm)])-
D’autre part, siy,;=a, ., et b= (L, n; Xy - - ., T1osyy), ON A
b(e)=n([Yowy - Yo ]) =0([Zmton) - -+ Zomtopw])-

D’ou le lemme.
LemMe 9. — Sotent p€P, a€l,(A), t€S,. Alors,
Biaclp(A), Daclp(A).

En effet, si I'on fixe toutes les variables sauf une dans ®.a, 'application
obtenue est, d’aprés le lemme 4, du type ®.b, ou b est jacobienne. Alors, ®.b est
jacobienne d’aprés le lemme 8. Donc ®.a€J,(A) par définition de J,(A) et,
par suite, ®ra€J,(A).

Lemme 10. — Sotent
P:(p1’ ...,[)/l)EP, aer(A), Teg/n P/:(PT"‘U)’ ...,p:_t(m)EP.

Alors
lp‘quJp’(AL IF’TaEJP'(A)'

En effet, fixer toutes les variables sauf une dans ¥.a revient a fixer toutes
les variables sauf une dans a, et I'on obtient donc une application jacobienne.
Donc W.ae€l,(A) et, par suite, ¥ .a€Jy(A).

Lewye 11. — Soient .
P=(ps ---, pr)EP, P'=(pi -5 Pi-t, Piv1s - -+, pu) EP, a€lp(A), UEE';;,--
Alors Qia €y (A). Si p;= 2, Q; est une bijection de J,(A) sur J,(A).
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La premiére assertion résulte aussitot de la définition de J,(A). La deuxiéme
résulte immédiatement du lemme 7.

Lorsque p;= 2, nous pourrons donc considérer la bijection réciproque (Q})™*
de Jp(A) sur J,(A).

Soient p=(py, ..., pr) EP et a€J,(A). Distinguons deux cas :

1° Tous les p; ne sont pas égaux a 2 : soit p’ I'élément de P obtenu en
supprimant les 2 dans la suite p. Si, dans a, on fixe égales a e les variables
correspondantes, on obtient un ¢lément b de J,(A) qui sera désigné par Ra.

2° Tous les p; sont égaux a 2 : soit p'=(2). On désignera par Ra l'unique
élément b de I, (A) tel que b(e)=a(e, ..., €).

Dans les deux cas, I'application @ —~ Ra est une bijection de J,(A) sur J,(A)
d’aprés le lemme 11.

3. Lgs eroupes X (A). — Soit toujours A un groupe abélien. Dans J(A), nous
allons définir une relation d’équivalence R. Ce sera la relation d’¢équivalence la
plus fine telle que, pour a€l, (A), on ait :

15005 h
a= 0ya (modR) quel que soit t€ S,
a=W_a (modR) quel que soit T €5,;
a=Q a(modR) si p;= 2.

(Cette définition est justifiée par les lemmes 9, 10, 11).

LemMe 12. — Soient a€J,(A), b&€Jy(A). Pour que a et b soient équivalentes
modulo R, 1l faut et il suffit que Rb soit de la_forme W P, Ra.

Soit R, la relation
0o est de la forme WO Ra.

Montrons d’abord que R, est une relation d’équivalence. La relation R,
est évidemment réflexive. Elle est symétrique, car, si Rb=W .0, Ra,
on a Ra=&,W_Rb, d'aprés les lemmes 1 et 2, donc Ra est de la
forme W, &, Wb d’apres le lemme 3. Elle est transitive, car, si e =W, &, Kb,
on a Re=0_ 0, WD, Ra, donc Re est de la forme W Py Ra, d'apreés les
lemmes 1, 2, 3.

SiRo=T_d,Ra, on a, modulo R,

b=R =0 Ra= P Na=NRa=q,

donc
b=a (modR,) entraine b=a (modR).

Pour établir la réciproque, il suffit d’observer les points suivants :
1° Oya=a (modR,). Car, si a€l, ., (A), t=(74, ..., 7) et p;=2,0na
QZ‘D%“:‘I’{'(ET.»QQ;&),
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d’apreés le lemme 4. Compte tenu du lemme 7,
g, Qa=Q%a,  donc Q dya=>yQa.

Donc Wd; a est de la forme @, Wa, d’ou notre assertion.
2° W.a=a (modR,). Car, d’aprés le lemme 5, si p._.,= 2, on a

QL WLa = W, Q5" ig,

Donc WY¥'.a =¥ Ra, d’ou notre assertion.
3° Qa=a (modR,) si p;=2. Car RQ a = Ra.

Lemye 13. — Sotent a€J,(A), b€ly(A), a et b étant équivalentes modulo R.
Alors, p' se déduit de p par une permutation et par insertion ou suppression
éventuelle d’entiers 2. Les degrés de a et b sont égaux. Si a est donnée, on peut
choisir b de facon que p' €P', et p' est déterminé de maniére unique par p.

La premiére assertion résulte aussitot de la définition de R. Soitp=(p., ..., ps).
Si I'on permute les p;, ou si 'on insére un 2 dans la suite des p;, la quantité
Pi—+ ...+ pr,—2h ne change pas; d’ou 'assertion relative aux degrés. Si a est
donnée, et si tous les p; sont égaux a 2, la suite p’ ne comporte que des 2; en
prenant b =a, on ap’'=(2)€P/, et (2) est évilemment le seul élément de P’
qui peut se déduire de p par permutations, insertions ou suppressions d’entiers 2.
Si a est donnée, et si tous les p; ne sont pas égaux a 2, on peut choisir pour p’
le réarrangement non croissant de la suite des p; distincts de 2, et I'on a
alors p’ € P’; I'assertion d’unicité est évidente.

Soit a€J(A). On dit que a est dégénérée si a est équivalente 4 =a modulo R.

Lemme 14. — Si a est dégénérée, et si b est équivalente a a, b est dégénérée.

En effet, =b est équivalente a4 = a (par exemple d’aprés le lemme 12), donc
équivalente a a, donc équivalente a b.

Nous allons maintenant définir un groupe abélien X (A) par générateurs et
relations.

Les générateurs sont les éléments de J(A).

Les relations sont les suivantes :

a=>b si a et b sont équivalentes;
-—=—a;

a=o si a est dégénérée.

Autrement dit, X(A) est le quotient du groupe Y(A) par le sous-groupe
qu’engendrent les éléments suivants :

(1) a—b, ot a et b sont des applications jacobiennes équivalentes;

(2) a+ (=a), ot a est une application jacobienne quelconque;

(3) a, ou a est une application jacobienne dégénérée.

On désignera par Y'(A) ce sous-groupe, de sorte que X(A)=Y(A)/Y'(A).
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Lemme 15. — Y'(A) est le sous-groupe de Y (A) engendré par les éléments suivants :

(4) a_ii):e,....e,o',e,...,e)a! ou a€l, ,(A) et ot c€S,, est une transposition
de deux entiers consécutifs;

(5) a—Wi.a, ou a€l,
entiers consécutifs;

(6) a—Qa,oua€ld,, ., (A)etoup=-2;

(7) a+ (=a), ot a est une application jacobienne quelconque;

(8) a, oi a est une application jacobienne dégénérée.

.....

w(A) et o T€S), est une transposition de deux

.....

Il est clair que les éléments considérés appartiennent a Y'(A). 1l suffit de
montrer que, si a et b sont deux applications jacobiennes équivalentes, a — b est
somme d’éléments de type (4) ou (5) ou(6). Or (lemme 12), onaRb =W 0 Ra.
Donc

ua4—b=(a—W8a)—(b—8b)+ (Bu— O Ra) + (PR — VD Ra).

Les éléments ¢ — Ra, b — Wb sont sommes d’éléments du type (6). Comme
toutt€ S, . estproduit d’éléments delaforme(e, ..., e,a,¢e, ..., ¢), o étant
une transposition de deux entiers consécutifs, #a — & Ra est, compte tenu du
lemme 1, somme d’éléments du type (4). Comme tout T€ %, est produit de
transpositions de deux entiers consécutifs, d;Ra — W ;R a est, compte tenu
du lemme 2, somme d’éléments du type (5). D’ou le lemme.

Soit Xp(A) [resp. X*(A)] I'image canonique de Yy(A) (resp. Y*(A))dans X(A).
On a

X(A) =2,00X"(A) = ZpepXp(A).

ProvposiTioN 1. — Le groupe X(A) est somme directe des X" (A) pour n 0.

En vertu du lemme 13, les éléments du type (1) ou (2) ou (3) sont homogénes
pour le degré de Y(A), ce qui prouve la proposition.

Autrement dit, le degré dans Y(A) définit par passage au quotient un degré
dans X(A), pour lequel les éléments homogénes de degré n constituent le sous-
groupe X"(A).

On dira encore que tout élément de X(A) est d’ordre 1, et 'on appellera
encore degré total la somme de I'ordre et du degré.

Rangeons deux applications jacobiennes @, b dans une méme classe si a est
équivalente a b ou & = b. Soit J(A) 'ensemble quotient de J(A) par cette nouvelle
relation d’équivalence (qui ne sera considérée que momentanément). Pour
tout n€J(A), soit Yq(A) le sous-groupe de Y(A) engendré par les applica-
tions jacobiennes de a. Il est clair que Y(A) est somme directe des Y,(A)
pour a€J(A). D’autre part tout élément du type (1) ou (2) ou (3) appartient
a4 un sous-groupe Yrj(A). Donc, si Xpj(A) est I'image canonique de Yq(A)
dans X(A), X(A) est somme directe des Xpy(A) pour a€J(A). Par ailleurs,
X(a)(A) = o si la classe a est formée d’applications jacobiennes dégénérées.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 5
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Soit a€J(A) une classe formée d’applications jacobiennes non dégénérées.
Alors, « est réunion de deux familles disjointes (a,),g), (=a.).; d’applications
jacobiennes non dégénérées, les a, étant toutes les applications jacobiennes
équivalentes a 'une d’entre elles «,. Avec ces notations :

Lemye 16. — Soit Xm,a,~+ En,(=a,) un élément de Y (A). Pour que cet
élément soit dans Y'(A), il faut et il suffit que Xm,— Xn,.

Si Zm,= Zn,, on a, modulo Y'(A),
Ima,+ Zn (=a)=(Em)a, -+ (En:) (= ct,,)) = (Z2m,) (a,~+ (=a,)) = o,

done Em,a,~+EZn(=a)€Y (A). Réciproquement, I'ensemble des él¢-
ments Xm,a,~+ EZn,(=a,) tels que Zme,—= Xn, est un sous-groupe de Yq(A) qui
contient tous les ¢lements du type (1) ou (2) ou (3) appartenant a Y (A), done
qui contient Y'(A)NY(A). Dot le lemme.

ProrosiTion 2. — a. Le groupe X(A) est somme directe des X,(A) pour p€P'.

b. Pour tout pE€P, X,(A) est un groupe abélien libre, de sorte que X(A) est un
groupe abélien libre.

c. Pour tout p€P, on a X,(A) =Y, (A)/(Yp(A)NY'(A)), et Yo,(A)NY'(A)
est le sous-groupe de Y,(A) engendré par les éléments suivants :

(9) a—b, ot a et b sont des éléments équivalents de J,(A);
(10) a—+ (=a), ot a est un élément quelconque de J,(A);
(11) a, ot a est un élément dégénéré de J,(A).

Avec les notations du lemme 16, I'application

Sma+ In (wma)-—>2(m—n,)

est un homomorphisme du groupe Y[,(A) sur le groupe Z dont le noyau
est Y(A)NY(A). Ainsi, X)(A) est isomorphe a Z. Donc, pour tout p€P,
Xp(A), qui est somme de certains des X;,j(A), est un groupe abélien libre
d’aprés les remarques qui précédent le lemme 16.

Soit y€Yp(A). Les composantes de y dans les Y(,j(A) appartiennent encore
4 Yp(A). Si y€Y/(A), ces composantes appartiennent aussi a Y/(A). Pour
prouver le ¢ de la proposition, il suffit donc de prouver qu'un élément y
de Yo(A)NY(A)NY'(A) est somme d’éléments du type (9) ou (10) ou (11).
C’est évident si a se compose d’applications jacobiennes dégénérées. Sinon
avec les notations du lemme 16, on a

y=2ma,+ Zn,(==a,), avec Xm,— 3In,.

Puisque y€Y,(A), les a, qui ne sont pas dans Y,(A) ont un coefficient nul.
Soit v, tel que a, €J,(A). On a, modulo le sous-groupe de Y,(A) engendré par
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les éléments de la forme (g), (10) ou (11)
y=(2m)a,+ (Zn,) (ma,) = (Zm,) (a,+ (=a,)) =o,

ce qui démontre c.

Toute application jacobienne est équivalente a un élément d’un J,(A),
avec p€P’ (lemme 13). Donc X(A) =X ep X, (A). Soient p et p’ deux éléments
distincts de P'. Sia€J,(A) et @’ €J,(A), le lemme 12 entraine aussitot que les
classes a et o/ de .T(A) qui contiennent @ et a’ sont distinctes. Donc, si a et @’
sont non dégénérées,

X1 (A) N Xy (A) = o.

Comme X(A) est somme directe des Xrq(A) pour a€J(A), on voit que X(A)
est somme directe des X,(A), peP'.

Proposirion 3. — Le groupe X"(A) est somme directe des X, ., (A)
pour (py, ..., pr)EP, pi+4...+p,—2h=n.

Ceci résulte aussitot de la proposition 2a et de la définition des X*(A).
En particulier, on a

X0 (A) =Xz (A),

X1(A) =X;(A),

X2(A) =X, (A) + X, (A),

X3(A) =Xy;55(A) + Xi3(A) + X5 (A).

4. Les enpomorpmisMES D Er 0 pANs Y(A) ET X(A). — Nous allons faire du
groupe gradué X(A) un complexe en y définissant un endomorphisme bord 9.
Cet endomorphisme sera obtenu, par passage au quotient, & partir d’un
endomorphisme D de Y(A).

Soient n et p deux entiers tels que 1 < p < n. Soit

(/T ip;jh ""jn—p)€5f(17’ n—p).

Soient X, ..., X, des indéterminées, qui engendrent sur Z un anneau de
Lie libre L(X,, ..., X,). Pourc€$5,et t€%5,_,.., posons

Yi=[X -0 Xl Yo=Xi oy Ye,u=X,,
puis formons [Ycu), Yooy, -+ +s Yeuopen) |3 autrement dit, si r est entier tel

que t(r) =1, formons

[Xim)—n n X

jt{r-—x)f—ﬂ

[Xipar - s X

iu‘(p)]Y Xj'r(r+1)—1’ M Xf-;(n—p H)—x]'
Lemme 17. — Il existe des entiers rationnels

C(il) Tt ip;./la M In—p; 7, 0y P)
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(o10€S,, c€S,, T€H, .. ) tels que

[Xj:(1}~17 RS Xifzr——r»'n [Xio‘(lf7 RS Xic(,;)]’ th(r+£}—1’ RS Xi‘t(n—p+ﬂ“l]
=Z20eg5,C(ly «o oy Upy J1y e vy Juepr T Ty D) [Xpl,), ceey Xp(n)].

On a, en effet,

[Xjr(it‘-s’ MR Xi-:,'r-—:?*—:’ [Xfmn,’ tr Xizr'p‘;]’ thfr-H)-—ﬂ ct Xitfn“p+1)'1 ]
= [Xww oo X]'r:'-ﬂ; 0 I.Xic'_l FEEER) iqu——rﬂ]v Xic'_'p}’ X/}:wu--»ﬂ ) Xi‘t[n “’P+l‘—‘1]
— [ Xjeor oo Xjn vr X,»G,P., [ Xy v ey iu‘(p"i‘]7 PRI D SR

de sorte que le lemme est immeédiat par récurrence sur p.

Les entiers ¢(Zy, ..., 1,5 J1, -+, Japs T, G, p) ne sont pas déterminés
de maniére unique, i cause des relations Z-linéaires qui existent entre
les [X,01), - - -» Xpm]- Nous les choisirons une fois pour toutes dans ce qui suit.

Les définitions ultérieures sont d’ailleurs indépendantes de ce choix.
P

Lemve 18. — Sotent p=(p,, ..., pr)€P, r un entier de {1, ..., L},
p un entier tel que 1< p<p, (Tay -y 13 J1s oovs Jo) EBE(p, pr—p)
et p'=(pis «ous Pross Pp—PF1, Py Pras - .. pr)EP. Soit a€l,(A). Alors,
Uapplication b de 5, dans A définie par

b(O'“ ey Or1y T 0, Trpgy oo ey Uh)

= zareﬁ,,rc(in o Lo Jus s Sy Ty @y @) @(Thy oy Gy Gpy Grpty ey G4)
est une application jacobienne.

Si, dans b, on fixe toutes les variables sauf I'une des variablesa,, ..., g,_,,
Sr41s - - -5 Oy, application obtenue est une combinaison Z-linéaire (au sens fonc-
tionnel) d’applications jacobiennes, donc est une application jacobienne d’aprés
le lemme 6. Maintenant, soit a’ (resp. b') I'application de S, (resp. S, ., )
dans A obtenue en fixant dans a (resp. b) toutes les variables sauf o, (resp. 7, o).
Alors, a'€l, (A), done a'=(L, v; @, ..., x,). Par définition des
entiers ¢(Tu, .« oy Uy} Juy ++ vy Jpps T G, Gp), ON A .

(12) b'(7,0)= 20,-eﬁp,_c(in e U3 Jty ey e T T 00 ([ Zo)y - s Zap,])
:n(zﬂreﬁprc(ih sy Tpy Jay e e ./‘Pr—P; T, @y 0r) [Zo )y -+ s '%'Gr(pr)])
= n([x/'“:,—n o Zjoe g [ By o oos Zigy ]y Tiin s x/r(pr—p+1)~1] )7

ou s==""(x). Si l'on fixe o dans &', l'application obtenue n’est autre
que (L, n; [, .- @, ] @, ., @, ), et est donc jacobienne. Pour < fixé,
toute relation Z-linéaire vérifiée par les [z, ,, ..., @, 1, ol ¢ parcourt 5, est
vérifiée par les b'(7, o), de sorte que 0'(<, o) est, pour t fixé, une fonction
jacobienne de o (lemme 6). Ceci achéve la démonstration.

La formule (12) montre en méme temps que 'application b ne dépend pas
du choix des entiers ¢(z,, .., &, ju, -+ -» Ja—p; T, 0, ¢ ) Introduits plus haut.
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Posons maintenant

b1(°'h ey Orgy Ty Oy Oprpqy - v ey Un)

=pPp1+..-+pr+p+1)e, .. b(Tiy ooy Opty Ty Oy Orpgy o vny Tn).

vip’/.il ---.-/‘nv*p
Onab, €Jy(A)(lemme 18). Ainsi, a — b, est une dpphcatlon deJ,(A)dans )y (A),
bien determmee par la donnée de p, 7, (¢y, - .., 25 Jus - - 5 Jp—p)- On désignera
par Do
propriétés smvantes :

I'unique endomorphisme du groupe Y(A) qui posséde les

e DY jr.p €St nul sur Ye(A) pour tout g€ P distinct de p;
) p,r J—

2° Dy’ iy Jpr_P(a)_b, pour a€J,(A).

L'image de D77 ., . estcontenue dans Y, (A). On posera

DP =2 { ({1, ey Ip5 J1y eoos Jpop) EBE(Py pr— p), 1<<p <pr 1/1411 1 DP i

o dp

Ainsi, D? est un endomorphisme du groupe Y(A), nul sur Y4(A) pour g p,
et dont I'image est contenue dans

E<p <pr v Zr =Yg peopmpetppen o (A)-
Enfin, on posera D = X, epDP. Ainsi, D est un endomorphisme du groupe Y(A)
qui se réduit a DP sur Y,(A).
Prorosition 4. — L'endomorphisme D diminue le degré d’une unuté.

Il suffit de le prouver pour chaque DP, et donc pour chaque D" . . .
Avec les notations antérieures, il suffit donc de s’assurer que le degre des
éléments de J,(A) est inférieur d’une unité au degre des éléments de J,(A).

Or, ces degrés sont respectivement

pPite ot pra+ (Ppr—p+1)+p 4 prog+. o+ pr—2(h+1),
Pr+.. P+ p, A+ Proat. o pr—2h

et notre assertion est immédiate.
Lemme 19. — Sotent a€l,(A)=1,, . ,.,(A) et ©€S, la transposition de k
et k1. Sotent r, p des entiers tels que 1 —r —h, 1<_p < p,; soient
(s oes o3 Jts <o Jpo—p) €BE(Ps pr—1p)s P'=(P1s s Phets Phsts P Py oo, pr) EP
Alors :
a. Str >k—+1,ona

Dpy

Uy tpifiseeesJp —p

Yo =W, DP" a,

sip3ji e Jp—p

ou ' €8y, est la transposition de k et k +-1;



38 J. DIXMIER.

b. Sirk,ona
DF>” Vg — W, DP’

G eerdpifiseeesp,—p ityeensipifnseerfp—p

ou ' €8y, est la transposition de k+1 et k+ 2;

c. Ona

p', k o . W, — T p,/c—f—]A . .
D ipiiinipy i e =W DR 0 i @

ot 7' €%, transforme k en k42, k+1enk, k- 2 en k+ 1, et laisse fixes les
autres entiers;

d. Ona
DPo A+ WLg — WL, DPk

. . ik : ]
foee s dp3fuseessip—p lu»nﬂp?iﬂn-n/pk—pa’

ou v €9y, transforme k en k41, k+1 en k—+ 2, k+ 2 en k, et laisse fixes les
aulres entiers.

Sir>k-1, ona, en posant e =g,

11,...,1’,,,1'1,...,/,,'__,,9

(Dig.’.r.,i,,;/',,...,j,,r_’,lpal;a> (61, ey Oty Oky vvvy Oty Ty Gy Gripqy ooy 0'/1)
:p(pi—’_'"+Pk+1+[7k+-..—|—p,.—{—p+1)5

Zo.eg,, €l s Bp3 Jis oos Jpo—pi T T3 0r) (W3@) (T1y ooy Thrty Thy +o0y Trmty Ory Triay =05 T1)
=p(pitee - Pprtp 1+ PrPri)€

.20,65” C(i1, ey ip;jj, . "jpr—ﬁ; T, 0, o'r) “(0'1, cee, O'lz),

(IF'pDzlf,’.r..,i,,;j,,...,jl,r_,,a) (Gay o nvy Oty Thy wevy Orty Ty Oy Tppty « vy O4)

= p(PrPr+1) <D£:-]v~~,i,,;j1,.--vip,—pa) (G1y « vy Tky Thaas

=p(PrPra+pi+...+pr+p+I1)e

26,8, €Iy < o5 Wi Jis <o o3 Jpe—p3 T T3 Or) @(G1y o, T0),

ey Opty Ty Ty Gty ooy Oh)

d’ou le @ du lemme. Le & s’établit par un calcul analogue. Dans le cas ¢, on a,
en posant maintenant ¢ =g,

11,...,1‘,,,]'.,.‘.,/,,,:_‘_1_-,,

(DE:’.]S.,iF;ji,..‘,j,,k_i_l_qu;a') (Uh cey Oty Ty @y Oky Thooay + ooy Th)
=p(p1+- -+ Pra+Ppra+p1)e

'ZG"‘“EEI%“ C(iia ceey ip?jn "'7jpk+1—p; Ty Oy Ofp1) (‘F"ra) (@1y oevy Okety Thty Oky Ok2y SN
=p(p1—+- - 4 Pra+ Prya+p 1+ prpri1) €

.Zakﬂegpkﬂc(ii, e By iy vy Joran—p T Oy Okgr) @(T1y + vy i),

(‘F}:DE},",ﬁiiP;jl,,A,,/PH‘__,,a) (G1y « vy Okoty Ty @y Oky Ohpay « oy Oh)
= (0 + PrPrs—p +10) (DB @) (@5 -
=p(prp + Pr(Prsa—p +1) P14+ Pra+p+1)c

.Zg,meﬁnﬂc(zl, s bp3 1y e ey Jppta—p’ T Oy Ghqr) @(T4y vy O4),

c o9 Oky Ty Ty Gfyay ooy a'/z)

d’our e ¢ du lemme. Le d s’établit par un calcul analogue.
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Lemme 20. — Soient

a€lp(A)y=1Jp, ... m(A) et s=(e, ...,¢ 0 ¢ ...,¢)EDBp,

o 0 €8, apparaissant ala k*™ place, est la transposition de m et m 1. Sotent r et
p des entiers tels que1—r —h, 1<_p<p,; s0it (i1, ..., 1,3 J, .., ], _,) €ESE(p, p—p).
Alors

a. St r<k,ona

P, r ) v ’ P,
D iy Pt = P DY

i1y el iy oo Jp,—p O
Y !
ous'=(e,...,e,p,¢,.

b. Str >k, ona

b, . . "a—®.D»" . .. .
Dib-nnip;]h~-~7]pr‘~pd)sa_‘I.S'le~--,lp;/1’-~-:/pr—,ra7

.., e), o apparaissant @ la (k- 1) place;

ous'=(e,...,e 0,6, ...,e),capparaissant a la k'™ place;

C. Sim — l.u) m —I_ I= l.u+1$ ona

P,k . e d DR
Di,,...,z,,;]t,u.,],,k_,,(psa—(I)lei,,’.‘.,z,,;/1,“.,},,(0—,,“7

ou s'=(e, ..., e ¢y e, ..., e), ¢ étant la transposition de u et u—+1, et
apparaissant & la (k4 1)*™ place;

d. Sim=j,, m—+1=j,., ona

sk Y J—, P, k
D£a~~-:ip;j1)~~~)jpk—p®8a_(I)S'Ditwu)i/);jh'~-=]/)k—pa7
ous'=(e, ...,e 0, e ..., e), o €tant la transposition de v+ 1 et ¢+ 2, et
apparaissant a la k™ place;

e. Sim=1i,, m+1=j,(resp.m=j,, m—+1=1,), ona
D, k = PPk . o A
Dit:...,i,,;]}, ~~'7jpk-*p q)sa —_ Diu’ corbu—ts Jos Tutts eo s Bp3 Jto oo Jo—ts Tus ot n-)/pk—p“

Sir<k, on a, en posant e = S
(DE,’.’.-.,Z',;;/},...,i,,,—p(psa) (o1, -

coy Tr—1y Ty Ty Trpay oo ey a/z)
p(prt...4prtp-i)e
L CURERTR A [T

s Jpeeps T Gy 02) (Bgt) (a4,
=—pPi+-..+p+p+1)e
.Zgl‘eﬁprc(l‘j, ey l‘p;'l'“ .

. O'/L)

oy Jpeep T @ Or) (O, .

coy Of—t1y PThy Thty + - o) i),
’ D,
(QS'Dh:-u,ip;jh--.’j,rr—pa> (G1y v v vy Trty Ty Oy Tpipty o v vy Th)
— b,
= (Di,:...,ip;ll,...,j,,r_.,,a> (O1y +vey Ory T, Oy Oppyy

vy Th—1y POky Thi1y + ¢ oy a/l)

pP(p1+...+pr+p+1)e

.queﬁyrc(zh e Ui Sty ey Joeeps Ty Ty Op) &(T1y + ooy Thty PThy Thicty <+ -5 Oh),
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d’ou le @ du lemme. Le b s’établit par un calcul analogue. Etudions le cas c.
On a

P, & i’
(Dz],’...,ip;/} ..... il’k ,,,d)sa> (0'1, ceey 19 Ty Gy Thiay « oy O'lz)

= PPt pra) (DY) D05, ... Q5L Q5L .. Q8,0) (v, 9),

Uy lps Jiseens Jpp—p
' P,k
(d)s'Dib’uuip;ii'""iPk_l’a> (G1y vy Thmty Ty Ty Thgay « - oy Th)
o , 0,1 Ly
—P(Pl + .. ~+1)k—-—1) ((I)(e,(/)Dgpl f11'1 e Qa'k_11 Qk'\‘"l e 93‘;,6!) (T); O')

b...,i,,;ih...,i,,k-,, o Y

de sorte qu'on est ramené a prouver le ¢ du lemme pour ~=1. Posant
alors p=1(n), il s’agit d’établir que
Dn)s1 /pa:(I’ze,p')DE‘:L)'i a.

lh...,l',,;]’i,..-;/'n——-p ,...,ip2/1,...;jn—~p

Or, soita=(L, v; @,, ..., @,). D’aprés le lemme 8,

Dpa === (L, n; 2p), -+ Zpw) === (L, 0; &, ..., z,), ol Zy, = Ty
On a, en posant e = S ip o
!
(3) (Pl iy Pp) (75 0)

— /p(n —-p -+ I) E‘I)( lx],.t_(t‘~\’ Tt "v//'-:(r—i/—a’ [xl{o-{i L x;c(p)]’
’

1
Lftory—1d ** x]}:u—pm)—i])
si s =1""(1). D’autre part,

4 (n), 1
(‘I)(e,p')Di.’f.’..,i,,;j,,...,i,.——,,a) (7, 9)
f— (n), 1 ’
T (Di:.mip;h,.‘.,l,.-—pa> (7, p'o)

_ P(” +p+ I) en ( [xim‘,—n ceey Lo g [xiq'cu L xie'cap)]’

ZJlet—1d * 0 xirfn—p-i—t)vt] )

Comme p ne fait que transposer i, et i,.,, on a x,=ux; pour =1, ...,
! — — I3 et I i kY 2 . oA I3 o
n— p et T, = Ty, = Z,,, par définition de p'. D’ou I'égalité & démontrer.
Pour établir le d du lemme, on se raméne, comme précédemment, au cas
ou k=1, p=1(n), et il s’agit d’établir que
7 !
Dg‘:).’.ii,,;ji,.”,jn_-,, p“:‘I)(p',e)Dﬁ‘:).’f,z,,;jh...,j,,_,,“

Soit toujours

a= (L, n; z, ..., 2,),
!

’ ’
pa :—(L, n; .Z‘p“‘, ey *wp(n)) - (L, Ny Lyy « vy a,',,) E:Eih.“,ip,h)“”,’"_”.

On a encore I'égalité (13). D’autre part,

(q)(P'ae)Dgﬁ).’.T,ip;j,, ...,j,,._pa> (77 o)
=— (D5 iy @) (P75 @)

=—pn+4+p+r1)en( [xi?’r(i)—i’ <o Lo aer—n—n [wic(t)’ AR xia'(p)]’

xig'r(:‘+1)—1’ tet xio' v(n—p+1)—t] )'
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Comme g ne fait que transposer j. et j..,, on a x,=wx, pour =1, ...
’ I . - U 3 \ 3 s 1A ’
petx,=x,, =, . ,doncwx,, , =z, ,doulégalité i démontrer.
Passons au ¢ du lemme. La encore, on se raméne au cas ou 2=1, p=(n),

et il s’agit de montrer que

b

D{mn1 pa=D{"! a.

il)“-)ip;jtv ~'-vin—p iy, -n,iu—bj\v’iarkl' --uip;jiv ‘..,/‘v—niu;/‘v'H: ...,fn—p
Soit toujours

1

a=(L,n;x, ..., 2n), o @ =wm (L, 05 Zppyy « ooy Zon)) == (Lyms 2y oo, 2,).

On a encore I'égalité (13). D’autre part, en posant

P — . . . . . . . .
&= Bty Jo But e Bp 3t e oo Jomts s okt oo s fump?
on a
()1 . . . . . f— !
(Din coolu—tsfo tutbss s i -.-,]uunfu)]v-é—h...1In—pu/) (T’ O') - &p(n +p+ [) & (z)’

ot z s'obtient de la maniére suivante : on forme d’abord le crochet des
éléments x,, ..., z,_, %, ,,,, ..., ¥, rangés dans Pordre défini par s,
autrement dit on forme le crochet [z, ..., 2, ,

igt1)? lgu—

fy—1?
U

’ ’
ig(u)? xi,(u.i, 19 'I"i,(’,)] ’
U

puis, on forme le crochet des éléments [z, ...,x,, .2 @ -2 ]
Ljps « o5 Xjy_is Tjyy Tjy s - - +» &, Tangés dans I'ordre défini par =3 ainsi, compte

tenu de I'égalité ¢’ =—z¢, on obtient le ¢ du lemme.

Lemme 21. — Soient a€l,(A)=]J, .. . (A). Soient r, p des entiers tels
que 11 =h, 1 < p< pr; 50Ut (Ly, ..oy 85 iy oees o) €ESE(p, po— p). Alors

a. Sir<s, DY’ Qa=0Q""' D> a;

i1y ey ipi s s dpp iy cenipijiy e vipr—'p

b. Sir>s, DY .

-~~»i,;§/17 ~~~-/‘pr~p

Qla=p(p) QD]

igeeeslipijp ...,i,,rﬁ,,

En effet, si r<s, ona, enposante=z, ;. _,

(on:

s
t,,...,i,,;it,...,/,,r‘,,gea) (al, ey Trgy Ty Oy Orgty ooy Ts—1y Tsgpry oo vy '717)

=p(p1+.. -+ prt+p+r1)e
'Eﬂ'reﬁprc(ih e G5 Jts s Jpemps T 3 0r) (R5@) (G1y < vy Tsity Tepts -y Th)
=ppr+-..+p+p+ie
'ZGrEEP,C(ii’ s by Jis ey Joeeps Ty Ty ) @Oy ooy Ty, é, Csity oy Th),
(R DR i rp@) (B1s -y Trty Ty O Gty -y Tty Tanty -y Th)
— <D£’j,’2.,ip;,~h_”,/Pr__Pa) (Gay « ooy Orty Ty Oy Oryty « v vy Osay € Tspay + oy Oh)
=p(p1+-...+pr+p+1)c

-zcreﬁ,,,c(’h e gy J1y s Jpeeps Ty Ty Tr) @(Tay ooy Tsty €, Tspty « v vy Oh)-

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 6
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Sir>s, ona

b, r s

(Dn,’_..,tp;/'a,...,j,,r_',,Qea> (Giy vy Outy Oty o vvy Ory Ty Gy Gppay - v ey TF)
=p(Pi+. o PoatPopt A prapA1)e

. . . . .

.Zcr+1eﬁpr+10(l1, s Tp3 Jiy e Joueps Ty Ty Grat) (R50) (G4y wovy Tty Tsiay -ony O2)
=p(P1t+- Pt Pt Pra+p H1)E

'ZG,«_HeﬁPr_HC(lh e lp; Jh o ’J/’r'—/’;f’ g, a”—H) a(ah ey Ts1y €5 Tsqgy ooy U}z)
s P, +1

<96Dih""’i";h’“"/"r_/’a) <al’ ceety Os—ty Tsp1y oo vy Try Ty Ty Opgay oo vy O'/z)
J— P, r+1
- (Dz}:...,i},;]},...,/pr__,,a> (0'1, ey Ty € Tuyty oovy Opy Ty Gy Tryoy ouny alz)
=ppit+. . prat+pHa)e

~2'G,‘+1€5,,r+‘c(lh ) lp;Jh . '7,]/Jr—/1; 7,0, 0'r+1)d(0'1, ey Oty €5 Typy oo ey 071)

d’ou le lemme.
TatoriMe 1. — Or a D(Y'(A))CY'(A).

Il suffit de montrer que D transforme en éléments de Y'(A) les générateurs
de Y'(A) indiqués au lemme 15.

Soit a€J,(A)=1,, . (A),ets=(e, ...,e,p,¢ ...,6)ED,, 0UpES,,
apparaissant a la A% place, est la transposition de m et m—+1. D'aprés le
lemme 20, D", ®ga est congru modulo Y/(A) aDY” . . adans
les cas suivants : 1° r<k; 2° r > k; 3° r==£k, m et m—+1 sont deux entiers ¢,
et U .43 4°r==kFk, m et m—1 sont deux entiers j, et j,.,. D’autre part, a tout
élément (7o, ..oy 053 Jus o v s Joip) de SE(p, pr—p) tel que t,=m, j,=m 41,
associons 'élément (Zy, ..., Tu—ss Jos Turts « o L3 fas « o oy Joots Lus Jorts « + o5 Joiep)-
On a, d’aprés le lemme 20,

P, k . . 'a—D®k . L .
Dl’u‘..,i;,;jh e Jp—p (I)sa - Din s lu—taJoslutt e ip3 i s Jo—n lus Jots o Jp—p @,
p,E ] L ) ' TPk . )
Dib cemslu—tsFor Lut1s ‘..aip;/h ceos Jo—1s Lus Jo-1s ...,],,k—,,(psa - Dii, ...,ip;],, ...,/,,k__l,a7
d: N
ou
DP:E . 4+ DRE . S . (a_ ’a)——o
oenslpiJo s Jp—p li).-~,lu—'1)]mlu+1)~~A;ip;]l’-"’]v—'irlurjv+h'~~slpk—l7 s — Y

En ajoutant membre a4 membre les congruences ou égalités obtenues, on voit que
D(a—®sa)=o0 [modY'(A)].
Maintenant, soient a€lJ,(A)=1J, . ,,(A), et €S, la transposition de £

et k41. Soit p'=(ps, -5 Picts Picts Pi> Prvas -+ - pn). Alors, d’apres le
lemme 19, D" Y.a est congru modulo Y'(A) a DY’

4, v~>ip§/.1, ~~'7ipr-—p by oiaripyfas e, };r—p

P,k 4 7
pour r >k—+41 ou r<k, Dza,...,i,,;h,...,fp,m_,,lpr“ est congru modulo Y'(A)
» AP k1 P, k1 4 < / s P4
a Dza,...,z',,;iv...,/,,m—,,“’ etDl.b“,,,.P;].D“”jpk_pllfra estcongrumodulo Y'(A) ADG sy

Ajoutant les congruences obtenues, on voit que D(¢ — W, a)= o [modY'(A)].
Soit toujours a€J,(A)=1J,  ,.,(A), et soit s un entier tel que p,=-2. Il
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n’existe pas d’entier p tel que 1< p < p,, donc Da est somme d’éléments de la

forme D27, .. cip—p@ AVCC T 3£ 5. Alors, d’aprés le lemme 21, DQ;a est congru
modulo Y'(A) a Da.

Il est clair que

DY olp iy .,j,,F,,(“"_(—“))—DE:. wlpijiesfp—p @ (—D
Donc D(a—+ (=a))eY'(A).

Lty iy @) €Y' (A).

Enfin, supposons a dégénéré, c’est-a-dire équivalent a = a. D’apres le début de
la démonstration, Da est congru & D(==a) modulo Y'(A). D’autre part, D (=a) est
congru 4 — Da modulo Y/'(A) comme on vient de le voir. Donc 2Dae Y'(A) et,
comme Y(A)/Y'(A) est un groupe abélien libre (prop. 2), DaeY'(A).

CoroLLAIRE. — L’endomorphisme D de Y(A) définit par passage au quotient un

endomorphisme 0 de X(A), qui diminue le degré d’une unité.

5. Lgs crovees H 3,(A).
Lemme 22. — Sotent p >1, ¢ >0, r > o trois entiers. Soit
Ty voos Bps Jis ooy Jgs Kuy ooy kp)€BE(p, q, 1).

Soit I,, ..., !
croissant, et posons

g la sutte des entiers iy, ..., 1), Ji, ..., J, rangés dans l’ordre

=1, ce ip== ls,,, Ji=1, RN Jo= lz,,,

de sorte que (s, ..., 5,5 by ..., 4,)ESE(p, q). Soit my, ...,

my., la suite des

entiers jy, . . ., jg kiy - . -, k. rangés dans Uordre croissant, et posons

Ji—=my_, cee, fg= My, ki=m,_,, cee

/{r: mg, i,

desorteque(1,uy, ... U304, .. .,0)€SE(q—+1,7). Alors, pour tout a € ;.- (A),

on a

(r+1, prq), 2 (prq+r), 1 _ (q+r+1, ), 1 (p+q+ri, 1
D R Dp Tk Lk a_-D1)1¢1: :uq, le- :lp:,’ni)- .,m,,+ra‘

1, e 8p3 bty eensly ceorlprgike

Soit a= (L, v; @1, ..., Zpger). Soient 1€S,,,, 1€, et w=17"(1).

On a .
(D(“qf/’,il,,,xl,.. k@) (T, )
=pPH QTP E D bk
([ 2k, W=+ Lhoy o [ @y - x/ﬂ'[rl-q)J’ Lhknlwt1)—17

Done, si p €5, €85, et siw'=0""(1), on a

1, P, 2 (p+q+r)
(D(‘:,+ ’,f,,;z,,’...,t,, Dlli.'fl ’,,_:_q,/\,,. ,l;,a) (T’ ag, P)

= (P )y yegiba i PTG P G i

25ps
'n([ka)—n sy Loy [xja{l)—i’ s Tty

[xiw), s i by s e

g3

ot

T(w+1)—1)

b 'xk-(r+1) 1])'

T

$ja’{q+1)—l ]’

b ka(r+1)—1 ])'
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De méme, si €S, .1, et si w'=E5"1(1), on a

(D§£+llﬁ;),,n1‘tl,,lizq+,a) (5.7 ())
= P(P -+ q —+r +P -+ I) 8!'1,.4.,i,,;ml,...,m,,+r
N[ Zmzsis o Zmgnes o (i -5 Zigy s Tz -+ o5 Tmnggiriga )
Donc
(DY e, DTy @) (70,5 0)
— P(q +r 1) iy o yipimy ‘..,m,,+,;p(q +7r+1+qg-+1-+ 1) Bty v 13012
([ Zhgy o o Lo [Bigosr + 5 Ljgar—irnd
[*xi?(lza ey xi?«,,, ]7 Lo rti—1y == x/-U{'IH #1],
Lhitisi—g) = * '7;/(-:[,4_1\)_.1])-

Le lemme résulte alors des égalités
51‘,,...,i,,;m,,...,m,,_;_,.ei,u,,...,uq;vi,...,v,«: ei,,...,i,,;j,,“.,j,,;ki,...,kr: 511,...,l,,_,_,l;kt,...,k,. 5x‘,,..,s,,'; Uy oo ly®

Lemme 23. — Sotent p >1, ¢ >1, r > o trois entiers. Soit
(Toy oo s Tps Jry oo es Jgs Koy ooy k) EBE(p, q, 1)

Soit 1y, ..., l,., la suite des entiers iy, ..., i,, ki, ..., k. rangés dans Uordre
croissant, et posons

U=l 4, cey = l.\.,),h k=1, 4, RN kr=1,_4,

de sorte que (sy, ..., 85,51, b, ..., L, )ESE(p, r+1). Sott my, ..., my,, lasuite
des entiers j., ..., J,, ki, . .., k. rangés dans Uordre croissant, et posons

J1—= my_, cee Jg= Mg, ki=m, ., ceay kr=m, _,,

de sorte que (uy, . . ., u, 51, 01,...,0)€8L(q, r+1). Alors, pour touta€l,. ... (A),
ona

D(q+r+1,1z),1 D(p+tl+l‘), 1 @ E_D(!J+r-+x,q),1 D(./I-H]—iﬂ‘),l " [mod Y'(A)]

Uiy ooy g3 8,01 e V9 gy oasDp 3 DLy oo Mg gop Sty evnsSpitilyy s 1,,..‘,],,;/1,...,1,,4,,.'

Soita=(L,n; &y, ..., %) ). Solent t€SH,,,,,, T€H, et w= n“(l)..()n a

(DT80 t) (7, %)

= (p(P -+ q “+r +P -+ I) Ei,«,...,fi,;m.l,...,mq.‘_,.

e ([xm«'»&—n sy Lingrgeymgd ["L'im;’ sy Ligy I3 Lingrwier a0 * 0 T gy D-
Donec, sip€8,.,, c€D, et siw'=¢7'(1), w'=¢""(2), 0na

(D(l/+r+1yp),1 Dip+g+ri 1 ..)711,,4—.«(‘) (Pv v, ‘:')

Uiy ooy Ug 3 hs 015 s 0 gy ey Bp s M,

= ,}J(Q +r—+ I) sil,...‘z',,;m,, ...,m,,+,p(l] +r+i1+qg—+ 1) EN,,...,11;,;1,-»,,‘.‘,1',‘
1 ( [xk?’l‘/“x’ sy Lhytar—g—a [Zfpr =+ o xia(q)]’ Lhglwrtv—s *+ ) Lhytn—g—s

[xi‘r(i)’ M) xi‘:’p) ]’ xkq(w”+1)*27 MR ‘Z'ko(r-t—:‘;—z _I)

(P'ordre des deux crochets « internes » devant étre changé si o’ < o).
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De méme, si £€%,.,., et si w"=E5"1(1), on a

(D @) (5 @)

Jas«- ,quln--~» P

=pW g gFD) G il

([331,,1 gy vy xlii«"” 1y [(l‘/cm./, ey ',I;/a'q‘]’ .'I)[E‘w,,,i_!‘ﬂ, ey .Z/,”_“ . J)

Done
(D(‘ +I~’}—1P’/i),,‘ D(pw/ }-/Iq):‘ ..... u) , Ty O’)
:p(p'-%r+I)8;.,A..,/l,;zi....,z,ﬁ,p(p+/'+H—p»v»H)s.v,,...,.y,,:l,,. ..... b

-"l([xk?(,;,ﬂ s Ty B 7R Zig s Flgpur s 1 Phgpun 2
[, ooy ], e 3 =+ r Thyrgw s 1)
Or,
Eu,,...‘uq;1,v.,..uu,.:J)(q) IR Uy 590y E s s ,,:I,I‘,..../,':[P([/)Sl.s,.‘..,x,,;l,,‘..‘I,.7
el
ST fpsm ... /:1q+,.5|,11, ..... uq;s'.,‘..m,': Ei,,.‘.,i,,;/}....,/'4,;/.',....,/(‘,,
Z=PPD) orefgsinoiyibae ek
= p(pq) LR Ay A A I A

Done, en désignant par ¢, €%5,,, la transposition de 1 et 2, et par v€S, la
transposition de 2 et 3, on a

(G+r+1, p)1 G+, 1 ~ —~
(DH.i..,u:’};ﬁl',,...,v Dl,’,..q l,,,lll‘,...,)nq+,.(’L) (P7 U’ ')
- +r+1, ¢), 1 (p+q-+1
- P(PQ) (D\{), ,sp’;l ’ti,‘.., D/,,j.q‘]q,ll,,. ,,,, > (PO 7 T, O')
—_ 4 (p+r+1,q) (p+q+r)
= (Pl WD DTS gy t) (P 95 %),

ce qui achéve la démonstration.
TukoriME 2. — On a DD(Y(A))CY’(A)

Soit a€lpy(A)=1J, . ,,(A). Il sagit de montrer que DDa€ Y'(A). Soient r
et p des entiers tels que 1=r <A, 1 <_p <p,. Soit

(Liy vovy ips Jiy v oes Jpo—p) €EBE(P, pr—p)-
Soient s et g des entiers tels que 1 Zs—h, 1< g <p,. Soit

(kh . I]yla "'7lp;—q)€ﬁ£(q7px'—q)'
Sir<s,ona

(D(//::, ),1:1;, :(h)—[:-:il P Prts e ees PI), SH+1 D}i’ TR A M. a>
(Oty ey Orty Ty Gy Oty + v oy Osgy Ty Py Tsiity -+ oy O4)
=P(Pit PP ) G i iy
PPt TPt Pr=P 1P A Proct e Pt G D) Skl
g5, C (s oy Ups Jiy oo vy Jpo—p3 T Ty V)
celky ook by ool s T 0, E) (T, ey Ty Yy Ty ey Oty By Oy ey Oh)-
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De méme,

(P1> ~~~7p:71>p:_.‘7+1’ TsPs+15 -« PELT TP S
(Dii,...,ip;j,, s fp,—p D/q seerkgily ...,lps—ﬂ,a

(O1y v ooy Orety Ty Oy Tripty + v vy Toty Ty Oy Tty + -5 Th)
=Pt P gD e kgitly PPV P P S iy,
Evesntes,clhy, o ksl o g0, E)

C(Lry ooy Uy iy ooy Jpemp 3 T Ty V) A(C1y « vy Grgy Yy Grity ooy Tty by Tuity »+ o3 Tf)-
Ainsi

(Pas e evs Pr—ts Pr—P-FLs By Didets -, PI) S YD )
Dkl, ooy /fq; Beeeslp —q Di1, ...,ip§i1: eeoIp—p @

_ (P15 e ees Ps—1 s =G+ (s Pstets o oas PR P, s U
D s DR i oty — € Y'(A).
b ’
D’autre part, pour r fixé,
(P15 <o os Pr—ts Pr =P+ NP5 Prtets o s PR T TYPo . X
2Dk1»~-~:k(,§lx,-..;lp+1~—q Di1,l~~~)ip§]u...’]/)',Apu
est congru modulo Y/(A) a
— X DWPo s P prp LD Prbts S PR BT . a
1, ke ey ‘g3l eenslp —p—q i1y ~~-’1,:§/1»»-~ylpr——p

En effet, on peut, pour établir ce point, remplacer a par Q; ... Q' Q"' ... Q% a
d’apres le lemme 21. On est donc ramené au cas ot A=1, et notre assertion
résulte alors du lemme 22 par des groupements convenables des systémes
d’indices.

De la méme facon, le lemme 23 entraine que

¥ T) (P15 003 Pr—1s Pr =P, 05 Prats - s PR T TP !
AR Y ST A DR iy @€Y (A),

ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Dans X(A), on a do = o.

On considérera X(A) comme un complexe en le munissant de o et du degré
total. Le groupe d’homologie de X(A) sera désigné par HI(A). Le groupe
d’homologie de degré total n de X(A) sera désigné par HJ, (A). Ainsi, HI,(A)
est un quotient d’un sous-groupe de X“~*(A).

6. RELATIONS AVEC L'HOMOLOGIE cUBIQUE DE A. — Les résultats de ce paragraphe
ne seront pas utilisés dans la suite du Mémoire.

Soit I 'ensemble { o, 1}. Soient f,(A) 'ensemble des fonctions définies sur I
et a valeurs dans A, Q,(A) le groupe abélien libre engendré par £,(A), Q(A)la
somme directe des Q.(A) pour n>>o. Les éléments de Q,(A) sont dits de
degré n+-1. Si g€, (A), et si 1—jn, définissons les éléments R;q, S;q,
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P;q de ,_,(A) par les formules

(Rig) (91, ooy 000) = q(@1, «.., Gy, O, @y « sy Gn—1),
(Si ) (@15 ooy Gpa) = G(P1y o evy Pjay Ty Bfy v vy Gna),
(Pig) (@1, « ooy 0pa) = @1y ovvy @ity 0, Qjy vty Gpy)

A G( D1y ooy ity Ty Ofy ey Ppg)e

Soit g :2 P +n)(Rjg+ S;qg—P;q). Alors, 00 =0 et Q(A) est le complexe
cubique de A ([1]).
Soit k I'application de I dans 5, définie par
k(o) = (1, 2, 3), k(1) = (2, 3, 1).
Soit k” I'application (k, k, ..., k) de I"dans (5,)"=S; ,, .

Lemme 24. — Pour toute application jacobienne a de (5,)' dans A,

soit q,=aok". Alors, Uapplication a - q, est une bijection de I, ,. <A>
sur &, (A).

Raisonnant par récurrence, nous supposons le lemme établi pour les
entiers < n.

Montrons d’abord que a— ¢, est injective. Soient a et a’ deux applications
jacobiennes de ($;)* dans A qui coincident sur k*(I*). 1l s’agit de montrer
que a=a'. Pour c=(1, 2, 3) et a=(2, 3, 1), Qra et Qya’ coincident
sur k' (I"=*), donc sont égales d’aprés 'hypothése de récurrence. D’autre part,
d’aprés un caleul facile qui sera repris en détail au paragraphe 7, on a

n n ! n s n Y
Qo 5yt A 2 g 10425 45y 0= 0, Q05,0 Q0 5 )@+, 50/ =0,

done QLa et Q'a’ sont encore égales pour 6= (3, 1, 2). Enfin, Q;a et Q7a’ sont
égales pour o impaire d’aprés le lemme 7. Donc a = a'.

Montrons maintenant que a— ¢, est surjective, autrement dit que toute
application b de k"(I*) dans A se prolonge en une application jacobienne
de (5,)" dans A. D’aprés 'hypothése de récurrence, les applications

(Ory ooy Onm)—>0(01y vy Opy, (1, 2, 3))
et
(G1y e o vy Onet ) > b(01y oo oy Opney, (2, 3, 1))

de k*~*(I"~*) dans A se prolongent en applications jacobiennes a,, a, de (%5,)"*
dans A. Posons alors, pour sy, ..., 5,, €S,

a(Gy, oy Guy, (1, 2, 3)) =y (01, ...y Op),
a(C1y ooy Onqy (2,3, 1)) =a3(Tyy «vy Onot),
a(Ciy voey Oty (3, 1,2)) =— a1 (01, ooy Tney) — @2 (Gy,y oo vy Tpea),
a(y, ooy Opoy (2, 1, 3)) =— a1 (04, «- .y Tna),
a(Gyy oovy Oy (3,2, 1)) =— (04, «.., Ony),

‘l(ai7 ceey On—ay (Iv 37 2))-:&1(61) LR O',,_1>+6L2(O'1, Tty Uu—i)-
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On vérifie aussitot (c¢f. § 7) que a est une fonction jacobienne des
variables o, ..., o,, qui prolonge b. D’ou le lemme.

La bijection réciproque de la bijection a— ¢, se prolonge en un isomor-
phisme de Q,(A) sur Y, ; . 5(A). D’ou des homomorphismes surjectifs

Gt Qu(A) =Xy 5. 5(A)

pour n=1, 2, .... Pour n=0, Q,(A) est le groupe abélien libre engendré
par les éléments de A, donc est égal 4 Y,(A), d’ou un homomorphisme surjectif

Zo: Qu(A)—>Xy(A)
et, par suite, un homomorphisme
T Q(A) > X(A).
Proposition 5. — a. L’homorphisme { conserve les degrés, si lon adopte
sur X(A) le degré total.
b. Siqg€Q,(A), onadlqg= p(n—+1){q.
L’assertion @ est immédiate, ainsi que I'assertion b pour n = o. Soit main-

tenant a€Jy(A), oup=(3, 3, ..., 3) (nnombres 3). Soient g = ¢, et b I'image
canonique de @ dans X(A). On a b=~{(q). Posons, pour i =1, 2, ..., n,

DL a=ay, DPl a = a;, DPla = a; )

et soient b, b, b;y les images canoniques de a;, ., a;; dans X(A). On a
n n

Da :Z(au—f—aiz—[— a;), ab :Z(l)“+ b+ by).

i—1 i=1

Soit p'=(3,3, ..., 3) (n—1 n.ombres 3). On a Ra,, Ray,, Ba;€ly(A), et

(Bau) (01, «+ vy Cnt) == @1 (Gay vvy Tigy €, €, Ciy « ooy Tny)
i = pE+na(oy, .., G, (1,2,3),0, ...y Tny),

(Bap) (o1, -y Gus) = @is(Gay ooy Giay €, €, Gty oy Tpq)
=—p@E+1)a(oy, ..., 0, (1,3,2),04 ..., Tp),

(Raw) (a1y -y Tnt) = @s3(Gay ooy Tiny €, €, Gy« oy Ty)
= pl+1)a(oy, ..., 00, (2,3, 1), 04 ..ot Tpg).

En particulier, si 9,, ..., 9, , €], ona

(ma“) (kn_1(q)1> MRS qrjll-'l)):‘p(i_{—l)a(kn(c‘ph Ceey CPi»h o, Cf’l’) ctcy (\[Jn-l))
:P(i“‘I)Q((Pu M) cPi——h o, (Pia M) ?71—1)
:(p(i_!‘_l) (RZQ)((PM (RS (Pn—1),

donc gy, = p(i+1)(R;q) et, par suite, b, = p(i+1){(R;g). On trouve
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de méme que b;, = p(7 +1){(Siq). Enfin,
(aﬂm) (kn—l(@“ cey c.Dﬂ—l))::“_p(i_"'l) a(ah ceey Tiay (Ia 2, 3)’ iy v v ey cn~1)
—p@E+1)a(oy, - ., 004, (2,3, 1), 04 ..., Opeq)
=—p@E+1)(Riq) (91, -+ +) Pn)

~p(l+l) (Slq) (CPD ey ﬂon~—1) :
:_p(l+l)(qu) (CPH sy (Pn—l)a

donc b;y=— p(i+1){(P;q). Finalement,

0@6120/):§<Zp(i+ 1) (Rig +Sig — Pi9)> =p(n+1)Ldg.

i=1

CoRrOLLAIRE. — L’homomorphisme { définit un homomorphisme canonique de
I’homologie cubique de A dans 1 J (A).

CHAPITRE 1I.

CAS DES PETITS DEGRES.

7. Lges crouvres X,(A), X;(A), X5 5(A), X, (A). — Un ¢lément a€J,(A) est
bien déterminé par la valeur z =a(e) (lemme 7), qui est un élément quel-
conque de A d’aprés le lemme 6. Nous noterons (x) cet élément de J,(A)
[et aussi les éléments correspondants de Y,(A) et X,(A)]. Ainsi, Y, (A) est le
groupe abélien libre engendré par les (), oh x€A. On a

(I)b,?)(‘”):(x% 'I)(‘z,u(x):(x)'

Donc (z)€l.(A), (y)€J.(A) sont équivalents si et seulement si x=y
(lemme 12). Par suite (x)€J,(A) est dégénéré si et seulement si 22 =o.
Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant :

Prorosition 6. — X,(A) est le groupe abélien défini par les générateurs (x),
ot x €A, et les relations

(—x)=—(=z),

(z)=o si 2z =o.
Un élément a€J;(A) est bien déterminé par les valeurs
xz=a((1, 2, 3)), y=al((z2, 3, 1)), z=a((3, 1,2)) (lemme 7).

Nous noterons (z, y, z) cet élément de J;(A) [et aussi les ¢léments corres-

pondants de Y;(A) et X;(A)]. Si X,, X,, X, sont des indéterminées engendrant

un anneau de Lie libre, toutes les relations Z-linéaires vérifiées par [ X,, X,, X;],
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 7



50 J. DIXMIER.
[X,, X3, X, ], [ X, Xy, X, ] sont conséquences de la relation

[Xi, Xz, X3] + [Xf_), Xg, Xi] -+ [X3, Xl, Xg]:O.

Ainsi, J;(A) est ensemble des (z, y, z) tels que

z €A, YEA, z€A, z+y-+z=o0 (lemme6),

et Y;(A) est le groupe abélien libre engendré par ces («, y, z). On trouve
aisément que

@pp,o,5 (2, ¥, 5) = (2, ¥, 5),
@50y (2, ¥, 5) = (3, 2, ¥),
4)23,1,'2)(“" Y, 3)= (¥, 5 x),

@s,1) (2, ¥, 3) = (2, 5, )),
(I)zi,?%‘-’)(x? Y z) - (Z, Y, x)v
Q50,1 (2, 5 3) = (y5 2, 5)-

Les éléments de J;(A) équivalents a (2, y, 5) sont done, compte tenu du
lemme 12, les éléments (x, y, 3), (z, 2, ¥), (y, 5, x), (%, 3,¥), (3, ¥, x), (y, z, 5).
Par suite, les éléments dégénérés de J,(A) sont les éléments de la forme

(0, &, — x), (z, 0, — ), (0, z, —x)

et les (x, y, ) tels que 22=2y =2z=0. Compte tenu de la proposition 2,
on obtient le résultat suivant :

ProposrrioN 7. — X, (A) est le groupe abélien défini par les générateurs (z, y, 3),

ou

x €A, yEA, s€EA, x+y—+z=o0,

et les relations

(), 8)=(5 2, )=y, 5 )= (2, 5, ) = (5, ), x) =(), z, 5),.
(—z —y, —3)=— (2, ), 5),
(o, z, —x) =o,

(z, ¥,5)=0 sl 2&=2y=2z==0.

Un élément a€J; 5 (A) est bien déterminé par les valeurs

s =a((3,1,2), (1,2, 3)),
#=a((3,1,2), (2,3, 1)),
'=a((3,1,2), (3,1, 2)).

y =a((2 3, 1), (1, 2, 3)),
y,:a((2J 37 1)7 (2? 3’ I))?
)’”:a((% 3a [)a (3’ 1, 2))7

x = a((1, 2, 3)7 (1, 2, 3))7
x’:a((l, 2, 3): (2» 3a I))’
z"=a((1, 2, 3), (3, 1, 2)),

Nous représentons par la matrice

< - , >
z / "

" }/II "
z oy

cet élément de J; ;(A) [et aussi les éléments correspondants de Y; 5(A)
et X; ;(A)]. Exprimant que « est une fonction jacobienne des deux variables,

Wy

2]
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on trouve les conditions
x+y+is=a'+y+i=2'+y'+i =+t =y +y +y' =z+5+z"=o.

Ainsi, Y; ;(A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices.

Faisant agir les opérateurs @, ., W', pour c€%5,, T€5,, p€%,, on trouve
72 matrices équivalentes a la matrice précédente; elles s’obtiennent : 1° en
échangeant de toutes les facons les lignes entre elles, et les colonnes entre
elles; 2° en échangeant les lignes et les colonnes, et en multipliant en méme
temps tous les éléments par —1. ‘

Un calcul fastidieux mais facile montre alors que les éléments dégénérés
de J; ;(A) correspondent aux matrices suivantes :

— les matrices qui ont une ligne de zéros, ou une colonne de zéros;

— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes des matrices

symétriques;

— les matrices dont tous les éléments sont d’ordre 2;

— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes d'une matrice
« centrosymétrique gauche », c’est-a-dire d’'une matrice de la forme

x —x—y y
—z+y o z—y |-
—y x4y —z

Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant :

Proposition 8. — X, ;(A) est le groupe abélien défini par les générateurs

x
A=« y
@// yl/ "

!/

wvon

)

[3]

ot
xz €A, N z"eA,
.,L,_‘_‘y__i_z:‘%/+)/I+ZI:x//_l_yll_i_zl/:(r+x/+xl/:y_i_yl_'_yl/:;_‘_zl_l_;”:o,

et les relations suivantes (o X et X' désignent des matrices du type précédent) :

X=X' st X' se déduit de X par échange de lignes ou par échange de colonnes

X=— X' si X' se déduit de X par échange des lignes et des colonnes;
X=—X st X' se déduit de X en multipliant tous les éléments par — 1 ;
X =o st X a une ligne de zéros, ou une colonne de zéros;

X = o si X est symétrique;

X = o st X est centrosymétrique gauche;

X = o st tous les éléments de X sont d’ordre 2.

Cherchons maintenant le groupe X, (A).

Lemme 25. — Soit a une application de A, dans A.



5% J. DIXMIER.
Posons
a((1,2,3,4)) ==, a((2, 1,4, 3)) =y, a((3, 4,1,2))=x3, a((4,3,2,1)) =t¢,

a((2,3, 1,4)=2, a((1,4,2,3)=y, a((4,1,3,2))=747, a((3,2,4,1))=¢,
a((3, 1,2, 4)) =2, a((4, 2,1, 3))=y", a((1,3,4,2)) =4 a((2,4,3,1))=1"

Alors, pour que a soit la restriction & X, d’un élément de J,(A), il faut et il
suffit que les sommes par lignes et par colonnes de la matrice

x y 5
xl yl z/ l,
x/l y// Z// t//

En effet, dans lanneau de Lie libre L(X,, X,, X;, X,) engendré
par X,, X,, X;, X,, on a d’abord

sotent nulles.

(14) (X, Xo, Xs X, ] [Xo, Xa, X, X,,] 4+ [Xay Xy, Xy, Xy ] =,
(15) [Xa, X, Xoy X5 ] [ X3, Xo, Xay X3 ]+ [Xs, X, Xyy Xa] = o,
(16) [Xs, X,,,X“ 2]+ [ X Xoy Xy, X ]+ [ Xy, Xs, X, Xy ] =o,
(17) [Xas Xy Xoy X ]+ [ X5, Xoy Xy Xq ]+ [Xo, Xiy X3, Xy ] =o0.

D’autre part

[[0Xe X5 ], Xo ] Xa ] = [[Xa, X ], [Xoy Xa]] 4+ [[[X55 X5 ], X4 ], Xo ]

Xy Xo ]y [Xay X011 —[[[ X5, Xu ], X4, Xo]

[[[Xh X2]’ X4]7 X3:|‘— [[[XH X‘Z]’ XS]? X’r] - [[[Xih X*]’ Xi]) X‘l]

Il

I

done

(18) [X1> X?’ an Xb] -+ [X2) Xl) Xh X3] -+ [XI}a X.’n XH X‘l] -+ [X/,,, X-‘h XE) X1]:0

et, en échangeant les roles des X,

(19) [X27 XS) Xh Xk] -+ [Xh Xln X‘27 X?] -+ [Xln Xh X37 X‘l] —+ [XZH X27 Xln Xl]:(’,
(20) [Xs, X, X?» X,,] -+ [XM X, Xy, Xs] —+ [X1, Xy, X, Xg] -+ [X2, Xy, X5, X1]:0-

Les relations (14)-(20), et les relations

[Xh X/" Xk, Xl]:— [Xj7 Xia ch’ Xl]

permettent d’écrire tous les crochets [X;u), Xoi2)s Xoa) Xou], OU €S,
comme combinaisons Z-linéaires de [X,, X,, X;, X,], [X,, Xi, Xi, X;],
[X;, Xu Xoy Xo], [Xe X5 Xy X [X Xo, Xos X, [Xa X, X, XG0
Or, on sait [2] que le sous-groupe de L(X,, X;, X;, X,) engendré par
les [ Xo01), Xo(2)s Xoa) Xowa] est de rang 6. Cest donc que toutes les relations
Z-linéaires entre les [ X501, Xoto), Xots), Xo(a] sont conséquences des relations
écrites. D’ou le lemme.

Avec les notations du lemme 25, on représentera I'élément a de J,(A)
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[et aussi les ¢léments correspondants de Y, (A) et X, (A)] par la matrice

x -y 5 1
X={2" y =
xl/ yll
Le groupe Y, (A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices.
Faisant agir les opérateurs @, pour o € 5,, on trouve 24 matrices équivalentes
a X, a savoir

.

2]
-

z y s ¢ U A },ﬂ 1 Y oz
x/ L)// z/ ll o z l y y” l” (y// n"
'y 5 A r l y =z
w ‘)/ l z 7// ,V ;! yl '9(/” ;I/ yl/ t// \
oyt 5 x L 5y x oy
.T;I y/ t/ ,ZI .7:” t// -l y// x z ')/ ,

et les 18 autres matrices déduites des précédentes par les ¢changes de colonnes
que voici :

On échange la 1™ et la 2° colonne, et en méme temps la 3° et la 4¢;
On échange la 1™ et la 3° colonne, et en méme temps la 2° et la 4°;
On échange la 1 et la 4° colonne, et en méme temps la 2° et la 3.

On trouve alors que les éléments dégénérés de J,(A) correspondent aux
matrices suivantes :

— les matrices qui ont deux colonnes opposées;
. — les matrices équivalentes & la matrice

0 0 z — 5

! ! ! ! .

Z y Z 4 ),
! ! ! I
—x —y —U —z,

— les matrices équivalentes 4 la matrice

3]

z Y z Y
-y —x —y —z |;
y—x x—y y—x x—y
— les matrices dont tous les éléments sont d’ordre 2.

Provosirioy 9. — X, (A) est le groupe abélien défini par les générateurs

xzx y 5 1
A=\ 2 y
Y

" " t n

Xy Yy e, U'EA,
x+y+z+t:x/+y/+zl+t/:xl/+yll+zll+t”
=42+ =y+y+y =z+5+=t+0+=o,
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et les relations

¢ ! ') ! :/ tr ’ s ' l” ,)/” o :/ L:/ ')//: 5:/
X ’ Ped A — g2 3 [4 / — | @ l % Jd
" ‘) " ” " - ’ :r ! '),/ - J
Xy hat { x5 Uy xr ty b

I
5 i 8
(R
SOty o~
)1\ 7]§ n
\]_I/
TN
SIS
N~
LL ‘L~1 28
R =
\-/'

l
/—\
& &
wo W
<R
S Sy
\/

X=X si X' se déduit de X en échangeant deux colonnes de X et en méme temps
les deux autres colonnes de X ;
X=—X'st X' se déduit de X en multipliant tous les éléments par — 1;

xr —x 5 —3 0 0 3 — 3"
. —a 5 = )= & Y E4 A
w// - :.1;” ;I/ . ;// . x/ _y/ — l, . ZI

x ¥ x ¥
= 2! — —y —x =o0;

y—xx x—=y y—xr x—Y

N

X = o st tous les éléments de X sont d’ordre 2.

8. L’orEraTEUR 0 stR X, (A), X;(A); X; 5(A), X, (A).

Prorosirion 10. — On a

(21) Jd(z)=o,
(22) (2, ), 5) = () + (y) + (=),
x y 5
(23) o = »y &
~t,L,” yl/ :7”
=(z, 2, 2")+(y, 0, ')+ (55, 5") — (2,5, 5) — (2, )y 5) — (2, )", &),
x Yy 3 U
(24) 9l ¢ »y & ¢
x// yll ZII t”

— (‘”a (lf’, "1"”) -+ ()’, )", )’”) -+ (Z, 5’7 :"”) -+ (l7 ll) t”) - ('1'" )/7 — —,}’)
— (5 t, —z—1t)— (2, ', —2'—t)— (¥, 7, —y' — 3
_ (xll’ Z”, 2 — zll) . (yll, t”, _yr/__ tll).

La formule (21,) est immédiate.
Soit
a=(2,y, )= (L, n; 21, x;, ;) €J;(A).

On a
Da=D{:ia+D{): a+ D)2l a,

1,2;3

Diyiaeha(A),  Diiacla(A),  DEilaels(A),

1,2;3



HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. 55

et
(Diia) (e, e)= n([[zy, 2], 3]) =a((1, 2, 3)) ==,
(Difs @) (e, e)~—n([[x1,ws], z:])=a((3,1,2))=x3,
[

(DEria) (e, e) = n([[zy 2], 21]) =a((2, 3, 1)) =y.

2,3;1

D’ou la formule (22).
Maintenant, soit

x y =
a=\| 2 ¥y 7 el ;(A).
x" y” z"

On a, d’aprés ce qui précéde
(D(ay.’i_ma) (e, e, (1, 2, 3))=x,
(D;33‘3)1“> (67 €, (2) 3) I)):J;/,
(D(?,t»?} 1(1) (e’ e, (3 I, 2)):wr/,
(D13A;'3‘),1 a)(e, e, (I, 2, 3)):Z, (D(ﬂar;»l) 1(1)(6, e, (I, 2, 3)):y,
(D(?"”“a) (e, 6, (2,3, 1)) =3, <D'(.’:,::;11) 1“)(6, e, (2,3, 1))=y;
(D@ a) (e, e, (3, 1, 2)) =4, (DG a) (e, e, (3, 1, 2)) = y".

1,32

Done
91 92 Di:".;,‘,) 1 a= (1»', wl J)”),

QLD a= (5,5, 5"), QDN a=(y,y,»").

On trouve, de méme, que
QIQIDE 4= (—x, —y, —3),
QDI a=(—2", —y", —3"), QDI a=(—2a', —y, —5).

D’ou la formule (23).
Enfin, soit

x y 5 1

—_— DS . o s — ! ' -l !
a=(L, n; @, 2y, 3, ;) = &' y 5
xl/ yl/ Z” t”

Ona
— %) (&)1 (5,1 (%),1 (% (4,1
Da D1 g Ma+D”,ka+Dj ,ﬁ,ga—i—D”Ma—i—D,“5-}—1)3“,~
(%),1

)y1 &)1 )1 .
+D§")3‘/va+Di,iz,k;Sa—‘_D;,;,a;2a+D2,3,r¢;1a7

D;f)lzyl]nhae‘]:; 2(A)7 D%i)l';}ix§f1aej2:3(A);
(-D(”'1 a) ((Ia 2, 3)) e)—_n([[[‘xh x2]> x3]a ZIZ'/,]) :'—a((l) 2, 3a [l)):'“xa

(Difiia) ((2, 3, 1), e) =—n([[ 23, 2], [@1, 22]])

1,2;3,4
=—n([@s, Zu, T1, To] + [ 24, T3, T, 21])

=—a((3,4,1,2)—a((4, 3,2,1)=—z—t=x +Y,

(Dt,4) (3 1, 2), ) =— n([[n, [0, @], 22])
=—n([zy, @1, s 23]) =— a((2, 1, 4, 3)) =—,

done
QDI a=(— =, z+y, —¥).

1,2;3,4
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On trouve, de méme,

QDL ja= (— ', a2, — &), QDI = (— )y s, — 5,
Q"D(”“ o= (=, 2+, —1),
QDI a=(—y", y'+ ¢, — "), QIDPM o= (—25, 541, —1).

On a ensuite
(Dixiae) (e (1, 2, 3)) =a([[[2, @], 2], 2 ]) = a((1, 2, 3, 4)) ==,
(Dirsae) (e (2,3, 1)) =n([[[2e 23], 2], za]) = a((2, 3, 1, 4)) =2/,
(Difhaa) (e, (3, 1, 2)) = n([[[#s 21 ), 2], @ ]) = a((3, 1, 2, 4)) = 2,
donc
QDY u=(z, &, ").

On trouve, de méme,

QDML a=(y,y",y), QD{pla= (s, 5 &), QDL a= ().

1,3, 43

D’ou la formule (24).

CHAPITRE III.
Propuirs sur Z(A), Y(A), X(A) LorsQuE A EST UN ANNEAU DE LiE.

Dans ce chapitre, A désigne un anneau de Lie. En particulier, A est un
groupe abélien, et tout ce qui précéde est applicable.

9. DerFiNiTION DES PRODUITS A. — Solent p, €P, ..., p,€P, a, €K, (A), .
a,€K, (A) (n>1). On définit a=a,Aa,A... A0, €K, p, p, ... .0 (A) par la
formule suivante, ou t€5,, s, €5, ..., s, €9, ,

(l(‘f, Sy, -..y S,Z) = [am)(sm,), ey af(,l)(sr(n))].

On étend le produit A a Z(A) par multilinéarité. En particulier, Z(A) est
muni d'une structure d’algébre (non associative) sur Z. Mais on prendra garde
que a,A...Aa, ne s’obtient pas en itérant le produit A de deux facteurs; par
exemple, a,Aa,Aa;, €K, p, . . (A), tandis que (a,Aa,) Aa; €K, p, b, p,(A).

Lemme 26. — Soit o; le degré de a;. Le degré de a,na,A ... a,
est ay—+ ...+ o, n— 2. En particulier, le degré de a, A a, est o, + a,, de sorte
que Z(A), muni du produit A et du degré, est une algébre graduée.

En effet, sip;=(p’, pi, - - -, Ph), ona

o= ph .o+ ph— 2k,
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et le degré de a,A ... Aa, est
NP pid Pl PPl ph =2 (LA Ry - Ay
=(pi+- o ph—2l) . (Pl ph—2h,) - — .
Lemme 27. — Sotent a, €Ky, (A), ..., 4, €K, (A), t, €5, ..., t,€S,.0na
(P, ) A A ( Py, @) = Dt ey (WA - Awy).

En effet, pour~€%,,s,€9,,...,s,€%,,0na
(((I);ﬁal) A AP an)) (7,81 .., S,)

= [d);.:mar(l)(sr(‘)% sy ‘I){:T{,,) Ur(n) (sr(n))] = [:Et.:[“aT(U(t;(:}sf(l))> sy €t1',,-,ar(n,)(ti(r':)st(n))]
=¢t, .- e, (Pt oot (1 AAR)) (7,8, .0, 8,) = ((Dée,t‘,,..,t,.(“IA'“A“u)) (7,81, ..., 8,).

Lemume 28. — Sozent

Pi=(pi, ..., ph)EP, ce P.=(p%, ..., pk)€EP;
ar€Kp, (A), cey , €Kp, (A);
7165},‘, ey Tneﬁh,,v

< la permutation de {1, 2, ..., hy+ ...+ h,~+1} définie par <(1) =1 et
1+l ol ) =14+ Ry 7))
pour 1 Zj—l,i=1,2,...,n. Alors
(Pra) A . A(Wran) =PL(a A . Aas).
En effet, solent ‘7165;'1’ e, GZ,,Eﬁ,,;n, c €S, On a, avec certains
entiers ¢, qs, - . ., ¢n

(We(@i Ao A an)) (0y Tloigyy o os Tariggy + o o0 Tomtiys + s Orrig)
=p(@) (@A Aan)(py Ly ooy Ohy oy T4y ovey OF)
=p(q) [ap“)(qg(ﬂ, ey a;gﬂ)), cee ap(n)(ﬂ'?“”, cee, U,pl;tz))],
(Pra) A A (Fr,a,)) (p, c{.l_lm, e, o‘%l_‘(,m, ey Tty e ey Timig)
- [‘Iﬂ;?mamn (Uggg)(l), ey U?E(Qi()i‘,(hg'v))’ ey f;?,") (lp(n) (a’%ﬁ’)m, ey Ugg}l)(h?w))]

=[P (ge) @ (98, -5 0G0) -0 P(a) i (97, -5 aR ) ]
et 'on voit aisément que ¢ = ¢, + . . . + ¢,. D’out le lemme.
Lemme 29. — Sotent

Pi=(pis - pi)EP, ..., P.=(p}, ..., Pi,)EP,
a1 €Kp,(A), oo €Ky, (A),

eti€f1, 2, ..., h;}. Alors

G AGAAREa A ai AN @y = QL i (g N Aay).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. » 8
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En effet
(A Naj AQsajAaj A Aa)

1 1 / / / /
(P F1s o vs Thys wovs 0Ly oo ey OLyy Tliys ...,a,{i, v O o gk
J— 1
=[apm(a", .. ’Ugom y .-
- / j n, OII
o=y (F1s + o5 0Las 05 0Ly oy a,li), ey Qo (GF, L 71{, 1]

— (Q;+I:1+...+h,~ﬂ+z(“lA. A an))

. . . . .
(Ps 0Ly v ovs Olyy ooy Oy vy Ofy, Ol ...,0',/11,, ceey @F oo, OR)-
Lemme 30. — Sotent

P1-—_—([)}, .. "P;l,)epa ey Pn:([)r;? . '7P;:,,)EP7
a €Kp (A), ..., an,€Kp,(A),

© €S, la transposition des entiersiet i+ 1, €S, ,, . .4 la permutation inverse
de la permutation

(1, 2,3, oo, 1A+ oo hpg, 1+ R4 o+ Ry, .
I P S IV TS =/ VI SRS B PR S SRR
IR T S Y R & oF T SRRy AP S S SE R PR S R )

(qui consiste a « échanger les intervalles d’entiers
[1+ A4+ 1, T+ o+ By
et
[t+li+. ool 1, 1+ Ryt hyg ] 0).
Soit oy =pi+... —l—p}jk— 2k le degré de a;. On a
WA A A G A G G A A =P (201D, o P(@ A A ay)

(le signe p(a;otiy 1) ayant une signification fonctionnelle et non formelle).
En effet, soient €%, ¢, €9, ;- On a

(aﬂ;([)A. A dﬂ—(n)) (P, O'ﬂm . O'}:S“)), ey 0'71‘(71), . /l-;c(n))
= [ @atpq (5T, .. U}fﬂ%)’ <oy oy (9T "”’ o T |
(We(asA---Aan)) (mp, T8, ..o, c}l‘g}), ce, g U}f(ﬁz)

= (... Aay) (Tp, 01, <., 0F)
= [dﬂp(“ (O'?l.[p“), . O'}fp(i)) ey Clﬁp(n)(cﬂfp("), .. };@z%)]
done

G AN N GA A NN ay= (I)(n,c,.'..,e)lpr(“lA- A an).
D’autre part, ¢z ... .o=—1, et

Wo(aiA- . Aan) =p((Pi+-- -+ p}) (P +- PN @A Aay)
=p (20 )We(aA. . A ay).
D’ou le lemme.
Lemye 31. — St a,, ..., a, sont des applications jacobiennes, a,A . . .Aa, est
une application jacobienne.
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Soita=a,A...Aa,. Ona

a(p, 81, -+, 8p) =[apu)(Spm)s -5 Ay (Spm) |-

Donc, si I'on fixe dans a toutes les variables sauf g, on obtient I'application
jacobienne (A,1,; a.(sy), ..., a,(s,)), en désignant par I, lapplication identique
de A. Si I'on fixe dans a toutes les variables sauf une variable autre que p,
I'application partielle obtenue s’obtient en composant une application jacobienne
et un endomorphisme fixe du groupe abélien A; cette application partielle est
donc jacobienne.

Lemve 32. — St ay, ..., a,, by, ..., b, sont des applications jacobiennes, et
st b; est équivalente a a; pour tout i, alors a; A... A a, est équivalente a byA...AD,.

I suffit d’envisager le cas o0 b;=a; pour j=£¢. D’autre part, on peut se
limiter aux trois cas suivants : 1° b;=®a;; 2°b;= W.a;; 3° b; s¢ déduit de a;
en fixant égale a e une variable qui parcourt 5,. Il suffit alors d’appliquer les
lemmes 27, 28 et 29.

TutoriMe 3. — Le sous-groupe Y(A) de Z(A) est stable pour le produit A.
St b,eY(A), ..., b,€Y(A), et si Uun des b, appartient a Y'(A),
alors byA ... Ab, €Y' (A).

Le lemme 31 entraine aussitot que Y(A) est stable pour le produit A.
Pour prouver la deuxiéme assertion du théoréme, il suffit d’établir ceci : soient

alEJPx(A)v ey ai—leri-1(A)7
[)[EY’(A), A € in+1(A)’ ey “ILEJP”(A),
a=a; A . NG A ANOA A Gy

alors, a€Y'(A). On peut méme se limiter au cas o b; est de I'une des formes (1),
(2), (3) (§ 3). Si b; est de la forme (1), onaa€Y'(A), d’aprés le lemme 32.
Si b; est de la forme (2), a€ Y'(A) de maniére évidente. Si b; est une application
jacobienne dégénérée, b; est équivalente & == b;, donc a est ¢quivalente & =a en
vertu du lemme 32, donc a€Y'(A). D’ou le théoréme.

CoroLLARE. — Le produit A dans Z(A) définit un produit A dans X(A). En
particulier, pour le produit A de deux éléments et pour le degré, X(A) est une
algébre graduée.

Prorosirion 11. — S by, ..., b, sont des éléments de X(A), homogeénes de
degrés oy, ..., 0, ona

(25) bIA . AOAb ADADLA. A bn:P(aiai-H‘l‘ I)b1A- . Aby.
St o; est pair, on a

(26) biA---Abi~1AbiAbiAbi+1A~-~Abn:0-
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La formule (25) résulte aussitot du lemme 30. D’autre part, si o; est pair, la
formule (25) entraine que b,A ... A ADADAD A ... 10D, est dordre 2
dans X(A), donc nul puisque X(A) est un groupe abélien libre.

Prorosition 12. — St x €A, yEA, z€A, t€A, on a

() A(y) =z D,
(Z)A)AGR) =2y, 2], |y, 5 2], [5 %, ¥]),
(2,5, 5) A () = ([, t], [y, t], [5 t])

Soit a=(x)A(y)€Js, 2 2(A). On a a(e, e, e)=|z, y|, ot la premiére
formule. Soit @ =(x)A(y)A(5)€J;,,2,2(A). On a

a'((1,2,3),e,e,e)=[x,y, 5], a'((2,3,1),e,¢,¢)=|y, 5 x],-

al((g’ I, 2)’ e, e, 6) :[37 Z, }’],
d’ou la deuxiéme formule. Enfin, soit a"= (x, y, ) A(t)€J,,;5,.(A). On a
a'(e (1,2,3), e)=[a, t], d'(e (2,3, 1),e)=[y, ¢}, (e, (3, 1,2),¢)=[5 (],

d’ou la troisiéme formule.

10. RELATIONS ENTRE LES PRODUITS A ET L’OPERATEUR d. *

TukoriMe 4. — Sotent n un entier > 2, et a,€l, (A), ..., a,€J, (A); de
degrés oy, . . ., 0,. On a, modulo Y'(A),

D(aiA-°'Aan)EZZ:lp(n+ai_'_"'+au——i)a1A-«-Aau—1ADauAau+1A-~'Aan
2 (s ey b3 1y ooy Jup) EBE(pyn—p) 1< p<n}
P(rn+4p—+ 142~ (a0;,+ 1)) (a,A. .. A“i,,)Aa/'lA' -Aa,

—p*

Soientpy=(pis -- - Pi)s - s Po=(PY, - ... pr). On a

a:a1A...ACL,IGJ,Z,,,}’_“,/U}“ ,,,,, ot

,,,,,

s (A)=1Jp(A).

Soit 7 un entier tel que 1=r-h,. On a

(DE,’;‘f,’@;?};;;f,";";ﬁ"_‘;"a) (prals -+ s 04, B U - ST " S OR)
:p(n—l—p}—i—...+_p}l‘—|—...—|—p‘1‘"1—|—...
+ P Py PR P D)y
-Zgﬁeﬂpgc(ij, e L Jus e Jo—p T G o)a(p, o1y -+, 9k)

=p(r4oi+. ot g+ Pl PR P )8,

.2{g¥eﬁpgc(l1, cees Bpi Jas ey Jpup3 Ty 05 OF)

Laom (a8, -y afil)s ooy dpm(at, -, B )]
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D’autre part,

(18 D s ADET e Ol i A Ay
u u u uw n n
(Pr Ohy ooy Tpn ooy Oy e O T, 0, 00y, ooy Oy ey O oy TR
—_ 1 o(1) Pu, ) u i i u
— [a\o(')<°-(4(1)’ cey 0',,0<‘)), . <Dh‘,t- o ip3 i eennfpt ——pa’l) (‘717 ey Ty Ty Ty Ty veey Ghu)v
‘ oin) e
o> ap (9§, -y afl))
e u ! u . .
—[[’01)<a ’ “”Uhom ) ~~~yP(P1+"""]7/-+P+I)5ip-.- ipsJas eeesfpte—p
Y ST ; .
"’f'“eﬁl,"('( ey Ups Juy eeey ey T, O U;[) au(cfy -y o'h,,)a
: ”) o(n
) ao(“)(aq > o-/’o'n))_]
Donc

Dp,1+/1,+ Ay 1
Uy eeesipyJis e :/p"*p

= P(n A e Oy )a1A A A A Dzlf,u.’.,:,il,;/},...,i,,-'{_l,auA RV ARYAN
et, par suite,

Z{ (G oo b s oo Tpu—p) € BEH Py PE— D),
(27) TZr = hy, Iéué’l}Dp,1+h1+ g1y

Uy eeslpiJis ee o Jpli—p

=X p(n+ay 4.+ d)) A A s ADay A A A ay.

Calculons maintenant D'

iy )ip;il’ ‘~-a/1;—p

a. Posant (¢}, ..., 0,)=8,€5), ona

1+ V- Dy +oobhp—y +1 ARy 4.+ - .
QL Qe QU g = (A, Tys an (81), -, au(S))),

ou I, désigne I'application identique de A. Donc

Pt . .

(Dln« ol )ln——pa) (Tv Pa Siy -0y sn) )
. n), 2 1+h 1+hy . olp—g 41 1+l +oo i+ 0
= (Dm.. Jiph i e .,in—,,gcr} KR 'Qc;“ Qe MRER Qaznl "a) (75p)
=p(r+p+1)E L inuy

'[a,it{t>—l(sjt(t)—l )’ .t [a'lo s‘o’i) )’ Tt ai?(r"/(sl‘?f}’))L M a/.ﬂn_l‘-f*l)—‘i(Sj‘r("“‘ﬂ-i—i)—‘l)]'
D’autre part,
((ayA- .. aip) AaA...A a/-n_,,) (7y P> Sy« - -5 i S - sjn—p)
frn [(l/'t“)_‘(sitm_i), ey (ahA. . .A(l,’p) (p, Sy s ey Sip), ceey LZ]"‘{"_IH_‘)Ai(Sjt,n_P_H)_l)]
et "
((li‘A. A (ll'P) (P, Siy ooy sil’) — [aiw(siem), ey aie(p)(sie(")) ].
Donc
(Dif)}-')i’:;/’h-~"jn—’)a> (Ta Py Sy -1y sn)
=p(n—+ p+1)¢, iy
((ags - Ay, VAN .. Aa/n——,)) (T 0y Siyy -y Sipy Sjy -o vy s/'n—,,)

=pn+p-+ I)Eiu-u,i,,:/'n...,/'..—pp(zik>u°‘ik°‘n)
(PR (A A ) AN A A a/l_p)) (7, 0, Sty « -+, Su),
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ou €S, . 4 ..estdéfinie par
(1) =1, m(2) =2, T(3)=hi+...4 Ay +1+4 2, cen
(... +hp+2)=hy+...+ h,"_’,—|— 2.

On a, par suite, modulo Y'(A),

(28) DP!

1:~~~:ip§l.1»~--7/.n—pa E«p(n +P 41

2y (@2, 1) (@A A w) A, A A, ).
Le théoréme 4 résulte des formules (27) et (28).

ConroLraiRe 1. — Soient n un entier >~2, et b, ..., b, des éléments de X(A)
homogenes de degrés a,, ..., a,. Ona

O(biN...Ab)= 2l pn+a+..taua) O A Abu s AObNADL A . A by,
+2{ (i, oo b Juy e Jap) ESE(p,n—p), 1<p<n)
.p(n +P —+ 1 -+ zl’k>jl (a,-kajl—i— I)) ((bhA oo Abip) Ab]lA “ee Abin‘p)'

Cela résulte aussitot du théoréme 4 par linéarité et passage au quotient.

CoroLLAIRE 2. — Soient b,, b, des éléments de X(A) homogeénes de degrés a,, «,.
Ona
0(61A bg) == db1A bg'—l— (})(al) qu dbz-

C’est un cas particulier du corollaire 1.
Ainsi, X(A), muni du degré, de o et du produit A, est une algébre graduée
différentielle.

CororraRe 3. — Le produit (by, by) - by A b, définit un produit dans H 3 (A).

Ceci se déduit classiquement du corollaire 2.

Ce produit sera encore désigné par A. Muni du degré et du produit A,
H 3 (A) est une algébre graduée (non associative). On notera que, en général,
le produit A de plus de deux facteurs ne passe pas au quotient dans H 3(A).

Prorosition 13. — Dans ’algébre graduée H I (A), on a les régles de calcul
suivantes :

(29) TAY2=p(ao—+1) V2 AT

ST Y1, Y2 sont homogénes de degrés a,, a,;

(30) YAY=0

sty est homogéne de degré pair;

(31)  plaras) (MAT) Avs+p(aaa) (T2A7:) A+ plasa) (T2:A71) Ay2=0

SU Y4, Y2, Ys SOnt homogénes de degrés o, u,, ;.
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Les formules (29) et (30) résultent aussitot.de la proposition 11. D’autre
part, le corollaire 1 du théoréme 4 entraine en particulier, si b,, b,, b, sont des
¢léments homogénes de X(A) de degrés a,, a,, o,

d(blAbzA bs) =— db1Ab2A bs— P(a1) b1A0b2A bz—}')(a1+ 052) b1Ab2Adl’3
-+ (b1Abz)Ab3+ p(as%-i- 1) (b, A b;) A\ D,
+p(asas+ 14 aza,+1) (b A by) A by.

Si by, by, by sont des cycles (pour 9), etsivy,, 1., 75 sontleurs classes dans H 3 (A),
on en déduit

0= (1A Y2) Avs— p(%:02) (Y1 AT:) AYa+ p(Rady+ asas) (Y2A73) A i,
d’ou, compte tenu de (29),
(AT A+ p(azon) plands) (TsAT) A+ p(adi+ aza) (T2 A7) A= o,
d’ou (31).

CHAPITRE IV.

HoMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D'UN ANNEAU DE LiE.

11. ALGEBRE COMMUTATIVE GAUCHE D'UN MODULE GRADUE. — Les résultats de ce
paragraphe sont bien connus, et de démonstration facile. Mais il est peut-étre
malaisé de donner des références précises. C'est pourquoi on a dressé la liste,
sans démonstrations, des assertions nécessaires pour la suite. On a fait grand
usage d’une rédaction inédite de J. L. Koszul.

Soit M=ZM°‘ un groupe abélien gradué, les éléments de M* étant dits
=0
homogénes de degré «. On appellera algébre commutative gauche de M et I'on
notera G(M), I'algebre (associative) quotient de I'algébre tensorielle de M par
I'idéal bilatére qu'engendrent les tenseurs de la forme

a@b—p(af+1)bQa (pour aeM*, beMB),
a@a (pour @ de degré pair dans M).

On notera u.¢ le produit de deux éléments u, ¢ de G(M). Le module M s’iden-
tifie 4 un sous-module de G(M). Tout élément de G(M) est combinaison linéaire
d’éléments de la forme a,...a,, ot a,€M™, ..., a,eM*. Un élément de la
forme a, . .. a,, sera dit de degré a,+ . . . + a,, et d’ordre n. Le degré sur G(M)
prolonge le degré de M. L’ordre sur G(M) prolonge I'ordre sur Msil’on convient
que tous les éléments de M sont d’ordre 1. On appellera degré total sur G(M)
(et sur M) la somme de I'ordre et du degré. Il y a un élément unité dans (;@B‘, N f N

AL v R
qui est d’ordre o et de degré o. g \.\0‘ . '.‘\)
{' "/u(”‘ ﬁvhqwfy
g ');f“““‘ L
Nl .
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Sia(resp. b) estun ¢lément de G(M) de degré a(resp. 8) et d’ordre o (resp. 3'),
on a
ba=p(af+da'p)a.b.

Soit M+ la somme des M? pour p pair, M~ la somme des M” pour p impair.
Alors, G(M*) s’identifie 4 la sous-algebre de G(M) engendrée par M+, et
a Palgébre extérieure A(M*) de M*; G(M™) s’identifie a la sous-algebre de G(M)
engendrée par M-, et a I'algebre symétrique S(M~) de M—. Et G(M) s’identifie
a I'algeébre produit tensoriel tordu A(M*)QzS(M~), la graduation utilisée pour
définir ce produit tensoriel tordu étant I'ordre, a la fois sur A(M*) et sur S(M™).
Si M* (resp. M™) posséde une base totalement ordonnée (a;) [resp. (a;).er |
formée d’éléments homogénes pour le degré, G(M) posséde une base formée
des ¢éléments a,a, ... a aya, ... .dy, o0 i, <. . <l L0200 0,
¢léments qui sont homogénes pour le degré et I'ordre.

Pour tout n=o, 1, ..., et pour tout systéme d’entiers a, > o, ..., a,> 0,
s0it Dy, o, o, uneapplication multilinéaire de M* >< ... > M* dans un module X.
Supposons que, pour ¢, €M™, ..., a,€M*, on ait

Doq,.“,a,,(au ceey Ug)
"—'p(akak+1 —+1) Da,.A,.,akm,,ak“,ak,akﬂ ..... an(ﬂh ceey Gty Qppay Gy Qhgsy - oy ()
et
Doy, oo oty i 0ty Gty oo @ (s =+ o5 @kety Gy Gy Qhpry -+ -y Q) = O POUT G PAILr.

Alors, il existe une application linéaire et une seule D de G(M) dans X telle que

D(a1a2 e (Zn):Dai,a,,_.,,O(,,(ah Aoy oo oy dn)

quels que soient a, €M™, ..., a, €M™,

Soit v un endomorphisme de M diminuant le degré d’une unité. Il existe une
antidérivation (et une seule) v’ de G(M) prolongeant v, c’est-a-dire un endo-
morphisme v’ du groupe G(M) tel que /(1) =o, et

n'(a.b)=mn'(a)b+ p(a)an'(b) .
si a, b sont des éléments de G(M) et si a est de degré «. Cette antidérivation v’
diminue le degré d'une unité et conserve l'ordre. Si a, €M™, ..., a,€M*, 0ona

n

‘n’(ap..a,t):Zp(m—w—. et dyg) @y By (NGL) By -+ o v e

u=1

L’algébre commutative gauche G(M+ M) de la somme directe M+ M
s'identifie au produit tensoriel tordu G(M)®zG(M) défini de la maniére
suivante : le module G(M)®zG(M) est le produit tensoriel ordinaire du
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module G(M) par lui-méme; la multiplication dans G(M)®zG(M) est définie

par (a,Q by)
(@ by) =p(Bros+ o)) (aray) ® (bib,)

si b, (resp. ay) est d’ordre (3, (resp. «,) et de degré B, (resp. as,).

L’application @ — (a, @) de M dans M—+M se prolenge d'une seule .
maniére en un homomorphisme A (appelé application diagonale) de G (M)
dans GIM+M) =G(M) ®zG(M). Sia, €M™, ..., a,€M*, ona

Alay.o.a) = (@ R1+1Q a)) .. (aRQ14+1Q @)
=2{(lhy ooy bps Jis ooy Jnp)ESE(p, n—p)}
.p(};ik>/l(a,~ka”+ I)) ((1[‘...a,-p)@(ajl...ajn_l,).

Soit G(M)* le dual du module G(M). Les applications canoniques
A
GM)* < GIM)*>G(M)*QzG(M)*~ (G(M) ®zG(M))— G(M)*

définissent une multiplication dans G(M)* qui fait de G(M)* une algébre
associative a élément unité. Si f€G(M)* et g€ G(M)*, on a

(f&)(ar - an) =2 ({1, -, 3 J1y s Juep) EBE(p, n —p)}
PR ey, + 1) flay . a,) g(a, - .- a,_ ).

L’unité de G(M)* est la forme linéaire nulle sur tous les éléments d’ordre >> o
de G(M), et égale a I'identité sur Z.

Les ¢léments de G(M) de degré total donné forment un sous-module de G (M)
dont le dual s'identifie 4 un sous-module de G(M)*; la somme de ces sous-
modules est une sous-algébre de G(M)* qui sera désignée par G(M)*~, et sera
appelée le dual gradué de G(M). Le degré, 'ordre, etle degré total définissent un
degré, un ordre, et un degré total sur G(M)*~. Si f&€G(M)*~ [resp. g€ G(M)*~]
est de degré o (resp. ) et d’ordre o'(resp. '), onag.f=p(af+ ') f. g
Les éléments d’ordre 1 dans G(M)*~ engendrent une sous-algébre de G(M)*~,
dont I'orthogonal dans G(M) est réduit a o.

12. Les expomorerisMES d ET ¢ DANS G(X(A)) er G(X(A))*™ — Dans toute la
fin de cet article, A désigne désormais un anneau de Lie.

Formons l'algébre commutative gauche G(X(A)) du groupe gradué X(A).
Les combinaisons linéaires des éléments de la forme a, . . . a,, ou

a  €Xp,(A), ..., an€Xp, (A) !

forment un sous-groupe de G(X(A)) qui sera désigné par X, .p (A). Le
groupe G(X(A)) est somme directe des X, .., (A) qui sont distincts. Puisque
es Xp,(A) sont des groupes abéliens libres, les Xy ., (A) sont des groupes
abéliens libres et G(X(A)) est un groupe abélien libre.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 9
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L’endomorphisme 0 de X(A) se prolonge de maniére unique en une anti-
dérivation de G(X(A)). Composant avec I'endomorphisme qui multiplie
par p(rn—+1) les éléments d’ordre n, on obtient un endomorphisme qui
prolonge encore o et qui sera noté 9. Si a,, . . ., a, sont des éléments de X(A)
homogénes de degrés «,, ..., a,, ona

n

(32) é(a. . a,l):Ep(n LA e ) Ay Qg () By - - e

u=1
1l est clair que @ conserve I'ordre et diminue le degré d’une unité.
Lemme 33. — On a 00 = o.

En effet, si a et bsont des éléments de G(X(A)) de degrés e et 3, d’ordres a’et 3/,
on a
Jd(a.b)=0(p(p')da.b+ p(a)p(a')adb)
P(B) p(B)(3da)o +p(B) pa—1)p(a’) da ob
+p(a) p(a)p(B)0adb + p(a)p(o) p(a)p(a')addb
= (5 5a)b + a(b, b’b)

I

Done, l'ensemble des zéros de 90 est une sous-algebre de G(X(A)), qui
contient Z et X(A) (corollaire du théoréme 2), donc qui est identique a G(X(A)).

Lemve 34, — Il existe un endomorphisme et un seul E du groupe G(X(A))
tel que ’

(33) E(a...an) =2 (i, .oy Gy Jis ooy Ju-p) €EBE(p,n—p), 1<p_n|
p(rn—+p—+ iy~ (a,0,-+ 1))(ait'A'...Aaip)a/,...ajn_P

quels que sotent a, €X(A), . .., a,€X(A), homogénes de degrés a,, . . ., a,.

Le second membre de (33) est évidlemment multilinéaire en a,, ..., a,.
Soit c€%, la transposition de u et wu—1. Posons a,=a,;, qui est de
degré a,= a,;, et étudions

20 ooy ps Jis o Jup) ESBE(p, n—p), 1<<pZn}
p(n +p—|—Eik>il(a§ka}[+1))(a}iA...Aa}P)a}i...a,’nv

1° Stu=1, u+-1=1,,4,0na

p(n—+p—+Zysj(aa,+1)) (a,A. .. Aa,fp)a}1 e a;n_P
=p(n+p+ Ty (2q0;+1) p(tuduri+1) (@A Aay)a;, ... a4,

d;aprés la proposition 11.
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2° Stu=j,, u+1=Jj,.,, 0na

prn+p—+ 32~ (0 a,+1)) (e A A alfp)a;‘ - a,’»n_P
=p(n—+p -+ Zpsj(a,0,+1)) plotudu+1) (A . A @), - .,

d’aprés les lois de commutation dans une algébre commutative gauche.
3> Stu=1¢, u+1=j,0na

pn+p+ i~y (aa+1) (A Ad)w,...q,
=p(n+p+2ysi (o doyy+1)) (oA - A doyy) oy, - - - o,y
= p (1 + P+ Zouy> oo (o oy + 1) = (2aurs + 1)) (Ao A - A toy,) Aoijy - - - Aoy, )
.

et 'on a le méme résultat si w =j,, u +1=1¢,. Donc

2Ty oy Bps iy oo s Jup) ESE(pyn—p), 1<pLn}
pn—+p+ 2y~ (o a,+ 1)) (K. ..Aay)ay, ... a,
= p(oyyp1+ I)Z{(iu ceey ip§.]'17 .. .,j,l“/,)eﬁf(p, n—p), I<Pén}

p(n—+p+ s +10) (G0 D)) aj, .

Maintenant, si a,,,=a, et si «, est pair, ce qui précéde prouve que le
second membre de (33) est égal a son opposé dans G(X(A)). Comme G(X(A))
est un groupe abélien libre, le second membre de (33) est nul. D’ou le lemme.

On définira 'endomorphisme’o du groupe G(X(A)) en posant

0—=0d+E.

Comme E s’annule sur X(A) et sur Z, o s’annule sur Z et prolonge
I'endomorphisme 0 de X(A). On désignera par ¢ I'endomorphisme transposé
de o dans G(X(A))*, quis’annule sur Z.

ProrositioN 14. — L'endomorphisme o de G(X(A)) diminue le degré total d’une
unité. I'endomorphisme & de G(X(A))*~ augmente le degré total d’une unité.

Il suffit de prouver la premiére assertion. Or, o diminue le degré d’une
unité et conserve 'ordre. D’autre part, soient a,, . .., a, des ¢léments de X(A)
de degrés a,, ..., a,. Le degré total de a,.a,...a,estn+oa,+ ...+ a,. Le
degré total de (a,A. .. Aa,)a,. . .a;_ est, compte tenu du lemme 26,

N—p T4 Ot Uy P — 2 W 0 =R — T U Oy,

donc E diminue le degré total d’une unité, ce qui prouve la proposition.
Remarquons aussi que 0 n’augmente pas 'ordre, donc que ¢ ne le diminue pas.

Lemye 35. — Soit w ’endomorphisme du groupe G(X(A)) qui multiplie un élément
d’ordre n par p(n). Soit O I’endomorphisme du groupe G(X(A)) Rz G(X(A))
qut est tel que Q(a @ b) = p((a—+ o)) (a@ b) lorsque a (resp. b) est de degré «

(resp. et d’ordre o' (resp. (3'). Alors, st A désigne U'application diagonale
P P 8 PP 8

9.
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de G(X(A)) dans G(X(A)) ®zG(X(A)), on a
Ad=(0®w+2(1Q0)Q)-A.

En effet, soient a,, ..., a, des éléments de X(A) de degrés a,, ..., «,. On a

(Ad)(ar...ap)= Z{(&y ooy Bps J1s - s Jap) EBE(p, n—p), 1 ZLuLp, 0 ZLp Zn}
p(r+i+oai+. o+ 2y, (29, + 1) — 25 ),9,)
(@ day, - a,) Q (- ay, )

A= {1y ooy Ly Jits ooes Jup) EBE(pyn—p), 1ZuLn—p, 0Lp Zn)
p(rt1+ oot g+ By, (g @, 1) — By, )
() @ (. 0ay, -y, ) ¢

A Z{ @y ooy Bps Jus een Jos Kay ooy Knepy)

€34(p, gy n—p—q),2Zp=n,0=qg=n—p|
P p 2, (@, 1) Sk, (000, 1) -+ 2 sk, (2, %0, =4 1))
(e D)y a) @ (- - k)
F 2Ly ey by Sy s Jgs Ky oy kuepyg)
e3f(p,gyn—p—q)2<Lg<Lno0LpZn—q|
P+ g+ 09,0+ 1) + 2,5 1,(9, %%+ 1)
+ S, (@i, 1) + (2o, 4 q) (2ay) + p)
(g a,) @ (@A A wy) ary e o @y, )s
(OQw)A)(ar.eea) = Z{(&y +ovylp Jiy vy Juep)
€5f(p,n—p),1ZLuLp,oLpZn|
P (B> (@ %4 1) +p 4+ 1 a4 oo+ % 1 —p)
(- Oay, .. .a;,) @ (a,. .. a,_,)
2y oy Bps Juy ooy Jgs Ky ooy knepy)
€3t(p, s n—p—q),2Lp=n,0=q=n—p|
P (B> r(2nor,+1) + 2, > 1, (2, 20,4 1)
+p+g+p+ 2, (e, +1)+n—p—q)
(e Aag) 4, - c05) @ (g, - - py)s
(RO LAY (ay.c.a)y= Z{ (i1, «evylp; Jis «ny fnp)
eSf(p,n—p)1LuLn—p,oLpZn}
P(Zi> g (2, +1) + (2ay+p) (2ay,,)
+n—p+1+o+...+ o, + (Za+p) (L, —1)
(. a,) @ (a4, .. day, ...y, )
F2{ (T ooy B3 Jas oo on Jas Ky ooy Knpg)
€St(p, n—p—9h2=g=n,0=p=Zn—q|
PR (%50, 1) 4 2>k, (% %5, 1)
+ (Zoy+p) (Baj,+ Zoy,)+n—p+gq
+ 2> 1,(%, 06+ 1) + (Zay+ p) (2o, + g + Bay,))
(o) @ (@A A ay) g, e, ).

Soient T, T,, ..., Ts les termes généraux de ces sommes successives. On a
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aussitot T, ="T;, T;="T,. Les coefficients de T, et T, ont pour rapport

Pr+1+ ooy g+ s, 0y -
+ (Zay+p) (2, + ey, —1) +n—p 140+ ..+ ,,)
=pZay+a+...4 o+ ey p+p 4o+ ) =1,

donc T,="T.. Les coefficients de T, et Ty ont pour rapport

p(n g+ Z(a, 0,+1) + (Zay, +q) (Zay)
+p+ (2ay+p) (L2, + Zop) +n—p+q+ (Zoay+ p) (2a;,+ g+ Zaz,))
= p (2w, o0+ 1)+ (Zay,) (Zay) +q(Zay) + (o) ¢ + pg)
=p((Za;,) (Zay) +pg + (Zay,) (Zay) +py) =1,

done T,="1,, ce qui achéve la démonstration.

Lemme 36. — Ecrivons ¢ = ¢, -+ 0,, ot 8, modifie l'ordre d’un entier pair, et
otr 8, modifie Uordre d’un entier impair. Soit f (resp. g) un élément de G(X(A))* ,
de degré o (resp. §3) et d’ordre o' (resp. 3'). On a

O(f-8) = p(B) (0f)-8 +[-(8:8) + p (o + &) f.(3g).
En effet, en identifiant canoniquement G(M)* ®z G(M)* a (G(M) ®zG(M))*,

on a
8(f.8)="9A(fRg)="Ad) (fR&)
=(A(VQRW))(fR) + (A QIRWD)Q) (fRE).

Or .
(‘A(OQ)) (fR®g)="A(fQp(B)g)=p(B)(3f)-8,
(‘A'QR((1R0)'Q2) (fRg)=p((a+a)B)ARIRD) ()
=p((a—+a)B)ARfQIg)
=p((a+ao)B)ARFR g+ R 8)
etPona
QR(fR0g) =p((a+a)(B+1)fQ dg,
RUIRIg)=p((a+d)B)fR s
Donc

(‘AR RI)L)(f®Z) =p(a+ o) A(fQdg) +'A(fR dg)
=pla+d)f.(0g) +[-(6:8),

ce qui achéve la démonstration.

TrtorEME 5. — On @ 90 = o dans G(X(A)), 68 = o dans G(X(A))" .

Soient a,, ..., a, des éléments de X(A) de degrés «,, ..., a,. Montrons
d’abord que la composante homogéne d’ordre 1 de 9d(a, ...a,) est nulle.
Sin=1, ceci résulte du corollaire du théoréme 2. Supposons n > 1. Observons
d’abord que la composante d’ordre 1 de d(a, ...a,) est a,A...Aa,. Utilisant
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plusieurs fois cette remarque, on voit que la composante cherchée est

Zﬁm‘p(n—i—l—}—m—}—....—l— Cymt) WA A A(O) A Gus .- A ay,
+Z{(lia RS ip;jh "cyju—-p)eﬁf(]), n—-p), I<p<n}
p(n+p+Zysj(ogo+1) (@A . Aa,) Ag A A, ) + (A Aay).

Notre assertion résulte alors du corollaire 1 du théoréme 4.

Par transposition, 66 s’annule sur l'ensemble des éléments d’ordre 1
de G(X(A))*™. Soit maintenant f (resp. g) un élément de G(X(A))*™~ de
degré a (resp. B) et dordre o (vesp. B'), et supposons 88/ =388g =o0. On a

o(f-8)=p(B)(3f)-8+[-(0:18) + p(a+a) f.(5g).
Donce

(34) d3(f.g)= pE)pE)(30f.8) 4+ p(B)(3f)-(d1g) +p(B) p(a—+ o —1)(3f).(dg)
+ P H+1)(3f)-(8:18) + f-(3:101g) + p(a—+a') f.(8:8,2)
- pla+ o) p(B) (8f)-(308) + pla-+ o) f.(3:0,8)
- pla-ta) pla+a) f.(30ug)
= /(10,8 + 00808 + p(a + a') (8018 + §1908))-

Or, la relation
0= Sﬁg: (8181g—|— 60805”) -+ (8061g+ 6160g)

entraine, par des considérations d’ordres,
04 613’4‘ 00008 = 09018 + 0,08 = 0.

La formule (34) montre alors que 88(f.g) =o.

Donc 38 s’annule sur la sous-algébre de G(X(A))*~ engendrée par 'ensemble
des éléments d’ordre 1, de sorte que 09(G(X(A))) est orthogonal & cette sous-
algébre. Donc (G33(X(A)))=o et, par suite, dd = o, 35 =o.

On considérera G(X(A)), G(X(A))*~ comme des complexes en les munis-
sant de o9, de &, et du degré total. Le groupe d’homologie de degré total n
de G(X(A)) [resp. G(X(A))*~] sera désigné par HJ,(A) [resp. HI"(A)].

Le schéma ci-contre résume la structure du complexe G(X(A)) jusqu’au
degré total 4. Sur une méme verticale, on a placé les points représentant
les Xp, p;p,(A) pour un méme degré total. Les segments issus de ces points et
dirigés vers la gauche indiquent dans quels Xg;q, .. .q, (A) I'opérateur o envoie
les éléments de Xy, p. .. .p.(A).

13. HoMoLoGIE DES ANNEAUX DE Lik. CAS D'UN GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit ® un
groupe abélien dans lequel opére I'anneau de Lie A : pour tout x €A, on s’est
donné un endomorphisme 6 — x.9 du groupe @ et 'on suppose que

() + 25) 0 =2,.0 4+ 2,.0, [21, :].0 =21 (2:.0) — 25 (2,.0).

On va définir, pour tout a€Y(A), un endomorphisme 0 — a.0 du groupe 0,

Ve
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tel que (a,4-a,)0=a,.8+ a,.0. Il suffit de définir (arbitrairement) endo-
morphisme 0 — a.0 lorque a€J,(A). On pose :

1° a.§ =o si p n'est pas de la forme (2, 2, ..., 2);
2 a.8=a(e, ..., e).0sipestdelaforme (2,2, ...,2).

Lemme 37. — Si a et b sont des applications jacobiennes équivalentes on a
a.9=1>5.9 pour tout €0. Si A ou @ est sans 2-torsion, et si a est dégénérée, on a
a.9=o pour tout H € 6.

Si a n’appartient pas 4 un ensembleJ, ;5 (A), b n’appartient pas non plus
aun ensemble Ji, ,, . 2 (A), donc a.0=0b.0=o0. Supposons a€lJi,,,, . (A).

X2;2;2;2

3,3

OnaRael,(A), Bbel,(A); Raet Wb sontéquivalentes, done (Ra)(e) =(Rb)(e)
comme on l'a vu au paragraphe 7, donc a(e, e, ..., e)=0b(e, ¢, ..., ¢),
donc a.0=>5.0. Si a€ly,, . .(A) est dégénérée, Wa est dégénérée,
donec (Ra)(e)=al(e, ..., e) est d’ordre 2 dans A. Si A est sans a-torsion, on a
donc a(e, ..., e)=o0, a.0=o0. Dans tous les cas, a.0 est d’ordre 2 dans 0,
donc nul si O est sans 2-torsion.

PropositioN 15. — St A ou O est sans 2-torsion, I’application bilinéaire (a, 0) - a.0
de Y(A)><0 dans O définit par passage au quotient une application bilinéaire
de X(A)><0 dans 6. ’

Ceci résulte du lemme 37, et du fait évident que (@ —+ (=a)).0 = o quels que
soienta€J(A) et 6 €0.
Si aeX(A), on notera encore 0 — a.0 I'endomorphisme de @ défini par a.
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Levme 38. — Quels que soient a€Y(A) et 0€0, on a (Da).0 =o.

Il suffit d’envisager le cas ou a€J,(A)=17J, . ,,(A). Si deux des p; sont
distincts de 2, aucun des Df,’,’.’.:,zp;;l,...,;,,ﬁ,,a n‘appartient a J, . 5 (A),

done (Da).0=o0. Si tous les p; sont égaux a 2, on a Da=o. Supposons
doncp=(2,2,...,2,n,2,...,2), napparaissant a la s* place. On a

p,r . — . p,s .
Diu’wlp:/u-.-,1,,,-,.“—0 pour r=s et Dil’-“vl/);]t»-"Ju—naeJ('-’s2:~'~:2:”7,)+1:p:2:~~~;2J(A)'

Sin>>3, au moins I'un des nombres p, n — p +1 est > 2, donc (Da).0 =o.
Reste enfin le cas ou n=23. Soit b=NRa. On abe€J,(A), donc b =(x, y, 2),
avecx -+ y + z=o0.D’autre part, Da=Db[mod Y'(A)] et Db = () + (y) + (3),
done

Db =2 0+y. 0 +2.0=(z+y+5).0=0.

Donc (Da).0=o.

Lemyme 39. — Soient a, €, (A), ..., a,€l, (A). Si Uun des p; n'est pas de la
forme (2,2, ...,2),ousin >2,0ona (a,A...Aa,).0=o0 quel que soit 6 €0.
En effet, a, A...Aa, €T, 5, ... p.(A).

Lemme 40. — Quels que soient a, € Y(A), a,€Y(A), 1€0, ona
(asAas).0=a,.(a,.0) —a,.(a,.9).

Il suffit, d’aprés ce qui préceéde, d’envisager le cas ou

¢¢1€J(2,2,,..,2\(A)a (12€J(2,2,...,2)(A)-

Alors, a;Aa, €Js 0, .. 21(A), et
(A as)(e, ...,e)=[ai(e, ..., e), a(e, ..., e)]
Done
(A as).0=[ai(e, ...;e), as(e, ..., €)].0

=ai(e, ...,e).(a(e, ...,e).0) —a(e, ..., e)(ai(e, ..., e).0)
=a;.(a:.9) — a,.(a;.0).

Prorosition 16. — On suppose A ou O sans 2-torsion.

a. Soient a,, ..., a,(n>x2) des cléments de X(A) de degrés a,, ..., a,, et
soit 0€0. On a (a,A...Aa,)0=0, sauf st n=2, a,=a,=0; dans ce
dernier cas,

(A as).0=a;.(as.0) — a,.(a,.0).

b. Ona (da).0= o quels que soient a€X(A), H €0.

Ceci résulte aussitot des lemmes 38, 39 et 40 par passage au quotient.
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PropositioN 17. — On suppose A ou O sans o-torsion. Il existe un endomorphisme
et un seul, noté encore 9, du groupe abélien G(X(A))®z0, tel que
(35) 0((ay...a,)®0)=0(ar...a,) RO

n

—I-E,p(n—l—u—l—l)(m e G g e @) @ (@4 0)

u=—1

lorsque ay, . . ., a, sont des éléments de X(A), de degrés a,, . . ., a,.

Le deuxiéme membre de (35) est multilinéaire en a,, ..., a, 0. Silon
permute a, , eta,, d(a, ... a,) R 0est multiplié¢ par p(«, o, 1). Pour v£u
et v—15£u, a ... 4G4 ... a, est multipli¢ par p(a,a,,+1). Enfin,
comparons les expressions

(36) pv—1) (a1 oz tn) @ (B—y.0) 4+ pE)(ar... s Upsis ... ) R (@.0)
et

(37) PO —1) (e Gps e Qi Qoiq o ) R (.0)
+p(0)(@1ee Gomo @y Qoig - @) @ (Fp—1.0).

Il est immédiat que la deuxiéme est 'opposée de la premiére. D’autre part,
a, ,.9=a,.0 = o sauf si 'un au moins des nombres a,_,, «, est nul. Mais, dans
ce cas, p(a,_ya,—+1)=—1. Dans tous les cas, 'expression (37) se déduit de
I'expression (36) par la multiplication par p(e,,a,~+ 1). Donc le deuxiéme
membre de (35) est multiplié par p(e,_,a,~+ 1) quand on permute a,_, et a,.
Si a,* = a, et si o, est pair, tous les termes du deuxiéme membre de (35) sont
nuls sauf éventuellement I'expression (36), qui est alors formée de deux termes
opposés; donc le deuxiéme membre de (35) est nul. D’ou la proposition.

Si @ =2, si .0 =o pour tout x € A et tout 0 €0, et si 'on identifie canoni-
quement G(X(A)) ®z0 a G(X(A)), I'endomorphisme o de la proposition 17 se
réduit a 'endomorphisme o déja défini dans G(X(A)).

Soit @ un ¢lément de G(X(A)) de degré o, d’ordre o/, de degré total a + o'.
On munit G(X(A))® 0O de diverses graduations en considérant a @ 0 comme
de degré a, d’ordre o', de degré total o + o'.

Prorosirion 18. — L’endomorphisme 0 de G(X(A))®z0 diminue le degré
total d’une unité.

En effet, avec les notations de la proposition 17, si § est le degré total
de a,...a,, d(a,...a,)R 0 est de degré total 3 — 1 d’aprés la proposition 14.
D’autre part, si a,.0 =~ o, le degré total de a, est 1, donc a, ...a,,.a,,...a,
est de degré total 3 —1, done (a,...a,4.a,...a,)Q(a,.0) est de degré
total B — 1. D’ou la proposition.

TakorEME 6. — On a 90 = o dans G(X(A)) ®z0.
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Avec les notations de la proposition 17, on a, compte tenu du théoréme 5 et
de la proposition 16 ‘
2 ((ay...0n)R0) = Z{1LiLn, 1 LjZn, i)
pr+14+ o+ . ay) p(rn+j+1)
Oy @ O o Oy @ e ) R (. 0)
+ 3 Zi<j<Znlpn+i+j+1)pn—141+1)
.(al...ai_l.a,-+1...a,~~1.a]~+1.‘.an)®((a,~bAaj).0)
H 2Ly s D3 J1y eoes Jup) ESE(pyn—p), 1<pLn—1,1Zqg=Ln—p}
p—+p—+ Zysj(aa,+1)) p(n—p+1+4g-+1-+1)
(e A ANy, . oaaoa, ) @ (a;,.0)
+23{1LiLn, v ZLjZn i Zj p(n+j7+1)p(n—+ oy ...+ opy)
(@ @ OOy Oy ) @ (. 0)
A+ 2y eer Uy J1s s Jup) EBE(p,n—p), 1<pLn—i,1Lq=n—p |
p(rn—jy+1) pn—1+p+ 2y (0, 0+ 1) — zik>iq(“ik %, 1))
(e A Aay)ay, .o g q) @ (a,.9)
+I{1Zi<jZnlpn+j+1)p(n—1+i-+1)
@y e Mg Qi+ gy ) @ (. (@ 0))
+21=j<iZnlprn+j+1)pn—1+i—1-+1)

(@ Oy Cjag e By Qg ) @ (i (@ 0)).

Désignons les termes généraux de ces sommes par Ty, T,, ..., T;. On a immé-
diatement T,=—T,. On a T,=—T;; en effet, le rapport des coeflicients
de T, et de T, est

¥
prtp+n—p4+i+qg+n—+j+1+n—1+p— 2y (0,0 +1))
=pp+qg+1-+J,+ 2y (005, =+ 1)).

Or, lorsque les termes considérés sont non nuls, on a ;= o, donc
Jo+ Zisj, (a0, +1)

est ¢gal au nombre total des indices 7, c’est-a-dire a p, augmenté du nombre
des indices j; qui sont inférieurs ou égaux a j,, c’est-a-dire ¢. Le quotient
considéré est done p(p+qg—+1+4+p—+q)=—1, d’'ou notre assertion. Enfin,
la derniére somme peut s’écrire. .

iZi<jZnlp(n+i+1)p(n+j-+1)
(e g Qg e By Qg e ) @ () (. 0)).

Soit T, son terme général sous cette forme. On a T,+ T, + T, =o0; en effet,

T4+ To+Ti=pE+ ) (@ e Gy Oy oo Qg Qe+ . - @)
R ((aiAaj).0 —a;(a;.0) —a;.(a;.0))
et
(A a;). 0=a;.(a;.0) —a;.(a;.0).
D’ou le théoréme. '
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Ainsi, lorsque A ou 0 est sans a-torsion, G(X(A)) ®z0, muni du degré total
et de 0, est un complexe. Le groupe d’homologie de degré total n de ce complexe
sera désigné par HJ, (A, 0).

Pour les degrés totaux o, 1, 2, 3, 'endomorphisme 9 se calcule grace aux
formules suivantes, qui résultent aisément des propositions 10 et 12

(38) d0=o,

(39) I(2)@0)=—=.0,

(4o) (2,7, 5)@N=(2) Q1+ (1) QI+ (5) R0,
(41) (). () @N=[2y]Q@0+y®(2.0) —2zQ (r.9),

]
Woow

"

9(
x Yy

(42) d<< -y ’>®0>: (@, 2, 2") @0+ (y, ¥, ¥) R0+ (5, &, ) Q0
xll yl/

— (2,5, 5) @0—(2,),5) ®0— (2,5, 5")®H,

Sxy =t
43 o = y # ¢ |\®6
wl/ yll le t”

= (2,2,2")QR@0+(y, ¥, y)R0+ (5 5, ") Q0+ (¢, ,¢")Q®0
—(zy Yy, —2z—y)RQ0— (3¢ —z—t) QU—(2,¢, —2'—)R0
— (5, =y =) R~ (2,3, —2" =) QO — (', ', =y — ") R, .
(44)  9(((z,5,2).(6)) R =— ((2).(1)) ®I— (1) (1) @I —((2).(£)) ® O
+ [z, t], [y, ¢}, [5 t]) @ 0 — (2, ¥, 5) ® (£.9),
(45) o(((=)-(1)-E) RN =— [z, y])(z) @O+ (([#, 5])-(¥) &
— (>, 2D (2) @+ (=, 7, 2], [y, 5 2], [5 2, y DR O
— (&) Q@x.0 + ((#).(2)) Q@ (¥-0) — ((®) -(¥)) R (5.9).

14. CoHOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LiE. CAS D'UN GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit
toujours ® un groupe abélien dans lequel opére A. Considérons les homomor-
phismes des groupes abéliens G(X(A)), Xy, p,....p,(A) dans le groupe abélien 6.
IIs constituent les groupes Homz(G(X(A)), 0), Homz (X, ., (A), O) Le
deuxiéme groupe s’identifie canoniquement 4 un sous-groupe du premier. La
somme des Homgz (X, .p (A), ®) quand p,, . . ., p, varient, est un sous-groupe
de Homz(G(X(A)), ©), quon désignera par Himz(G(X(A)), @), et qui est
muni d’un degré, d’'un ordre et d'un degré total.

Provosition 19. — On suppose A ou O sans 2-torsion. Il existe un endomorphisme

" et un seul, noté encore 0, du groupe abélien Himz(G(X(A)), 0), tel que U'on ait,

pour tout f€Homz(G(X(A)), 0)
46) (8f)(ay...an)=f(0(ai...a)) -I—Ep(n +u)ay. fa ... Qu. Qups. . @)

u—=1
lorsque a,, . . ., a, sont des éléments de X (A) homogénes de degrés a,, . . ., «,,.
SiI'on permute a,_, et a,, I'expression

f@(ay...a))+2{1Zun, uFo—1,uFv}ay.f(...0u 1 -Quyr-..a,)
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 10
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est multipliée par p(a,_, o, + 1). Ensuite

(47) PO —1) oo f(r e ool .. @n) A P(9) o f (U - o+ gy lips + - - T)
est remplacé par

(48) po—1)a,. fa ... Gpis-. )+ p(©) oy . f(@...0_.av...a,)

et les expressions (47), (48) sont opposées; d’autre part, elles sont nulles sauf
si 'un au moins des nombres «,, ,_, est nul, auquel cas p(ot,_yo0,+1) =—1.
Dans tous les cas, (48) se déduit de (47) par multiplication par p(o,_,o,~+1).
St a,=a,_, et si a, est pair, le deuxiéme membre de (46) est nul. D’ou Iexis-
tence d'un élément ¢f de Homz(G(X(A)), ©), et méme, comme on le voit
facilement, de Homz(G(X(A)), 0), tel qu’on ait I'égalité (46). Il est clair que 8/
dépend linéairement de f.

Proposition 20. — L’endomorphisme & de Homz(G(X(A)), ©) augmente le
degré total d’une unité.

Ceci se démontre comme la proposition 18.
TatoriME 7. — On a 68 = o dans Himz(G(X(A)), 0).

La démonstration est analogue a celle du théoréme 6. Indiquons seulement
le calcul de S2f

00f) (@rvan)= 2{1LiLn,1LjLn, i )pn-+1+4 a,+...4+a;q) p(n+ )
i (@ Ay O Oy e e By Gy e )
+IfrZi<jZLnlpn+i+j+1)p(n—141)
aNay) f(age @y Gipg.. o Qjg Q... Q)

-2 { (@1 s i J1y eor Jup) ESE(pyn—p), 1<pLn—1,1ZLq=Ln—p}
p(n+p—+ Zysj(ay0;+1)) p(n—p +1+q+1)

S B Ay, .., )

+E{1ZiZn, 1L Zn, iEf p(n+)) pr+ o+ o)
i f(@y e A O g o Oy By )

+ Z{ (s ooy bp3 Jits eoer Jup) EBE(pyn—p), 1<pLn—1,1Zqg=n—p}
pn o) p(n—1+p + By (e 0+ 1) — By, (%07, 41))
i f(a A Ay g, ooy, )

+Ef1Zi<jZnlp(n+i)pn—1+j—1)
(i (@ flag o g @y oo Qjy @jr oo @y)))

+ifiZj<iZnipn+ipn—1+))

(i@ flar. o @iy Qjag oo Gy Gypq ... @y)))

et tous les termes se réduisent deux a deux.

Ainsi, lorsque A ou 0 est sans 2-torsion, Himz(G(X(A)), ©), muni du degré
total et de &, est un complexe. Le groupe d’homologie de degré total n de ce
complexe sera désigné par HJ"(A, 0).
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Soit @ un autre groupe de coefficients dans lequel opére A, et soit @ un
homomorphisme de ® dans @' permutable avec les opérations de A (autrement
dit un homomorphisme de A-modules). On suppose @’ sans 2-torsion si A n’est
pas lui-méme sans 2-torsion. Soit w, 'homomorphisme de Homz(G(X(A)), 0)
dans Homz(G(X(A)), @) défini canoniquement par @. On a w,08 =30, (on
désigne par la méme lettre & I'opérateur de cobord dans Himz(G(X(A)), ) et
dans Homz(G(X(A)), ©")). Donc w, définit, pour tout », un homomorphisme w,
de HJ"(A,0) dans HJ"(A,0"). Il est immédiat que HJ"(A, ©) est un foncteur

covariant de ©. Si
0>0->0"50">0

est une suite exacte de A-modules, la suite d’homomorphismes associés

0~ Hom, (G(X(A)), 0) - Hom, (G(X(A)), ) — Hom, (G(X(A)), 8") > o

.....

déduit classiquement une suite exacte de cohomologie
oo HIn1 (A, 07) > HI(A, ©) — HJn(A, 0) = HJn(A, 07) — HIn+1(A, 0) . ..

les homomorphismes HI"(A, ") — HJ"**(A, @) étant naturels, c’est-a-dire
permutables aux homomorphismes de suites exactes.

Pour les degrés totaux o, 1, 2, 'endomomorphisme ¢ se calcule grace aux
formules suivantes :

Si f€0, onadfeHomz(X,(A), 0), et

(49). (8f) ((z)) ==.f;

Si feHomz(X,(A), 0), on a ¢ f€Homz(X,(A), 0) + Homz(X,,,(A), 0), et
(50) @) (2, 3, ) =F((2)) +f((») +F((2)),
(51) @) (@) () =F(([2, 7)) — 2. () +5f-((2));

Si feHomz(X;(A), ©), on a
8f€Hom, (X; 5(A), ©) + Homy, (X, (A), ©)
—+ Homy, (X35 (A), 0) + Hom, (X5 (A), 0),
et

xr y 3
(%) 5f<<x' Y >>: S, &' &)+ f((, s y") + F((5, &, 5"))
Y
— @y, ) — (@ s &) = ("5 " "),

x y 5
B3) offl =' » & ¢
\xl/ yl/ Z” t”

= Sz, 2 2)+f(y, ¥ 0") +f((5 3, 53")+ f((¢ ¢, 1))
'_f((x7 Y —x—)’)) '_f((z’ t, —= _'t)) '_'f((x’a l’7 _"I’J_ll))/w-.'» .
=[5 =y =) = f(@ 5" —2"—5")) = f((y's s =y #Fg - 7
(54) of ((z, v, 2).(6)) =f(([=, ¢], [y, ¢], [5 £])) + t.f2, p, = . o
(95) of((z).(0)- G =f([= ¥ 5}, [¥ 5 =], [5 2 ¥] g
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Si feHomz(X,,(A), 0), ona s fe€Homz(X,,(A), ©) + Homz(X,,...(A), (0),
et ‘
(56) of (%, g, 2)-(0)) =—f((#).()) = f(()-()) = f((3)-(£)),
(57)  of((2)-()-(2)) =—f(([#, ¥ ])-(=)) +f(([2, 5])-(¥)) = f((Ly, 5] - (®))
+ 2. f((9)-(2) —y-f((2).(5)) + 2. f((2)-(¥))-

Prorosition 24. — Les groupes HI°(A, @), HI'(A, ©) s'interprétent a la
maniére habituelle :

a. HI'(A, 0) s'identifie au sous-groupe des éléments de © invariants par A ;

b. HI'(A, O) s'identifie au groupe des homomorphismes . du groupe A dans
le groupe O tels que Y([x, y]) = x.4(y) — y . U(@), divisé par le sous-groupe des
homomorphismes du type x — x.9(0 étant un élément fixe de ).

L’assertion a résulte aussitot de la formule (49).
Un cocycle de degré total 1 s’identifie a une application ¢ de A dans O telle
que
$o)=0, Y(—x)=—1(=),
Y(@)+P(r) +d(z)=0 si z+y+z=o,
Y[z yD=24(y) —y-$(»)

[d’aprés les formules (50) et (51)]. La deuxiéme et la troisiéme condition
équivalent a la condition

Y(z) +d(y) —d(z+y)=0

quels que soient &, y€A; elles signifient donc que ¢ est un homomorphisme
du groupe A dans le groupe 0. D’ou aussitot 'assertion b.

15. EXTENSIONS DES ANNEAUX DE LIE ET COHOMOLOGIE DE DEGRE 2. — Soient B un
anneau de Lie, © un idéal abélien de B, A 'anneau de Lie B/@, A 'homomor-
phisme canonique de B sur A. Pour tout y €B, I'endomorphisme § — [y, 0] du
groupe abélien © ne dépend que de la classe 2 de y dans A. On posera[y, 6 |==.0.
Le groupe abélien O est ainsi muni d’une structure de A-module. .

Supposons A sans 2-torsion. Alors, il existe une application p. de A dans B
telle que (o) =o, A(p(2z)) = et p.(— ) =— p.(x) pour tout z€A.

Pour tout systéme (z, y, z) d’¢léments de A tels que x +y+z=o0, ona

Mp(z) +p(y) +p(3)) =0,  donc p(x)+ p(y)+ p(3)€0.
En posant
Sz, y, 2)) = p(2) + p(¥) + (=),
on définit donc une applicaﬁon de J,(A) dans 0. Il est clair que
SUz, y, 2)) =f((= 2, 7)) =f((y, 5 2))
=/U(=, 5 9)) =5y, ) =f((y, , ),

f(('—xv —X —z))z—f((%)’,z)),
f((‘)’ Z, '—x)):O
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Comme A est sans 2-torsion, la proposition 7 montre que f définit un homo-
morphisme g de X,(A) dans 0.

D’autre part, pour x €A, y €A, on a p([x, y]) —[ (=), »(y)] €6. En
posant .
J' (), (1) = pl[2, y]) —[1(2), p(N)];

on définit donc une application de J,(A) >< J,(A) dans 0. 1l est clair que
F=2), ) =F((2), (— ) =—f((x), ().

La proposition 6 montre que f’ définit une application bilinéaire de

Xo(A) < X,(A) dans ©. Comme f'((y), (x))=—f'((z), (¥)), cette appli-

cation est alternée, et définit donc un homomorphisme g’ de X,.,(A) dans 0.
Le couple (g, g') s’identifie 4 un élément de Homz(X;(A) + X, ,(A), 0).

Provrosition 22. — Le couple (g, g') est un cocycle de degré total 2.

L’assertion relative au degré est évidente. On a, d’autre part, d’aprés les
formules (52) a (57)

(9g) ((2)-()-(5)) + (88") ((#)-(¥)-(5))

=gz, p, 5] [y 5 2] [5 2, 7)) — & [z, y])-(5))

+8'(([%,2]).(y) — & (([y, z])-(2)) + 2.8 (¥)-(3)) — y-&8' (£).(3) + 28 (2)-(¥))
=p([=z, y, 2]) + [y, 5 2]) + ([5, 2, ¥]) — p([z, ¥, 2]) + ([ y])s ()]

+ p([z 5 y]) = [llz, 2]), p(V) ] — e[y, 5 2]) + [y, 2], p(2)]

+[p(@), p([y, 1) = [p(), B3] = [p)s (2, 2]) — [p(2), 1(3)]]

+[p(z), p([2 y]) —[p(2), p(»)]]
=—[p(2), [L(); (&) ]]+[ ) [(2), () ]] — [ (2), [1(2), p(¥)]] =0,

(8g) ((z, y, 5).(2)) + (3g’) ((z, ¥, 5)-(2))
=g ([, t], [y, t], [5 t]) +t8((z, ¥, 3)) — &' ((2)-(2)) — &' ((y)-(£)) — &' ((2)-(¢))
= [, ¢]) +ply, £]) + (5 t]) + [ (), p(2) ]+ (), 2 ()]
+ [ (2), p(z)] — ([ t]) + [ (2), p(2)]
— p([y, £]) +[p)s B(O)] =[5 £]) +[1(5), p(2)]=o,

x y [4 xz y 3
(ag) .ZJ y/ ! t’ -+ (8g/) wl },/ Z, tl
.27” yll Z” t” (xll » y// ,Z” t”

=5(=z, ', z")) +g(y, Yy +5((5 5, 5")) g (L v, 1))
—g((zyy, —x—y))—8&{(5 t, —z3—1)) —8((«, ¥, —x'— 1))
—&((, & =y —3))— (2, &, —2"—3")) — g (', ', —y'— 1))
=p(@) + p(2) + p(@") + p(y) + ) + p(Q") + p(3) + p(5) + p(s")
4 () () () — (@) — p(y) + p(z +y) — p(3) — p(8) + p(z+¢)
— () —p () (@ + ) — () — () + (Y +5)
— (") — p(5") + (@ + 7)) — () — () +p O+ )
=p(z+y)+tp@E+) +p(@+ )+ p(y +5) + p(2"+5") + p(2"+ ') =o,

3]

3]
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_I._ + __‘_y —|—Z +t/ wl/+y//+zll+zll__~o'

+y
x y % x y =z
ol(: 7 (3 )
x y zll x y zll

=g((z' 2, 2")) +g((y, Vs ")) +8(5 7, Z”))

—g((w,yw))—g((w Y ) =gy 5")
'—P(»’L’)*l—H(x)"—li(%”)—'—fi(}’)+H()’)+H()’”)+{i(z)+b’~( ")+ p(s")

— (@) — () — p(3) — (@) — p () — p(5') — p@") — p (") — p(z") =o.

D’ou la proposition.

puisque x

Proposition 23. — Si l’on change le choix de ., le cocycle (g, g") est remplacé
par un cocycle cohomologue. Tout cocycle cohomologue a (g, g') peut étre obtenu
en modifiant . convenablement.

En effet, un autre choix de p. est de la forme p.—+ £, ou 4 est une application
de A dans @ soumise aux seules conditions (o) = o, h(— x) = — h(x). Alors,
h définit un homomorphisme £ de X,(A) dans @. Les homomorphismes g,
&' sont remplacés par des homomorphismes g, g tels que

81((%, ¥, 8)) = (+ h) () + (1 +2) (y) + (- + ) (5)

= (@) + () + p(5) + h(2) +h(y) + k()

=g((@, ¥, 5)) + k((2)) + k() + k((2)) = (g + k) (@, ¥, =)),
§1((2)-()) = (p+R) ([, y ) = [(k+ 2) (), (1 +4) ()]

=p[@ y D)+ Az, y]) — (@), p() ] — [r(@), () ]+ [1(); 2(2)]

=8 ((2)-(9) +,(([2, y])) — 2-k((9)) +r-k(2)) = (8" k) ()-()))
done (g1, &) =(g, ')+ ¢k, ce qui prouve la proposition.

CoroLLAIRE. — L'extension B de A par O définit un élément de HJ* (A, 0).

Proposition 24. — Sotent B, B’ deux extensions de A par O définissant sur © la
méme structure de A-module. St B et B’ définissent le méme élément de 1 1*(A, 9),
ces deux extensions sont équivalentes.

D’apreés la proposition 23, les choix de représentants p., p/ peuvent étre faits
de telle maniére qu’ils définissent, non seulement la méme classe de coho-
mologie, mais le méme cocycle (g, g'). Considérons alors I'application U de B
dans B’ qui transforme p.(x)+ 6 en p'(x)+ 0 quels que soient x€A et 0 €0.
Il est clair que cette application est bijective. Montrons que ¢’est un homomor-
phisme pour la structure additive et pour le crochet

U(p(z)+ 0+ p(2) +0)

=U(g((# 2, —z—a")) —p(—2—2) +0+0)
=U(p(z+2)+g((z, o, —z—a')) +0+0)
= ¢ (z+2)+g((z, &, —xz—2))+ 0+ 0
=p(2)+ () + 0+ 0=U(p(z) +0) + U(p(2') + 0),
U([p(2) +0, p(2) +0T)
=U([p (), p(2)]+20—20)=U(p([z, 2']) —&'(z).(z")) + 2.0/ — 2.0)
= ([z 2']) —g'((2).(2)) + 2.0 =2/ O =[p/(z), p'(2') ]+ 2.0 — 2.0
= [¢(2) +0, p(2") + 0 ]=[U(p(2) +0), U(p(2') +-0")].
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COROLLAIRE. — Pour qu’une extension de A par O soit inessentielle, il faut et il
suffit que U'élément de H1* (A, @) qu’elle définit soit nul.

ProrosiTioN 25. — Tout élément de N ) *(A, O) correspond a une extension de A
par ©.

En effet, soit (g, g') un cocycle représentatif de la classe de cohomologie
donnée, et définissons sur Uensemble produit B=A >< 0 une addition et un
crochet de la maniére suivante :

(2, 0) + (2, 0) = (¢ + &', g((, &' —a —a')) + 0+ 0),
[(, 0), (2, )| = ([ =, '], —g'((a).(')) -+ 2.0/ — 2'.0).

Montrons que B devient ainsi un anneau de Lie. L’addition est commutative,
car
(', 0)+ (2, ) =(2'+ 2z, g((&, z, — &' — 2)) + 0+ 0)
=(z+2,8((x, 2y, —x—2')) -+ 0+ 0") = (2, 0) + (2, 0).

Elle admet I'élément neutre (o, o), car

(z, 0) + (0, 0) = (2, g((#, 0, —x)) + e) = (=, 0)

Chaque élément (, 0) admet un opposé, I'élément (— 2, — 0), car

(2, 0) + (— @, —0) = (0, g((#, — @,0))) = (0, 0).

L’addition est associative, car

((z, 0) + (&', 0)) + (2", 0")

= (@, g((@, @y — @ — &)+ 0+ 0) - (27, 0)

— (&'t &, g (@, @y — & — 2 — &) + g () @ — @ — &)+ O+ U O),
(2, 0) + ((«', 0") + (2', 0"))

= (&, 0) + (' + o', g (&, 2, — ! — ")+ 4 0 }

— (2 4+ &+, gz, 22, —x—a— ") g, & —a — @)+ 0+ 0" 07).

Or

x z' —z—a
0= (9g + 0g") 0 " — '
—x —x—2" x+24+2"

=g((z,0, —2))+g((2, 2", —2' —2"))+g((—x—a', —2",z+2'+ 2"))
—g((z, &y —x—2')) —g((0, 2", —2")) —g((— @, — &' — 2, x + 2"+ "))
:g((x, wl +w”, —x-—.%”—.%’”))—l—g((x,, x”, _xl_xl/))
—s((z+a, 2", —x —2' —2")) —g((z, 2, —x — ),

d’ot1 notre assertion. :
Le crochet posséde les propriétés suivantes :

[(#, 0), (z, 0)]=([z, z], — g'((z)(x)) +x.0 —2x.0) = (0, 0) =0,

[(&, 0), (2, 0)]= (2, 2], — & (2')-(2)) + &' .0 — 2.0)
= (— [, 2'), & (2)-(a')) — 2.0+ 2'.0) = — [ (, 0), (', 0)].
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Le crochet est distributif par rapport & I'addition. En vertu de la propriété
précédente, il suffit de vérifier la distributivité a droite. Or

[(:L‘, 0)7 (.Z", OI) -+ (x”a e”)] - [(x7 0)) («Z'-{— &7”) g(($’7 -1'”7 — ' — Jli'”)) -+ 0"+ 0”)]
= ([2, ¥+ '], — &' ((2).('+ 2"))
+zg((2, 2", —2'—2")) + .0+ 2.0 — (2'+ 2").0)
et

[(z, 0), (&, 0) ]+ [(=, 0), (2", 0")]

= ([, '], —g'((2)(2')) + 2.0 —2'.0)+ ([z, 2"], — g ((x).(2")) + 2.0"— 2".0)
- ==, Z]+[z, "), g(([z, 2'], [z, 2"], — [z, 2'] — [, 2"]))

— & ((z).(2")) — g ((x2).(2")) + 2.0 — 2.0 + 2.0" — 2".0).

Or

o= (0g+0og") ((«, =", — 2'— a").(x))

=g(([«, =], [2", ], — &, ] —[2', z])) +2z.g((&, 2", — 2'—a")) .
—&'((2)(z)) —g'((2")(2)) + &' (' + 2").(2))
==& {(z)('+ ") +zg (&, 2 —2'— 2"))
—&(([z, 2'], [z, '), — [z, '] — [z, 2"])) + &' ((2).(2')) + &' ((%)-(2")),

d’ou notre assertion.

Enfin, I'identité de Jacobi est vérifiée, car
([, ] — &' ((z).(2)) + 2.0 — 2.0), (2", 0") ]
[z, 2, "], — &' (([=, 2'])(2")) + [, 2'].0"

+ 2".g ((z).(z')) — " (2.0') + 2".(2'.0)).

[(z, 0), (&, 0), (2", 8") ] =]
' (

Permutant circulairement, et ajoutant, on trouve

[(x’ 0)7 (xl, e,)’ (x”7 0”)] + [(:Z,l7 e’)’ (x”’ 0”)’ (x7 6)J _l_[(xI,’ 6”)’ (x’ O)’ (x/’ 0/)]
=([z, &, 2"+ 2, 2", 2], g(( =, &, 2'), [, 2", x|, — [z, 2, 2" — [2, 2", x]))
— &' (([z, 2']).(2")) + [2, 2'].0"+ 2".g'((z).(2')) — 2".(2.0") + 2".(2".0)
— &' ([« 2" ) (z)) + [, 2"].0 +x.8' ((z').(2")) — 2 (2’ 0") + z.(2".0"))
+ (2", z, &), =g (=", z])-(2) +[2", 2].0' + 28" ((2").(2)) — &' .(2".8) + 2" .(2.0"))
=(—[2" z, '), 8(([z, =, 2"}, [«, 2", z], [2", =, 2'])) — &' (([#, 2']).(2"))
—&'(([#, 2" ])-(2)) + 2".g'((z).(2')) + 2.8 ((z').(z"))
+ &' (2.0") + 2 (2" 0) + [z, 2"].0)
- ([a 2, @', — g (@, @])-(2) + [, @]V + 28 (a)(2))
— 2 (2.0 + 2 (2.0))
=(0,g((—[2, 2, 2], [2", 2, 2], 0)) -5 (([=, &', 2" ], [2', &, z], [, x, 2']))
— &' (([=, 2'])-(2")) — &' (([#, 2"])(z)) — &' (([", 2])-(=))
+ "8 ((2)(2')) + 28" (2').(2")) + 2.8 ((2").(2)))
= (0, 8(([=, 2, 2"}, [, 2", z], [2", =, 2]))
-8 (([z, 2']) (")) + &' ([z, 2"])-(«")) — &' (([«, " ])-(2))
+z.g'(2')(2")) — 2'.g'(2).(z")) + 2".&' (().(2")))
= (0, (38 -+ 9g") ((#).(2').(2"))) = (0, 0) =o0.
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