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APPLICATIONS RESIDUEES

Par R. CROISOT.

Introduction.

Ce travail a son origine dans la lecture d'un Mémoire de M. P. Dubreil, Conzri-
bution a la théorie des demi-groupes (111) [ ¢f. note (*)]. D étant un demi-groupe
et £ un idéal a droite quelconque de D, les conditions suivantes :

& D = & pour tout L;
&Z:.D = & pour tout L;

&D = (&-.D)D pour tout L;
&.D=aD-.D pour tout &

sont introduites et comparées dans ce Mémoire. Or, E étant I'ensemble ordonné
des idéaux a droite de D, 'application « définie par L— &L D est une application
isotone résiduée de E dans E (¢f. la définition précise au paragraphe I), son
application résiduelle étant Uapplication § définie par £ — &-.D. Les conditions
rappelées ci-dessus s'interprétent facilement a 'aide de o et §.

Jintroduis au paragraphe II, pour un ensemble ordonné E quelconque, une
application isotone résiduce o de K dans E et son application résiduelle (3, des
conditions systématisant les conditions ci-dessus et je les compare entre elles.
Dans les paragraphes III et IV, j'examine deux cas particuliers dans lesquels o
vérifie a priori une condition supplémentaire. L’objet du paragraphe V est
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454 R. CROISOT.

I'examen d'un exemple et d’applications diverses, notamment aux idéaux a
droite d’un demi-groupe. '

I. — Généralités.

Soit E un ensemble ordonné dont nous notons les éléments par des minus-
cules latines et la relation d’ordre par <. Soit @ le demi-groupe des applications
de E dans E, celles-ci étant notées par des minuscules grecques. Pour tout élé-
ment x €E et toute application £ € @, nous désignons par 2% le transformé de x
par &. Remarquons que les applications biunivoques sont celles des applications
qui sont simplifiables a droite et que les applications de E sur K sont celles des
applications qui sont simplifiables a4 gauche. Introduisons dans @ la relation
d’ordre suivante que nous notons ¢galement -, aucune confusion n’étant i
craindre :

P airn, Vrel.

1l est évident que cette relation est bien réflexive, transitive et antisymétrique.
Elle est réguliére a gauche par rapport a la multiplication de ®@; en effet, pour
toute application { € M,

Veeklk, 2 Zaxn=Vx€E, vt Zxln.

Limitons-nous au demi-groupe @’ des applications isotones de E dans K la trace
sur @ de la relation d'ordre précédente est également réguliere a droite car,
pour (€ @', on a

i LZrn=xl Lanl.

Nous désignons par ¢ I'application identique (isotone) de E sur L.

Soit alors o une application isotone de E dans E qui est supposée de plus
résiduée, ¢’est-i-dire que, pour tout x €K, il existe z€ E satisfaisant & s —~x
et lensemble des ¢léments 5 de E vérifiant cette relation posséde un é¢lément
maximum que nous notons 3. De cette définition, il résulte que § est une
application isotone de E dans E appelée application résiduelle de o ot qu'on a,
quel que soit x€E,

xrZ o et xBa .

Par conséquent, les applications « et 3 définissent une correspondance de Galois
inversée dans E. Réciproquement, la donnée d'une telle correspondance définit
une application isotone résiduée et son application résiduelle (*). En d’autres

(*) Pour plus de détails concernant le lien qui existe entre la notion de résiduation et celle de cor-
respondance de Galois, on pourra consulter P. DusreiL et R. Croisor, Propriétés générales de la rési-
duation en liaison avec les correspondances de Galois ( Collectanea Mathematica, Seminario mate-
matico de Barcelona, t. 7, 1954, p. 193-203).
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termes, une application z est isotone résiduée si et seulement si

ae® et 3Be® telle que Pa—ZcZaf.

S'il en est ainsi, ces relations entrainent «fa =« et Baff =3, d’ou résulte
que 23 et B sont des applications idempotentes.

Remarque 1. — SiI'on munit E de la relation d’ordre inverse, 3 est une appli-
cation isotone résiduée dont 'application résiduelle est «.

Proprikti 1. — L’ensemble des applications isotones résiduces de E dans E forme
un demi-groupe 0), et I’ensemble de leurs applications résiduelles forme un demi-
groupe @,. Ces deux demi-groupes sont anti-tsomorphes, un anti-isomorphisme
étant obtenu en faisant correspondre, i chaque application isotone résiduée o, son
application résiduclle 3.

En effet, soient «,, x.€® ct B,. B, €® satisfaisant & 3, e o, B4,
Doty e 0ty Bs-
On a d’abord «, 2, € @' et B, 3, €@ De plus, on a
[6: rjl - 525‘12: rszaz:/— e oy ;61: 0115.615’; o, 12@2 @n
dou la propriéte.
Remarque 2. — En particulier, si z est une application isotone résiduée dont

I'application résiduelle est B, 2 est une application isotone résiduée dont I'appli-
cation résiduelle est 3.

Exemple. — Soit E= {1, 2, 3|, la relation d’ordre sur E étant induite par la
relation d’ordre habituelle sur I'ensemble des entiers. Le demi-groupe @' se
compose des applications suivantes :

00— <y

Z 1> 2 %> 3, 33
z, =1, 2= 3, 33
ito1e»a, 2 >0, 3—2;
VR S 2 —> 2, 3—3;
ito1->1, 21, 3—>3;
Ze 1> 1, %=1, 3—=2;
R A %> 3, 3-—>3;
£ [N RSN 3> 93
E =1, R 31

Les applications isotones résiduées sont z,=¢, 2,=2,, ,
wy=Ey. ay=25,. les applications résiduelles respectives étant 3,=¢, §
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2 =23y, B3="24 Pa=F,, 3, =~C;. Eerivons les tables de multiplication de @) et
@, qui mettent en év1denw "anti-isomorphisme de la propriété 1.

XKool Gy Uy Uy Ay Ay Iy X B Bi Br B B Bs
Gog | %g Oy Gy O3 Oy Uy Bo Bo @1 162 53 ,3/, ﬁ;
%y Oy Oy Oy Uy Oy Oy 131 .61 51 ,81 ;3?. (33 16:;
Oy | Uy Oy Oy Uy Uy Oy @2 52 (32 Bz ﬁa ﬁx ﬁo
Oy | %5 Oy Oy Oy Oy O 53 ;6:; 51 @ (3; 6,, ﬁ:j
Oy | O Oy Oy Ay Iy O ;6@ Ba x@-' @a f/y [65 @‘;
o | gy oy & Uy Oy Oy 5) @5 5:} @o 63 igf; B;‘»

Remarquons que @, \U @, n’est pas un demi-groupe car on a, par exemple,

~

C1 Es — Es .

En désignant par @, le sous demi-groupe de @' engendré par «, application
1sotone résiduée et B, son application résiduelle, nous nous proposons de com-
parer entre elles différentes conditions exprimant notamment que z est un
¢lement de @,, que « est un élément d’ordre fini, que 2 est une application de
fermeture ou une application d’ouverture (une application de fermeture est une
application isotone = telle que ¢ =~ = et 1:"*— =3 une application d’ouverture est

: 7).

une application isotone = telle que = ¢ et =°

II. — Gas d’une application isotone résiduée o quelconque.

De facon a restreindre le nombre de conditions a retenir, nous démontrons
d’abord plusieurs équivalences.

TrkoriME 1. — n étant un entier positif fixé, pour tous les entiers k tels que
0~k n, les conditions a"~*= 3" (*) sont équivalentes entre elles.

II suffit d’établir I'équivalence suivante :

an—k = Bk e gn—k—L— BA+L pour A vérifiant 0. A < n.

Supposons qu’on ait "= % On en tire fo"—*= 3. De ¢ > Ba, on déduit
alors o= B4+, Mais on peut écrire aussi o~ = 3%t d’ou résulte, a partir
de e Zaf, vt Z s dlou Iégalité o=t = k1,

De la méme maniére, si 'on a a"**=01 on en déduit, d'une part,
a'h = af3f+t et a"A 2 B%, dautre part, o' = 1o et o"F = 3%; par suite, on
a également o~ = @,

COROLLAIRE. — Pour tout entier positif n, les deux conditions 0" =z et f'=¢
sont équivalentes.

(%) On convient naturellement de poser, pour toute application £ de E dans E, £0=.
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Ce corollaire est aussi une conséquence immédiate du fait que B est I'appli-
cation résiduelle de «* (¢f. remarque 2).

LemMe 1. — L’égalité <= af avec € @' implique ¢ = «f3. L’égalité ¢ ="Fto
avec L€ @' implique ¢ = Ba.

De ¢ =wa&, résulte = Pal d’ou, puisqu'on a Bac, f—E. On en déduit
B Zat=¢, dott afl = ¢, puisqu’on a toujours aff ¢,

De ¢ = &a, résulte 3 =Zaf d'ou, puisqu'on a aB> ¢, =%, On en déduit
Ba > Ca=c d'ou B =¢, puisqu’on a toujours fou ¢.

Lemve 2. — L'égalité « = (38 avec L€ @' implique « = Bo. L’égalité ¢ = Ef3
avec € @' implique = = af3.

Le lemme 2 résulte du lemme 1 si 'on imagine E muni de I'ordre inverse
(c¢f. remarque 1).

Propriktk 2. — Si l’application identique < coincide avec un élément de 3, écrit
en utilisant p fois « et q fois (3, p étant différent de q, on a @'’ "'=c. Récipro-
quement, si ¢ est égal a a™ (n entier positif), tout élément de M, écrit en utilisant p
Jois a et q fois 3 avec |p—q| =nest égal a c.

Supposons que ¢ s’écrive sous forme d'un mot formé a I'aide de o et {3 :
e= o (a3 . aB%, avec p,>>0, p; >0 pour i >1, ¢; >0 pour j<s,
s s

g,=> o0, s étant supérieur a 1 si p,=¢q,=o0; posonsEpi:p,quzq et sup-
i=1 j=1

posons p == q.

Si p, est différent de zéro, d’aprés le lemme 1, on a e =of. Il en résulte que,
dans une expression de ¢ par un mot formé a I'aide de « et 3, on peut supprimer
tout groupement «f3; la suppression d'un tel groupement diminue p et ¢ d'une
unité sans modifier p —¢. En partant d'un mot déterminé, on peut faire évi-
demment seulement un nombre fini de telles suppressions; soit alors un mot
égal a ¢ obtenu a partir du mot initial et dans lequel on ne puisse plus faire de
suppression; le groupement «f3 n’apparait plus dans ce mot qui est nécessai-
rement de I'une des formes o, 3, ™o, avec m et n positifs. Dans le premier
cas, on a n=p—q(>o0); dans le deuxiéme cas, on a m=g—p(>o0) et,
de B!779'=¢, résulte aussi «'”~7'==e d’apres le corollaire du théoréme 1; dans
le troisiéme cas, on a n—m=p—gq, le lemme 1 montre que ¢ s’écrit aussi
sous la forme fa, et I'on est facilement ramené a I'un des deux autres cas.

Si p, est nul, d’aprés le lemme 2, on a ¢ = B« et I'on raisonne de facon ana-
logue en utilisant la possibilité de supprimer le groupement Bz dans toute
expression de ¢ par un mot formé a I'aide de o et (3.

Réciproquement, ¢ =a" implique ¢ = (", e = af}, ¢ = fa, d’aprés le corol-

.

laire du théoréme 1 et le lemme 1. Partant du mot o« ou du mot §” égal a ¢, on
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peut reconstituer n'importe quel mot tel que p — ¢ =n ou g — p=n par intro-
duction de groupements «3 et 3a.

Nous venons donc de voir qu'imposer a ¢ de s'éerive sous forme d'un mot
formé a I'aide de 2 et 3 en utilisant p fois 2 et ¢ fois 8, avec p £ ¢, équivaut a lui
imposer d’étre égal a o7

Dans cet ordre d'idées, il nous reste a caractériser simplement les conditions
imposant a ¢ d’étre ¢gal 4 un mot en « et 3 avec p =y¢. Soit done

([) &= ¢ B‘h a/’z@’/:' .. g(/':le'/.y7
erF'(_a])l\O P,> (6] p()lll’ l> T, (/j> O l_)()l“ /< Sy s AO, s étant \“P(‘] H‘lll' ar

SI py=¢g,=o0: en posantEp, =p, Z(j,_ ¢, supposons p = q. Si p, estdifférent

i=1 j=1
de zéro, onac=afl d’apres le lemme 1. On voitalors facilement que, moyennant
les inégalités p,.>>q,, pr+pa> it qas oo prt-pot-e o pingi a4
(c’est-a-dire p,=Z¢,), la condition ¢ = 23 entraine, réciproquement, la condi-
tion (1). Au contraire, si ces inégalités ne sont pas toutes vérifices, la
condition (1) entraine aussi la condition ¢ = f«; la réciproque est évidente.
Si p, est nul, on a e = B« d’aprés le lemme 2. Alors moyennant les inégalités
Qi Poy it Qo> pat-Pos oo s it Gt A G PPy py(Cest-
a-dire ¢,= o), la condition ¢ = Ba entraine, réciproquement, la condition (7).
Si ces inégalités ne sont pas toutes vérifices, la condition (1) ¢quivaut a la
condition & = Ba = af3.
Le théoréme suivant résume ces différents résultats.

T . Hon & — o BT o < s .y
I'utoriMe 2. — La condition e = o 37 o/ 7. .o/ 3%, (p, >> 0, p; > 0 pour & >1,
q;i >0 pour j<s, g ~0: s >1 ST p,=q,=0) est équivalente a la condition

c=glr—7! sip:Zpi;éq:qu, a la condition e = a3 si p=q avec p,>~q,.
i=1 j=1

p1 F P>+ Gay PP P G+ g, a la

condition ¢=1[3u si p=gq acec p,=0, 1 >pPs, 1+ qa>Pat+ps, ...,

G+t A Pt P+ P, @ =0, a la condition ¢ =23 = 3«

dans les autres cas.

On peut caractériser d'une maniére différente ces trois derniéres conditions.

PropriETE 3. — La condition « = «3 est équivalente au fait que o soit biunivoque
ainsi qu’au fait que {3 soit une application de E sur E (*).

Sil'on ae=u«f, soient x, y€E tels que xa=ya; on en déduit zaf = yuf
d’on x=y et o est biunivoque. Réciproquement, si o« est biunivoque, de

(3) Cf. ). Rieuer, Relation binaires, fermetures, correspondances de Galois [Bull. Soc. Math.,
t. 76, 1948, p. 114-155 (proposition 3)].
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aBo =o =ca, résulte a3 ==c car « est alors un é¢lément simplifiable & droite
dans @.

D’autre part, de ¢ = «3, résulte, pour tout x € K, & = x5 et le fait que 3 est
une application de Esur E. Réciproquement, si 3 est une application de Esur E,
de Baf=08=>0: résulte 283==c car B est alors un élément simplifiable
gauche dans @.

Remarque 3. — Cette derniére partid de la démonstration se rattache 4 une

propriété trés générale de la résiduation @ s7il existe y tel que x=yB3, on

o — N4
ax=wxal (")

Propritre 4. — La condition e = [ est équivalente au fait que 2 soit une appli-
cation de E sur B ainst qu’au fait que [ soit biunivoque. .

Ceci résulte immédiatement de la propriété précédente puisque, E étant muni
de la relation d’ordre inverse, B est résiduée de résiduelle « (¢f. remarque 1).

Prorriere 5. — La condition = = a3 = Bu est équivalente a la condition o = 3z
et au fait que o soit un automorphisme ainsi qu’au fait que 3 soit un automor-
phisme.

D’aprés les deux propriétés précédentes, il suffit d’établir que, si « et § sont
ermutables, on a e = 3 = Bu; ceci résulte de Bz Zaf3.
p Pre=—C=

Concernant les conditions exprimant que « est d’ordre fini, que « est une
application de fermeture ou une application d’ouverture, nous avons les résul-
tats suivants :

Proprigrt 6. — La condition o= o+ (p entier positif ou nul, n entier positif)
est équivalente a la condition 30 = 3¢,

Il suffit de remarquer que 37 est la résiduelle de 27 et que 27+ est celle
de a7 (¢f. remarque 2).

LeMME 3. — La condition o ™~ ¢ équivaut « la condition 3 =< et la condition
o ~¢ a la condition 3> ¢.

est la résiduelle de 3 lorsque E est muni de I'ordre inverse.
De méme, a =~ c entraine § = e >~ «f3 > . Réciproque comme ci-dessus.

TukorkME 3. — Pour que « soit une application de fermeture, il faut et il suffit
que {3 soit une application d’ouverture; ces conditions sont équivalentes @ la condi-
tion o = a3 ainsi qu’ & la condition 3 = (Ba.

(*) Cf. P. DuprewL et R. Crosor, loc. cit., propriété 3. On pourra aussi trouver des cas particuliers
de cette propriété dans M. L. Dusrew-JacoriN, L. Lesieur et R. Croisor, Lecons sur les treillis
[ Cahiers scientifiques, Gauthier-Villars, 1953, p. 153 (3°) et p. 154 (théoréme 1)].
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Pour que « soit une application de fermeture, c¢'est-a-dire pour qu’on ait
a*=a et a > ¢, il faut et il suffit qu'on ait 3>= et 3 =Zc d’apreés la propriété 6
et le lemme 3, donc que { soit une application d’ouverture.

Si ces conditions sont réalisées, on a %B=0u*p - ae=u et a=aufBu>ufe=uf,
d'ott @ =waf. Réciproquement, la condition o=uaf implique o*=afa=u
et = af > .

De méme, la condition 8 = Ba équivaut au fait que, E étant muni de 'ordre
inverse, 3 soit une application de fermeture; elle est donc équivalente aux
précédentes conditions.

TutorkME 4. — Pour que « soit une application d’ouverture, il faut et il suffit
que [ soit une application de fermeture; ces conditions sont équivalentes a la
condition o = Bu ainst qu’d la condition § = af3.

La premiére partie de cette propriété résulte comme ci-dessus de la propriété 6
et du lemme 3.

Silon aa=a?etac, on en déduit fa=0a’~ ca =2 et a = affu e =Pa,
d’ou o= Pa. Réciproquement, la condition o =08« implique o* = afla =«
et o = Pae.

La condition 3 =af3 est équivalente aux précédentes puisqu’elle traduit le
fait que {3 est une application d’ouverture lorsque E est muni de I'ordre inverse.

Afin de comparer entre elles les conditions que nous venons de mettre en
évidence, nous ferons usage des notations suivantes : (p, n) désignera la condi-
tion a? = o7+ (p entier positif ou nul, n entier positif); (I') désignera la condition
pour que « soit une application de fermeture; (O) désignera la condition pour
que a soit une application d’ouverture; (A), (B), (C) désigneront respecti-
vement les conditions pour que « soit un automorphisme, une application
biunivoque, une application de E sur E.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme fondamental.

TueoriME 5. — Les diverses conditions (p, n) et les conditions (F), (0), (A),
(B), (C), sont toutes logiquement distinctes. Les seules implications binaires
existant entre elles sont les suipantes et leurs conséquences logiques : (p, n)= (p’, n')
st ’on a p' >p et n' multiple de n; (o, 1)=(F); (0, 1)=(0); (F)=(1, 1);
(0)=(1,1);(0,n)=(A); (A)=(B); (A)=(C). L’ensemble de ces conditions
forme un demi-treillis par rapport a la conjonction logique.

Démontrons d’abord les implications binaires énoncées. L’égalité a?= ar
entraine o= a”*" si 'on a p'> p puis a” = a?*" si n' est multiple de n. La
condition (o, 1), 2« =¢, implique évidemment que « est une application de
fermeture ainsi qu'une application d’ouverture, et chacune de ces conditions
implique la condition (1, 1), 2*=a. Comme on I'a déja remarqué (lemme 1),
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la condition (o, n), a"=z¢, entraine af3 = Bu =¢, ¢'est-a-dire la condition (A).
Celle-ci entraine évidemment (B) et (C).

Le tableau suivant résume ces implications, étant entendu que (p, n) implique .
(p, n') seulement si »’ est multiple de n.

() (C)/ v ,.‘A/Zi’
_,./(2’”)/
v
l K(plﬂ)
"""" /(Pln)‘/ l

Des exemples contraires vont nous permettre de constater que les différentes
conditions retenues sont distinctes et qu’il n’y a pas entre elles d’autres impli-
cations binaires que les précédentes. Admettons provisoirement ces résultats et
montrons que I'ensemble des conditions forme un demi-treillis par rapport a la
conjonction logique. Supposons qu’on ait en méme temps o™ =o"*" et a”*=a’*";
posons p=min (p,, ps), n=7. g. c. d. (n,, n,); (p, n)est la plus faible de celles
de nos conditions qui, d’aprés les implications qui précédent, entrainent a la
fois (p., ny) et (ps, ny); nous devons donc établir qu'on a a?= ar*"; en effet,
x étant d’ordre fini, soient p,>. 0 et n,>> o les valeurs entiéres minima telles
que o”=a”""; on a nécessairement p,=_p,, p, et n, diviseur de n, et n,; par
suite on a p, = p et n, diviseur de n et il en résulte a?=a?*". Si a vérifie a la
fois la condition (o, n) et la condition (F) ou la condition (O), on a a"=¢«
eta?=o, d’oufacilementa =¢, c’est-a-dire la condition (o, 1). Sia vérifie a la fois
la condition (p, n) et I'une des conditions (A), (B) ou (C), on a a?=ar*" avec «
simplifiable &4 gauche ou & droite; il en résulte aisement e = a”, ¢’est-a-dire la
condition (o, n). Si « vérifie a la fois les conditions (B) et (C), il vérifie
évidemment la condition (A). S’il vérifie (F) et (0), on a a>xc et a ¢,
donc a =¢, c¢’est-a-dire la condition (o, 1). S’il vérifie I'une des conditions (F)
ou (O) et 'une des conditions (A), (B) ou (C), il vérifie la condition (1, 1) et
'une des conditions (A), (B), (C), donc aussi la condition (o, 1) d’apres ce
qui précede.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIIL. — Fasc. 4. 58
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Exemple 1. — Désignons par E,,(p entier positil ou nul. 2 entier positif) un
ensemble d'é¢léments notés ¢, Uindice 7 variant de o a p et I'indice j de 1 a n.
- Munissons E,, de la relation d’ordre ainsi définie : ¢;;—_¢; ;. si et seulement
sit=_t"et j==j'. Considérons application z de E,, dans E,,, donnée pare;;z=e,
avec 7y =max(o, /—1) ¢l ji=j-+1 (modn). On voit facilement que z es
isotone et résiduce et satisfait & 27 =« mais ne satisfait pas i 2 = 27+ sauf
si p’ est supérieur ou égal a p et »/ multiple de 2. De plus I'application « vérifie
la condition (F) seulement pour p=o ¢t n=1, la condition (O) seulement
pour p=o out et n=r, les conditions (A), (B), (C) seulement pour p=o.

Exemple 2. — E désigne I'ensemble a trois ¢léments {1, 2, 3 | avec la relation
d’ordre induite par la relation d’ordre habituelle sur I'ensemble des entiers.
Soit a lapplication telle que 12 =1, w2 =32 =23. Elle est isotone et résiduce.
L’application « vérifie la condition (F) et ne vérifie pas les conditions (0), (B),
(C).

Exemple 3. — Prenons pour ensemble E 'ensemble des entiers naturels avee
la relation d'ordre habituelle et pour application « Papplication définie par
ne=max(1, n—1). Cest une application isotone résiduée. Elle vérifie la
condition (C) mais elle ne vérifie pas la condition (B).

Exemple 4. — Prenons le méme ensemble E mais munissons-le de la relation
d’ordre inverse et considérons I'application «' définie par na'=n—+4 1. Cest
une application isotone résiduée qui vérifie la condition (B) sans vérifier la
condition (C).

Ces quatre exemples suffisent pour compléter la démonstration du théoréme 5.
En effet, d’apres Uexemple 1, les différentes conditions (p, ) sont logiquement
distinctes et sont liées par les seules implications mises en évidence. Le méme
»xemple prouve que, seule des conditions (p, ), la condition (o, r)entraine (F);
la condition (F), n’entrainant pas la condition (B) d’aprés 'exemple 2, n’entraine
aucune condition (o, n): ces deux remarques montrent qu’elle ne peut coincider
avec aucune condition (p, n). La condition (O) ne peut étre impliquée que par
une condition entrainant (1, 1); or I'exemple 2 montre quelle n’est pas
impliquée par (F), ni par (1, 1) plus faible que (I): la condition (o, 1)est donc
la seule des conditions précédentes impliquant (O); d’aprés Pexemple 1
(ensembleE,,), lacondition (O) n'implique pas (F) ni aucune des conditions (o, ),
plus fortes que (B) par exemple; elle ne peut par suite étre équivalente a (F)
ou a l'une des conditions (p, ). Parmi les conditions déja envisagées, seules
les conditions (o, ») impliquent (A), (B), (C) puisque ni (O) ni (F) ne possédent
cette propriété d’aprés I'exemple 1 (ensemble E,, ) et 'exemple 2; les conditions
(A), (B), (C) n’entrainent aucune des conditions précédentes car aucune de
celles-ci n’est impliquée par toutes les conditions (0, n): en particulier, aucune
des conditions (A), (B), (C) ne peut coincider avec une des conditions déja
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envisagées. Finalement, d’apres les exemples 3 et 4, (B) et (C) sontindépen-
dantes, ce qui assure en particulier que (A). (B). (C) sont distinctes.

Remarque 1. — Iensemble E est infini dans les exemples 3 et 4. En fait, si E
est fini, les conditions (A). (B). (C) sont équivalentes entre elles car une
application de K dans E est alors biunivoque si et seulement si ¢’est une appli-
cation de K sur E: il n'y a pas dautre modification comme le montrent les
exemples 1 et 2 (7). :

On n’a pas d'implication nouvelle si Fon suppose que E est un treillis. En
effet, on déduit facilement, de Pexemple 1, un exemple dans lequel les ensembles
E,. sont remplaces par des treillis; il suffit de leur adjoindre un élément nul et
un élément universel qui soient conservés par Papplication a.

[11. — Cas ou l'application « vérifie a*~ a.

Lorsque Papplication a est telle qu’on ait « priori «® ~«, le tableau des
conditions examinées dans le cas général subit des simplifications importantes.

Proprikre 7. — St lapplication o vérifie a* = a, elle satis fait a la condition (p, n)
st et seulement st elle satisfait a la condition (p, 1). "

Déja, dans le cas général, la condition (p, 1) implique la condition (p, n).
Supposons done réalisée la condition (p, »); ona 2= ar; or la relation 2* ~ «
entraine que la suite des puissances de 2 est décroissante, en particulier qu’on
a al>art > ary de Pégalité précédente. résulte alors 'égalité ar=art,
¢’est-a-dire la condition (p, 1).

Nous retiendrons donc seulement dans ce cas les conditions (p, 1) parmi
les conditions (p, n).

TutoreMe 6. — St Uapplication o vérifie «*—«, les conditions (p, 1) (p entier
positif ou nul), (F), (0), (A), (B), (C), sont logiquement distinctes et sont lices
par les implications binaires résumées dans le tableau suivant et leurs conséquences
logiques, a ’exclusion de toute autre. L'ensemble de ces conditions forme un demi-
treullis par rapport a la conjonction logique.

Les implications binaires du tableau ont déja ¢t¢ démontrées dans le cas

général; elles sont done a plus forte raison valables ici. Les exemples contraires 1

(%) Les exemples 3 et 4 et deux exemples simples qu'on déduit facilement de ceux-la [ ensemble
de l’exemple 3 avec l'application a définie par 1« =1 et na =n-+1 pourn>1, ensemble de
I’exemple 4 avec lapplication « définie par nz = max(1, n—1)] montrent que, si 'on impose a
I'ensemble E de vérifier la condition de chaine ascendante ou la condition de chaine descendante, on
n’obtient rien de plus que dans le cas général. Les choses se présentent différemment dans les para-
graphes IIT et IV (voir les remarques 5 et 6 terminant ces paragraphes).
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(avecn=r1), 2, 3, 4 du cas général sont valables car ils vérifient tous o> a.
Ajoutons-leur le suivant.

Exemple 5. — Soit comme ensemble E 'ensemble des entiers relatifs muni de
la relation d’ordre habituelle. Considérons 'application o définie par no =n—1.
(’est une application isotone résiduée. Elle vérifie la condition «* o et la
condition (A) mais ne vérifie aucune des conditions (p, 1).

A l'aide des exemples 145, on voit facilement comme dans le cas général que
les conditions retenues sont distinctes et qu’elles ne sont liées par aucune
implication logique qui ne soit conséquence de celles du tableau.

Enfin, I’ensemble des conditions forme un demi-treillis comme dans le cas
général.

Remarque 5. — L’exemple 5 (comme les exemples 3 et 4) n’est pas valable
lorsqu’on se limite au cas d’un ensemble fini E. Il n’est méme pas valable
lorsque E vérifie la condition de chaine ascendante ou la condition de chaine
descendante. En fait, si 'on a x>~ « et si E vérifie la condition de chaine ascen-
dante, la condition (C) implique la condition (o, 1); si 'on a > Za et si E
vérifie la condition de chaine descendante, la condition (B) implique la
condition (o, 1).

1° Supposons d’abord que I’ensemble E vérifie la condition de chaine ascen-
dante et que I'application « soit une application de E sur E telle qu’on ait «*~Za.
Montrons qu’on a alors a=-¢: chaque élément = de E se met sous la forme z =y«
et, de ya> Zya, résulte xa —Za. Soit alors m un élément de E maximal parmi
les éléments x tels qu’on ait za <« s'il en existe; on peut trouver y tel
que m = ya; on ne peut avoir yo =y qui impliquerait mo = yo*=yo =m;
on a donec ya <y avec m <y, ce qui contredit la maximalité de m. Par suite,
il n’existe aucun ¢lément x tel que xo < ; autrement dit, on a zo = pour
tout x et o =¢.
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2° Supposons maintenant que ’ensemble E vérifie la condition de chaine
descendante et que I'application « soit biunivoque et telle qu’on ait o> . 1l

suffit d’établir Iégalité o> = «. Soit ma un élément minimal parmi les éléments

de la forme za tels que xa*< o §'il en existe. On a ma® < ma* puisque o est
biunivoque ct I'élément ma® est strictement inférieur & ma ce qui contredit

I'’hypothése de minimalité. Done, pour tout @, on a wx*=wxx, ce qui démontre:

Paffirmation.

En particulier, si E est fini, les conditions (o, 1), (A), (B), (C), sont donc
¢quivalentes.

IV. — Cas ou l'application o« vérifie o .

Un cas encore plus particulier que le précédent a lieu quand Papplication est
a priori décroissante. On a alors quelques simplifications supplémentaires.

Provrikrt 8. — St application o est décroissante, pour qi’elle vérifie la cond:-
tion (o, 1), il faut et il suffit qu’elle vérifie la condition (V) pour qi’elle vérifie la
condition (1, 1), il faut et il suffit qu’elle vérifie la condition (0).

La premicre partie de la propriété est évidente puisque la condition (F)
entraine en particulier « =~ c. La seconde Iest aussi puisque la condition (1, 1)
impose o* = «, ce qui entraine que Papplication isotone décroissante « est une
application d’ouverture.

Turorime 7. — St Uapplication o est décroissante, les conditions (p, 1) (p entier
positif ou nul), (A), (B), (C), sont logiquement distinctes et sont lices par les
implications binaires résumées dans le tableau suivant et leurs conséquences logiques
a Uexclusion de toute autre. L’ensemble de ces conditions forme un demi-treillis
par rapport a la conjonction logique.

Fig. C.

Les démonstrations précédentes sont valables ainsi que les exemples
contraires 1 (avec n =1, 3, 4, 5).
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Remarque 6. — Si E vérifie la condition de chaine ascendante, les conditions
(A), (€), (o, 1) sont équivalentes comme au paragraphe III. De méme, si E
vérifie la condition de chaine descendante, les conditions (A), (B), (o, 1) sont
équivalentes. Enfin, si E est fini, les conditions (A), (B), (C), (o, 1) sont
¢quivalentes.

V. — Exemple et applications.

1° Exempre. — Soit un ensemble A ={ux, y. =, ...} et 'ensemble K= <2 (A)
des parties de A. Donnons-nous une relation binaire ® définie dans A. Asso-
cions a chaque partie X de Ala coupe de premicre espéce R(X) de R suivant X,
c’est-i-dire Pensemble des ¢léments y€A tels qu'il existe z€X avee x®Ry.
Lapplication z ainsi définie est isotone et résiduce, son application résiducelle 3
¢tant donnée par X =y lacx (*).

Les résultats du paragraphe 11 sont done valables et 'on pourrait les adapter
au cas envisagé ici. Bornons-nous a traduire en propriétés de R les diverses
conditions du théoréme 5 (& désigne I'égalite) :

(0, 1) R=6;

(F)&6 ZR et B2 ZR[R est une quasi-¢quivalence (7)];

(0) R —&:

(o, n) R'=6& (R définit une permutation @ ->y de A, produit de cyeles
disjoints dont I'ordre divise n);

(p.n) RiH" = R";

(A) R définit une permutation & — y de A ;

(B) v, 3y tel que zRy = z=x;

(C) vy, 3z tel que xRz =z =y.

Les contre-exemples suivants montrent qu'il n’y a pas dans ce cas, entre les
différentes conditions, d'implications binaires autres que celle du théoréme 5.

Exemple 1. — Soit U'ensemble A, ={o, 1,0, ... p. 1.2 ... (n—1)|
et la relation & donnée par: pR(p—1), (p—1) R(p—2)...., 1R0, oR 1,

I'Ro,....(n—2)R(n—1). (n—1)Ro. Ona R = R’ si et seulement
st p" est supéricur ot égal & p et ' multiple de n. Les conditions (F) et (O) sont
vérifiées seulement pour p=o et n =1, les conditions (A). (B). (C) seulement
pour p=o.

Exemple 1".— La relation R =0 (relation jamais définie) sur un ensemble A
quelconque non vide satisfait 4 (O) et non a (F), (B). (C).

(¢) Il peut étre utile de remarquer qu'ona X{§ = (R—1(X")), les notations étant celles de P. Dusrei,
Algebre, 2 éd. Gauthier-Villars, 1954. Ceci explique, par exemple, I'analogic qui existe entre les
conditions (B) et (C).

(") Suivanl la terminologie de J. Riguet, loc. ci.



APPLICATIONS RESIDUEES. 467

Exemple 2'.— Soit 'ensemble A= {1, 2} et la relation R donnée par : 1R 1,
2R 2, 1R2. La condition (F) est vérifiée et les conditions (O), (B), (C) ne le
sont pas.

Exemple 3'. — L'ensemble A étant I'ensemble des entiers naturels, défi-
nissons R par : 1R 1, n R(n—1) pour tout » > 1. (C) est vérifice et (B) ne l'est
pas.

Exemple 4'. — L’ensemble A étant encore I'ensemble des entiers naturels,
définissons R par n R(n—+ 1) pour tout n. (B) est vérifice et (C) ne I'est pas.

2° APPLICATION AUX DEMI-GROUPES ET AUX ENSEMBLES MUNIS D'UN DEMI-GROUPE D’OPERA-
tEvRs. — Considérons un demi-groupe D et un idéal bilatére I de D. Prenons
comme ensemble E I'ensemble des idéaux a droite de D, ceux-ci étant notés
&,9,..., et comme application « I'application définie par La=&I. Cest une
application isotone résiduée, sa résiduelle  étant définie par LE=T .1
(ou &-. 1, résiduel a gauche de & par I, est 'ensemble des éléments d de D tels
que d1C &). L'application « vérifie la condition «<Ze. Un cas particulier spécia-
lement important est celui ou I coincide avec D (*).

Plus généralement, soit un ensemble A ={A, A,, %,.. . . | sur lequel opérentles
éléments d’'un demi-groupe D=1{d, d,, d,, .. .| d’opérateurs. On note Ad le
transformé de X par d et 'on impose (Ad,)d, =1 (d,d,) quels que soient A€ A,
d,, d,€D. Soit I un idéal bilatére de D. Prenons comme ensemble E I’ensemble
des sous-ensembles de A qui sont stables par rapport aux opérateurs de D:
notons-les &, 9, .. .. Choisissons comme application o application définie par
Lo =TI (ou &I est 'ensemble des élements de A de la forme nd avec L€
et del). Cette application est isotone et résiduée, sa résiduelle § étant définie
par LE=a .1 (ou & .1, résiduel & gauche de & par 1, est Pensemble des
¢léments A de A tels que A1C&). Liapplication « vérifie la condition o ¢ et
on peut prendre en particulier I=D. Si A coincide avee D, on retrouve le cas
ci-dessus.

Les résultats obtenus dans I'étude générale conduisent au théoréme suivant.

TukoreMe 8. — Les différentes conditions (supposées vérifices quel que soit &)
de chacune des classes ci-dessous sont équivalentes entre elles :

(I> =2l =" .1, =" (n entier positif quelconque),
L=z .1 lr=g-. 17 (p et g entiers positifs quelconques),
l=I-.1, L-.l=(&-. N1 [ condition (o,1)] (*);
(Hi) Il=x1, L. l=& .12, Tl=xI" (n entier supérieur a 1 quelconqur),
L l=x .1 L-.l=al-.1, Zl=(x-. Nl [condition (1,1)];

(%) Cf. P. DureiL, Contribution d la théorie des demi-groupes (IIN) (Bull. Soc. Math. Fr., t. 81,
1953, p. 289-306).
(*) Dans le cas des idéaux a droite d'un demi-groupe, ceci peut avoir licu seulement lorsque 1=D.
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(IIT)) pour chaque valeur de p entier supérieur a 1 :

P =&Ir+, - IPr=a- .1, Klr =&lr+n (n entier positif quelconque),
L Ir=a- . 1r+n [condition (p, 1)];

(IV) (&-.1) I=&1".1, lapplication & - I est un automorphisme de E,
Uapplication & — & *. 1 est un automorphisme de E [ condition (A)];

(V) L=&I".1, Uapplication T —~ X1 est biunivoque, I’application T - I *. 1
est une application de E sur E | condition (B)].

(VI) & =(&-. D1, Uapplication L — 1 est une application de E sur &, ['appli-
cation & — & -. 1 est biunivoque | condition (C)].

Les conditions des différentes classes sont logiquement distinctes, elles sont lices
par les seules implications indiquées au théoréme 7 et leur ensemble constitue un
demi-treillis par rapport a la conjonction logique.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de s’assurer que les exemples contraires
utilisés dans la démonstration du théoréme 7 fournissent des exemples contraires
pour le cas examiné ici. En fait, nous allons voir qu'on peut interpréter les
ensembles E des exemples 1 et 4 comme ensembles de tous les idéaux d'un
demi-groupe abélien D convenablement choisi et leurs applications « comme la
multiplication de ces idéaux par D. Les ensembles E des exemples 3 et 5
peuvent étre interprétés comme ensembles des sous-ensembles stables d'un
ensemble convenable par rapport 4 un demi-groupe abélien d’opérateurs D,
I'application o coincidant avee la multiplication par D.

Exemple 1 (avec n=1). — Soit le demi-groupe D={1.2,.... p+1/}, la
multiplication étant définie par rs =min(p -1, r+s). Les idéaux de D sont
les sous-ensembles Ly={p 41}, Ti={p, p+1{, La={p—1.p, p+1l.....
K, ., ={2,...,p+1}, T,=D.

L’identification de &, avec ¢;, conduit bien aI'ensemble E,,, la relation d’ordre
étant la relation d’inclusion; on voit aisément que la multiplication par D
donne l'application «.

Exemple 3. — Soit 'ensemble des entiers positifs que nous prenons comme
ensemble A. Soit D le demi-groupe d’applications de A dans A engendré par
Iapplication n — max (1, n—1). Les sous-ensembles stables de A sont ses
sections commencantes (au sens de la relation d’ordre habituelle) (7). On a
(n)D = (n'") avec n’=max (1, n — 1), On retrouve bien I'exemple 3.

Fxemple 4. — Soit le demi-groupe additif des entiers positifs que nous
prenons pour D. Ses idéaux sont ses sections finissantes (n) et l'on a
(n)D =(n—+1). C'est bien 'exemple 4.

Exemple 5.— Soit 'ensemble des entiers que nous prenons comme ensemble
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A. Soit D le demi-groupe d’applications de A dans A engendré par I'application
n—n—1. Les sous-ensembles stables de A sont ses sections commencantes
(au sens de la relation d’ordre habituelle) (»). On a (n)D=(n—1). On
retrouve 'exemple 5.

Remarque 7. — D’aprés la remarque 6, si E vérifie la condition de chaine
ascendante, les conditions (A), (C), (o, 1) sont ¢quivalentes; si E vérifie la
condition de chaine descendante, les conditions (A), (B), (o, 1) sont équi-
valentes ; si E est fini, les conditions (A), (B), (C), (o, 1) sont équivalentes.

3° APPLICATION AUX DEMI-GROUPE ORDONNES, RESIDUES A GAUCHE PAR RAPPORT A UN
BLEMENT. — On peut généraliser dans une direction différente le cas des idéaux
a droite d’'un demi-groupe. Considérons un demi-groupe E muni d’une relation
d’ordre et soit @ un élément de E tel que I'on ait :

1° x€E, yeE, s Zy=xa _ya;

2° Yee€E, 3y vérifiant ya—x et 'ensemble des éléments y ayant cette
propriété posséde un élément maximum noté x -. a.

En particulier, ceci est réalisé si E est un demi-groupe ordonné, résidué a
gauche par rapport 4 a (*°).

L’application « de E dans E définie par z« = xa est alors isotone et résiduée
et les résultats du paragraphe II sont applicables. Si I’élément a est tel qu’on ait
xa® ~ xa pour tout x€E, ce qui se produit notamment si I'on a affaire & un
demi-groupe ordonné et si a vérifie a®> <a, on peut appliquer les résultats du
paragraphe III. Enfin, si I’élément a est quasi-entier a droite (za =« pour tout
x€E), on peut appliquer les résultats du paragraphe IV. C’est ce qui a lieu
lorsque E est I'ensemble des idéaux a droite d’un demi-groupe et I'application «
la multiplication & droite par un idéal bilatére. De plus, on a dans ce cas xa —a
pour tout x € E.

Examinons avec quelques détails le cas oul @ est quasi-entier a droite et vérifie
en outre la relation xa—a pour tout x€E. Introduisons, pour Chaque entier
positif p, a coté des conditions utilisées jusqu’ici, les conditions

(Cp) aP=ar+.
ProprieTe 9. — Les conditions (o, 1), (A), (C) sont équivalentes.

Il suffit de montrer que la condition (C) implique la condition (o, 1).
L’application « étant une application de E sur E, il existe u€E tel que a = ua.
Mais, puisque tout élément y de E se met sous la forme xa et puisqu’on a
xa_a, a est maximum dans E. Il en résulte ua =" a*, la multiplication par a &
droite étant isotone par rapport a la relation d’ordre. Done, on a a —Za?® et par

(1) Cest-a-dire tel que les résiduels & gauche x . a existent pour tout z.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 5. 59
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suite a = a*. Soit alors y un élément quelconque de E et son expression sous la
forme xa; on a y = xa =xa® =(xa)a= ya, c’est-a-dire que la condition (o, 1)
est vérifiée.

TatorkME 9. — Les conditions (p, 1) (p entier positif ou nul), (B), (C,) (p entier
positif) sont logiquement distinctes et sont lices par les implications binaires
résumées dans le tableau suivant et leurs conséquences logiques a I'exclusion de
toute autre. L'ensemble de ces conditions forme un demi-treillis par rapport a la
conjonction logique.

Fig. D.

On sait que (o, 1) implique (B). Quel que soit p, (p, 1) entraine xa’= xar*
pour tout z€E, en particulier pour x =a, ce qui donne a’'=a"*?, cest-
a-dire (C,.4). D’autre part, (C,) entraine évidemment xa?= xa”* quel que soit
z€E, donc (p, 1).

Pour nous assurer que les conditions sont distinctes et qu'il n’y a pas d’autre
implication, nous utiliserons des exemples contraires qui sont chacun I’ensemble
des idéaux a droite d’'un demi-groupe D, I'élément @ étant D lui-méme. Nous
pouvons d’abord utiliser 'exemple 1 (avec n=1) et I'’exemple 4. L’ensemble
E,. de I'exemple 1 (avec p positif) vérifie la condition (p, 1), mais non la condi-
tion (C,) ni la condition (B). Par suite, (p, 1) n'implique pas (C,) et ceci, quel
que soit p positif. Cette condition n’implique pas non plus (B). L’exemple 4
montre que (B) n’entraine aucune autre condition. Il reste donc a montrer que
(C,) n’entraine pas (B) et que (C,.,) n’entraine pas (p, 1) pour p positif.

Exempres 6, e 6,. — a. Exemple 6,. — Soit D le demi-groupe des nombres
rationnels supérieurs 4 1 muni de la multiplication ordinaire. Il satisfait a
D =D?, c’est-a-dire a la condition (C,). Il ne satisfait pas a la condition (B) car
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I'idéal des z €D vérifiant 2> 2 et I'idéal des €D vérifiant > 2 donnent le
méme idéal lorsqu’on les multiplie par D.

b. Exemple 6,. — Soit D le demi-groupe a trois éléments a, b, ¢, dont la
table de multiplication est la suivante :

< |la b

a |a a a

o

bla b ¢

Il satisfait a la condition (C,) et il ne satisfait pas a la condition (B) car {a!
et {d, ¢! sont des idéaux a la droite de D tels que {a}D ={a, ¢|D.

c. Remarque. — On ne peut obtenir un exemple contraire a 'aide d’un demi-
groupe abélien fini. En effet, pour un demi-groupe abélien fini, les conditions
(o, 1) et (C,) sont équivalentes. Supposons que le demi-groupe abélien fini D
vérifie D=D? et soit x un ¢lément quelconque de D. Démontrons que =
posséde un élément unité dans D. S’il n’en n’est pas ainsi, posons z =a,y,.
L’élément x, ne peut admettre d’élément unité car un tel élément serait
élément unité de «; de plus on a nécessairement x, < x. Posons &, =x,y,; x,
est sans élément unité et 'on a xy £ x,, 2,5~ x. Le procédé se poursuit indé-
finiment et conduit a4 une suite infinie d’éléments «;.tous distincts ce qui est
impossible puisque D est supposé fini. De la, résulte aisément que tout idéal L
de D vérifie TD = &, c’est-a-dire la condition (o, 1).

ExempLEs 7, ET 7,. — Supposons, d'une facon générale, que nous ayons
un demi-groupe D dont le centre soit non vide tel que D=D* et z&xD
pour un x€D. Un tel demi-groupe vérifie donc (C,) et ne vérifie pas (B)
(car on a [{z}UzD]|D=aD=2xD.D). Nous allons montrer comment on
peut en déduire un demi-groupe A vérifiant (C,,,) et ne vérifiant pas (p, 1).
Choisissons dans D un élément d qui appartienne au centre de D. Soit D' le
demi-groupe obtenu en adjoignant 4 D un élément unité e. Considérons
I'ensemble A’ des couples (£, d) ou k est un entier vérifiant o =~k < 27 et d' un
élément quelconque de D’. Introduisons la multiplication suivante qui fait de A’
un demi- groupe : (ky, d,) (ky, d))=(ks+ ks, d,d,) si ky+ky < 2P, (ky~+ ky — 27,
dd,d)) si ky+ k,>~ 2. Le demi-grotpe A s’obtient a partir de A’ en supprimant
I'élément (o, €). On obtient facilement les puissances successives de A :

A=A —{(1,€)]}, A=A —{(1,e),(2,¢),(3,¢€)}, ceey
At=A —{(1,€),.... (2% '—1, ¢)}, cy AP=A—{(1,¢€),..., (21 —1,€)},
AF+1:A_{(I’ €)yeeny (27 —1,€) | ={(k, d) fock<ow, aem Artr—= Ap+,

59.



472 R. CROISOT.

D’autre part, on a (o, x) A’ (2, x) et (0, ) AP P (27", x) ce qui prouve
que I'idéal a droite £ = (0, £)AU{ (o, )| ne vérifie pas TA?= LAP**. Donc
la condition (C,.,) est réalisée sans qu’il en soit ainsi de la condition (p, 1).

a. Exemple 7,. — On peut en particulier appliquer la construction préce-
dente au demi-groupe D de I'exemple 6,. On obtient un demi-groupe abélien A
qui est suceptible d'une interprétation concréte simple lorsqu’on prend pour d
un nombre rationnel dont la racine carrée n’est pas rationnelle. A est en effet

isomorphe au demi-groupe multiplicatif engendré par D et par v/d.

b. Exemple7,. — De méme, en partant du demi-groupe de I'exemple 6,, et
en prenant pour ¢lément d I'élément a de ce demi-groupe, on obtient un demi-
groupe fini A ayant 27+* —1 éléments. -

c. Remarque. — Pour un demi-groupe abélien fini, les conditions (p, 1) et
(Cpsa) sont équivalentes. Supposons que le demi-groupe abélien fini D vérifie
D7t =Dr*?; le demi-groupe D, = D7** (également abélien fini) vérifie D, =D;.
Done, pour tout idéal a droite &, de D,, on a &, D, = &,. Or, L étant un idéal
a droite quelconque de D, &£Dr est un idéal a droite de D,. On a donc
LD+ =Dr, d’ou résulte LD+ =ITDr.

CoroLLAIRE. — D étant un demi-groupe et 1 un idéal bilatére de D, les conditions
des classes IV et VI du théoréme 8 (supposées vérifiées pour tout idéal a droite &
de D) sont équivalentes aux conditions de la classe 1. Les conditions des classes
restantes 1 [ condition (0, 1)], 11 [condition (1, 1), I |condition (p, 1) pour
chaque entier p supérieur a 1], V [ condition (B)] ainsi que, pour chaque entier
positif p, les conditions (C,) 1= 17" sont logiquement distinctes et sont lices par
les implications binaires indiquées au théoréme 9. Leur ensemble forme un demi-
treillis par rapport a la conjonction logique.

4° Remarque. — 1l pourrait paraitre séduisant de généraliser d'une maniére
analogue le cas des sous-ensembles stables d’un ensemble A muni d’'un demi-
groupe D d’opérateurs : considérons un ensemble ordonné E={z, y....} muni
d’'un demi-groupe ordonné T=/{a, b, ...} dopérateurs ; on impose les condi-
tions suivantes : 1° (xa)b=wxz(ab), Vx€E, a€T, beT; 2° les relations x ~y,
a<b impliquent za_yb; 3° quels que soient x€E, a €T, il existe y €E véri-
fiant yaZa et 'ensemble des éléments y ayant cette propriété posséde un
élément maximum noté x-.a. Les conditions sont remplies lorsque E est
I'ensemble des sous-ensembles stables de A et T I'ensemble des idéaux bila-
teres de D. De plus, on a, dans ce cas, xra—x, Ve €E, a€T.

En réalité, il est inutile d’examiner ce probléme car il constitue une repré-
sentation des cas traités aux paragraphes II, III et IV. En effet, il suffit de consi-
dérer, acoté de 'ensemble E de ces paragraphes, le demi-groupe T d’applications
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de E dans E engendré par I'application o, T étant muni de la relation d’ordre
triviale : a"~a™«n=m; dans le cas du paragraphe III, on pourra munir T
de la relation d'ordre a"Za™<n>m; dans le cas du paragraphe IV, on
pourra adjoindre a T T'application identique ¢ =a° de E sur E et imposer
' Lates n>xm.

5° Application aux anneaux et aux A-modules. — On pourrait faire une
étude analogue a celle du 1° en partant d’un anneau A et d’un idéal bilatére 1
de A, l'application « étant obtenue en associant a chaque idéal a droite T de A

»
son produit LI par 1 <ensemble des inai avec 4, €L, a;el
i=1

De méme que dans le 2°, on pourrait plus généralement considérer un
A-module a droite O, I'ensemble des sous-modules & de 1T et I'application
définie par Lo = L.

Remarquons que le cas des idéaux a droite d’un anneau est également un cas
particulier du cas traité au 3°.

6° Autres applications. — a. Une série de problémes un peu différents est
obtenue en remplacant les idéaux & droite de D ou de A ou les sous-ensembles
de A ou de 01t stables par rapport aux opérateurs de D ou de A par tous les sous-
ensembles de D ou de A ou par tous les sous-ensembles de A ou de 1. On
obtiendrait notamment le cas de tous les sous-ensembles d'un demi-groupe ou
d’un anneau comme cas particulier d'un probléme analogue a celui traité au 3¢
(dans lequel on aurait seulement xa®~~zxa pour tout x€E et ou I'on appli-
querait les résultats du paragraphe 1II).

b. Inversement, étant donné un demi-groupe D ou un anneau A, on peut
considérer seulement I'ensemble de ses idéaux bilatéres qu'on prendra comme
ensemble E, I'application a étant définie par la multiplication a droite par un
idéal bilatére fixé. Naturellement, ce probléme n’est qu'un cas particulier du
probléme traité au 3°.

Le méme ensemble E peut étre aussi muni de I'application o définie par
&L~ 1T oulet] sont deux idéaux bilatéres fixés; application résiduée 8 est
définie par L — (L .-1)-.J.

Ce probléme peut étre traité comme un cas particulier d'un probléme
analogue a celui du 3°: on considére un demi-groupe E muni d'une relation
d’ordre et deux éléments a€E, beE tels que I'on ait :

1° x€E, ye€E, x Zy=axb_ayb;

2° Vz€E, 3y vérifiant ayb_x et I'ensemble des éléments ayant cette
propriété posséde un élément maximum noté (x. - a)-. b.

Ici, on peut supposer de plus axb —x pour tout x€E. Les résultats du
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paragraphe III sont alors applicables. En se limitant au cas ou 'ona b=a et
a* -~ a® Z a, on pourrait comparer les conditions étudiées dans ce Mémoire aux
conditions :
(Cp) ar=artt ().

(1) On pourra trouver dans R. Crosor, Equivalences principales bilatéres définies dans un demi-
groupe [J. Math. pures et appl., t. 36, 1957 (corollaire de la propriété 14)], un résultat inspiré
d’une telle étude dans le cas ou E est I’ensemble des idéaux bilatéres d’un demi-groupe D, I et J
coincidant avec D. L'étude compléte, méme dans ce cas particulier, n'a pas été faite.




