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SUR LA

DÉFORMABILITÉ DES VARIÉTÉS
PLONGEES DANS UN ESPACE DE RIEMANN

PAR M"18 SIMONE DOLBEAULT-LEMOINE.

INTRODUCTION.

Étant donné un espace de Riemann V^ à n dimensions, il semble naturel de
considérer les variétés V^, àj» dimensions qui y sont plongées. Par ce plonge-
ment, V/, est elle-même douée d'une structure de variété riemannienne à
métrique induite par celle de V,,. Alors se pose d'elle-même une question
d'unicité : dans quels cas la métrique induite sur \p permet-elle, ou non, de
déterminer complètement V/, dans l'espace V,,, autrement dit, dans quels cas V,,
est-elle rigide ou déformable pour son plongement dans V^?

D'importantes simplifications se produisent si p=n—i, c'est pourquoi de
nombreux mathématiciens se sont intéressés à l'étude de la défbrmabilité
des V,,_i plongées dans V,,. Nous citerons seulement R. Béez, U. Sbrana,
É. Cartan et E. Bompiani. Tous ont envisagé le problème du seul point de vue
local, en se limitant aux espaces V,, euclidiens. Leurs travaux sont déjà anciens
et ce problème n'a, depuis lors, jamais été repris systématiquement, bien qu'il
comporte encore des questions non résolues. C'est pourquoi nous l'avons pris
comme sujet de recherches en nous efforçant de l'étendre d'une part en
n'imposant pas à V^ la condition très restrictive d'être euclidien, d'autre part
en envisageant quelques-uns de ses aspects globaux. Ce travail nous a permis
d'obtenir des résultats nouveaux qui constituent les chapitres I, II, III, et IV. Il
repose sur des notions qui, n'étant pas entièrement originales, ont été exposées
dans un chapitre préliminaire. En voici un résumé.

Le chapitre préliminaire a pour objet l'étude sommaire des espacer
de Riemann et de certaines de leurs sous-variétés, Les paragraphes A yfTS
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contiennent d'une part des résultats connus, d'autre part des résultats qui sont
seulement des extensions de propriétés connues. Quels qu'ils soient, nous les
avons exposés de la façon qui, pour n'être pas celle habituellement utilisée,
nous a semblé la mieux adaptée à l'étude des propriétés locales et globales
des V^ localement déformables dans un espace de Riemann V,,. Le para-
graphe C est une étude rapide de ces V,,_i ayant surtout pour but de prouver
l'existence, en tout point de V,,_i, d'une variété de dimension / ^ — i , géodé-
sique en ce point dans V,,_i et dans V,,. La place de cette partie de notre travail
dans les préliminaires se trouve justifiée par le fait que nous nous y référerons
constamment dans la suite.

Le chapitre 1 a trait aux plus simples des variétés V,,_i localement défor-
mables dans un espace V,, localement euclidien ; il se divise en deux para-
graphes : le paragraphe A est l'étude de la réductibilité locale des V,,_i réguliè-
rement déformables ou variétés dont la déformation locale ne fait intervenir
aucun élément privilégié. Le paragraphe B a pour but la détermination de la
forme générale de la métrique des V,,_i plongées dans V/, et localement défor-
mables avec persistance, en chaque point, d'une direction asymptotique pour
ce plongement.

Dans ce chapitre I, ainsi que dans le chapitre II, nous adoptons un point de
vue différent de celui des auteurs déjà cités, car nous cherchons à mettre nos
résultats sous une forme qui puisse nous conduire à des remarques sur la
structure globale des V,,_i localement déformables dans V,,.

Le chapitre II est réservé aux variétés V,,_i localement déformables avec
persistance, en chaque point, de deux directions conjuguées distinctes. L'étude
de ces variétés est assez longue et présente des difficultés qui, pour être
écartées, exigent l'emploi d'une technique que nous développons largement
aux paragraphes A et B et qui consiste essentiellement en une adaptation de la
méthode du repère mobile et du formalisme de. É. Cartan. A la fin du para-
graphe B, nous faisons allusion à un résultat concernant l'angle de deux
directions conjuguées persistant au cours d'une déformation. Ce résultat a fait
l'objet d'une Note(1). Au paragraphe C, nous envisageons le cas plus simple des
variétés déformables avec persistance des directions principales; ce cas se sub-
divise en trois parties et, dans chacune d'elles, des résultats précis sont obtenus
en ce qui concerne la métrique.

Le chapitre III est une étude des variétés V^_i plongées dans un espace V,, à
courbure constante et localement déformables pour ce plongement. Il contient
des résultats entièrement nouveaux : au paragraphe A, il est démontré que les
seuls V^ à courbure constante qui peuvent contenir des V^i localement défor-
mables douées de la métrique induite par le plongement sont de dimension 3
et 4.

(1) C. R. Âcad. Se., t. 232, IQÔI , p. i63o.
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Au paragraphe B, des calculs basés sur des méthodes analogues à celles
employées au chapitre II permettent d'obtenir les expressions possibles des
formes quadratiques susceptibles d'être prises comme métriques des ¥3 locale-
ment défbrmables dans un ¥4 à courbure constante.

Au chapitre IV, nous examinons les conséquences que peuvent avoir sur la
structure globale des variétés \n-i les propriétés établies dans les chapitres
précédents, lorsque V^ est un espace complet et lorsque V^_i est elle-même une
variété complète pour la métrique induite par plongement dans V^. Au para-
graphe A, nous étudions la compacité de V^__i, à partir de propriétés des
géodésiques des espaces complets qui ont été exposées dans les Préliminaires.
Au paragraphe B, nous obtenons des conditions d'existence pour V,,_^ en
cherchant s'il peut y avoir compatibilité entre la structure de variété complète
et la défbrmabilité locale de V,,._i pour la métrique induite par plongement
dans V,,. Cette étude fait jouer un rôle important à la courbure gaussienne
scalaire et met en évidence une famille de V/,__i localement réductibles. Ceci
nous amène à étudier, au paragraphe C, la réductibilité des V,,_i complètes
pour leur plongement dans l'espace euclidien R,,.

Une partie des résultats exposés dans les Préliminaires et dans les chapitres III
et IV ont été publiés dans trois Notes (2).

L'ensemble de mon travail a été profondément marqué par l'influence d'Élie
Cartan dont je suis fière d'avoir reçu les encouragements lors de mes tout
premiers essais dans la recherche mathématique. L'étude présente n'aurait
cependant pu être menée à bien sans l'aide de M. A. Lichnerowicz qui ne s'est
pas borné à suivre mes efforts avec bienveillance, mais a contribué à les orienter
par ses conseils. Je suis heureuse de pouvoir l'en remercier ici. Je tiens aussi
à exprimer ma gratitude aux nombreux mathématiciens qui ont bien voulu me
faire profiter de leurs réflexions et, en particulier, à MM. G. de Rham et
S. S. Chern, ainsi qu'à M. Ch. Ehresmann. Enfin, il me reste à dire ma
reconnaissance à M. G. Darmois.

PRELIMINAIRES.

Les deux premiers paragraphes de ce chapitre sont un résumé rapide de défi-
nitions et de propriétés relatives aux espaces de Riemann et à certaines de leurs
sous-variétés. Nous nous proposons de les exposer sous une forme immédiate-
ment utilisable dans l'étude des variétés V,,_i localement déformables pour leur

( 2 ) C. R. Acad. Se., t. 238, 1954, p. 559, et 2o5-2; t. 240, 1955, p. 1962.
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plongement dans un espace de Riemann V,,. Ceci nous amènera, presque
constamment, à adopter un point de vue différent de celui des auteurs qui se
sont occupés des mêmes questions et à chercher des extensions de résultats
classiques. Le paragraphe C est une contribution à l'étude des espaces
de Riemann \\ à n dimensions contenant des variétés V,,__i localement
développables ou localement défbrmables pour la métrique induite par ce
plongement. Nous nous proposons surtout de mettre en relief le caractère
exceptionnel de l'existence de tels espaces dès que la dimensions est supérieure
à 3. Sur la structure des \n-i localement déformables, nous nous bornerons à
une remarque importante, et nous réserverons pour les chapitres I, II et III
l'étude complète des V,,_i déformables dans un espace V^ localement eucl idien
ou à courbure constante.

A. — Espaces de Riemann.

1. Variétés différentiables. — Soit V,, une variété, c'est-à-dire un espace
topologique séparé et connexe jouissant de la propriété suivante : A tout
point ^€V,,, nous associons un système de n nombres réels qui peuvent être
considérés comme les coordonnées d'un point ^ de l'espace numérique réel à n
dimensions, et nous supposons que l'application ainsi définie est un homéo-
morphisme d'un voisinage ouvert ÏJ de x sur une boule de centre ^ dans R,,.
Cette représentation topologique constitue un système de coordonnées locales
de V^, ou carte locale, dont U est le domaine [14], [22]. Elle doue V/, d'une
structure de variété différentiable de classe C' [32] si, de plus, on peut
trouver un ensemble A de cartes, ou atlas, satisfaisant aux deux axiomes :

Ai. La réunion des domaines des cartes de A est identique à V^.
As. Si Ui et Ua sont deux domaines de cartes de A, si \]^c\\]^^0 et

si ^ G U i H U a , les coordonnées du point x dans l'une des cartes sont des
fonctions de classe C7, à jacobien non nul, des coordonnées de ce même point x
dans l'autre.

La plus grande partie de ce travail, visant à des résultats de nature
purement locale, sera consacrée à l'étude d'une région de V^ couverte par un
seul système de coordonnées; seul le dernier chapitre, par sa portée globale,
exigera un recouvrement de la variété tout entière.

2. ESPACE VECTORIEL TANGENT EN UN POINT D^UNE VARIÉTÉ DIFFÉRENTIABLE. — Consi-

dérons l'ensemble D(.r) des fonctions réelles de classe C7 , définies au
point xç^n. Leurs différentielles définissent un espace vectoriel T^(.r) de
classe C7-1 du champ réel [13], [23], [24]. Tout élément de T^x) s'exprime
linéairement en fonction des différentielles des coordonnées locales de x et est,
de ce fait, appelé indifféremment vecteur covariant ou forme linéaire en x. Les
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différentielles des coordonnées locales de x fournissent ainsi une base de T^(^)
et T^(^) est de même dimension n que V,,.

Soit T,,(.r) l'espace vectoriel dual de ï^(^) : ses éléments sont appelés
vecteurs contrawriants ou, plus simplement vecteurs d'origine x. Sa dimension
est, évidemment n et sa classe C'"1 ; toute base de T^(e^), ensemble ordonné
de a vecteurs linéairement indépendants e^{x), . . ., ^(^) est un repère d'ori-
gine x, tandis que toute base de T^ est un corepère.

Considérons l'opération classique [19] qui, à deux espaces vectoriels quel-
conques V et W, de dimensions respectives p et q, fait correspondre un
troisième espace vectoriel, de dimension pq, appelé leur produit tensoriel et
noté V(^)W, suivant une loi qui associe un élément V0W à tout couple
d'éléments pris l'un dans V, l'autre dans W et qui satisfait aux axiomes
habituels.

La notion de produit tensoriel d'un nombre fini d'espaces vectoriels se déduit
sans difficulté de cette définition, de même que celle de puissance tensorielle,
et, revenant à la variété différentiable V^, nous appellerons tenseur au
point ^eV,, tout élément du produit des puissances tensorielles de T^(^)
et T^(.r). Dans un système de coordonnées locales déterminé, un tenseur est
défini par ses composantes pour lesquelles nous adopterons les notations
classiques : la position supérieure indique le caractère contravariant d'un
indice, la position inférieure le caractère covariant; enfin nous utiliserons la
convention d'Einstein : si le même indice figure deux fois dans le même
monôme, une fois en position inférieure, une fois en position supérieure, on
doit sommer tous les monômes obtenus en donnant à cet indice toutes les
valeurs possibles, sauf si la valeur numérique de cet indice est déterminée
d'une manière unique.

3. ESPACE DE RIEMANN. — D'après le numéro précédent, on définit sans
difficulté un champ de tenseurs sur V,^ et l'on peut considérer, en particulier,
un champ de tenseurs symétriques à deux indices, de classe C'~1.

Soient [^Çx)\, pour l € { i , . . . , ^ } , une base de T^(.r), \e^x)\ la base
duale et g\jÇx) les composantes covariantes, au point x, du tenseur envisagé.
Ces éléments définissent, au voisinage du point x de V,,, une métrique qui est
la forme quadratique

ds'2^^ ^ijûL^Cit/

manifestement invariante dans tout changement de carte locale.
Les g^ et les co1 sont des fonctions du point x. A la métrique qui vient d'être

définie sur V,^, on associe une métrique sur T^(.r) en fixant le point x\
ainsi T^(^) est doué d'une structure d^espace vectoriel euclidien et V» d'une
structure (T espace de Riemann de classe C7 .

La distance dÇx, r) de deux points quelconques x et y de V^ sera la borne
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inférieure de l'intégrale de ds prise le long de tous les chemins, continûment
différentiables par morceaux, joignant y à x dans V,,; un arc de géodésique
joignant y à x sera une extrémale de cette intégrale.

Signalons un théorème important dû à H. Whitney [41] : toute variété
riemannienne V^ est homéomorphe de classe C' à un espace de Riemann de
classe C°°.

La métrique de V,, sera dite régulière au point x si la forme quadra-
tique g-^yy est, en ce point, définie, positive et à Jacobien non nul pour tout
élément de T^(a?).

Rappelons rapidement, dans le but principal de fixer les notations, les
formules essentielles de la méthode du repère mobile de É. Cartan [10];
dx désignant un vecteur tangent à V^ en x, on a

dx= (^(x) e^{x).

Considérons sur V,, un chemin d'origine x, continûment différentiable par
morceaux, dont chaque point est muni d'un repère. Développons ce chemin
sur T^(^) et supposons que, par .ce développement, l'extrémité ait pour image
le point cr+co^i. Ce point se trouve muni d'un repère que nous noterons
( e^-\-de^ \ et la connexion de variété riemannienne de V^ est telle que l'on peut
poser

,> ..>-
de^-=.^e^

introduisant ainsi n1 formes de Pfaffco^ qui s'expriment linéairement à l'aide
des co1

c^^Y^jco^

les Y^j étant des symboles de Christoffel en repère naturel, c'est-à-dire lorsque
les co1 sont des différentielles exactes, des coefficients de rotation de Ricci en
repère orthonormé et pouvant, dans tous les cas, être calculés à partir de la
donnée de deux bases duales de T^(.r) et T^(^).

Les équations quadratiques extérieures

€1^== ^K /\ COK1, d^= ̂ 3 A ûV-t- ^R1,

appelées équations de structure par É. Cartan, constituent deux systèmes dont le
premier exprime que la connexion riemannienne est sans torsion et dont le
second introduit les formes de courbure ÎV, liées au tenseur de Riemann-
Christoffel par

^=\^^[\^.
2i

Par contraction, le tenseur de Riemann-Christoffel conduit d'abord au tenseur
de Ricci R^==RR1 j; et ensuite à la courbure riemannienne scalaire R = R 1 K,

IV , •

qui est un invariant attaché au point x de V,,. Les vecteurs propres de la
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matrice (Riu) par rapport à la matrice (g\s) sont les directions principales
de Ricci de V,^ en x,

Rappelons les symétries du tenseur de Riemann-Christofïel R^i ju : symétrie
par rapport aux deux couples d'indices (K, I) et (J, H), symétrie gauche par
rapport aux deux indices de chacun de ces couples; rappelons aussi les
identités

RRI, JÏI + Î^RJ, I I I -+- RKH, IJ '==- Of

et signalons enfin les identités de Blanchi

VL^RI, jn + VnRivL u 4- VjRKi, HL^ o,

où V est l'opérateur de dérivation covariante par rapport au corepère employé.

4. LES ESPACES COMPLETS ET LEURS GÉODÉSIQUES. — Considérons un ensemble
infini de points sur V,,. Cet ensemble constitue une suite de Cauchy s'il est
dénombrable et s'il peut être ordonné de manière que la distance de deux de
ses points x? et x^ tende vers zéro quand p et q tendent vers l'infini.

Un espace complet [17] (ou espace normal de Cartan [10]) sera, par définition,
un espace de Riemann, sur lequel toute suite de Cauchy est convergente.

Un théorème important, énoncé par H. Hopf et W. Rinow dans le cas des
surfaces [17] affirme que tout espace complet jouit des trois propriétés
suivantes :

a. Toutes les géodésiques sont infinies dans les deux sens ou fermées;
6. Tout ensemble de points de V,, qui est borné est relativement compact;
c. Deux points quelconques de V,, peuvent être joints par un arc de géodé-

sique de longueur égale à leur distance.

De plus, chacune des propriétés a, b est caractéristique, moyennant la régu-
larité de la métrique en tout point de V,^.

Une démonstration élégante de ce théorème, due à G. de Rham [31] utilise la
notion de vecteur initial d'un arc de géodésique qui nous sera utile au dernier
chapitre : le vecteur initial d'un arc de géodésique d'origine x est le vecteur
obtenu par développement, sur T^(.r), de l'arc de géodésique envisagé. Ainsi
la propriété a est équivalente à

a ' . Tout vecteur de 1\(^) est vecteur initial d'un arc de géodésique d'ori-
gine x et d'un tel arc seulement.

Des recherches récentes ont visé à étendre l'idée d'espace complet à des
espaces de Riemann doués de métriques de signature quelconque, en parti-
culier de métriques de type hyperbolique normal, ce qui conduit à envisager
des géodésiques réelles de longueur nulle dont l'existence n'est pas sans créer
quelque difficulté dans l'étude que nous nous proposons d'entreprendre. Nous
nous limiterons donc, dans toutes les questions globales, aux espaces complets
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dont la définition a été rappelée au début de ce numéro et nous allons main-
tenant faire une étude rapide du recouvrement d'un espace complet par les
géodésiques issues de l'un de ses points.

A tout point x de l'espace complet V,,, nous allons faire correspondre un
ensemble fermé A(.r) lui-même contenu dans V,,. Un ensemble peu différent,
déjà considéré par H. Poincaré [29], sous le nom de ligne de partage, dans le
cas des surfaces convexes, a été étudié par S. R. Myers [26] et J. H.
C. Whitehead [40] sur les variétés complètes à n dimensions.

Considérons le point xç^Vn et l'ensemble des géodésiques issues de x ' , intro-
duisons /' ensemble de partage A (x) relatif au point x de V,, ayant pour éléments :

i° Les points à l'infini, s'il en existe, de toute géodésique passant par x\
2° Les points E tels que g étant une géodésique passant par x et E, ce point ^

soit le premier pour lequel la longueur de l'arc xÏ de g cesse d'être égale à la
distance de ^ à x sur V,,.

De la propriété a des espaces complets, il résulte, trivialement, qu'il existe
au moins un tel point $ sur toute géodésique contenue toute entière dans un
domaine compact de V,,. Toute géodésique issue de x a donc au moins un point
dans A(.r) et, par suite, quel que soit x, A(.r) n'est jamais vide

A(^)^0 (^<=V,);

A(^) est un ensemble compact si la variété V,, est elle-même compacte, ayant
des points à l'infini si V,, en possède.

Soit C/,(^) le complémentaire de A(*r),

V^==:A(^)uC,,(^);

C^(^) est un ensemble connexe de dimension n\ tout pointyeC,,(.r) peut être
joint à x par un seul arc géodésique contenu dans C^(^) et la longueur de
l'arc xy de cette géodésique n'est autre que la distance de y à x dans V^. Inver-
sement, Cn(œ) est couvert par les arcs des géodésiques issues de x, limités à
leurs intersections avec A(.r). Ainsi, CnÇ^) est homéomorphe à une boule
euclidienne de dimension n; c'est une cellule ouverte de dimension n et de
bord A(.r); l'ensemble de partage A(^) est, par suite, de dimension au plus
égale à n — i.

B. — Variétés plongées dans un espace de Riemann.

1. PLONGEMENT D'UNE VARIÉTÉ DANS UN ESPACE DE RIEMANN. MÉTRIQUE INDUITE. —

Soient \p et V^ deux variétés différentiables de même classe (Y et de dimension-
respectives p et n (p <^ n). Considérons une application

/•' V^V,.
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qui identifie un point de V,, à tout point de V,,. Cette application réalise un
plongement de classe C7 de V^ dans V^ et s'exprime par n équations, de classe C',
liant le système des n-{-p coordonnées locales d'un même point x de V^,,
système constitué par les p coordonnées locales x1, . . ., x1' de x considéré
comme point de V^ et par les n coordonnées locales XS .. ., X7' de ce même x
considéré comme point de V,,.

Le plongement de V,, dans V^ est régulier au voisinage d'un point si, d'une
part, ce système de n équations, considérées comme équations aux inconnues
XS . . . , X^, admet une solution et une seule pourvu que le voisinage du point
envisagé soit convenablement choisi et si, d'autre part, le système final

X^îp1^1, . . . , x P ) , le j i , . . . , n\

obtenu par résolution du système initial, est tel que la matrice ( —p )
(J 'e j i, . . . ,jo }) soit de rangjo dans le même voisinage.

Considérons les deux espaces vectoriels T^(^) et TpÇx) correspondant à V,,
au point x. Supposons que le plongement de V^ dans V,, est régulier dans un
voisinage de x. II résulte immédiatement de ce plongement et de la définition
des espaces vectoriels attachés à x que T^(.r) et Tp(x} sont contenus respecti-
vemement dans T^Çx) et ï^(^)

^(^)CÏ;(^), T^^CÏ^);

par suite, toute base de T^(.r) peut être complétée de manière à fournir une
base de T^(^) et, inversement, toute base de T,,(.r) induit sur T^(^) une base
qui en est la restriction; des relations semblables lient les bases de ï^(^)
et T^(^); tout champ de tenseurs sur V,, induit sur V^ un champ de tenseurs
analogues. Considérons, en particulier, le tenseur métrique de V/, défini, par
exemple, par ses composantes covariantes g\^ en repère naturel. Nous en
déduisons le tenseur

à^ à^
[^]v^u(^ •-r)^F^F

La forme quadratique

/ l , J e { i , . . . , 7 z } \
\ \ ' ^ ' ^ { ^ . . ^ p } ) '

[ds^^^^dx^ d ^ ' ,

associée, sur V^, à ce tenseur et prise comme métrique de Vp, doue V p de la
structure de variété riemannienne induite par son plongement dans V^.

2: REPÈRE MOBILE POUR UNE VARIÉTÉ PLOiNGÉE. — A tOUt point X dé là Variété V/,,

associons un repère R(^) de V^ à l'aide duquel nous étudierons la connexion
de variété riemannienne induite sur V/, par son plongement dans V^. Ce
repère R(.r) sera formé de p vecteurs e^x) pour 1 € { i , . . . p } constituant une

Ann. Ec. Norm., (3) , LXXIII. — FASC. 4. 46
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base quelconque (le ï/,(^) et de n—p vecteurs orthonormés <?p(.r),
pour V ç { p + ï , . . ., n}, l'ensemble des vecteurs e^x) et e^^x) constituant
une base de T/,(.z'). Considérons les formes coY^)? coï ' {x) dont l'ensemble est le
dual de R(^r). En tout point xç. V^, on a

Ci)1' (x) •==. 0,

et le système constitué par les équations ^=0 est complètement intégrable,
chacune de ses solutions constituant un système de coordonnées locales
sur V^ [9]. Appliquée à V^, la méthode du repère mobile donne

dx^==.^e^

d ei == coi^K 4- ûû^' e^,, d e^, = ̂  e^ + cop^ ̂  ;

outre les CLÏ/\ parfaitement définis sur V^ par la donnée des bases duales { c o 1 \ et
|^J, s'introduisent des formes de Pfaff oûi,1^, coi^, cop^, dont les premières sont
liées par la relation

^K'H' COl11' 4- gu ÛÛR, J == 0,

et qui, exprimées linéairement en fonction des co1, ont pour coefficients les
courbures eulériennes de Vp relativement à son plongement dans V/, [7].

Une variété dont toutes les courbures eulériennes sont nulles en un point est
dite géodésique en ce point. Elle est totalement géodésique, si toutes ses courbures
eulériennes sont nulles partout.

Les équations de structure de V^ pour son plongement dans V,, sont d'une
part celles qui expriment la complète intégrabilité du système coI=o, c'est-
à-dire *

dw1 ==: ̂ K /\ COK^

d'autre part les équations de Gauss-Codazzi

<^)K1 == ûÛK'1 A ^J1 + W K ' A ^J'1^- ^K^ .

d^1 =: MK^ A ^S1-^-^' A ^S1-^- ^R'1,

où les il^1, ^K1 sont les restrictions à V^ des formes de courbure de V,,, et enfin
les équations dont le premier membre est rfco^/', que nous n'expliciterons pas,
car elles disparaissent dans le casjo = n — i que nous avons pour but d'étudier
et auquel nous nous restreindrons dans le reste de ce numéro. Alors

_,> r,>den-=Wr^e^

Introduisons la seconde forme fondamentale de V,,__i pour son plongement dans
V,, comme étant la forme quadratique définie par

0 •==. — d €n d.X == ûùî  C»)1.
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Désignons par çj^ les coefficients de cette forme. Ces y^ définissent un tenseur
symétrique à deux indices, appelé parfois tenseur asymptotique de V,,_i.

Les valeurs caractéristiques de la matrice (9^) P^' rapport à la matrice unité
(g\K) ̂ ^ 168 courbures normales principales de V,,_i pour son plongement dans
V,, et les vecteurs propres correspondants sont les directions principales. Si
l'équation caractéristique admet, en un point x, une racine multiple d'ordre q,
les q directions principales correspondantes ne sont astreintes qu'à être ortho-
gonales aux n — q— i autres directions principales. Très souvent, dans la suite
de cette étude, il sera commode de considérer des repères principaux : un
repère principal sera un repère orthonormé constitué par n — q — i vecteurs
unitaires portés par les directions principales à courbures normales différentes,
par q vecteurs qui, joints aux précédents, constituent une base orthonormée de
T,,_i(.r) et, enfin, par le vecteur e^Çx) qui, avec les e^Çx\ forme une base de
T^).

3. UNICITÉ DU PLONGEMENT V^_i DANS V^. — Considérons deux variétés V,,_i et
V^_i plongées dans un espace de Riemann V^, contenant le même point x et
ayant en ce point le même espace vectoriel tangent T,,_i(^). Soient U un voisi-
nage de x dans V,,_i, U un voisinage de x dans V/,_i ; supposons qu'il existe un
homéomorphisme local de U sur II et que cet homéomorphisme conserve la
métrique aux points correspondants. Soienty etj deux tels points. Les espaces
vectoriels T^_i(y) et T,,_i(r) sont homéomorphes entre eux et l'application de
U dans U fait passer d'une base { ̂ i(r) } de T^_i (y) à une base j <?i(y) } de T^i (y).
Transportons ces bases en x, par parallélisme le long de chemins homéomorphes
contenus respectivement dans U et dans U. Pour que les deux bases déduites
de ces transports coïncident, il faut et il suffît que les formes co/1, CD/' soient
identiques, c'est-à-dire que les deux variétés V,,_i et '\n-i aient, au point x, la
même seconde forme quadratique fondamentale. Mais alors, il existe un voisi-
nage de x dans lequel ces deux variétés V^_i et V,,_i coïncident et, par suite,
nous dirons que la variété Vn_i plongée dans l'espace de Riemann V^ est
intrinsèquement rigide si sa seconde forme fondamentale ̂ {x) est déterminée,
au signe près, par les équations de Gauss-Codazzi et leurs conditions de
compatibilité. Ces équations peuvent, comme il résulte du numéro précédent,
être, obtenues à partir de la donnée des métriques de V^_i et V^. La rigidité
intrinsèque est une propriété locale.

Nous allons maintenant étendre au cas où V^ est un espace de Riemann
quelconque un théorème important dû à R. Béez [1] pour les V^ euclidiens. Ce
théorème a déjà été étendu au cas où V^ est à courbure constante [15] et une
première démonstration simple en a été donnée par T. Y. Thomas[36], Nous
l'énoncerons sous une forme qui ne fait intervenir que les métriques de V^_i et
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V/,, par un tenseur qui s'en déduit : Pour qu'une variété V,,_i plongée dans un
espace de Riemann V,, soit intrinsèquement rigide, il suffit que le tenseur de Gauss,
différence des tenseurs de Riemann-Christoffel de\,^ et V^ possède au moins deux
composantes non identiquement nulles dans tout système de coordonnées locales.

Nous en proposons une démonstration très simple. Le tenseur de Gauss est
lié au tenseur asymptotique de V,^ par les équations de Gauss relatives aux
variétés plongées que, d'après le numéro précédent, nous pouvons écrire

KUJÎL = '-PIH^JL—— ^IL^Jil-

Attachons au point x un repère principal pour le plongement de V// , _ i dans V/,.
Ce repère est formé de vecteurs de T,,(.r) dont les n — i premiers sont aussi

des vecteurs propres de la matrice (K^) obtenue par une contraction à partir du
tenseur de Gauss, matrice qui est la même pourV,,_i et pour toute variété isomé-
trique à V^_i tangente en x au même espace vectoriel T,,_i (.r).

Le tenseur de Gauss ayant au moins deux composantes non nulles au point
x, la matrice (Km) admet au moins trois vecteurs propres bien déterminés en
ce point et ces vecteurs sont portés par les directions principales non seulement
deV,,_i mais aussi de toute variété isométrique àV^, tangente en x à T,,_i(o-).
Ainsi le repère principal attaché au point x de V^_i est le repère principal
attaché au même point x de toute variété isométrique, s'il en existe.

Avec un tel repère, l'équation précédente se simplifie : Ku ̂  est nul si les
couples (I, J), (H, L) ne sont pas formés des mêmes indices et il reste au moins
deux équations

KU,]J=== ^pii^jj î
KIH,IH== plI^HHî

d'après lesquelles Çn, yjj et 9,^ ne sont pas nuls en x. Le tenseur de Gauss a
donc une troisième composante Kjn^ non identiquement nulle, puisque

KJHJH^ ^JJ^HHî

Mais les trois équations précédentes permettent le calcul de ©n, Çjj et ÇHH- En
particulier, on a

/ , - \o__ KyjjKiHiH(?nr— —r.————;
"-JH.JH

ceci suffit pour démontrer le théorème.

G. — Déformabilité des variétés Vn-i plongées dans un espace de Riemann V/,.

1. DÉFINITION DES VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉVELOPPABLES. — Le théorème de Beez-
Thomas ne fournit aucun renseignement sur la rigidité locale, dans V^, des
variétés V^_i ayant, au plus, deux courbures eulériennes principales non iden-
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tiquement nulles en chaque point. D'après É. Cartan [7], nous dirons qu'une
^Vn-i plongée dans un espace de Riemann V^ est développable si :

a. n—2 des courbures eulériennes principales de cette V/,__i sont nulles en
tout point x e V^_i ;

b. les valeurs possibles de la seule courbure eulérienne non identiquement
nulle ne sont pas déterminées, en nombre fini, par la donnée des métriques de
V/,_i et V,, en chaque point x.

Supposons que V^_i et V^ soient deux variétés difïerentiables de classe
^'(r~^l\), douées de métriques régulières dans un voisinage d'un point deV/,_i .
Dans un tel voisinage, nous attacherons à tout point ^eV^_i un repère principal
dont le premier vecteur ^i(^) est porté par la direction principale à courbure
eulérienne non nulle. Pour faire ressortir le rôle particulier de ^(.r) dans
l'espace vectoriel T^(.r) tangent en x à V,,_i, nous ferons usage non seulement
des indices latins I, J, K, . . . éléments de l'ensemble { . i , . . ., n—i j , mais
encore d'indices grecs ©, W, <Ï>, . . ., éléments de l'ensemble { 2, . . ., n — i}.

La développabilité locale de V,,_i a comme conséquence le fait, pour la
matrice (©jj) associée au tenseur asymptotique de V,,_i, d'être de rang i, ce qui ,
dans le formalisme de É. Cartan et relativement au repère principal envisagé, se
traduit par
(l) ûû)"==OnC,)1, C^^O.

2. COURBURE RIEMANNIENNE INDUITE PAR \\ SUR V^-i . — Difïerentions extérieu-
rement la seconde équation du système ( i )

VA^+^V^o-

Cette condition est une équation quadratique par rapport aux formes co1; ses
coefficients s'expriment à l'aide des composantes du tenseur de Riemann-Chris-
toffel deV,,, des composantes du tenseur asymptotique deV,,_i et des coefficients
de rotation de Ricci relatifs à un déplacement infinitésimal du repère principal
dans l'espace vectoriel T^(.r), ce qui permet de l'écrire

ÏQV^^A ^ + ̂ IV.KI^A ^O-

En vertu de l'indépendance des formes co1, elle est équivalente à

TeV^i- + ïV,iri = °' IV^<ï>::=o•

Si la première de ces équations n'est pas identiquement vérifiée, elle permet de
calculer, au plus, une valeur de Çn. Cette unicité n'est pas contraire à nos hypo-
thèses, car nous ne pouvons affirmer que les variétés isométriques à V,;_i admettent
^(.r) comme direction principale à courbure eulérienne nulle. S'il y a persis-
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tance des directions principales, les équations précédentes impliquent
v 1 —— r\ Tî ^ —— n
i© W— °5 ^Q ,^1—°'

De plus, dans l'hypothèse où V^ est à courbure constante, la matrice de
courbure (Ro^Ti) est nulle ; par suite, dans le cas d'une variété non totalement
géodésique,

ÏQhr^o-

En général, les matrices (9©1^)? IW,¥i) sont seulement proportionnelles.
Quel que soit le cas envisagé, les conditions imposées aux formes de courbure

montrent suffisamment le caractère exceptionnel des espaces de Riemann V^ conte-
nant une sous-variété V^_i localement déformable, tangente en un point x à un
sous-espace Tn-i (lr) arbitrairement choisi dans T^(.z*).

3. ESPACES DE RIEMANN CONTENANT DES VARIÉTÉS DÉVELOPPABLES AVEC PERSISTANCE DES

DIRECTIONS PRINCIPALES. — Nous nous proposons d'apporter maintenant quelques
précisions sur la structure de variété riemannienne des espaces V,^ contenant
des V^_i pour lesquelles la matrice (^©Sr) est de rang o. Alors

(2) ^^ÏQ1^'-

Formons les équations de Gauss déduites de la différentiation extérieure de
cette équation et de l'indépendance des formes co1, GD^. Soit OQ l'opérateur de
dérivation pfaffienne par rapport à co0 ; ces équations s'écrivent

/ TD 1 —— ^ ^ 1 ^, <î) ^ 1 i_ ^ 1 ^, 1
/ o . j ^e ,^i—°w^@ i~~ fQ i r U i ' i © i n F i ^(3) iv,^=".

Considérées comme équations aux dérivées partielles du premier ordre par
rapport aux y^i, les premières équations de ce système admettent une condi-
tion de compatibilité qui, compte tenu des identités de Bianchi relatives à V/.-i,
se réduit à

(^) (ïq^ - ï<î>3^) ÏQ^aïs1! == °-

II nous reste encore à étudier les équations de Codazzi obtenues par différentia-
tion extérieure de ^1"== Çnco1. Celles-ci comportent une condition portant sur
le tenseur de Riemann-Christoffel de V^

ïV\©Tr==o.

et n —2 équations qui sont résumées par

(5) ^©PH—PQ^PII+^^Q^O-

Elles nous permettent d'abord une remarque : Si Ri^iQ n'est pas identiquement
nul, elles ne sont pas homogènes par rapport à 911 et, de ce fait, n'admettent
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pas de solution nulle : Dans une famille de variétés développables isométriques et
tangentes en un point x, il n^ existe pas, en général, de variété géodésique en x.

Si R/^iQ est nul, la direction e^Çx) est une direction principale de Ricci
pour V^, ce qui permet d'énoncer un résultat voisin d'un théorème classique [15].

Pour qu! une famille de variétés développables V,,_i isométriques et tangentes en
un point x contienne une variété géodésique en x pour le plongement dans \\, il
faut et il suffit que la normale commune en x à ces V^_i solt direction principale
de Ricci de l^ espace de Riemann V^.

Compte tenu des conditions antérieures et, en particulier, de (3), la condition
de compatibilité de (5) s'écrit

W,.©- W,^+ (ï^%- r©%) V,^- T©\ t^^ T^ÎV^: : 0.

Les diverses conditions obtenues ne permettent pas le calcul de ©n par des
procédés algébriques, par suite les V,,__i envisagées sont développables avec
persistance, en chaque points, de la direction principale ÏiÇx).

Résumons les conditions imposées à V,; et, pour en donner une expression
plus simple, considérons les formes de courbure de V,, et désignons par [û]y ^
la restriction à V^_i d'une forme quelconque û de degré p(o^p^n') définie
sur V/,. Ces conditions s'écrivent

LWvn-=^ W]V.-=0.

de sorte que nous avons démontré le théorème : Pour qu'un espace de Riemann
V^ contienne une famille de variétés développables, isométriquesy ayant en un point
x les mêmes directions principales, il est nécessaire que la restriction à V^_i des
formes ÛQ^, rfû/1 définies sur \\ s^annule en x.

4. VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉVELOPPABLES AVEC PERSISTANCE DES DIRECTIONS PRINCIPALES.

— Les conditions obtenues nous permettent encore quelques remarques sur la
structure de V^_i. Considérons un pointée: V,,_i ; d'après (2), l'équation CL^^^O
est complètement intégrable : elle définit, en x et dans un voisinage suffisam-
ment petit de x, une variété Vn-iÇ^) contenue dans V^_i.

D'autre part, le système 00®=== o est, lui aussi, complètement intégrable, car
les différentielles extérieures des oj9 appartiennent à l'anneau des (0e ["9J,
comme le montre la formule

d^=^ A^r^

formule qui résulte aussi de (2) et des symétries des coefficients de rotation de
Ricci. Les équations 0)®=== o admettent un système de n— 2 intégrales première
indépendantes qui constitue une carte locale sur V^a^)- De plus, pour se
plongement dans V^, cette V^-a^) a toutes ses courbures eulériennes null
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d'après (i) et (2) : elle est donc géodésique en a? à la fois dans \n-i et dans V,,;
ceci démontre que :

Si une variété V^_i plongée dans un espace de Riemann V^ est localement déve-
loppable avec persistance, en chaque point, des directions principales relatives à
ce plongement, il existe en chaque point xç'V^-i une variété Vn-iÇ^) qai est
totalement géodésique à la fois dans \^-i et dans ¥„,.

La condition (4) a des conséquences très restrictives sur la métrique deV,,_i .
En effet on a

^^Fdu^

F pouvant, a priori, dépendre des n — i coordonnées locales de V,,_i, tandis que
les où® s o n t ^ — 2 formes de Pfaff indépendantes, à coefficients indépendants de
//1. La condition (4) prend la forme

ÏQ^E^Fâ^^o.

Elle nous conduit à subdiviser l'ensemble d'indices { ' 2 , . . ., n — i j en deux
ensembles complémentaires

Â = = : { 2, . . . , / ? { , A* =Z { /?+! , . . . , 7 1 — I p

tels que chacun des deux systèmes 00®== o, ^^=0 (©€ A, Q^eA^) soit complè-
tement intégrable et que la variété V^_i(.r) définie par (û^== o ait la dimension
maxima compatible avec une structure de variété localement euclidienne
contenue dans V^_i. Désignons par u^, u^ un système de n—2 intégrales
premières indépendantes des co0, co0* : il est possible de choisir les u^ de
manière que tout y®^'q> ayant un indice dans A soit nul ; alors il n'y a aucune
restriction sur la manière dont F dépend des ^0. Au contraire, la variété
Vn-p-i(^), définie par 0^= o, n'étant pas localement euclidienne, la condition
envisagée exprime que F est indépendant des ^Q*.

Les conditions (3) déterminent les valeurs du tenseur de Riemann-Christoffel
de V,,_i en fonction de F, sans apporter de nouvelles restrictions et nous
obtenons le théorème : Pour qu^une forme quadratique puisse être prise pour
métrique d^'une variété "Vn-i localement développable avec persistance des direc-
tions principales pour son pion gement dans un espace de Riemann V,,, il faut et il
suffit qu'elle puisse être écrite

ds^ (F ̂ y1)^ ^yr. du^ du^-^ ^^c^V11^

F étant une fonction arbitraire des u1, u^, les â©^ des symboles de Kronecker et
les ^ des formes de Pfaff constituant un système complètement intégrable à
coefficients indépendants des iz1, u^.

Ces résultats recevront une application très simple au chapitre III, où nous
étudierons les variétés plongées dans un espace V^ à courbure constante non
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nulle, car, du fait de la libre mobilité autour d'un point de V,,, les V,,_i dévelop-
pables peuvent toujours être considérées comme ayant en chaque point les
mêmes directions principales.

5. DÉFINITION DES VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉFORMABLES. — II CSt UIl autre CâS OÙ le

théorème de Beez-Thomas ne fournit aucun renseignement sur la rigidité
intrinsèque d'une V,,_i plongée dans un espace de Riemann V,, : c'est celui où
la V,,_i admet deux courbures eulériennes principales non nulles pour le plon-
gement envisagé dans V,,.

Par définition, nous dirons qu'une \n_i plongée dans un espace de Riemann V,,
est déformable si :

a. n—3 des courbures eulériennes principales de cette V,,_i sont nulles en
tout point rr €:V,,_i ;

6. les valeurs possibles des deux courbures principales non nulles ne sont
pas déterminées, en nombre fini, par la donnée des métriques de V/,_i et
V,, en x.

Remarquons qu'alors les directions principales à courbure'normale non nulle
ne sont pas non plus déterminées univoquement par ces mêmes données.

Nous supposerons encore que V,,_i et V/, sont deux variétés différentiables
douées de métriques régulières dans des voisinages d'un point de V,,_i, mais il
suffira dans le reste de ce chapitre, de les supposer de classe C3.

En chaque point x d'un tel voisinage, attachons à V,,_i un repère orthonormé
dont les n—i premiers vecteurs appartiennent à l'espace vectoriel T,,_i(^)
tangent en ce point x à V^_i. Dans le reste de ce paragraphe et dans toutes les
questions se rapportant aux variétés localement déformables, il sera commode
d'employer trois sortes d'indices :

— des indices latins majuscules, éléments de l'ensemble { i , . . ., n — i \,
— des indices latins minuscules pouvant prendre les valeurs i et 2,
— des indices grecs minuscules, éléments de l'ensemble { 3 , . . ., n — i \.

La déformabilité locale de V^_i dans V,, implique le fait que le tenseur asym-
ptotique yu de V,,_i est de rang 2. Il existe donc un espace vectoriel réel Ts^),
de dimension 2, contenu dans ï^i(^) et tel que 9^ soit un élément de
Ta^^T^). Cet espace vectoriel Ta^) est défini, sans ambiguïté, en
chaque point ^eV,,_i, par la donnée des métriques de V^_i et de V^, car tout
vecteur de composantes KlJJILXtlYIIZL est un élément quelconque de Ta^).
Prenons comme vecteurs e^x) du repère attaché à x deux éléments de lY^).
Par rapport à ce repère, dans le formalisme de É. Cartan, la connexion de
variété localement déformable, induite sur V,,_i par son plongement dans V,,,
implique
(ô) co^==9^ûû^ w^==o.

Ann. Ec. Norm., (3) , LXXIII. —• FASC. 4. ^
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6. UNE PROPRIÉTÉ DES VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉFORMABLES. — Différentions exté-
rieurement la seconde équation de ce système (6)

c^A^—^^o.

Par analogie avec le cas des V^_i localement développables, nous écrivons cette
condition

To'ii^ûû11 A c^+ ^ RO^HRCO" A ̂ ^ o^

ce qui, en raison de l'indépendance des formes co1 est équivalent à

( }^ih^ik—^^k^ih-^^n,hk=o^
(7) ^ Ï6^9^+ R6",^== 0,

( Ro^cp^ o-

Étudions rapidement la seconde de ces équations; elle s'écrit, après dévelop-
pement partiel,
/ ,. ( yô1^?!! + Ye^cpai^ RÔ^I.^

1 T9^?21 + Yô2^^ Pe^

ce système est constitué par un nombre pair d'équations linéaires, indépen-
dantes, aux inconnues çn, 912? Çss- Ces inconnues vérifient, en outre, l'équa-
tion de Gauss

9ll?22——?12?21=Ki,^.

Trois cas peuvent se présenter :

1° Le système (^^ comporte plus de deux équations indépendantes : il est
incompatible;

2° Le système ('/) comporte deux équations indépendantes : ce cas réserve
deux possibilités :

— s'il y a un couple de YQ^, yo2^ non nuls, les équations (7') et l'équation de
Gauss déterminent deux systèmes de valeurs des y^;

— si un seul des ye^ n'est pas nul les équations (7') et l'équation de Gauss
déterminent un seul système des valeurs des y,/,;

— dans les deux hypothèses, il y a rigidité locale des V^_i ;
3° Le système (7') est identiquement nul ; il y a possibilité de déformation

locale, mais alors
W TO^^O, RQ^^O.

Remarquons que la première des conditions (7) peut se réduire aune seule
équation, ce qui n'implique pas la nullité des yo1/, et des Re^ ; quoi qu'il en soit,
les conditions Ro71 ,<u-==o, RQ" ,^cp=o imposées au tenseur de Riemann-Christoffel
de V,, suffisent pour montrer que les espaces de Riemann V,, contenant une sous-
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variété V^_i localement déformable et tangente en un point x à un sous-espace réel
donné de ï^(a?) sont exceptionnels.

Par suite de la nullité de tous les y^, on a

(9) ÛOQ^YQ^.

et le système de Pfaff 00'== o est complètement intégrable. Soit V^_3(.r) la
variété intégrale, de dimension n—3, passant par un point ^eV^_i. Cette
variété est contenue dans V,,._i et, d'après les relations (6) et (q), elle est géodé-
sique en x, aussi bien pour son plongement dans V,, que pour son plongement
dans V,,_i, et ceci est une propriété importante par les conséquences à la fois
locales et globales qu'elle entraîne sur V,,_i. Cette propriété a lieu en tout point
de V,,_3(.r) et nous énoncerons : Si une variété \n-i plongée dans un espace de
Riemann V,^ est localement déformable pour la métrique induite par ce plongement y
il existe en chaque point xç. \n-i une variété \^_^Çx) de dimension n — 3 qui
est totalement géodésique à la fois dans \n-i ^ dans V^.

Nous ne poursuivrons pas l'étude des V,,_i localement défbrmables dans un
espace de Riemann V,, quelconque, car elle nous entraînerait à des calculs
pénibles, mais nous examinerons successivement les cas des V,, localement
euclidiens et des V/, à courbure constante : dans chacun de ces cas, des simpli-
fications importantes s'introduisent et des résultats précis peuvent être obtenus.

CHAPITRE I.

SUR LES VARIÉTÉS DÉFORMABLES DANS UN ESPACE LOCALEMENT EUCLIDIEN.

L'étude des V^_i localement défbrmables dans un espace de Riemann V^,
esquissée au paragraphe C du chapitre préliminaire, se simplifie beaucoup siV^
est localement euclidien. Le cas le plus simple est celui des variétés dévelop-
pables [6], [35] qui, actuellement, se trouvent être des variétés localement
euclidiennes, ce qui constitue un résultat entièrement satisfaisant du point de
vue local.

Après une première classification due à Sbrana[34], les variétés déformables
dans l'espace euclidien ordinaire ont fait l'objet de travaux de É. Cartan [5] et
E. Bompiani [3] et sont :

a. Soit des variétés ayant le même mode de déformation que les surfaces
d'un espace, euclidien ou à courbure constante positive, à trois dimensions;
par rapport à des axes cartésiens rectangulaires fixes, l'équation de ces variétés
peut être mise sous l'une des formes

/(^^,^)=o, f^,x\ ^S^)=o,

cette dernière étant homogène;
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6. Soit des variétés dont la déformation dépend d'une seule fonction arbitraire
d'un argument et qui sont des lieux de variétés planes a n — 2 dimensions ;

c. Soit, enfin, des variétés dont la déformation ne dépend que d'un para-
mètre; ce sont des enveloppes d'hyperplans à deux paramètres dont les
coordonnées tangentielles satisfont à des conditions qui généralisent celles
auxquelles sont soumis les éléments de la représentation sphérique des réseaux
conjugués persistants dans la déformation des surfaces de l'espace euclidien
ordinaire.

Il reste à traiter le problème suivant : caractériser les formes quadratiques
susceptibles d'être prises pour métriques des variétés V^_i localement défor-
mables pour leur plongement dans un espace de Riemann V^ localement
euclidien; c'est ce problème, analogue à celui que s'est posé T. Y. Thomas pour
les variétés intrinsèquement rigides [36], que nous allons envisager dans les
chapitres 1 et II, en nous limitant, pour simplifier l'écriture, à la recherche de
métriques définies positives, le passage à des métriques de type quelconque se
faisant d'ailleurs sans difficulté, dans toute question de portée purement locale.
Le chapitre 1 sera réservé aux variétés des catégories a et &, que nous suppo-
serons respectivement de classe de différentiation C3 et C4, au moins.

A. — Définition et réductibilité locale des variétés régulièrement déformables.

1. CLASSIFICATION DES VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉFORMABLES. — Soit V^_i Une Variété

localement déformable pour son plongement dans un espace de Riemann V,,
localement euclidien : les conditions (7) et (8) se réduisent à

(I . i . )
TO^==O,

TÔ^^—YÔ^A^O.

Le cas le plus simple sera, d'une manière évidente, celui où toutes les équations
résumées par la seconde condition (I. i) sont identiquement satisfaites, c'est-à-
dire celui où tous les yo\ sont identiquement nuls, sauf, peut-être, les ̂ i
^t "pA qui ont les mêmes valeurs pour 6 = ̂ , de sorte que

(1.2) ÛÙQ^YQ1^.

Nous proposons d'appeler variétés régulièrement déformables les variétés pour
lesquelles la condition (1.2) est satisfaite; cette dénomination sera justifiée par
le fait que les variétés auxquelles elle s'applique ont le même mode de défor-
mation que les surfaces plongées dans un espace localement euclidien ou à
courbure constante, à trois dimensions, ainsi que nous le montrerons dans la
suite de ce paragraphe.

Mais, comme nous l'avons déjè remarqué, il peut arriver que la seconde des
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conditions ( I . i ) se réduise à une seule équation [5] dont l'interprétation est
simple dans le cas actuellement envisagé d'un espace V,^ localement euclidien :
cette équation exprime en effet que les deux directions, déterminées dans
l'espace vectoriel Ta^) par la relation

yo2! ûû1 ûô1 + (yo2^— yoS) c«ô1 dû2— YoS^2^2^ o?

sont conjuguées au sens de Dupin. Ces deux directions sont déterminées par la
métrique deV^_i : elles resteront conjuguées au cours de la déformation de cette
variété, mais elles peuvent être distinctes ou confondues; nous serons ainsi
amenés à envisager séparément ces deux cas qui conduisent à des résultats
entièrement différents.

En définitive, nous avons obtenu une première classification : les variétés V^.i
déformables dans un espace V^ localement euclidien sont :

a. soit des variétés régulièrement déformables;
&. soit des variétés déformables avec persistance d'une direction asymptotique;
c. soit des variétés déformables avec persistance de directions conjuguées

distinctes.

Cette classification coïncide avec celle de É. Cartan. Nous étudierons les cas a
et b dans le chapitre actuel, réservant le cas c pour le chapitre II.

2. CONNEXION RIEMANNIENNE DES VARIÉTÉS RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES. — NOUS

considérons donc les variétés V,,_i régulièrement déformables pour leur
plongement dans un espace V^ localement euclidien. Les équations de structure
relatives aux formes co6, coo'^ qui s'écrivent, en général,

d(^^= ûô1 /\ ûûi9,

dw^== &)Q1 /\ w^ 4- ûûo" A '̂̂

se réduisent, dans le cas actuel, d'après (6) et (1.2) d'une part, d'après les
symétries des coefficients de rotation de Ricci d'autre part, à

( d^ =z ^ A ̂

( dw^=:^ A^-

Les seconds membres de ces équations appartiennent à l'anneau des formes co°,
(jûQ^. Les équations (JD°=O, 000^== o constituent donc un système de Pfaff
complètement intégrable. Considérons l'espace ¥^-3 (a?) de ces formes en un
point x de V^_i : c'est, d'après (1.3), une variété à courbure riemannienne
nulle, c'est-à-dire une variété localement euclidienne a n — 3 dimensions. On
pourra donc, dgns un voisinage suffisamment petit de chaque points dans V^_i,
choisir un système de coordonnées locales telles que la métrique induite
sur V^_3(a?) soit

d(f •==. §H dx^ dx^^
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Se.^ étant le symbole de Kronecker. Pour cela, il suffira que les x^ constituent
un système de coordonnées normales de Riemann d'origine x^ pour V^_3(.r),
dans un voisinage du point x. Alors tous les (DO'^ sont nuls, puisque la
métrique rfo-2 est euclidienne.
(1.4) &ûo^=o.

Reprenons les équations ( I . a ) et différentions-les extérieurement. Cela
donne, en général,

^ A ^j^ ̂ n A ^n1^ (^yoS) A ct)^+ yo1!^3 A ^jS

ce qui, d'après (6), (I.a) et (1.4)? se réduit à

M""' SIMONE DOLBEAULT-LEMOINE.

YA^ A ̂ ^ (^logyô1!) A ^-^ ïA^" A C')J+ ï^i 6^ A ct);-

Simplifions
(^logYoS-t- v.^i ^^) A ûû'^o.

En raison de Findépendance des formes co', rf^°, cette relation est équivalente
a

(1-4)
ôk logyQ^^o,
^logyoS+Y^i^o,

Oi étant le symbole de dérivation pfaffienne.
Ce système (1.4) est compatible et sa solution générale est

(L5) ^-q^TH'

les CQ et H étant n — 2 constantes.
Nous devons distinguer deux cas, suivant que tous les y/i sont nuls ou non.

3. PREMIÈRE FAMILLE DE VARIÉTÉS RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES. — SuppOSOIlS

d'abord tous les yo1! nuls. Alors les OD(/ sont nuls et les seules formes de Pfaff
qui nous restent à étudier sont les CD', co/1 et OD/'. Les équations de structure
relatives à ces formes se réduisent à

dw1^ G)/ /\ f,)/,

dw^ == r,)/ /\ r,)/- + f,)^ /\ w,^

d^^= c.),7'A (f}/nf

Le système c<y= o est complètement intégrable et indépendant des ^'\ ce qui
montre la réductibilite locale de toute \n-ï appartenantà cette famille.

Les équations précédentes sont, précisément, celles qui so^nt vérifiées par
une surface plongée localement dans un espace euclidien à trois dimensions;
ceci permet d'affirmer que, étant données deux formes de Pfaff indépendantes,
co1 et oo2, s'exprimant à l'aide de deux paramètres et de leurs différentielles, il
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est possible de calculer des formes co/1 à coefficients y//^ dont les dérivées
prennent, pour des valeurs données des paramètres, des valeurs arbitrairement
choisies. Ce résultat s'obtient par application du théorème de Cauchy-Kowalewska
et prouve l'existence et la déformabilité des V^_i envisagées; il nous permet
d'énoncer le théorème suivant, évidemment trivial :

II existe une famille de variétés riemanniennes V^_i à n — i dimensions, loca-
lement déformablespour leur plongement dans un espace de Riemann V^ localement
euclidien à n dimensions; cette famille est constituée par les variétés réductibles
dont la métrique se décompose en la somme dune métrique localement euclidienne
an — 3 dimensions et d'une métrique quelconque à deux dimensions,

4. RÉDUCTIBILITÉ DE TOUTES LES VARIÉTÉS RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES. — SuppOSOUS

que les Co ne sont pas tous nuls : ce sont alors, en repère orthonormé quelconque,
des constantes définies à un facteur près sur une V,;_i de ds2 donné. Il est possible
de choisir, dans le groupe orthogonal, une transformation après laquelle,
relativement au nouveau repère attaché à chaque point de V,,_i, tous les yo^
sont nuls, à l'exception d'un seul. Cette transformation se traduit par une
rotation laissant fixes les vecteurs e^(x\ e^Çx) et en(x\ suivie, éventuellement,
d'une translation destinée à faire disparaître H. Elle permettra de simplifier
l'écriture et l'énoncé des résultats que nous avons en vue, sans en diminuer la
généralité.

Soit (Ao'^) la matrice de cette transformation et (A(^) la matrice inverse.
Comme valeurs des Ao'^ et AQ^, on peut prendre des constantes et, en particulier,

AO^CO.

Dans un tel changement de repère, on a

^=Co^°+H

et les YoS se comportent comme les composantes d'un vecteur
»,_î — A-'-Fv i1 o T~ e ï^ ^

c'est-à-dire, d'après la valeur (1.5) de v.^/i
_ A^A,^

^~~^'

soit encore, les matrices (A^), (AQ'Î) étant inverses l'une de l'autre,

,-T-V,ïe ï— —-5

de sorte que, dans le nouveau système de coordonnées locales, toutes les y— sont
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nuls pourQ> 3, tandis que

.X-''

Pour simplifier récriture, nous pouvons supposer que le repère initialement
choisi était précisément celui où les yo'i ont ces valeurs et, ainsi, nous ne
surlignerons pas les indices. Avec ces conventions, le système (1.2) est à
remplacer par

(L e) ^:/==-3î c,)f/==o pour 6>3.

Il nous reste encore à étudier les formes oV, co^ et oj/1. Écrivons les équations
de structure relatives à ces formes. Pour oj^, nous avons en général

dw1^ w3 /\ c»V,

ce qui se réduit, d'après (1.6), à

d^= ̂ k A c^+ — dx^ A w1'
X''1 "

Formons, de même, les équations de structure relatives aux co// et (D^ et
simplifions-les à l'aide du système (1.6). Au total, nous obtenons le système
d'équations quadratiques

dw1 == (^ /\ co '̂ + -^ dx^ 1\ w1,
x'

7 ) . ^= ̂  A ̂  - ̂ i ̂  A ^'.x"

<^CO^==:CO^A ^kn'

Ce système est indépendant des variables x\ . . . . ̂ -1 et, en tenant compte
du résultat obtenu au n° 3, nous pouvons énoncer : Toute variété riemannienne^n-^
de dimension supérieure à 3, régulièrement déformablepour son plongement dans
un espace \\ localement euclidien, est localement réductible.

5. SECONDE FAMILLE DE VARIÉTÉS RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES . — NOUS nOUS

proposons maintenant de former le tenseur métrique des V^_i qui vérifient le
système (1.7) et de montrer qu'elles sont localement déformables. La première
des relations (1.7) exprime que les équations ^=0 constituent un système
complètement intégrable, autrement dit, que chacune des formes ^ est le
produit d'une forme de Pfaff ^ de deux différentielles indépendantes entre elles
et indépendantes des dx\ à coefficients indépendants des x\ par une fonction
qui peut dépendre, a priori, de tous les paramètres constituant une carte locale
de Vn-r Un calcul simple montre que l'on peut prendre

(1-8) w1^^^.
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Toujours des premières relations du système (1.7), il résulte que (Oi2 est une
forme indépendante des dx^ et que l'on a

ûûi^ûûi^Yi2^',

les Y,^ étant les coefficients de rotation de Ricci calculés à l'aide des co'.
Différentions extérieurement les deux membres extrêmes de cette relation, en
désignant par ï\ l'opérateur de dérivation pfaffienne par rapport aux (D'

c«h3 A ^-t- ̂  A ^r?~==- (^ïi^— ^Ti2!— ïl2lT21l4- Yi^YlS) ̂  A "'-S

d'où, en remarquant que le second membre n'est autre que la courbure
riemannienne de la variété Va de métrique (col)2+ (co2)2,

/ T \ l̂9 12 —— ^

( Î - O ) ?11?22- ?12?21=== . 3 ^ ?,->3\'2 5

telle est l'équation de Gauss. Les <?//<• doivent vérifier, en outre, les équations de
Codazzi, c'est-à-dire les dernières équations du système (1.7)? équations qui
s'écrivent, en les développant, et en désignant par V le symbole de dérivation
pfaffienne covariante,

V^'/^A ^/+(^3?^+ ̂ )d^ ^^=0:
\ x }

ces équations sont équivalentes à

^k^ij— Vy^Â-^O,

^ik 4- ^:=c^

d'où il résulte que l'on peut prendre
^ik

^=S;

les valeurs des cp^ ainsi déterminées sont compatibles avec l'équation de
Gauss (1.9) et les cp^ peuvent être interprétés comme les composantes du

*
tenseur asymptotique de Va plongée localement dans un espace à trois
dimensions, de sorte que nous avons ainsi ramené le problème à la recherche
des solutions du système

dw1^ ̂  A û^

â?ûû '̂= Cx)^ A ^n1-^- ^k/^1 A ̂

<^Ïû^== ûi)^A ^k71-

Ce système est celui qui est vérifié par une variété Va quelconque plongée
dans un espace à trois dimensions et à courbure constante égale à + i, ce qui
permet, comme au n° 3, d'affirmer, par application du théorème de Cauchy-

Ann. Éc. Norm,, (3), LXXIII. — FASC. 4. 48
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Kowalewska, pour des formes o/ quelconques, l'existence de systèmes de valeurs
des y^. en nombre infini. Ceci prouve l'existence etiadéfbrmabilité d'une seconde
famille de V^ régulièrement déformables et nous pouvons énoncer : // existe
une famille de variétés riemanniennes V,,_i, à n—i dimensions, régulièrement
déformables pour leur pion gement dans un espace ¥„ localement euclidien; cette
famille est constituée par les variétés dont la métrique peut être mise sous la forme.

^2==(^)^((^)2+(^)•2)+^^06/^

* i * c)
où co et ̂  sont deux formes de Pfajf indépendantes, quelconques, s ' 1 exprimant à
l'aide de deux paramètres. Pour n ̂ > 4? les V,,_i appartenant à cette famille sont
localement réductibles.

6. CONCLUSION. — En comparant les hypothèses faites depuis le n° 3, nous
constatons que nous avons étudié toutes les V,,_i qui peuvent être des variétés
régulièrement déformables dans l'espace localement euclidien V^ et nous
groupons les résultats obtenus dans le théorème : Pour qu^une variété V^_i soit
régulièrement déformable pour la métrique induite par son plongement dans
l'espace localement euclidien V^ il f^ut et il suffit que sa métrique puisse être
ramenée à Vune des deux formes suivantes :

a. ds2 == ôik w1 ̂ k 4- à^ dx^ dx^,

où oj1 et co2 désignent deux formes de Pfaff quelconques^ à deux paramètres indé-
pendants des x^.

b. r ds^^yèik^^+^d^d^,

où œ1 et co2 sont encore deux formes de Pfaff quelconques, à deux paramètres
indépendants des .2?°.

B. — Variétés déformables avec persistance d'une direction asymptotique.

1. REMARQUES SUR LES V,,_i DÉFORMABLES AVEC PERSISTANCE D'UNE DIRECTION ASYMP-

TOTIQUE. — Nous considérons maintenant, parmi les variétés localement défor-
mables pour lesquelles le système (I . i) se réduit à une seule équation, celles
pour lesquelles les directions conjuguées persistantes sont confondues, c'est-à-
dire les V/,_i déformables avec persistance d'une direction asymptotique et nous
cherchons la forme générale du tenseur métrique de ces variétés.

Restreignons-nous au cas des variétés à métrique définie positive; les coeffi-
cients de rotation de Ricci correspondant à un repère orthonormé quelconque
sont réels : l'équation déterminant les directions conjuguées persistantes est à
coefficients réels et la direction double qu'elle détermine actuellement est
elle-même réelle. Donc, en admettant momentanément l'existence des variétés
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étudiées, existence qui sera démontrée plus loin, nous pouvons énoncer :

Dans V espace euclidien à n dimensions (/i^>3), toute variété réelle an—i
dimensions, déformable avec persistance, en chaque point, d'une direction asymp-
totique, mais ^appartenant pas à une famille régulièrement déformable, est à
directions asymptotiques réelles partout,

Supposons, de plus, que \ri-i soit une variété complète pour la métrique
induite par son plongement dans l'espace euclidien ordinaire à^ dimensions.
S. S. Chern etN. H. Kuiper [11] ont démontré qu'une variété compacte plongée
dans l'espace euclidien a au moins un point où il n'y a pas de direction asympto-
tique réelle. Comparant ce théorème avec la remarque précédente, nous en
déduisons que :

Dans Vespace euclidien à n dimensions Çn ^> 3), toute variété V^_i complète et
déformable avec persistance, en chaque point, d^une direction asymptotique
possède un domaine à l'infini.

Nous démontrerons, au chapitre IV, que cet énoncé n'est qu'un cas particulier
d'un théorème sur la structure globale des V,,_i plongées dans un espace de
Riemann V^ et localement déformables pour ce plongement.

2. EMPLOI DE COORDONNÉES NORMALES DE RIEMANN. — Le repère attaché au point
xç\n_i étant toujours un repère orthonormé, nous supposons que e^Çx) est
porté par la direction asymptotique persistante. L'équation déterminant cette
direction se réduisant alors nécessairement à

{^Y-=0,

on doit avoir
( I . i o ) YOS^ÏO^ YO^O,

de sorte que
^^YK1!^ A ^5

l'équation ^= o est complètement intégrable [9] et la variété V,^^) à n—2
dimensions qu'elle définit au voisinage du pointée Vn-i est contenue dansV^_i

V^(^)cV^.

Cette variété 'Vn^(^), considérée comme variété plongée clans V,,, a toutes
ses courbures eulériennes nulles non seulement en x, mais en chacun de ses
points : elle est totalement géôdésique dans V,,, c'est-à-dire localement eucli-
dienne, de sorte que V,,_i est engendrée par une famille de variétés localement
euclidiennes, à n — 2 dimensions dépendant d'un paramètre et réciproquement.

Soit u1 une intégrale première quelconque de co1

( I .n ) c^^F^;
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F est une fonction qui peut dépendre, a priori, des/i— i paramètres constituant
une carte locale sur V^_i ; son expression sera précisée au n° 4 de ce paragraphe.

Considérons, dans un voisinage du point x de V^_i, un système de n—2
variables x1, x^, . . ., ̂ -1, qui constituent un système de coordonnées normales
de Riemann pour la V^s^) locale. Les vecteurs e^Çx), . . ., e^Çx) ne sont
définis qu'à une rotation près autour du bivecteur e^x) /\ e^Çx), de sorte que
nous pouvons supposer qu'ils constituent le repère adapté à ces coordonnées
normales de Riemann pour V^__2(.r). Par suite, sur V,,_i, on a, d'une part

( c»)2 ==: dx^ -+- y2! du1^
( ) \ ̂ =^+Y°i^1

et, d'autre part,
( l . i 3) Y2°2==o, Y2°^=o, YO'^=O, YO'^=O,

puisque, dans une telle carte locale, les formes co2, co0 doivent se réduire à des
différentielles exactes sur toute variété locale V^s^)-

Les conditions (1.10) sont toujours vérifiées, de sorte que l'on a

(1.14) ^=o, coo^YôW, &)o^==Y6^i^1.

Nous avons maintenant introduit deux systèmes de n — i formes différentielles
sur V^__i : le premier est constitué par les du1, dx^, dx^, le second par les (lA
Une question se pose : quelles relations lient les opérateurs de dérivation
relatifs à ces deux systèmes ?

Soient à^ l'opérateur de dérivation ordinaire, correspondant au premier
système, et §i l'opérateur de dérivation pfafïîenne correspondant au second. Les
différentielles d'une même fonction (& de classe C^(^^i ) doivent être identiques,
donc

à^ du^-hà^ du^-^à^ d^== à^w1-}- S^^w2-}- ôo<Dûô0;

de cette relation et des équations (I. n)et(1.12), on déduit que les opérateurs
^ et §1 sont identiques pour toutes les valeurs de l'indice I, sauf i, et que

(1.15) ^--F^Y^-hY0!^.

3. FORME NÉCESSAIRE DE LA MÉTRIQUE. — La différentiation extérieure de la
première des équations (I. i4) donne

résultat déjà obtenu par É. Cartan [5]; nous avons ainsi démontré que tous
les co^ sont des formes monômes proportionnelles à co1.

D'après les équations ( I . io) et (I.i3), les équations de structure relatives
aux formes co1 se résument en

d^=^ ÔR1'̂  /\ ût)1.
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L'identification de ces équations quadratiques avec celles, obtenues par difie-
rentiation extérieure de (1.11) et (1.12), donne

^)F ==o, ^logFrrry^i;
( I . i6 ) à^\=¥^\, ^1=0,

^ y'^ = F yo4\, ^ ï^i == F yA.

De la première de ces équations, il résulte que F est une fonction indépen-
dante des ^°. D'autre part, la différentiation extérieure des deux dernières
équations du système (I. i4) donne

( ^i+Ye'W^o, ^(ïo^iF)=o,
( 'I7) " i^ïô^O; ^(Y6^F)=:0.

D'après les conditions (I . i6) et (1.17), ^i et les Y°i sont des fonctions
linéaires de x1 et de x^ qui peuvent être rendues homogènes par l'introduction
d'une variable supplémentaire x° qui vaudra i sur toute la variété V^_i. En
désignant par ^o2! e! Yo°i ^es coefficients de cette variable d'homogénéité et en
convenant que les indices latins majuscules soulignés sont des éléments de
l'ensemble {'o, 2, . . ., n — i \, il résulte donc des équations (1.16) et (1.17)
que :

Pour qu'une variété V^_i à n — i dimensions plongée dans un espace V^, à n
dimensions, localement euclidien^ soit déformable avec persistance, en chaque

point x, S une direction asymptotique e^(x)^ il est nécessaire que sa métrique puisse
être mise sous la forme ds1 = SiRCO1^, avec

c^^F^S
(ï^îS) • û^^^+FyR2!^1^1,

CO^^+FYK0!^1^1,

/
où ¥ est une fonction de u1 etdex2, et les YiJi des fonctions de ;/1 seul, symétriques

gauches par rapport aux indices 1 et K.

Remarque. — La relation (I . i5) liant les opérateurs ô^ et §i s'explicite

(I.i9) ^i-^^(YR^+YK°^O).

4. CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES DE DÉFORMABILITÉ. — L'expression qui

vient d'être obtenue pour la métrique de V^i est nécessaire, mais non suffi-
sante; car il reste encore à former les équations de structure relatives aux
formes oji2, coi" et w^ et à exprimer leur compatibilité : ceci va permettre de
préciser l'expression générale de la fonction F.

Tirons l'expression de y/i du système (1.16). Il vient

ûû^^F^1,



386 M"^ SIMONE DOLBEAULT-LEMOINE.

tandis que, e^Çx) étant une direction asymptotique de V^__i au point x,

(1 .20 ) ûûi"̂ : cp.iic»)1^-îpiaCO2, (jûg^z^ îp^^1.

Alors la différentiation extérieure de co/ et coa" montre que 942 est indépen-
dant des x^ et lié à F par les relations

912^21= p^F, (Uo^F2^) =o;

À'désignant une fonction de la seule variable ?/ 1 , ces deux équations ont pour
conséquence

F3 à^ F =: k\

ce qui entraîne

(^w+f^y-A.
\ A /

La métrique étant supposée définie positive, nous avons vu que, pour n^> 3,
la direction e^(x) est nécessairement réelle. Par suite, h est une fonction de u1

strictement positive et un choix convenable du paramètre U1 nous permettra de
prendre h = i. Alors la forme générale de F sera, c désignant une nouvelle fonc-
tion arbitraire de //1,

( 1 . 2 1 ) V^-^-cY-^k^,

et <?i2 sera déterminé au signe près
(1.22) Çpl2=^/((^2-c)2+^).

Nous avons maintenant exprimé toutes les conditions auxquelles doit satis-
faire la métrique d'une V,,_i déformable avec persistance de la direction asymp-
totique ^(-^O? c^ il n^ nous reste à calculer que <pn qui, d'après la première
équation du système (I.2o) vérifie une équation aux dérivées partielles du
premier ordre. En effet, différentions extérieurement cette première équa-
tion (1.20)

p=: 6/(cpnF) /\ du1-}- (^9i2&)1 f\ ûû2^- (pis^ûô2;

compte tenu des expressions de co1, co2 et F, ceci donne les conditions

^(cpnF) ==F^i9i.2, ^QCpn-4- cplaYôSr^o,

dont la seconde exprime que ©n est une fonction linéaire des ^°, de sorte
que y^ désignant une fonction de u^ et x^ seulement, on peut écrire

Pll^PÎl——PiS^ÏR2 ! ,

et, compte tenu de la relation (1.19) liant les opérateurs à^ et Si, la condition
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restante se réduit à
^(?îi V)=à^^.

ç^ étant la nouvelle inconnue, l'intégration de cette équation introduit une
fonction arbitraire de u1, ce qui prouve la déformabilité des V^_i envisagées et
nous avons ainsi démontré que :

Pour qu'une variété riemannienne V^_i à n — i dimensions plongée dans un
espace V,, localement euclidien à n dimensions soit déformable avec persistance, en

chacun de ses points x (Ïune direction asymptotique e^(x\ il faut et il suffît que sa
métrique puisse être mise sous la forme ds2 = o^co1^, avec

^=¥du\

co2 = dx1 -\- F yR2! x- diû,

^==:d^-[-V^\^du\

où, ketc étant des fonctions arbitraires de u^, F désigne la fonction ((a?2 — c)2 4- P)2

et où les Yifi sont des fonctions arbitraires de u1, symétriques gauches par rapport

aux indices K et I.

5. REMARQUES. — a. Les calculs précédents supposent ^^>3. Ils sont cepen-
dant valables dans le cas ^===3, grâce à la variable d'homogénéité x°, pourvu
que la direction e^(x) soit réelle au point x de V,,_r La métrique obtenue est
alors celle des surfaces réglées à génératrices réelles mises sous sa forme
classique

ds:i==((u2—cY--{-k2) (^l)2+ (du^U^) d^)\

avec
À^^FYo2!.

Ceci donne une interprétation géométrique simple de c et k : c détermine le point
central de chaque génératrice et i/Z: est le paramètre de distribution.

6. Bien que la déformation locale de toute variété régulièrement déformable
dépende de deux fonctions arbitraires d'un argument, il n'existe pas, dans la
seconde famille, de variété déformable avec persistance d'une direction asymp-
totique; en effet, sur toute variété de cette famille, on a bien ^^=^^^, mais
il est impossible de trouver un système de coordonnées normales de Riemann
dans lequel tous les y^i soient nuls, contrairement à ce qui a lieu pour les
variétés à direction asymptotique persistante. Cette propriété apparaîtra, au
paragraphe A du chapitre IV, en relation étroite avec la possibilité, pour une
variété V,,_i plongée dans l'espace euclidien ordinaire à n dimensions, d'être
complète pour la métrique induite par ce plongement.
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CHAPITRE II.

VARIÉTÉS DÉFORMABLES A DIRECTIONS CONJUGUÉES PERSISTANTES ET DISTINCTES

DANS UN ESPACE LOCALEMENT EUCLIDIEN.

L'espace de Riemann V^ étant toujours localement euclidien, il reste à étudier
le cas des V^_i localement défbrmables avec persistance, en chaque point, de
deux directions conjuguées distinctes, directions qui ne sont, d'ailleurs, pas
nécessairement réelles pour Vn-i réelle. La classe de différentiation de V,,_i
sera C5, au moins.

La subdivision, en deux chapitres, de l'étude des V^_i plongées dans un
espace V^ localement euclidien peut, a priori, sembler arbitraire. Cependant les
différences de degré de généralité des déformations locales des diverses V,,_i
envisagées séparément en fournissent une première justification. Une autre
justification, a posteriori, sera apportée, au chapitre IV par des considérations
sur la structure globale de ces mêmes V^_i.

A. — Généralités.

1. CHOIX D'UN REPÈRE MIXTE. — Soient d^Çx) et d^Çx) les deux directions
conjuguées déterminées au point x de V^_i par les équations (I . i). Ces direc-
tions sont supposées distinctes, mais elle ne sont pas nécessairement ortho-
gonales ; au lieu du repère orthonormé que nous avons utilisé jusqu'à maintenant,
attachons à chaque point x de V,,_i un repère dont les deux premiers
vecteurs e^(x) et e^Çx), portés respectivement par d^Çx) et d^Çx), ont des
longueurs arbitraires, tandis que les vecteurs e^Çx) sont unitaires, orthogonaux
entre eux et orthogonaux aux ei(x).

La transformation subie par ce repère lorsque son origine effectue un dépla-
cement infinitésimal sur "Vn-i ne se réduit pas à un simple déplacement dans V^,
mais g - , désignant toujours les composantes du tenseur métrique de V,,_i, ses
composantes relatives sont liées par les relations suivantes :

( I I . i ) ^lR^OI+^6ûÛR^=0,

, :̂ûû^+ ûû^= 0, g^^n^^T ûûô7^ 0.

Tous les COQ" sont, du reste, nuls puisque les e^(x) sont orthogonaux, en x,
à l'espace vectoriel Ta^) correspondant à la courbure riemannienne non nulle,
et nous pouvons poser

^/^(p^;
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les ÇA( sont les composantes du tenseur asymptotique de V,^, donc, puisque les
directions co1 = o, (o2 = o sont conjuguées,

Les équations de structure de É. Cartan n'exigent aucune hypothèse sur la
nature du repère utilisé. On a donc, en considérant en particulier celles qui se
déduisent de co(/'= o par différentiation extérieure,

ûûfj'A ̂ ^^

ce qui s'écrit encore
YO'J?//^ A ^/" ==<->,

en introduisant, comme au paragraphe A des Préliminaires, les coeffi-
cients y^j qui ne sont, en général, ni des symboles de Christoffel, ni des coeffi-
cients de rotation de Ricci.

De l'indépendance des formes co1, nous déduisons que la condition précédente
est équivalente à des équations qui doivent être identiquement satisfaites,
compte tenu de la nullité de © 1 0 . Ceci entraîne la nullité de tous les yo1^ et celle
de yo^ et yo2! \ les seuls yr/R qui peuvent ne pas être nuls sont yr/i et yo'^, donc

(11.2) yo^==0, YoS==0, Y O ' I ^ O .

Tous les Y/% sont calculables en fonction des y^//, et du tenseur m étriqué g\^ de V,,_i.
En effet, la première équation du système (II . i ) implique

^•yo'j+^ïA^o;

compte tenu de (11.2), cette équation est équivalente à

ï^=o,

[ 1 1 . 3 ) . T^=-^i,A/n TA--^6^^
^ 0 __ o. a-H y, .1 ^ 0 __ a- o-O^ y, 2
^ 2 1 —— —— ^•1\§ T Y^ •I 5 i •Î. 2 —— —— 6225 ' i ̂  ï 1

Considérons d'abord les équations de structure relatives aux formes co1; elles
s'écrivent

dw1-^^ A (^—Ï0^°).

Les seconds membres de ces équations appartenant à l'anneau des formes CJD', les
équations 00'== o constituent un système complètement intégrable; soit //une

intégrale première quelconque de oY, la longueur du vecteur e[(x^ peut être
choisie de manière que
( 1 1 . 4 ) ^^du1

Considérons enfin les équations de structure relatives aux formes co0; elles
s'écrivent, en général.

d^== ̂  A ^-L°+ ^/ A ^A
Ann. Ec. Norm., (3), LXXITI. — FASC. 4. 49
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ce qui, d'après les résultats que nous venons d'obtenir, se réduit à

d^=z ̂  A ^9+^i•^OW ' — T^A) du[ A ^/2-

Formons de même les équations de structure relatives aux formes coo'^. Au
total, nous obtenons le système d'équations quadratiques

( 1 1 . 5 ) ( ^=ç^A ^+^,^0(^',-Y^,)^1 A ^S
( ^p°=c^A ^8+^.^o(ï^ï^ll-^^^ll)^' A ^2

et nous avons ainsi démontré que Am.y un espace localement euclidien V,/, il est
possible rattacher à chaque point x et une variété V// i déformable avec persistance
de directions conjuguées distinctes, un repère mixte constitué de la manière
suivante :

— les deux vecteurs ^-(^), portés par les directions conjuguées persistantes^
'ont partie d'un repère naturel pour la V/, i;/<

— les n — 3 vecteurs e^Çx) sont unitaires, tangents à V/,_i, orthogonaux entre
eux et orthogonaux aux e^x); les équations de groupe qui leur correspondent sont
les équations (II. 5) ;

— le vecteur e^Çx) est unitaire et normal en x à V,,_i.

2. REMARQUES SUR LES CAS DE COMPLÈTE INTÉGRABILITÉ. — D après le Système (II . 5),

les équations co°==o ne constituent pas, en général, un système complètement
intégrable. Pour qu'il y ait complète intégrabilité, il faut et il suffit que la
condition

^•2(Y^ ' ,—Y^-2)==o

soit réalisée, ce qui a lieu dans deux cas :

a. Le premier cas, pour lequel on a

est celui où les directions conjuguées persistantes sont les directions principales
correspondant aux courbures normales non nulle : ce n'est qu'un cas particulier
de la déformation à réseau conjugué persistant que nous examinerons en détail
comme application de ce qui va être dit dans le cas général.

b. Le second cas, pour lequel
T6 ' i—ïoS==o, •

ne donne pas autre chose que des cas particuliers des deux familles de variétés
régulièrement déformables, ainsi que nous le montrons rapidement.

Dans les deux cas, le système (II .5) se réduit à (1.3) et un raisonnement
analogue à celui fait au n° 2 du paragraphe A du chapitre I, montre que l'on peut
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choisir les vecteurs e^Çx) de manière que

(^=d^, (^==0.

Restreignons-nous au cas où
é^Û.

Comme nous l'avons montré au numéro précédent, nous pouvons prendre

Cx)^ == du1 ;

le repère attaché au point x de V,,_i est maintenant un repère naturel, de sorte
que les coefficients ̂ j sont des symboles de Christoflel présentant la symétrie
ordinaire par rapport aux indices inférieurs.

Pour arriver rapidement au résultat envisagé, il est avantageux de ne
pas conserver ce repère naturel, mais de lui substituer un repère ortho-
norme \ e^Çx), ^o^)? en(tv) ) conservant 6^(^), les e^Çx) et la direction de l 'un
des vecteurs Ci{x\ que nous supposerons être ?i(^). La matrice ( Ai^) de cette
transformation a pour éléments

. , i . , cosi^ sir» i2 ,, „ ,,A i / ' = = — ? Aj/2^:——•> A.>^=o, A.,/2^———, AO/^OO/^
^1 'Hl ~ " ^2

û désignant l'angle de e^Çx) et e^ (^), tandis que ï]i et YJ^ sont des fonctions du

points, telles que e\,Çx) et e^^x) soient deux vecteurs normes. Soit (A^) la
matrice inverse de (Ap^). Les coefficients y^i, YL^N sont liés par des formules
identiques aux formules de transformation des symboles de Christotïel

Y/K= A^A^AK^TL^V + A^KA^,

ce qui, compte tenu de foS^ yo2i= ̂  montre que les yo/^ sont égaux auxyo'A
lorsque les indices correspondants sont numériquement égaux. Le problème de
la recherche des V^_i pour lesquelles ^12 n'est pas identiquement nul se ramène
donc à un cas particulier de ceux que nous avons traités au paragraphe A du
chapitre I, et, par suite, dans un espace \n localement euclidien les deux familles
de variétés ré gulièrement dé formables contiennent les^i^y déformables a^ec persis-
tance, en chaque point x, d'un réseau conjugué non orthogonale pourvu que le
système de Pfaff CD°=O déterminant V espace vectoriel ï^^) de ce réseau soit
complètement intégrable.

3. EXPRESSION GÉiNÉRALE DES FORMES (0°. — Reprenons la plus générale des
variétés V/,_i localement déformables avec persistance des directions conjuguées,
pour son plongement dans un espace V,/ localement euclidien. Le repère attaché
au point ^eV,,_i étant le repère mixte défini au n° 1 du paragraphe actuel, le
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système (II. 5) peut être écrit

(11.6) ( d^- ̂  A ̂ ^é^iiWi - ï^) ̂ ' A dn^

\ 6/ûûç°—— G3^ A ^^^^(TÇ^Ï^I —— Ï^Tcp1!) ̂ ' A ^2-

Considérons la variété V^_3(^) qui est la variété intégrale, contenant x, du
système oV= o. De l'étude faite au paragraphe C des Préliminaires, il résulte que
cette V^_3(^) est contenue dans V^_i et qu'elle est localement euclidienne. Consi-
dérons un système de coordonnées normales de Riemann //J dans un voisinage
suffisamment petit de x sur ^V^^Çx). Dans le repère mixte employé, les
vecteurs e^x) sont déterminés à une rotation près autour du 3-vecteur déter-
miné par e,,Çx) et les CiÇx)', ceci permet de supposer que les e^Çx) constituent
le repère adapté aux coordonnées normales ^/J, de sorte que, sur \\^Çx), les
formes co° se réduisent à du^, tandis que les co^° sont identiquement nulles. C'est
donc que l'on a, sur V,,_i,

( H . 7 )
^=du^^idu1,

,. 0 __ -y 0 ^ J j . i .coy — ^ç iaa ,

nous dirons que le repère mixte ainsi construit est adapté à la déformation,
Nous avons introduit des coefficients y0; qui ne sont pas arbitraires, du fait

que les seconds membres des équations du système (II. 6) ne sont pas quel-
conques ; la différen dation extérieure des équations (II. 7) et l'identification
avec les équations (11.6) donne en effet les relations

( 1 1 . 8 )

. ^,^-^YO.=Y^y^,-Y^^+^^.(^•,--T^),
/) ,,0 __ y 0
^cp i ;— \ îp ii

j Y 0 .) ./ 0 _ ^ ^ Y , 0 Y •p ^, 0 i o.O^ o. / Y 2 Y , 1 ^, -i Y i \^iVy •2— ^cp J — iç'i^ 2— ̂ 2 ̂  i-t-& ^^ér^lep 2^ i — i^ 2^ 9 i^

6^pY^°;==0,

dans lesquelles le symbole à^ est l'opérateur de dérivation ordinaire par rapport
a /A

Des seconde et quatrième relations de ce système, nous déduisons que

— les Y^°/sont indépendants des ̂ ;

— les y0, sont ^(n — 3) fonctions linéaires des ^, dont les coefficients sont
les Yco0/, mais qui ne sont pas nécessairement homogènes par rapport aux u^.

Par comparaison avec les deux autres équations du système (11.8) nous
voyons que g\^ (ïo1!—To2--») sera une fonction linéaire des /^, tandis que
^(Yo^Y'i/i— Tr/iY2!.') ^'ta indépendant des W : c'est bien ce que va montrer
un calcul ultérieur.

Pour écrire le plus simplement possible les formules où y0/ va figurer, il sera
commode de rendre homogène cette fonction, par l'introduction d'un paramètre
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supplémentaire ;/° qui vaudra i sur V,, , et de coefficients -yo0/ tels que

( 1 1 - 9 ) T^T^

les indices grecs prenant toujours les valeurs 3, . . ., n— T , tandis que les
indices grecs surlignés prennent les valeurs o, 3, . . ., n — i.

De même que dans le cas des variétés déformables avec persistance d'une
direction asymptotique, nous avons maintenant deux systèmes de formes
linéaires sur V^_i : celui qui est constitué par les du^ d'une part, celui qui est
constitué par les co^ d'autre part. Il est naturel de se demander quelles relations
lient les dérivées d'une même fonction dans l'un et l'autre système. Soit Oi l'opé-
rateur de dérivation pfaffienne par rapport aux formes co1. Soit <I> une fonction
quelconque, de classe C 1 , au moins; calculons sa différentielle dans les deux
systèmes de Pfaff : les deux expressions obtenues à^di^ et 0/&C01 sont iden-
tiques, ce qui, d'après (11 .7) donne la relation

ai 0 du1 + 6^0 ̂  dit^ -= ô; <D du1 + ÔQ <Ï» ( di^ -1- y°z du1 ).

Les du^ étante— \ formes indépendantes, cette relation est équivalente à

/„ tt , ( ^<î)-ô,<ï»=YU<^( I t . i o ) {
[ ô^— ôo^==o.

Toujours dans le but de simplifier l'écriture, introduisons un troisième opéra-
teur de dérivation V/,, défini par

(II.IT) V^o^^Vo-ïo^

qui, si l'on excluait la valeur ode 6, ne serait pas autre chose que l'opérateur de
dérivation covariante relatif à la métrique de V^-i, pour les vecteurs de
l'espace 1\_3(.r) tangent en x à Vn_^(^}. En particulier, si les Vr, sont indé-
pendants des u'^ on a les relations

(II .12) V,V-^=^Ô,(V^^)

qui seront aussi importantes pour la suite.

4. FORME NÉCESSAIRE DE LA MÉTRIQUE Di: V^_i. — Nous sommes maintenant en
mesure de démontrer que les composantes du tenseur métrique de V,,_i
s'expriment à l'aide des fonctions déjà introduites et de deux nouvelles fonctions
linéaires des ̂ . En effet, considérons les n—3 formes

c^o^Yo'i ̂ ',

et calculons-en les différentielles extérieures

G)O' /\ G), ' + wr A ^2' —i- w^ A ̂ ' ̂  (^70' i ) A ^'5
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c'est-à-dire, en tenant compte de la symétrie des "Y/^ par rapport aux indices
inférieurs

( ( ï o 1 1 — YO'-S ) Yi j 2 -- Yo'^-2 Y^ 1 j ) ̂ ] A ^/"2 + TÔ ' i Y-i ' ̂  ̂  ' A duAJ

== ô.^yo'i ̂ 2 A ̂ ' + ̂ yo1 ic<)^ A ^ l f } '

ce qui, en tenant compte de l'indépendance des formes oA donne (n—9.)
Çn—3) relations. La différentiation extérieure de coo2 conduit, de même
à (zi—?.) (n—3) relations. L'ensemble des conditions ainsi obtenues se
résume dans le système

( 1 1 . 1 3 )

^ ïo1!^ (yo^— ro1!) Yi1^^- YO'^Y^I.
^ ^-1= (ïo''i — TO^) Y^i + YO'^I Y.LS;
^çYoVi+yo^Yo' i^o ,
^ç Y^ — ï^2--^ ï?'2^== ot

D'après les deux dernières équations de ce système, nous pouvons introduire
deux fonctions F^ et F^, linéaires par rapport aux //°, définies chacune à un
facteur près fonction de u^ et ?/2, et telles que

(II.i4) YO'I^^FI, YO^^^OF-

Or, si l'on pose

on calcule aisément les coefficients y^j en fonction des dérivées premières
des ^,,R- Le procédé est identique à celui qui donne les valeurs des symboles de
Christoffel pour une variété rapportée à un repère naturel. On obtient

( TL ' •>) ) YIKJ = ̂  ( ̂ 'Kl + ̂ KJ — ̂ 'N + ̂ IKJ — CK,II 4- C,|IK ) ,

où l'on a posé, d'après E. Cartan [10],

(II. l6) . CjKJ=^RHCï11,, ^)"== ^ Ci'^G)1 A C^

de sorte que les C,^ sont antisymétriques par rapport aux indices ï et J.
Dans le repère mixte adapté à la déformation ^'OR== °OR ^t Cji,j== o; ainsi

Y^7 ̂  ~, ( ̂ 0^7,-/ — G/,-0y ),

et, plus particulièrement encore,

YOn^ ^^O^ir

Mais, puisque YO\==O, nous avons
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ce qui, compte tenu de (II. i4)? montre que

^,==^(F,)S

g^ étant une fonction indépendante des //°. Un calcul analogue donne les
valeurs de ^'12 et ^'22 et fournit l'énoncé :

Si une \,^ plongée dans un espace \,, localement euclidien est déformable avec
persistance de directions conjuguées distinctes et rapportée à un repère mixte
adapté à la déformation, il existe deux fonctions Fi et Is, linéaires par rapport
aux u^, telles que la métrique de V,/^i ait pour composantes

où les g^j. sont indépendants des //) et où les OOR sont des symboles de Kronecker.

Ce résultat implique que l'angle û des directions conjuguées persistantes au
cours de la déformation est indépendant des //°.

5. EQUATIONS DE CODAZZI ET FORME GÉNÉRALE DU TENSEUR ASYMPTOTIQUE DE \ / / - i . —

Les directions ri(^), <%(.r) étant conjuguées

C,) ̂  == Q^ , (h^ , (f)^ =: î?22 (lH"-^

(pu et cp^ désignant les composantes non nulles du tenseur asymptotique
de V,/_i dans le repère adapté à la déformation. Différentions extérieurement la
première de ces équations : nous obtenons

r,),/'/\ Wi'1^ (^9 ,1) /\dn\

c'est-à-dire, en tenant compte des svmétries des ^'j par rapport aux indices
inférieurs,

(yiS^ii — Yi 2 ! ^22) (î^ A ^ I f } + Yo1 !0 !- !C)L )0 A ( l l f } :==L ^ 2 ^ 1 1 ^^~ A ^ l { } + ̂ opu c»)o A ( lu ' •

De cette équation et de celle que nous formons de la même manière à partir
de oj./', nous déduisons le système d'équations

0.3 Q^^^-z. Y^ '.)_ Q i | — ^i '._; C-'.^, Ô) ©qq == Y^'2-, Q^ — Y.^1 o 0 i ] ,

^o?n ̂  y o 1 1 ?i i, Qopsî^ yoS?^

qui sont les équations de Codazzi, d'après lesquelles on peut prendre

( T T .17) o, i = c^., F..,, 922 ==9^2 ï^^

cp^ et o^, étant deux fonctions indépendantes des //°, mais non identiquement
nulles puisque V^_i est supposée non développable; il reste, en outre, les deux
conditions

(II , 18 ) c^pi i^YiSpi i — Yi2!?^ ^i ?-2= :y•22 l9•2•2— Y^pir
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Nous avons ainsi obtenu une forme nécessaire du tenseur asymptotique de V,,_,
dont les composantes s'expriment à l'aide des fonctions de ^° déjà introduiîes
pour la métrique. •

B. — Conditions nécessaires et suffisantes de déformabilité
à directions conjuguées persistantes distinctes.

1. REMARQUE SUR LA MÉTRIQUE ET PREMIÈRE CONDITION DE DÉFORMABILITÉ. _ Chacune

des fonctions 1^, 1^ introduites à l'avant-dernier numéro peut être multipliée
par une fonction indépendante des //°. La variété V/^, étant réelle, supposons

d'abord que les directions ?,(.r), ̂ (^) sont elles-mêmes réelles; nous pouvons
prendre

( J L I(^ ,s",i = ( F , ̂  g;,= F, F, cos.Q, ^= ( F , v .

Cette simplification sera possible, quelles que soient la variété V,,_i et les
directions conjuguées, pourvu que ^n^^o; ceci exclut le'cas où V,̂  est
une variété réelle à directions conjuguées persistantes isotropes : nous exami-
nerons ce cas à la fin de ce paragraphe.

Les composantes du tenseur métrique de V/^, étant données par (II. 19), les
formules (II. i5) et (II. 16) permettent de calculer les y,4. Ces coefficients ne
sont qu'au nombre de six distincts, puisqu'ils sont symétriques par rapport aux
indices inférieurs. On trouve

( I I .20 )

^ [Oj (F , cos^ ) -^F , ] ,

[ô,(F,cos^)-ô,F,] ;

(F .^&in^) 2

F,
(F,sin^

: ô , lo^F , -
cosi'2

'2 si n^

cosO

-^'^^.-^^[^(F.œs^)-^^,],

^^ô,logF,-^-^[^(F,œsi2)--o,F,];

:^^(Ô,F,--œs^F^

:^^(o\F,---cosP^,F,).

D'autre part, nous pouvons écrire les formes F, dans le système de coor-
données homogènes î/°

F.=:F,o^.

Cette dernière formule et la formule (II. 9) permettent de résumer les deux
formules du système (11.8) non encore utilisées dans la formule unique

^.ïo^-^ï^+ïfi'.ï^-
^(F^F.)

——;—————r- COSÎ2.
D(^?. ^°)
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En excluant o des valeurs possibles de u\ celle relation exprime que la
courbure riemannienne de V,,̂  est nulle pour tout espace vectoriel à deux
dimensions tangent en x à V,^Çx). L'opérateur V/, introduit au n° 3 permet de
simplifier le premier membre : en effet, par une convention analogue à celle
que l'on fait parfois pour le tenseur de Riemann-Christoffel [20], admettons
que V/, n'opère que sur les indices surlignés; ainsi le premier membre de la
condition précédente s'écrit Vi^— V,Y(^I et nous obtenons la forme défini-
tive de la condition T—- Ï•--^F^••"Û•.1)(^ { / ' )

2. EQUATION DE G-AUSS ET SECONDE CONDITION DE DÉFORMABILITÉ. — Considérons la

' forme
( j ) iî z= y i î, (IIL ' H- Y.i ï.,_ du1.

Par différentiation extérieure, nous en déduisons

^K A ^K'-r- ̂  A ̂ ^= (^ïn ) A ̂ ' + (^TI^) A ̂ S

obtenant ainsi une relation quadratique qui, en raison de l'indépendance
des n—\ formes de PfaffoA est équivalente aux 2 /z— 5 équations suivantes :

( ^Yi'i— ô,YQ-i- (Y^ ' l—Y:> 2 , )Y l ^+ ( Y 2 S — Y i S ) Y i ' i

(11 .^ ) ^ -^Aïo^-^.^o,
f ôoYj ' 2 ! = ( y o ' 1 — YoS) Yi'2!,
l ^oyi'^^ ( Y O ' J — yoS) Yi2-

La première équation de ce système n'est autre que l'équation de Gauss
exprimant que le produit ynO^ est égal à la courbure riemannienne non nulle
de V,,_j, tandis que les ^>(^-— 3) autres équations de ce système s'écrivent

()o log'Yi2-, =: ̂ o lo^Yl2•2= ^o 1o^ ^ -

Considérons, en yarticulier, la relation

^olo^( F^Yi^.^o

et substituons à ̂ ^^ sa valeur tirée de (II. 20)

, , ôiFo—cos^^F-,
dfj log ——~-——F———~-— == o.

Développons cette condition

( ^QÔ| F, - œs^ 6^0 ô,F, ) F^^= (ô, F, — œsi2 ô,Fj ) F,o,

soit, d'après la formule (II. 12) liant les opérateurs o/, et V/,, et en convenant,
^n. £c. Norm., ( 3 ) , LXXIII. — FASC. 4. 5o
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mais pour la prochaine formule seulement, que l'opérateur V/, opérera aussi sur
l'indice 6 non surligné,

(V,F,o-cos^V,Fio)F.,^^=(V,F^-cos.QV,F,,,;)^F,o.

Les u^ sont n— 2 variables indépendantes et la relation obtenue est l inéaire
et homogène par rapport à elles. C'est donc une ident i té , ce qui nous permet
d'écrire, A étant une fonction de u1 et /r,

V, F^- cos.Q V,F,,+ A sin^F^= o,

de sorte que les couples de coefficients F^, F,>o vérifient une même relation,

indépendante de l'indice 0 considéré. Par symétrie, © désignant une autre
fonction de u1 et i r , on obtient sans calculs une nouvelle relation

VsF.^—cost2V, F,Q+© sili^F^^ o,

qui aurait aussi bien pu être obtenue en transformant

^0 logY^i == ^Q lo^ — •

La différentiation extérieure de co/, co^1 et co^ ne donne que des relations
équivalentes au système (II.21). Nous avons donc obtenu une nouvelle condi t ion
nécessaire de déformabilité; cette condit ion s'énonce :

Si une variété V,,_i, plongée dans un espace V,, localement euclidien, est défor-
mable avec persistance de deux directions conjuguées distinctes non isotropes^ les
couples de coefficients ¥^, F^Q vérifient un système de deux équations aux dérivées

partielles du premier ordre linéaires et indépendantes de l'indicé 0 considéré. Ce
système constitue la condition

( I I )
V^+AF^+OF^cosP^o,

V , F . + A F , c o s . Q + © F . = o .

Remarque. — Le système (II. i3) comporte 'ïÇn—3) relations que nous
n'avons pas encore employées et qui sont résumées dans les deux premières
équations de ce système. Ces relations semblent, à première vue, constituer
une nouvelle condition, mais il n/en est rien, ainsi que le montre un calcul
facile : les deux premières équations du système (II. i3) sont identiquement
vérifiées, en vertu de la relation liant les opérateurs V/, et o/,, pourvu que la
condition (II) soit satisfaite.

3. REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS DE GAUSS ET DE CODAZZI. — Les dernières
équations qui nous restent à étudier sont la première équation du système (II. 21)
et les équations du système (II. 18). Ces équations ne contiennent, en plus
des 9,/, et de leurs dérivées pfaffiennes premières, que les y/7/,, leurs dérivées
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pfaffiennes premières et les F/o. Considérant cpn et 0^2 comme les deux incon-
nues, il va donc être possible d'exprimer les coefficients de ces équations à
l'aide des F/o? de A, ©, û et de certaines de leurs dérivées partielles ̂ ordinaires
d'ordre 2, au plus.

En effet, nous remarquons d'abord, d'après la condition (II), qu'au
système (II. 20) donnant les valeurs des y ,4 peut être substitué le système

(ÏL^)

•̂  i §

(
. loo-F, (i "^t-,1 i \

<•» àliî
0 sini2

-^

'Q ^co-0
^ si i i i2/ '
M7,
J^'

-,-2, ôMoiïF, ( A ^"^osa;'' ' - ^ - \^ sinl2/
, /. à,Q\F;

^3-(,A sina/F.î

-',',=-A171.

Portons ces valeurs dans la première équation du système (II. 2 1 ) ; celle-ci
devient, après simplification,

, ̂ -^,A-^e-^,oF^ ̂ ^ - ̂ -g.rir^sin2^ 1^12 s in 12

Le second membre est indépendant des //°; il en est de même du premier,
d'après les formules (II. T^ ) . Poso'ns

* -»• __ T/'*9^ ^^^=.K

et groupons les dérivées de mêmes indices dans le second membre de l'équation
de Gauss écrite ci-dessus. Il vient

K*(II..3) = à, (A sin^) + ̂ (© siiii2) — ô°^F,oF^ sini2 — à^ô^.

Substituons les valeurs des y//, données par (II. i^) dans le système (II. 18),
D'après (11.22), nous obtenons finalement les équations de Codazxi sous la
forme

(II. ̂ )

( à, ̂^,^* == A cosl2co*, + ——T-;" ' ' \ sm 12

à, ̂ :,= f 4^ - A\ o;, + 0 cos^o:.,.' -" \ sini2 7

II ne nous reste plus qu'à exprimer la compatibilité des équations (II. 2?))
et (II. 24).

4. CONDITTON DE COMPATIBILITÉ DES ÉQUATIONS DE GAUSS ET DE CODAZZT. — POSOUS

^,==(K')7^ ^^(K*)^-7.

Les équations de Codazzi (11.24) se transforment en un système de
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équations aux dérivées partielles du premier ordre à une seule inconnue T

( H . ^5)
^,T + I à. lo^K*== A cos^+ f4^ - @\ e-1^

2 ' " \smi2 )

(), T + I- ̂ , lo^K*= f 442. — A ") ^T + 0 cosl2
^ ' \smi2 /

et la condition de compatibilité de ces deux équations est

( T I . 2 6 ) Ae^-[-Be -^==C,

où l'on a posé

/ ^ 0 \ / f) 0 \
A = <;., ( - - A + —— - A (•>A cos.Q - <Z, JogIC)," \ sini2 / \ smi2 / <- ^

^1^ ^\ , / ^ .^
sm-Q / ' I s i n ^B =- à, -^- - 0 + -^ - © ( -> 0 cos .Q - à, log K-

\ ^ i n ( ! ] \ s ni ° / °

C = ̂ ^., lo^K*- à, (A cos-Q) - ̂ .>(0 cos^) - 4 f-^-^ - ©^ ((h^ - - \ V
\sini2 / \s inî ,2 /

Supposons d'abord que deux au moins des coefficients A, B, C ne soient pas
nuls. Alors l'équation (II. 26) permet de calculer, au plus, deux valeurs T^ et T^
de T, au signe prés. Ces deux valeurs sont des solutions singulières possibles du
système (II. a5). Trois cas sont possibles :

a. TI et T^ ne sont pas solution de (11.9.5). Il y a contradiction et la métrique
dont on est parti, bien que vérifiant les conditions (I) et (II) ne peut être
induite sur une variété \n-\ P^ son plongement dans un espace V / , localement
euclidien. C'est aussi ce qui se produit si deux des coefficients A, B, C sont
nuls sans que le troisième le soit.

b. Si une seule des valeurs possibles de T, soit Ti, vérifie le système (11.25),
il lui correspond un seul couple de valeurs cpn, o^, composantes d'un tenseur
asymptotique qui, avec la métrique vérifiant les conditions (I)et(II) détermine
localement une variété V,,_i intrinsèquement rigide pour son plongement dans
l'espace V//.

c. Si Ti et ^2 sont solution de (II.^o), il leur correspond, de la même
manière, un seul couple de variétés \/ ,_i isométriques et rigides pour leur
plongement dans l'espace V/, et ces V^_i ne se déduisent pas l'une de l'autre par
des déplacements et des symétries.

^7ous avons ainsi démontré que le fait, pour une variété riemannienne ¥„._
plongée dans un espace V,, localement euclidien, cV avoir n — 3 courbures eulé-
riennes principales îzulles n'entraîne pas la déformabilité, même locale, de cette
variété.

• fJ'JU.I LtIvU U^t-1 (.Ct/C / fcC/ ItUI111,1^111tu T / ^ _ _ j

, cV avoir n — 3 courbures eulé-
\ même locale^ de cette
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II nous reste à examiner le cas où A, B, C sont nuls. Alors le système (11.25)
est complètement intégrable et son intégration introduit un paramètre. Le
tenseur asymptotique associé à la métrique envisagée dépend de ce paramètre,
de sorte que la variété V,,__i qui les réalise par son plongement dans V,, admet
localement une déformation continue à un paramètre.

Avant de conclure, nous devons encore vérifier la compatibilité des conditions

obtenues. Le système (I) comporte ^Çn—^){n—3) équations, le système (II)

en comporte 2.(n — 2) et enfin les équations A == B = C = o constituent, avec

l'équation de Gauss quatre autres conditions. Au total, il y a donc 2/24—(^—2)

( n — 3 ) conditions. Les fonctions qui y figurent peuvent être considérées
comme les inconnues du problème consistant en la recherche des métriques
qui peuvent être induites, par plongement dans un espace \\ localement
euclidien, sur une variété V,,_i déformable avec persistance de deux directions
conjuguées distinctes et non isotropes; ces fonctions sont les F;Q qui sont au
nombre de 2(^1 — 2), les -yo'^ au nombre de (n — 2 ' ) ( n — 3) et enfin les quatre
quantités A, ©, û et K\ soit au total 2 / i + ( / 2 — 2 ) ( / z — 3 ) fonctions. Ainsi le

nombre de fonctions surpasse d e ^ ( / î — 2 ) ( / î — 3 ) le nombre de conditions.

Ceci suffit pour démontrer l'existence de solutions pour /z^3 et montre que

la plus générale des métriques cherchées dépend de -(n— ^)(n— 3) fonctions

arbitraires de deux variables.
Remarquons que tous les résultats obtenus sont valables pour n == 3, grâce à

la présence, dans nos calculs, de la variable d'homogénéité ?A
Résumons les résultats obtenus : Pour qu'une forme quadratique définie posi-

tive an — i variables puisse être prise pour métrique induite par plongement dans
un espace V^ localement euclidien sur une variété V^_i déformable avec persistance y
en chacun de ses points x, de deux directions conjuguées distinctes et non isotropes,
il faut et il suffit quelle puisse être écrite

ds1^^^^ ( I ^ K e j i , . . . , u - ï } )

avec
/ ^ { l , 2 } \

^==^S ^= d^ 4- Y,T°^ dui ( ^ € ^ 3 , ..., n—i\ y
\^ç{ o, o, . . ., n — ï } /

u° est une variable d ) homogénéité qui vaut ï sur la variété et

^•,, ==: (F, )-2, ^,= F, ¥ , cosî2, ^=z (F,)2 , ^OR== ÔOK ;

û et les YQ'^ sont indépendants des u^, tandis que Fi et 1% sont deux foliotions
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linéaires des A/° dont Ips rnpffînjprjfv F- f^^ /,^ ^..^ ,,-''linéaires de^ ̂  dont les coefficients F^ sont liés aux y^ et à û 7^ les conditions

^ïe^-^ïm^1^1"^ ^) - o
' D(^,^) "?

f v l ̂ 20 + A F 1 0 + 0 ̂ O cos ̂  = o,

^F^+AF.^cosî2+©F^=:o;

(1)

(iï)

^.logtg"---©
^ilog- +20 C0si2 =: 0,K*

^^2 log tg - — A
(111) [àA^ K* — 2 A cosi2== o,

à,à., logK*— à, (A cos^) — ^(© cos^) — 4 (^-^-^-©\sin^
/ cU2
\,sini2

K*
^^ = ̂ (A sin^) 4- ^(© sm^) - <WF,()F^ sin.Q - 0,0,9.',

où A et © .yo/̂  deux fonctions de i l 1 et u1.

5. EXEMPLE. — Dans un espace localement euclidien à quatre dimensions,
cherchons s'il existe des variétés ¥3 déformables avec persistance, en chaque
point, de deux directions conjuguées faisant entre elles un angle constant Q et
telles que ¥^ ne soit fonction que de u1, tandis que F^ ne sera fonction que
de ^2. S'il existe une telle variété, un choix convenable des longueurs des
vecteurs ^(^), Ï ^ ( x ) permettra de ramener F,, et F,3 à des constantes arbitrai-
rement choisies. En supposant o < Q < ̂  c'est-à-dire en écartant le cas où les

directions persistantes sont les directions principales, il est commode de prendre

b\,=¥^,=(cos^)~\

de sorte que les inconnues sont les F/o et les ^,'\- qui doivent vérifier les condi-
tions résultant de (I), (II) et (III), c'est-à-dire

W
(c)

^ToS- à,^,= (F,o- F,o) (cosi2^ ;
— -L i

^.F,o— (cos^^Yo^o, ^F,o— (cosi^^v^o,

K*+sint2tg^==o.

Les conditions (III) se réduisent à une seule, (c), déterminant la valeur deK*,
et il ne nous reste que les trois équations (a) et (6) pour déterminer les quatre
inconnues F/o et yo3 / . Les yo3 / s 'éliminent et il reste, pour déterminer les l\o
une seule équation du second ordre

^, (),(¥,, - F,o) + F,o- F,o= o
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qui est une équation de Moutard par rapport à F^o — Fio ; elle s'intègre à l'aide
des fonctions de Bessel, en introduisant deux fonctions arbitraires d'un argu-
ment. La solution générale du problème s'obtient en introduisant une fonction
arbitraire de i^ et ir, de classe C2 au moins, ce qui prouve l'existence des ¥3
cherchées.

Nous avons remarqué, au numéro précédent, que le tenseur métrique de la
plus générale des V,,_i, déformables avec persistance de deux directions conju-
guées distinctes et non isotropes, dépend de ^n-^-Çn—a)(^—3) fonctions

de u1 et de u2 parmi lesquelles figure û et dont - Çn — a)(^ — 3) peuvent être
choisies arbitrairement; il en résulte que dans Vespace euclidien à n dimensions y
il existe des Vn-i localement déformables avec persistance, en chaque point, de
directions conjuguées faisant entre elles un angle constant 'arbitrairement choisi,
contrairement à ce qui a lieu dans l^ espace à trois dimensions où de telles direc-
tions sont nécessairement les directions principales.

6. VARIÉTÉS DÉFORMABLES AVEC PERSISTANCE DE DIRECTIONS CONJUGUÉES ISOTROPES. —

Ces variétés se trouvent exclues des considérations précédentes, du fait que,
rapportées au repère adapté à la déformation, g\^ et ^22 sont nuls. Elles peuvent
cependant être étudiées d'une façon analogue, mais donnant lieu à des calculs
plus simples : on peut supposer

( II. 27 ) ds^ == 2 F, F, d(^ du1 + ô0^ c^° co'̂

Fi et Fa pouvant être l'une multipliée, l'autre divisée par une même fonction
de u1 et de ir. Le calcul des Y//, se fait facilement; ils sont tous nuls, sauf-yi\
et ^2% et l'on trouve, avec les mêmes notations et les mêmes opérateurs que
précédemment,
(11.28) ÏL'i^ilo^lVF,), ^,=û,log(F,F,),

tandis que la condition (I) est remplacée par

——^ty
Les équations de (lauss résultant de la différentiation extérieure de coi1 eta^'2

conduisent aux conditions

( ^ ) V^+AF^=o, V,F^+0F^==o,

qui remplacent les conditions (II), tandis que l'équation de Gauss restante
s'écrit

( II • 29 ) c. \, c. :, = K* = à, A + <À © — ô°^ F, o F,,L ,

car ç^ Fi et y^F\ sont, de même que dans le cas général, les composantes du
tenseur asymptotique de V,,_i, comme le montrent les équations de Codaxzi
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obtenues par différentiation extérieure de co/1 et oV; ces équations font actuel-
lement de ç^ et ç^., les solutions du système

(II. 3o) ^logcp;,=A, ^]ogcp:,=:©,

dont la condition de compatibilité avec réqualion (II. 2()) se réduit a

(IL3i) ô, ^ logK*—^A — ^ , e = = o .

Cette dernière condition montre l'impossibilité de l'existence de variétés
isolées ou de couples de variétés rigides à directions conjuguées isotropes.
Nous avons ainsi obtenu les conditions

(3) ô, 0, logK*— ( ) , \ — (),Q ==o, K*=:^,A 4- ̂ 0 — WFjoF^.

Remarque. — Contrairement à ce qui se passe dans le cas où e^ (^) et e^Çx)
ne sont pas des directions isotropes en x, l'ensemble des conditions (i), (2)
et (3) n'est pas suffisant pour qu'il y ait déformabilité à directions conjuguées
persistantes, car seules conviennent les valeurs de F\ et de F^ déterminées cha-
cune à un facteur près, ces deux facteurs étant seulement astreints à être des
fonctions de u1 et de u2 inverses l'une de l'autre. Nous pouvons d'ailleurs aisé-
ment les éliminer en fixant arbitrairement la valeur d'un des F;o non nul; mais
il nous semble plus avantageux d'employer un autre procédé qui, bien que
rompant la symétrie des conditions (2) et (3), va nous permettre de les sim-
plifier.

7. CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES DE DÉFORMABILITÉ A DIRECTIONS CONJUGUÉES

ISOTROPES. — Moyennant la condition (II. 31), le système constitué par (11.29)
et (II.3o)est complètement intégrable : son intégration introduit une constante
arbitraire que nous désignerons par C. Supposons connue une forme quadra-
tique (11.2^) satisfaisant aux conditions (i), (2) et (3) et une variété V^_i que
son plongement dans l'espace V^ localement euclidien doue de la métrique
définie par cette forme quadratique. Dans un voisinage suffisamment petit du
point x de V,,_i, la constante C a une valeur bien déterminée; K^ étant supposé
non identiquement nul, ceci nous permet de choisir F 2 de façon que ç^, se
réduise à une fonction de u'2 seul, nous réservant ainsi la possibilité de faire
ultérieurement une hypothèse sur la nature de ce paramètre u2, possibilité que
nous aurions écartée si nous avions astreint y^ à se réduire à une constante.

Dans ces conditions, il résulte de la seconde équation du système (II. 3o)
que © est nu l dans tout le voisinage considéré. Mais A et © ont été définis indé-
pendammeni de la manière dont V// i est plongée dans l'espace V,/; donc, au
moins localement, sur V,,_i et sur toute variété isométrique,

0=-:o.

En lenant comple de ceci dans les conditions (2) et (3), nous remarquons
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d'abord que ces conditions sont valables quel que soit n ̂  3 grâce à la présence
de la variable d'homogénéité, ensuite que les conditions (i), (2) et (3) sont
compatibles, car elles sont au nombre de 2 (71—i)+^ (7 i—2) ( / i—3) liant
2.(n — i) + Çn — 2)(/z — 3) fonctions, de sorte que, comme au n° 4, le nombre

de fonctions surpasse de ^Çn—2)(/i—3) le nombre de conditions. Nous
obtenons l'énoncé :

Pour qu'une forme quadratique an — i variables puisse être considérée comme
la métrique induite par plongement dansun espace V^ localement euclidien sur une
variété V,,_i déformable avec persistance en chacun de ses points x, de deux direc-

tions conjuguées isotropes e^x), e^(x), il faut et il suffit quelle puisse être
écrite

ds^^.V^di^du2-^^^^ (6, ^ e { 3 , . . . , / z — i i ) ,

où les co° sont n — 3 formes de Pfajf réductibles à

^^da^^^d^ ^ € { 1 , 2 } y
^ \^e{o,3, ...^,-1}^

u0 est une variable d'1 homogénéité qui vaut i sur "Vn-i, les y^0, sont indépendants
des u^ et les F; sont deux fonctions linéaires des u^ dont les coefficients sont liés
aux ̂ }i par les conditions

^-^•-î )-
(2) V^Fio+AFio^ro, ViF,==o,
(3) à, à, logK*- à,A == o, K^ à,A + WF^F,^

dans lesquelles A et © désignent deux fonctions du u1 et u^.

Exemple. — Pour n = 3, les deux conditions (3) s'intègrent et donnent

T/-* -> A ' 2 9l ?'>K * = = ^ A = - — ' 1 ' . ?
(?1+?2) 2

en désignant par une lettre affectée de l'indice ; une fonction de la seule
variable u\ L'intégration des conditions (i) et (2) donne ensuite

ds2^ 2(cpi+ <p2)2l^l^2 du1 du2^

ce qui est la forme la plus générale de la métrique des surfaces minima.

Remarque. — Quel que soit n^3, toute V,,_i réalisant l'immersion d'un ds2

solution de (i), (2), (3) est à courbure moyenne nulle. Or la nullité de la cour-
bure moyenne est une propriété caractéristique des variétés minima [15].
Donc : toute variété Vn-i déformable avec persistance de directions conjuguées

Ann, Ec. Norm.., (3), LXXIII. — FASC. 4. 5i
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isotropes est une variété minima pour son pion gement dans V espace \ „ localement
euclidien.

G. — Variétés déformables avec persistance des directions principales.
•

1. CONDITIONS GÉNÉRALES DE DÉFORMABILITÉ. — LOS résultats obtenus âU 11° 4 du

précédent paragraphe sont valables pourvu que g^ et g^ ne soient pas identi-
quement nuls. Ils s'appliquent, en particulier, au cas où les directions conju-
guées persistantes sont les directions principales; mais alors de nombreuses
simplifications s'introduisent du tait que le système des équations o^^^oest
complètement intégrable. Il n'en résulte cependant pas que les métriques
cherchées soient nécessairement réductibles : les variétés déformables avec per-
sistance des directions principales sont, en quelque sorte, intermédiaires entre
les variétés régulièrement déformables et les variétés déformables avec persis-
tance de directions conjuguées. C'est pour cette raison que nous allons les
étudier avec plus de détails.

Par analogie avec l'étude faite au n° 3 du paragraphe précédent, considérons
la variété V ;̂̂ ) relative au point x deV,,_i. Cette variété V,,_3(^) est loca-
lement euclidienne et, en raison de la complète intégrabilité du système (o°= o,
on peut choisir, dans un voisinage suffisamment petit du point x, une carte
locale dont n — 3 paramètres constituent un système de coordonnées normales
de Riemann pour V^_3(^); dans ces conditions, on aura, sur V,,_i,

û)°z=^0.

Conservant toujours la variable d'homogénéité //° et les conventions établies
sur les indices au paragraphe précédent, nous aurons

de sorte que les opérateurs ^/,, S/, et V/, seront identiques. 11 en résulte que le
premier membre de la condition (I) est identiquement nul et l'énoncé qui se
déduit du n° 4 est le suivant :

Pour qu'une forme quadratique an — i variables puisse être la métrique induite
par plongement dans un espace localement euclidien V^sur une variété Vn-\. défor-
mable avec persistance des directions principales, il faut et il suffit quelle puisse
être écrite ds2 = g\^ du1 du^, avec

^•H==(F, ) 2 , ^l,=0, ^,,:=(F,y2, ^QK=^OK

/ I, K ç. \ I , . . . , I I —— 1 { \

^ Oe ;3 , . . . ^ - i î ^

Fi et F^ sont deux fonctions linéaires des //), rendues homogènes par l ̂ introduction
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de u° et dont les coefficients F,o vérifient les conditions

(A) ^F.^-+ AFQ-= o, ^FQ-+ ©F^ o, ( 9 e { o , 3 , . . . ^ - i j ) ;

. © . A
(B) ^K^0- ^K^05

^ à, logK*- 4A0 == o, K*- à, A - ̂ ,© + WF,oF^:= o ;

ro .̂y les quantités qui figurent dans ces conditions sont des fonctions de u1 et u\

Remarques. — a. Le système des équations de Codazzi devient

^19:, + Acp^ := o, à^\, 4- ©q^, == ̂

et la condition (B) précédente est la condition de compatibilité de ces équa-
tions.

&. L'ensemble des conditions (A) et (B) comporte ^n relations liant
seulement 2 / î — i fonctions. Le système différentiel constitué par les trois
premières équations de (B) s'intègre sans difficulté, en considérant A, © et K*
comme les inconnues. Ilpeutarriver que le produit A@ soit nul. En particulier,
le fait que © soit nul signifie que le développement sur T^^r) de la différen-
tielle d'un vecteur porté par^i(^) est, lui aussi, porté par^(^). Nous allons
faire successivement les hypothèses suivantes :

A et © non identiquement nuls;
© n u l ;
A et © nuls.

2. MÉTRIQUE DES VARIÉTÉS POUR LESQUELLES A ET 0 NE SONT PAS IDENTIQUEMENT NULS.

— L'intégration des deux premières équations du système (B) introduit une
fonction arbitraire de ?/1 et une fonction arbitraire de u\ Mais, dans la détermi-
nation du repère adapté à la déformation, nous n'avons astreint u1 et a1 qu'à
être les paramètres variant seuls dans les directions ^i(^), ^(^) respecti-
vement, si bien que nous pouvons les supposer choisis de manière que

A == © = K\

Alors, d'après la troisième équation (B), A vérifie une équation aux dérivées
partielles du second ordre

ai 6^ logA — 4A"2 == o,

en laquelle nous reconnaissons l'équation de Liouville des surfaces à courbure
totale constante et dont l'intégration introduit deux fonctions arbitraires <pi
et 92 de u^ et u2 respectivement, ainsi que leurs dérivées c/, et o'.,

_t_
(11.32) A==®=K*:=-(91-2l)-,

2(9i+(?.,)
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et, des conditions (A) et (B), il reste

(a)
^-+ AF^=: o, ^FQ+AF.^ o ;

WFioF^+ A - à,A - à,A = o.

Le calcul de ç»^ et ç^ se fait sans difficulté, mettant en évidence le paramètre
de déformation.

Il nous reste à vérifier l'existence de solutions du système (^). Considérons
d'abord le cas ^=3; alors, d'après la dernière équation du système (a), on
devrait avoir

ce qui est incompatible avec la valeur de A donnée par (11.82). Ainsi se trouve
démontré très simplement ce résultat bien connu [9] : une surface de F espace
euclidien à trois dimensions ne peut être déformable avec conservation des direc-
tions principales sans que Vune des deux familles de lignes de courbure ne soit
formée de géodésiques.

Il n'en va plus de même dès que n est supérieur à 3 : en effet, dans ce cas,
les Fio? Fao sont deux solutions quelconques des deux premières équations du
système Ça), tandis que les Fio, Fao sont des solutions de ces mêmes équations
liées par la troisième équation du système (^). Il existe de telles solutions,
sinon, peut-être lorsque cpi et 92 sont des fonctions arbitraires d'un argument,
du moins lorsque ces fonctions sont convenablement choisies, comme nous
allons le montrer en donnant un exemple.

Pour la fin de ce numéro, nous conviendrons qu'il n'y a pas lieu de sommer
par rapport à l'indice 0 s'il figure deux fois dans un monôme et quelles que
soient ses positions dans ce monôme. Ceci nous permet de poser

FiQF29+Mo==o,

de sorte que la dernière des conditions (û) devient
n — 1

(11.33) , ^Mo=A-^.A-^A,
0=:3

tandis que les deux premières s'écrivent

F,o^F,o==AMo, à^=A¥^.
^20

En posant

elles deviennent
No=(F,o)2 ,

^No=2AMo, ^ N o = 2 N o ^ ] o g M o - 2 ( N o ) 2 — ,
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et ont pour condition de compatibilité

(No) 2 à, A - No(^. à, logMo- 4A2) + AMe à, log-^- = o ;
^O IV J Q

elles constituent un système complètement intégrable si

A A
^ M e ^ 0 5 ^M"^0 5 ^i^logMo-^A^o,

et seulement dans ce cas auquel nous nous limiterons. Les conditions que nous
venons d'obtenir sont compatibles avec les équations (11.32) et (11.33) et la
solution générale de l'ensemble de ces équations est

i u^—u^ C| u^—u1
A.== — ch ————• î MQ == — ch ———— ;

20 a 20 a

les paramètres u1 et u1 sont définis à une constante additive près, a et les Ce
sont n — 3 constantes, les Co, étant liées par la relation

n—l

2CI=..

Le calcul des F/o s'effectue aisément. On obtient, en introduisant n — 3 nou-
velles constantes arbitraires &o?

-L _1 —JL
Jt1/ -"1 V 2 / - ^ \ 2 / -"1 uî \ ï

Fio= Ce e^^e^—b^) ^e^-^b^ [e^^-e^) ,
1 _i_ _j_

^ 2 / J ^ \ - 2 / U^ \ ï / U^_ U2_\ ï

F^O^—CO^^^+^O^ [e^—b^) [e^-^e^) .

Les F;o sont un couple de solutions quelconques des deux premières équations
du système (a). Nous avons ainsi mis en évidence le fait qnil existe dans V espace
euclidien à n dimensions des variétés V^_i déformables avec persistance des direc-
tions principales, pourvu que n soit supérieur à 3.

3. MÉTRIQUES DES VARIÉTÉS POUR LESQUELLES © EST IDENTIQUEMENT NUL. — Pour dé

telles variétés, s'il en existe, les conditions (A) et (B) se réduisent à

(A') ^9= o, ^F,j+ AF^= o,

(B') à,—=o, ^^logK*=o, K*=:^A-WFi9F^.

En choisissant convenablement les paramètres u1 et u2 et en désignant par Xi
une fonction de ?/1, de classe C2 au moins, à dérivée première \\ non identi-
quement nulle, on peut prendre, puisque A et K^ ne sont pas nuls,

K*==i, A==^,
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tandis que les équations de Gauss et de Codazxi s'écrivent maintenant

()., 9 ̂  =. 0, Ô^ 0 ̂  ^ + ^i 9 n == 0, (p : ., Cp ̂  =: 1,

et s'intègrent facilement
_ i j_

9:1 == (^ - ̂ f, 9:, === (A- - 70\

mettant ainsi en évidence le paramètre de déformation k.
Considérons enfin les équations (A^ ; elles s'intègrent en introduisant 2.(n—2)

fonctions ^o et ^26 de u1 et u2 respectivement : les fonctions ^10 et 4^o sont ^bi-
traires, tandis que les ^/o sont liés par une relation qui n'est autre que la der-
nière condition (B'). On obtient ainsi

(a-) ^-tf- F,^-^-,

^(^o-^o)^-W-iW.

L'ensemble de ces conditions admet des solutions, quel que soit n^3; ceci
prouve que, dans tout espace localement euclidien V,,, il existe des V,,_i défor-
mables avec persistance des directions principales pour lesquelles © est identi-
quement nul.

4. MÉTRIQUES DES VARIÉTÉS POUR LESQUELLES A ET © SONT IDEiNTIQUEMENT NULS. —

Pour de telles variétés, les conditions (A) et (B) se réduisent à
(A77) ^ F Q = = O , ^==0,

(B") à, ô._ logK*== o, K*-4- WF,oF^== o.

K* ne pouvant être identiquement nul, il est encore possible de choisir les
paramètres //1 et ir pour que

K*=i.

Alors les conditions (A^) et (B^) sont satisfaites pourvu que les Fio soient des
fonctions de u1, les F.^Q des fonctions de ^2, les F,o étant liés par la relation

T+WF,oF,^=o,

tandis que les op^ se réduisent à deux constantes inverses l'une de l'autre :

?îi=^ P^^

La condition liant les F/o montre l'impossibilité de l'existence, dans l'espace
euclidien à trois dimensions, de surfaces déformables avec conservation des
lignes de courbure, ces lignes étant des géodésiques de la surface. Par contre,
dès que n est supérieur à 3, il est possible de trouver des fonctions F/Q satisfai-
sant à la condition imposée. Nous avons ainsi obtenu le dernier énoncé partiel :
dans un espace localement euclidien V^ il existe des variétés \n-i déformables
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avec persistance des directions principales^ pour lesquelles A et © sont identi-
quement nuls, pourvu que n soit supérieur à 3.

5. CONCLUSION. — En groupant les résultats partiels obtenus dans ce para-
graphe, nous obtenons l'énoncé : pour qu^une forme quadratique an—i
variables puisse être considérée comme la métrique induite par plongement dans
un espace V^ localement euclidien sur une variété déformable avec persistance des
directions principales', il faut et il su f fit qii elle puisse être écrite

ds^ (Fi dii^ )2 + (F-2 du^Y + W du^ dii^ ( 0 ç { 3, . . ., n — i } ),

Fi et F 2 étant deux fonctions linéaires des u^ et d^une variable d'1 homogénéité u°,
Les coefficients F;o(6 € { o, 3, . . ., n — i}) de ces formes appartiennent à Vune des
trois catégories suivantes :

ï ° Les F/ sont solution du système

à, F.̂ -4- AFQ== o, ^,FQ-4-AF^-= o;

WFiQF^+ A. — à, A — à. A == o, à, à, logA — 4A2= o.

2° Les F;o s } expriment à F aide de fonctions 0,0 et Ai de u^ et de fonctions o.^o de u2

de la manière suivante :

1̂ 1̂  ^^-W
W(^9-?,0)?^==(^-I)^.

3° Les F,Q sont des fonctions de u1 y les F.̂  des fonctions de ir, les F/o étant liés
par la relation

i+cWFioF^==o.

Nous avons démontré, en outre, pour n'^!\, l'existence de métriques corres-
pondant à chacune de ces catégories, tandis que, pour n ==3, les métriques
envisagées font nécessairement partie de la seconde catégorie.

CHAPITRE ÏTL

VARIÉTÉS DÉFORMABLES DANS UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE.

Au cours de Fétudc des V,,__i localement défbrmables dans un espace de
Riemann V,, esquissée au paragraphe C des Préliminaires, nous avons signalé
que des simplifications importantes s'introduisent non seulement dans le cas
d'un espace V,, localement euclidien que nous venons d'étudier, mais encore
dans le cas d'un V,, à courbure constante que nous allons envisager main tenant .

Nous nous proposons d'abord de montrer que l'existence de V,/_i localement
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déformables dans un espace V,, à courbure constante est étroitement liée à la
dimension, contrairement à ce qu'affirment les traités classiques de géométrie
riemannienne qui ne se préoccupent pas des conditions de compatibilité des
équations de Gauss et de Codazzi. Cette étude fera l'objet du paragraphe A,
tandis que, dans le paragraphe B, nous établirons rapidement, par des méthodes
très analogues à celles qui nous ont servi dans les chapitres 1 et II, les diffé-
rentes expressions possibles des métriques des V,,_i localement déformables
pour leur plongement dans un espace de Riemann V,, à courbure constante.

A. — Existence de variétés V/,-i déformables dans un espace V// à courbure constante.

1. REMARQUE SUR LA MÉTRIQUE D^UN ESPACE A COURBURE CONSTANTE.— Sur tOUtê

variété riemannienne Vp àjo dimensions et à courbure constante K, il existe des
systèmes de coordonnées qui permettent d'écrire la métrique sous une forme
due à Bianchi [2] et employée, par exemple, par K. Yano [43]. Cette métrique
est de signature quelconque, en général, si les coordonnées locales envisagées
prennent toutes leurs valeurs dans l'espace numérique réel. Il est très simple de
ramener la métrique à être toujours de type elliptique [25] : pour cela, il suffît
de choisir, dans un voisinage suffisamment petit de chaque pomt, un système de
coordonnées u^ dont chacune est à valeurs soit réelles, soit imaginaires pures.
Ceci donne à la métrique la forme cherchée, faisant jouer à la variable u1' un
rôle particulier

è^di^du^ , , ,.
ds2== (p.^ (^€ji,...^{).

Dans cette formule, 8^ est le symbole de Kronecker et Fon a posé
K=-p2 .

Il est donc possible d'attacher à chaque point x^~\p un repère ortho-
norme |^p(^) } dont le déplacement infinitésimal a pour composantes relatives

/7//0-

(III. i ) ^p^5 c^-y .̂

Pour ces formes linéaires, les équations de structure sont

(III. 2) ^co^c^A &)/^ d^==w^/\ CÛ^—KÔ^A ^ '

La différentiation extérieure de la première formule du système (III. i) et
l'identification du résultat obtenu avec la première formule du système (III. 2)
permet de calculer les coefficients de rotation de Ricci

p^=|^)^-o\^).

Cette expression se simplifie en désignant par ^<7^ le facteur entre parenthèses.
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Ainsi
( I I Ï .3) Y-,=JÔ^,

2. VARIÉTÉS V^-i PLONGÉES DANS UN ESPACE V^ A COURBURE CONSTANTE. — SuppOSOUS

donnée une telle variété et supposons, de plus, que les normales aux différents
points de cette V^_i constituent un champ de vecteurs non nuls. A chacun
des points x de V,,_i, nous pouvons faire correspondre un repère ortho-
norme ( e^ Çx\ . . ., e,,(x) ^ de la même manière que lorsque l'espace V,, ambiant
est localement euclidien. La V,/_i est une hypersurface propre au sens de
A.Fialkow[161.

Considérons, parmi les variétés V,,_i ainsi plongées, celles sur la rigidité
desquelles le théorème de Beez-Thomas ne nous donne aucun renseignement :
nous sommes amenées à envisager, comme au paragraphe C des Préliminaires,
des variétés localement défbrmables et des variétés localement développables.

Pour l'étude des V^_i localement déformables qui sera le but principal de ce
chapitre, nous ferons, sur les indices, les mêmes conventions qu'aux
chapitres 1 et II.

Pour ces variétés, les formules (7) et (8) des Préliminaires se réduisent
encore aux formules (I . i ) . Il en résulte que, s'il existe dans un espace V,, à
courbure constante des variétés V,,_i localement déformables, celle-ci doivent se
répartir en catégories analogues à celles que nous avons obtenues dans l.e cas
où V^ est localement euclidien. Ces variétés peuvent donc, a priori, être :

a. des variétés régulièrement déformables;
&. des variétés déformables avec persistance d'une direction asymptotique ;
c. des variétés déformables avec persistance de deux directions conjuguées

distinctes.

Mais, contrairement au cas où V^ est localement euclidien, nous aurons à
considérer des conditions d'existence des V^_i qui font jouer un rôle essentiel
à la dimension.

3. EXISTENCE DE VARIÉTÉS RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES. — Pour Ces Variétés, S'il en

existe, tous les yo'K ^"^ nuls, sauf peut-être y^i et ^^2- Joint au fait que V^
possède une connexion de variété riemannienne à courbure constante, ceci
entraîne que les équations de structure relatives aux formes oo9, co.j,9 s'écrivent

(111.4) d^==^ A cx)(p°, d^==u^ A co^—K^çC^A ûûe-

Au point .r€V^_i, considérons la variété 'Vn-sÇ^) introduite dans le chapitre
préliminaire; c'est, d'après le système (III. 4), une variété à courbure cons-
tante K, comme il résulte, d'ailleurs, du dernier théorème énoncé dans les
Préliminaires. Ceci permet, d'après les formules (III. i), de prendre pour
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expression des (0°

^=:-l-c/u^
p.z^

sans qu'il soit nécessaire de préciser la valeur de l ' indicée astreint seulement à
la condition

3 -^-p -^ n — i

et les valeurs des y^ç sont données par les équations (III .3).
Par différentiation extérieure de l'équation oj^'==y^co1, il vient alors

^ A ^'— K ôo.̂  /\ ^== (^yo\) A ^+ ïo1! ̂ );-

Après simplification, il reste

(ï^ïô^-^o^^A ̂ =(^\) A ^^To^T^^A c^.

Soit OR l'opérateur de dérivation pfafïïenne. Les formes o^ étant n— i formes
indépendantes, l'équation quadratique précédente est équivalente au système
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre suivant

( I ÏL5) ^ïo\=°- W.=^^^-^^^-^w

Les dernières équations de ce système sont au nombre de ( / z — 3 ) 2 ; dans le
reste de ce numéro, nous montrerons leur incompatibilité pour n ^> 4.

D'après la convention d'Einstein rappelée au n° 2 du paragraphe A des Préli-
minaires, il n'y a pas lieu de sommer par rapport à un indice figurant deux fois
dans un même monôme et dans la même position covariante. Compte tenu de
cette remarque, considérons en particulier, dans le système (III. 5), les quatre
équations suivantes :

(Hi.6) °^^ ^-(^i)2-^ ^oïA-- jïo\-ïAïo^

WQ\=- To\ïA. ^TA=- (ïA)2- K

dans lesquelles on a substitué aux y^ leurs valeurs (III.3) et supposé 0 ̂ p,
ce qui implique n ^> 4.

Soit<4 l'opérateur de dérivation ordinaire; d'après (III. i) les opérateurs §o
et ^o sont liés par la relation

(III. 7) ôo=:p^o,

de sorte que les deux équations de droite du système (III. 6) s'écrivent

p^oï/i:=-(j+ïA)ïo^

p^Y^-^^-K.
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De la première, nous déduisons

p^^oy/.1 i = - p ̂ oï/i- ( ? + Y/^i ^ ^Yo1, - YQ\ ^y/'1, ;

taudis que la seconde douue

^XP ^o àp y/,'11 = — 2 Y^ j ^o Y//1 •

De ces deux relations, à cause de la permutabilité de l'ordre des dérivations
ordinaires, on déduit l'identité

( p - 2 y,,11 ) (h ï//' i + ( j + ï/1 ) ̂ ïo'., + ïo\ ̂  IV ' = °.

qui, compte tenu des équations (III. 6) et de la relation K = — p 2 , se réduit à

pd/i-phVi^0'
Cette condition constitue la condition de compatibilité de deux des équations

du système (III. 6), mais elle est incompatible, pour p 7^ o, avec l'ensemble des
équations de ce système, ce qui prouve que, pour ^^5, aucun espace V,, à n
dimensions et à courbure constante non nulle ne contient de variétés V,,_i régulière-
ment déformables.

4. EXISTENCE DE VARIÉTÉS DÉFORMABLES AVEC PERSISTANCES DE DIRECTIONS CONJUGUÉES.

— Nous envisagerons successivement le cas où les deux directions conjuguées
sont confondues et celui où elles sont distinctes.

a. Variétés à directions asymptotiques persistantes, — D'un raisonnement
identique à celui que nous avons fait au n° 2 du paragraphe B du chapitre I, il
résulte que, s'il existe une V^_i déformable avec persistance, en chaque point,
d'une direction asymptotique pour son plongement dans un espace V/, à cour-
bure constante, la variété V/,_2(^c) totalement géodésique dans V,,, contenant le
point x de V,,_i et vérifiant oo1 = o est contenue dans \n-i ; ainsi V^_i est un lieu
géométrique de variétés à n — 2 dimensions et à courbure constante K.

D'après la formule (III. 3),tous les -Yo2,^ ne peuvent être nuls sans que K le
soit. Cette propriété est, d'après le n° 6, paragraphe C des Préliminaires, en
contradiction avec la structure de variété déformable de V,,_i pour son plonge-
ment dans un espace à courbure constante K non nulle. Il en résulte que :
pour ^^>3, aucun espace V^ à courbure constante non nulle ne contient de
variété V^_i localement déformable avec persistance d^ une direction asymptotique.

b. Variétés à directions conjuguées persistantes distinctes. — L'étude de ces
variétés présente une très grande analogie avec celle que nous avons faite
ci-dessus pour les variétés régulièrement déformables.

Supposons qu'il existe une variété V,,_i déformable avec persistance de deux
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> . x >directions conjuguées ^i(^), ^(^) au points. Considérons la variété \,^{œ)
attachée au points qui, d'après les résultats obtenus dans les Préliminaires, est
totalement géodésique à la fois dans V,^ et dans V,,. Dans le cas actuel, Vn^(^)
est donc localement une variété à courbure constante K. Par suite, de même
qu'au n° 3 du paragraphe A du chapitre précédent, nous pouvons définir au
point x de V^_i un repère adapté à la déformation, pour lequel nous avons

( III. 8 ) ^ == du\ ^ == -ï- dit^ 4- v°, du1 ;
^u? '

les relations liant les opérateurs §o et ^o sont encore les relations (III. 7). Consi-
dérons les n — 3 formes

^=ïo\^

Par différentiation extérieure, nous en déduisons les valeurs des ^Te1!- Pour
les S/Yo1!, nous trouvons des expressions identiques à celles qui sont fournies
par le système (II. i3), tandis que nous obtenons

^ „ 1 —— ,, © ^ 1 ^ 1 ., 1 TZ" ^
°.pïo 1 — \ 0 ' dJcp 1 ~ ÏO ï Ï.L 1 ~~ iv Ô0•^

expression identique à celle fournie par le système (III. 5). Par un raisonnement
identique à celui que nous avons fait au n° 3, nous en déduisons que,
pour n^ 5, aucun espace V,^ à n dimensions et à courbure constante non nulle ne
contient de variétés V^_i localement déformables avec persistance de deux directions
conjuguées distinctes.

5. EXISTENCE DE VARIÉTÉS DÉVELOPPABLES. CONCLUSION. — Pour compléter Fétude
de la rigidité des V^_i plongées dans un espace de Riemann V^ à courbure
constante, il nous reste à examiner le cas des V^_i développables. Reprenons les
notations et les premiers résultats obtenus au paragraphe C des Préliminaires.
La première relation du système (3) devient

^ï©\ = ÏQ^ ï<î>\ - ï©\ ï^\ - K ̂  ;

elle est analogue à la seconde relation du système (III. 5) et, comme cette
dernière, résume un système d'équations aux dérivées partielles incompatibles
pour K^o dès que les indices grecs peuvent prendre au moins deux valeurs
différentes, c'est-à-dire dans le cas actuel, dès que^z est au moins égal à 4. Nous
avons ainsi démontré que, pour n^ 4? aucun espace V^ à n dimensions et à cour-
bure constante non nulle ne contient de variétés V^_i développables.

Remarque. — Ce résultat aurait pu être obtenu sans aucun calcul, comme
conséquence des propriétés des variétés localement développables avec
persistance d'une direction principale, propriétés qui ont été étudiées au para-
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graphe C des Préliminaires. De ces propriétés, il résulte en effet que, s'il
existe une V^_i développable :

a. il existe, parmi les variétés isométriques à V,,-i, une variété totalement
géodésique dans \n, donc à courbure constante K;

b. il existe, en chaque point x^\n-^ une variété \n-'i(x\ elle-même totale-
ment géodésique dans V,,, donc de même courbure constante K. Par suite, les
métriques de \n-i et Vn-^Çx) sont irréductibles, ce qui est incompatible avec la
forme générale établie au n° 4 du paragraphe cité.

Groupons les résultats partiels concernant les V/i-i plongées dans un espace V,,
à courbure constante. Nous obtenons l'énoncé suivant :

Toute variété V,/_i à n — i dimensions plongée dans un espace de Riemann V,, à n
dimensions à courbure constante non nulle est intrinsèquement rigide pour la
métrique induite par ce plongement dès que n est supérieur à 4. De plus, dans un
espace ¥4 à courbure constante non nulle, il n'existe ni Vy développable, ni ¥3
déformable avec persistance en chacun de ses points, d''une direction asymptotique.

B. — Variétés Y:} déformables dans un espace V/, à courbure constante.

1. LES Vg RÉGULIÈREMENT DÉFORMABLES D^UNE V,,. — Dans ce paragraphe B, nous
nous proposons essentiellement de déterminer l'expression générale de la
métrique des ¥3 localement déformables pour leur plongemenfc dans l'espace V,,
à courbure constante non nulle et nous étudions d'abord les ¥3 régulièrement
déformables pour lesquelles le système (III. 5) se réduit aux trois équations

(III.9) ^\=0, Ô3Y31 l+(Y, l l )2-P2=0.

La forme de Pfaff (D3 est maintenant une différentielle exacte. Nous poserons

de sorte que l'opérateur §3'sera l'opérateur de dérivation ordinaire par rapport
à x3. D'autre part, il résulte de la déformabilité de ¥3 que le système 00'== o est
complètement intégrable. Nous continuerons à désigner par u1 deux intégrales
premières quelconques, mais indépendantes, de ce système.

Dans ces conditions, nous pouvons intégrer le système (III. 9). Nous
remarquons d'abord que, p n'étant pas nul, ce système n'admet jamais de solu-
tion nulle : la première famille de variétés régulièrement déformables dans
un ¥4 à courbure constante non nulle est vide.

La solution générale du système (III. 9) est, A et B désignant deux constantes
arbitraires,

Y3\=: p(A^ l r3— B e-P^^A^-^H- B ̂ -P^3).
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Les équations de structure relatives aux formes o/ s'écrivent

d^=. ûû^ f\ ûû '̂4- Yy1! dx^ /\ G31,

et, puisque les ̂  sont deux intégrales premières indépendantes du système co'= o,
nous cherchons des fonctions F^ telles que

oy^FW^'.

Des valeurs de rfco' et de ^ 3 ' i , nous déduisons
à:, F^- == p F^. ( A 6-Ptr3 - B6-- P •x-3 )/( A ̂  ̂ 3 + B e- PJ;:! ),

d'où nous déduisons, par une intégration introduisant une fonction C non nulle,
indépendante de u3

F^=:C(A^^+Be-P^),

ce qui nous permet de poser
w1 == ( A e^ xî + B e- P -r3 ) co*S

les co^ désignant deux formes de Pfaff quelconques de deux variables U1 et u2.
Pour achever Fétude des variétés régulièrement déformables, il nous reste à

vérifier la compatibilité des équations de Gauss et Codazzi provenant de la diffé-
rentiation extérieure de co^, co/ et c^4. Nous ne ferons qu'esquisser cette véri-
fication qui ne présente, avec celle faite, au paragraphe A du chapitre I, pour les
variétés régulièrement déformables dans un espace localement euclidien,
d'autres différences que celles provenant de la structure des espaces ambiants V,,.
Nous considérerons encore, en effet, une variété auxiliaire V^ dont la métrique,
induite par plongement dans un espace de RiemannV^ sera o^co^co^. Pour cette
variété, les équations de Codazzi nous conduisent à prendre comme compo-
santes y^ du tenseur asymptotique, des fonctions de u1 et ir liées à celles, ç//,,
de ¥3, par les relations

^^(A^+Be-^cp,/,

D'autre part, on a
c,^'2^^,2,

d'où l'on déduit la relation
d^~ == ûûi0' /\ (^•^-\- ûùj4 /\ û^)42+ p2^1 /\ ûû2,

équivalente à
P^P^—p^psî^Rî^ is— 2 ? 2 ^

de sorte que nous avons ramené le problème envisagé à l'étude des variétés V^
plongées dans un espace de Riemann V! à courbure constante p^AB. L'applica-
tion du théorème de Cauchy-Kowalewska montre la déformahilité de nos ¥3 et
nous pouvons énoncer :

Dans tout espace ¥4 à courbure constante — p2 , il existe des ¥3 régulièrement
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déformables; la métrique induite sur ¥3 par son plongement dans V'4 peut être
écrite ^

ds2 = ( A e^3 4- B e-^3 )2 ̂  c '̂ co^ + ( dx^ y ;

les A, B .yo/^ ûfe?/.r constantes quelconques et les ^L deux formes de Pfaff indépen-
dantes^ quelconques^ de deux variables u1.

2. FORME NÉCESSAIRE DE LA MÉTRIQUE DES ¥,,_i A DIRECTIONS CONJUGUÉES PERSISTANTES.

— L'étude que nous nous proposons de faire dans le reste de ce chapitre présente
de très grandes ressemblances avec celle que nous avons développée au
chapitre II, aussi nous bornerons-nous à esquisser les calculs, en mettant
clairement en évidence le rôle de la structure de variété à courbure constante
des ¥4 dans lesquelles sont maintenant plongées les ¥3 déformables.

Supposons donc connue une ¥3 plongée dans un espace ¥4 à courbure
constante et localement déformable, avec persistance de deux directions
conjuguées, pour la métrique induite par ce plongement. iNous avons vu, au
paragraphe A ci-dessus, que ces deux directions sont nécessairement distinctes
et que nous pouvons attacher au point ^€¥3 le repère adapté à la déformation
de ¥3. Par rapport à ce repère, l'équation de structure relative à co3 se réduit à

(III. 10) dw''=g-^_(^^î — yA) da^ 1\ du2,

et, au lieu de la première équation du système (11.7), on a
( III. 11 ) ^ •==. d^ + -fi da\

tandis que la seconde disparaît.
Par différentiation extérieure de cette équation (III. n) et identification du

résultat obtenu avec (III. 10), on obtient

à, y3, == o, à, y3., — ^2 ï3! = ë-1-2 ( ï:;11 — ï:̂  ) •

Ainsi ^idu1 est une forme de Pfaff à coefficients ne dépendant que des u\
Considérons les 2.(n — 3) formes

ûûs1^"^1!^1, (^^Ys^CO2.

Par différentiation extérieure, nous en déduisons des équations quadratiques
équivalentes à

(III.12) Ô2Y3\==(Y322— y:,1!.) yiS, ^S^y^i--- yA) ïs2!,
^ï31l+ (^i)^ K = o, ^Y:3S4- (TA)2-^ K = o.

Par une intégration analogue à celle que nous avons faite pour les Vy régulière-
ment déformables de ¥4, nous déduisons, des deux dernières équations du
système (III. 12), qu'il doit nécessairement exister, au point x de ¥3, deux
fonctions

F,=A^P^+B,e-F^,
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dont les coefficients ne dépendent que des u1 et qui permettent, dans le repère adapté
à la déformation, de mettre les composantes du tenseur métrique de ¥3 sous la
forme
(III . i3) ^==(F09, ^=F,F,cos^ ^2^(F,)S ^1=^1.

Remarquons que les opérateurs à^ et §i que nous avons employés vérifient les
relations
(III. i4) O^^-T^, ^=à.,.

3. CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES DE DÉFORMABILITÉ A DIRECTIONS CONJUGUÉES
PERSISTANTES. — L'équation de structure relative à la forme coi2 s'écrit

dw^-==. w^ /\ Ct):;2^ Gui4 /\ c»)/,2— Ko)1 /\ c»^.

C'est une équation quadratique par rapport aux formes co1 et, en raison de l'indé-
pendance de ces formes, elle est équivalente à certaines des équations de Gauss
dont la première peut être écrite
(III. i5) Ri^^+ïi'iTA-^^PiiP^+K^^o,

où l'on a posé

^==Dét(^), Rl2,l2===^T12 l-^ïl22+(Tl l l-Ï22 l)Tl224-(y222-Tl12)T2 l l;

elle remplace la première des équations (II. 21) dont les autres subsistent sans
modification. A partir de ces dernières équations, un raisonnement, identique
à celui qui fut fait au n° 2, du paragraphe R du chapitre II, et qui ne sera pas
répété, introduit deux fonctions A et © des seules variables u'^ et montre que
les A,, B; sont soumis aux conditions

( ViA24-AAi4-©A2Cos^=:o, ViB,4-ABi4-6B.,cos^==:o;
v ( V2Ai+©A2+AAiCosî2=:o, V^Bi+©824-AB^cos^ = o,

dans lesquelles VA est l'opérateur de dérivation pfaffienne covariante.
Parmi les équations du système (III. 12), les deux premières n'ont pas encore

été utilisées. Un calcul sans difficultés montre qu'elles sont identiquement
satisfaites pourvu que les conditions ( i) soient réalisées.

Les équations de Codazzi, analogues à celles qu'on obtient pour les variétés
régulièrement déformables, conduisent à introduire deux fonctions y^ et o^
de u1 et u2 telles que

cp^==FiCpn, îp:2==F2Îp22,

et, tous calculs faits, l'équation de Gauss (III. i5) prend la forme

- K = ^ , ( A s m a ) + ^ ( © s m ^ ) - ^ ^ a + 2 p 2 ( A l B 2 + A , B l ) s m î 2 ,

où l'on a posé
cp^cp^K*.
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La condition obtenue, au n° 2 précédent, entre les à^, s'écrit maintenant

(^ ^ ' Y : { •2—^2Y 3 l==2p(A1B, - -A. ,B , )cos^ .

La condition de compatibilité des équations de Codazzi s'obtient de la môme
manière qu'au n° 4, paragraphe B du chapitre II et se présente sous la forme
déjà obtenue : elle se compose des trois premières équations du système (II).

Au total, nous avons obtenu neuf relations liant les dix fonctions de ^ et u^
suivantes : y3,, A/, B, K ^ A , © et û, ce qui montre que la métrique de la plus
générale des V, cherchées dépend d/une fonction de deux variables (-1 nous avons
ainsi démontré que : Dans tout espace V, à quatre dimensions et à courbure cons-
tante K==— p 2 non nulle, il existe des ~V, non minima, déformables avec persis-
tance de deux directions conjuguées distinctes. La métrique de cette ¥3 peut être
écrite ds2 = g\^\^\ avec d'une part,

r,}1 =z du', w == dx-'' 4- -:î/- du1,

et, d } autre part,

g;, = (A, e^ 4- B, e-^Y, ^,=_ (A, ̂ ^+ B, e-^y (A, ̂ 4- B, e-^'3) cos.Q,
g,,-= (A, ̂ 4- B, e-^), ^= ô,i.

Les A,, B,, Y3, et Q sont des fonctions de u1 et de u2 soumises aux conditions
suivantes :

( l ) ^ iT^— ̂ r,== 'î p (A/B,- A^Bi) œyl2,
( ViA, + AAj. -4- ©A., cosi2 = o, V, B, + AB,. + ©B, cos^ == o ;( i)
( V2Ai+©A.4-AA,cosi2=o, • V,B, + ©B,4- AB, œsi2 == o;

^,logtg-^" -0
0, log ————__———— 4- ^ © cos ̂  ==z o,

^ logtg- — A
( 3 ) ^ à, log ————^——— + ^ A cos i2 = o,

^^logK*-^(AœsI2)-^(©cosI2)-4( /-^ - ©^ ( (M1 - \\ = o
\s inI2 / \smî2 " / /

^^ = : ^ • (Asmi2 )4 -^ (©s in^ )—^^^+ .2p 2 (A ,B ,+A,Bl ) sm^ . .

4. REMARQUES. — ^. En supposante et g',, non identiquement jnuls, nous
avons exclu les variétés minima. Un calcul, analogue a celui qui a été fai t à la
fin du paragraphe B du chapitre II, montre que ^ Dans tout espace V, ,/ quatre
dimensions et à courbure constante K = — p-° non nulle, il existe des ¥3 minima
déformables localement. La métrique d'une telle V., peut être écrite dsï=p• .oAo1'

j f 1 C? ^A. 9w^c d une part
w1^ d u ' , w> == d.^ 4- Y'/^S

A/tn. Èc. Norm., ( 3 ) , LXXIII. — FASC. 4. 53
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et, à} autre part,

^,-1=0, ^2= (A, ̂ + B, e-^'3) (A, ̂ 4- B, e-P^3), ,̂ ,, =: o,

les Ai, lî(, Y\ .yo^ liés par les conditions

^T^- ̂ ri= 2 p(A,B,- A,B,),
V,A| + AA, == o, V,B, 4- AB,==: o ;

V,A,==:o, V,B,=:o;
( ) , à., logK* — à, A ̂  o, K'= à, A -h- 2 p2 (A, B, 4- A,B, ).

6. Dans la Note sur la rigidité dos V,/_.i d'un espace riemannien V,/ a cour-
bure constante, nous avons donné des expressions des métriques des V;; locale-
ment déformables différentes des précédentes, bien qu'équivalentes. Ces
autres expressions ont l'avantage de mettre en évidence une correspondance
locale conforme entre les ¥3 régulièrement déformables d'un aspace V,. à
courbure constante et les variétés de la première famille régulièrement défor-
mables de ¥3 plongées dans uu espace localement euclidien à quatre dimensions.
Mais ces expressions ne nous seraient d'aucune utilité dans les considérations
globales que nous allons aborder au prochain chapitre : c'est pourquoi nous ne
les reproduirons pas dans ce travail.

CHAPITRE IV.

QUELQUES PROPRIÉTÉS GLOBALES DES VARIÉTÉS \ ̂ _i

PLONGÉES DANS UN ESPACE DE RIEMANN V , / .

Dans les trois chapitres précédents, nous ne nous sommes occupés que de
considérations locales sur les variétés V,,_i à n—i dimensions, localement
déformables pour leur plongement dans un espace de Riemann V/, à n dimensions.
Les études faites, cependant, entraînent des résultats sur la structure globale
des V,,_i envisagées. Dans les paragraphes A et B de ce quatrième chapitre, nous
nous proposons d'exposer quelques résultats qui découlent d'une manière
particulièrement simple de l'étude précédente. Ceci nous amènera à étudier, au
paragraphe C, la réductibilité des variétés riemanniennes V/,_i plongées dans
l'espace euclidien R,,.

Peu de travaux de nature globale ont été publiés sur le plongement isométrique
d'une variété dans une autre [il]. Je signalerai seulement ceux de C. Tompkins,
S. S. Chern et N. H. Kuiper, J. Nash, S. B. Myers, A. Lichnerowicz. Parmi les
auteurs cités, les premiers, du reste, se placent à un point de vue entièrement
différent du nôtre : ils recherchent le nombre minimum de dimensions de
l'espace euclidien dans lequel peut être plongée isométriquement une variété
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riemannienne compacte donnée [12], [37] ou une manière de réaliser ce
plongement par des approximations successives [18], [28]. Seuls, S. B. Myers
et A. Lichnerowicz considèrent des V,,_j plongées dans l'espace euclidien ou
dans un espace à courbure constante à n dimensions; les méthodes employées
par S. B. Myers [27] basées sur certaines propriétés des géodésiques des
espaces complets, présentent de grandes analogies avec celles que nous utili-
serons au paragraphe A.

Nous laisserons de côté les questions de rigidité globale des V,,_i plongées
dans V,/.

A. Structure des variétés localement déformables plongées dans un espace complet.

1. UNE PROPRIÉTÉ DES \/;_i PLONGÉES DANS V/,. — DailS toute Cette SCCtion A, UOUS

considérons une variété \n-i à n— i dimensions, sous-variété d'un espace de
Riemann complet, V „, à n dimensions, V^_i étant elle-même complète pour la
métrique induite par son plongement dans V,,. Nous supposons, en outre,
que V,,_i, V/, et les fonctions réalisant l'immersion de V,,_i dans V/, sont de
classe de difïerentiation C5 au moins, puisque C° est la classe minima nécessaire
a l'étude d'une V,,_i quelconque, mais localement déformable dans V,,.

A chaque point .r€V,,-_i, associons le repère de V,, défini, au paragraphe B
des Préliminaires, pour les variétés plongées; T^(e) désignera l'espace vectoriel
tangent en x à V,,, Etudions la connexion de variété riemannienne induite
sur V/,_i par son plongement dans V/,. Si n est supérieur à 3 et si V,,_i est
localement déformable, nous avons mis en évidence, au paragraphe C des
Préliminaires, en chaque point^çV,,__i, une variété V,,_3(.r) à n — 3 dimensions

V^(^)cV.-,.

De plus, toutes les courbures eulériennes de V,,__3(.r) sont identiquement nulles
pour le plongement dans V/,. Cette \\-3(^) est géodésique, au point x, à la fois
dans V^_i et dans V,, et cette propriété est valable en tout point de \n-ï (^) ^
autrement dit V,,_3(.r) est totalement géodésique à la fois dans V,,_i et dans V,/.

Or une propriété caractéristique des variétés totalement géodésiques dans
un espace de Riemann V7,, est de contenir toute géodésique de ¥„ qui lui est
tangente ou qui passe par deux de ses points suffisamment voisins [10]. Par
suite, tout vecteur tangent à V,,_3(.z1) est vecteur initial d'une géodésique de V,,
et donc de V,^.{(^). Il en résulte que V,^:^^) est une variété riemannienne
complète pour la métrique induite par sont plongement dans V/^ sous des
conditions de régularité de la métrique qui sont toujours réalisées, ainsi qu'il
résulte du caractère complet de V/ , - j , et du fait que ¥//_.; (.r) est la variété
intégrale, contenante, du système complètement intégrable (j(y=o.

Reprenons l'ensemble de partage A(?/) que nous avons associé à tout point
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^çV,, (Préliminaires, §A, 11° 4). Étant une variété complète et totalement
géodésique, V,,_3(.r) possède une intersection non vide avec l'ensemble de
partage correspondant, dans \\, à chacun de ses points,

Y,,-:, ( x ) n A (y ) ̂  0 [y e Vn-. ( ̂  )L

et, en particulier,
V/.-3(^)nA(.^)^0.

Mais toute V,,_3(^')(^eV^i) est contenue dansV,,_i de sorte que nous obtenons
le théorème :

Dans un espace de Riemann \,, complet^ à n dimensions (/z^>3), à métrique
définie positive, toute variété V, î localement déformable et complète pour la
métrique induite par son plongement^ possède une intersection non vide avec
t ensemble de partage A(^) relatif^ dans V/,, à chacun de ses points.

2. APPLICATION AUX V/,_i D^UN ESPACE V,, A COURBURE CONSTANTE. — Une des COnclll-

sions du paragraphe C des Préliminaires a été que les espaces V,, contenant
des V^_i localement détbrmables sont exceptionnels. Parmi ceux qui peuvent
en contenir se trouvent certains espaces à courbure constante que nous allons
considérer maintenant pour leur appliquer le théorème précédent. Rappelons
d'abord que l'existence de V/.-i localement détbrmables dans un espace V,, à
courbure constante K n'est possible que si l'on a :

— soit K := o, n quelconque ;
— soit K ̂  o, n ^- 4.

Ceci a été établi dans les chapitres I, II et III. Nous écarterons le cas n <^ !\
pour deux raisons :

a. Nos méthodes ne peuvent lui être appliquées;
6. Toute V^_i plongée dans V^(^ <^ 4) est localement déformable, sauf si elle

est totalement géodésique et si K -=^- o.

Pour obtenir des résultats présentant le maximum de clarté, restreignons-nous
au cas où ¥4 est simplement connexe. Le problème envisagé se divise en deux
parties :

i° Si K est positif, V,,est homéomorphe à la sphère à quatre dimensions [10]
et l'ensemble A(^) relatif à tout point <reV, se réduit à un seul point, l'anti-
pode de x, d'où l'énoncé :

Dans la sphère a quatre dimensions^ toute ¥3, localement déformable et complète
pour la métrique induite par son plongement, contient nécessairement l'antipode
de chacun de ses points.

2° Si K esl négatif ou nul, V,, est homéomorphe à l'espace numérique réel R,,
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et ne contient pas de géodésique fermée [10 ] ; la longueur de tout arc de géodé-
sique est égale à la distance de ses extrémités mesurée dans V,,. Il en résulte
que A(^) est indépendant du point *r€V,, envisagé et réduit aux seuls points à
l'infini de V,,, d'où l'énoncé :

Dans un espace V^ complet, simplement connexe et soit euclidien Çn ^> 3), soit
hyperbolique (n = 4), toute variété V,,__i, localement déformable et complète pour
la métrique induite par son plongement y possède nécessairement un domaine à
l^ infini.

3. REMARQUES. — a. Revenons aux espaces à courbure constante positive. Du
théorème obtenu dans ce cas, nous déduisons immédiatement le corollaire :

77 n'existe pasy dans la sphère S,,, de variété ¥3 contenue tout entière dans un
hémisphère ouvert (ou fermé) de 84, qui soit localement déformable et complète
pour la métrique induite par son pion gement.

b. Les résultats précédents présentent une analogie certaine avec ceux qui
ont été obtenus, dans un travail récent, par S. B. Myers p271 à propos des
variétés minima d'un espace complet.

c. Enfin, l'étude qui vient d'être faite suppose l'existence de variétés V,/_i
qui soient à la fois localement déformables et complètes pour la métrique induite
par plongement dans un espace de Riemann complet V,,, a n dimensions.
Existe-t-il effectivement des variétés jouissant de ces deux propriétés : caractère
complet et déformabilité locale ?

C'est à l'étude de cette question que nous allons consacrer le prochain
paragraphe.

B. - Existence de Vn-r localement déformables et complètes
pour leur plongement dans V// .

1. COLRBURE GAUSSIENNE D^UNE V,,_i PLONCxÉE DANS V^. — Soient V,,_i et V// deUX

variétés différentiables de classe (^(r^S), de dimensions respectives n—i
et n, munies chacune d'un recouvrement ouvert {I^_, }, {U^, constituant un
atlas.

Supposons
V//, - , C V//,

et bornons-nous, sur V// _ i , à l'étude d'un voisinage ouvert II, de dimension n — i,
contenu dans l'intersection de deux des ouverts { U^_^, { U^}. A tout point .rçU,
se trouvent ainsi associés deux systèmes de coordonnées locales que nous
désignerons respectivement par (u1, .... ^/<-1) et (c1, . . ., ^'). Supposons que
le plongement de ÏJ dans V,, soit régulier, c'est-à-dire, d'après le paragraphe R
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des Préliminaires, qu'il se traduise par une application différentiable de classe C7 ,

pL:.^(^1, . . . , //" ' ) —^-(C', . . . , ( ' " )

partout de rang n — i.
Restreignons-nous au cas où V,, est doué d'une structure d'espace de Riernann

de classe C/ par la donnée d'un champ de tenseurs symétriques, définis positifs,
du second ordre, partout de rang n et de classe G7"1. Le plongement de \n-i
dans V/, induit, sur V,,._i, une structure de variété riemannienne à tenseur
métrique de rang n—i en tout point .rçU. Dans ces conditions, on peut
associer à tout point xç.\} un repère orthonormé dont les n—\ premiers

vecteurs e^(x), pour 1 e {i , ..., n — i \ sont situés dans l'espace vectoriel T,;_i (x)
tangent en x à V,,_i. Par rapport à ce repère, la matrice associée à la métrique
de V,,_i est la matrice-unité (o^) dont les éléments sont les symboles de
Kronecker.

Ayant ainsi rappelé, en les précisant, quelques-unes des notions exposées
aux paragraphes A et R des Préliminaires, considérons, comme nous l'avons
fait alors, le tenseur de Gauss dont la classe est C/"3, puisque ce tenseur est
défini comme étant la différence des tenseurs de Riemann-Christoffel de V//__i
et V\j L y ,/.

Considérons aussi la seconde forme quadratique fondamentale de V,/_i pour
son plongement dans V,,. A cette forme est associé, sur 1 J , un champ de
tenseurs symétriques du second ordre, dont les composantes covariantes, o,,,
sont liées à celles, K]J^|L? ^Ll tenseur de Gauss, par les équations de (iauss.

KUJIL== ^111 9JL— ^IL^J l l -

Par deux contractions successives, cette équation devient

K^Li^O1]^— C^O'1,,

dont le premier membre est l'invariant K(^), ou courbure gaussienne scalaire
de V,,_i en x\ c'est une fonction de classe C7"3 du point x, définie en tout
point .rçU.

L'expression de K(.r) se simplifie en mettant en évidence sa signification
géométrique. Pour cela, considérons le polynôme caractéristique [l1^ de la
matrice (yi j). Ce polynôme est de degré n—i; la courbure gaussienne
scalaires K(^') est le coefficient du terme de degré n—3. Si l'on désigne

par ——, les valeurs caractéristiques de OD, c'est-à-dire les courbures normales

principales de V/< .1 en x. on a donc

OV^) ' K(.r)::-^V I
^J^i(.r)o,,(j-)

Sous les hypothèses de différentiabilité envisagées, nous avons ainsi démontré



SUR LA DÉFORMABILITÉ DES VARIÉTÉS PLONGÉES DANS UN ESPACE DE RIEMANN. 427

que la courbure gaussienne scalaire K(^) est indépendante du choix des coordon-
nées locales dans tout voisinage UcV^_i régulièrement plongé dans V,, et est une
fonction continue du point x € U.

2. UNE PROPRIÉTÉ DE LA COURBURE GAUSSIENNE SCALAIRE. — Restreignons -110US,

maintenant, à un voisinage U compacta et montrons que K(.r) est à valeurs
bornées dans U. Supposons, au contraire, qu'il existe un point ^ o € U tel que
la valeur absolue de K(.z*) puisse être rendue arbitrairement grande pourvu
que x soit assez proche de .z'o. La fonction K(.r) étant, diaprés (IV. i), la
somme d'un nombre fini de termes, l'un au moins de ces termes n'est pas borné
quand x tend vers XQ, ce qui revient à dire que l'un au moins des pi(^), soit pi(^),
tend vers zéro quand x tend vers XQ.

Sous les hypothèses de différentiabilité envisagées, les pi(^) sont des fonctions
continues du point x dans le voisinage U considéré. Donc

Pl(^o)==0.

Mais pi(^) est l'une des valeurs propres de la matrice (çjj), valeurs propres
qui sont les racines de l'équation

dé t (p (pu— ou) ==o,

et cette équation ne peut admettre de racine nulle, puisque U est régulièrement
plongé dans V,^. Il y a contradiction et, par suite, nous avons démontré que la
courbure gaussienne scalaire K(.r) est une fonction continue y à valeur bornée indé-
pendante du choix des coordonnées locales en tout point x d^un domaine compact
de V/,_^ régulièrement plongé dans V,,.

3. COURBURE GAUSSIENNE SCALAIRE DES V,,_i COMPLÈTES DANS V,,. — SuppOSOîlS

que ~\n est un espace de Riemann complet et que V/,_i est elle-même douée
d'une structure de variété riemannienne complète pour la métrique induite
par son plongement dans V,,. Alors V,,_i est localement compacte, c'est-à-dire
que chacun de ses points à distance finie possède un voisinage compact
régulièrement plongé dans V,, et, à l'aide de tels voisinages, il est possible
de former un recouvrement de la variété V^_i privée de ses points à l'infini,
s'il en existe. Le résultat du numéro précédent, établi pour chacun de ces
voisinages pris en particulier, s'étend immédiatement à leur réunion, d'après
les axiomes des atlas : la courbure gaussienne scalaire deV/,_i est nécessairement
une fonction continue, bornée, indépendante du choix des coordonnées locales
en tout point n'appartenant pas au domaine à l'infini de V,,_i, s'il existe. Ceci
implique la propriété suivante :

Si Vn-i est une variété plongée dans un espace de Riemann complet V,,, si V,, ...i,
V,, et l } application par inclusion

^ : V/,_i ->-\n
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sont de classe C^^S) et s^il existe, sur V^_i, un point à distance finie au voisi-
nage duquel la courbure gaussienne scalaire cesse (Têtre bornée, cette variété \n-i
n'est pas une variété complète pour la métrique induite par son plongement dans V,,.

4. LES V/,_i LOCALEMENT DÉFORMABLES ET COMPLÈTES POUB LEUR PLONGEMENT DANS UN

ESPACE V^ A COURBURE CONSTANTE. —V,, étant toujours un espace complet à/z dimen-
sions, supposons que V,,_i soit une variété non prolongeable pour son plongement
dans V,,, c'est-à-dire une variété ne possédant pas de bord constitué par des
points réguliers à distance finie pour la métrique induite par ce plongement.
Supposons, de plus, que V^_i soit une variété localement défbrmable dans V,,.
Ainsi que nous l'avons démontré au début du chapitre actuel (§ A, n° 1), il
existe en tout point xç V/,_i une variété V,,_;î(.r) qui est totalement géodésique
non seulement dans V,,-i, mais encore dans V^; donc V^_3(^) est une variété
complète pour la métrique induite par son plongement dans V^.

D'après les propriétés des géodésiques des espaces complets rappelées au
paragraphe A des Préliminaires, V^-o/.r) peut être décomposée en une
cellule C^_3(^) de dimension n—3 et en son bord o(.r); ce bord o(.r) est
l'ensemble de partage de V// .((.T) relativement au point œ, il est de dimension
maxima n — 4.

Par suite de cette décomposition, ~\n^{x) peut être couverte par un seul
système de coordonnées qui seront, par exemple, des coordonnées normales de
Riemann d'origine x, sauf, peut-être, aux points constituant le domaine o(^),
en raison de l'homéomorphisme qui existe entre une cellule quelconque et
l'intérieur d'une boule euclidienne.

On pourra donc calculer la courbure gaussienne scalaire deV/ /_ i en tout point
de C,,_3(^). S'il existe un point joêC^s^) tel que K(y) soit arbitrairement
grande pourvu que y soit assez proche de }^, la variété V// j ne sera pas complète
pour son plongement dans V , / . Cette propriété peu t recevoir une application
immédiate dans le cas où l'espace V/, est un espace compléta courbure constante
positive ou nulle. En effet, d'après les résultats des chapitres I, II et III, il existe
sur toute variété localement déformable des systèmes de coordonnées \u\ u^\,
les ^° constituant un système de coordonnées normales de Riemann sur laV,^^)
qui correspond à un point ;reV,,_,j et ces coordonnées locales sont telles que la
courbure gaussienne scalaire de V,,_i en x prend la forme
(IV. 2) K(^ )==(F | (^ )F , (^ ) ) - l K*sm 2 ^ ;

sin û et K* sont des fonctions des u1 seuls, tandis que les F/ dépondent des //).
Nous considérons alors les deux cas suivants :

i° V,, est l'espace euclidien réel R/, à // dimensions; alors le domaine do la
carte {u^\ est l'espace euclidien réel R^_3 ; il existo sur \ // i dos points où l'uno
au moins des fonctions F/ s'annule si V/, appartient :

a. soit à la seconde famille de variétés régulièrement déformables;
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&. soit à la famille des variétés localement défbrmables avec persistance en
chaque point de deux directions conjuguées distinctes.

Mais, toutes les fois que l'une des F/ s'annule, K(^) devient infini, comme le
montre la formule (IV. 2); aucune des deux familles considérées ci-dessus ne
peut donc contenir de variété complète pour la métrique Induite par le
plongement dans R^.

2° L'espace de plongement est la sphère 84 ; alors le domaine de la variable u^
/ 9 7T \

est l'intervalle ( o,-—-) et il existe sur toute ¥3 localement déformable des

points où K(a?) devient infinie par suite de la nullité de l'une au moins des
fonctions F/. Une telle Y.{ ne peut donc être complète pour son plongement dans
la sphère S,.

Ces résultats subsistent, a fortiori, si l'espace de plongement est un espace
complet localement euclidien ou à courbure constante, car un tel espace V,, peut
toujours être considéré comme espace quotient de l'un des deux espaces R,, ou S,,
précédents par une relation d'équivalence R[30]; pour queV,/_i puisse être une
variété complète pour son plongement dans V,<, il faudrait s'assurer que cette
relation n'implique pas, sur la structure de V,,_i, de condition incompatible avec
le caractère riemannien localement déformable induit par le plongement dans V,/.
Mais, en groupant les résultats obtenus, ces considérations suffisent pour
démontrer le théorème suivant :

i° Dans un espace V/^ complet localement euclidien, les seules variétés V/i—i Qui
peuvent être à la fois localement déformables et complètes pour la métrique induite
par le plongement sont :

a, soit des variétés localement réductibles, admettante localement, un champ
de Çn — 3 )-plans parallèles eux-mêmes localement euclidiens,

b. soit des variétés déformables avec persistance, en chaque point, d\me direc-
tion asymptotique.

2° Un espace complet, localement sphérique à quatre dimensions ne contient pas
de variété à trois dimensions qui soit à la fois localement déformable et complète
pour la métrique induite par son plongement,

Remarques. — a. La seconde partie de ce théorème admet le corollaire : les
seuls espaces complets V/,, à courbure constante positive, susceptibles de contenir
des variétés V/,_i localement déformables et complètes pour la métrique induite par
le plongement sont de dimension n = 3.

&. La première partie de ce même théorème met en évidence une famille de
variétés localement réductibles; ceci nous suggère d'étudier la réduclibilité

Ann. Éc. Norm., (3), LXXI1I. — FASC. \. 5.4
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globale des V^i plongées dans l'espace euclidien réel R,,, cas auquel nous nous
limiterons pour des raisons de simplicité.

C. — Réductibilité des variétés V/,-, plongées dans l'espace euclidien Rn.

1. GROUPE D'HOLONOMIE HOMOGÈNE ET RÉDUCTIBILITÉ DES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES. —

L'objet de cette dernière section est une variété riemannienne V,,-i, connexe
par arcs, de classe C 3 , à / z — i dimensions, douée de la métrique que lui confère
son plongement dans l'espace euclidien réel R^ à n dimensions.

La notion de groupe d'holonomie introduite par É. Cartan [8], reprise par
A. Borel et A. Lichnerowicz[4] est bien connue : nous rappelons rapidement la
définition du groupe d^holonomie homogène W,^. Au point ^eV,,_i, ̂  est le
groupe de rotations qui représente le groupoïde des lacets surV,,_i, fermés en x,
par développement sur l'espace vectoriel euclidien T,,_i(.r) tangent en x àV/,_i.
Un arc joignant deux points x, jçV,,_i détermine, par développement, un
isomorphisme de W^ sur Wy', on peut ainsi parler, sans ambiguïté, du groupe
d'holonomie homogène de V^_.i.

Par définition, V,,_i est réductible si W^ laisse invariant un sous-espace vectoriel
réel non trivial tangent en x à V^_i. Ces définitions ont été établies indépen-
damment de toute question de plongement. Nous les adopterons, sans modifi-
cation dans le cas où V^_i est une variété plongée isométriquement dans
l'espace euclidien réel R,, à n dimensions et nous étudierons successivement la
réductibilité locale des V^_i plongées dans R/, et la réductibilité globale des V,,_i
complètes pour la métrique induite par ce plongement. Enfin, nous ferons
l'application des résultats obtenus aux variétés V,,_i localement déformables
dans R,,.

2. RÉDUCTIBILITÉ LOCALE. — Le plongement de la variété réelle V,,_i dans
l'espace euclidien R/, induit, sur V,,_i, une structure de variété riemannienne à
métrique définie positive. A tout point ^€:V,,_i, associons un repère ortho-
norme, constitué par n vecteurs ^i(<r), . . ., ^(^) dont l'un, Ï^x), est normal
en x à V^_i.

La réductibilité deV,,_i s'exprime localement par la possibilité de grouper les
formes de Pfaff associées au repère mobile dans le formalisme de É. Cartan en,
au moins, deux systèmes dont chacun est complètement intégrable. Nous suppo-
serons ces deux systèmes constitués l'un par co^'el), l'autre par co^aeA),
où, maintenant, 1 et A désignent respectivement les ensembles d'indices { i , ...,
p — i } et [p + i, . . ., n}. Dans ces conditions, la connexion de variété rieman-
n ienne réductible, dans un voisinage de x sur V,,_i, est telle que

( IV.3) 0^=0.
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Par différentiation extérieure, cette relation implique, pour les formes de
courbure, la condition [42]
(iv.4) ^=0,
équivalente à la nullité de toutes les composantes du tenseur de Riemann-
Christoffel ayant des indices à la fois dans 1 et dans A.

Considérons la seconde forme quadratique fondamentale y de V,,_i et supposons
que son rang soit au moins égal à i ; cette hypothèse écarte le seul cas des V,,_i
totalement géodésiques dans R,/ et de leurs variétés isométriques, c'est-à-dire le
cas des R,/__i et des variétés localement développables dontlaréductibilité locale
est triviale.

Soient V^_i(^) et V,,_^(<r) les sous-variétés intégrales maximales qui
contiennent x et qui sont, respectivement, variétés intégrales de 00°'= o, o/===o.
La forme induite par y sur l'une au moins de ces sous-variétés est de rang
supérieur ou égal à 9.. En effet, si chacune était de rango, il existerait un choix
du repère orthonormé pour lequel tous les y,/, et tous les cp^s seraient indenti-
quement nuls pour ;', kçî', a, peA. Or les composantes de o sont liées au
tenseur de Riemann-Christoffel par les équations de Gauss relatives aux variétés
plongées dans un espace localement euclidien; l'une d'elles s'écrit

-^a./a1^ 9"'?°^— ^i^^i^f

et se réduirait, d'après (TV. 4)? à

ce qui impliquerait que y soit de rang o, contrairement à notre hypothèse.
Rappelons que, dans les formules précédentes, il n'y a pas lieu de sommer par
rapport à un indice figurant deux fols en position covariante dans un monc^me.

Donc une des formes induites par cp sur Vp_i(.r), V/,_^(^) est nécessairement
de rang i, au moins. Supposons y^^o; un raisonnement identique au précé-
dent écarte la possibilité des rangs i et o pour ces formes, car, l'équa-
tion R^^=o entraînant alors (p^==o, la forme y serait elle-même de rang i.

Enfin, si les formes induites par ç étaient toutes deux de rang i, le repère
orthonormé associé au point x pourrait être choisi de manière que ©n et ç/^ ne
soient pas identiquement nuls; mais, alors, tous les ç/a seraient nuls pour i-^- i
ou a ^z n, de sorte que la forme

9 =: On (.r' )'2 + ̂  cpi/ /^ ' x'1 + Qu,,('r'IY-

serait encore de rang r, par suite de la nullité de Rn/,i,/. Donc l'une des formes
induites par y est de rang '->, au moins : si deux des y//, ne sont pas nuls, les
équations R/a ,//,= o et \\,y ./,y= o entraînent

( 1 V . 5 )

( IV.6)
9 a/,— °'

ê
C^grzz o.
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Ces dernières relations prouvent qu'une seule des formes induites par ç
sur V^__i(.r), V,^(rc), peut être de rang supérieur ou égal à 2.

Remarque. — Dans tous ces calculs, nous avons implicitement supposé p
supérieur à 2, le casp = 2 ne présentant aucune difficulté.

La nullité de tous les Œ>,a, ?o^ se traduit, dans le formalisme de É. Cartan, par

Considérons maintenant la variété V^_^(^) définie dans "Vn-i comme variété
intégrale du système (JD^ o qui passe par x. D'après les formules (IV. 4), (IV. 5)
et (IV. 6), cette variété, considérée comme variété plongée dans R^, a toutes ses
courbures eulériennes nulles : elle admet n—p champs indépendants de
vecteurs parallèles et, donc, est localement euclidienne, puisque sa dimension
est précisément n—p; ces champs sont réels, car V^_i est à métrique définie
positive, contrairement à ce qui peut arriver pour des variétés douées de
métriques d'un autre type [33].

Les principaux résultats de ce numéro se résument dans l'énoncé :

Si une variété riemannienne V^_i plongée dans F espace euclidien R^ est réduc-
tible, sa métrique se décompose en la somme dhine seule métrique irréductible et
S une métrique localement euclidienne.

Cet énoncé, purement local, subsiste sans modification si l'on remplace R/,
par un espace V,/ localement euclidien.

3. RÉDUCTIBILITÉ DES V,,__i COMPLÈTES. — Supposons que V^i est une variété
complète pour son plongement dans R,,. Des travaux récents sur la réductibilité
des variétés complètes s implement connexes [31], [38] ont mis en évidence u n
muiti feuilletage de ces variétés et des isométries entre les feuil les d 'un même
système. Dans le cas des V,,_i plongées dans R^, nous sommes en mesure de
prouver l'existence d'un double feuilletage et de préciser la nature des feuilles
et des isométries, en supprimant la restriction de simple connexité de V,,_i.

Nous étudierons successivement les deux systèmes de feuilles.

a. Premier système de feuilles. — Reprenons la variété V^_^(.r) définie en
coordonnées locales par 00'== o. C'est une variété totalement géodésique
dans V^__i, donc complète. Considérée comme variété plongée dans R^, cette
variété V,,_^(.r) a toutes ses courbures eulériennes nulles d'après les
formules (IV.4), (IV.5) e t ( IV.G) ; c'est donc une variété totalement géodésique
dans R,,, c'est-à-dire un espace euclidien R,,_^(.r) à n—p dimensions qui peut
être considéré comme la somme directe de n—p droites.

Pour tout ^eV/<_i ,
R^(.^)cV, ,.
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L'ensemble des R^-pÇ^) constitue pour V,,_i un système de feuilles dont
chacune se déduit évidemment de l'une d'elles par un déplacement dans R^.
Précisons la nature de ce déplacement : considérons deux points x, y€V^_i,
ainsi que les deux feuilles R,,_^(^) et R,,_^(y) et traçons sur V,,_i un
chemin LÇx, y ) joignant y à x, ce qui est toujours possible puisque V,/_i est
connexe par arcs.

On a, d'après (IV.4), (IV.5) et (IV.6),

d e^= o.

Intégrons cette équation le long de L(^, y)

jL(^,j)^a=<

autrement dit

^a(^')==^a(j)-

Ainsi, dans ^espace euclidien R,,, toute variété V,,_^, connexe, réductible et
complète pour la métrique induite par son plongement, admet un système de feuilles
euclidiennes qui se déduisent les unes des autres par des translations dans V espace
ambiant R^.

6. Second système de feuilles. — Soit Ry,(^) l'espace euclidien orthogonal
à R,,_^(.r) au point ;z*eV,,_i. Considérons V//_i H Ry,(^). La composante connexe
de x de cette intersection est la variété V^_i(.r) précédemment introduite :

c'est en effet la variété normale en x à CpÇx) et aux e^Çx)', elle est de dimen-
sion jo — i et totalement géodésique dans V,,_i. C'est donc une variété complète.

Remarquons que, V^_i étant une variété connexe par arcs, V^ (^x ) constitue
toute l'intersection de V^_i et R^(^). En effet, soit y un point quelconque
deV,_,nR/^).

V,,_i étant connexe par arcs, y peut être joint à x par un chemin

L(^j)cV.-i.

La projection de L(.r,y) sur R^(^) donne un chemin L ' Ç x , y ' ) de même or ig ine x
et même extrémité y. Tous les points qui, par cette projection, ont la même
image z ' qu'un point zç.LÇx, j) sont contenus dans R,,_^(^). Or

R^(^)cV/,-i,
donc

^eV,_,
et, par suite,

^eV,-,nR^),
c'est-à-dire

iy(^j)cV.-,nR^).
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Nous avons ainsi construit un chemin joignant à x un point quelconque y
de V,,_i nKy,(^), sans sortir de V,,_, n l^(^); ceci exprime que V^, nR/,(^) est
une variété connexe par arcs, de sorte que

V/,_,(^)= V/,_,nR/.(^).

Nous avons donc déterminé sur V^_i un second système de feuilles dont
chacune est une variété complète, connexe, à p — i dimensions, plongée dans
un espace euclidien àjo dimensions.

Il nous reste à préciser les relations liant deux feuilles particulières V^,(,r)
et V^_.i (j) correspondant à deux points x et y de V// _ j .

Les espaces H/,(^) et H/,(j) contenant chacun l'une de ces feuilles se déduisent
l'un de 1 autre par une translation dans !{/,.

D'autre part, on sait que par chaque point d'une variété feuilletée passe une
feuille et une seule de chaque système [3l], [38 J, donc

V,,-i(^)nV^ ,(j)==0.

Enfin V^_i(^) et Vy.-i(y) sont isométriques et ont, en tan t que variétés
{\p — i dimensions plongées dans l'espace euclidien 1̂  {\p d imensions , la même
seconde forme quadratique fondamentale aux points correspondants dans
risométrie qui fait passer de l'une à l'autre. Elles se déduisent donc l'une de
l'autre par un déplacement dans R^. Ce déplacement est un transport parallèle
le long d'un chemin joignant deux points d'une feuille du premier système,
parce que chaque feuille de Fun des systèmes rencontre chaque feuille de l'autre
système en un point et un seul [31] et que les intersections d'une feuille avec
deux feuilles quelconques de l'autre système sont deux points se correspondant
par Fisométrie qui applique ces deux feuilles l'une sur l'autre. Chacune des
feuilles du premier système étant un espace euclidien à n—p dimensions, ce
déplacement est une translation dans R,, et nous avons ainsi démontré que dans
F espace euclidien à n dimensions, toute variété à n— i dimensions, connexe par
arcsy de classe C3, réductible et complète pour la métrique induite par son pion ge-
ment est le produit topologique de la somme directe de n — p droites par une
variété àp — i dimensions, connexe par arcs, plongée dans V espace euclidien àp
dimensions, irréductible et complète pour la métrique induite par ce pion gement.

4. APPLICATION AUX VARIÉTÉS LOCALEMENT DÉFORMABLES. — Comme Conclusion,

comparons les résultats que nous venons d'obtenir à ceux du paragraphe
précédent. L'une des deux familles de variétés V/,_i localement déformables et
complètes pour la métrique induite par plongement dans l'espace numérique R//
est constituée par des variétés localement réductibles à feuilles de dimensions
respectives 2 et n—3, ces dernières étant localement euclidiennes. Par suite,
cette réductibilité est globale et chaque feuille de dimension n — 3 est homéo-
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morphe à l'espace numérique réel R/,-3, de sorte que nous avons obtenu le
théorème :

Dans V espace euclidien R,, à n dimensions, les seules variétés V,,_i à n — i dimen-
sions qui peuvent être à la fois localement déformables et complètes pour la métrique
induite par plongement sont ;

— soit des variétés réductibles, homéomorphes au produit topologique V_> X R,,-3 î
— soit des variétés déformables avec persistance, en chaque point d^une direc-

tion asymptotique.

Remarquons, pour terminer, que chaque feuille V^ des V^_i de la famille de
variétés réductibles est plongée globalement dans un espace euclidien à trois
dimensions; ainsi l'étude de la déformabilité globale des variétés homéomorphes
au produit '\\ X Rn-s se trouve ramenée à celle de la déformabilité des V<j
plongées dans l'espace euclidien ordinaire Rs.

A titre d'exemple, considérons les variétés V,^i localement semi-convexes [44]
pour leur plongement dans l'espace euclidien R^, c'est-à-dire les variétés dont
la seconde forme quadratique fondamentale y(^) est semi-définie positive en
tout point x e V,^i. D'après le théorème de Reez-Thomas, le rang de la forme 9 (x)
est partout égal à 2, si V^_i est localement déformable. Si, de plus, V,,_i est
complète pour son plongement dans R,,, elle appartient nécessairement à la
première famille de variétés régulièrement déformables ; ceci résulte du théorème
énoncé ci-dessus et du fait que les variétés déformables avec persistance d'une
direction asymptotique ont une seconde forme fondamentale semi-définie
négative, d'après l'étude faite au paragraphe B du chapitre I. Donc V^_i est
réductible et nous pouvons, comme précédemment, considérer la feuille
locale Va^). Cette variété est localement convexe [21] pour son plongement
dans R,,, car toutes ses courbures eulériennes sont nulles, à l'exception de celles
qui sont les coefficients de la forme induite par y(^) et cette dernière forme est
définie positive ; ainsi '\\ est localement convexe pour son plongement dans Ra
et il résulte du théorème de H. Weyl [89] qu'elle est globalement rigide. Nous
avons ainsi démontré que toute variété\n-ï an — i dimensions, complète et loca-
lement semi-convexe pour son plongement dans l'espace euclidien R^ à n dimensions,
est globalement rigide pour ce plongement.
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