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SUR
LA DISTRIBUTION DES ENTIERS
AYANT CERTAINES PROPRIETES

Par M. Huserr DELANGE.

Introduction.
Nous nous proposons ici de traiter un certain nombre de problemes du type
suivant :
Trouver une expression équivalente pour x infini au nombre des entiers au plus
égaux a x et possédant une ou plusieurs propriétés données.
L’exemple le plus connu de probléme de ce type est celui qui consiste &
déterminer une expression équivalente pour 2 infini au nombre des nombres

premiers au plus égaux a.r. On sait que 'on peut prendre

logzr’

Certains des résultats que nous établirons sont connus depuis longtemps:
d’autres ont été énoncés par nous en 19d1 ('), mais paraissaient nouveaux
& cette date; quelques-uns sont publiés ici pour la premiere fois a notre
connaissance.

Nous les obtiendrons tous par une méme méthode, qui consiste a considérer

+»

la série de Dirichlet Zn~1—> ol ny, Ny, ..., ny, ... sont les entiers ayant la
j=1 /

ou les propriétés données, et étudier le comportement au voisinage de la
droite ®Rs =1 de la fonction définie par cette série.

Dans chacan des cas traités, cette fonction est holomorphe en tous les points
de la droite Rs=1 autres que le point 1, et posséde en ce point une singularité
que nous déterminerons avec précision. Nous déduirons de la une expression

(1) Quelques formules asymptotiques de la théorie des nombres (C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951,
p. 1392-1393).
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équivalente pour z infini au nombre des n; au plus égaux a @, au moyen
d’une généralisation du théoréme de Tkehara que nous nous avons établie dans
un travail précédent (*).

Nous utiliserons le fait que la fonction {(s) de Riemann et les fonctions L
de Dirichlet ne s’annulent pas dans le demi-plan fermé¢ ®Rs>>1, mais aucune
propriété de ces fonctions dans la bande o << Rs <1.

Nous désignerons par w(n) le nombre des diviseurs premiers de I'entier n
et par Q(n) le nombre total des facteurs dans la décomposition de n en facteurs
premiers. Autrement dit, les fonctions w(r) et Q(n) seront définies de la
maniére suivante :

o(1)=8201)=o0

et, st n=p3p¥ ... p%, o py, pae .. .. prsont des nombres premiers différents
ctoy, oy, ..., o des entiers positifs,

w(n)=rk et Qn)y—oa + ay—+...—+ .

Il est clair que I'on a Q(n)=w(n) si n n'est divisible par aucun carré, ct
seulement dans ce cas.

Nous donnerons d’abord des théorémes concernant les entiers assujettis
a certaines conditions simples portant sur w(n) et Q(n), puis les entiers
assujettis aux mémes conditions et, en outre, a appartenir 4 une progression
arithmétique donnée. Puis nous considérerons les entiers assujettis & des
conditions faisant intervenir un ensemble donné de nombres premiers, ou
méme deux tels ensembles.

1. Préliminaires.

I.1. Précisons d’abord les notations que nous emploierons dans toute la
suite.

I.1.1. I est entendu que la lettre n désigne un entier positif, qui n’est
assujetti @ priori a aucune condition, tandis que la lettre p désigne toujours
un nombre premier.

. ~ . y .\ . . ,

1.1.2 Les signes Z/(n) ou | If(n), ou A est un ensemble infini donné
neE\ neA

de nombres entiers et f(n) une fonction donnée de I'entier n, désignent la

+» -+ =»
, . N q e, . I .
série Z/("’J'>’ ou le produit infini ][f(nj), OU Ny, Ny y...yitjy ... sont les

j=1 j=1
nombres de A rangés par ordre croissant ().

(%) 4nn. Sc. Ec. Norm. Sup., (3), L. T1, 1954, p. 213-242.
(3) Pratiquement 'ordre n’a pas d'importance, car il y a loujours convergence absolue.
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Si A est I'ensemble de tous les entiers positifs, nous omettons le signe neA.

Ainsi Zf(n) designe la série Zf(n) l[f(n) le produit infini I[f(n)

n=1

1.1.3. De méme, E étant un ensemble infini donné de nombres premzers

.. . , 1 5 . . al P
et f(n) une fonction donnée de I'entier n, les signes Zf(p) ou Hf(p),

P EE nEE
Gz “+»
désignent la série Zf(pj), ou le produit infini | [/(p). ot pis po, ...,
j=1 /~|‘
Pjs -~ - sont les nombres de E rangés par ordre croissant.

Si E est I'ensemble de tous les nombres premiers, nous omettons le

signe p€ E. Ainsi Ef(p) désigne la série Ef(pj), Ilf(p) désigne le produit

j=1
infini 11f(p )y OUW Py, Pas oo oy Pju « .. sont tous les nombres premiers, rangés
j=1
par ordre croissant.
1.1.4. Eventuellement, au lieu de n€A ou de peE, nous écrivons les

relations qui expriment 'appartenance de » a A ou de p a E.
Par exemple, si A désigne I'’ensemble des entiers n tels que w(n) =g donné,

au leu de ZJ(M ou [[f(n) nous pourrons écrire 2 J(n) ou ” f(n).

neA neE A o (n)=q w(n)=q
Si E désigne I'ensemble des nombres premiers satisfaisant a

p=! (mod £),

au lieu de Ef(p) ou Hf(p), nous pourrons écrire E J(p) ou IVI S(p),

pEE PEE n=Ll(mod k) p=L(mod k)
ete.

1.1.5. Nous désignons par P I'ensemble de tous les nombres premiers.

1.1.6. Nous désignons par Q I'ensemble des entiers qui ne sont divisibles
par aucun carré. (En allemand, un tel entier est dit quadratfrer.)

Ainsi n€Q équivaut a Q(n) =w(n).

I.1.5. E désignant un ensemble de nombres premiers, nous désignons
par 8| E] l'ensemble des entiers dont tous les diviseurs premiers appartiennent
a k.

n€Qn&|E]signifie done que n est égal & un produit de nombres premiers
différents appartenant a E.

1.1.8. Conformément a l'usage établi, @ et b étant deux entiers positifs,
nous écrivons a/b pour indiquer que « divise b, axb pour indiquer que a ne
divise pas 0, et nous désignons par (a, 0) le plus grand commun diviseur
de aetb.

Ann. Ec. Norm: (3), LXXIIL. — Fasc. 1. 3
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(@, b) =1 signifie donc que @ et b sont premiers entre eux.

L.1.9. Lorsque nous le jugeons plus commode, nous écrivons exps au
lieu de e°.

1.2 Donnons maintenant quelques lemmes dont nous aurons besoin pour
nos démonstrations.

1.2.1. Lemye 1. — Soit g une fonction réelle ou complexe de Uentier n ayant
les propriétés suivantes :

~_1 quel que soit n,

g
2° g(1)=1;
3o g(nn')y=g(n)g(n') toutes les fois que (n, n')=1.

Alors, quel que soit I’ensemble infini E de nombres premiers, on a pour Rs > 1

; -2 3

PEE neEQNSE]
Désignons par py, pa, ..., pjs ... les nombres de E, par n,, n,, ...,
n;, ... ceux de QN &[E], rangés par ordre croissant.

On voit d’abord, par récurrence, que, quel que soit g>~1, onapour Rs >1

(2) Iq][ (1’/] Zz;/,(n,)

j=1 j=1

ou la fonction g,(n) est définie sur 'ensemble Q N &[ E] par

(n) = g(n) sinn’est divisible par aucun nombre premier autre que py, ps, ..., pPgs
! 0 dans le cas contraire.

La formule (2) est évidente pour ¢ =1.
En la supposant vraie pour ¢ = r >~ 1, on voit que, pour Rs >1,

1| | =) Sl stre ],

j=1 Jj=1

’

ce qui peut s'écrire

(3) l[[ ~(1'] ymn/ y,,__(n,_[)gf%i)
J

=1
Mais, si g.(n;)5£ 0, n;pr., est un nombre de QNS K|, et F'on a
(1)) §(Prer) =80 Praa) = Eria (N Prit) — (1) Prir)-

Tout terme non nul de la seconde série au second membre de (3) peut donc
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3, M
s’écrire sous la forme

grear(n) — gr(n)
n’ ’

ou n est un entier appartenant 8 QN&[ K],
D’ailleurs, tout entier » appartenant 8 QN &[ E | et tel que

81 (1) — gr(n) # o

est une des valeurs prises par le produit n;p.., quand j prend toutes les
valeurs telles que g.(n;) £ o.
La seconde série au second membre de (3) est donc égale a la série

“+ %
N g (1) — grny)
o n' ’

/

n=1

dont les termes non nuls sont les mémes, et (3) montre simplement que (2)
est vraie pour ¢ =r—4-1.

4 ’ o ’l.
b. s étant fixé, avec Rs=a >1, quand ¢ tend vers —oc, "—’—1’—(—4) tend
- _ n;
o(n; , . o n; . ,
‘*’(n,\’) et, comme la série zﬂf—lv—’) est uniformément convergente par
i , j
j=1

vers

) fo gy ()
rapport a q puisque | ===~

n

1 . . ~ o (7
= -5 sd somme tend vers Z‘“( (’).
J/ Vi

j=1
+ = ) Lo
(2) montre alors que le produit infini | | [1 —(—%J est égal a Zv_(n_’;/_) ",
j=1 j=1

ce qui est précisément le résultat annoncé.

1.2.2. Lemme 2. — Soit h une fonction réelle ou complexe de ’entier n ayant
les propriétés suivantes :

1° |h(n)| =1 quel que soit n;
2° h(1)=1;
3° h(mn) = h(m) h(n) quels que soient les entiers m et n.

Alors, quel que soit I’ensemble infini E de nombres premiers, on a pour Rs > 1
, quet q P ) P

I O/
) IHH— 2 s

pEE 1 — ps nES K]

Iei, il faut remarquer que, pour ®Rs >1, tous les facteurs du produit infini

o o hip o .
sont définis, car les différences 1 — —jf—) ne sont pas nulles, et ce produit infini

(*) 11 est clair que ce produit infini est absolumenl convergent.
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est convergent du fait que le produit infini H[I — Il—lip—)] est absolument

convergent.

Nous désignerons encore par p,, ps, ..., p; ... les nombres de E, mais
cette fois par n,, n,, ..., n; ... ceux de S[E], les uns et les autres étant
toujours rangés par ordre croissant.

On voit d’abord que, quel que soit ¢>1, on a pour Rs >1

T

I _ N\ (n)
() H h(p;)  sed ns ’

=1 1= =5 es,
7
ou &, est I'ensemble des nombres de [E] qui ne sont divisibles par aucun
nombre premier autre que p,, ps, - .., p,.
En effet, cette formule est évidente pour g =1.
En la supposant vraie pour ¢ =r>x1, on voit que, pour Rs >1,

r=+1 /( )
1 (N hn 1
I] h(p;) —§ 1S ; " pros)’
j=1 1— 5 neE &, = —5
P N Pra
_ Z h(n) 52/l(pr+1)’“
’EU n ; | & (Pre)

Mais le produit de Dirichlet des deux derniéres séries, qui sont absolument
convergentes pour ®Rs >1, est la série

O (n)

neE Srq1

b. La formule (5) peut évidemment s’écrire

7

I _+w hg ()
(6) H h(pj) _2 ]n'}, ’

j=1 T — s j=1
P

ou la fonction A,(n) est définie sur [ E] par

h(n) si n appartient a &,;
hy(n)= .
0 dans le cas contraire.
. h,(n h(n
Pour s fixé, avec Rs=g¢ uand ¢ tend vers + oo, -LX R () tond vers 20Y) ’)
’ n'
+» / /
L. hy(n;) op , .
et, comme la série 27 est uniformément convergente par rapport a ¢
, j
j=1

-+
n I hin;
puisque —”Lll = —» sa somme tend vers E —(—’)
n n‘f n

J

j=1
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La formule (6) montre alors que le produit infini
“+ =
H—75
, h(p))
j=r T
Pj
~ h(n;)
. s L(n; . . .
est égal a z —> ce qui est le résultat annoncé.
j=1 /
1.2.3. Lemme 3. — Soient g et h deux fonctions réelles ou complexes de
Uentier n satisfaisant aux hypothéses des lemmes 1 et 2, avec en outre, pour g,

g(p*) = g(p) quels que soient le nombre premier p et U'entier k>-1.
Alors, quel que soit I’ensemble infini E de nombres premiers, on a pour Rs >1

(7) ,+g(p)h(p) g(n)k(n)
g[ /t(p)] e%ﬂ

Nous conserverons ici les notations utilisées dans la démonstration du
lemme 2.

a. Remarquons d’abord que, pour ®Rs>1, tous les facteurs du produit
infini sont définis puisque les différences p*— h(p) ne sont pas nulles, et ce
produit infini est absolument convergent car, si Rs =g,

gp)hp| v |
p—h(p)|—p°—1

b. Remarquons d’autre part que, pour chaque j, on a pour ®s > o, et en
particulier pour ®Rs >1,

L g hp) +§ g (P N g(PH) R(PS).

r;—h(p)) (Pt = ()

c. Ceci étant, on voit que, quel que soit ¢ > 1, on a pour Rs >1
q

gPH RPN _ N gn) h(n).
(®) H[H"p;:_h(p,)]—ﬁ w

j=1 n€ &y

Ce que 'on a dit en b montre d’abord que cette formule est vraie pour ¢ =1.
D’autre part, en la supposant vraie pour ¢g=r>x1, on voit que l'on a
pour Rs >1

r+1

g(p)hip) g(n) h(n)
Z[l—'_[’j‘}zhl(]fil)J:; 20 2n:(n }

j=1 nes,

&(prea) h(praa) %’
P)v*+1 —h ([71‘-1—1)

c
\
| (Pha )’

_
X
X

=
=
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Mais le produit de Dirichlet des deux derniéres séries, qui sont absolument
convergentes pour Rs > 1. est la série
\ g(n)h(n)
s

n
neE&ri

d. Laformule (8) peut évidemment s’éerire

7
) _,_O(P/)h(p/) l,,(n/)
(9) E[I P —h(p;) % n;

ou la fonction /,(n) est définie sur &[ E| par

g(n)ll(n) si n appartient a &4;
0 dans le cas contraire.

ly(n)=

, , l,(n;
Pour s fixé, avec ®Rs=ag >1, quand ¢ tend vers —+oo, ’(ns’) tend
:

ly(n)) ,)

/

n;)h(n . .
—(—’—)——Q—) est uniformément convergente

vers et, comme la série 2

j=1

“+ =

1 S~ o(n;) i(n;
Pl 50 Sa somme tend vers 2‘“—(~’—)-——(’)
/

j=1

(n,)

par rappor q pUISqUP

La formule (¢9) montre alors que le produit infini

s
Il/-

+=
H[I ‘ l’/)h r;) |
. pi— pi—1h(p;)
1=z

est égal a la série -

Il/

-+ »
N g(ny) h(n;)

-~ 0

j=1

1.2.4. LemMe 4. — Soient E un ensemble quelconque, non vide, de nombres

premiers, et f(p) une fonction réelle ou complexe du nombre premier p, satis-

Sfaisant a
| f(p)| <1 pour tout p appartenant « E.

1° Il existe une fonction G(s, 3) holomorphe pour Rs > ; et ¢ quelconque,

telle que I’on ait pour R s > 1 et z quelconque

sfp)] ANV
(10) 1+ == | =G(s, z)exp{A, —_‘—g
[ 242 o0 o34

On a G(s, o)=1 et G(s, 3) £ o pour (Rs>—;-et]z]é\/§.

2° Il existe une fonction H(s, z) holomorphe pour Rs> E et 5 quelconque,
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telle que Uon ait pour Rs™>1 et 3 quelconque

1 sf(p) J(p)
(r1) H[1—+— p“'ff(/))] H(s, x)e\p{ E IS %
P ELE P EE
0 H , _ G(s,5—1) d : H( _
na H(s, s = G, ) e sorte que (s,0)=r1.
e . : oduit TT s/(p) S
Observons d’abord que les facteurs du produit I] [1 —1—17?7(—17—)] sont tous

P EE

définis quand ®Rs>> o, car alors, pour chaque p appartenant a E, |p’| > | f(p)]
et, par suite, p'— f(p)s£0, et que, lorsque l'ensemble E est infini, les

produits infinis
=/(p) sflp)
H[I+ I ] “ H[I+P“—f(/))_

PEE

sont absolument convergents pour ®s > 1 et = quelconque, et la série

¥ J(p)
e
rer
est absolument convergente pour ®s >1, car on a pour Rs =73 >1
;f(f))lél—zrl’ =fp) | _- ,I;:‘ o [L2) L
A P’ p—=f(p)| = pr—t r P’
Démonstration de 1°. — Si I'ensemble E est fini, on peut définir G(s, z)

quels que soient s et z en résolvant (1o) par rapport a G(s, z). La fonction
ainsi obtenue est holomorphe quels que soient s et z, prend lavaleur 1 pour z=o

e < 3 - R ! - o car. si 1 ..
et s quelconque et ne sannule pas pour ®s> . et | 5| = /2, car, si 'on a ces
inégalités, on a pour chaque p appartenant a E

AP =V et [P >
et, par suite,
+ '————~—§'f(,p) “Zo.
I

De plus, cette fonction satisfait ¢videmment a (10) quels que soient s et z.
Supposons maintenant que I'ensemble E soit infini.
Nous considérerons alors le produit infini

L[ 25wl =5

PEE

Ce produit infini est absolument convergent pour Rs > ; et z quelconque

. I .
et, quels que soient R™>o0 et g, > 3 la convergence est uniforme pour Rs>>q,
et|s|R.
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En effet, pour Rs > q, et |z| =R, on a quel que soit p appartenant i E

=50,

LIPS
P r

(14u)et—

.. . oL . .y 1 .
Mais il existe un nombre positif M tel que la fonction entiére soit

ll
de module au plus égal a M pour |u| = ;}0, autrement dit que 'on ait
; R
[+ uw)e*—1|=M|u| pour |u,|é2—a—n-

On voit done que, pour Rs>.q, et | 3| =R, on a quel que soit p appartenant

aE

D’autre part, chaque facteur du produit infini étant une fonction de s et =

holomorphe pour J{s>é et z quelconque, la valeur de ce produit infini est

: - Re~ T ,
aussi une fonction de s et z holomorphe pour ®s>> — et z quelconque.
Soit G(s, 5) cette derniére fonction.
Il est clair que G(s, 0)=1 et que (s, )£ 0 pour Rs > ; et yzlé\/g,

puisque, sil’on a ces ces inégalitées, on a pour chaque p appartenant a E
1+ f_,é)(TP_) # o.

De plus, on voit immédiatement que, pour Rs >1,

G (s, .'-):{H[I—!— :—"%;B—)]}exp[—zz%—)]a

pEE P EE

du fait que le produit infini et la série figurant au second membre sont alors
convergents. Cette égalité est équivalente a (10).

Démonstration de 2°. — En posant

G(s, 5—1)

. H.(S, :):m,

AP . , I
on définit une fonction H(s, s) holomorphe pour Rs> - et 5 quelconque

commme quotient de deux fonctions holomorphes, le dénominateur ne
s’annulant pas.

On a évidemment H(s, o) =1.

D’autre part, on a (11) pour ®Rs >1 et 5 quelconque.

En effet, si ®s > 1, pour chaque p appartenant a E, p'— f(p) est différent
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de zéro et 'on a quel que soit =

1+ [ ) gt

Que 'ensemble E soit fini ou non, on en déduit par multiplication
sS(p) VAT u | IRV AVIN R
{H[I+p'“—./'(/')]}’§n[l P ]}—-H[,I+ V2 J
PEE pPEE pPEL
ce qui s’éerit, en tenant compte de (10),
l sfp) - P —Gis. - [ (- [P
{ l] II +-p\__j.(P)J}G(S‘, — I) exp[—Z——l—)\——-] = G(S, S — I) exp (~ — I)ZT],
PEE peL | pEE

d’ou l'on tire

sfip) 1_G(s,5—1) Sl
H[I+p“~f(p)]_ G(s, —1) e-\p[zlé r’ _'

pEE

1.3. Ajoutons que la généralisation du théoréme de Ikehara a laquelle nous
avons fait allusion dans l'introduction interviendra par l'intermédiaire des
deux théorémes particuliers que nous allons énoncer maintenant.

Dans ces deux théorémes, A est un ensemble de nombres entiers positifs
et v(x) est le nombre des entiers appartenant a A et au plus égaux a x.

De plus, il est entendu, comme dans toute la suite, que les expressions

(s —1)* (a réel quelconque), log (s — 1) et log '

b
§S— 1

qui ne sont considérées que dans le demi-plan ® s > 1, sont prises avec leurs
déterminations principales, c’est-a-dire que, si s—1=re", avec r >o

ct—§<6<§—, on a
1

(s —1)*=rae®) log (s — 1) =logr + 0, logs = log; — {0,

r .,
avec logr et log -~ réels.

TutorEME @. — Soit ¢ un nombre réel qui ne soit pas un entier négatif ou nul.
Supposons que l'on ait pour Rs > 1

2 ni — (s —1)"Pa(s) -+ b(s),
neA
avec a et b holomorphes pour R s> 1 et a(1) £ 0, ou méme, plus généralement,
9
21__ — M {e; log d;(s)sin ;] b
;l}_(s— 1) xa(s)—i—z(s— =M {ci(s)cos{plog(s — 1) ] +d;(s)sin[p;log (s — 1)) L+ b (s),
neA j=1
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 1.

ORMALE TN,

U
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avec a, b, les c; et les d; holomorphes pour Rs > 1, a(1) £ o, les 1; et les .; réels,
les \j inférieurs a o, et aucun des nombres \;— iu.; n’étant un entier = o.
Alors, on a pour x tendant vers + o«

v(x)~ %—((—é;) a (log a)o—".

TakoriME b. — ¢ étant un nombre réel quelconque et q un entier > 1, supposons
que Uon ait pour Rs > 1

7 .
ZI—;: =(s— I)*n"Ea/(,s') (]Ogs—I l >/—|—Z)(s)’
j=0

7/
neEA

avee ay, ay, Qg . . ., a, et b holomorphes pour R s>~ v eta, (1)~ o.
Alors,

1° St o n’est pas un entier = o, on a pour x infini

ay(1)

I'(p)

v(x)~ x (log )= (loglog x)7;

2 Si p =—m, avec m entier > 0, on a pour x infini
v(z)~(—1)"m! qga,(1)x (logx)—"—1(loglogx)r—1.

. Ces deux théorémes se déduisent immédiatement des théorémes IIT et IV de
notre travail cité plus haut (*), en tenant compte de ce que 'on a pour Rs > 1

4=
—I; =s [ esty(et)dt.

“ 0

2. Entiers assujettis & des conditions portant sur o (n) et Q (n).

2.1. On sait que la fonction {(s) de Riemann ne s’annule pas pour Rs>. 1.
Ceci entraine que I'on peut trouver un domaine simplement connexe contenant

. , . 1
le demi-plan fermé Rs>>1 et contenu dans le demi-plan ouvert ®s > -, dans

lequel {(s) ne posséde aucun zéro (°).
Dans tout ce chapitre, nous désignerons par A un tel domaine, choisi une fois
pour toutes.

() Loc. cit., p. 235-236 et 239.
(%) On peut, par exemple, faire correspondre a chaque zéro complexe de {(s) la demi-droite
formée des points de méme partie imaginaire et de partie réelle au plus égale a la sienne, et prendre

, . . I . . N . . .
I'ensemble des points du demi-plan ®Rs>> - qui n’appartiennent & aucune de ces demi-droites. Si

'hypothése de Riemann esl vraie, ceci donne simplement le demi-plan Rs > i
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2.2. En prenant f(p)=1 et E égal a 'ensemble P de tous les nombres
premiers, le lemme 4 nous apprend qu’il existe deux fonctions G(s, 3) et H(s, 5)

holomorphes pour ®Rs > é et z quelconque, satisfaisant a
G(s, 0)=H(s, 0) =1,

et telles que 'on ait pour Rs > 1 et = quelconque

(12) ]](I —k—}%):G(s,s)exp%\zEI%}

et
s 1|

(13) I[[I ~}—])7—;—I]:H(s, ;)exp{szﬁ\_ﬁ-

On a dailleurs H(s, )= GT((:’—;—_?I—I)) et G(s, 3) ‘est différent de zéro
pour Rs > ; et |z] /2.

En faisant 5 =— 1 dans (12), on obtient

T f 1
75 =G(s, — I)expl—Z}—;} ’

d’ou
(14) expgz‘é—logsi[;\:(sml)c(s)G(s,—1).

Le produit (s —1){(s)G(s, — 1) est une fonction holomorphe et toujours
différente de zéro dans A. Il existe donc une fonction r(s) holomorphe dans A et
telle que, dans ce domaine,

(15) e =(s— 1)¢(s)G(s, —1).

r(s) n’est d’ailleurs déterminée qu’a un multiple de 2ns prés. (14) montre que,
si on la choisit convenablement, elle est égale pour R s > 1 4

21% —logsj_ '

On arrive done au résultat suivant :

1l existe une fonction r(s) holomorphe dans A telle que, pour Rs > 1,

1

(16) 2;‘;} :logs_ - -+ r(s).

2.2.1. Remarquons en passant que le théoréme b permet de déduire immeé-
diatement de 1a le théoréme des nombres premiers, a savoir que le nombre des

nombres premiers au plus égaux a  est équivalent pour @ infini & —-
ogx
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2.3. En tenant compte de (106), les formules (12) et (13) donnent

T

s—1f

1—[<1 —i—]%):G(S, s)exp[sl'(S)]exp{;IOg
et

] P I
[] [1 + P\_—I] =1H(s, z)exp[zr(s)]| exp{zlogs — }

Les fonctions G (s, z)exp[z7r(s)] et H(s, z)exp[zr(s)] sont évidemment
holomorphes pour s appartenant a A et z quelconque. De plus, la premiére est
différente de zéro pour s appartenant a A et | 5| = /2.

On arrive ainsi au résultat suivant :

Il existe deux fonctions G(s, z) et JC(s, z)- holomorphes pour s appartenant a A
et 5 quelconque, telles que, pour Rs > 1 et 3 quelconque,

(17) ]]<1+1%>:g(s,s)exp§zlogsil§
et
(18) H<1+psil>:3€(s,s)exp%,:logs_lI}'

On a pour tout s appartenant a A
| G (s, 0) =€ (s, 0) = 1.
De plus, on a G (s, z) £ o pour s appartenant ¢ A et | z| = \/5
En faisant z =1 dans (17) et (18), on en déduit que, pour Rs > 1,

£(s)

(1) =6— 55y

et

H(s,1)=(s—1)L(8)-
Par suite,

9(1,1):ﬁ> et e (1,1)=1.
D’autre part, dans A,
G (s, —1)=G(s, —1)e"W
et, d’aprés (15), ceci est égal &

Donc G(1, —1)=1.
2.3.1. Notons que l'on a pour s appartenant a A et 5 quelconque

.—I .
(s—1)g(s)

¥ (s, 5):&':1_).

9(3,——1)
En effet,
N G(sys—1) i _G(s,s—1)exp[(z—1)r(s)]
# =G = T e o]
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2.3.2. En raison de I'holomorphie des fonctions G (s, z) et J(s, z), on a
pour s appartenant a A et 5 quelconque

g (s, 5) :ZA/ (s) s/
j=0

et
5 (s, 5) .—:2 B, (s) 5/,
j=0
ou les fonctions A;(s) et les fonctions B;(s) sont holomorphes dans A.
De méme, G(s, — z) ne s’annulant pas pour s appartenant 4 A et | 5| < /2, la

fonction est holomorphe pour ces valeurs, et I'on a pour s appartenant

_r

G (s, —5)

adet|s|< =2

e e R
]j=0

ou les fonctions C;(s) sont holomorphes dans A.
Comme G (s, 0)=3¢(s, 0) =1, on a dans A

Ay(s) =By (s) =Cyp(s) = 1.

2.4. Si|z|<1, le lemme 3 montre, en prenant g(n) =z, h(n) =1 et E
égal 4 'ensemble P de tous les nombres premiers, que I'on a pour Rs > 1

L[+ 7=]-2%

En tenant compte de (18), on voit donc que l'on @ pour Rs > 1 et |3 L1

~w(n)

(19) EN =¥ (s, ,:)exp{;log ! %

ns s—1

2.4.1. Ceci étant, donnons-nous un entier ¢ > 1 et un entier » quelconque.

27
Posons, pour simplifier I'écriture, ¢ 7 =1.

En faisant dans (19) s5=1*, avec & entier quelconque, et multipliant les
deux membres par Y=, on obtient

~ -yA-[U)(ﬂ)—l'] s . . 1 )
Z ! pr =y rRa (s, ‘(‘)exp{'\‘"logs_;s.

En tenant compte de ce que, A étant entier,
q—1
:\ﬂ wm__ ) 0 sihkn’est pas multiple de g;
T g sih ltiple d
q s1n est mu tlp e ae ¢,

k=0
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on déduit de la que, pour Rs > 1,

7—1

\Y T _IN ok VI
Z ns—(]ZY_ (s, Y1) expy 1003__15
k=0 )

® (n)=r(modq)

Sig=o2m— 1, avec m>> 1, en séparant le terme wrrebpondant ak=oet
groupant ensemble les termes correspondant a4 k=j et k=a2m—+41—,
ouj=r1,2, ..., m, le second membre s’écrit

gc , 1 ‘
(s —1)? ( 1) 2(5—- 1)~" { ¢;(s) cos [ log(s — 1)] -~ d;(s) sin[; log (s — 1) | },
j=1 ,
avec
iy =T,
ci(s) = :; [y=78C (s, Y/) 7 3¢ (s, v=7) |,

dy(5) = 5Ly (s, 1) — 171 36 (5, )

Si g =12, on a simplement

(s — 1) ge(;’ 1) + (_21)"

(s—u1)d(s,—1).

S1 ¢g=2m, avec m > 1, en séparant le terme correspondant a k=o et le
terme correspondant & £ =m et groupant ensemble les termes correspondant
Ak=jethk=2m—j,ounj=1,2, ..., m—1, on obtient

m-—1

(s — 1) Ji(—i/’—l—) -+ 2 (s — 1)‘7*1 {ci(s)cos|pjlog (s — 1))+ d;(s)sin[p;log (s — 1)]}
j=1 .

+ i -,

K s €;(s) et d;(s) étant donnés par les mémes formules que pour ¢ = om <+ 1.
Dans tous les cas, le théoréme a permet de conclure que, pour @ infini, le
nombre des n au plus égaux a x et tels que

w(n)=r (modgq)
est équivalent a =
q
On a donc le théoréme suivant :

Tutorime 1. — ¢ étant un entier "> 1 et r un entier quelconque, le nombre
des n au plus égaux a x tels que

w(n)y=r (modgq)

L. AP 7
est équivalent pour x infini a 4
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zw(n)

2.4.2. S1 |5] L1 et Rs >
onvergente, on peut la transformer de la facon suivante
On calcule d’abord la somme de la série formée par les termes pour

lesquels w(7) a une valeur donnée g, soit
I

= —
~ 2 n*"

wn)=q

puis on forme une série avec les sommes correspondant aux différentes valeur

de q.
On obtient ainsi une série entiére en .
Mais, pour chaque s de partie réelle >> 1, on a I'égalité (19) pour |z]| =1
Cette série doit donc coincider avec le développement du second membre de (1)
suivant les puissances de
On voit ainsi que, quel que sott >~ 1, on a pour Rs > 1

B;(s) (lob 1 l>«/—/‘

% Z(q 7

w(n)=q

Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant

(20)
I'nkoriME 2. — ¢ étant un entier quelconque > 1, le nombre des n au plus

égaux a x tels que w(n) = q est équivalent pour x infint a
x (log log )i )
(g—1)!logx )
2.5. Si |z| <1, le lemme 2 montre, en prenant ~(n)=3z%" et E égal a
I'ensemble P de tous les nombres premiers, que I'on a pour Rs > 1

s nt

rf

T1(:= 5 )=56 — e —zlog |
G(s, —3)#o,

Done, si|z| =1 et ®Rs > 1, on a, comme
I]' 1 — I s I Q
= g (s, —z) B)F 1

p5

Mais, en remplacant z par — s dans (17), on a

(7) Ce théoréme, qui contient évidemment comme cas partliculier le théoréme des nombres
premiers, est bien connu (c¢f. Lawvau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
[ : Lasoau, Handbuch)

; X
Bd 1, p. 211-213. Dans la suite, nous désignerons simplement cet Ouvrage par
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On voit done que I'on a pour Rs > 1 et|z| 1

. ,-..2(/[,\ ( ]
NG T exp)slog L,
1 —g’,(s,—:)exp?\ﬂlobs——lﬁ

(21)

2.5.1. En faisant & partir de cette formule un calcul semblable a celul du

paragraphe 2.4.1, ou (s, 5) sera remplacé par ——— 0 et appliquant le

g (s,

théoréme a, on obtient le résultat suivant :

TuEOREME 3. — ¢ étant un entier > 1 et r un entier quelconque, le nombre des n
au plus égaux a x tels que
Q(n)=r (modq)

est équivalent pour x infini a % (")

2.5.2. En identifiant les développements suivant les puissances de s des
deux membres de (21), comme on I'a fait au paragraphe 2.4.2 pour la
formule (19), on voit que, quel que soit g> 1, on a pour Rs > 1

- D G

Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

TukoreME 4. — ¢ étant un entier quelconque > 1, le nombre des n au plus égaux
a x tels que Q(n) = q est équivalent pour x infini a

x (loglog z)7-1
(q—1)ogz

2.6. Si |z|=1, le lemme 1 montre, en prenant g(n)=23"" et E égal a
I'ensemble P de tous les nombres premiers, que I'on a pour Rs > 1

-(1)(/1)

H( +-->

neQ
En tenant compte de (17), on voit done que Lon a pour Rs > 1 el [5] =1

-~ :‘m(n) \ )
(23) —I—l_\,—:g’,(s,;)exp?:-log
nEQ '

s— 1 S

2.6.1. En faisant encore a partir de cette formule un caleul semblable @ celui
du paragraphe 2. 4.1, ou JC(s, =) seraremplacé cette fois par G(s, 5), et appli-

(%) Le cas particulier de ce théoréme correspondanta ¢ = » se trouve déja dans Lanvav, Handbuch
(Bd 2, p. 621). Le cas général a 616 élabli en 1940 par S.S. Pillai (Generalization of a theorem of
Mangoldt, Proc. Indian Acad. Sc., Sect. A, t. 11, 1940, p. 13-20).
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Co . 6 .
quant le théoréme a, on obtient, compte tenu de ce que G(1, 1) = > le résultat
suivant :

Tukorkmk 5. — ¢ étant un entier > 1 et r un entier quelconque, le nombre des n
au plus égaux a x tels que
w(n)y=r (modg)

et qui ne sont divisibles par aucun carré est équivalent pour x infint

2.6.2. En identifiant les développements suivant les puissances de z des
deux membres de (23), comme on I'a fait au paragraphe 2.4.2 pour la
formule (1), on voit que, quel que soit g™~ 1, on a pour Rs > 1

S 5Bt

n€eQ
W, (n)=q

On en déduit, par application du théoréme b, le résultat suivant :

TreoriMe 6. — ¢ étant un entier > 1, le nombre des n au plus égaux a x qui
sont le produit de ¢ nombres premiers différents est équivalent pour.x infini a

x (loglog )i

(g —1)!loga ().

_).. . En comparant les théorémes 2, 4 et 6, on voit que les n qu1 ne sont pas
« quadrattrel » apportent une contribution négligeable dans le décompte des »
au plus égaux a x tels que w(n)=q comme dans celui des » au plus égaux a &
tels que Q(n)=yg.

On va voir qu’il est possible dans les deux cas d’évaluer cette contribution.

2.7.1. Enretranchant laformule (24) de laformule (20), on obtient, compte
tenu de ce que A, () =B,(s)=1,

q

e U Bi(s)—Ajs 1\

(23) 2‘ ,—27::2 ’(((])_/.\/!( )(l s—-1> (Rs>1).
0 (n)==q je==t o
n&Q

Si on prend g = 1, la formule se réduit a

2 i\ =B, (s) —A(s).

n
w(n) =1
n&Q

(?) Le cas particulier de ce théoréme correspondant & ¢ = 2 se trouve dans Lanoav, Handbuch
(Bd 2, p. 606). Le cas général a été établi par S. Selberg ( Zur Theorie' der quadratfrei Zahlen, Math.
Z., t. 44, 1939, p. 306-318), puis & nouveau par S. S. Pillai [loc. cit., note (¥) supra].

(10) Ce théoréme est bien connu (cf. Laxoav, Handbuch, Bd 1, p. 208-211).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIIT. — Fasc. 1. 5
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Mais les n tels que w(n)=1 ct ngQ sont simplement les entiers de la
forme p*, ot p est un nombre premier et £ un entier > .

La série étant absolument convergente, on peut calculer sa somme de la fagcon
suivante : on calcule la somme des termes obtenus a partir d'un méme p, puis
on additionne les sommes correspondant aux différentes valeurs de p. On obtient
ainsi

Biis)— As) :Z}TP::_I—) pour ®Rs> 1.

La série au second wmembre représentant une fonction holomorphe
I . . . . I
pour ®s > -, et en particulier dans A, du fait que, quel que soit g, > — elle est

uniformément convergente pour Rs> s, I'égalité a lieu partout dans A.

En particulier,

By — A1) = \ e

—pp—n 7

Cect étant, s1 g =~ 2, le théoréme b permet de déduire de la formule (25 ) une
expression équivalente pour x infini au nombre des » au plus égaux a x tels
que w(n)=q et n"appartenant pas a Q.

On a ainsi le théoréme suivant :

THEOREME 7. — ¢ étant un entier _~ v, le nombre des n au plus égaux a x tels
que w(n) = q et qui ne sont pas « quadratfrei » est équivalent pour x infini a

x (loglog . )1

S (g—2)logx

ot S, est la constante définie par

S=N¥ ).
-—ip(p—1)

2.-.2. En retranchant la formule (24) de la formule (22), on obtient

. « I Ci(s)—A;(s) [/ I g
(26) _‘ o Z ’( /)’!( <lo;:s l> (Rs>1).
Qiny=q i=0 i
n€&Q

Ici encore, le terme correspondant & j=o disparait, du fait que l'on
a CO(S)ZA0<.9>: 1.

[l en est de méme du terme correspondant a j = 1.

En effet, d’aprés la définition des fonctions A;(s) et C;(s), Ai(s)=G.(s.0)
Gs (8, —3)

NN e 1 o d 1
et G, (s) est la valeur pour z=o0 de [Z(T:]’ qui est égal a G

(1) Si ¢ =1, il résulte immédiatement du théoréme des nombres premiers que le nombre des

centiers considérés est équivalent pour « infini a log @
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soit aussi G (s, o). Par conséquent,
CGi(s) — Ay (s)=o.
La formule (26) se réduit donc, en supposant ¢ == 2, a

(27) 2 zblxs):ﬁf(s% gs‘i 1>H’

n):z/

Si Fon prend ¢ =2, on obtient

1 .
2}—;2—5 = Ga(s) — As(s),

puisque les » n’appartenant pas a4 Q et tels que 2(n)==2 sont simplement les
carrés des nombres premiers.

I’ égalité a lieu partout dans A puisque les deux membres sont holomorphes
dans ce domaine. En particulier,

Ca(1) - Ag(l):":z#;éo

Ceci étant, si ¢ 3, le théoréme b permet de déduire de la formule (27) une
expression équivalente pour @ infini au nombre des » au plus égaux a x tels
que Q(n)=q et n’appartenant pas a Q.

On a ainsi le théoréme suivant :

Tukorkme 8. — ¢ étant un entier 2.3, le nombre des n au plus égaux a x tels
que Q(n) = q et qui ne sont pas « quadratfrei » est équivalent pour x infini d
. & (loglog )i
g, 208 08 L)”
(¢g-—3)!logx
ou S est la constante définie par

. SR
S{= - (")

P‘.’.
2.8. On peut aussi, comme nous allons I'indiquer rapidement, évaluer le
nombre des entiers au plus égaux a @ et pour lesquels w(n) et Q(n) ont tous
deux des valeurs données.
En effet, si |u| <1 et|¢|< 1, le lemme 3 montre, en prenant

g (n) — ,‘w(jrzjn’ h (n — 8(n)

et E ¢gal a 'ensemble de tous les nombres premiers, que 'on a pour ®s >

Qn)

= ] 7 =3

(12) Si ¢ = 2, les nombres considérés sont les carrés des nombres premiers et le nombre de ceux
2z

logz

Si ¢ = 1, on ne peul avoir @(n) = ¢ et n non « quadratfrei ».

qui sont au plus égaux & « esl équivalent peur x infini &



36 HUBERT DELANGE.

Introduisons la fonction F (s, 5, ') définie pour s appartenant a A, |z'| < /2
et z quelconque, par
( N\ 1

5= [(r+; e

ou r(s) est la fonction qui tigure dans la formule ( 16).

On voit aisément que F(s, 5, 3') est holomorphe pour s appartenant
. i
a A, ]3| <y et = quelconque, et que, pour Rs > 1, | 5| </ et = quelconque,

—i—:r(s‘)z,

L s )= e s “*P% o

La formule (28) montre que, si |u|=1 et

,ona pour Rs > 1

i \1 umini vﬂtu)
(29) Ev—
" pra)

- 1
=F (s, uv, v) exp% uv logs —
(

L,
g

Mais on a pour s appartenant i A, | 3'| < /> et 5 quelcor.que,

n’

F (s, 5,3) :2./}»,“.&):/;"',
ok

ou les fonctions f;,(s) sont holomorphes dans A. D'ailleurs, quel que
soit k> 1, fo x($) =0, puisque F (s, 0, ') =1 quels que soient s appartenant
A A et 5’ de module inférieur a y/-.

Ceci permet de développer le second membre de (29) suivant les puissances
de u et ¢.

g et r étant des entiers 1, en égalant les coefticients de w/¢7 dans les
deux membres, on obtient, compte tenu de ce que /, .(s) =o,

(30) ”2(?;(;) (‘ e ) (@ws=.

m(n)"(/
Qri=q-+r

En prenant ¢ = 1, la formule se réduit a

ZP“H‘A "“/"'<

En raison de 'holomorphie, I'égalité a liea non seulement pour Rs > 1 mais
partout dans A. En particulier,

Jia (1) "2[—,7[7,

Pour ¢ > 1, on peut appliquer le théoréeme b.
On obtient ainsi le résultat suivant :

Tukorine 9. — ¢ étant un entier -2 ¢t r un entier .1, le nombre des n au
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plus égaux a x tels que w(n)=q et Q(n)=q—+ r est équivalent pour x infini a

. (logloga)s
S, ,——_

g o) ogar’

ot S, . est la constante définie par
1
JR— an
Sir== E,,—;——H,,. ().

2.8.1. On peut remarquer que ce théoréme entraine le théoréme 8, les » au
plus égaux a x qui satisfont 4 Q(n)=¢ =3 et ne sont pas « quadratfrei »
pouvant se subdiviser en ceux pour lesquels w(n)=¢g—1, w(n)=q—2, ....

Les premiers comptent seuls pratiquement, les autres forment un appoint
négligeable.

2.¢9. La formule (29) permet aussi d’établir le résultat suivant :

TukoriMe 10. — g et q' étant deux entiers ~>1, et r et r' deux entiers quel-
conques, le nombre des n au plus égaux a x tels que

w(n)y=r (modqg) et Q(n)y=r"(mody)

. . . .,
est équivalent pour x infini i — -
v ////

.

2R QT
Il suffit de faire u=a", ¢=0", avec 2=r¢ "’ et 3=¢" . multiplier
par e~ 3= puis ajouter les égalités obtenues en donnant & m et m' tous les

systemes de valeurs entiéres satisfaisant i

oLm_q-—1, 0 1.

On obtient ainsi une expression de

AN !

dnd ns
w )= imod g
Qin)=r imod ¢

et Von applique le théoréme .

3. — Entiers appartenant 4 une progression arithmétique donnée et assujettis
a des conditions portant sur o (n) et Q(n).

3.1. Dans tout ce chapitre, k sera un entier > 1, que nous pouvons supposer
fixé, et h le nombre des entiers positifs inférieurs a k et premiers avec k.

(1) Comme Q(n)> w(n), on ne peut avoir w(n) =g¢ el Q(n)=¢ +r que si » > o0. Si r était
nul, les entiers satisfaisant a ces conditions seraient ceux considérés au théoréme 6.

Si 7> 1 et ¢ = 1, les entiers considérés ici sont les puissances r + 1i*mes des nombres premiers.
1

. . \ - P "
Le nombre de ceux qui sont au plus égaux d « est équivalent pour z infini & (r + 1)W-
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Nous désignerons par y,(n), y2(n), ..., ya(n) les caractéres modulo £, en
convenant que y,(n) est le caractére principal, c’est-a-dire celui qui est égal
a 1 pour tout » premier avec £.

On sait que, pour chaque caractére 7;(n), on a

|%j(n)|==1 si n est premier avec A,

zj(n) —=o dans le cas contraire,

et. quels que soient 7 et n/,
vi(nn'y==y;(n)y;(n")

On sait aussi que, si { est un entier quelconque premier avec £, on a

h

wi(n) (o lorsque n=/  (modhk),
=

. h lorsque n=/ (mod X).
j—1

D’autre part, a chaque caractére 7; correspond une fonction L;(s) définie
pour Rs >1 par

N ()
Lj(s) — LC%_

On a d’ailleurs aussi

Lits)- r] XI(P)

r

Pour j5£1, L;(s) est une fonction entiere. Ly (s) est une ﬁ)uction ayant pour
seule singularité a distance finie un pole simple, de vésidu 2 20 au point s=1.

Aucune des fonctions L;(s) ne posséde de zéros dvans le  demi-plan
fermé R s> 1. On peut donc trouver un domaine simplement connexe conte-

. 8 , . ) 1

nant le demi-plan fermé R s> 1 et contenu dans le demi plan ouvert Rs > >
dans lequel les fonctions L;(s) ne possédent aucun zéro (**).

Nous désignerons par A, un tel domaine, choisi une fois pour toutes.

3.2. En prenant f(p)=y,;(p)etE egal a 'ensemble P de tous les nombres
premiers, le lemme 4 nous apprend qu’a chaque caractére y; correspondent

deux fonctions G,(s, z) et H;(s, =) holomorphes pour ®s > = ~ et = quelconque,

satisfaisant a
G;(s, 0)==H;(s,0)—1,

(1*) On peut, par exemple, faire correspondre a chaque zéro de partie réelle > o de chacune des
fonctions I; la demi-droite formée des points de méme partie imaginaire et de partie réelle au plus

égale a la sienne, et prendre 'ensemble des points du demi-plan R s>~ S qui n’appartiennent & aucune

de ces demi-droites.
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et telles que I'on ait pour Rs > 1 et 5 quelconque

m(w PPN B 71028
(31) I]| / 1 —Gjls, 5)exp ) 5 ol
et

sxi(p) Ho(s o) exn) =S 22
(32) nl ~y,(p)‘|MH](A’Jehp)NE I

On a dailleurs

Gj(s, 5 —1)
H,‘?, ~)—— W’-—l)

et G;(s, 5) est = 0 pour Rs > é et |z]= /2.

En faisant s = — 1 dans (31). on ohtient
U e e NP
d’ou
2 AN w2 ~
33 exp - =L, (8, ==1).
(33) mp{z IS ; j(8)Gj(s, 1)

Sij£1, le produit L;(s)G;(s, —1) est une fonction holomorphe et toujours
différente de zéro dans A;. Il existe done une fonction r;(s) holomorphe dans A,
et telle que, dans ce domaine,

i =L;($)Gj(s, 1)

ri(s) nest d'ailleurs déterminée qu'a un multiple de 2wz prés. (33) montre que,
st on la choisit convenablement. elle est égale pour Rs > 1

N 2(P)

Sij=1, (33) peut s’écrire

oSN Zp) L
ex 5 Lt 27 locr = (s —1)L,(s) G, (s, —1).
P 2 r’ 1 e

Le second membre est encore une fonction holomorphe et toujours différente
de zéro dans A, et 'on en déduit 'existence d’une fonction r,(s) holomorphe
dans A, et égale pour Rs™>1 4

' 0 (2)
Z —P_‘ ]()gs —

On arrive donc au résultat suivant :

Il existe des fonctions r,(s), ry(s), . ... r,(s) holomorphes dans Ay et telles que.
pour Rs >1,

(34) P T

ri(s) st J>,

+11(b) st J==1.
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3.2.1. Silest un entier quelconque premier avec £, la formule (34) donne

h 1A

X P) N
2)(,(1)2 log‘_ﬁl Zx,(l) L8

j—1

ou
h

h Z ;:;:lo;;x ~I-| "]—ZY H ri($);

p=L{modk)

d’ou
h

[l 1 1 1 I
py Pl R i Zy(/) 75)-

p=l(mod Iy

On arrive ainsi au résultat suivaunt :

St [ est premier avec k, il existe une fonction ry ,(s) holomorphe dans A, telle
que, pour Rs >1,

S\ I i 1 1 . )
— = 7 10g = P (8.

i TR T s

p=lmod b

3.2.2. Le théoréeme b permet de déduire immédiatement de la le théoréme
des nombres premiers dans une progression arithmétique, a savoir que.
si (k, I)=1, le nombre des nombres premiers aux plus égaux a x et satis-
faisant &

p=1 (modk)

t alent fi <
est équivalent pour x infini i - h log
3.3. En tenant (:();Ilpte de (34), les formules (31) et (32) donnent

w Gj(s, 5) i S
(35) l1| - /] IU |: Gy (s, 5) *1Dexp ‘z log.:s : - ‘ sij==
el ‘

o _sxip) Hyts, sy . S
(36) [I | p* ,(,(p) - Hi(s, 5)esWexpl = logs II] st j==1.

Pour chaque j, les fonctions G;(s, 5)e*"1¢ et H;(s, 5) €% sont évidemment
holomorphes pour s appartenant a A, et z quelconque. De plus, la premiére est
dlfferentf? de zéro pour s appartgnant adget|z] =\

On arrive done au résultat suivant :

Pour chaque j satisfaisant & 1j-—h, il existe des fonctions G;(s, 5)
et 3;(s, 5) holomorphes pour s appartenant a A, et s quelconque, telles que,



SUR LA DISTRIBUTION DES ENTIERS AYANT CERTAINES PROPRIETES. 41

pour Rs >1 et s quelconque,

o - G (s, 5) st J#I,
O | ([T X
- P G (s, s)e‘P"SIOgs__I ’ sty
et B .
, - - #Kj(s, 3) St J oI,
38) t Y 71V #j . o
( H I PP—%ilp). . 98, (s, :)expl;log‘\_il] st f=i.

On a pour tout s appartenant i A,
Gi(s, 0)=aC;(s, 0) ==1.

De plus, G;(s, z) est différent de zéro pour s appartenant a A, et | z| = \/».
En prenant j =1 et 5=1 dans (37) et (38), on voit que, pour Rs >1,

o ‘ Z(s)
Gy (s, )= (s—1) (1—!—i_ f— ! —(s—1)
( l—_[ p"/) * !

Py [I(“L,%) ‘ Z(2s)

et

py bkl

[ AER 1):*:(.9—7771)]_.[ ! - :(.\‘~~—1)’;(.¢)[I(/1— ;)I_)

plk

Par suite.

61y P , v/ 1\ N
F1(1, 1 ::—411————— el (1,1 :l](l—f—- == -
CIORESE=1 § Py =2 )= 5
plk a3 :
De méme, en prenant j =1 et ==— 1 dans (37), on voit que, pour ®Rs >1,

1

Ga(s. — n:m.
Par suite,
/.,
Galr, - 1) == 0

3.3.1. Remarquons que. quel que soit j, on a pour s appartenant a A, et =
quelconque
9,(s, 3) = CVT/(:?’__‘-_'L'
Gi(s, — 1)
En effet,
Gj(s, s —1) e — Gj(s, 5 —1)els=Nr

m - G/‘(S, ‘I)e""/‘(-‘"

[’C/‘(S. 5)=—

3.3.2. En raison de I'holomorphie des fonctions &, (s, 5) et 3¢,(s, 5), on a
pour s appartenant a A, et 5 quelconque

N R
G (s, =) :ZA/«./(S)S’
j—=0
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. [. S0
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+»

5, (s, 3) :2 By ;(s)5/,
j=0
ou les fonctions A, ;(s) et les fonctions B, ;(s) sont holomorphes dans 4.
De méme, G, (s, — z) ne s’annulant pas pour s appartenanta A, et | 5| < /2, la

[e
1

ilA,,w'.t{s|<\,<),

fonction - ost holomorphe pour ces valeurs, et Pona pour sappartenant

LP1(97 - PAZ(J/ /( >\/,

j==0

ou les fonctions G, ;(s) sont holomorphes dans A,.
Comme G, (s, 0) =3¢, (s, o) =1, 0n adans A,

\/.“O(S) == BA-.o(-") == C/.:n(3> =1.

3.4. Si|z|1, le lemme 3 montre, en prenant g(n)=3z""", h(n)=ry,(n)
et E égal a l'ensemble P de tous les nombres premiers, que, pour chaque
caractére 7, on a pour Rs >1

]—I syi(p) _\ z0w) X/(Il.)'
i ()| - ns

En tenant compte de la formule (38), ceci donne

‘Jt(,») sijor,

e n' ( (s, 3)exp

\‘ :_(u(u) '/,/'(”) -

So—=1

S IOg : I sl '/‘ =1,

Si L est un entier quelconque premier avec £, on déduit de la

gs»+1|+z ([)JL i(8, 3),

h
o I X/(”) | ~ ~
Z { 2‘ (= 3 (s, 5)exp B lo

- xi(d) n’
ou
~ F(L)(II‘ ; 1 L
h 2‘ - =8 (s, ‘)exp[ logxhll]—i—z‘mﬂej(s, 3).
n={(mod A\ - > ’

On arrive donc au résultat suivant :

l étant un entier quelconque premier avec k, il existe une fonction B (s, 3)
holomorphe pour s appartenant a A, et s quelconque, telle que, pour Rs>1
et|s| L1,

. ;(:)(m 1 ” . i
(39) E T...A/I»JL.(&, 5) exp
n=1{(mod k'

s log

.
— J—i— @8, 3).
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3.4.1. La formule (3g) permet d’établir, en raisonnant exactement comme
au paragraphe 2. 1.1, le théoréme suivant :
TukorkMe 11. — [ étant un entier quelconque premier avec k, q un entier quel-

conque >1 et r un entier quelconque, le nombre des n au plus égaux a x tels que

n=1[ (modk) et o(n)=r (modgq)

L. . ..
est équivalent pour x infini q Ty

3.4.2. En identifiant les développements suivant les puissances de z des
deux membres de la formule (39), on voit que, quel que soit l premier avec k et
quel que soit -1, on a pour Rs > 1

T .
y ' L 1N Bei(s) LN,
(4o) 2‘ n' e (f— ) logx — X bt (),
n=1I(mod k) J=0
o (n)—q

avec by, ,(s) holomorphe dans A,.
Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

TutoriMe 12. — [ étant un entier quelconque premier avec k et q un entier quel-
conque -1, le nombre des n au plus égaux a x tels que

n=1{ (modh) el w(n)=gq

est équivalent pour x infini a
1 x(loglogax)i—

h (g —1)!loga )

3.5. Si|z|1, le lemme 2 montre, en prenant h(n)= "y (n) et E égal
a I'ensemble P de tous les nombres premiers, que, pour chaque caractére v,
on a pour Rs >1

1— N 2y (n)
: syi(p) - n?

r
Mais, en remplacant = par — = dans (37), on obtient

. Gji(s, — ) sl j7=1,
sup) ]
n[l__'ll?——]— Gi(s, — ) exp

Comme G ;(s. —3)5%£0 pour |z|<_1, on voit que, pour Rs >1 et |z|1.

§—1

— s log ! ] s j=1.

1
3 o )5
n* - 1

gl('g) - :)

st j=u,

§—1I

exp[zlog ! ] sl j=1.
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Si L est un entier quelconque premier avec £, on déduit de I

1A
1 (N sy (m) 1 i L] o 1 1
Zyj(l) % 2 n® {7 Gi(s, -~ 3) exp h log.“_] l‘*"z (D) Gi(s, —=)

j o

s log ! +E—[- .
) S ~ i) Gls, - 3)
j>

ou
d!z(ll) 1

v s
h Z PN r— exp

n={mod £

On arrive done au résultat suivant :

[ étant un entier quelconque premier avec k. il existe une fonction C;. (s, 3) holo-
morphe pour s appartenant @ A, et |5|< /2, telle que, pour Rs>1 et|z| =1,

-‘Q(m i I B
A i B
(41) Z nt o hgi(s, —3) P

n=l(modk :

1

slog ; |+(‘Z/.._/(s:).

S -

3.5.1. La formule (41) permet d’établir, en raisonnant exactement comme
au paragraphe 2. 4.1, le théoréme suivant :

TakorkME |3. — [ étant un entier quelconque premier avec k, q un entier quel-
conque > 1 et r un entier quelconque, le nombre des n au plus égaux a x tels que
n=1 (modl) et Q(n)=r (modyg)

est équivalent pour x infini & -~ (**)
: 7y P “kqg

3.5.2. En identifiant les développements suivant les puissances de z des
deux membres de la formule (41), on voit que, quel que soit | premier avec k et
quel que soit q>~1, on a pour Rs >1

7

~ I rag G i(s) 1o\
(42 N L= A (lo'r (8
12) b ¥ /u)—i((/—-])f TS kit (8
n=Ilmodk) jo 0

Q(H)—:l/

avec ¢, ,(s) holomorphe dans A,.
Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

TuroriMe 14. — [ étant un entier quelconque premier avec k et q un entier quel-
conque >~ 1, le nombre des n au plus égaux a x tels que

n=1{ (modk) et Q(n)=gq

est équivalent pour x infini a
1 z(logloga)r—!
h (q—1)!logx

(1%) Le cas particulier de cc théoréme correspondant & ¢ =2 se trouve dans Lanoav, Handbuch
(Bd 2, p. 630).
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3.0. Si |5| 1, le lemme 1 montre, en prenant g(n)=z""y;(n) et E égal
a I'ensemble P de tous les nombres premiers, que, pour chaque caractére v ;, on

apour Rs >1
[[[1 + ;—x’.(p)]::z,ﬁ———w(n) £,
| P 0 n*
ne
En tenant compte de la formule (37), ceci donne

\ ~0(n) X/(’l) B “-;/,‘(S, z) s1 //L I,
-

n* D (o - -
neQ [*2) (s, 3) exp

"100' ! si J==1
i ey st =1

St L est un entier quelconque premier avec &, on déduit de la

h

‘1 N E i)y exnl = loo N'
HZ/(/)EZ n §__(Zj”'('q7 ~>e>~P ~ lObSMIV_F‘ZX/(l) ‘2”/(37 *’)’
j=1 neqQ j>1

ou

1

:u)(n} ‘ 1 — )
h Z pe =g (s, 5)exp [; log ]—4—}_’ —G (s, ).
j>1

§—1 <0 ()

n={{modk)

neQ
On arrive donc au résultat suivant :

[ étant un entier quelconque premier avec k, il existe une fonction ;. (s, z)

holomorphe pour s appartenant a A, et s quelconque, telle que, pour Rs>1
et|z| <1, )

. .y ;wm) 1 S l 1 a
—_— T S, 5)ex 510 Ar1(S, 3).
(43) D = G5 s) explalog —— |4 Qs 3)
n={{mod k)
neQ

Notons en passant que le théoréme de lkehara permet de déduire de la for-
mule obtenue en faisant s =1 dans (43) que le nombre des entiers au plus
égaux a x qui ne sont divisibles par aucun carré et satisfont a

n=1{ (modk)

est équivalent pour x infini &

S

I
ok 1 — —
) 7

3.6.1. La formule (43) permet d’établir, en raisonnant comme au para-
graphe 2.4.1, le théoréme suivant :

Tukoreme 15. — [ étant un entier quelconque premier avec k, ¢ un entier
quelconque ~>1 et r un entier quelconque, le nombre des n au plus égaux a x qui
ne sont divisibles par aucun carré et satisfont a

n={ (modh) el w(n) =r (modyg)
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est équivalent pour x infini d
oo

o =17

ik 1= —
p2
3.6.2. En identifiant les développements suivant les puissances de s des
deux membres de la formule (43), on voit que, quel que soit | premier acec k et
quel que soit ¢ > 1, on a pour Rs >1

q

N 1 10 Agj(s) 1 N\
i Ev—"“ - lo ) -y s
(44) nt h (g—N! gs——l k,4,q(8),
=! 1k) =0 /
"m(r(zl)n:-(i(q /
neqQ

avec a;. ;. ,(5) holomorphe dans A,.
Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

TutoriMe 16. — [ étant un entier quelconque premier avec k et g un entier quel-
conque >>1, le nombre des n au plus égaux a x qui sont le produit de q nombres
premiers différents et satisfont a

n=1{ (mod#i)
est équivalent pour x infini a
1 x(logloga)i—
h (qg—1)!logx

©

3.7. En comparant les théorémes 12, 14 et 16, on constate, ici encore, que,
si (k, {)=1, les n qui ne sont pas « quadratfrei » apportent une contribution
négligeable dans le décompte des n au plus égaux a et satisfaisant a

n=1 (mod#k)

tels que w(n)=gq ou que Q(n)=ygy.
1l est possible, dans les deux cas, d’évaluer cette contribution.

3.7.1. En retranchantla formule (44) de laformule (40), on obtient, compte
tenu de ce que A, ,(s) =B, ,(s) =1,

(/ .
N 1o Bi i (s) — Az i (8) /[ 1 N\
(45) Z ;:EZ kj (’I'f)L!I( ) (logs#]) 4 b 1,0(8) — et 1,4(5).
n=1[(modk) j=1 k A
W (n)=q

n€&Q

Il est facile de voir que

Brot (1) — Ap (1) = Y,

P Xk

1 .
—_— X 0.
pp—1)° !

(1) Le cas particulier de ce théoréme correspondant a ¢ = » se trouve dans Lanvav, Handbuch
(Bd 2, p. 637). ’
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En effet, B, (s) est la valeur pour z =0 e

0 OG5 )
Eﬁﬁ,(.\‘, 3) = a?[ G5 — 1) ]a
() o
;(gn(-"y )
done la valeur pour s =—1 de W———

J
-G (8, 3) )
- 5= puisque

, J .
Ay 1 (s) est la valeur pour z=o0 de 32 918 5), done de RO

Gi(s,0)=r1.
Or la formule (37) donne

G (8. 3)==exp w,:logsil IH<[+/::_\)

On en déduit que, pour Rs > 1 et z différent de tous les nombres — p*, ou p
ne divise pas £,

.
EEE“{S>:)

i Q 1
s loe 4 Z -
g (8, 3) gs——l pit+s
p Ak
Les valeurs pour 3=o el z=—1 sont
I 1 1 Q 1
— log —+ 2 — et —log —+ —_—
s —1 A s—1 pi—1
o Xk Xk

Par suite, pour Rs > 1,

Bia(8) — Apa () =Y, ————-
a— s s —
= P (p—)

T

T

La série représentant une fonction holomorphe pour ®s > %7 et en parti-
culier dans A, I'égalité a lieu partout dans A, notamment pour s =1.

Ceci ¢tant, si ¢ >~ 2, le théoréme b permet de déduire de la formule (45) une
expression équivalente pour x infini au nombre des n au plus égaux a @, satis-
faisant &

n=1{ (modh) el w(n)=q
el n’appartenant pas a Q.

On a ainsi le théoréme suivant :

TurorkMe 17. — [ étant un entier quelconque premicr avec k et q un entier
quelconque >~ 2, le nombre des n au plus égaux a x qui satisfont a

n=1{ (modh) et w(n)=q

et ne sont pas « quadratfrei », est équivalent pour x infini d

x (logloga)i-2 . 1 1
k (q"_ 2")"!'10—"g1:') ou SI;——- Z EL[) ( p— I) :
p Xk
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3.7.2. En retranchant la formule (44) de la formule (42), on obtient

7
. Cri(s)— A ;(8) /. . 7—J )
(46) 2 5—::/_112 %, (5) /u,l('s)(logsil> —l—ck,l,q(s)—-ak,l,q(s).
j=0

)1
qg—7)! .
n=1(mod k) ( 7 ,) :
Qn)=q

ne&Q

)'/ disparait du fait que

1

Ici encore le terme en (logs

A/\:o(.ﬂ‘) prnad (l,(.,l,(s) ==1.

N / 1\ . .
Il'en est de méme du terme en (Iogg__l) - En effet, C; () est la valeur

pour z=o de

i[ I ],,_ ds
0z Gi(s, —3) | Ga(s, —5)°
soit %S‘f—'(s, 0), et A, ,(s) a la méme valeur.

La formule (46) se réduit done, pour ¢ =~ 2,

"
, O 1 1 N0 Gy j(8) —Ag i (8) [ 1 \7
(47) > = ,lz =7 (\10{;3__1) + Chtq(8) — @ht,q(8)-
n =l (mod k) jo=2
(n)=q
n&Q

Cy, 2 (s) est la moitié de la valeur pour z=o de

il I S PR S TR T
052[9!(5’ *5)]- Gi(s, —3)* 0z* (5 = 2) =+ Gi(s, —5) Os (8= =)

soit
102 g 991,
=5 e (5 0) 52 0
D’autre part,
J*G
Aals) = = SZ (s, 0).
Done
, )G, J*g
Cro(s) — Ara(s)= ia%- (s, 0)*— —J:JTI (s, 0),
0 Ol
| 29,5

ds
567 )

Mais, d’aprés le calcul fait plus haut, on a pour Rs > 1 et s dittérent de tous
les nombres — p*, ou p ne divise pas £,

ce qui est la valeur pour s =o de 50;1 —

()?;1 ks 4',-)

ds » = I < 1

—— i | o )
G (s, 3) o8 s -1 Zps—q—:

pxk
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d’ou
dg] . _
PEYE (s, ")l__ - 1 .
Js Gi(s, 3) —/»./d/ (P =+ 3)?

Finalement, on trouve que, pour ®s >1,

1

CL (s) — Asa(s) = —_

28

pxk
L, . , \ . 1
La série représentant une fonction holomorphe pour Rs>> - donc dans 4y,
I’égalité a lieu partout dans A;. En particulier,
I
Crs .Y .—i\" —
k2 (1) k(1) i
17245
Ceci étant, si g == 3, le théoréme b permet de déduire de la formule (47) une
expression ¢quivalente pour & infini au nombre des n au plus égaux a @ satis-
faisant a
n=10 (modh) et QL(n)=yq,
et n"appartenant pas a Q.
On a ainsi le théoréme suivant :
TukoriMe 18. — [ étant un entier quelconque premier avec k, et q un entier =3,

le nombre des n au plus égaux a x qui satisfont a

n=1{ (modh) cl Qn)y—=yq

et ne sont pas « quadratfrei », est équivalent pour x infini

., x(loglogx)r— L I\ 1
e LN = —
S’ ou S 2‘1)2

)k

3.8. On peut aussi évaluer le nombre des » au plus égaux a ., satisfaisant i

n=1{ (modk)

et pour lesquels w(n) et Q(n) ont tous deux des valeurs données.
En effet, si ju| =1 et |¢| 1, le lemme 3 montre, en prenant

g(n) = u®wn, () = VQ"" (1)

et K ¢égal a 'ensemble P de tous les nombres premiers, que, pour chaque
caractére y;, on a pour Rs >1

n) 840 o )
/8 uv,(,(p) 3 O ARl (g
(%) Il | (];) Z

Introduisons la fonction & (s, 5, z") définic pour s appartenant a Ay, |3/ <2
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. . 7
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et z quelconque, par

.‘I/(S,.:,;/):{H{I—'—————;X"(P) 'exp[ L) ];

L= (p) =)

NN 7 (P)? o
e S i RS

ou r;(s) est la fonction introduite au paragraphe 3. .
On voit aisément que F;(s, z, 5') est holomorphe pour s appartenant a A,
|5'| < /2 et 5 quelconque, et que, pour Rs >1, |5/|< /2 et 5 quelconque,

) , Fi(s,5,3) sl JZ£1,
].._[ [I+ ;X](P) J: 7 - ./¢
i N P — 5 yi(p) F,(s, 5, 5')exp L:logsli si j=1.
La formule (48) montre alors que, si |uz|="1 et |¢| =1, on a pour Rs >1

V u®n) pQn) 2 () s Fi(s, uv, V) » si '/~7£ i,
'—J__—n?_—_“igl(& uy, V)exp[uvlogsil] § 1.

Si [ est un entier quelconque premier avec £, on déduit de la

, w®n) pQn) 1 ) - 1 IN
(49) 2 —T_hﬁ,(s, up, v) exp uvlogs__I —I—hzx—/(l)d‘,(s, uv, ¥).
j>1

n=I(modkj

On a pour s appartenant a A, | 5'| < /2 et s quelconque,

Fi(s, 50 5) = fujy (8) 737
7'

ou les fonctions f; ; ;(s) sont holomorphes dans A,.
De méme,
1 2 1 _ , ~ A
- —F (8, 5, 3 ):z ki (8) &/ 57y
/L,X/'(l)],, ‘<P1/
> I
ou les fonctions ¢, ; +(s) sont holomorphes dans A,.
D’ailleurs, quel que soit g1, on a

fk,o,c/ (5) = Q&,L,0,9 (3) == 0,

puisque, pour chaque j, F;(s, 0, 5') =1.

q et r étant des entiers 1, en égalant les cocflicients de w’¢'" dans les
développements suivant les puissances de « et ¢ des deux membres de (49), on
obtient, compte tenu de ce que /. ,,.(s) =0,

l/ .
- 11N Jfeir(s) L N
(H0) Z e z (7— 1 log P “+ Or g (8)-
n=1(mod k) j=1 o
o (n)=q

Qmy=q-+r
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. - —1 ‘ - »
Pour calculer le coefficient de (\logs—i—;y » notons que 2//:,”(3) 3" est la
r=0
d
0 —F (s, 5,3
. - Y (¢ = = ~ .

valeur pour s =o de Iz F,(s, 5 3, donc de o)

Or, d’aprés ce que L'on a vu plus haut, on a, pour ®Rs >1, [3'|< /2 et 3

1 'I | 3 )
| H[I+p‘~Z’]

F,(s, 3, z’):exp[—;log‘gwl

quelconque,

Done, pour Rs >1, |5'|< /2 et z différent de tous les nombres —(p'— '),

ou p ne divise pas £,
J _ )
&3“(3’ 5, 3) ; .
=— — lge —+ E e
pi—3+z

-~

:?I (57 2y *‘I)

Par suite, pour Rs >1 et |3'| < /2,

-

%l VI . I 2 I .
,}_Jfk,ur(s)* - JOgs_[ -+ p—3

PXk

r=0

On en déduit que, si 7> 1, on a pour Rs > 1
. , N\ I

jk,.,,.(s):-:z — T
1343

Par suite de I'holomorphie des deux membres, I'égalité a lieu partout dans A,

1

frar =Y ok
pxk

et, en particulier,

Ceci étant, si ¢ >1, la formule (50) permet d’appliquer le théoréme b.

On obtient ainsi le résultat suivant :
TaroriME 19. — [ étant un entier quelconqué premier avec k, q un entier > o.

et r un entier >-1, le nombre des n au plus égaux a x tels que
w(n)=yg et Q(r)y=q+r,

n=1!{ (mod*k),

est équivalent pour x infini d
z(loglogx)r—: - 1wyl
5 Y5 o S ,= A 2 ——

St
b g —2) oga '
pXk

3.9. La formule (49) permet aussi d’établir. par application du théoréme a,

le résultat suivant :
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TrioriMe 20. —  Soient | un entier premier avec k, q et q' deux entiers >1
et r et r' deux entiers quelconques.
Le nombre des n au plus égaux a x tels que

n=1{ (modh), w(n)=r (modg) et Q(n)=r (modq),

est équivalent pour x infini d

x
Ty
Al

kqq

3.10. Dans tout ce qui précéde, nous avons toujours considéré un entier /
premier avec 4. Il est intéressant d’examiner ce qui se passe si 'on supprime
cette hypothése.

Si I'on désigne par d le plus grand commun diviseur de £ et /, on peut écrire

k—=dk et l=dl,
ou £ et I’ sont premiers entre eux.

On voit alors immédiatement que, pour que I'on ait

n=10 (modh),
il faut et 1l suffit que n soit de la forme dn', avec
w'=10 (mod/k).

3.10.1. On voit ainsi immédiatement que le théoréme 13 reste vrai sans
Uhypothése que 1 est premier avec k.

En effet, le nombre des n aux plus égaux a x et satisfaisant i

n=1_ (modhk) et Q(n)=r (modg)
. o N . X
est égal au nombre des " au plus égaux a7 et tels que
n'=10 (modk") et Q(n'y=r—Q(d) (modg).

Il est donc équivalent, d’apres ce qui a été établi pour le cas ou (4, 1) =1, a

X1 . pa

dllqg kg
3.10.2. On voit de méme que le théoréme 14 se généralise par le suivant :
TrtoriMe 14'. — [ étant un entier quelconque, d le plus grand commun divr-
seur de ket l, et q un entier quelconque >~1, le nombre des n au plus égaux a x

tels que
n=10 (modk) et Q(n)y=Q(d)+y¢

est équivalent pour x infini

1 -1 ) az(loglogx)r! sk
k Il ] 1} (q—1) logx o r=
p/k - .

p
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3.10.3. Pour voir ce que deviennent les autres théorémes, il faut traiter
d’abord, comme nous allons I'indiquer rapidement, certains problémes auxi-
liaires correspondant encore au cas ou (k, {)=1.

Soient donc py, ps. ..., pu, m nombres premiers fixés, ne divisant pas £, et
désignons par P, 'ensemble de tous les autres nombres premiers, par w,(n) le
nombre des diviseurs premiers de » appartenant a P,, et par Q, 'ensemble des
entiers « quadratfei » qui ne sont divisibles par aucun des nombres p,, p., ..., pp.

Si|s|<1, le lemme 3 montre, en prenant g(n) =2z"", h(n)=y;(n) et E
égal al’ensemble P de tous les nombres premiers, que, pour chaque caractére y ;,
on a pour Rs >1

~Wy(7) oy, - ,,u),(;
i) [ e (p>]
—_— L — 4 — A
Z n’ [] Iz
_ _sxip) ] )
B l] . x;(p; {I][ P2, }
N Pr
De méme, le lemme 1 montre, en prenant g(n)=2s""y;(n) et E égal a
I'ensemble P,, que, pour chaque caractére y;, on a pour Rs >1

Z"’""alcsxn H[ ~x/(p)J

n€EQ PEP;

On peut évaluer les produits infinis

| o T2

pPEP; PEP,
en appliquant le lemme 4, avec f(n) =1y;(n) et E=P,, et raisonnant comme

aux paragraphes 3.2, 3.2.1 et 3.3.
On arrive ainsi finalement aux résultat suivants :

Pour chaque j satisfaisant d 1 = j = h, il existe des fonctions G (s, 5) et I (s, z)

holomorphes pour s appartenant @ A, et s quelconque, telles que, pour Rs™>1
et|z| 1,

(51) Z oMy (n) (5 2) . W IFEL
A = 1 .
=, n { G (s, 5)exp [ZlOgs—~1J si j=1
et
oy oy [0 e
ns | %5 (s, 5) exp [; logs IJ si j=1.

Pour chaque j, on a pour tout s appartenant a A,

G o =1 e 8, 0)_1]

r=1 1—

X/(Pr).
Py
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De plus, G (s, 5) est différent de zéro pour s appartenant a A et | 3|2 V2. Ona,
d autre part,
G [
g1 =S| —— ; 1

pik V-t j=1 l—i“—"
Pl i

ct
. h
ﬂﬁﬂ(l,l)zz

Des formules (51) et (52) on déduit ensuite que, si / est premier avec £,
on a pour Rs >1

, -~ :(m‘n) o 1 .o '- N - “]_ V
(53) Y =g e _‘lobs~;_] T -y, (1) gi(s, 5)
n=!{(nod k) j>1
n€Q
et
x S . 1 1 ‘1
(04) z —-;s-—-__;;ilﬁ(s, z)expl@logs‘l]—i— (l)JC (S, .o)
n=[(mod k)

La formule (54) permet d’établir les résultats suivants :

a. 1 étant un entier quelconque premier avec k, q un entier quelconque 1, et r
un entier quelconque, le nombre des n au plus égaux a x tels que

n=1{ (modk) et wi(ry=r (modg)
L. . L
est équivalent pour x infini d '

b. [ étant un entier quelconque premier avec k et q un entier quelconque >>1, le
nombre des n au plus égaux a x tels que

n={( (modk) et w(n)=q

est équivalent pour x infini a

I 1 _z(loglogz)i—t
,I—_—Il—--l— (g —1) ogz

Pi
De méme, la formule (53) permet d’établir les résultats suivants :

c. l étant un entier quelconque premier avec k, q un entier quelconque >>1, et r
un enticr quelconque, le nombre des n au plus égaux a x qui sont « quadratfrei »,
ne sont divisibles par aucun des nombres premiers p,, p,, ..., pm, €t satisfont &

n=10 (modk) et w(n)=r (modg),
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est équivalent pour x infini a
m
t 6 l'-l 1 l [l 1 la’
o LA 1 L B 1{y

1 — P e —
ret P,‘ = Pi

d. létant un entier quelconque premier avec k et q un entier quelconque 1, le
nombre des n au plus égaux a x qui sont « quadratfrei », ne sont divisibles par
aucun des nombres premiers py, p.. . .., pn €t satisfont a

n=/, (modk) et w(n)=yq,

est équivalent pour x infini
1 z(logloga)r—!
I (q—1)!loga

3.10.4. Le résultat a permet de montrer que le théoréme 11 reste vrai sans
Uhypothése que l est premier avec k, le résultat b de généraliser le théoréme 12
par le suivant :

TrkoriMe 12'. — [ étant un entier quelconque, d le plus grand commun divi-
seur de k et l, et q un entier quelconque >x1, le nombre des n au plus égaux a x
tels que

n=1[0 (modk) et w(n)=u(d)+q

est équivalent poux x infini d
1 x(loglogx)r—!
h (q—1)!lloga

Pour obtenir ces deux résultats, il suffit de tenir compte de ce qui a été dit
au paragraphe 3. 10 et d’observer que, sil'on a
n=dn/, avec n'=! (modk'),
on a

w(n)=o,(n)+ o(d),

ol w,(n") est le nombre des diviseurs premiers de ' autres que les nombres
premiers qui divisent d mais pas &' (*7).

3.10.5. De méme, les résultats ¢ et d permettent d’établir les théorémes
suivants, ou le plus grand commun diviseur d de k et I est maintenant supposé

«quadratfrei» (**) et ' = i:l :

TrEoREME 15'. — ¢ étant un entier quelconque ~>1 et r un entier quelconque, le

(17) I faut observer qu’aucun diviseur premier de 4’ ne peut diviser »’.
(18) Il est clair que, si & était divisible par un carré, il en serait de méme de tout » satisfaisant
A n=1(mod k).
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nombre des n au plus égaux a x qui sont « quadratfrei » et satisfont a
n=I[{ (modk) et w(n)=r (mody)
est équivalent pour x infini a
ST
72 1 1 kq

S e he 1— —
P/ P p! )

TutoriME 16'. — ¢ étant un entier quelconque ™1, le nombre des n au plus
égaux a x qui sont le produit de «(d)—~+ q nombres premiers différents et satis-
font a

n=1[{ (modh)

est équivalent pour x infini a

' x (loglog#)r—
T | sleser
v

Pour obtenir ces deux théorémes, il suffit de tenir compte de ce qui a été dit
au paragraphe 3. 1o et d’observer que, si-l'on a n=dn’, n est « quadratfrei » si,
et seulement si, »’ est «quadratfrei» et n’est divisible par aucun diviseur
premier de d, et I'on a dans ce cas

w((n)=o(d)+wo(n).

3.10.0. Nous laissons au lecteur le soin de voir comment on peut généraliser
les théorémes 17 et 18.

Pour généraliser les théorémes 19 et 20, il faut d’abord établir des théorémes
analogues, ou w(n) est remplacé par un w, (n) ayant la méme signification qu’au
paragraphe 3.10.3. On y arrive par des raisonnements semblables a4 ceux
utilisés pour les théorémes initiaux. .

On trouve en particulier que le théoréme 20 reste vrai sans U hypothése quel est
premier avec k.

h. — Entiers assujettis a des conditions faisant intervenir
des ensembles de nombres premiers.

4.1. Nous dirons qu'un ensemble E de nombres premiers est régulier s'il existe
un nombre positif ou nul o et une fonction r(s) holomorphe pour Rs>x 1, tels que,
pour Rs>>1,

o 1 1
(35) Zﬁ_alogs_l + r(s).
PEE
En particulier, d’aprés ce qui a été vu au paragraphe 2.2, I'ensemble P de
tous les nombres premiers est régulier, « étant dans ce cas égal a 1.
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Il en est évidemment de méme de tout ensemble fini, o étant aloes nul et r(s)
¢tant alors une fonction entiére.
Si o est > o0, (55) entraine, d’aprés le théoréme b, que le nombre des nombres

a

de E au plus égaux a a est équivalent pour @ infini a o =
o) logx

exprimer en disant que K est de densité « par rapport a I'ensemble de tous les
nombres premiers (*?).

Si o =o et si En’est pas fini, d’aprés un théoréme bien connu de Landau,
(55) entraine que l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet

s ce que on peut

Y I

il p°
PEE
soit inférieure & 1.

Alors, si ¢ est un nombre inférieur 4 1 mais supérieur a cette abscisse de
convergence, le nombre des nombres de E au plus égaux a x croit moins vite
que 2%, et E est donc de densité nulle par rapport & I'ensemble de tous les
nombres premiers.

On voit donc que, toutes les fois que 'on a (55) pour un ensemble E de
nombres premiers, cet ensemble est de densité « par rapport a I'ensemble de
tous les nombres premiers.

Nous dirons donc que E est un ensemble régulier de densité .

Naturellement on a toujours o 1.

4.1.1. D'apreés ce qui a été vu au paragraphe 3.2.1, si k est un entier quel-
conque >1 et | un entier quelconque premier avec k, U'ensemble des nombres
premiers p satisfaisant

p=1{ (modk)

est un ensemble régulier de densité %, ot h est le nombre des entiers positifs infé-

rieurs a k et premiers avec k.

4.1.2. E étant un ensemble infini de nombres premiers, s’il existe un nombre
positif ¢ inférieur a 1 tel que la série

2

PEE

sott convergente, B est un ensemble régulier de densité o, puisque la série de

(1%) A et B étant deux ensembles de nombres entiers positifs et A étant contenu dans B, on peut
dire que A a une densité < par rapport a B si, quand « tend vers 4, le rapport du nombre des
nombres de A au plus égaux a x a celui-des nombres de B au plus égaux a x tend vers d.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 1. 8
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Dirichletzl% est convergente pour Rs > ¢ et représente une fonction holo-
PEE
morphe dans ce demi-plan (*°).

4d.1.30 1 est claiv que, st B, E,, ..., E, sont des ensembles réguliers de
nombres premiers, de densités respectives o, %, . . ., %, et sans éléments communs
deux a deux, l’ensemble réunion de E,, E,, .. .. K, est un ensemble régulier de

densité o, ay . . .+ a,. _
En particulier, si k est un entier >1 et sil,, ly, ..., . sont des entiers premiers
avec k et non congrus deux a deux modulo k, ’ensemble des nombres premiers p
tels que
p=/{; (modk)  pour un desl;

r

h
h1.1.4. StE, et B, sont deux ensembles réguliers de nombres premiers, de den-
sités respectives o, et a,, E, étant contenu dans E,, il est clair que E, — E, est un
ensemble régulier de densité o, — a,.

est un ensemble régulier de densité 7, ot h a la méme signification que plus haut.

4.1.5. Tl résulte de ce qui précéde que, si E est un ensemble de nombres pre-
miers régulier et de densité o et si on lui ajoute ou lut enléve un ensemble B, fini ou

tel que la série
1
2

P EE,

soit convergente pour un o inférieur a 1, l’ensemble obtenu est encore régulier et
de densité o.

4.2. SiE est un ensemble quelconque de nombres premiers, en appliquant
le lemme 4, avec f(p) =1, on voit qu’il existe deux fonctions G(s, z) et H,(s, 2)

holomorphes pour ®Rs > é et z quelconque, satisfaisant a
Gg(s, 0) =Hy (s, 0) =1,

et telles que 'on ait pour Rs > 1 et z quelconque

(56) l][wﬁ]:GE(*:)e"P{zZ#}

PEE PEE

(2°) Par conséquent, d’aprés ce que l'on a vu plus haut, pour un ensemble infini E de nombres
premiers, I’existence d’un ;> o et < 1 tel que la série

21 I
]7?
PEE

soit convergente est une condition nécessaire et suffisante pour que E soit régulier de densité o.
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et
. ‘m i s ) . S
(3/) lI[I—!-];'————I|_HE(S’ JexP:”z‘;}‘z'
PEE reEL )
On a dailleurs
(‘IE(S, S--1)

Hy(s, 3) =
1S 3) Gy (s, - 1)

et Gy (s, =) est différent de zéro pour Rs > = et || = /2.

Si E est un ensemble régulier de densité o, les formules (36) et (57) donnent
en tenant compte de (55)

[[I |+% l:Gr;(:s, s)exp|sr(s)]exp

pEK -

) 1
oz log
) §—1

=

Si D, est un domaine contenant le demi-plan fermé Rs>x~1, contenu dans le

et

H [1 +F*i——1 _| = Hy (s, 5)exp[sr(s)] exp -

PEE

oz log
s

demi-plan ouvert ®s > é, et dans lequel r(s) est holomorphe, les fonc-
tions G, (s, s) exp[zr(s)] et Hy(s, z) exp[s7r(s)]sont holomorphes pour sappar-
tenant a D, et = quelconque. De plus, la premiére est différente de zéro pour s
appartenant a Dy et [ 5| /2.

On arrive donc au résultat suivant :

A tout ensemble E de nombres premiers régulier et de densité o, correspondent
deux fonctions G(s, ) et 3y(s, 5) holomorphes pour s appartenant ¢ un certain
domaine Dy contenant le demi-plan ferme Rs>>1 et 5 quelconque, telles que,
pour Rs >1 et 5 quelconque,

. s | o TN .
(58) H[I—\—F]_g,i(s,ﬁ.)exp[oulobs_lml
PEE
et
- 5 . - i 1 "
(99) H[I—FPS_I]__JCE(S, d)exp[a~logs_l |
pEE .

On a, pour tout s appartenant a D,,

Gr(s, 0) =3y (s, 0) =1.
De plus, on a Gy(s, 5) 5% o pour s appartenant @ Dyet | 5| = /2.
4.2.1. On voit que, pour s appartenant a D et 3 quelconque

Gu(s, s —1)

(5, ) = L=
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En effet,

My (8, 5) = M exp|lzr(s)]=

Gi(s, 5 —1)exp[ (s —1)r(s) ].
GE(S. - I)

Gi(s, —r1)exp[— r(s)]

Il résulte de la que U'on a

1
6o Wy (1, 1) = —
(60) el D= oo
4.2.2. En raison de ’holomorphie des fonctions G,(s, z) et #¢,(s, z) on a
pour s appartenant a D, et s quelconque

Gu(s, 3) = X A(s) =
1=0

et

+ %

9 (s, 3) :ZB,;.,-(S):./,

j=0
ou les fonctions A, ;(s) et les fonctions B, ;(s) sont holomorphes dans D,.

De méme, la fonction est holomorphe pour s appartenant a D,

I
B Gu(s, —=)
et|s|< /2 et I'on a pour ces valeurs

ou les fonctions C, ;(s) sont holomorphes dans D,..
Comme G, (s, 0)=#,(s,0)=1, on a dans D,

Ago(s) = Br:,o(S) = Cm(s) =1.

4.2.3. 1l résulte immédiatement des formules (58) et (59) que, si E et E/
sont deux ensembles réguliers de nombres premiers sans éléments communs,
on a pour R s >1 et z quelconque, et par suite pour = quelconque et s appar-
tenant a la composante connexe de D,ND,, qui contient le demi-plan Rs>1,

Grur (8, 3) = Gu(s, 3) G (s, 3)
et

Woypr (8, 5) == Ky (s, 5) Ky (s, 3),
de sorte que

(61) Grur (1, 1) = G (1, 1) Gy (1, 1)
et
(62) Hyye (1, 1) == 38 (1, 1)y (1, 1).

En particulier, si E est un ensemble régulier quelconque de nombres pre-
miers, on a

6
(63) Gu (1, 1) Gro(1, 1) = —

2
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et
(64) Fp (1, 1) Ip_yi (1, 1)==1,

puisque, en faisant E =P et z =1 dans les formules (58) et (59), on obtient
Gp(s, 1) = (s-l):—- et dp(s, 1) =(s—1)¢(s).

Notons qu’en tenant compte de (60) la formule (64) donne
(63) Gr(n, — 1) Gro(, —1) =1

4.3. Si |3 =1, le lemme 3 montre, en prenant g(n)=z"" et hi(n)=r1,
que, E étant un ensemble infini quelconque de nombres premiers, on a

pour Rs >1 |
1l +=|=3 =

nEeL ne 8K

En tenant compte de (59), on voit done que, st E est un ensemble infini de
nombres premiers régulier et de densité o, on a pour Rs >1 et |z| 1

1
— I :
4.3.1. En faisant s =1 dans la formule (66), on obtient

O 1 R ’ 1
Z ;l—S:{JLE(s,I)exp[a logs_

n€ 8K}

;w(n'
(66) 2 ., = 3y (s, :)exp[oz; logs

nv)
/LES[E]

p ] = Wy (S, 1) (s —1)77

Si a > o, on peut appliquer le théoréme «.
On obtient ainsi le théoréme suivant :

TutoriME 21. — Si K est un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité o positive, le nombre des entiers au plus égaux @ x dont tous les diviseurs pre-
miers appartiennent i E est équivalent pour x infini

X
(Togz) =’

Ky

ou Ky, est une constante dépendant de E (**).

(21) Le cas particulier de ce théoréme uou(\qpondant a i égal al’ensemble des nombres premiers p
satisfaisant a 'une des congruences

p==1; (modk) (J=1,2, ..o, 1),

ou k>1, (k, l;j) =1 cl sy (modk) pour j £ J', se trouve dans Lanvav, Handbuch (Bd 2, p. 668).



62 HUBERT DELANGE.

On a d’ailleurs

- _,__.JCE(I’ I) 29
I\E-—W (**)-

En tenant compte de (62), on en déduit que, si E et E' sont deux ensembles
réguliers de nombres premiers de densités positives « et o, et si E est contenu
dans E' et o' > a, on a
T(a)T (o' — )

= =T

Ky Ky
En tenant compte de (64), on voit que, si E est un ensemble régulier de
densité « positive et inférieure a 1, on a

sin T

( 67 ) Kpj Kp,,l.; =

4.3.2. Donnons-nous maintenant un entier ¢ > 1 et un entier » quelconque.
Posons, pour simplifier I'écriture, e 7 = .

En faisant dans (66) z = v*, avec k entier quelconque, et multipliant les deux
membres par y=*, on obtient

N OB o . . 1
D =y a(s, v4) exp | aytlog :

s§—1
ne€ 8]

On déduit de la que, pour Rs >,
q—1
1 I s . . I
2 = 7 >—J\"HI k30 (s, %) exp[ay‘ log . ] .

n€8[K] k=0
w (n)=r(modq)

En raisonnant comme au paragraphe 2.4.1 et appliquant le théoréme a, on
obtient le résultat suivant : '

Tutorime 22. — Si B est un ensemble de nombres premiers régulier et de densité o
positive, q étant un entier quelconque ~>1 et r un entier quelconque, le nombre
des n au plus égaux a x dont tous les diviseurs premiers appartiennent a E et qui
satisfont a

w(n)=r (modgq)
est équivalent pour x infini d
q (loga )=

(22) On peut montrer que

g = Dot lim {(mgw“ﬂ (‘“ 72) }

P
PEE
ou C est la constante d’Euler.
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4.3.3. En égalant les coefficients de 27 dans les développements suivant les
puissances de s des deux membres de la formule (66), on obtient

q X . .

<R < a7 I T—7

(68) 2 ;—Z———(q~,->zBE:f“)(“’%;_—l) '
ne§(E! j=o0

W (n)=q
Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

Tutoreme 23. — Si E est un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité o positive et si q est un entier quelconque > 1, le nombre des n au plus égaux
a x dont tous les diviseurs premiers appartiennent a E et qui satisfont a

w(n)=gq
est équivalent pour x infini d
a’  x(loglogz)i—t
(g—1)! logx

A.4. St|z| <1, le lemme 2 montre, en prenant A(n)= s, que, K étant
un ensemble infini quelconque de nombres premiers, on a pour Rs > 1

1 zQ(n)
I—=2 5

pPEE 1—1‘7; n€ 8K

Mais, si E est un ensemble régulier de densité «, on a, en remplacant =

par — s dans (58),

PEE

Done, si |z| =1 et Rs >1, on a, comme G, (s, —35)~o0,

I . I
H s (‘?IP](S, —_ 5) exP

per I — ]7\'

az log - ]

§—1I

On voit done que, st E est un ensemble infini de nombres premiers régulier et de
densité a, on a pour Rs >1et|z| L1

6 28n) 1 1 I
—_— = —————— €X as10g .
(69) Z ns Gr(s, —5) P °s—1
nESHE)
A.4.v. En raisonnant comme au paragraphe 2.{.1, on déduit de la le

résultat suivant :

TukoreMe 24. — St E est un ensemble de nombres premiers régulier et de
densité o positive, q étant un entier quelconque ~>1 et r un enticr quelconque, le
nombre des n au plus égaux a x dont tous les digiseurs premiers appartiennent i E
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et qui satisfont a
Q(n)=r (modgq)

est équivalent pour x infini d
K x

o Togay =

4.4.2. En égalant les coefficients de 37 dans les développements suivant les
puissances de z des deux membres de la formule (6g), on obtient

7 . . Ngj
o QR ~ ol / 1 el
70 \ —:2‘———-——6 S 10“‘ .
(70) i 28 (g—n! £ )(‘ o5 —1
nE & [K] j=0
Qn)y=¢q

Si e > o, on peut appliquer le théoréme b.
On obtient ainsi le résultat suivant :
TukoriMe 25. — St K est un ensemble de nombres premiers régulier et de

densité o positive et si q est un entier quelconque =1, le nombre des n au plus
égaux a x dont tous les diviseurs premiers appartiennent a K et qui satisfont

Qny=gq
est équivalent pour x infini

ar  x(logloga)i—
(g—1)! logx '

4.5. Si|z{=1, le lemme | montre, en prenant g(n)=s"", que, £ étant
un ensemble infini quelconque de nombres premiers, on a pour Rs >1

- / = -~ :w(n)

Heg)- 3 5
ps ns

PEE n€QNSE;

En tenant compte de (58), on voit donc que, st E est un ensemble infini de
nombres premiers régulier et de densité o, on a pour Rs >1 et | 5|1

N ) ) 1
(71) 2‘ — :g/ﬁ(s,z)exp[a:logs~lvl»

nEQNSIE]

4.5.1. En faisant 3 =1 dans la formule (1), on obtient

~ I . N L1 N B
}.J s 9l l)exptaloés_l]——%m(s» 1) (s — 1)~ %
n€QNSik]

Si 2> o0, on peut appliquer le théoréme «.
On obtient ainsi le théoréeme suivant :

(%) 1l faut tenir compte de (6o).
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TueoreMe 26. — St E est un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité o positive, le nombre des n au plus égaux & x qui sont le produit de nombres
premiers tous différents et appartenant tous a E est équivalent pour x infini a

x

ott K est une constante dépendant de E.
En fait, K} = L’ii’—l) Par suite,
(@)

Ki _ guln, 1),
Kg ™ #4(1, 1)

En tenant compte de (60) ceci donne

K
K_“E =G (1, 1) G (1, —1).

Mais la formule (58) montre que, pour Rs >,

/
G (8, 1) Gy (5, —1) :H( [ — p’h>.

pEE "

En faisant tendre s vers 1, on obtient

pEE
On voit donc finalement que les constantes K, et K}, sont liées par la relation

i 1

pPEE

4.5.2. En raisonnant comme au paragraphe 2.4.1, on déduit de la for-
mule (71) le résultat suivant :

TrtorimE 27. — St E est un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité a positive, q étant un entier quelconque ~>1 et r un entier quelconque, le
nombre des n au plus égaux a x qui sont le produtt de facteurs premiers tous diffe-
rents et appartenant tous a E et qui satisfont a

w(n)=r (modg)

est équivalent pour x infini a
q (logz)=*

4.5.3. En égalant les coefficients de 57 dans les développements suivant les
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIII. — Fasc. 1. 9
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puissances de z des deux membres de (71), on obtient

(72) 2 2_‘ (q 77 A8 () <]00‘ — >;/—»;.

n€QNEE
rn)(u):q

Le théoréme b permet de déduire de la le résultat suivant :

TntoremMe 28. — Si E est un ensemble de nombres premiers régulier et de
densité o positive et st q est un entier quelconque 1, le nombre des n au plus
égaux a x qui sont le produit de q facteurs premiers tous différents et appartenant
tous a E est équivalent pour x infini a

a?  ax(loglogx)i—!
(g—1)! logz

4.6. A partir des formules (68), (70) et (52), on établit, en raisonnant
exactement comme aux paragraphes 2.7.1 et 2.7.2, les théorémes suivants, ot E
est toujours un ensemble de nombres premiers régulier et de densité o positive :

TurorkME 29. — ¢ étant un entier >~ 2, le nombre des n au plus égaux a x dont
tous les diviseurs premiers appartiennent a B, qui satisfont @ w(n)=q et qui ne
sont pas « quadratfrei », est équivalent pour x infini a

S x(loglogax)i—* AN I "
Sh(l ————————————( — ‘)) T lOg"I ou bﬁ_zl) (1) — l) ( )
pPEE
TutoreME 30. — ¢ étant un entier .3, le nombre des n au plus égaux a x dont

tous les diviseurs premiers appartiennent i B, qui satisfont ¢ Q(n)=q et qui ne
sont pas « quadratfrei », est équivalent pour x infini d
x(loglogx)i—3

SHaI W—_—:—g)—’lo—g‘; ou Sl{:

N | 25
e 1 ().
pPEEL
4.7. Par des raisonnements absolument semblables & ceux que nous avons
esquissés dans les paragraphes 2.8 et 2.9, on peut aussi établir les deux théo-
rémes suivants, ot E a toujours la méme signification :

»

TutorkMe 31."— ¢ étant un entier > 2 et r un entier >-1, le nombre des n au

24) Si ¢ =1, on voit immédiatement que le nombre des entiers considérés est équivalent pour &
q ) p

w

(28) Sl q =2, comme les entiers considérés sont les carrés des nombres de E, le nombre de ceux

w'
lnga:
Si ¢ =1, on ne peut avoir Q(n)= g avec n non « quadratfrei ».

infini a’

qui sont au plus égaux a x est équivalent pour z infini & —=
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plus égaux i x dont tous les diviseurs premiers appartiennent a E et qui satisfont a
w(n)=gq et Qn)y=¢g—+r

est équivalent pour x infini a

- x(logloga ) . o1
Sy o=t ———‘——( glog) 3 ol S‘.,:Z _
(g — 2)!logx T
PEE
THEorREME 32. — q et ¢’ étant deux entiers > 1 et r et r' deux entiers quelconques,
le nombre des n au plus égaux a x dont tous les diviseurs premiers appartiennent
a E et qui satisfont a

w(n)=r (modg) et Q(n)=r" (modqg')

est équivalent pour x infini d
Ky x
qq' (logz )™=+’

5. — Entiers assujettis & des conditions faisant intervenir des ensembles
de nombres premiers (suite).

Dans tout ce qui suit, E étant un ensemble donné de nombres premiers, nous
désignerons par w,(n) le nombre des diviseurs premiers de n appartenant
a E. et par Qy(n) le nombre des facteurs appartenant 4 E dfms la décompo-
sition de n en facteurs premiers.

Autrement dit, les fonctions w,(n) et Q.(n) seront définies de la maniére
suivante :
op(1) =Qx(1) =0

et, sin=pipl. . .pirm, ou p,, p,, .. .. p,sont des nombres premiers différents
appartenant a E, &, k., ..., k. des entiers positifs et . un entier qui n’est
divisible par aucun des nombres de E, on a

wg(n)=r et Qu(n) =k + k... k.

5.1. E étant un ensemble quelconque de nombres premiers, si [3|=1, le
Iemme 3 montre, en prenant g(n)=z""" et h(n) =1, que 'on a pour Rs >

P ] |
U= =]

P EE pEP—

-(n)l.uu

D’apreés la formule (59), si E est un ensemble régulier de densité o, de sorte
b 2l

(2¢) On peut faire ici les mémes remarques que pour le théoréme 9.
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que P —E est régulier et de densité 1 — o, on a pour s appartenant 4 D,ND,_,

et z quelconque
5 i I
1] [1 -+ 17‘—"_‘] = ¥y (s, 5) exp[az logs — ]

pEE

H [I—i—[—)——i—[] = 3y (s, I)exp[([ — a)logsi 1 J

pEP—E

et

On voit donc que, st E est un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité @, on a pour Rs >r1et|s| 1

’_3 sz(n)_ - 2 e ! = log I
(7 ) 2 =(s—1) 1 (s, 5) ¥p_x(s, 1) exp ‘a"‘ Oos_[_ .

n.)‘

5.1.1. La formule (73) permet d’établir, par les méthodes habituelles, les
deux théorémes suivants, ou E est un ensemble de nombres premiers régulier et de
densité o positive :

TukoriME 33. — ¢ étant un entier quelconque ~>1 et r un entier quelconque,
le nombre des n au plus égaux a x tels que

wg(n)=r (modg)

, . . ., X -
est équivalent pour x infini d p ).

TutoreME 34. — ¢ étant un entier quelconque >~1, le nombre des n au plus
égaux a x tels que
wg(n) =gq
est équivalent pour x infini a
- 7 z(logl U .
I&p_E?(——-———z( 0g log) s a<I,

g~ (logw)®

I z(loglogx )7t . .
HI 17 (g —1)!lloga o= (%)
T — —
re 7

5.2. En appliquant le lemme 2, avec A(n) = z%", et tenant compte de la

(27) Pour ce théoréme, il faut utiliser la formule (64).
(28) Si @ =1, P—E est un ensemble régulier de densité zéro et la formule (59), ou E est remplacé

par P — E, donne
1
sersto, 1= [ | -

peP—E 1 — >
De plus, d’aprés ce quia été dit au paragraphe 4.1, le produit infini est uniformément convergent
dans un demi-plan Rs > p, ol p < 1.
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formule (58), on voit que, si E est un ensemble de nombres premiers régulier
et de densité o, on a pour Rs >1et|z| L1

FQ g(n)
2% =l —aw

PS
1 1
={]] z }{ 1 — }
PEE I—l? peP—El‘ij‘s
1 ) I I i

= o r— exp[a; logs — 1] R p— exp[( 1— o) logs
:|
5.2.1. Compte tenu de (60) et de (65), cette formule permet d’établir les

deux théorémes suivants, ou E est encore un ensemble de nombres premiers régu-
lier et de densité o positive :

I
k)
— 1T

= (s —1)*!

I 1
sl
Ge(s, —5)Gp_x(s, _I)exp[a gl

TurorkME 35. — ¢ étant un entier quelconque >1 et r un entier quelconque,
le nombre des n au plus égaux a x tels que

Qp(n)=r (modq)
est équivalent pour x infini d —:}

Tutorime 36. — ¢ étant un entier quelconque >~1, le nombre des n au plus
égaux a x tels que
Qp(n)=gq
est équivalent pour x infini d
a7 z(loglogx)7
"ql T (logz)®

l-] 1 z (loglogax)r— i a—1.
} 1 (¢g—r1)!llogx

pgE I — —~

5.3. E étant encore un ensemble de nombres premiers régulier et de den-
sité a«, en appliquant le lemme 1, avec g(n):zQE(’”, et tenant compte de la
formule (58), on voit que I'on a pour Rs >1 et|z| 1

seonleEh
{II[H%]H L[5l

pEP—-E

= G(s, 5)exp| as

1

(1 —a) loU

=

]%p_} (s, 1) exp

log
-y

= (S —_— I)aﬁl gﬁ(s7 :') ((’?P-—E(S’ 1 ) exp [db" logs i. 1 ]‘
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5.3.1. Compte tenu de (63), cette formule permet d’établir les deux théo-
remes suivants, ot E a encore la méme signification que dans les précédents :

TuroriME 37. — ¢ étant un entier quelconque > 1 et r un entier quelconque, le
nombre des n au plus égaux a x qui sont « quadratfrer » et satisfont

mg(n)=r (modgq)

L. .. .. b
est équivalent pour x infini g

Tukorime 38. — ¢ étant un entier quelconque =1, le nombre des n au plus
égaux a x qui sont « quadratfrei » et satis font a
wg(n)=—=gq
est équivalent pour x infini a
at x(loglogw)’

Kiyp— ——2—21 2

q!  (logz)*

I . > e \—1
(l[<l+-l- J_______(log,logJ)/ stoa=1 (*).
| e\ P/ (g—n)tloga
pE&EL

5.4. E étant un ensemble quelconque de nombres premiers, on peut

remarquer que, si |3/ <1, on a pour Rs >1,
— ’:lx)E[n) ( \.‘ :(U(u) ' ‘ \‘ \ I
24 ns - pas| n o — 05
wg ()=, (n) l nEQYN S K] s { nE G —L] }
car tout entier peut se mettre d’une seule maniére sous la forme n = mm/, otvm
appartient A S[E|et m’ a 8[P — K], et l'on a wy(n) = w(m) et Qy(n) = Q(m).
Si E est régulier et de densité a, ceci donne, en tenant compte de (66)

et (71), )
|
§—1 ]

Compte tenu de (64) et des expressions de K, et Ky, cette formule permet
d’établir les trois théorémes suivants, ot E a toujours la méme signification :

:ll)B(Ilr

= (s —1)* ' Gg(s, 5) Hp_g(s, 1) exp[ oz log

Ql
p

Wy ()= 5.21, (n)

TutoriMe 3Y. —  Le nombre des n au plus égaux a x tels que

o (1) =8 (n)

(2%) Si« =1, la formule (58), ou E est remplacé par ' — E, donne
I
Gr-k(s, 1) = [[ (H-F)’
PeP—E :

et le produit infini est uniformément convergent dans un demi-plan contenant le demi-plan fermé
Rs> 1.
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est équivalent pour x infini a

Kg 1
E.L'-...Z‘I]‘(I——];;) (30).
PEE

TurorieMe 40. — g étant un entier quelconque ~>1 et r un entier quelconque, le
nombre des n au plus égaux a x tels que

wg(n) = 8;(n) el og(n)=r (modg)

est équivalent pour x infini @ = '<1 — —[—>
Tutoreme 41. — ¢ étant un entier quelconque > 1, le nombre des n au plus
égaux a x tels que
wi(n) =Qy(n) =g
est équivalent pour x infini d
av z(logloga)r

Kpp

AT

1 Yz(loglogaz)r—! .
‘H 1 (f]fl())!glozgx soe=t
l p&E 1 — ;
5.4.1. On pourrait donner des théorémes concernant les entiers qui satis-
font a '
wp(n)=¢q ou x(r)=yq, avec wy(n) << x(n).

ou bien qui satisfont a
we(n)=gq et Qu(n)=gq-+r.

Nous laissons au lecteur le soin de les établir. ‘

5.6. Ajoutons que tous les théorémes énoncés, ou indiqueés, jusqu’a présent
dans ce chapitre sont des cas particuliers de théorémes concernant les entiers
assujettis aux mémes conditions et, en outre, a ce que tous leurs diviseurs
premiers appartiennent & un ensemble E’ contenant E, régulier lui aussi, et de
densité o’ supérieure ou égale a a.

Iei encore, nous laissons au lecteur le soin d’établir ces théorémes.

5.6. Dans tout ce qui suit, B et E' sont deux ensembles de nombres premiers
sans éléments communs, tous les deux réguliers, et de densités positives o et &'.

5.6.1. En appliquant le lemme 3, avec g(n)=u"sme¢"s et h(n)=1, et
tenant compte de la formule (59), on voit que, si |u| =1 et|¢|=1, on a pour

(30) Ce résultat est valable sans I'hypothése que E est un ensemble régulicr de densité positive et
peut s'établir aisément de facon élémentaire.
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Rs >1
N e wpsr i -1 l[ | uu; ,nim: 11']’
S

P ELEUE

=l

= J (s, u) expl au logs_l_’IJElL’E,(s, v) exp[alvlogs_l_l I

< 3p_gy (5, 1) exp[(l —a—a) logs _I_ T la
ce qui donne

e n.)‘,u)l n) , i
(74) Z —— = (8 — )T =198, (5, w) Ky (s, 0) Ip_gyp (S, 1)

= expl(au—}—a’v)logs_l_l].

2k 2k mi
5.6.2. En faisant u=e 7 , v=¢ ” , avec ¢ et ¢'>1, multipliant par
okrmi ’M T
e 7 7, et ajoutant les formules obtenues en donnant a k et 4’ tous les

systémes de valeurs satisfaisant & o —Zk——q¢—1 et 0 =Zk —¢'—1, on trouve
une formule pour
I
-

Wg (n)=r(modq)
wg'(n)=r" (modq’)

qui permet d’appliquer le théoréme a.
En tenant compte de la formule (62) et du fait que J¢,(s, 1) = (s —1)(s),
on arrive ainsi au résultat suivant :

TutoriME 42. — g et q' étant deux entiers > 1 et r et 1’ deux entiers quelconques,
le nombre des n au plus égaux a x tels que

wg(n)=r (modgq) et o (n)=r" (modq')
est équivalent pour x infini d -~
5.6.3. En identifiant les développements suivant les puissances de u et ¢ des

deux membres de (74), on voit que, si ¢ et ¢’ sont deux entiers quelconques
>0, 0napour Rs >1

q .
v I 7 )x+a—1 — L 7 \'
i ﬁ:,/ = (s—1) 3p_pur (5, 1) ?‘ By, (s) (/] J)’ lo g7 ) 5

WE' (7)=¢q’
(ll i a1
-/ 1 \7—J )

ZB, O~ /)’kl 8_1) )
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Si g+ ¢’ > o, on peut appliquer le théoréme b.
On obtient ainsi le résultat suivant :

TrkoreMe 43. — q et ¢ étant deux entiers >> o et dont I’'un au moins est > o,
le nombre des n au plus égaux a x tels que

wp(n)=gq et o (n)=4q'
est équivalent pour x infini d

a?a'? x(loglogax)ii . .
(Cog log ) st oo+ a <1,

P—EUE q'q'!  (logz)*+*
et a
1) @7a z (log loga)7+7~ , ,
| TI - Tt g 8 ara=

PEEUE T — —
l p

5.6.4. On pourrait établir des résultats semblables aux précédents avec
Qu(n) et Q. (n) au lieu de wy(n) et w,(n).

Pour cela, on établirait d’abord une formule analogue a (74), en utilisant, au
lieu du lemme 3, le lemme 2, avec h(n) =y (e,

On pourrait aussi remplacer, par exemple, seulement w,(n) par Q.(n).

Pour cela, on établirait encore une formule analogue a (74) en utilisant le
lemme 3, avec

g(n)=uwe® et h(n)= e,
2mni __Smrﬁi
5.6.5. En faisantu=e 7 dans (74), multipliant pare 7 , puis ajoutant
les formules ainsi obtenues pour m =o, 1, 2, ..., ¢—1, on obtiendrait une

expression valable pour [¢| <1 et Rs >1 de

? - pwe(n)
a—) ns )

Wg(n)= r(mod q)

En prenant ensuite le coefficient de ¢* dans le développement de cette expres-
sion suivant les puissances de ¢, on aurait une expression valable pour Rs>1

de
pIN

wg (n)=r(mod q)
wg'(n)=4k

De la, on pourrait déduire une expression équivalente pour x infini au
nombre des z au plus égaux a x tels que

wp(n)=r (modgq) et oy (n) =k,

en utilisant un théoréme taubérien un peu plus général que le théoréme b,
mais qui se déduit aussi trés aisément du théoréme principal de notre Mémoire
cité dans I'Introduction [ note (*)].
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De la méme maniére, en partant des formules analogues a (54) mentionnées
au paragraphe précédent, on obtiendrait des expressions équivalentes pour .r
infini au nombre des » au plus égaux a x et satisfaisant, suivant le cas, a 'un
ou l'autre des systémes de conditions suivants :

Qu(n)=r (modq) et wpr (1) = A,
Qu(n) (modgq) et Q. (n) =k,
wg(n)=r (modgq) et Qe (n) =A.

5.7. Ajoutons enfin que tout ce qui a été dit aux paragraphes 5.645.6.5
pourrait étre généralisé en considérant plus de deux ensembles de nombres
premiers.




