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LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS

Par M. Micuer. LAZARD

INTRODUCTION.

Ce travail a pour objet d’aborder une étude générale de la notion de loi
de groupe.

Une loi de groupe est une « formule » ou un algorithme permettant de définir
une structure de groupe sur un ensemble ou I'on sait effectuer certains calculs,
¢’est-a-dire dont on sait composer les éléments suivant certaines opérations.

Une telle formulation, d'une généralité excessive, ne peut mener a aucune
théorie valable. 1l convient done d’introduire des restrictions assez sévéres pour
obtenir une théorie « substantielle », mais assez larges pour recouvrir les plus
intéressants des cas particuliers déja connus, et conduire a des résultats et
problémes nouveaux.

Parmi ces cas particuliers, citons la « formule exponentielle symbolique de
la théorie des groupes » [4], que nous appellerons loi de Hausdorff, et le
« caleul des vecteurs de Witt » [10] (*). Ces exemples justifient le choix des
axiomes auquel nous nous sommes arrétés.

La loi de Hausdorff suggére tout d’abord de ne pas se borner aux calculs
finis, mais d’introduire des séries formelles convenablement généralisées. Cest
ce que nous avons fait; les scrupules que pouvaient provoquer jadis les calculs
« formels » ou « symboliques » sont aujourd’hui apaisés par le recours a des
topologies ultramétriques définies par des familles de sous-groupes.

Par rapport aux vecteurs de Witt, la loi de Hausdorff présente 'avantage de
ne faire intervenir que deux arguments x et y, sans introduire de « compo-
santes ». Un artifice convenable (*) permet de se ramener toujours a ce cas plus

.\

simple (lois de groupes « & un paramétre » ). Finalement, nos axiomes servent

(1) Il s’agit dans ce dernier cas d'une loi d’anneau. Nos considérations s’appliqueront, par
exemple, au groupe additif des vecteurs de Witt.
(2) Cf. n° 8.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4.
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a définir une loi de groupe f(x, y) comme une somme infinie de « composantes
homogeénes », vérifiant les identités fondamentales
JfCe, ), 5)=f(x, f(y, 5)) (associativité),
S, 0)=f(0o, x) =x (existence de 'élément neutre o).

Quant aux ensembles M que f(x, y) permettra de transformer en groupes,
ce seront des modules ou seront définies des opérations ou fonctions généralisant
les fonctions polynomes dans une algébre associative et commutative [1].
Essentiellement, nous supposerons quon puisse composer ces fonctions, et
qu'une notion de degré y soit définie.

Il apparait alors que 'ensemble M ne joue aucun role par lui-méme. Seules
importent les propriétés des fonctions qui s’y trouvent définies, ou, en d’autres
termes, les régles générales de calcul dans cet ensemble.

Nous sommes donc conduit a pousser plus loin I'abstraction, et a étudier
directement la structure algébrique dont est muni I'ensemble de fonctions sur M
sans faire intervenir ce module. Nous parvenons ainsi a la notion d’analyseur.

Ce point de vue presente des avantages considérables. 11 nous permet de
séparer plus nettement deux problémes distinets : la recherche des lois de
groupes, et l'étude des structures qu'on peut transformer en un groupe au
moyen d'une loi de groupe donnée. Une loi de groupe cesse d’étre un algorithme
pour devenir un élément d’une structure algébrique, ce qui simplifie considé-
rablement le langage.

Conformément aux principes de la méthode axiomatique, nous donnons
a priort la définition des analyseurs (n° 5). Mais, aussitot aprés, nous intro-
duisons des notations qui font apparaitre les éléments d’un analyseur comme
des fonctions dans un ensemble. Ces notations sont en vérité des « abus de
langage », car les éléments d'un analyseur ne sont pas des fonctions; mais elles
sont indispensables, car elles font pressentir les théorémes et lears démonstra-
tions, tandis que les notations « correctes » compliquent inutilement les énoncés
les plus simples.

Aun°21, le lecteur trouvera une discussion plus approfondie de I'axiomatique
des analyseurs, qui apparaissent comme un cas particulier de la notion plus
générale de « compositeur ». .

Le chapitre I, le plus ingrat, donne les définitions et propriétés élémentaires
des analyseurs. 1l s’agit simplement de généraliser les propriétés des séries
formelles sans terme constant [ 1] en les considérant du point de vue de leur
composition, et non de leur multiplication. Méme dans ce cas classique, la
notion d’analyseur ne correspond pas aux définitions usuelles.

Le chapitre II s’ouvre par la définition des lois de groupes. Les paragraphes
suivants constituent une étude directe des lois de groupes dans les analyseurs
rationnels : les méthodes, aussi bien que les résultats, dérivent directement de
la théorie des groupes de Lie. Jai suivi, parfois de trés pres, un Mémoire de
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Dynkin [ 3], qui est d’ailleurs & I'origine de ces recherches (*). Cette méthode
directe me parait illustrer la puissance du formalisme introduit au chapitre I;
on verra qu’il suffit d’y traduire quelques propriétés élémentaires de la formule
du binome et de la fonction exponentielle pour obtenir une démonstration
directe des théorémes fondamentaux de Lie ou les passages a la limite sont
remplacés par des spécialisations, et ou la part de I'analyse (c’est-a-dire des
démonstrations de convergence) est réduite au minimum (*). Les principaux
résultats de ce chapitre seront retrouvés au chapitre IV par une méthode
différente.

Le chapitre 1II traite de la cohomologic des analyseurs. Il a un caractére
auxiliaire, et le lecteur sera peut-étre bien avisé de n’en lire d’abord que le
premier paragraphe, puis de passer au début du chapitre suivant ou il trouvera
aussitot la justification des définitions introduites. Pour mener a bien cette
étude, j'ai pu exploiter I'analogie de la cohomologie des analyseurs avec celle
des groupes ou monoides, ¢t renvoyer au traité de Cartan-Eilenberg [2], ce qui
évite de refaire certains calculs assez compliqués. .

Le chapitre IV expose une méthode générale d’¢tude des lois de groupes et
de leurs équivalences. Cest la vieille méthode du « caleul des limites » de
Cauchy, du « lemme de Hensel », ete. Elle consiste a construire successivement
les composantes homogénes d'une fonction. Mais ici les constructions ne sont
pas toujours possibles ni déterminées. On rencontre des obstructions qui
s'interprétent comme des éléments de groupes de cohomologie. Dans le cas des
analyseurs rationnels, les obstructions sont nulles et 'on rend compte ainsi trés
simplement des résultats principaux du chapitre II (moyennant, il est vrai, la
connaissance de ceux du chapitre I1). A coté de la loi de Hausdorff, on trouve
une autre loi de groupe remarquable, la loi unilinéaire. Elle conduit a une
nouvelle espéce d’algébre et intervient, par exemple, dans le calcul de la
formule de Taylor pour les polynomes.

J'ai montré antérieurement |7 | sur un cas trés particulier comment il était
possible de faire une étude globale du systéme des obstructions. Le probléeme
fondamental est le suivant : comment les choix effectués lors du « passage »
d’une obstruction nulle peuvent-ils déterminer la nullité des obstructions
suivantes ? Je donne ici la démonstration du théoréme général sur les lois abé-
liennes universelles de groupes de Lie formels annoncé dans [ 7]. Mais I'étude
globale du probléme des obstructions parait difficile et ne pourra vraisembla-
blement étre abordée que dans des cas particuliers.

Au terme de cette étude, il semble qu'on ait seulement établi la partie
générale et, en un certain sens, élémentaire d'une théorie qui devra se spécia-

(*) Les résultats de ce chapitre sont résumés dans [5].
(%) 11 s’agit des théorémes locaux pour les groupes de Lie donnés 4 I'avance comme variétés
analytiques.
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liser dans diverses directions. Deux d’entre elles me paraissent les plus
importantes. D’abord la construction de p-groupes a I'aide de lois de groupes
convenables. Les résultats obtenus avec la loi de Hausdorff [ 6] laissent espérer
qu’on pourra progresser si 'on connait mieux les lois de groupes. C’est aussi la
conclusion ou conduisent des travaux récents [8], [9] sur le probléeme de
Burnside. L’autre direction de recherches est celle des lois de groupes de Lie
formels, en liaison avec I'étude des groupes algébriques.

Je souhaite que des développements ultérieurs viennent justifier la tentative
que jexpose aujourd’hui.

CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES ANALYSEURS.

1. Fonctions.homogénes et modules multigradués.

1. Foncrions pans vy MobuLE. — Nous conserverons, autant que possible, la
terminologie de N. Bourbaki. En particulier, Z, N, N*, Q désigneront respecti-
vement I'anneau des entiers rationnels, 'ensemble des entiers >~ o, I'ensemble
des entiers > o, et le corps des nombres rationnels.

La lettre Q désignera toujours un anneau commutatit’ possédant une unité.
Nous entendrons par « module » un Q-module unitaire.

Si E est un ensemble quelconque, M un module, 'ensemble des applications
de E dans M est muni de sa structure naturelle de module. En particulier, nous
aurons a considérer des applications dans M du produit cartésien M* (n € N").
Une telle application sera dite fonction de n arguments dans M, et notée f. La
valeur de fpour la famille d’arguments (2, ..., z,) €M" sera notée fxy, ..., x,).
Le module des fonctions de n arguments dans M sera noté £,(M).

Nous dirons que l'argument x; est neutre dans la fonction fe€ ,(M) si

Sy, oo, x)=f(¥is - s Yu) des quion a xj=y; pour 1—j ~n (j#1).
2. LES RELATIONS D’HOMOGENEITE.

Dermvirion (L. 1). — Sotent M un Q-module, f€ £,(M), et o = (%4, ..., 2,) EN"
une famille d’entiers >~ 0. La fonction [ sera dite vérifier la relation d’homogé-
néuté de degré a si l'on a

Sty ooy hgary) =200 15 f (g, ey )

pour tous x,, ..., xr,€M et s ooy 1, €80 De plus, st U'un des (ai), soit o, est
nul, Uargument x; doit ¢tre neutre (*).

(3) Cette derniére convention revient a poser o® =1 dans la relation d’homogénéité.
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Remarquons qu’une méme fonction peut vérifier plusieurs relations
d’homogénéité différentes : ¢’est ainsi que lapplication identique du corps
premier F, de caractéristique p £ o peut se voir attribuer 'un quelconque des

degrés p" (heN).

3. MODULES MULTIGRADUES.

Deriztrion (1.2). — Un Q-module H sera dit n-gradué s'il est donné comme la
somme directe d’une famille de sous-modules (1, ),y

Nous désignerons par P, le projecteur de H sur son facteur direct H,. Si f€H,
P, [ sera dit la composante homogéne de degré o de f3 f n’a qu'un nombre fini
de composantes homogeénes non nulles, et est égal a leur somme

JS= Z P,/ avec P, fell,.

aEeN?

Nous appellerons degré total du multidegré « = (a,, ..., 2,) et noterons
Ientier (a,+. ..~ a,), et nous poserons, pour tout € N,

. n,=— E H,.

oaEeN" o|=r

o

Nous définissons ainsi sur I, par « sommation partielle des composantes »,
une structure de module simplement gradué. C’est en ce sens que nous
parlerons des composantes homogénes pour le degré total des éléments de H.

Un sous-module n-gradué K de H sera un sous-module homogeéne, ¢’est-a-dire
vérifiant

K= 2 (KnTly).

oEeNn

Un homomorphisme ¢ d’'un module n-gradué H dans un module n-gradué 1’
sera une application Q-linéaire vérifiant o H, CH;, pour tout « & N".

4. CRITERES CONCERNANT LA DEFINITION DES FONCTIONS HOMOGENES. — Les principaux
modules multigradués que nous rencontrerons seront des modules H de fonctions
dans un module (n° 1), ou les ¢léments de H, vérifieront la relation d’homogé-
néité de degré o [déf. (1.1)]. La remarque finale du n° 1 montre qu’il faudra,
en général, définir axiomatiquement les modules de fonctions homogénes.
Cependant, dans certains cas particuliers, les relations d’homogénéité suffisent
pour caractériser les H, : il faut pour cela que toute somme finie de fonctions
vérifiant respectivement des relations d’homogénéité pour des multidegrés
distincts ne puisse étre nulle que si tous ses termes sont nuls.

PropositioN (1.1). — Soit M un espace vectoriel sur le corps infini Q. Une
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somme finie Z Sa» ol chaque f,€ £,(M) vérifie la relation d’homogénéité de
xLEN"
degré o, ne peut étre nulle que st chaque terme f, est nul.

Démonstration. — Nous pouvons écrire, pour tous &, ..., x,€MetA,, ...,
rMEQ,

(1) Z WA Ly (24, ., ) = 0.

xe N

La proposition s’en déduit aisément : par exemple, par récurrence sur n et
application des déterminants de Vandermonde.

Proposition (1.2). — Soit M un Q-module. Considérons la somme finie 2 S
xeNn
ou les f, (€ £,(M)) vérifient respectivement les relations d’ homogénéité de degré ».

Supposons que, pour o= (o, ..., %,), fo5%= oimpliquea,! ... a,! f, 5= 0. Alors

la somme considérée ne peut étre nulle que si chacun de ses termes est nul.

Démonstration. — Kcrivons a nouveau la relation (1) dont nous désignerons
le premier membre par P(%,, ..., %,). Introduisons les opérateurs différences A, :
(AIP) (}A], ey ;\[, ey )\,L>:P()‘.|, e ;-i+l~ ey ;.,l) —P()u, ey }‘,', ey }w).

Si la somme considérée est nulle sans que tous ses termes le soient, défi-

nissons 3=(B,, ..., 3,) comme le plus grand des multidegrés (a,, ..., @,),
ordonnés lexicographiquement, tels que f35=0. Alors

o= (Al . ABD) (0, oo k) =531 B, fB,
contrairement & I'hvpothese.

Remarque. — On se trouvera dans les conditions de la proposition (1.2) dans
les cas particuliers suivants :

1° M est un module sans torsion sur l'anneau d’intégrité Q de caracté-
ristique o;

2° L'ordre additif de chaque fonction f, non nulle n’est pas un diviseur
de |all.

2. — Analyseurs incomplets.

5. AXIOMES DES ANALYSEURS INCOMPLETS.

DermviTioN (2.1). — Un analyseur incomplet A sur I’anneau Q est constitue par
la donnée :

a. d’une suite (A")"SY de Q-modules multigradués, tels que chaque A"
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soit n-gradué

Ar= Zﬂ&;

xenNr

b. d’une famille d’applications (T,,,) (in, n€N"), telle que T, ,, applique A"
dans £ ,,(A");

c. d’une famille d’éléments distingués (e, ;) (m, i €N*, im), tels que
en €AS. ., ol Oy est le multidegré (3], ..., 3"), et ¢! désigne le symbole de
Kronecker (), satisfaisant aux axiomes suivants :

(A’lv) Pour tous m, n€N*, l'application T, , est un homomorphisme Q-linéaire
de A" dans le module §,,(A"). De plus, pour tout meN*, T, ,, est injectif.

(A2) Sim, neN*, aeN", feA}, alors T, , f vérifie la relation d’homogé-
néité de degré o.

(A3) Soient m, n, peN*. f€Ad", g;,€A" (pour 1Lim), h,€Ar
(pour 1j —n). Posons

(T f) (&1y - ooy gm) = ke A
et
(Toupgi) (b ooy ) =1L€A» (pour 1L1i = m).
Alors
(Trpk) (Pay ooy 1)) = (T f) (Liy - - In).

(A%) Pour tousm, n, it€N*, i Zm, [;€ A" (pour 1 = j—"m),

(Tm,n em,i) (,f!: . '?f"l) :./'
(A5) Soient m, neN*,

g= (o, ey %) €N, feAy;
Bi=(Birs -, Bin)EN (gieﬂgi (pour 1 =i =m).

Alors (T, 0 f) (&1s -+ -+ ) € AL, avec

Y= (e ) w= Yy @b (1=ZiZn).

1Lj=m
(A6) Soient meN*, a = (2,, ..., 2%,)EN", f€A]. Posons
= (Tmmar f) (Cmit 1= €mr2s @iy - oy Cvtmit)s
et gs="Pgg pour § = (P, .... ) €N Alors ;
a. gz=o0 st l ‘on n’a pas simultanément

B+ Bo=ay, Si=ay (3ZiZm 1)

() 3/ =15ii=/,8/=o0sii#].
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b. SiBi~+ Bo=uay, fi=a, 4 (3 Zi=m—+1), alors
a
(Tln+1,1)zg§) (e/n,l, em,l) em,z, ey em,m) — <Bj >f (7)

(AT) Pour tout meN*, le module A} (des éléments de degré total o) est nul.
Ce dernier axiome n’interviendra qu’au paragraphe 3.

Exemple : [Uanalyseur classique. — Nous appelons analyseur classique
I'analyseur défini comme suit : XA"'CQ [e, ., ..., e,,]| (n€N") est 'anneau
des polynomes sans terme constant, i coefficients dans Q, en les indéter-
minées (e,;)1=:=n[1]. Nous prenons sur A" la graduation usuelle. Si
S=P(ens, ..., en,)EA™", g€ A" (11 m), nous posons

(Tm,nf) (no'n ey (gnz) = P(gla ey g'/u)-

On vérifiera sans peine que les axiomes (A1) a (A7) sont satisfaits.

Nous laissons au lecteur le soin de formuler, conformément a la théorie
générale des structures algébriques ou les lois de composition sont partout
définies, les notions d’homomorphisme d’analyseurs et de sous-analyseur. Si1'on
a un homomorphisme d’un analyseur A dans un analyseur A/, I'image de X est
un sous-analyseur de A'; si 'image coincide avec A/, nous dirons que ce dernier
est un analyseur quotient de X. Remarquons que le noyau d’'un homomorphisme
d’analyseurs n’est pas un sous-analyseur | car il ne contient pas les éléments (e, ;)|

6. U~ LEMME DE THEORIE DES ENsEMBLES. — Nous allons effectuer sur les analy-
seurs incomplets une construction par « dédoublement », analogue a la repr¢é-
sentation réguliére des groupes ou des algebres associatives. Cette construction
est basée sur le lemme général suivant :

Lexye (2.1). — Soient (E*)" €Y une suite d’ensembles, ¢, : B'— E"* une suite
d’applications, et (T,, ,) une famille de lots de composition (m —+1)-aires (m, n €N),
telles que, pour feb™, g;€E" (1—im), on ait (T, ,[f) (g, ..., gu)EE".
Supposons que pour tous m, n, [, g8; définis comme précédemment, on ait

(I) En((Tm,nf.) (5"17 ey 5’171)) == (Tm,ne—lf) (sng\) ceey Elz,gm.)~

Désignons par E=1imE" la limite inductive de la suite (E") pour les appli-
—

(7) Plus précisément : g = (T, mi1f) (A1, ..o, hw), 01
hy= ©m+1,1+ ©p4-1,2, hi= ©p+1,i-+1 (POUI‘ 2210 = Ill).

Nous appliquons le projecteur d’homogénéité Pg conformément aux notations du n° 3. Dans b, il
faut entendre (T,,-+1,m £g) (kiy - ..y ki), avee

ki=ky=en1, ki= @m,i—1 (pour 3 LiLm—+1).

%y . . . . oy !
Enfin (81> désigne le coefficient binomial TR
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cations (z,), et par w, l'application canonique de E" dans E(n € N*). Alors il existe
des applications T, respectivement de E™ dans ’ensemble des fonctions de m argu-
ments dans E, univoquement déterminées par les conditions

(Tmf) (T’-_ng'ly sy anm) e 7T/7((Tm,nf‘) (é’"n sy gm))v
pour tous m, n€N*, feE", ¢;€B" (1i-_m).

Démonstration. — Elle résulte immédiatement de la définition de la limite
inductive. Définissons, pour p g, les applications =7 : E»— E7, par les relations
de récurrence 77" =¢,x’ () est I'application identique de E’). L’ensemble E
et les applications =, sont caractérisés par les propriétés suivantes :

a. pour tous pZq, ©,= z,[n//”,;

b. = U (7 Em)s

n &N

c. sifekr, gel, =, /=

.8, alors 1l existe 7>~ p,g tel que n) /=’ g

Par récurrence sur ¢ — p > o, on démontre que, pour tous fek”, o,, ...,
q = 8

g.meE/;’ .

T ((Topf) (815 ooy &) = (T g I (TG0 <oy ThGm)-

I’existence et 'unicité des applications T, s’en déduisent sans difficultcé.

7. REPRESENTATION REGULIERE DES ANALYSEURS INCOMPLETS. — Soit X un analyseur

incomplet [ déf. (2.1)].
Prorositiox (2.1). — Pour tout n€N* et fe A",
(yl‘n,//./.,\) (e//,H R} e//,n‘) :J

I)L”I)'l()n.s'lrall'()n. - POSO“S ./7: (Tll-ll,/) <e/l,1a c 0y en,n)- AlO]'S <A3> ('i <A4‘>
montrent que T,,, /=T, [, pour tout m&N*. Comme T, , est injectif (A1),

J=7"
Lemme (2.2). — Définissons les applications ¢, : X" — A" (n€N*) par

anf = (Trnerf) (€nii1y « vy €nirn) pour feAr.
Alors :

a. les (¢,) et (T,,,) vérifient la condition (1) du lemme (2.1);

b. pour tout n €N, ¢, est injectif; plus précisément, la restriction de e, a X est

n+1

un isomorphisme de ce module sur A", avec

= (0, ..., ay)EN" (o, 0) == (cyy ..y Ay, 0)E€NPHL,

Démonstration. — a est une conséquence immédiate de (A3) et de la défi-
nition des applications ¢,. Pour g€ A"*, posons

N1 8 = (Tn-e-l,ng) (en,u ceey €ppy O)‘
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Alors, si fe A",
Tin+1 snf:f7

d’aprés (A3), (A%) et la proposition (2.1). De méme, si g€ A+,
Sntini1 8 — (T/z—H,nﬂ—tg) (en—+ Ly =+ vy ©npa iy 0)-

Or, si ge A, le (n—+1)-“m argument de T,., ,,g est neutre pour tout me N*,
d’aprés (A2) et la définition (1.1); nous avons done dans ce cas

A ,
Tt nien Nn1& = Tr 18

ce (ui prouve que g =¢,7,., 8 (A1). Enfin (A5) achéve la démonstration de b.
Nous sommes donc en mesure d’appliquer le lemme (2.1) et de poser la

DeriNTioN (2.2). — Avec les notations des lemmes (2.1) et (2.2), nous appel-

lerons module de la représentation réguliére de A le module M = limA". La
—_—
représentation réguliére de A est la correspondance qui, a tout f& A" associe la

Sfonction T, f de n arguments dans 3.

Proposition (2.2). — a. Les applications T, : A"— §,(3) sont des mono-
morphismes de modules.

b. St feA;, T, fvérifie la relation d’homogénéité de degré o.
c. St fedm, g;€ A" (pour 1 Zim), alors

Tn((Tm,nf) (é"ly ey ,1."/11)) == (Tmf) (Tngls ey 'I‘ngm .

Démonstration. — Les applications z, sont des monomorphismes
[lemme (2.2, 56)]. Il en est donc de méme des applications =, : A"— AL,
Comme ¢,e,;—e,.,,; (pour 1=i-"n), m,e,; est indépendant de n: nous
poserons, pour n>x1, ©,e, ;= e, € 3. Soit alors f&€A"; d'apres la définition
de T, et la proposition (2.1), (T, f) (e, ..., e,)=rm,/. Cette relation établit
simultanément que tout é¢lément o de # peut s’écrire sous la forme
(T.f)(es, ..., e,), ou f€A", et que (T,[)(es....,e,)=0sl f=o0, done
que les (T,) sont des monomorphismes. La démonstration de b résulte immé-
diatement de (A2); quant i ¢, ¢’est la traduction de (A3).

La notion de représentation réguliére nous permet d’identifier un analyseur a
une famille de fonctions dans un module. Les éléments distingués (e, ;) s'iden-
tifient alors respectivement aux x;, considérés comme fonctions des n argu-
ments (z,, ..., x,). Quant aux lois de composition (T, ,), elles traduisent la
composition des fonctions; I'axiome (A3) est vérifié a priori dans les familles
de fonctions comme l'axiome analogue d’associativité dans les groupes de
permutations.

L’identification permise par la représentation réguliére va justifier les « abus
de langage » nombreux et indispensables que nous commettrons sans remords.
Nous renoncerons a la lourde notation des (T, ,.), nous écrirons f(gi, ..., gn)
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au lieu de (Tpnf) (15 -+ -» &u). Un élément fe A" sera dit, a I'occasion,
« fonction de n arguments »; il sera souvent commode d’utiliser la notation
fonctionnelle « incorrecte » f(z,, ..., @,), et d’employer d’autres signes que
les (x;) pour désigner les arguments; par exemple, nous écrirons des formules
telles que

Sz, y)e, S (@) z) = [, f(y,5)=0 (%)

Sif(@y, ..., )€, a=(ay, ..., %,), nous dirons que / est homogéne de
degré o; par rapport a 'argument @; (1 =7 —n); cela nous permettra de parler
de fonctions homogénes par rapport a I'un de leurs arguments.

8. A-MODULES ET FAMILLES DE FONCTIONS POLYNOMIALES.

Dermvition (2.3). — Sotent A un analyseur incomplet, M un module. Une
structure de A-module sur M est définie par la donnée d’une famille d’homomor-
phismes =, : X"— &, (M), pour n€N*, tels que :

a. si f€A;, ©,fvértfie la relation d’homogénéité de degré «;
b. si fed", g;€e A (1 —i-_m),

TG e Gn)) = (Tnf) (Tugiy ooy Tulm)s
c. =y (eq,1) est Uapplication identique de M.

Exemple. — Le module 3 de la représentation réguliére est un
A-module (=,=T,).

Si A est un analyseur incomplet, la catégorie desA-modules correspond a une
espéce de structure algébrique. Si, par exemple, A est 'analyseur classique (n° 5),
les A-modules coincident avec les Q-algébres associatives et commutatives.
Toute propriété d'un analyseur incomplet peut donc étre considérée comme une
«regle de calcul » valable dans les structures algébriques d'une certaine espéce.

Réciproquement, un analyseur incomplet peut étre défini par les fonctions
correspondantes dans un XA-module M, pourvu que le module M ne vérifie pas
d’autre identité générique que celles communes a tous les X-modules.

Si, avee les notations de la définition (2.3), les homomorphismes (7,) sont
injectifs, nous pouvons identifier les modules X" aux modules de fonctions
Pr=<, A" Nous dirons alors que la famille de fonctions P = (P"),cy est
une famulle de fonctions polynomiales associée a I’ analyseur X dans le module M.

Partant de la notion de famille de fonctions polynomiales, on pourrait définir
ensuite celle d’analyseur incomplet en « faisant abstraction » du module M. Ce
procédé aurait I'avantage d’éviter I'axiome (A3) mais, en fin de compte, il
compliquerait 'axiomatique.

(8) Avec les notations antérieures, il aurait fallu écrire : (Ta3/) ((Ta,3 /) (@3,1, ©3,2), €33) au
lieu de f(f(x, y), z); la simplification se passe de commentaires.
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Remarquons que si M est un A-module défini par les homomorphismes
T At £,(M), comme dans la définition (2.3), la famille (P,)= (=, A")
n'est pas nécessairement une famille de fonctions polynomiales associée a un
analyseur dans M; exemple : A est 'analyseur classique sur Z, et M est un corps
fini. Pour que (7, A") soit une famille de fonctions polynomiales (associée, en
général, & un analyseur quotient de ), il faut et il suffit que tous les homo-
morphismes =, aient des noyaux homogénes (n° 3).

Il est facile de caractériser en tant que A-module le module 3 de la
représentation réguliére : on définit d’une maniére naturelle la notion de
A-générateurs A-libres [ cf. la démonstration de la proposition (2.2, «)], et 3
est défini, a un isomorphisme prés, comme le X-module admettant une famille
dénombrable de X-générateurs A-libres.

9. OpkrATIONS SUR " DU GROUPE SYMETRIQUE £3,,. — Nous noterons %, le groupe
symétrique des permutations des n premiers entiers naturels, pour tout n € N*.
Soit A un analyseur incomplet. Pour f€ A", s €%, nous poserons

O'f:f(en,c(l)a ceey elld;‘(ll))
ou, avec nos nouvelles notations simplifiées,
(1) (@f) (zy, ooy @) = f(Zop), -+ - Zom)-

Avee cette définition, A devient un module lié au groupe symétrique 5, (*).
Si ‘/‘e%n, a, TE 5/17
(2) (e7) f=0c(zf).
De plus, d’aprés (A5), si feA;, €5, a= (o, ..., x,)EN,
(3) ofe A, Ot To == (Ggaijg)y oy UAgoipy) € N

Chaque opérateur 5 est donc un automorphisme de A" considéré seulement
comme module (et non comme module n-gradué).

Nous dirons que feXA" est symétrique (vesp. antisymétrique) si of=/
(resp. o f=¢,f, ¢, désignant la signature de ) pour tout s €5,.

10. Les axiones (A5) er (A6). — Nous n'avons pas fait intervenir jusqu’a
présent les axiomes (A5) ni(A6)(*"). Dans certains cas particuliers, correspon-
dant aux propositions (1.1) et (1.2) du n° 4, ces deux axiomes sont des
conséquences des précédents. Il en est ainsi quand Q est un corps infini;
nous n’examinerons ici que ce cas.

Avec les notations de (A5), simplifiées conformément aux conventions du

() Boursakr, Algébre, chap. III, § 5, n° 1, déf. 1.
(1) Exception faite de la fin du lemme (2.2, b), et de (3) (n° 9), qui utilisent (A 5). Mais nous
n’avons encore tiré aucune conséquence de ces résultals.
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n° 8, nous avons, en posant

f(g'ly ey gym.) :/L(J/'l’ ey J;n)v
h(hixy, ooy dpay) =200 oo W (2, ey )

pour tous A,, ..., 4, €Q, ce qui établit, d’apres la proposition (1.1), que
h(zy, ..., x,) €AY
De méme, avec les notations de (A6), nous avons

S+ 20, oy ooy Ty ) = 2 g’B(x,, ey T )
F}GN"’“

D’ow, pour tous 24, ..., A, €Q,

. N " -850 g . ,
SR+ )y ooy D) = Z 7\'3‘+f3‘3 . /.;j,{“”gﬁ(uc,, ey )

3 ENm+1
U N .
—_— ¥Ry yes o2 s (o e
— 2 A,f)\._,ﬁ.../.,,;"gp(uc,, cey T )y
BEN""H

ce qui ¢tablit (A6, «). Enfin,

D M pgg (e, o )
8€Nm+1
— Z g§(7‘1x17 )‘2"[’17 ceey 7~m+1xln)
BeNm-+1 :
:‘f((7' -+ X‘—’)’I"H )'3"‘27 seey xHl—i—l*”"m)
= (A + Do) A% L 7\%;5;1_/(;1;,, ey )y

ce qui ¢tablit (A6, b), en égalant les coefficients des mémes monomes
en (hyy ooy Ay ) :

On démontrerait de la méme maniére la dépendance des axiomes (A 5), (A 6)
dans les cas qui permettent d’appliquer la proposition (1.2).

Nous aurons a utiliser I'axiome (A 6) sous une forme plus générale.

Provosition (2.3). — [ généralisation de (A.6)|. — Sotent f(x,, ..., x,) €A},
=0y, ..., o)y, R, et (1)), _j_m une partition de Uintervalle d’entiers |1, n|
en sous-ensembles non vides ('*). Posons

ér(l‘,, BERE) {L‘,,):f<2$i, ey Z$l> ct S :Ppgv
i€l i€l
pour b=(B,, ..., B,)€N". Alors :
. Ol .
a. gs=o st l’on n’a pas ajzz p; pour 1=j<m;

i€l;

(11) C'est-a-dire que les ensembles non vides (I;) sont disjoinls, et que leur réunion est
Pintervalle [1, n].
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b. St a.fzz Bi pour 1_j =, et st l'on pose y;=ux; pour (€1},

i€l
28 (s ) = EEE— M (e o).
11 &
1=iZn
Démonstration. — Par récurrence sur (n—m). Pour n=m -1, la propo-

sition coincide avec (A6), a une transformation prés par un élément de S,
[c¢f. n° 9, notamment (3)]. Le passage de n & n—+1 s’effectue en appliquant
(A6), les opérateurs de £, et (A3) (rendu « évident » par la notation fone-
tionnelle).

11. CALCULS DANS LES ANALYSEURS : OPERATEURS DE SANOY ET FORMULES DE TAYLOR. —
Nous aurons souvent a calculer les composantes homogenes d'une fonction
composée [( g ... gn). Dapres (A3) et (AS5), il nous suffira d’é¢tudier
le cas ou les g; sont des sommes de e, ;. Nous poserons done la définition
suivante (ou nous utilisons la notation fonctionnelle) :

Dermvition (2.4). — Sotent A un analyseur incomplet, f(x,, ..., x,)€X",
(1:)1_ium une partition de Uintervalle d’entiers [ 1, n]. Considérons la fonction

P TN J;,,):f(/EJ-/. Z.I:j>e:3",

L€l €L,
Pour oo={(%, ..., 2,)E€N", la composante homogéne P,g(x,, ....x,), de
4 . ot Y ) 3 3
degré «; par rapport a x; (1 =_j = n) sera notée
P,o(ry, ...,r,)= D JUry ey ).
i X 12500
je;

Les opérateurs D ainsi définis seront dits opérateurs de Sanoy simples (1*).

Lorsque les arguments des fonctions seront désignés par d'autres signes
que les (a;), nous utiliserons des notations plus explicites. Par exemple,
si f(x, y)€e Az, D J(z, y) désignera la composante homogene de

S
multidegré (2, 3, 1, 4) par rapport a (x, v, 5, t) de la fonction f(x—+y, z+41).

Avee les notations de la définition (2. 4), l'opératear de Sanov D est
’ i 21l
JEL;

un homomorphisme linéaire de A dans A”. De plus, d'aprés la proposition

(12) De tels opérateurs ont éié considérés par Sanov [9] dans le cas des polynomes a variables
non permutables. La définition de Sanov correspond plutdt & notre définition (2.5).
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(2.3, a), cet opérateur annule toutes les composantes homogénes A5 de A,
a l'exception de celle pour laquelle

S1 nous combinons cette propriété avec l'axiome (A3), nous obtenons la

Propositiox (2. 4). — Sotent m, n, p& N, (Ii)léié,;l une partition de l’intervalle
d’entiers [ 1, n, (J;)i_j_. une partition de Uintervalle [ 1, p],

o= (ay, ..., a,) ENY B=(Bi ..., Bp)ENr.

Alors, st U'on pose K;= U Jj (pour 1 =1 m), le composé des opérateurs de

JEL
Sanoy
wp> 1Bl w X1l
= i€l

est égal a l’opérateur de Sanoy

. Ql
?J St a,-_—_zl B

i 2Bkl res,

kEK;
pour 1= j = n, et est nul dans tous les autres cas.

Comme nous le verrons, la détermination des fonctions

N

f<2(L‘j, ey Zx,)
\J Ely [ €Tm

ne représente quune étape intermédiaire dans les calculs. Aussi, posons-nous la

DeriNirion (25) — Sotent fe A", (L)iim un partition de |1, n],
(s oo, 2,)EN" et g;€ AP pour 1 = j = n. Nous écrirons

D _/.("17!7 "-a'lflt):h(gu '-'y(‘;v"/t)e»-a/)7

i X 1ol 8

i€l
ot _
(e, ooy 2) = n Sy, ooy xm).
x> X 1ol xj
j€li
Un opérateur tel que D sera dit opérateur de Sanoy composé.
x> 2 1ol

i€lj

Remarque. — Nos définitions générales ont fait intervenir comme « familles
d’arguments » des ensembles (x;),_.,, mais, dans les applications, nous utili-
serons des notations adaptées a chaque cas particulier. Le lecteur se souvien-
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dra que ces « arguments » sont seulement des symboles évitant I'introduction
des éléments e, ;.

Si, dans Ia définition (2.5), I'un des degrés, soit ay, est nul, 'argument =,

est neutre dans la fonction D S(x., ..., x,). Par conséquent, le choix
x> 2 1ol x;
JjEL
de g est sans influence sur la valeur de la fonction D J(xy, oo, X))
2> X 12185
jE€L;

Plus précisément, si nous appliquons la proposition (2.4), nous voyons que
la suppression d’un symbole tel que | 0| g\ au bas d’un opérateur de Sanov composé
[jointe 4 la modification correspondante des ensembles d’indices (1), puisque
I'un d’eux perd un élément, et qu’ils ne recouvrent plus, en général, un inter-
valle d’entiers |, ne modifie pas cet opérateur (**).

Nous pourrons donc appliquer une convention commode, qui consiste
a écrire des sommes finies comme des sommes infinies n’ayant qu'unnombre
fini de termes non nuls. Nous obtiendrons ainsi des opérateurs de Sanov
composés avec des ensembles d’indices (I,) infinis, les degrés o; étants tous
nuls, 4 'exception d’'un nombre fini d’entre eux.

Prorosirion (2.5) (formule de Taylor dans les analyseurs). — Soit A un
analyseur incomplet f€ A", g;€ A" (1 i —_m). Posons

h=f(g - ) &m)y
et, pour tout o = (&, ..., %,)€N",
fio="Py,h, Gia=Pagi (1Zi=m).
Alors h = 2 hy, et

xEenNn

/ta:Z 0 S(@y, ooy xn),

AN .
i) Xi o Viphgin
(/z,ﬂ) ﬁGN“

ot la sommation s'étend a toutes les familles (j; g) d’entiers = o, dont les indices
sont caractérisés par 1 =i <m, 3 = ({3, ..., B.) EN", et qui vérifient

Z Brjig= ok (pour 1=k =n).

1ZLiLm, SG’N"

Démonstration. — 1l suflit de remplacer d’abord les composantes homogénes
non nulles des (g;) par des arguments indépendants (a; ), puis d’appliquer
les axiomes (A) et la définition des opérateurs de Sanov composés, que nous
avons précisément introduits pour énoncer cette proposition.

(13) 1l n’en irait pas de méme pour un opérateur de Sanov simple, a moins d'identifier des
fonctions qui ne différent que par des arguments neutres (mais qui appartiennent a des modules A»
différents). Les démonstrations rigoureuses des résultats énoncés ne présentent ni difficulté ni
intérét.
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Dans certains cas particuliers, nous pouvons établir des résultats qui se
rapprochent de la « formule de Taylor » classique.

Dermvition (2.6). — Soit f(x, yi, ..., y.) € X+ une fonction de argument x

; ; d o
et (éventuellement) d’autres arguments. L’opérateur <y e > est défini par
/ / _i)_ (e Y - — (2 v ,
(.) Jdx ./(’/').)17"'7.)//1)—5’(’7“7.)7)17"'7}'7)7

ot (X, 3, Y1, - - -5 Yn) €X' désigne la composante homogéne de degré 1 par
rapport a z de la fonction f(x—3,y., ...,¥.); 5 est un nouvel argument,
distinct de x et des (y;): y peut éventuellement coincider avec I’un des arguments

de f.

Remarque. — L opérateur (y(%) est la « dérivation de Hausdort » [4].
Si f(x)e AL,

(v )ra=3 B fa

x> [y+lilx
it 1y-+1il

Prorosition (2.6). — Soit f(x)e€ AL, Alors,

“ <y1"%>m<y"‘%>ﬂx) :MZ‘Q x+|i|13 ' x->|z'|i£+|nlzf(z);
= s> 2 1y

1£j<n

by r=nt XD .

x>lilx+[n]
0Zil» 4

Démonstration. — On établit d’abord, par récurrence sur », que

(rigz ) (rgp )@ =% B @,

0gi<w Trlile+ X I1ly;
1<Lj<n

d’ou a, d’apres la proposition (2.4); b en résulte d’aprés la proposition (2.3).
CoroLLAIRE. — ST Q est un corps de caractéristique o, on a, pour f(x)€X',
Jd \"
fern= 3 71(rsm) s
0Ln< »

Lorsque Q est un corps de caractéristigue p £ o, on obtient des résultats
entiérement analogues, que nous indiquerons briévement. On notera (v"'D,) les

. . A o 9 : R ,
opérateurs définis de la méme maniére que <ya; » a ceci prés que l'on

calculera la composante homogéne de degré p" par rapport 4 s des fonctions
composées f(x =43, ¥i, ..., ¥a), avant d’y substituer y a z (pour A€N);

en particulier, (yD,)= (_y(%) On démontrera comme précédemment que,

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 29
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pour f(x)e A,
(»"D,)... (y;;"" D.) f(x)= Z n ) En) ().
vzic . XXl z>lile+] 2 ,,",‘Is
EESED N V1 RY: 1<j<n
1<j<n ‘

On en déduira que la puissance p* de chacun des opérateurs (y”" D,) est nulle,

que ces opérateurs sont permutables entre eux, et que, si n= Z wp

Vzisr

avec 0 = a4, < p,

(¥ Dz)* ()P D)™ ... (WP D) f(z) =gl oy ! .ot o, 2 En) f(x),

" x>lilx+Inly
1£i<»

ce qui permet d’écrire unc formule de Taylor semblable a celle qui vaut pour
les polynomes usuels en caractéristique p.
Tous ces résultats s’étendent aux fonetions de plusieurs variables.

12. FONCTIONS LINEAIRES ET MULTILINEAIRES.

Dirmvition (2.7). — Nous dirons qu’une fonction f(x,, ...,z,)€X" est
linéaire par rapport a l'argument x; st elle est homogeéne de degré 1 en x;. Nous
dirons qu'elle est n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacun de ses
arguments.

Comme conséquence immédiate de la proposition (2.5), nous obtenons la

Prorosrrion (2.7). — Soit f(@., ..., @ ..., x,)€A", linéaire par rapport
a x;. Alors

f(xh -.-7)’]‘*\-)/27 ey xll):f(wh ...,)!J, ey x,;_)*‘}"f(x[, ...7)/2, ey xn) (l'm),
Soit f(, ..., x,) € A" une fonction n-linéaire. Posons
g(x)=f(z, ..., r)eA,.

Il est facile de calculer les transformées de g par les opérateurs de Sanov.
Par exemple, pour 0o =~ r—n,

(1) D g(z)= 2 f(zh"-)zn)a

x>)rix+ln—-rly

ou la sommation s’étend aux <’;> systémes d’arguments (3;) dont » sont égaux
a x, et (n—r) a y. Cette formule s¢ simplifie lorsque f est n-linéaire et
symétrique (n°9); dans ce cas, les <';) termes du second membre sont égaux
entre eux. /

(**) Autrement dit, la définition des fonetions linéaires implique bicn les propriétés usuelles.
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Dermvrion (2.8). — Soit g(x)€ A,. Nous dirons que f(z,, ..., x,)€A" est
une multilinéarisée de g st f est n-linéaire et st

s(x)=f(x, ..., x).

Une méme fonction peut admettre plusieurs multilinéarisées.
Une fonction g(2) n’admet pas toujours de multilinéarisée. Si nous posons

h(ay, ..., r,)= 0 Llx)eAn,

a> X 1112

\<izn

h(z) est n-linéaire symétrique, mais vérifie seulement h(z, ..., 2)=n! g(x)
[prop. (2.3)]. S’il est possible de diviser univoquement % par n!, %Iz est

une fonction multilinéarisée symétrique de g(x).
Ces considérations s’étendent au cas de fonctions de plusieurs arguments.

3. — Analyseurs complets.

13. MODULES MULTIGRADUES COMPLETS.

DerNimion (3.1). — Un Q-module Y1 sera dit n-gradué complet s'il est donné
comme produit direct (ou somme directe compléte) d une famille de sous-modules

(Ho)wexe

Nous noterons comme précédemment (n° 3) (P, ),ev les projecteurs d’homo-
généité dans . Un élément fell peut done étre identifié a la famille (P, /)y
de ses composantes homogénes. A la différence des modules n-gradués
incomplets [déf. (1.2)], fpeut avoir une infinité de composantes homogénes
non nulles.

Nous appellerons topologie canonique dans le module n-gradué complet 1 la
topologie produit des topologies discrétes sur les facteurs directs (H,),y.. Cette
définition permet d’écrire tout ¢lément / de [l comme la somme infinie de ses
composantes homogénes

f= 2 P.f.
aEeN”

Connaissant les modules (H,),ey., on peut construire le module n-gradué H et
le module n-gradué complet I qui admettent (H,),ey comme composantes homo-
génes. Les modules H et I seront dits associés; 1l s'identifie 4 un sous-module
de T: T est le complété de H pour sa topologie canonique (induite par celle
de 1),

Nous pouvons caractériser la topologie canonique de H par le systeme fondag
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mental de voisinages de zéro, constitué par les modules (;H),¢y. ainsi définis :

f€H si et seulement si P, f=o0 pour |a|< r. Le module complété f peut

aussi s'interpréter comme la limite projective lim H/,H des modules quotients
<

H/.H, munis de leurs épimorphismes canoniques. Nous définirons de méme les
sous-modules ,H dans le module n-gradué complet H associé a H. Pour écrire

les congruences (mod,H) [resp. (mod A)], nous utiliserons les notations
suivantes :

Dirmariox (3.2). — Soizt H un module n-gradué (resp. n-gradué complet).
Pour f, g€N, la relation »
f=g (mod. deg. r) ('%)

équivaut a P, [—= P, g pour tout o € N" tel que [ o } <.

4. Concruences (mod. deg. 7) DANS LES ANALYSEURS. — s appliquo

1. Co d. deg ANALYS Nous appliquons aux
modules multigradués des analyseurs les définitions du n® 13. Les propositions
suivantes font intervenir, pour la premiére fois, I'axiome (A 7).

Prorosition (3. 1). — Sotent A un analyseur incomplet m, n, r, s€ N*, f€ A,
Si» hi € A (pour 1 i = m), vérifiant
f=o0 (mod. deg. r),
gi=h; (mod. deg. s), pour 1ZiZm.
Alors ‘
S8 ooy gm)=f(hay ooy k) [mod. deg. (r+s—1)].

Démonstration. — Soient, pour 1-—i-—m, jEN*, g ; (resp. h;;) la
composante homogéne de degré total j de g; (resp. &;) (**). Nous avons, d’aprés
la « formule de Taylor » (n° 11), -

(1) S eor gm) =Sy ooy hm) =) b - D VC Y
(g, ) \ X 2 19,51 8i,j 2> X Vo, il 2y
jent jex+ .
ou la sommation est étendue aux familles (o; ;) d’entiers > o, tous nuls sauf
un nombre fini d’entre eux. Distinguons dans (1) deux sortes de termes :

1° Ceux pour lesquels «; ;=0 pour j>>s; ces termes sont nuls; 2° Ceux

pour lesquels 'un des o ;, soit «,,, n’est pas nul, avec ¢g>>s. Si Za,-,j< r,
i, j
le terme considéré est nul [prop. (2.3)]. Si, par contre, ¥\ o; ;> r, le degré

i j

(13) Abréviation pour : « modulo des termes de degré total > r ».

(15) L’axiome (A7) exprime le fait que g;= Z &i,j-
1£j<»
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total du terme considéré est

Ejai,]-QZai,j—l— (g—D)apg>r—+s—1.
i) 1)
C. Q. F. D.

Prorosition (3.2). — Soient f, f'€ A™, g;, g, € A" (11 m), vérifiant

f=f(mod. deg. r),
gi=g; (mod. deg. r), pour 1=ZiZm.

Alors

J&n o gn) =18 o &) (mod. deg. r).

Démonstration. — En appliquant deux fois la proposition (3.1), on trouve
successivement
(J'= ) (g, -5 8m)=0  (mod. deg. r)
et
J(& o gn) =S8 e 8m) (mod. deg. 7).

15. ANALYSEURS COMPLETS.

Dermvirion (3.3). — Un analyseur complet X sur Uanneau Q est_constitué par
la donnée :

a. d'une suite (A") ey, de Q-modules n-gradués complets;

b. d’une famille d’applications T mon Ar s £, (ﬁ(”), pour m, n€ N*;

c. d'une famille d’éléments distingués e, ; (m, i€N*,im) tels que
en, € ﬁé’;,ia
satis faisant aux axiomes suivants :

(AG1) Si l'on note (A"),ex. les modules n-gradués (incomplets) associés
aux modules (A7), feAm, g€Ar (pour 1-i—~m) impliquent
(Pnf) (8105 - gn) €A™,

(AG2) La suite X = (A"),ex., les restrictions (T,,,) des applications (T, ,)
et les éléments (e, ;) définissent un analyseur incomplet que nous dirons associé a A.

(AG3) Pour tousm, n€N*, (T,.,.f) (g1, - - -, gm) dépend contintiment de f &€ A
et des g;€ An(1 =i < m), ces modules étant munis de leurs topologies canoniques.

Prorosition (3.3). — Soiz A = (A"),en un analyseur incomplet. Désignons
par &, pour tout n€N*, le complété du module n-gradué A™(n° 13). Alors les
applications T,, , se prolongent univoquement en des applications ('i‘,,,),) qui font
de X = (ii"),,ew un analyseur complet. A est I’analyseur incomplet associé a A

Démonstration. — L’existence et 'unicité du prolongement des (T, ,,) résultent
de la proposition (3.2) qui montre que I'application (£, g1, ..., gm) =>f(g1s +++s &m)

est uniformément continue (pour les topologies canoniques).
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Il résulte du « principe du prolongement des identités » (17) que tous les
axiomes (A) des analyseurs incomplets sont encore valables pour les analyseurs
complets. Nous pourrons donc définir la représentation réguliére d’un analyseur

complet sans rien changer aux énoncés du n° 7. L’identification des éléments X
a des fonctions, permise par la représentation réguliére, justifiera encore l'usage
des notations fonctionnelles. Nous écrirons désormais f(g,, ..., gn) au lieu
de (T0.0f) (805 -0 gn):

Nous conservons, pour les analyseurs complets, les définitions des opérateurs
de Sanov (simples et composés). La proposition (2.5) est encore valable, et
permet de calculer les composantes homogénes (généralement en nombre infini)
d’une fonction composée. Les propositions (3.1) et (3.2) restent valables sans
modification.

Par contre, les notions de A-modules et de familles de fonctions polyno-
miales (n°8) ne s’étendent pas sans modification. Si X est un analyseur complet,

la définition d’un X-module M répétera les conditions de la définition (2.3);
mais nous supposerons de plus que M est un module topologique et que, si I'on
munit les modules de fonctions #,(M) de la topologie de la convergence
simple, les homomorphismes =, : X" £,(M) sont continus. L’introduction
d’une topologie dans M est nécessaire si 'on veut pouvoir considérer les fonc-
tions 7,/ (f€A") comme sommes infinies de leurs composantes homogénes.
Si les homomorphismes =, sont injectifs, nous obtiendrons, par définition, une
Sfamille de fonctions analytiques dans le module topologique M.

Le module 4 = lim A~ de la représentation réguliére est muni de sa topo-
——

logie naturelle de limite inductive, et la représentation réguliére permet ainsi
d’identifier 'analyseur complet a une famille de fonctions analytiques (**).
Tout X-module peut étre considéré, par restriction des opérations, comme
un A-module (A désignant I'analyseur incomplet associé). Mais la réciproque
est inexacte : si M est un A-module, il n’est pas possible, en général, de définir

une structure de X-module sur une extension M de M qui prolonge les opérations
du A-module M.

Il est un cas ou des analyseurs (complets et incomplets) associés coincident :
¢’est celui des analyseurs nilpotents.

Dermvimion (3. 4). — Un analyseur A sera dit nilpotent de classe r si r est le plus
petit entier tel que :

feAr et f=o [mod. deg. (rr—+1)] impliquent f—o pour tout neN*.

Cette définition vaut pour les analyseurs complets ou incomplets. Elle permet

(17) Boursaki, Thpologie générale, chap. IlI, § 3, n° 4.
(t#) On notera que le module topologique [ n’est en général pas complet.
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de formuler différemment la proposition (3.2), qui exprime I'existence d'une
suite canonique d’analyseurs nilpotents quotients de A. L’analyseur A peut alors
s'interpréter comme la limite projective de ces analyseurs nilpotents, munis de
leurs épimorphismes canoniques (¢f. n° 13).

Nous avons donné la premiére place dans notre exposé a la notion d’analyseur
incomplet, car elle est purement algébrique et correspond exactement aux
« calculs » dans des structures algébriques usuelles. Par contre, les notions
~de A-modules et de familles de fonctions analytiques sont trés artificielles.
Cependant I'étude des lois de groupes ne pourra s’effectuer que dans les analy-
seurs complets.

Quand nous ne ferons pas intervenir l'analyseur incomplet associé, nous
omettrons les signes ~ dans la notation des analyseurs complets.

16. Le THEOREME DES FoNcTIONs IMPLICITES. — L’introduction des analyseurs
complets est rendue nécessaire sil’on veut construire des fonctions en calculant
successivement leurs composantes homogénes : en général un tel procédé
conduit & une suite infinie de composantes non nulles. En voici un exemple

typique.

TaeoriME (3.1). — Sotent A un analyseur complet, et f(x: y,, ..., y,) € A"t
vérifiant f(x; o, ..., o)=a (mod. deg. 2). Alors il existe une fonc-
ton g(y., -y yu)€A" et une seule telle que f(g(Y1, -« s ¥u)i Yiy «oor Yu) =0O.

Démonstration. — Posons

h(x; oy, oo, v —ur —j(?, Viy voey V)

En sappuyant sur la proposition (3.1), on démontre que les relations g,
g’ € A", g =g’ (mod. deg. r) impliquent

R(Z(Yis o s )50y ey V) =R(E(Vis oo s D05 V05 ooy V) [ mod. deg. (r+ 1)].
Posons alors
o= et iy e V) =G (Ve oy YR) Ve V) pour e N

Nous avons g;== g;_,(mod. deg. ¢) pour tout 1€ N*. La suite (g;),en converge
donc dans A~ vers une fonction f qui vérifie les conditions du théoréme. Elle
est unique, car les relations

flgsy, v =fg v, o ) =o0 et g=g (mod. deg. r)
impliquent g = g'[ mod. deg. (r-+1)], d'ou g=g".

Remarques. — On généraliserait facilement ce théoréme avec I'hypothése plus
faible : f(x; o, .... 0) = k(x) (mod, deg. 2), ou k€ A est inversible[ déf. (5.2)].
Quant au théoréme concernant les systémes de plusieurs fonctions, sa validité
résulte de la construction des puissances cartésiennes d’analyseurs (n° 18).



322 '‘MICHEL LAZARD.

k. — Constructions sur les analyseurs. Exemples.

Dans tout ce paragraphe, il ne sera question que d’analyseurs incomplets (**).

17. ADJONCTION DE CONSTANTES A UN ANALYSEUR. — Soit A un analyseur. Dans
une fonction f(x,, ..., x,., )€ A", nous pouvons convenir de considérer le
dernier argument z,,, comme une « constante» a; f devient ainsi une fone- .
tion f(@y, ..., @,, a) de ses n premiers arguments. Si nous conservons la
graduation par rapport aux n premiers arguments, et si nous nous restreignons
aux fonctions dont la composante homogéne de degré total o par rapport
aux n premiers arguments est nulle, nous obtenons un module n-gradué $~.
On peut définir d’'une maniére naturelle une structure d’analyseur sur la
suite (8"), ey '

Dermvition (4.1). — Soit A = (A") un analyseur, avec les éléments distin-
gués (e ;) et les lovs de composition (T,, ). Nous définirons I’ analyseur B(8"), cx.
par ses éléments distingués (e,, ;) et ses lovs de composition (T,, ) en posant :

m,n/
—_— n
a. B — E %y

aeNal>0

—~
n n+1
x— _2 3(0(,1’)7

m,i

iex
ou
o= (0, ..., ), et (ay @)= (0tyy «vny oy, 1)
b. €, ;==€n;
C. (Tlm,nf) (815 - ) &m) = (Tm+1,n+1f) (&1y ~ o5 Gms Custrntt)

pour tous m, neN*, fef", g e (1 ZLi=m).

L'analyseur B sera dit obtenu a partir de A par adjonction d’une constante, et
noté éventuellement A (a).

Le lecteur vérifiera sans peine que les axiomes (A) du n°5 sont effectivement
verifiés par 8.

Silonitere la construction précédente, on obtient les analyseurs A(ay, ..., a,)
définis a partir de X par adjonction d’une famille finie de « constantes ». On
pourrait définir d’'une maniére analogue I'adjonction d'une famille quelconque
de « constantes » (*°).

(19) Toutes les constructions que nous effectuerons s’étendent d’elles-mémes aux analyseurs com-
plets (par complétion des analyseurs incomplets obtenus). Par contre, les considérations des no* 20
et 21 ne valent que pour les analyseurs incomplets.

(29) On remarquera que la définition de A(a) se simplifierait si 'on ne tenait pas compte de
Paxiome (A7), ’
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18. PUISSANCES CARTESIENNES D’ANALYSEURS. — Soient A un analyseur, 3 le
module de sareprésentation réguliére (n° 7). Nous identifions chaque module Ar
a un module de fonctions de n arguments dans S,

Soit I un ensemble d’indices. Formons le produit direct 3'. Un élé-
ment X € 3" coincide avec la famille (2.), <, de ses composantes. Nous définissons
le module M(T) d’applications de 31" dans M en convenant que f€M(I)si et
seulement si :

a. f(X)=f((x,),e1) ne dépend que d’un nombre fini de composantes de X € A,

sotent (x,, ..., x,);

b. aprés suppression des arguments neutres, f, considéré comme fonction

de (x,, ..., x,) appartient a A",

Si I est un ensemble ordonné de p éléments, M(I) s’identifie donc a A~.

Le méme procédé permet de définir, pour tout n€N*, des modules de
fonctions de n arguments parcourant ', a valeurs dans S : nous nous rame-
nerons en effet au cas précédent en remplacant I par I'ensemble produitI><[1, n]
des couples (i, 7), ou t+€l, 1 i n. Nous conviendrons de noter A"" ce
module de fonctions; en particulier, nous remplacerons la notation M(I)
par A%, Un élément de A" sera noté soit f, soit f(X,, ..., X,), soit
JS((@.).erizizn)s ---- Un argument X représenté par une lettre majuscule pourra
toujours étre remplacée par la famille (x,),, de ses composantes.

SiIest un ensemble ordonné de p éléments, soit, pour simplifier, I'intervalle
d’entiers [1, p], A" s'identifie & A : un élément f€ AL est identifié
Af(@ias ooy Xpas o3 &uny o5 Zp,). Nous définirons alors une structure de
module n-gradué sur A" en posant, pour f(xy,, ..., x,,)€A"",
a=(ay, ..., 2,)EN", f€A;" si et seulement si f est de degré total «; par
rapport aux p arguments (x;;),_,., pour tout 1 =i "n. Il est clair que cette
graduation ne dépend pas de 'ordre ou sont donnés les éléments de I.

La définition précédente s’étend au cas d’un ensemble d’indices I quelconque :
si f(Xy, ..., X,)€A"", on peut choisir, par définition, une partie finie JCI
telle que les arguments (. ;) soient neutres dans f pour tout 1 =~7_~net .gJ;
J peut ainsi étre identifié, par suppression d’arguments neutres, aun élément f’
de A%, et nous poserons, pour tout « €N", f& A} si et seulementsi '€ Ay".
Cette définition est indépendante du choix de la partie J, et introduit sur A"
une structure de module n-gradué.

Dermvirion (%.2). — Sotent A un analyseur, 34 le module de sa représentation
réguliére, 1 un ensemble d’indices. Nous définissons comme suit une famille de
modules multigradués 8"C ¥,(M"), pour neN*:F(X,, ..., X,)€B" si et
seulement si chaque composante f(X,, ..., X,) de F(X,, ..., X,) appartient
a A" (pour .€l). Les graduations sur les modules B" s’obtiennent en posant,
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pour n€N*, 2&N" : FEB; si et seulement si chaque composante f,€ A}",
pour tout L€l

ProposiTioN (4. 1). — Avec les notations précédentes, la suite de modules 8 =(8"),
les éléments distingués E, ; €B" définis par B, ;(X,, ..., X,) =X, et les lois de
composition (T, ) définies par la composition des fonctions dans ', constituent
un analyseur, que nous noterons 8 =1I'A. St 1 est un ensemble ordonné de p élé-
ments, nous écrirons plus simplement 3 =11* A, et nous dirons que 8 est la puissance
cartésienne p“™* de X.

On vérifie sans peine que B satisfait aux axiomes (A) dun® 5.

L’analyseur II'X a été défini a partir d'une famille de fonctions polynomiales
dans le module 3M'. Plus généralement, si M est un A-module, on définit
canoniquement sur M' une structure de II' X-module.

19. CHANGEMENTS D’ANNEAUX DE BASE ; PRODUITS TENSORIELS. — Jusqu’a maintenant,
nous n’avons guére fait intervenir 'anneau de base Q d'un analyseur, qui n’était
parfois méme pas mentionné dans nos énoncés. Dans ce numéro, nous décrivons
des constructions qui permettent de changer d’anneau de base. Pour abréger,
nous parlerons d” « Q-analyseurs » au lieu d” « analyseurs sur 'annecau Q ».

Un homomorphisme d’anneaux, ¢ : Q — Q' sera toujours un homomorphisme
unitaire, ¢’ est-a-dire vérifiant ¢(1) =1, ou nous désignons par le méme sym-
bole 1 les unités des différents anneaux. La donnée de 'homomorphisme ¢ : Q—Q’
équivaut a la définition sur Q' d’une structure de Q-algébre (unitaire, associative
et commutative).

Si A= (A"), ey est un Q-analyseur, 'homomorphisme ¢ : Q - Q' permet
de définir canoniquement sur chaque A" une structure de Q-module : si 2€Q,
fe€ A", nous posons Lf=q () f. Si nous conservons les graduations de X, ses
éléments distingués, et ses opérations (7T,,,), il est clair que nous obtenons
un Q-analyseur. Cette construction sera dite restriction de I’ anneau}de base. Nous
I'appliquerons en particulier au cas ot Q est un sous-anneau de Q' (¢ étant
I'injection canonique), ainsi qu’au cas ou Q = Z (¢ désignant 'homomorphisme
unitaire canonique de Z dans Q).

La construction suivante (extension de l'anneau de base) est moins élémentaire.

Prorositiox (4.2). — Sotent Q, Q' deux anneaux, o : Q — Q' un homomor-
’ b by
phisme, X un Q-analyseur. Il existe un analyseur 8= Q' QoA et un seul, dit
« produit tensoriel sur Q de Q' et de A », défini par les conditions suivantes :

a. Pour tout n € N*, le module n-gradué B"—= 2 B8, est donné par
xEN"
B = Q' Rq A", 1= Rao A% (pour o €N™),
en considérant ' comme un Q-module, et en prenant sur 8" sa structure naturelle
de Q'-module.
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b. Les éléments distingués e, , de 83 sont donnés par

€, =1 en;, pour 1=i~Zm<w.

c. Les lots de composition T, , de B8 vérifient

myn

(Tlm,n(l Q) (1Q@81 s 1Q8m) =1Q (Tmnf) (&1s -+ -+ &m)s
pourm,n€N*, fe A", g€ A (1LiLm).

Démonstration. — Montrons que les propriétés énoncées permettent de
calculer (T,, , /") (g, ..., g,) pour tous f"€B", g;€B". Prenons d’abord

ST=2rRf g =M g avec

oAy, e, 2,EQ, fe Ay, Gis ey Zm€AN &=y onny Op).

Alors les conditions a et ¢ montrent que
(I) (T,m,/zf/> (gI’7 MR g;u) - 7“7\%‘ ct 7"%["@ (T’”J/.f) (;,’], R égm)'

Nous pourrons ramener les cas général au précédent si nous savons calculer
les opérateurs de Sanov dans 8. Or, si f€ A", etsi(I;),_,_, est une partition
de Uintervalle d’entiers [1, n ], nous avons d’aprés b et ¢

<T;,L,,,<1®f>><2e;,,n Ze;,,f>:<T',,l,u<r®f>><x @S e .., x®2e",i>

€L i€l i€l i€l

N

=1 @(Taf) (S o T o)

. = i€l
ce qui se résume par la formule

(2) DaRH=1Q D/,

ou D désigne un opérateur de Sanov simple.
Nous savons maintenant calculer (T, ,f") (g, .... g,) pour tous [’ &B",
g, €8, en utilisant les relations (1) et (2), ainsi que des représentations de /'

et des g;sous forme de sommes telles que / :2 1R fiouh, e, €A, ...

7
Il reste a démontrer que les éléments de B” ainsi obtenus ne dépendent que de '
et des g,, et non du choix de leurs représentations.

Nous construirons directement la représentation réguliere de 'analyseur 8.
Soit A le module de la représentation réguliére de X, que nous identifierons
désormais aune famille de fonctions polynomiales dans 3. Posons 31’ —Q' Q) o M.
Nous utiliserons la définition « constructive » suivante de 34 : soit R 'ensemble
des parties finies du produit Q' >< 3; nous définissons sur R une structure de
monoide abélien par I'opération de réunion (des parties finies de Q' >< ). Le
monoide R sera noté additivement; ses éléments s’écriront done sous la

forme 2 (Aj, a)), avec A;€Q’', a;€ I, j parcourant un ensemble fini. Nous avons

/
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un épimorphisme canonique p de R sur 3’ (considéré comme monoide abélien
additif), défini par

(3) p<2(7\/, a/)> =¥ N®a.
j j

Pour tout f&€A™, nous définissons une application univoque {f du produit
cartésien R™ dans A’ en posant

(4) (‘*Pf)<2(7‘i, a1), "'aZ()\h 0,'))
i€l €1,
:2<Hm>® D flan ez
ceNs \1<zizn xi*j?]jl“ilai

Dans cette formule, (I;),_;_,, désigne une partition de I'intervalle d’entiers[1, n];
la sommation s’étend aux familles d’entiers a« = (o, ..., a,)€N"; dans les
symboles des opérateurs de Sanov composés, nous avons introduit des élé-
ments ¢; € I, par une convention évidente.

Nous noterons £ = £’ la relation d’équivalence entre deux éléments de R qui
signifie que la substitution de £'a £ comme argument dans I'une quelconque des
fonctions {f( f€A) ne modifie pas la valeur de cette fonction. Nous voulons
démontrer que le second membre de (4) ne dépend que des éléments

2 LR a;e M (pour 17 =Zm),

(€Y
¢’est-a-dire que ¢(£)=¢ (&) implique £=2¢'. Il suffit pour cela, d’aprés la
définition du produit tensoriel, c’est-a-dire de application o, d’établir les
uatres relations :

(5a) E=f implique {+n=F-+n pour &, neR,

(56) (A%, a)= (A, a)+ (N, @) pour A, VeQ, aeM.
(5¢) (hya+d)=(} a)+ (A a) pour Ae€Q, a, d € M.
(5d) (o () A, @)= (A, pa) pour Ae€Q, upel, acM.

On démontre (5a) a partir de la proposition (2.4) et (5b) a partir de la
proposition (2.3); (5¢) et (dd) résultent de la définition des opérateurs de
Sanov.

Puisque (Yf) (&, ..., £,) ne dépend que de o(&,), ..., ¢(&,) pour
tout f€A™, nous définissons vy f€ £,,( ") en posant
® (1) (P, oo 8 n)) = (V) Gy oy )

pour feA™ £, ..., E,€R.
Soitf’:Z MRS, €8, ouk; €, f;€A™ Nous définissons (T, /)€ £,,(3)
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en posant

(7) T, = X ()
i

Il est aisé de voir que cette définition est cohérente. Nous laissons au lecteur
le soin d’achever la démonstration d’existence de¢ l'analyseur 8, dont nous
venons de construire la représentation réguliére : ' — T /' dans le
Q'-module 3.

Remarque. — Soit M un A-module défini par les homomorphismes =,
| déf.(2.3)]. Notre- démonstration nous permet de définir canoniquement
sur M'=Q'Qqo M une structure de B-module (avec les homomorphismes ).
Mais, si les P,=(z,A") constituent une famille de fouctions polynomiales
associée a A dans M, il se peut que les P, = (7, 8") ne constituent pas une
famille de fonctions polynomiales dans M/, ou encore constituent une famille de
fonctions polynomiales associées a un analyseur différent de 8.

20. CoMPOSITEURS ET ANALYSEURS. — Pour mieux étudier les analyseurs, et pour
en construire des exemples, il nous sera utile d’introduire la notion plus géné-
rale de « compositeur », obtenue en conservant seulement les axiomes (A3)
et (A 4) des analyseurs incomplets. Plus précisément, nous poserons la

Dgrvirion (4.3). — Un compositeur E est constitué par la donnée :

a. d'une suite d’ensembles E*(n€N*);

q. d’une famille de lois de composition (T,,,), telles qu'a tous feE™,
g €B(1 LiZm), T,, associe Uélément (Tpof) (81, -.., m)€ELE" (pour
tous m, n€N");

c. d'une famille d éléments distingués (e, ;) tels que e, ; € E™ pour 1—i—-m< =,
satis faisant aux axiomes suivants :

(1) Soient m, n, peN*, feE", g €E'(pour 1-_i_m), h;€Er
(pour 1 j < n). Posons ’

(Tm,nf) (g;- ceey gzn):keEn
et
(Trpgi) (Byy - .oy hp) =L €Er (pour 1 i Zm).
Alors
(Top &) By ooy ) = (T ) iy -y D)

(G2) Pour tous m, n€N*, i Zm, f,, ..., fn,€E", ona
(Tln,nem,i) (fi) e fm) :fz
Pour tous meN*, f€E", on a

(Tm,mf) (efn,ia ey e,,.,,,l) :f
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Exemples. — a. Le compositeur unité 1= (1"), ou chaque ensemble 1" se
réduit aux éléments (e, ;),_.,.

b. Soit @ un anneau unitaire. Nous noterons | Q] le compositeur canoni-

quement assocté 4 Q, obtenu en prenant pour ensemble [ Q] le Q-module libre de
base (e, ;),_._,. Les lois de composition T, ,, sont définies en posant, pour

-~ Y
f: 2 £i @i et Si= z i, €n,j

| Zizm \Zjzn
(aveC }\i, FL,'JEQ)
-
(Tonf) (815 - gm) =X, (X kit ) @na
1Zisn 1£Lj<m

c. Tout analyseur incomplet |dét. (2.1)] ou complet |déf. (3.3)] est un
compostteur.

On définit la représentation réguliére d’un compositeur comme celle d'un
analyseur incomplet. Les opérations (T, ,) peuvent ainsi étre identifices a la
composition des fonctions dans un ensemble.

On définit d'une maniére naturelle les notions de sous-compositeur et de
Sfamille de générateurs d’un compositeur, ainsi que celle d’homomorphisme
de compositeurs.

Soient Q et Q' deux anneaux unitaires; a tout 1101’11011161‘{)]&51’110 unitaire
0:Q — Q" on peut faire correspondre de facon évidente un homomorphisme des
compositeurs associ¢s [ Q] et [Q'], que nous désignerons encore par o.

Derisirion (4.4). — Soit Q un anneau commutatif unitaire. Un compositeur
sur Q (ou Q-compositeur) est constitué¢ par la donnée d’un compositeur I et
d’un homomorphisme w:[ Q| — K.

Dans un Q-compositeur, chaque E” posséde une structure de Q-module
définie canoniquement : pour /,, f, €K", 1\, 7, €Q, on pose

(Mfi+ R fo) = (Tou0 (R €+ 20€35)) (1) J2)-

On remarquera que I'axiome analogue 4 (A1) est satisfait [ en conséquence
de (G1)].

Tout Q-analyseur est un Q-compositeur. Cependant la notion de Q-compositeur
est plus générale, car elle ne fait pas intervenir de graduation. Nous avons
vu au numéro précedent que la construction des produits tensoriels d’analyseurs
utilisait essentiellement les graduations. Cette constatation estle point de départ
d’une nouvelle axiomatique des analyseurs qui les fait apparaitre comme des
Q-compositeurs dont on sait construire, canoniquement, les produits tenso-
riels (**); nous allons définir la notion de Q-compositeur analytique, qui

(1) Je dois a P. Cartier I'idée de remplacer enticrement les axiomes des gradualions par ceux des
produits tensoriels.
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correspond a celle de Q-analyseur incomplet, a ceci prés que l'axiome (A7)
ne sera pas vérifié en général (2*). Pour abréger cette définition nous formule-
rons préalablement un lemme élémentaire.

LEMME (4.1). — Sotent Q, Q' deux anneaux commutatifs unitaires, o un homo-
morphisme unitaire de Q dans ', E et E' deux compositeurs respectivement
sur Q et Q', U:E — E’ un homomorphisme tel que le diagramme

[Q] 2> E
}q’ R
Y

[Q] . F

sott commutatif. Alors, pour tout n€ N*, on définit canoniquement, & partir de
ce diagramme, un homomorphisme <,: Q' @ E" - E™ en posant
?

(A Q) =rd(f) pour 1€, feEn
Dans cet énoncé nous avons noté Q'@ E” le produit tensoriel sur Q de
considéré comme Q-module grace a la donnée de o et da Q-module E".
Dermvimion (4.5). — Un compositeur analytique A sur [’anneau commutatif
unitaire  est constitué par la donnée :

a. d’un Q-compositeur A ;

b. d’une construction canonique (ou foncteur) qui, d tout couple (Q', o) formé

~d’un anneau commutatif unitaire Q' et d’un homomorphisme unitaire :Q — Q'

assocte un Q'-compositeur XN = Q' Q A, et un diagramme commutatif d’homo-
morphismes

)

(] —>» A
(1) %
[Q] 2> =0 R A

¢

Y

satis faisant aux axiomes suivants :

(A'1) Pour tout n€N*, I’homomorphisme =,:Q" Q A"~ défini a partir
?
du diagramme (1) conformément au lemme (4.1) est un isomorphisme.

(A'2) St Q'=Q et st ¢ est U'identité sur Q, alors X'=2A, et I’homo-
morphisme b du diagramme (1) est Uidentité sur X.
(A'3) St 9:Q—>Q" et ¢:Q Q" sont deux homomorphismes unitaires

(22) Rappelons que cel axiome n’est destiné qu’a faciliter le passage aux analyseurs complets
associés. Si (A7) n’est pas vérifié dans un Q-compositeur analytique donné, ’ensemble des éléments
dont la composante homogéne de degré total o est nulle est un sous-compositeur analytique, ou
(A7) se trouve satisfait.
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d’anneaux commutatifs, posons

cPI/: <qu)’ A= Q ® A, A — QI ® Q.
? e

Alors, dans le diagramme commutatif d’homomorphismes construits en juxta-
posant deux diagrammes du type (1) :

[£2]

w

O~

Y

> o 7
(2) el TN @) aKt |y
v 7 S
. /o W
I‘ Q’/:I L all

il est possible d’introduire un homomorphisme L': ' — A" qui respecte la
commutativité.

D’aprés (A’1), les sous-compositeurs ¢.A et w'[Q'] de A’ engendrent A'.
Par conséquent, 'homomorphisme ¢’ de (A’3) est nécessairement unique.

D’aprés la propriété d’associativité du produit tensoriel, Q" Q) A" s’identifie a
$
QR (Q’ ® 3") pour tout n € N*.
v\ 9

Il en résulte que le Q'-compositeur X' = Q' Q) A peut étre défini canoniquement
¢
comine un compositeur analytique sur Q' : on prendra, par définition,
QI/ ®ﬂ/: Qll ® ’a,
Z Z
et le diagramme du type (1)
[Q] —> A
|+ v
Y Y
[Ql/] ”3 ﬂl/: QII ® ﬂl
w @’
sera extrait du diagramme (2) complété par 'homomorphisme .

L’équivalence axiomatique entre graduations et produits tensoriels s’exprime
par la proposition suivante :

Prorosirion (4.3). — Si A est un compositeur sur ’anneau Q vérifiant les
axiomes (A1), ..., (A6) du n° 5, A peut étre défini canoniquement comme

un compositeur analytique sur Q. Réciproquement, st X est un compositeur analy-
tique sur Q, on peut définir canoniquement sur chaque A" une structure de
Q-module n-gradué, de telle sorte que les axiomes (A1), ..., (A6) soient vérifics.

Cette proposition justifie la nouvelle définition suivante des analyseurs :

un Q-analyseur incomplet A est un Q-compositeur analytique tel que

(Tpnf) (0, ..., 0)=o0 pour tout fe A
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La premiére partie de la proposition résulte de la proposition (4.2) que
nous avons démontrée sans faire intervenir I'axiome (A7). Quant a la seconde
‘partie, nous nous contenterons de définir les graduations canoniques dans un
compositeur analytique, en laissant au lecteur le soin d’achever les démons-
trations.

Soit done A un Q-compositeur analytique. Prenons pour Q' I'anneau de
polynomes Q[X,, ..., X,], et pour o l'injection canonique de Q dans Q'
Nous avons le diagramme :

[Q] 2> 2
7 v

Y Y

Q] -2 A=A

Soit feA"; alors
fI: (Tnﬂt(q"f)) (X e,u,l ce Ny elz,n) e

L’axiome (A'1) signifie que /7 s'écrit univoquement comme une somme finie

J= 0 Xe X

aen
ou les f, € A" seront, par définition, les composantes homogeénes de f.

Remarque. — Si Q est un corps infini el si. X estun Q-compositeur, on ne peut
définir A comme Q-compositeur analytique que d'une seule maniére au plus
[ef. prop. (1.1)]. L’expression « le Q-compositeur A est analytique » a done
un sens. Il nen est pas de méme dans tous les cas. Si, par exemple, Q est un
corps fini, et A un Q-compositeur, il peut arriver que 'on puisse définir sur A
une infinité de graduations distinctes, dont chacune fait de A un Q-compositeur
analytique conformément a la proposition (4.3); la donnée de la graduation,
ou, ce qui revient au méme, du foncteur K A, est donc indispensable (**).

21. GENERATION DES ANALYSEURS. Lxemrres. — Le procédé de définition le
plus usuel des compositeurs et analyseurs consiste a donner une famille de
générateurs et de relations entre ces générateurs (le procédé analogue est
bien connu en théorie des groupes).

SIA= (A”),IGN* est une suite d’ensembles, nous définirons, 4 un isomorphisme
canonique prés, le compositeur libre E = (E") engendré par A par les propriétés
suivantes : 1l existe une famille ¢ d'injections 7,: A" — E* (n€N*) telle que E
soit engendré par (z,A"), et que toute famille ¢ d’applications ¢, : A"~ F" de A

(23) Cf. la fin du n° 24. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire, pour définir le foncteur @ A,
d’introduire la catégorie des Q-algébres Q' : il suffira de faire parcourir & Q' ’ensemble des algébres
quotients d’une algébre de polynomes Q[(X;)ien]..

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 30
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dans un compositeur F = (F") puisse étre factorisée sous la forme o =17,
ot ¢ est un homomorphisme de E dans F. L'existence de E peut s’établir par
une construction explicite.

Un systéme R de relations dans le compositeur libre E est constitué par une
famille de relations du type b,= b, , ou « parcourt un ensemble d’indices, et ou,
pour chaque b, et b, appartiennent au méme ensemble E”.

Si I'on forme la relation d’équivalence R la plus fine dans E qui implique
les relations R et qui soit compatible avee les lois de composition (T,,,), on
peut passer au quotient et obtenir ainsi, par définition, le compositeur E/R
engendré par les générateurs A liés par les relations R.

Si Q est un anneau, on définira de méme le Q-compositeur F engendré par la
suite d’ensembles A, et le systéme de relations R. Ce cas se rameéne d’ailleurs au
précédent, si Pon adjoint aux générateurs A les éléments w(re, ,), pour A€Q,
et au systéme R les relations exprimant que application w = Q] I est un
homomorphisme de compositeurs (**).

Il est un cas particulier important ot des Q-compositeurs qui sont définis par
générateurs et relations peuvent ¢tre munis naturellement d'une structure
de Q-compositeurs analytiques, et fournissent ainsi des analyseurs | prop.
(4.3)] : ¢’est celui ou tous les générateurs sont mudtilinéaires, ainsi (ue toutes
les relations (**). Dans ce cas, la notion de produit tensoriel d’applications
linéaires ou multilinéaires (cf. Bouraki, Algébre, chap. III) permet en effet
de définir canoniquement les produits tensoriels.

Exemples (**). — a. Analyseur de Kurosch (*"), engendré par une fonction
bilinéaire f(x,, x,) sans autres relations que celle exprimant la bilinéarité.

b. Analyseur annulaire, engendré par une fonction bilinéaire, notée x, .,
avec la relation

(i) wy— 2, (2y205) = 0.

c. Analyseur classique, engendré par une fonction bilinéaire, notée x,a,,
avec les deux relations

(&) wy— &y (X223) =0 et Xy ks — Xyy == 0.

(2*) Plus généralement, toute loi de composition externe se raméne a une famille de lois de
composition internes (Boursakl A/gébre, chap. I).

(25) Le lecteur reconstituera sans peine la définition précise des généraleurs (resp. relations)
multilinéaires dans un Q-compositeur : les exemples ci-dessous éclaircissent cetle notion. On remar-
quera qu'un analyseur est engendré par ses élémenls multilinéaires si et sculement si toute fonclion y
admet une multilinéarisée (déf. 2.5).

(26) Les compositeurs analytiques (ui suivent, définis conformément aux considérations précédentes,
vérifient (A7) et sont donc présentés comme des analyseurs. Nous ulilisons des notations fone-
tionnelles simplifiées au lieu des (T, )-

(27) Cf. Muat. Sbor., t. 20, (52), 1947, p. 239-262.
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d. Analyseur de Lie, engendré par une fonction bilinéaire, notée [z, ., ],
avec les deux relations
[, ]=0
et
[y, [0, @5 ]|+ [y [y 2 ]|+ [y [ 20, s |] =0,

e. Analyseur de Ritt, engendré par les deux fonctions x, ., et &, respecti-
vement bilinéaire et linéaire avec les trois relations :

(yy) g — 2y (Xy3) = 0, L\ Ly — Ly X'y == 0
et

X)Xyl — (o) =2 0.

Ces analyseurs sont tous définis sur un anneau de base Q donné. lls
s'obtiennent d'ailleurs a partir des analyseurs correspondants construits sur
I'anneau Z des entiers en formant les produits tensoriels par Q (considére
comme Z-algébre). Les exemples b a e répondent respectivevent aux espéces
suivantes de Q-algébres : algébres associatives, associatives et commutatives,
de Lie, associatives et commutatives a dérivation. L'analyseur classique peut étre
identifié 4 un quotient de 'analyseur annulaire, qui lui méme s’identific a un
quotient de I'analyseur de Kurosch. D’autre part, le théoréme de Poincaré-Witt
valable notamment pour les algébres de Lie libres, permet d’identifier 'analyseur
de Lie & un sous-analyseur de I'analyscur annulaire, en posant

[, @y | == iy — ayy.

Il existe des analyseurs qui ne peuvent pas étre engendrés par des éléments
multilinéaires; ¢’est le cas notamment pour I'analyseur de Jacobson 3, défini
sur un anneau de caractéristique p premiére (soit, par exemple, sur le corps
premier I,) comme le sous-analyseur de 'analyseur annulaire A engendré par
Panalyseur de Lie £ et 'élément 27 €N, L'élément 27 n’a pas de multili-
néaris¢ dans I, qui correspond a 'espece des algeébres de Lie p-restreintes (*%).

Nous signalerons enfin une coustruction due a J. Tits, qui fournit des
exemples de Q-compositeurs possédant plusieurs structures distinetes de
compositeurs analytiques.

Soit E un compositeur, S un monoide unitaire. Nous appellerons extension
de B par S le compositeur I = (K, S) ainsi défini : I est engendré par des
éléments

ofek (fekr) et bseF' (se8)

en correspondance avee ceux de K et de S. Les relations entre ces générateurs
sont :

5

1° celles qui expriment que ¢: K F est un homomorphisme;

(28) Cf. Trans. Amer. Math. Soc.,-t. 50, 1941, p. 15-25.
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20 Ye=-e, , e désignant 'unité dans S, ct
(Ty, i (Us)) (bt) =1U(st) pourtouss, L€S;
3 (T () (o) =(Twn(o/)) (ds(e,r), ..., Ls(e,,)) pour tous n€N*,
JE€L, seS.

On démontre que ¢ et ¢ sont injectifs. Supposons maintenant que E soit
donné comme un Q-compositeur analytique sur le corps fini Q a g éléments,
et prenons pour S le monoide libre unitaire & un générateur ¢: Le compositeur
F=(K,S) est alors un Q-compositeur, sur lequel nous pouvons introduire
une infinité de graduations prolongeant celle de ¢ E et transformant I en un
Q-compositeur analytique : une telle graduation sera complétement déterminée
st nous donnons a ¢z 'un des degrés ¢" (heN).

CHAPITRE I1.

Ettpe DES LOIS DE GROUPES DANS LES ANALYSEURS RATIONNELS.
Dans tout ce chapitre, il ne sera question que d’analyseurs complets.

5. — Les lois de groupes et leurs équivalences.

22. LoIs DE GROUPES.

Dervition (5.1). — Nous appellerons loi de groupe dans un analyseur X une
Jonction f(x, v)€A* vérifiant :

a. (e y)s3) = (@ [y, ) =o:

b. f(x, y)=x—+y (mod. deg. 2).

Une loi de groupe [(x, y) sera dite abélicnne st [(x, y) = [(y, x).

Exemples. — x—y est une loi de groupe dans tout analyseur; x—y +ay est

3 - ’ - 3 0

une loi de groupe dans I'analyseur annulaire (n° 21, ex. b).

Provosition (5.1). — St f(x, y) est une loi de groupe dans U'analyseur X,
J(x,0)=f(0o,x)=ux, et il existe une fonction g(x)€A" et unc seule véri-
Jiant f(@, g(2) = /(g (@), &) =o.

Démonstration. — Posons h(x)= f(x, 0). Alors

f(z) == (mod. deg. 2)
et d’apres le théoréme (3.1), il existe A/(x)eA* tel que A(l/(z))=a.
Si nous faisons y =z=o0 dans a [déf. (5.1)], il vient h(h(x))=h(x); il
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suffit d’y substituer /'(2) & « pour obtenir f(x, 0)=h(x)=2. On démontre
de méme que f(o, x)=r.
Daprés b et le théoréme (3. 1), il existe g(x), g'(x)€ A telles que

Sle(x), &) = f(x, &' (x))=o0.
Si nous appliquons a, il vient

gr)=[(g(x), 0) = [(g(x), [(x; 2" ()
=JS(flg () o), g'()) = f(o, §'(x)) = &' (2).

La donunée d'une loi de groupe dans un analyseur X permet de définir une
structure de groupe sur chaque X-module M (¢f. n° 15).

La démonstration de la proposition (5.1) n’est en partie qu'unc traduction
de démonstrations élémentaires connues de la théorie des groupes. Plus généra-
lement toutes les identités génériques de la théorie des groupes se traduisent
par des identités dans un analyseur, dés que 'on sy est donné une loi de
groupe. Pour simplifier les notations, il nous arrivera d’écrire zy une loi de
groupe, par analogie avec la notation multiplicative des groupes. Les
fonetions g, () correspondant aux puissances seront appelées izérées de la loi
de groupe f(x, y)=xy: nous les éerirons 2 si aucune confusion n'est a
craindre (ce qui entraine la notation facheuse 2°=0). On a

(1) &o(x)=o, () = f(gu—i (), ) pour tout n€Z,
(2) Sf(gu(2), gw(x)) =8n.w(x) pourtousn, n'€Z,
(3) (g (2)) =guw(x) pour tous n, n'€’.

Si la loi est abélienne,
(4) Su( f(x, ) =f(g.(x), 2u())) pour tous n, n'€Z.

Soit xy =+ v+ A(x, y) (mod. deg. 3) une loi de groupe dans 'ana-
lyseur X, avee A(x, y)€A;. Nous noterons (x, y)=xyx "'y ' le « commuta-
teur » de x et y, et 2’ =yxy'le « transformé de x par Iautomorphisme
intérieur associé a'y ».

Prorosition (5.2). — La composante homogéne de degré total 2 du commauta-
teur (x, y) d’une lot de groupe xy est un crochet de Lie.

Démonstration. — Soit [, y]la composante de degré total 2 de (a, y). Les
relations (2, 0) = (o0, )= (a, ) =0 montrent que [z, y] est bilinéaire et
vérifie | @, ]=o0. D’ailleurs, avec les notations précédentes, on vérifie
que [@, y]=A(x,y) —A(y, ). Quant a lidentité de Jacobi (¢f. n° 21,
ex. d), elle résulte de Uidentite de P, Hall

(2) ((zy ), &) ((ys ), 2°) ((5, 2), y¥) = o.

En effet, un calcul simple montre que le premier membre de (5) est congru
(mod. deg. pya[la, v]. z|+][[v. =], x| 4+[] 5 2], ¥]. qui est done nul.
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23. LE GROUPE ADJOINT D'UN ANALYSEUR. — Soit A un analyseur. Nous
munissons A* de sa structure de monoide définie par la composition : si ¢(x),
U(x)e A", nous poserons (vol)(z)=10o(d(x)); la fonction identique z est
élément neutre pour cette opération.

Dxrizimion (5.2). — L'ensemble des fonctions o(x)&€ A" inversibles, c'est-
a-dire telles qu’existe o' (x) vérifiant

(eee™)(2)=(¢7"09)(z) =2,

constitue un groupe dit groupe adjoint de A et noté G(A). L'ensemble des
Jfonctions [ (x)eﬂ: linéaires et inversibles constitue un sous-groupe de G(2),
dit groupe linéaire de A et noté GL(). L'ensemble des fonctions ¢(x)€ A
vérifiant o (x) =z [ (mod. deg. (i +1)] sera noté G;(A) pour tout i € N*.

ProrositioN (5.3). — Chaque G;(), i€N*, est un sous-groupe invariant
de G(A). Pour que o(x)eG(A), il faut et il suffit que o(x)€A* et
que o(x)=1t(x) (mod. deg. 2), ot t(x)€ GL(A); avec ces notations, I’appli-
cation o(x)— t(x) est un épimorphisme de G(A) sur GL() dont le noyau
est G, ().

Démonstration. — D’apres la proposition (3.2), G;(A) est un sous-monoide
de A* pour tout 1€N*. Si o(x)€G;(A), il existe, d’aprés le théoréme (3.1),
o'(x)e A tel que

(pod)(x)y=wx et r=(000¢") (x)=19'(x) [mod. deg. (7 +1)],

d'apres la proposition (3.2), d’ou o' (x) € G;(X). Il existe de méme ¢’ (z) € G;(X)

tel que (@'00¢")(x)=ua. Il en résulte, d’aprés un raisonnement classique

[¢f. prop. (5.1)], que o = ¢"; done G;(A) est un sous-groupe de G(X). Si
o(x)€Gi(X),  d(r)eG(A),

on a
(Yogsd ) ()= (bod ") (x)=u [mod. deg. (¢ +1)],

donc G;(A) est invariant dans G(X).
Soient o(x), 9'(z)€G(A), o(x)=t(x), ¢ (a?)—t’(m) (mod. deg. 2),
t(x), (x)eX,. Alors
(909") (x)=(tot') (x) (mod. deg. 2);

done, Tapplication ¢ — ¢ est un homomorphisme de G(A) dans GL(A) dont
le noyau est G, (). Si o(x)€A*, p(x)=1(x) (mod. deg. 2) et t(x) € GL(x),
alors

(te0) (#)€G(R)cG(R), done 2eG().

Proposirion (5.4). — Pour tout i€ N*, le groupe quotient G;(A)/G,, ()
s'identifie au groupe additif A, ., en associant a la classe de 3(x)€G(A) la
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Jfonction a;,,(x) définie par

o(z)=a+ ar,(x) [mod. deg. (i + 2).
St
9(x) =+ ai(x) [mod. deg. (i + 2)]
el v
b(z)=z+ b (x) [mod.deg. (j+2)].

aveci, J€N*, a, €A, , b, €A}, le commutateur

(9, ¥)=9o0dogtod™

vérifie

(o0, V) (2) =2 + ¢ jor (@) [mod. deg. (i +j+ 2)],
ou '
(1) Cirjr () = D e () — D bjr ().

> lilz+ 111 bj (@) >l b (@)
Démonstration. — Posons

o(z) =a + 2 a,(x) et l.IJ(L):I—!— 2 b, (x),

i1 nx>>j+41

avec a,, b,e A . Alors
(zod) (2)=Y(@)+ ¥ a(b(2)).
La proposition (3.1) donne, pour n>~i+ 2,
a,(Y(x))=a,(x) [mod. deg. (i +/j+ 2)].

D’autre part, la formule de Taylor (n° 11) conduit a

ar (Y(2))=a;, (2) + D a4 () [mod. deg. (i +j -+ 2)].
x->|1|x+|;1[b,-+1(1')
Nous obtenons donc
(2) (o) (@) =o(x)+ b(z) —x + 0 Ay () [mod. deg. (i -+ +2)];

>4+ 11]0j4q ()
et, de méme,

(3) Wov)(z)=9(x)+Y(x) — &+ D bja(x)  [mod. deg. (i 47+ 2)].
@ 1jlz+111a; (@)
Si nous posons 7 (x) = & + ¢ ;.. (x), avec les notations de (1), nous obtenons
d’aprés (2) et (3) :
(4) (zoboo) (z)=(9od) (z)  [mod.deg. ({4 j+2)],
d’ou
(9, 9) () =y(x)  [mod. deg. (i +j+2)]

Remarques. — La proposition (5.4) signifie que G;()) est une N-suite
dans G, (X)(c/f.[6], chap. L.). L’anneau de Lie gradué associé a G;())s’identifie
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a Z A, . avee le crochet-de Lie donné par (1) pour les éléments homogeénes.
iEN~

D’autre part, la topologie définie dans G () par la suite (G;(X)) coincide avec

la topologie induite par la topologie canonique de A* (n° 13); G(A) est ainsi

un groupe séparé et complet. La proposition (5.3) montre que G(X) est le

produit semi-direct du N-groupe G, () et du sous-groupe GL(X), ce dernier

n’étant pas invariant, en général.

24. KQUIVALENCE DES LOIS DE GROUPES.

Derinition (5.3). — Sotent A un analyseur, o(x) € G(X), f(z,, ..., x,)€A".
Nous appellerons transmutée de f par o, la fonction o(f(o™*(x,), ..., o7'(x,))),
que nous noterons f?(xy, ..., x,).

Cette définition est compatible avee la notation ¢¥ des automophismes inte-
rieurs dans G(X).

Prorosition (5.5). — a. La transmutation des fonctions de X par une fonction
donnée o(x)€ () est un automorphisme de A considéré comme compositeur
(cfin20):sifeA™, g1y, gn €A et h=f(g\,.... Q) alors h*= [¥(g7,....&%).

b. Le groupe G() opére a gauche sur X : ((f)?)*= % pour o, b€ G(X),
feA", neN".

c. St f(x, y)€A* est une lot de groupe, et 0€G(X), [*(x, y) est une loi de
groupe.

La démonstration est immdadiate.

Dervimion (5.4). — Nous dirons que deux lois de groupes f, g€ A* sont
équivalentes (resp. équivalentes au sens restreint) s'il existe o(x)€G(X)
[resp. o(x) € G, ()] tel que fo=g. Le groupe des o(x) € G(X)|resp. o(x) € G, ()]
tels que [*= f sera dit le stabilisateur (resp. le stabilisateur restreint) de la loi de
groupe f.

Les classes de lois équivalentes sont donc les classes de transitivité de G ()
opérant sur I'ensemble des lois de groupes. Deux lois de groupes équivalentes
dans 'analyseur A définissent des structures de groupes isomorphes sur tout
A-module. Une transmutation peut s’interpréter comme un « changement de
coordonnées », et les ¢léments du stabilisateur comme des « automorphismes
analytiques ».

6. — La formule du binome; lois canoniques dans les analyseurs rationnels.

25. FormurLe pu BzvoMeE. — Si. I'on considére dans l'analysear classique
(n° 21, ex. ¢) la loi de groupe f(@, v)=a—+y-+ay, son n“ itéré g, (x)
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(n°22) s’éerit
”\ ) )
guley= 2 ()= (nen);
1Zi»

’ .

c¢’est la « formule du binome » bien connue, que nous allons généraliser.

Proposition (6.1). — Soient A un analyseur, et f(x, y)e€A* vérifiant
f(x, 0)= f(0, &) = @. Définissons par récurrence les fonctions g, (x) (n€N) en
posant

&o(xr)=o, i1 () :j(l‘ Lu(x)).

Alors, pour tout n€N,

Sulx) = 2 (\ ’; ) € (%),

/
1=jiln

ot ¢; ;(x) €N quels que sotent i et j (1~ j 1< o).
Démonstration. — Désignons par b, ,(x) la composante homogene de degré ¢
de g, (). Ainsi

(1) gu(w) = N biulr).

1Ll
Les relations f(a, 0) = f(0, ) =2 impliquent
S, y)y=x+y (mod. deg. 2)

et, par une récurrence évidente, b, ,(x) = nz. Nous poserons donc ¢, , (x)==.
Supposons déja construites les fonctions ¢ (@), avee 1= j~i<q, telles
que ¢; ;(x)eA; et que

) o () — N e N L (e
(2) o, () = 2 <'/.>(,,,/(.1)+ ‘_‘ b ().
12j2ily q=ilm

Nous pouvons supposer ¢ 2. Calculons b, ., (). Cest | prop. (3.2)] la
composante homogéne de degré g de

S
L, b/.u('L'\ -+ ~>ci,'(’~17 .
f< g (L) 2 (\'/ il )>
lZjily

D’apres la formule de Taylor (n° 11), '

-
(3) bt/y/H 1 ( I)) - Z fm .f(‘]’.7 ))’
i x>|ale .
LB B v Byt X 1B () i)
1£j i<y

ou la sommation s’¢tend a toutes les familles d’entiers > o («, §, (3 ;) vérifiant

L)

a-qB+ ¥ iBiy=q

1£j<iyq
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Considérons les termes ot « = o. D’apres la relation (o, ) = a, il suffit de
considérer les termes pour lesquels

2 2 P
o+ E Pij=1:

1<jlicq
La seule famille d’entiers possible est
p=1 By=o (1 Z/Zi<q)

qui conduit au terme b, (). Dans tous les autres termes, « > o implique = o.
Nous obtenons done, compte tenu des relations d’homogénéité,

@ () == 1 ( )“”MW D Sy,

o N=zjZicy .
(Biry i<ty o> -~ 18,1 e, j(x)

12/ =iy

ou la sommation s’étend aux systéemes d’entiers > o («, (3; ;)) vérifiant
x4 Z iBij=q et %2> 0.

Pour un tel systéme,

2 SPri= 2 Pirj=q-—2<q;

1£j=i<ly 1Zj iy
on peut négliger la famille «=¢, 3; ;=0 puisque ¢>2 et [f(z, 0)=x.

8i

Chaque produit H (’;) est ainsi un polynome en n, a valeurs entieres
1zjzi<qg

pour nentier, nul pour n = o, et de degré strictement inférieur a ¢. Il peut done

s'écrire comme une combinaison linéaire & coeflicients entiers des poly-

- nomes ( > (1=j<q), et méme comme une combinaison liné¢aire a coefficients
entiers posmfs d’apres la relation

\ / k! \ .
(%) (’ll)(,,l): > (/.-_i)!(/‘-»—'/,)zu’-‘f,/;/;)!<Z,) (&, JEN).

AN
sup (i,/) £k <i+j

Ecrivons chaque terme du second membre de (4) comme une combinaison
L, n C oy, . ,
linéaire des (/. ) multipliés par des fonctions de x de degré ¢; nous obtenons,
apreés regroupement,

(6) bynir(2) — byu(@) = Z (;")cq’,,éﬁl(m),

1<j<q

ou les fonctions ¢, ;.. ()€ X, pourraient &tre explicitées a partir de (4) et (5).

La relation
<n+1'v_( n )__<n
i) GE)=0)
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jointe & (6), montre que la fonction

. Xl n
o= 3 () enston

2]

est indépendante de n. Comme elle est nulle pour n=o, elle est nulle pour
toute valeur de n, et la construction de ¢; ;(.r) a 6té effectuce pour le degré i =g
(¢in(x)y=o0 pour i >1, car g,(x)=uwx), ce qui achéve la démonstration par
récurrence.

Remarques. — a. Le calcul des ¢; ;(x) a été exposé sans faire intervenir
aucune propriété particuliere de analyseur A. On pourrait done (théori-
quement ) donner pour le calcul de chaque ¢; ;(2) .4 partir de f(x, y) une
Sformule générique qui ne ferait intervenir que I'addition des fonctions (et non
leur soustraction) la composition des fonctions homogenes et les opérateurs de
Sanov.

b. La relation de récurrence utilisée pour définir les g,(x) (n€N) permet
aussi bien de les définir pour n€Z; il suffit d’utiliser le théoréeme (3.1). La
proposition et sa démonstration restent valables sans modification pour n€Z.

CoroLLAIRE. — Avec les hypothéses de la proposition précédente, st A est un
analyseur sur un anneau Q de caractéristique p (premier), on a

gplx)=o (mod. deg. p).

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que (1; ) = o (modp) pour 1 —j<p.

Provositiox (6.2). — Sotent f(x, y) une loi de groupe dans un analyseur X
sur un anneau Q de caractéristique p (premier), et g,(x) son n*™ itéré (n€1).
Alors, g,.(x)=o(mod. deg. p") pour tout h&N, et I homomorphisme n — g, (x)
du monoide multiplicatif 7. muni de sa topologie p-adique dans le monoide A*
muni de sa topologie canonique est une application continue. Cela permet de définir,
par continuité, les itérés p-adiques g,(x) (v = entier p-adique) de la loi f(x, y).

Démonstration. — On applique le corollaire de la proposition (6.1) et les
identités (2) et (3) dun®22; ¢f. [7].

26. ANALYSEURS RATIONNELS.

Dervition (6.1). — Pour tout r € N*, nous noterons Q, l’anneau des nombres
rationnels qui, écrits comme fractions irréductibles, n’admettent au dénominateur
que des facteurs premiers .

Ainsi, Q,=Z, Q. est 'anneau des rationnels de la forme m/2(me€Z,neN), ....
Si(n— 1) n’est pas un nombre premier, Q,=Q,,.
Un Q.-module A posséde, en tant que groupe abélien, la propriété suivante :
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pour tout z €A, il existe un élément y€A et un seul tel que ! y = . Réci-
proquement, tout groupe abélien possédant cette propriété peut étre muni
d'une structure de Q,-module et d’une seule.

Dgrivimion (6.2). — Un analyseur A sur un anneau  est dit rationnel st, pour
tous n, r €N*le groupe additif A (module des fonctions de n arguments de degré
total 1) est un Q,-module.

Exemples. — a. SiQ est un corps de caractéristique o, tout analyseur sur Q
est rationnel.

b. Si Q est un corps de caractéristique p =< o, un analyseur A sur Q est
rationnel si et seulement sil est nilpotent de classe < p| déf. (3.4) ], ¢’est-a-dire
si A= o pour tout n€N* et 7> p. '

c. A chacun des types d’analyseurs définis au n° 21 (ex. aa ¢) correspond un
analyseur rationnel, avec Z comme annecau de base. Prenons, par exemple,
I'analyseur annulaire A sur 'anneau Z. L'analyseur annulaire rationnel 83 sera
défini en prenant 8= Q,®, A, pour tous n, r&N*. Autrement dit, on multiplie
par les scalaires de Q, les fonctions de degré total 7. Comme, d’autre part, les
groupes A" sont sans torsion (ce sont méme des groupes abéliens libres), on
peut identifier 88 2 un sous-analyseur (sur Z) de Panalyseur Q @, X sur le corps
des rationnels, ce qui simplifie la vérification des axiomes. On définira ainsi
Ianalyseur de Lie rationnel, ete. Le théoréme de Poincaré-Witt montre encore
que 'analyseur de Lie rationnel s’identifie @ un sous-analyseur de I’analyseur
annulaire rationnel.

Sauf mention expresse du contraire, un analyseur rationnel sera toujours
considéré sur Ianneau de hase Z.

27. Lois CANONIQUES.

Lemyes (6.1). — Supposons donnée, dans un analyseur rationnel A une famille
de fonctions d; ;(x)€A,, pour i JEN*, j 1.

. . " J
Posons, pour tout n€N,

gn(x) = 2 n/d; j(x),

1 2] Liln
Wl . .
v(x)= Z di (), V)= Z dii(x).
| =il | 2i»
Alors, st ‘
(1) 2u(gm(x)) = gmu(2) pour lous m, n€N et o) =,

on «a
U =G (g () =a, o(gu(r) = ng(r);

La(V()) ==V (nr) pour tout n€N.
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Démonstration. — Posons, pour ¢, o, T€N,
. Wl
(2) Coon() = Z En) di,‘,,(.'zr).
v i
i x> RO R l()
i (%) 1.~,z| o

ot la sommation s’étend a toutes les valeurs entieres de ¢ et, pour ¢ donné, a
toutes les familles (2 ) d'entiers =2 o vérifiant

/ . )
V=pd, 1l k<, _‘Joc’kylh_t,
Y kd

(3) -

Zla’U: g, Z/{a}.y,:f,

kL Iyl -
Onae, o (v)€AL Sie, .50, 1007

Si nous calculons
O . ’ ~ )
2n(gm(x)) = 2" n/ d,-,/( Z mid, [(;L')>
1 £jLi<ln \1zlzhle

d"apres la formule de Taylor (n° 11), et en utilisant les relations d’homogénéite,
nous obtenons
.y QU
() sulgn()) X AEmTan(r).
1£p20L7<0

Le caleul de ¢, 5, se simplilie si ¢ = 5. Dans (3), la relation ¢ =~ 7 < o montre
quil faut alors prendre ¢ =g ; de plus, t = ¢ implique o} ,= o pour {> 2. Nous
obtenons done

o |
(9) Cope () = 2 p1) do o(2),
(o) x*zlakldku(-”)
k

ot la sommation s’étend a toutes les suites (o) d’entiers Z~ o vériliant

. O N
(6) 2‘ or==p, :>_J kop—r.
12hk<» 1L »

La formule de Taylor appliquée i

b(nmo(x)) = Z d;; <nm E d;, (1)>

1£Li<ln 1£j<»
conduit done a

(7) b(nmo(r))= 2 nfmee,, +(x) pourm, n€N.

1LpLTn
Utilisons, pour la premicre fois, 'hypotheése (1). Nous obtenons, d’apreés (4),

Al N . .
Z nemoe, ;- ()= 2‘ nimid;;(x),

1£p20LT<n 1£j2i<n
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pour tous m, n€N, ou, en égalant les composantes de méme degré < en z,

N Wl @l . . B
(8) 2‘ nemle, oo (4) = nwndd. ()

120027 V<)

N

|

pour tous =€ N*, m, n€N. Puisque X est un analyseur rationnel, (8) équivaut
[ ¢f. la démonstration de la proposition (1.2)]a

(9) ¢p(X)==0, pourp==g €y () =d; () pouri Lo L7 x.

Daprés (9), la relation () séerit, en y faisant m = 1,

(10) Yy () =gu(x).
Pour » =1, nous avons
Ylo(r)) =g (v)="r.

Comme o(2x)=d(x)=d, (x)=x(mod. deg. 2),

Y, L!/EG,(IR) et "Jo'fJ(.l‘):ﬁ.’Jog(w‘):(l‘.

Substituant les deux membres de (10) dans .‘)(CU) ilvientno(x) =o(g.(x)):

substituant U(x) ax dans les deux membres de (10), il vient d(nx) = g, (4(2)).

Remarques. — a. Le lemme (6.1) généralise la construction des fonctions

exponentielle et logarithme classiques i partir des relations
. N\ ) .1
exp = lim <I -+ ) , log(r + &) = lim — ((1 4+ .2)" —1).

">z 1t / . >0 7

Les formules définissant () et o(x) dowvent étre considérées comme des
«spécialisations » remplacant les passages a la limite.

b. M résulte de notre démonstration que toutes les formules rencontrées on
apparaissent des entiers m, n€N restent valables si lon remplace m, n par des
entiers de signes quelconques, ou encore par des éléments de lanncau de base Q
de lanalyseur rationnel X.

c. Nous aurions pu démontrer tout comme (4) et (7)| c’est-a-dire sans utiliser
Uhypothése (1) ni le fait que A est rationnel | les relations suivantes :

Wl - .
PACICOIEIND SR PO

1£p o<

5
G(gm(x)) = Z m-e, s-(r),

1£GL7<=

N Q
(b)) = 2‘ € ).
tZ0< =
Si nous utilisons maintenant (g), les relations précédentes démontrent 'énoned
complet du lemme, sans faire intervenir aucune  propriété de G ()
[de o, deG,(X), Yog(x) =2, nous avions conclu sod(x)=2a|.
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d. Posons, pour tout j& N*,
Jitey= N diy(a);
jzi<n
en particulier, f;=o. On peut démontrer, comme précédemment, que

Silgm(@) =, moepale),

jLoLT<l -

Sigen= D es(2).

1£6<=
D’apreés (9), ces relations conduisent &

Jilgm () =m! f;(x),
Sila)=d;;(¢(2)).
Dermvition (6.3 ). — Une loi de groupe f(x, y) dans un analyseur rationnel X
est dite canonique si ses itérés g,(x) sont donnés par g,(x) = nx(n€N).

Remarque. — ll est indiftérent de remplacer 'hypothése «n€N» par «n€Z»
dans cette définition.

TuroriME (6.1). — Dans un analyseur rationnel A toute loi de groupe f(, y)
est équivalente, au sens restreint, a une loi canonique et une seule.

Démonstration. — Soit g,(x) le n*™ itéré de f(x,y). Nous pouvons appliquer
la proposition (6.1), et écrire

an(r) = 2 <]/L\)c,,(1) [neN; ¢ j(r)ye A},

/

\Zjzi<n
. a V. ‘ .
Le coefficient ( ].) est un polynome en n dont les coeflicients appartiennent

aQ;, done a Q;sij 7. Ordonnons le polynome ( /) suivant les puissances de n,

puis regroupons les termes dans le développement de g,(x), nous obtenons

gn(x) = 2 nd;;(x) [neN; d;(z)eA}l].

1Lj<Liln

Toutes les hypotheéses du lemme (6.1), dont nous conservons les notations,
sont vérifices. Posons f'(x, y)=/%*(x, y). Il résulte de la proposition (5.5)
que le n' itéré g () de f'(a, y) est gi(x), et le lemme (6.1) montre
que g¥(x)=nax. La 101/’, équivalente au sens restreint af[ puisque g(x) € (r,(X)]
est done canonique.

Soit o' () € r (X)) tel que /"= /¥ soit également une loi canonique. Posons
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Alors /"= /"%5 appliquons cette relation aux itéreés, il vient y (ny ' (2)) = nx
pour n€N, ou y(nx)=ny(x). Cela implique, du fait que A est rationnel
[¢f. démonstration de la proposition (1.2)], que y (x) € A,. Commey (x) € G,(X),
v(x)y=axet f'=/".

Remarques. — a. Nous avons formalis¢ le « passage aux coordonndes cano-
niques de premiére espéce » dans un groupe de Lie. La proposition (6.1)
remplace I'étude des sous-groupes & un parameétre; le lemme (6. 1) remplace les
passages i la limite.

b. Le théoréeme (6. 1) montre bien la différence entre I'équivalence et ¢ qui-
alence restreinte des lois de groupes [ déf. (5.4)]. Dans un analyseur
rationnel A, le groupe GL(X) opére sur I'ensemble des lois canoniques.
L'exemple des groupes de Lie montre qu'il n’y alieu d’¢tudier que 'équivalence
restreinte dans les analyseurs rationnels généraux.

7. — La loi de Hausdorf.

28. AUTOMORPHISMES INTERIEURS DEFINIS PAR UNE LOI CANONIQUE. — Solt, dans un
analyseur rationnel X, une loi de groupe canonique /(.r, y). Nous éerirons
J(x, y)y=way, et nous utiliserons les notations multiplicatives indiquées au
n° 22 : les itérés de xy seront notés ' et hypothése que la loi est canonique
se traduit par "= nz, Le «transformé de y par 'automorphisme intérieur
associ¢ d @ » est la fonetion xya— = h(x, y). L'identité¢ zy"a— = (xyx=")" se
traduit par A(x, ny) =nh(x, y), pour n€Z, ce qui implique, puisque X est
rationnel, que A(x, y), soit linéaire par rapport a y.

Provosiriox (7.1). — Soit, dans U’analyseur rationnel A, une loi de groupe
canonique xy. Posons

xyzx—}—)'—%——;[x,y] (mod. deg. 3),
avec |,y |€A,. Alors | x, y | est un crochet de Lie, ct

/zv(x, )= xya? :2 nl—‘ (adz)*y,
neN
ou
(adz)’y =y, (adx)*y = «, (adz)"y] pour n€N.
Démonstration. — Si I'on calcule la composante homogéne de degré total 2 du
commutateur (x, y) =axyax—* y—* défini par la loi canonique 2y, on obtient[ 2, ¥ ],

ce qui prouve | prop. (5.2)] que cette fonction est un crochet de Lie. La
derniére partie de la proposition va résulter des identités

T (xn.)»xfn) ot — xn+1yx—(n+1)
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qui se traduisent par
(1) h(a, (na, y)) = h((n-+1)2,%) (nel).

Désignons par L le module des fonctions f(, y)€A* qui sont linéaires par
rapport & y, par L'CL le sous-module des f(x, v) vérifiant f(o, y)=o, et
par L"c L 'ensemble des f(x, y) véritiant f(o, v)=y. Nous définissons sur L,
une structure d’anneau associatif en posant, pour £, /' €L,

(k') () ) = ko, K (2, )

La puissance n®™* de k(a, y)€L par rapport a la «multiplication % » sera
notée k(x, y)™; en particulier, 4(2, y)** =y est 'unité¢ de Panneau L.
Nous poserons

pour A(x, y)EL', exph(x,y)=— Z %, Ay y )™,
. . -1 °
pour A(x, y)yeL’, logh(zx, y)= Z L——ll—(ﬁ'(.7‘, D)=

Ces formules ont un sens, car X est un analyseur rationnel. Les deux applications
exp : L' L" et log : L~ L’ sont inverses I'une de 'autre. De plus,

(3) pour k(x, y)eL” et neN, log(k(z, v)™")=—=nlogh(x, y).

St h(x, y) désigne comme précédemment.xyva ', hia, y) €L et la relation (1)
se traduit par
(4) (e, vy"n="\l(nx, ) pour ne€N.

Nous en déduisons que, en posant k(x, ¥) = log h(x, y), h(x,y) = exphk(x,y)

(‘3) n /\'(.’L‘, V)') = A (nar, ))

Comme X est rationnel, (5) signific que k(a, y) €L’ est bilinéaire; k(x, y) est
donc la composante de degré total 2 de A(a, y), quun calcul facile montre

égale a [ 2, y]. 1l suffit de revenir aux notations usuelles des algébres de Lie
pour obtenir la proposition (7.1).
29. LA LOI CANONIQUE UNIVERSELLE.

Provosition (7.2). — Sotent X un analyseur rationnel,

- ) .

xy =z -4y -+ ;[1, Vv (mod. deg. 3)
une lot de groupe canonique dans X avec | x, y |€ A, Désignons par 83 le sous-
analyseur rationnel de X engendré par le crochet de Lie | z, y |. Alors :

a. zy€B;
Ann. Ee. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 31
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b. si f(x, y) est une loi de groupe canonique dans X vérifiant
flz, vy=ay (mod.deg. 3), f(z, y)=ay.

Démonstration. — La proposition (7.1) montre que zyx—' €. Pour f& A"
et g&€N*, nous écrirons f€B (mod. deg. ¢) pour indiquer qu’il existe /' €B
avec f= [’ (mod. deg. ¢).

Soit x 4y + Z a;(x, y)ladécomposition de .xy en composantes homogenes
il
(pour le degré total). Supposons déja démontré que xy € 3 (mod. deg. q), g == 2.
Nous allons en déduire que zy€B | mod. deg. (¢—+1)], autrement dit
que a,(x, y)€B. '

I résulte de la proposition (7. 1) que, si f(«x,, ..., x,) €8 | mod. deg. (¢ +1)]:
onayfy*€B[ mod. deg. (¢ +1)]. D’autre part, si f, g€ B[ mod. deg. (¢ +1)],
I'hypothése de récurrence conduit a /g —a,(/, ¢)€B [mod. deg. (¢+1)], et
les relations

ag (&, 0) =u,(0, x) = ay,(x, —r)=o,

jointes a la proposition (3. 1), montrent que fg€B| mod. deg. (¢ + 1)]si 'une
des trois conditions suivantes est vérifiée :
f=o, g=o0, JSHg=o, (mod. deg. 2)

(le produit fg est caleulé au sens de la loi de groupe xy).
Si nous appliquons ces remarques, nous obtenons successivement :

(1) vieyte®  (keN),
(2) yixy—ta—ted | mod. deg. (¢ +1)], car ykry *f+4-2~'=o0 (mod. deg. 2),
(3) (e, y)=at(viey—*tr)rted [ mod. deg. (¢ +1)].

Comme u;(x, v)=o0 (mod. deg. 2), nous obtenons, par récurrence sur n€ N,
(4 o2y V)=t (2, V) s (2, V) oo Uy (2, V)EB [ mod. deg. (¢ +1)].
D’autre part,

LMV == (nx) (V) =n(x -+ V) + Z néa;(x, v),

2Li<l %
done
(5) eyt — nila,(x, ‘)/‘) [=X3] l mod. deg. (g + I)]
Comme ¢,(x, y)=o0 (mod. deg. 2),
(6) o (i, v) 2ty —nila,(x, v)) €R [ mod. deg. (¢ +1)].

Dapres la proposition (3.1), appliquée a xy —(x+y),
(7) enlws ) (@20 —nlag(2,y)) = va(2, y) 2"y —nlag(z, y) | mod. deg. (g+1)].

Or, d’aprés une identité générique de la théorie des groupes, facile a vérifier,
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0,(x, y) x"y"= (xy)". D'autre part,
(8) (zy)'— na,(z, v)EBR [ mod. deg. (¢ +1)].
Les relations (6), (7) et (8) nous donnent '
(9) (! —nya,(x, y)€8 pour tout n €N,

ce qui implique «,(x, y)&€B puisque X et 83 sont des analyseurs rationnels.
Remarquons que la démonstration nous a donné un procédé de calcul explicite,
par récurrence, des fonctions a,(x, y) a partir du crochet de Lie[ x, y]. Ce
procédé est sans intérét pratique, mais il établit la derniére partie de la propo-
sition (7.2).

Désignons maintenant par A I'analyseur annulaire rationnel (n°26, ex. c), et
par f(x, y) la loi de groupe x + y + xy dans X. Désormais, xy désigne le
«produit» qui engendre X (et qui n’est pas une loi de groupe); nous sommes
obligés de renoncer a la notation multiplicative des lois de groupe précé-
demment utilisée. La loi f(x, y) est équivalente au sens restreint a une loi
canonique f'(x, v) et une seule, d’aprés le théoréme (6. 1). Si nous retournons
aux démonstrations du paragraphe 6, nous voyons que /'(z, y) est donné par
(10) exp f'(x, y) == (expax) (exp)),

ou la fonction exp . est définie par la série classique :

(11) expx = 2 L a.

0.2n<»

Le crochet de Lie attaché a /'(w, v) par la proposition (7.1) n'est autre
que [ x, y ] = xy — ya. Or nous savons (n°26) que le sous-analyseur rationnel
de X engendré par.cy — ya coincide avec I'analyseur de Lie rationnel. Cela nous
permet de poser la définition suivante (¢f. [4], [6]) :

DirNirioN (7.1). — Dans 'analyseur de Lie rationnel £, on appelle lot de
Hausdorff la lov de groupe ®(x, y) vérifiant

D(r.yv)=.r+yl+ i)[ xry 1| (mod. deg. 3).

Nous venons d’établir I'existence d’une telle loi. Son unicité résulte de la
proposition (7.2), b, si nous montrons qu'une loi de groupe dans £ est
nécessairement canonique. Or toute loi de groupe est équivalente au sens
restreint a une loi canonique, et G,(£) se réduit a I'élément neutre o (consé-
quence de [ 2, x| =0).

Les relations (10) et (11) conduisent au calcul explicite de ®(z, y). On trouve

1 i
(12) Clz,y)=z+y+ o y]+ Sllerhy]
I 1 ) ~
+ = [y 2], x|+ 2—/’[” »ralxl,yl (mod. deg. 3).
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Si l'on a, dans un analyseur rationnel quelconque X, un crochet de Lie a(x, y),
il existe un homomorphisme et un seul o de I'analyseur de Lie rationnel £
dans A qui fait correspondre a(x, y)€X a[x, y]€£. Nous pouvons done
donner un nouvel énoncé de la proposition (7.2) :

TakorEME (7.1). — Dans un analyseur rationnel X, une lot de groupe cano-
nique f(x, y) est entiérement déterminée par la donnée de sa composante homogéne
de degré total », a (x, y). La fonction a(x, y) est associée a une loi canonique st
et seulement si ¢’est un crochet de Lie. La lot canonique f(x, y) est obtenue comme
Uimage o®(x, y) de la lot de Hausdorff ®(x, y) par ’homomorphisme 3 de
Canalyseur de Lie rationnel £ dans X défini par o| v, y |=a(x, y).

Les théorémes (6.1) el (7.1) montrent que, dans les analyseurs rationnels,
I'étude des lois de groupes se rameéne a celle des crochets de Lie. La classifi-
cation des lois de groupes ¢quivaut a celle des erochets de Lie par rapport aux
opérations du groupe GL(X).

30. APPLICATION AUX GROUPES DE LiE.

Dermition (7.2). — Sotent X Uanalyseur classique sur Uanneau de base 1., et
un anneau. Une lot de groupe de Lie formel a q paramétres (q € N*) et a coefficients
duns Q est une lot de groupe dans ' analyseur 11'(Q @), X), puissance cartésienne
g de Uanalyseur classique sur ’anneau €.

“Tout systeme de coordonnées analytiques au voisinage de I'élément neutre
d'un groupe de Lie (réel ou complexe) définit une loi de groupe de Lie formel
(4 coefticients dans le corps R des nombres réels ou le corps G des nombres
complexes), si I'élément neutre est pris comme origine.

Une loi de groupe de Lie formel a coefficients réels ou complexes est dite
convergente si les séries de puissances correspondantes convergent au voisinage
de I'origine.

La majoration de la lot de Hausdorff, due 4 Dynkin [ 3 ], montre que toute loi
canonique dans II7(R Q@ A) ou Il7(CQ A) est convergente, donc définit un
germe de groupe de Lie.

Pour retrouver entiérement les « théorémes fondamentaux de Lie », il faut
encore montrer que, si l'on part d'une loi convergente, la transmutation
(«changement de variables ») ramenant aux coordonnées canoniques| th. (6.1)]
est donnée par des séries convergentes. Or, si 'on note 2y la loi de groupe, la

fonction ¢(x) du lemme (6.1) s'obtient sous la forme : lim (x/n)", et la
. n>»
démonstration de la convergence est ¢lémentaire.
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CHAPITRE 111.

LA COHOMOT.0GIE DES ANALYSECRS.

8. — Les modules de cohomologie d’un analyseur.

31. LES ANALYSEURS CONSIDERES cOMME cOMPLEXES. — Nous avons considéré
jusqu’a présent des analyseurs complets ou incomplets. Autrement dit, nous
avons étudié la notion d’analyseur de deux points de vue différents. Dans ce
chapitre, nous adopterons un troisiéme point de vue, et nous considérerons les
analyseurs comme des complexes.

Derivtrion (8.1). — Soit A = (A"), ey un analyseur incomplet [déf. (2.1)].
Le complexe (**) A* associé a cet analyseur est défini, en tant que module gradué,

comme la somme directe A*— 2 A", Ladifférentielle 2 de X* est définie en posant,
) neN*

pour f(2y, ..., x,)E€X" CA%,

(1) (Bf) (1 « e vy @nr) == f(Loy ooy Tpyy) 4 2 (— O ( @1y ooy T ity ey Tnid)
1-Zi2Zn

A () f (e, @) €A C AN

L’introduction de la somme directe des modules X" montre qu’il est
essentiel de ne pas identifier des fonctions qui différent seulement par des
arguments neutres (par exemple e,; et e,.,; tous deux remplacés par le
symbole z; dans nos notations « fonctionnelles »).

Pour montrer que la définition (8.1) est correcte, il faut vérifier la
relation ¢* = o, ce qui peut se faire par un calcul direct (¢f. aussi le n° 32).

Dans tout ce chapitre, nous entendrons par « analyseur » le complexe associé a
un analyseur incomplet, suivant la définition (8.1). Nous supprimerons donc le
signe * qui distingue X de son complexe associé A*. Les éléments de A" seront
appelés éventuellement n-cochaines; U'entier # sera dit le « degré-arguments »
(ou « nombre d’arguments ») de fe X".

Par ailleurs, chaque A" est un module n-gradué. Si nous introduisons
dans A" la graduation simple par rapport au degré total, X apparait comme un
module bigradué

(2) A 2 AL
I, r € N*
L’inspection de la formule (1) définissant 2 montre aussitot que ¢ est
homogéne de degré o par rapport au degré total, c’est-a-dire que, pour
tous n, reN*,

(3) OATC AL,
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Remarque. — Grace a la complétion (resp. restriction), nous pouvions passer
d’un analyseur incomplet (resp. complet) a lanalyseur complet (resp.
incomplet) associé. Il n’en est plus de méme si nous considérons les analyseurs
comme des complexes : nous ne pouvons pas reconstruire les opérations (Tw.n)
de I'analyseur a partir du complexe associé. En fait, nous n’utiliserons dans ce
chapitre qu'une partie des propriétés des analyseurs : il nous suffira de savoir
calculer les fonctions composées de la forme (T,,,./) (8. - ... gn). o0 fEA™
et ou les g; sont des sommes d’éléments distingués e, ;. Il est facile de modifier
le systéme des axiomes (A) de la définition (2.1) pour ne plus conserver que
les opérations (T,, ) ainsi restreintes; tous les résultats établis dans ce chapitre
restent valables avec cette axiomatique plus faible. Mais comme les applications
de la cohomologie (chap. IV) font 4 nouveau intervenir toutes les propriétés
des analyseurs, nous n’avons pas jugé utile de développer indépendamment
I'axiomatique des « complexes multigradués ».

32. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES MODULES DE COHOMOLOGIE: LE PRINCIPE DE COMPA-
rA1soN. — Puisque nous avons sur I'analyseur A un endomorphisme ¢ de carré
nul, nous pouvons appliquer les définitions usuelles de I'algébre homologique.

Nous appellerons cocycles (resp. cobords) les éléments (cochaines) du noyau
(resp. de I'image) de ¢. Le module de cohomologie H(X) de 'analyseur A est
le module quotient du module des cocycles par celui des cobords. Comme A est
bigradué, et 2 homogéne, H(X) est bigradué. Plus précisément :

Dermvrion (8.2). — Soit A un analyseur. Nous noterons H, () le module de
cohomologie (Noy 6 : A" — A2)/(Im 5 : X7 — AM).

Du seul fait que nous écrivons les éléments de I'analyseur X comme des
« fonctions », une analogie s'impose entre la cohomologie des analyseurs et la
cohomologie des groupes ou monoides, calculée a partiv de leurs complexes
non homogenes. En effet, la formule (1) de la définition (8. 1) coincide « formel-
lement » avec la formule du cobord, pour un groupe abélien noté additicement qui
opére trivialement sur un module (*°). Cette analogie constitue ce que nous
appellerons le « principe de comparaison ». Quantité de démonstrations, parfois
compliquées, concernant la cohomologie des analyseurs, seront facilitées par
le recours & ce principe, auquel il faudra donner une expression précise dans
chaque cas particulier.

Par exemple, si I'on trouve plus simple de vérifier la relation £2=o pour le
complexe homogéne. on pourra transposer exactement aux analyseurs la
démonstration d’Eilenberg-Mac Lane (**) qui raméne le cas du complexe non
homogeéne a celui du complexe homogeéne.

(2?) Cf.[2], chap. 1V.
(30) Cf. EwLENBERG-MAC [ANE, Ann. Math., t. 48, 1947, p. 51-78.
(31) Loc. cit.
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Soit M un X-module [(¢/. déf. (2.3), dont nous reprenons les notations].
Nous pouvons calculer les groupes de cohomologie H*(M, M) du groupe additif
de M opérant trivialement sur lui-méme. Nous avons des homomorphismes
canoniques : H"(X) — H*(M, M), ainsi définis : si £ est un élément de H*(X)
défini par le n-cocyele f. nous lui associons 'élément H*(M. M) défini par le
n-cocyele (=, f).

La proposition suivante provient de ce que le « principe de comparaison »
fait toujours intervenir des groupes abéliens qui opérent trivialement sur des
modules.

Prorositiox (8.1). — Soizt X un analyseur. Définissons un automorphisme

involutif de A en posant, pour n€N* et f€ A",
. %uw-&—l} N
Sty oo ) = (—1)* JCry, ooy,

Alors Sf=qcf, et Lapplication considérée définit, par restriction et passage au
quotient, un automorphisme involutif de H(X).

Pour certains calculs, il sera commode d"utiliser une autre expression de la
différentielle ¢, facile a vérifier :

PropositioN (8.2), — Soit A un analyseur. Pour f& A", on a

a Y
(I) (Of) (xh oy xll+l): z ("_ I)i(dif)(‘z‘lﬁ ey xn+1)a
1£LiZn

ou
(2) (dlf) (.Z‘\, ey J"/H—i) :f(xh ey Xiegy X+ Lig1y Ligay + oy ‘Tn+1>

—f(xla coey Limgy Liy Ligay ooy ‘Tn—H)

""f('Tl’ coey Lity Ligay v ovy '7/‘/:,—0—1)'

Dermvirion (8.3). — Nous dirons qu'une fonction f(xy, .... x,)E€X" est

pseudo-linéaire par rapport a x; st (0;f)( %y, ..., T, )= 0. Nous dirons que f

est pseudo-n-linéaire si elle est pseudo-linéaire par rapport a chacun de ses argu-
ments.

En particulier, les fonctions linéaires sont pseudo-linéaires | prop. 2.7)]
D’apres la proposition (8.2), toute fonction pseudo-n-linéaire est un n-cocyele.
Comme il n’y a pas 1-cobords non nuls, nous avons la :

Prorosition (8.3). — Soit X un analyseur. Le module H) () coincide avec le
module des fonctions pseudo-linéaires d’un argument, de degré r.

Si 'on a un homomorphisme ¢ d’un analyseur A dans un analyseur ', on en
déduit, par le procédé bien connu, un homomorphisme de H(A) dans H(').
Si A est un analyseur sur 'anneau Q, et ¢ un homomorphisme de Q dans
I'anneau ', la définition du produit tensoriel d'un analyseur incomplet par un
anneau (n° 19) montre que la différentielle 2 sur le complexe Q' ®oA est
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donnée par la définition usuelle. On pourra done appliquer les relations de
Kanneth [2].

9. — Le complexe normalisé. L2s modules H! pour r < n.

'

33. Lk coMPLEXE NorMALISE. — On sait que, pour calculer le cohomologie d'un
groupe opérant sur un module, on peut remplacer le complexe non homogene
~des cochaines par le sous-complexe normalisé, constitué par les cochaines qui
s‘annulent si 'un quelconque de leurs arguments devient égal a I'élément
neutre (°?).

La définition des cochaines normalisées s’étend immédiatement au cas d’un
analyseur X : f(z,, ..., z,)€ A" sera dite normalisée si

S, ooy sy 0y iy o vuy ) =20 pour 1-Zi-Zn.

Les cochaines normalisées constituent ¢videmment un sous-module de A ; une
vérification simple montre qu’elles constituent un sous-complexe, que nous
noterons X (avec ' =A'Nn A, I*=A'nq).

Nous pouvons done définir les modules de cohomologie H*(2), et nous avons
les homomorphismes canoniques : H*(X) > H*(), pour tous n, r€N*.

Propostrioy (9.1). — Tous les homomorphismes canonigues W (X) — H'(X)
sont des isomorphismes.

Démonstration. — On peut appliquer le « principe de comparaison » et trans-
poser la démonstration d’Eilenberg-Mac Lane (**). De cette maniére on définit
un endomorphisme Q-linéaire 4 de A, homogeéne de degré (—1) par
rapport au degré-arguments, de degré o par rapport au degré total, tel
que (1 —i—/c8+8la)3ci, A =o. La proposition (9.1) résulte ainsi de la
construction explicite d'une homotopie.

Voici une autre démonstration, qui abrége certaines récurrences (**). Défi-
nissons 'endomorphisme Q-linéaire £ de X, homogéne de degré (— 1) par
rapport au degré—arguments, en posant

kRt=o,
(1) kf) (s oons Tpey) = (— 1)”“"f<x,, ey Tpyy — ‘: x[> pour jeAr, nx> 2.
lLisn—1

(32) Eienserc-Mac Lang, loc. cit.
(33) Loc. cit.
(**) Elle s’étend au cas général du complexe non homogeéne d’un groupe.
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Posons, pour f€ A, hf = f+ kif+ 3kf. Un caleul simple montre que

\ (hfy (v, ooy ) == (— 1) <f<a)._,, ey Ty — 2 .’rl->
1<iZn
(2) ' < . . , >> .
] — S @s ooy 2y — Z; pour n>x 2,

(hf) (2) = f(0) — f(x)) pour n=—1.

Nous déduisons de ces formules que pour tout f€ A", (Af) (0, x,, ..., x,) =0,
et que, si f sannule quand on y remplace I'un quelconque de ses j premiers
arguments par o, if vérifie la méme condition, ou j est remplacé par (j4 1)
(pour 1 =j < n). Ainsi, pour tout f&€d", h*f& A" Dautre part, /" est de la
forme 1 + k,2 —+ ¢k,, o k, se calcule par récurrence

Jevmm by Jnm e Fop - Jopy Ok - Beny ke

Comme cACA et kACA, nous avons £, ACA pour tout n€N*. Il en
résulte que H(X/X) = o, d’ou la proposition (9.1) (**).

Taeorive (9.1). — Pour tout analyseur X, H:(X)=o si r < n.

(’est une conséquence immeédiate de la proposition (9.1). En effet, f€ A si
et seulement si chaque composante homogéne non nulle de f est de degré au
moins égal a 1 par rapport 4 chacun de ses » arguments. Done, si »<n, f=o.
Dans ce cas,

Ar=o0, e H(A)=H/(A)=0.

34. Les wobures H*. — Ftudions maintenant les modules H*(X)=H3(X).
Le module X’ est constitué par les fonctions n-linéaires [déf. (2.7)];
comme 3A"c X" =o, tout élément de X" est un cocycle. 1l nous reste a
étudier les cobords.

Soit g(xy, - - - w,l_l)e;iji“. Chaque composante homogéne non nulle de g
est de degré > 1 par rapport a4 chacun des (n — 1) arguments, et de degré
total n. Nous pouvons done écrire

(I) ;S’(In RS '(/'n~l): Z g"[(.’],“, '''' 7-7/1;1)7

ou chaque g; est linéaire en &; pour j =<1, et de degré 2 en x;.
D’aprés la proposition (8.2),
~ Y .
(2) (8g) (@1, s @)= X, (= 1)H0ig) (@0, -, )

1ZLiZn—1

(35) L'inconvénient de cette méthode (itération d’une méme homotopie) par rapport & celle

d’Eilenberg-Mac Lane (composilion d’homotopies différentes) est que les cochaines de X ne restent
pas invariantes.
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Conformément aux définitions du n® 9, nous ferons opérer sur X! et sur X" le
groupe symétrique 5,. Nous désignerons par Z(%5,) I'algébre de groupe a
coefficients entiers de $,; les modules A" et ﬁ,’f deviennent ainsi des
Z(S,)-modules. Nous noterons 7,€%, la transposition (7, (i + 1)), pour
1-1-n—1,etaeZ($,) 'opérateur d’antisymétrisation

Ol
(3 a— <50,
(3) pR
TE€S,
L'idéal a gauche de Z(%5,) engendré par (1 — ;) contient a; il existe donc des

éléments b, €Z(%5,) tels que a=Db;(1 —7;), pour 1 Zi—n— 1. Il est clair

que, pour tout g€ A1, (1— ;) (9;g)=o0. Par conséquent. (=) implique agg=o:

] . X

dans A7,
St fx, ....x,)€XL, (1 +4=) [ est un cobord, pour 1 —=7—~n— 1. Plus
roe n e N \

précisément, (14 ;) f=2cg. ol

Iantisymétrisé de tout cobord est nul.

KA PTG 5 L G TS LT S/ e S TR SR I

\

L’élément (n! — a)€Z(%,) appartient a I'idéal & droite de Z(%5,) engendré par
les (1~ =;): autrement dit, il existe des éléments c; €Z(%,) tels que

(!]) (It!**a) == 2 (1+Ti)ci-

VZin—1
Par conséquent, pour tout f€A, (n! —a) fest un cobord.

Tutoreme (9.2). — Soit A un analyseur. Dans . Uantisymétrisé de tout

n
cobord est nul : a 32"~ = o. Pour tout n-cocycle f& ar, (n! — a) fest un cobord.
St o, désigne Uhomomorphisme canonique dans H),(A) du module des fonctions
n-linéaires antisymétriques, le noyau et le conoyau de o, sont des groupes de torsion
ot lordre de chaque élément divise n!.

Démonstration. — L’homomorphisme g, est celui qui fait correspondre 4 la
fonction n-linéaire antisymétrique f sa classe de cohomologie f*. Si f*=o,
af*=o d’aprés la premiere partie du théoréme, déja établie: or af=n! f, ce
qui démontre la propriété énoncée du noyau de g,,. Soit g€ X7 : comme (n! —a) g
est un cobord, la classe de cohomologie définie par n! g est représentée par le
cocycle antisvmétrique ag, ce qui démontre la propriété énoncée du conoyau
de o,.

COROLLAIRE. — SZ :ijj est un Q,-module [ déf. (6.1)], H,(Q) s'identifie au sous-
module de X" constitué par les fonctions n-linéaires antisymétriques.

10. — Les modules H} pour > n.

35. Les monvres H! potrk n =1, 2.
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Propositiox (10.1). — Pour tout analyseur X, le module 0 (X)) est nul si r
nest pas une puissance entiere d’'un nombre premier. St p est un nombre premier
et heé N*, H () est un groupe ou tout élément non nul est d’ordre p.

Démonstration. — Nous appliquerons la proposition (8.3). La fonc-
tion /€A, est pseudo-linéaire si et seulement si '

(1) g1 Sf(r)=o pour o <{s<{r.

x>|ste+fr—si)

Si nous faisons y = a dans les relations (1), il vient, d’aprés (A6),
r
(2) <S>f(.1f):o, pour o <ls<r.

. . . . . . I
Or on sait que le plus grand commun diviseur des coefficients hinomiaux <S>

pour o < s < rest égal a 1 sirn’est pas puissance dun nombre premier et a p
si 7= p", p premier. Les relations (2) équivalent done respectivement a /=0
etapf=o.

€. Q. F.D.

Remarque. — Le méme procédé s'étend a I'étude des fonctions pseudo-n-
linéaires homogeénes. Si f(z, ..., x,) € A, est pseudo-n-linéaire, o = (%4, ..., @),
/ est n-linéaire, ou bien tous les «; sont des puissances entiéres d'un méme
nombre premier p. Dans ce dernier cas, pf=o.

Une étude directe analogue a celle faite pour H}(X) montrerait que H; ()
est toujours un groupe de torsion st r > 2. Dans le cas ou A est sans torsion, on
peut démontrer le résultat plus précis suivant : H(X)=o0 si > 2 n’est pas
puissance d’un nombre premier; si r = p" > 2, p premier, A€N*, H: () estun
groupe de torsion dont tous les ¢léments non nuls sont d’ordre p.

L’étude « directe » des modules H' (pour » >n et n « grands ») se heurte a
des difficultés de caleul considérables. Nous démontrerons par une méthode
plus puissante un théoréme général.

36. LE THEOREME DE TORSION; FILTRATION DU COMPLEXE X,.

Tueorive (10.1). — Sotz X un analyseur. Le groupe additif H) () est un
groupe de torsion st r > n, et ses p-composantes sont nulles pour tout nombre p
premier strictement supérieur a r.

Démonstration. — Remarquons d’abord que I'énoncé du théoréme ne fait pas
itervenir anneau de base Q. Par restriction de cet anneau de base (n° 19),
nous pouvons done admettre que X est un analyseur sur I'anneau Z des entiers
rationnels.

Pour tout groupe abélien A, les propositions : « A est un groupe de torsion
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dont les p-composantes sont nulles pour p™>r » et « A ®,Q,= o0 » sont équiva-
lentes (*¢).

Pour tout groupe abélien a différentielle A, H(A) ®,Q, s'identifie t H(AR),Q,).

Ces deux propositions se démontrent trés simplement si I'on admet que la
formation du produit tensoriel et le passage a 'homologie commutent avec le
passage a la limite inductive (°7). Il suffit, en effet, de considérer Q, comme la
limite inductive de la suite des groupes abéliens, Z;, (i € N*), tous identifiés a Z,
'homomorphisme f;; : Z;— Z; (pour i = j), s'identifiant & la multiplication
par (rl)/—.

Ces remarques nous conduisent a donner du théoréme (10.1) la nouvelle
formulation suivante :

Tukorime (10. 1bis). St A est un analyseur sur Uanneau de base Q,, H'(X)=o
pour tout n = r.

Le théoréme (10.1), joint au théoréme (9. 1), implique (10.1bis). Récipro-
. o
quement, (10, 1bis) implique (10.1), car si A est un analyseur quelconque,
Qr@H}(A)=H!(Q,R,A)==0 si n<r.

Nous allons démontrer (10.1bis) par récurrence sur r. Pour r=1, il n’y a
rien & démontrer; pour r= 2, le résultat cherché est contenu dans la propo-
sition (10.1).

Soient X un analyseur sur Q,, et X le complexe normalisé associé (§9).

. . . . . Wl
Pour simplifier les notations, nous noterons ici A= Z A e sous-
Teinl»
5 VR - . ,
complexe X,= Y X! Nous cherchons a démontrer que H'(A)=o
1<n<»

pour nz=r, n désignant le degré-arguments dans A. |
Définissons sur A une filtration au moyen des sous-modules A;, en posant

fe€A! siet seulement si @ f(x, ..., x,)€A" et le degré par rapport a 2, de chaque
k composante homogéne non nulle de fest < i;

W kA‘\i: Z AL

1<n=
(Test ce que nous appellerons la filtration par rapport au degré maximun du
dernier argument. Cette filtration est, par définition, compatible avec le degré-
arguments. La définition (8.1) de ¢ montre que cA, CA,;, cest-a-dire que la
filtration est compatible avec la différentielle. De plus,

(2) A=A, cA_c...c\\cA,—=o.

36) Cf. déf. (6.1) de 'anneau ().

%)
(37) Cf. [2], chap. V, § 9.
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La relation A,= o provient de ce que nous avons pris A = A, (complexe norma-
lisé). Nous avons donc une filtration réguliére, et nous pouvons appliquer les
propriétés de la suite spectrale (**).

37. Une surk specriak. — Le complexe K,. — Cest le module gradué

associ¢ au module filtre A, ¢'est-a-dire, : A;/A; 1. Nous désignerons par K" le
| i

terme de degré filtrant 7 et de degré-arguments 7, ¢’est-a-dire A/A . Comme

la filtration est définie & partir d'une graduation, nous pouvons identifier E;" au

module des n-cochaines normalisées qui sont homogénes de degré v par rapport au
dernier arguinent.

La différentielle d,. — Elle est homogene de degré o par rapport au degré
filtrant, de degré 1 par rapport au degré-arguments. On I'obtient & partir de D)
par passage aux quotients. Soit done f€A”, homogene de degré 7= 1 par
rapport au dernier argument x5 d, f s’identifie 4 la somme des composantes
homogenes de / qui sont de degré i par rapport au dernier argument ,,.,. Or
tous les termes du développement de (3/)(,, ..., x,.,) sont de degré ¢
ena,,,, al’exception des deux derniers. Le dernier terme (— 1) f (&, ..., x,)
est de degré o en ., et doit done ¢étre négligé puisque 7~ 1. Quant a I'avant-
dernier terme :

(1) (Xrs s Tu Xpy),

sa composante de (lcgre renax,.  est
(- ! )”l/-(‘l"? sy Ly "f"nvl)-

Ainsi, pour calculer dy f(f€A", n_-2), on remplace le dernier argument x,
par x,., puis on calcule le cobord de f, considérée seulement comme fonction de
ses (n— 1) premicrs arguments. S1 f€ ', d, f=o.

Nous formulerons plus commodément ces résultats en introduisant 'ana-
lyseur 8 =2X(a), obtenu par adjonction d'une « constante » a a l'ana-
lyseur A (n°17). Le complexe B est muni d'une troisiéme graduation, celle
relative au degré par rapport a la « constante ». Nous parlerons ainsi du « degré-
constante » dans 13, et nous noterons ,-B}‘ le module des n-cochaines normalisées
dans 83, homogénes de degré total j par rapport a leurs » arguments, et de
degré ¢ par rapport 4 la « constante ». La différentielle ¢ dans 3 est homogene
de degré o par rapport au degré-constante, si bien que H() est trigradué

11(11):2;1;(11).

ijon,

(%) [2], chap. XV. Nous avons apporté quelques modifications aux nolalions concernant les
indices (remplacement du « degré complémentaire » par le « degré lotal »).
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Pour n>>1, nous pouvons identifier Ei" au module A3"~' en associant a
S(x1, «.., @,) la cochaine f(x,, ..., x,, @) du complexe B; la différen-
tielle d, s'identifie alors a la différentielle ¢ de 3.

Le complexe E,. — 1l s’obtient en calculant la cohomologie de E, par rapport
a d,. Lidentification précédente montre que, pour n > 1, E}" est isomorphe
a M7 (13). Mais 83 peut étre considéré, par restriction sur I'anneau de base,
comme un analyseur sur Q,, pour s=r, et r— i< r puisque 7>~ 1. Nous
pouvons done utiliser 'hypothése de récurrence et appliquer (10.1bis); nous
obtenons ainsi EY"=o0 pour n>>1 et n — 1< r— . D'autre part, E)' s’iden-
tifie a BY', c’est-a-dire & o, pour i£r, et a A} pour {=r. Nous avons donc
toujours

(1) Ebn=o pour n—+4iz=r—+1,

et, par conséquent,

(2) Ei"=o pour n—+iZr—+1 et s>:1.

Il en résulte que les différentielles d; sont nulles pour s>~ o. En effet, d,
applique E" dans ET """, et ces deux modules ne peuvent étre simultanément
non nuls, d’aprés (2). Par conséquent,

(3) Ein — Eb,

et, compte tenu de (2),

(4) HY () ~ B,

Tout revient donc a démontrer que E',"" ™" = o pour n <r.

Le théoréme (9.2) et son corollaire nous permettent de donner une nouvelle
interprétation des modules E7' 7", En effet, pour n > 1, ET™ ™" est isomorphe
A wHTH(B), quis’identifie au module des fonctions f(x,, ..., 2,1, a)ERB,
antisymétriques par rdpport ¢ leurs (n— 1) arguments, et homogénes de degré
(r-+1—n) par rapport a la «constante » a. Revenant au complexe A,
nous voyons que tout élément E€E"'"" a un représentant canonique (%)
dansA,.,_,:0(&)=/f(@\, ..., @, 1. x,), OU fEA,.,_, est antisymétrique par
rapport a ses (n— 1) premiers arguments, et homogéne de degré (r+1—n)
en x,. Pour n=1, nous prendrons ¢(&)=f(2,), unique représentant
de Z€E"" dans A,.

Lemye (10.1). — Désignons par K" le module des fonctions (m —+ n)-linéaires
de A™+" qui sont antisymélriques par rapport a leurs m premiers arguments, et
symétriques par rapport a leurs n derniers arguments (m, n€N, m—+n > o).

. . . < 1. >
Définissons K comme la somme dlrectez Kmn, Les éléments de K™" seront
m,n

notés f( Ty, ..y Ly Yis s Yn). Sotent A et h les deux endomorphismes de K
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définis en posant, pour [(2,, ..., Ty Yis -y Ya) €K™,
(Af) (wly sy gy Vs ---73'11—1)
ﬁ i A
= z (- I )lf(JJ,, ey Liy wvwn Lpppry Liy Vg ey J'/L—I)GK”"“"n‘_j,

\zizm+]

(/Lf) (‘l'.lv s Xpns .)’le cre )‘Ilrl)

- o
= (— )™ Z Sy oy oy Yis Vs oo Ty ey Vi) € R

Alors, pour f€K™", (Ah~hA) [= (m—~+-n) f(*").

Ce lemme s’établit par un caleul divect. Si f&K™", on trouve successivement :
(RAf) (xy ooon Loms Vi o oon ¥n)
|V . . A A
— Z Z (— 1)y ey ooy D vy Lany Vi Ly Vi ey Vi vnees ¥n)

TZizm 1£]=2n

g ;
-+ pe JCr oy Ly Vi Vi ooy Vs ooy Vi)

1=j=<n

(Ah/) (.I,, ey Ay Vi, “’?),/l)
2 U o n N
o= 2‘ 2‘ (— )" (s ooy Dty ooy Ty Vs Xty Yoy o eon Vs ovvon Vi)

\Zizm 1<=j=n

-+ 2 (— I),ll+if("lfl7 RN ‘%iv ceey Ly Ly }’17 "‘a‘)’n)w

\Zizm
d’ou la relation annoncée, compte tenu des symétries et antisymétries de f.

Définissons maintenant un monomorphisme { du complexe E1=2 [ D
n
dans K, tel que ¢ induise un isomorphisme de E/™™" sur K== pour
tout n(1 =nr). Soit E€E,"""; nous prenons o(x) = f(x,, .... L1, T,),
et nous caleulons la multilinéarisée symétrique de f par rapport a son dernier
argument x, (cf. n® 12), que nous écrivons
b (é) TEE(Lyy ey Lty Vi ey YVr—n ) € Kr—tyrmnt,

En d’autres termes, g =4 (%) est déterminé par les deux conditions
j G(Xyy ooy Lyis Vis ooy Ve—nsr) €St symétrique par rapport aux v,

| G iy vy Tnis Ly ooy ) = [( L1y oo oy Lpeyy ) == 9(2).

(9)

L'existence et l'unicité de g={ (%) proviennent de ce que A est un
Q,-module et, a fortiors, un Q, ., -module.
Nous avons alors

L —n . par
—AY() pour ekl et 1 ZnZr—ri,
n

(6) U(dz) =1

tandis que d,E;"=o.

(39) Le signe ~ signifie que le symbole qui figure en dessous doit étre omis.
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Soit, en effet, C€E" ™", 1 Zn_—r—1. Alors ¢(8)= f(y, ..., x,) est
un représentant de £ dans A, ,; donc ¢ (%) est un représentant de d,&
dans A,_,; mais [¢/. (1), n°12] nous pouvons remplacer, modA,_,_,, 3¢ (&)

par (— 1) (r—+1—n)g(@y, ... By Xyins .y Xpyy ), OU
&(Zay ooy Tn—1y Yiy oo o5 Yreaen) :"1'}(5)

Pour obtenir o(d, &), il suffit done &’ untisymétriser
(—— I,’”(/)‘i— 1 — /l)g(ub‘;«, ey Lpy Lygegs «v ey *L'/z—H)

par rapport a ses n premiers arguments (*°). La définition de Popérateur A
[ lemme (10.1)] conduit immédiatement a (6).

Soit E€E" ™", avee diE=o0 et 1 —Zn—r—1. Sin=1,%=o0 [¢f. prop.
(10.1)]. Sin> 1, il résulte de (6) et du lemme (10.1) que Z=d, 7, ou, est
défini par
(7) ()= ;—(—l(l-_L;:L—)n)

Ainst K" =osin<r.

RY ().

11. — Cohomologie des puissances cartésiennes d’analyseurs;
produits en cohomologie.

38. COMPLEXES REDUITS DES PUISSANCES CARTESIENNES D'ANALYSEURS. — Soient X un
analyseur, 1 un ensemble d’indice. Nous nous proposons d’étudier des propriétés
de la cohomologie de analyseur II'X (¢f. n° 18, dont nous reprenons les nota-
tions). ‘

SiF(X,, ....X,)=(/(X,, ..., X,))e st une n-cochaine de II'A donnée

1 €
par ses composantes f,€ X", la définition (8.1) du cobord montre que
(1) (6]“) (XH Tt X/1+1) - ((af!) (le AR Xlzﬂ'))zel*
ou, pour tout 1 €1,
(2) 6F) Xoy ooy X)) = fo( Xy ooy Xy
% s - - P > 7
+ 2,4 (=) /iy, N Ny ey X)) (=) [ (X0 X)),
1 ZLn

Autrement dit, le cobord de F se calcule « composante par composante ». La
» ' ’ , - e . UL
formule (2) définit une différentielle sur le module A'= Z A

neEN*

Diririon (11.1). — Sotent X un analyseur, 1 un ensemble d’indices. Nous

(#0) 11 faut -ici appliquer le projectewr d’anlisymétrisation (qui laisse invariantes les fonctions
antisymélriques) et non, comme au n° 34, l'opérateur d’antisymétrisation (qui les multiplie par »!).
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appellerons complexe réduit de la puissance cartésienne M'A le complexe

A= 2 A, ot la dyfférentielle o est dnnée par la formule (2) ci-dessus.

n & N*

La relation (1) montre que la détermination de H(II'A) se rameéne a celle
de H(AY); en effet, MI(I'X) sidentific au produit direct d’une famulle de
modules (1), ¢,, dont chacuu est isomorphe a H(").

Si I est un ensemble d’indices, nous noterons N” I'ensemble des familles
o ={(¢.).er Aentiers > o, tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux, et nous
poserons | ¢ | :2{;,_.

tel
La notion de module I-gradué s’obtient par une généralisation naturelle de la

définition (1.2) : le module A est I-gradué s’il est donné comme une somme
. . \ Rl
directe 2‘ A,
pe)’{l)
Le module A" a une structure de module n-gradué (¢f. n° 18) et une
structure de module I-gradué définie comme suit.

Derinirion (11.2). — Sotent A un analyseur, 1 un ensemble d’indices. Nous
définissons une structure de module 1-gradué sur A" en posant, pour tous n € N*
et g =(p.).cr €N,

J(zgi)en - (*’/‘LH)LEI)E*&}J”

st et sculement si [ est homogene de degré total 5, par rapport a ses arguments
Zoay ..., (pour tout v€1). Nous appellerons o le « multidegré-composantes »

dans A" (**).

La formule (2) montre que, pour tout n€N* et p&€N",
(3) 63]9,/1 C:Rlp,u)rl ;

autrement dit la différentielle ¢ est homogéne de degré o par rapport au multi-
degré-composantes. Le module de cohomologie H(A') se décompose donc en
une somme directe

(4) H(A) = E Hy ().
neN*peNm

D’apreés la proposition (9.1), le calcul de H(:?‘U) peut étre remplacé par le

(*t) Les structures de modules n-gradué et I-gradué de AbL» sont compatibles, c¢'est-a-dire qu’en
posant AL" = AL"n AL pour «eN”, o€ Ny, on a

Ln _ I, , Ln_ N Al
A= XA o A= XA
peN(') aEeNn
De plus, si A% # o, || =|o|.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 32
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calecul du module de cohomologie H(fl‘) du sous-complexe normalisé X'. Rappe-
lons que f(X,, ..., X,,)eﬁ"” sl

SN, N, Ny N =0 pour 1-Zi{-~Zn.

Nous montrerons quil est possible de remplacer le complexe réduit norma-
lis¢ A' par un sous-complexe plus simple. Pour éviter des notations trop
compliquées, nous traiterons d’abord le cas ou I se réduit & un ensemble de
deux éléments.

39. SOUS-COMPLEXE NORMAL D'UN CARRE CARTESIEN D’ANALYSEUR. — Dans les n* 39
et 40, A désignera un analyseur et 88 le complexe réduit normalisé de 'ana-
lyseur 1I2A. Un élément f(X,, ..., X,) de 8" sera identifi¢ & une fonction
JS(en, vy oo, v,) €A%, qui s'annule lorsqu’on y remplace 'un quelconque
des couples d’arguments (.r;, v;) par (o, o).

I se peut que certains des arguments 2; ou y; soient ncutres dans f€ 8. Nous
profiterons de cette circonstance pour « normaliser » 4 nouveau le complexe 8.

Proposition (11.1). — Pour tous p, q€N, p—+q > o, définissons le sous-
module €11 de Br+1 en convenant que f( 1, y1i o3 Zpoygs ¥ piy) € €1 st et seulement
st les arguments x; et y; sont neutres dans la fonction [ pourp—+1-—"1-~p-q

et 1=jp. Alors le sous-module € = 2 &r1 de B est un sous-complexe. De
) Pgex R

plus, € est un complexe double (**), c’est-a-dire que o y est la somme de deux

différentielles o, et 5, vérifiant

~

9, &Py C Errto, 0, &P C €r 1 pour tous p, g€ N;
0, 02:(3, 63—0— 6.2 61:0.

o L1
0 =10, + 0, 5 d, 0,

I

Le sous-complexe € de B sera dit un sous-complexe normal du carré cartésien nmnxX.

Démonstration. — Une fonction f(X,, ..., X, )€ €7 pourra s’ écrire, apres
suppression des arguments neutres, f(x,, .... Zp, Ypits oo Vpoy). Ainsi f
apparait comme un élément de A" ou, plus précisément, du complexe norma-
lis¢ A" (puisque B a 6té pris normalisé ). :

La définition (2) (n° 38) de la différentielle ¢ dans 8 nous permet d’appliquer
la proposition (8.2), et nous poserons, pour f(X,, ..., X, )€ @,

(8,]') (0, CTIP Xp+q+1): E (—-1)’(0,])()(1, cee X/uf/n)a

1ZiZp

(0uf) (Xiy + vy Xpygos) = 2 (— 0HOf) (Xis oy Xpgar)-

Pl LiLp+4q

(1

(*2) Au sens de [2], chap. V, § 4.
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La relation 6 =20, 2, est dés lors évidente. Une vérification immeédiate
montre que o, / se calcule comme le cobord de A 7O S I
considéré seulement comme  fonction des p premiers arguments (x;),_,_,, & ceci
prés que les indices des ¢ arguments (y;) doivent étre « décalés » (en
substituant y;., a y; pour p+1=j~=p—+4¢q) (**). Ce résultat établit que
2, @riC €t et que 8'=o. Les propriétés de 2, se vérifient de la méme
maniére.

D’apres le n° 38, 8 est gradué par le bidegré-composantes

8— Z B,
rsEN

ou r désigne le « degré par rapport aux arguments 2 » et s le « degré par rapport
aux arguments y ». 1l est clair que @ est un sous-complexe homogéne par
rapport au bidegré composantes; € est donc un module quadrigradué

¢C= Z QDZ;Z.

pq.r,sEN
Remarque. — Du seul fait que nous ¢crivons les éléments de 83 sous la
forme f(xy, yii...12,, y,), nous ordonnons les « composantes » du carré

cartésien de A. Le complexe réduit normalisé 8 contient deuwx sous-complexes
normaux : le sous-complexe € défini plus haut et le sous-complexe @ définien
posant f& €'» si et seulement si /(€B7) peut s'éerire, aprés suppression
des arguments neutres, f(yi, ... ¥pi Tpirs o os Lpy)-

Prorosition (11.2). — L’homomorphisme canonique H(€)— H(B) est un
tsomorphisme. Plus précisément, il existe un endomorphisme linéaire k de 83, nul
sur €; homogeéne de degré (o, o) par rapport au bidegré-composantes, et tel qu’en
posant h= (1~ ck + k3), on ait hBB C €.

Démonstration. — Le « principe de comparaison » (n° 32) nous permettra de
nous ramener a I'étude de la cohomologie du produit direct de deux groupes ou
monoides. Il nous faut d’abord rappeler, et compléter sur un point, certains
résultats de [2] (**).

Soit G un monoide unitaire, noté multiplicativement, § =Z( ) son algébre
a coefficients entiers. Le « complexe standard » S(G) de G est un ¢-complexe
(négatit), dont la composante homogéne de degré n > o posséde une base sur ¢

(%) Cf. n° 17.

(“*) Nous pourrions donner une démonstration « directe » de la proposition (11.2), en appliquant
toujours le principe de comparaison. Il suffirait de « formaliser » les lemmes de normalisation de
Lyndon (Duke Mat. J., t. 13, 1948, p. 271-292) et de Hochschild-Serre (Trans. Amer. Mat. Soc.,
t. 74, 1953, p. 110-134). Les calculs de ces auteurs peuvent étre simplifics (y compris dans le cas
général d’une extension de groupes) par I'emploi d’homotopies convenables. Néanmoins la méthode
directe nécessiterait des calculs étendus et ne conduirait pas a des formules expliciles pour / et k.
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constituée par les symboles | £, ... &, ] oug,, ..., 5,€G; pour le degré o, la
base est constituée par le seul symbole | |. La différentielle  (de degré —1)
est définie pard| J=oetl

(2) dlzh E_n}::li_z,z: "'7Z/l]+ Z (*'I)ilil' "'7'£_i£i+l~ "'Jin]—l_(_“ I)/ll_ilv'-’v.’;rt*!]'

lZi<Ln—1

Le « complexe normalisé » N(G) est détini i partiv de S(G) en passant au
(uotient, de facon 4 annuler tous les ¢léments | &, ..., 5, o Pun des Z; est
¢gal a I'élément neutre 1 du monoide G.

Sotent maintenant G et G’ deux monoides unitaires, G” leur produit direct.
Un élément (%, &) de G” seranoté EQRE (avec S € G, &' €. L'algebre §'=Z(G")
s'identifie au produit tensoriel § Q@ G’ des algébres de G et de G,

Les complexes N(G") et N(G) @ N(G') constituent deux résolutions G"-pro-
jectives de Z sur lequel G” opére trivialement; il existe done des applications
de Gi"-complexes :

i N(G)®N(G)—N(G",
v: N(G")->N(G)®N(G),

telles que pv et vy. sotent homotopes a ['identité. Nous allons expliciter de telles
applications (**).
PourneN, Z,€G, Z,€G' (11 _n), nous poserons

(3) v[E B oes @8, = Z l_ilv:‘ﬁ]®515,plc’:;/~n£:z]
VpLn

La définition de p est plus compliquée, et nous ferons les conventions
suivantes concernant les notations. Pour tout couple d’entiers m, n, avee m =_n,
nous noterons [m, n| 'ensemble des entiers ¢ tels que m =i -_n. Si J est une
partie de [m, n], il existe une permutation g, et une seule de [z, n] qui « remet
en ordre » J et son complémentaire; autrement dit, <7 ¢t ¢, /' €J (ou ¢, ' &J)
impliquent o;(7) < o,(7'), tandis que j&lJ, j&§J (j' €[m, n]) impliquent
55(j) < o;(j'). Nous noterons ¢(J) la signature de la permutation s, et |J]| le
nombre d’éléments de JC[m, n]; pour abréger, nous écrirons J(¢) au lieu de
g,(7) pour i €[m, n|. Enfin nous conviendrons que, dans les formules (4), (5),
(7) ci-dessous, un symbole tel que =;; doit étre remplacé par ;&1 (resp.
par 1® &y,) si i€ (resp. siigd).

Dans ces conditions, nous avons, pour %,, ..., S,€G et ST g, €G,
e - .y y Wl . — —-— .
(/l) .U'(l:.la ceey 5./;J®l_¢./:‘.—l~ CE) ;_/”_,/]):: Z E(J)[:-J,lv "'7;.1‘/i+r/J)

ICp+qlldi=p

ot la sommation est ¢tendue i toutes les parties JC[1, p 4 ¢] ayant p éléments.

(¥) CJ. 2], ehap. XI, § 6, form. (1) et (3). Les applications 1 et v y sont appelées respectivement
Setg
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Comme nous avons pris des complexes normalisés, vu. est Pidentité sur
N(G)@N(G’) et par conséquent, pv est idempotent. Nous avons, pour
Zi, .. EeGetl, .. E e,

(5) wH®%, - L®LI= X (DO - Ha) [Zue - D,

JCt,n]

ol J parcourt toutes les parties de | 1, n].
D’aprés les résultats généraux rappelés plus haut, il existe un e-ndomorphlsmc
G"-lincaire = de N(G") tol que

(6) wy —A1=znd+dr

[1 désignant ici application identique de N(G")].

Pour calculer explicitement =, on peut utiliser un procédé de récurrence
analogue a celui de [2] (chap. XI, § 5). On trouve ainsi, pour £, ....Z,€G et
o r Ry
Sis v C_“e‘-l ’

(7) mle®E), ..., Li®E,]

DD M E® e B®D 1Q Ty Eapie e Bl

0ZLjzn—1 ICj+1Ln

ou la sommation est étendue, pour j donné, i toutes les parties JC[j 41, n];
comme le complexe est normalisé, on peut supposer |J| > o.

Reprenons maintenant 'analyseur X ; soit 34 le module de sa représentation
réguliére, (e;),cx. la famille des A-générateurs A-libres de IM définie au n° 7.
Pour tout n€N*, nous identifions f€B" a f(z,, yi, ..., @, y,) €A™, que
nous identifions a son tour & une fonction de »n arguments dans 1.

Nous supposons désormais que G et G’ coincident avec le monoide abélien
libre engendré par la famille de générateurs (g;),ey.. Nous définissons un
homomorphisme unitaire y du monoide G =G’ dans 3 considéré comme
monoide abélien unitaire, en posant y(g:)=-e; pour tout :€N*, et nous
faisons opérer trivialement G"=G > G’ sur . Considérons le complexe
Homg (N(G"), M) que nous noterons C: rappelons qu'une n-cochaine f/* de C
est déterminée par les valeurs *([G,Q €, ..., 5.Q®%,]) qu'elle prend sur les
éléments de la G”-base de N(G"). Nous désignerons respectivement par d', i/,
I les transposés dans C de la différentielle d de N(G”) et de ses endomor-
phismes uv et =. Nous avons, par transposition de (6),

(8) W= A=dk+Ftd,

et d’ n’est autre que la différentielle du complexe C.
Définissons Papplication o : 8 - C en posant, pour tous n € N,

- —1

J(&n Y15 e e Ty ‘n)EB" et Cie ey Zn TEIE "/LE“J
(9) Jf)([£®—1,'- >‘H®—u‘\ f(“(; B A(’ ) ,‘\(_u, ; ‘:u))'
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L’application ¢ est évidemment linéaire; elle est injective (il suffit, pour le
voir, de remplacer dans (g) & par g; et & par g,.; pour 17 -_n); enfin ¢’est
une application de complexes, ¢’est-a-dire que

(10) wd=d'o.

Cette derniére relation, conséquence immédiate des définitions de ¢, d’ et o,
donne un sens précis 4 notre « principe de comparaison ».

L’'image par ¢ du complexe £ est un sous-complexe B de C qui est stable
pour I'endomorphisme £’ et, par conséquent, aussi pour &' (*®); cette propriété
résulte de la formule explicite (7). Nous définissons les endomorphismes £ et /
de B par les relations : okf/=~Fof et ohf=~Rof pour tout f€B (ce qui
est licite puisque ¢ est injectif). Plus précisément, nous obtenons pour
J Xy X)) =f(n v, v, EBT

Q B r l7
(11) (Rf) (x4, Vo5 ooos Zpy Vi) == Z () f(Zys oo Ly,
ici,n

(12)  (Kf) (21, Y15 o5 Zne1y Yomr) = 2 2 (—0y e f

0Ljzn—2 IC[j+1,n—1]

x(xl, Viy 3 Ty V3 0, Z Vi Ly jaas oo Z,;,,,_1>:
E jrLigj+ 13
ou nous convenons de remplacer chaque symbole Z; ; par le couple d’ « argu-
ments » (&, 0) [resp. (0, ¥,1)] si i€ (resp. t&J). Dans (11) la sommation
est étendue a toutes les parties J de [1, »]; dans (12) la sommation est étendue
pour j donné, i toutes les parties de J deil j 41, » — 1| vérifiant [J| > o.

Il résulte de (11) et (12) que ~Af€ € pour tout f€MB, que kg= o pour tout
g€, et que k et i sont homogénes de degré (o, o) par rapport au bidegré-
composantes. Quant a la relation /o= (14 2k~ k3). elle résulte de (8) par
restriction au sous-complexe o8 de C (*7). '

40. SUITE SPECTRALE DU SOUS-COMPLEXE NORMAL D’UN CARRE CARTESIEN. — La propo-
sition (11.2) raméne le calcul du module de cohomologie H(8) a celui du
module H(@), ot € est un complexe double. Nous pouvons appliquer a ce
dernier le procédé de Cartan-Eilenberg ([2], chap. XV, § 6), c’est-a-dire la
sutte spectrale déduite de l'une ou U'autre (**) des deux filtrations canoniques du

complexe double €.

(%) C’est 1a le point essentiel de la démonstration : les propriétés ulilisées des complexes de
monoides se transposent aux analyseurs parce que toutes les applications et les homotopies
rencontrées sont génériques, c’est-a-dire ne font aucunement intervenir les structures particuliéres
des monoides en question.

(47) La vérificalion directe de cette derniére relation & partir de (11) ot (12) est extrémement
pénible. Sans quoi il nous aurait suffi d’éerire ces denx formules pour démontrer la proposition !

(#%) Le choix est in lifférent, ainsi qu'il résulle de I'isomorphisme des deux sous-complexes normaux
exposé plus bas (ne 44). .
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De plus, les deux différentielles ¢, et ¢, de @ sont homogenes de degré (o, 0) .
par rapport au bidegré-composantes : le complexe double @ est décomposé en
somme directe des complexes doubles €, et f(z,, v,: ..., ., y,) € € appar-
tient a @, si et seulement si f est homogéne de degré total r (resp. s) par
rapport aux arguments x (resp. y). Puisque € est normalisé, €77 (resp. €27
est nul si p>£o0 (resp. ¢5%0): de méme, €7 (resp. €7) est nul si rz£o
(resp. s£0). Nous en déduisons que les complexes @, , et @, s’identifient
tous deux a X,, ce qui fait apparaitre dans H(B) deux facteurs directs isomorphes
a H(A) : ils proviennent des cochaines qui « ne dépendent que d’une seule
composante ». Les « homomorphismes de lisiére » (edge homomorphisms
de [2]) de la suite spectrale expriment seulement une partie de ce résultat.

Considérons maintenant le complexe double @, ou r, s> o et choisissons,
par exemple, la « premiére filtration ». Nous noterons E/*’ les termes de la
suite spectrale correspondante (p = degré filtrant, ¢ = degré complémentaire,
¢ =rang dans la suite spectrale). Nous avons €2 = o pour p =—o0 ou g = o. Les
résultats concernant les « termes de bas degré » prennent donc ici la forme
suivante :

(1) (€)= (€,.) =o,
(2) 112(€,.) ~EL',
et 'on a la suite exacte

(3) 0> B2 ST (€,) > El? B > HY(C,.,).

Le calcul des termes E,, E,, E, s’effectue de la maniére suivante. Pour
tous p, ¢, E77 s’identifie a @27, et la différentielle ¢, de E, a la différentielle s
de €. Nous avons done

(4) Ert— (X (2, ..., 2p)),

ou A(xy, ....x,) désigne I'analyseur obtenu en adjoignant 2 A les « constantes »
Zy, «... x, et ou U'indice r dans ,H’ signifie qu'on n’a considéré que les
cochaines de degré total » par rapport aux « constantes ».

La différentielle d, s’obtient en appliquant la différentielle 5 au second
membre de (4). considéré comme « fonction » de .y, ..., x,. Le lecteur formu-
lera sans peine un énoncé plus précis en transerivant les calculs de [2].
Contentons-nous de remarquer que le terme E)' sidentifie au module des
fonctions pseudo-bilinéaires f(x,, v,).

41. SOUS-COMPLEXES NORMAUX DES PUISSANCES CARTESIENNES D ANALYSEURS; CAS
GENERAL, APPLICATIONS.

Derinrion (14.3). — Sotent A un analyseur, 1 un ensemble d’indices, B = A' le
complexe réduit normalisé de la puissance cartésienne 1I'A. Supposons, de plus,
donnée sur ’ensemble 1 une relation d’ordre total R. Nous définissons un sous-
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module € de B en posant f(X,, ..., X,)€ € si et seulement si f(€B") est une
somme finie de fonctions dont chacune peut s'écrire, aprés suppression des argu-
ments neutres, sous la_forme

Sz ooy Ty 0), avec Gy Z1,...Zi,el.

Par exemple, si I est un ensemble ordonné de trois éléments, nous noterons
les arguments (,),¢, comme des triples (z, y, z) et les éléments de € s’écriront
comme des sommes finies de fonctions de la forme

f(xla ey Tpy Yoty vy Vpaqy Spegets « ooy Spagar).

On voit ainsi que, dans le cas général, € est muni de deux structures de
module I-gradué : la premiére est induite par la structure de module I-gradué
de B [déf. (11.2)], c’est-a-dire par le multidegré-composantes; la seconde est
définie par le « multidegré-arguments » [dans I'exemple ci-dessus, f est une
fonetion de tri-degré-arguments 1 =(p, ¢, r)]. Le module € se décompose done
en une somme directe :

(1) € = r:o

Provositiox (11.3). — Avec les notations de la définition (11.3), € est un sous-
complexe de B, que nous appellerons sous-complexe normal associé a la relation
d’ordre R. L’'homomorphisme canonique H(€) -~ H(B) est un isomorphisme.
St 1 est un ensemble ordonné de p éléments, € est un complexe p-uple au sens de[2].

Démonstration. — On vérifie, comme pour la proposition (11.1), que € est
un sous-complexe de 8. Pour démontrer que 'homomorphisme H(€) — H(1)
est un isomorphisme, on se raméne d’abord au cas ot I'ensemble d'indices T est
fini (en considérant les divers multidegrés-composantes). On peut ensuile
construire explicitement une homotopie, comme dans la démonstration de la
proposition (11.2), ce qui conduit i des notations et formules compliquées.
Aussi est-il préférable de raisonner par récurrence sur le nombre p d’éléments
de I. Pour cela, on remplace chaque « argument vectoriel » X;= (x;,),_,.., dans
les fonctions f(X,, ..., X,)€B" par un couple (z;, Y;), ou a; désigne argu-
ment 2, ; et Y; I « argument vectoriel » (;;),_;_,. On définit le sous-complexe
double B’ de B constitué par les sommes finies de fonetions qui s’éerivent
(aprés suppression d’arguments neutres) sous la forme f(x,, ..., x,, Y, 0y, ..., Y,).
Il suffit de modifier légérement la démonstration de la proposition (11.2) pour
démontrer que 'homomorphisme canonique H(B') —~ H(B) est un womor-
phisme en construisant explicitement une homotopie (**). On a €CH': pour
démontrer que 'homomorphisme H(@) -~ H(B") est un isomorphisme, on

(%) Les modifications consistent en ceci : au lien de prendre pour G et G' deux mémes monoides
ahéliens libres engendrés par des générateurs (g:):e~+, on prendra deux monoides abéliens libres i
et G’ engendrés respectivement par les générateurs (g:)iexs et (g;.i)ienN+2-2j=p, ¢t I'on modifiera en
conséquence le monomorphisme ¢ de 4'.
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applique au complexe double 8 et a son sous-complexe € les suites spectrales
déduites de la premiére filtration de B, La formule analogue a (4) (n° 40)
montre alors que 'homomorphisme des termes E, de € et de B8 est un isomor-
phisme, compte tenu de U’hypothése de récurrence sur le nombre d’éléments de 1.
La proposition (11.3) en résulte.

Pour formuler commodément les résultats obtenus, nous poserons la

Depsizion (41.4). — Sotent A un  analyseur, n, peN*, 1 Uintervalle
d’entiers [1, p|. Nous noterons H"(A; p) le sous-module du module p-gradué (**)

He(a) = Y Hy ()

o eNp

égal a la somme directe des Hy(A') pour lesquels = (a,, ..., a,) vérifie

Oy >0, ..., %, >0.

Autrement dit, 17(A; p) est le module des classes de cohomologie des
n-cochaines de A" qui « dépendent effectivement » de leurs p « composantes ».

TreoriMe (11.1). — Sotent A un analyseur, 1 un ensemble d’indices muni d’une
structure d’ordre total. Alors :

a. pour tout n €N, H“(ﬂ‘) s'identifie canoniquement a la somme directe d’une
Sfamille de sous-modules ainst définie : a tout entier p vérifiant 1 —p_—n, et a
tout systeme 1, <. ..< v, de p éléments de 1 strictement croissants correspond un
Sfacteur direct isomorphe a H"(A; p):

b. W"(A; p)=o0 pour p™>n;

c. H'(A; n) sidentifie, pour tout n€N*, au module des fonctions pseudo-n-
linéaires de A ;

d. B (A5 2) est égal a la somme directe, pour r, s > o, des modules W*(, )
vérifiant la suite exacte (3) dun® 40.

Ce théoreme est une conséquence immédiate de la proposition (11.3) et des
résultats du n° 40. Nous n’avons pas jugé nécessaire de préciser la décompo-
sition plus fine de H(A") qui correspond & sa structure de module I-gradué (par
rapport au I-degré-composantes).

Le théoréme (11.1) détermine complétement les modules de cohomologie H*
et H* d’une puissance cartésienne d’un analyseur; pour le module H?, nous
n’obtenons dans le cas général que des résultats partiels.

Rappelons que identification canonique du théoreme (11.1, @) n’est possible
que si I est donné comme ensemble totalement ordonné. A toute structure
d'ordre total sur I correspond un sous-complexe normal de A', et il existe des
isomorphismes canoniques entre ces différents sous-complexes normaux. Il

(3v) Cf.no 38, form. (4).
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nous suffira d’examiner le cas ouIa deux éléments [¢f. la démonstration de la
proposition (11.3)].

Prorosirion (11.4). — Sotent A un analyseur, 8 le complexe réduit normalisé
du carré cartésien de A, € et ' les deux sous-complexes normaux de B, de telle
sorte que, pour f(&., Yii - Tpigy Vprg) EBP™, on att f& €11 (resp. fe 1)
st et seulement s les arguments x; et y; sont neutres dans f pour p+1-—i=p—+q
et1=jp(resp. pour1ZLi=qetq—+ 1= j p-+q). AlorsUisomorphisme (cano-
nique ¢ : €' — € applique €71 sur 0P et, st f(Yiy ocoi Yo Bpiss ooos Ty y) € €11,

() Ef = (— DPT f(Vyuts ooy Vaups L1y o ooy Ty)-
En effet, = est donné par la restriction a @ du projecteur /i de la propo-
sition (11.2), et la formule explicite (11) (n° 39) se simplifie et conduit a ().
42. Propuirs EN COHOMOLOGIE. — Dans tout ce numéro, nous désignerons par X
8
un analyseur, et par 8 le complexe réduit normalisé de son carré cartésien.

Lemve (11.1). — L'application = : 8 — A qui atout f(x,,y,; ...; Xy, ¥,) EB
assocte n f=f(x,, 15 ... x,, x,) €N est un homomorphisme de complexes et
définit ainsi, par restriction et passage au quotient, un homomorphisme *

H(B) - H(A).

Dermveriox (11.5). — Soit T(x,, .)€ A? une fonction pseudo-bilinéaire.
Pour f(zy, ..., z,) €A’ et g(xy, . ... .x,) €AY, nous poserons

T @) =T (@0 oy 2)y 8 Fpars s Vpag)) EBPH
LemMe (11.2). — Pour f€Ar et g€AY, on a
(1) T (fo ) =T (f &)+ (— 1 T(f, 99).
L'application T définit donc, par restriction et passage aux quotients, une appli-

cation pseudo-bilinéaire T* : H(X) > H(X) - H(B), telle que H () > H1(X)
sott appliqué dans Hr+1(13).

Dermvimion (11.6). — Soit T(ax,, )€ A* une fonction pseudo-bilinéaire.
Nous définissons les applications pseudo-bilinéaires T : A< A - X et T" :
H(A) < H(A) — H(A) en posant, pour f€Ar, g€ Al et [*€Hr(A), g*€HI(X)

T(f, 8)=nT(f, 2
'l‘-k(f*’ l_?'*) — ﬂ*T*<.f*7 '-(’r*)’

o =, w* désignent les homomorphismes du lemme (11.1).

Les démonstrations des lemmes (11.1) et (11.2) sont immédiates. Nous
avons transcrit les définitions usuelles des produits en cohomologie ([2]),
chap. XI).
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S1 T(x,, x,) est associatif, ¢’est-a-dire vérifie la relation
(2) T(T(zy, @), x3) =T (2, T(2,, 23)),
il est clair que T* est également associatif.

La proposition suivante exprime la relation d’anticommutativité suggérée par
le « principe de comparaison ».

Prorosimion (11.5). — Soit T(xy, x,) une fonction pseudo-bilinéaire dans
Uanalyseur A. Posons T'(xy, x,) = T(x,, x,). Alors, pour f[*e€Hr(A),
g*el1(A), ona
(3) P R | & A N

Démonstration. — Soient f et g deux cocycles représentant respectivement /*
et g*. Alors T(g, f) et T'(/, g) sont des représentants de T*(g*, /*) et de

T’*(f*, 8"). Or, d’aprés la proposition (11.4), T’(f, ) =T(8(¥pi1s s Ypig)s
f(@4, ..., x,)) est cohomologue a (—1)?!T(g(vis - ¥y)s J(Xyins ooy Zyup))s
et 'on a évidemment

T (g(yis oo s Vq)s f(x,H,‘, c Zgp)) =7nT(g(xy, ...,. zq), f(yq+‘, e Yaap))s
d’out la proposition.

CororLake. — St T(@,, @,) =T(@,s, @), T*(f*, )= (— 1 T*(g*, /™) pour
tous [*€HrA et g*€H1(A).

Remarque. — Définissons lapplication u : A — B, en posant, pour
f=f(zy, ....2,)EA",
Lf=f(@ Y1y o e ey Tyt v,) EBE

Alors . est un homomorphisme de complexes et définit, par le procédé usuel,
'’homomorphisme p* : H(A)— H(B). Nous dirons qu'une classe de cohomo-
logie /*€H(A) représentée par le cocycle f(xy, . ... x,) est primitive si 1* f*
est égal 4 la somme des classes de cohomologie de f(x,, ..., x,) et de
S(¥i, ... ¥,), considérés tous deux comme des cocycles de 8. Dans le cas de
I"analyseur classique sur un corps Q (¢f. § 12), H(8) s’identifie A H(X) Qo H(A),
et 'homomorphisme p.* définit la structure d’algébre de Hopf de H( ).

43. COHOMOLOGIE DE L’ANALYSEUR ANNULAIRE ET DE L’ANALYSEUR DE KrroscH. —
Conformément aux considérations du numéro précédent, nous définissons
I'algébre de cohomologie de I'analyseur de Kuresch ou de I'analyseur annulaire
sur un anneau Q (¢f. n° 21, ex. a et b), a partir de la fonction bilinéaire x, x,
qui engendre ces analyseurs.

TukoreMe (11.2). — L'algébre de cohomologie de l’analyseur annulaire (resp.
de I’ analyseur de Kurosch) sur un anneau Q est une Q-algébre associative (resp. de
Kurosch) libre, non unitaire, engendrée par la classe de cohomologie du 1-cocycle x, .
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Démonstration. — Le cas de 'analyseur de Kurosch se rameéne a celui de
Panalyseur annulaire, en considérant les différentes « dispositions des paren-
théses » pour les monomes d'un méme degre.

Pour démontrer le théoréeme concernant I'analyseur annulaire A, les théo-
rémes (9.71), (9.2) et (10.1) montrent qu’il suffit d’¢tablir que H!(X)=o0
pour nz£r. On peut raisonner par récurrence sur r; si 'on a démontré que
HI(A)=0 pour n=£s et s<r, le méme résultat vaut pour les analvseurs
construits & partiv de A par adjonctions de constantes. On utilise alors la suite
spectrale des n 36 et 37. Il n’est pas nécessaire de faire d’hypothese restrictive
sur 'anneau de base Q, pour la raison suivante : si A" est le module des
fonctions n-linéaires de l'analyseur annulaire X, la représentation de I'algebre
Q[5,] du groupe symétrique %, dans X7 est isomorphe i la représentation
réguliere de cette algébre. Il n'en est évidemment plus de méme pour les
analyscurs classiques, ce qui entraine des reésultats considérablement plus
compliqués.

12. — CGohomologie des analyseurs classiques.

Dans ce paragraphe, il nous sera plus commode d’abandonner I'axiome (A7),
c¢’est-a-dire d’admettre que les polynomes aient des termes constants non nuls.
s désignerons par A Uanalyseur classique a coeffficients entiers rationnels

Nous désignero A V'analy. q

| \ 9 r
A :Z:}“, on XN="Zlx,...,.1,)

neN

et en particulier XA°=7Z. Pour toul anneau commultatil unitaire Q, QR A
désignera l'analyseur classique sur Q (¢/. n°21). La différentielle 2 annule les
o-cochaines : H*(Q Q A)=Q.

411, COHOMOLOGIE DE L'ANALYSEUR CLASSIQUE A COEFFIGIENTS ENTIERS MODULO p. —
D'apres les théoremes (9.1), (9.2) et (10.1), H'(QQ A) est toujours un
groupe de torsion pour n>. 2, quel que soit 'anneau Q. Nous définissons la
multiplication des cochaines de QR A et des classes de cohomologie de H{QQ X)
a partir de la fonction bilinéaire x, ., (associative et commutative) qui engendre
Q&R A (n° 42). Nous obtenons ainsi sur H(QQ A) une structure d’algébre
unitaire (*') graduée, associative et anticommutative.

Sout p un nombre premier. Nous noterons I, le corps fini i p” éléments. Nous
noterons ( /;) les t-cochaines de A définies par

(1) Si= ! (pour ieN)

(51) Parce que nous avons introduit les constantes dans Q ) A (o-cochaines ).
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et (g;) les 2-cochaines de A définies par

(2) &= P (& 4 e W — = eth) (pour j&€N*).
Nous avons donc

(3) ofj—=— pg; pour jeN el o= 0;
(4) dgj—=o0 pour j€N".

TukoriMe (12.1). — L'algébre de cohomologie H(F,Q A) est engendree par
les générateurs définis ci-dessous, qui ne sont liés par aucune autre relation que
celles résultant de ’associativité et de I’ anticommutativité :

a. St p est impair, les générateurs libres sont les classes (&;),ex €t (Vj);ex des
tmages canoniques dans ¥, Q) A des cochaines ( f;) et (g;):

b. St p =2, les générateurs libres sont les classes (&;),ex des tmages canoniques
dans ¥,@Q A des cochaines ( f;).

Autrement dit, pour # impair H(F@ A) est le produit tensoriel de I'algébre
extérieure construite sur les (&) par algébre symétrique construite sur les (v;);
pour p=-2, H(F,® A) est algébre symétrique construite sur les (£,). Toutes
ces algebres sont supposées unitaires.

Démonstration. — Pour tout 2&€N*, nous noterons H(F,., K ) Valgébre de
cohomologie de F,, considéré comme groupe additif, opérant trivialement
sur I',. (considéré comme anneaw). Nous admettrons les résultats suivants :

a. St p est impair, H(F ., ¥,.) s'identifie au produit tensoriel d’une algébre
extérieure construite sur des générateurs (a;), ,_, par une algebre symétrique
construite sur des générateurs (b,),_;_,; les (a;) sont de degré 1 et les (b;) de
degré 2

b. Sip=2, H(F,., F,.) s’identifie & une algebre symétrique construite sur des
générateurs (a;), ;. de degré 1.

Ces résultats s’obtiennent facilement en utilisant des complexes particuliers
aTnx . Q 1 J 3 Yiite ir < (rf TO - Q7
aux groupes cycliques et a leurs produits directs (¢f. [2], chap. XII, § 7). On
pourrait les retrouver a I'aide des « complexes non homogeénes », ce quivanous
permettre d’appliquer notre principe de comparaison.

Définissons comme suit une application

9 H(F,@ A) > H(F, Fu);
si{eH"(F,® A) est représenté par la n-cochaine
j.("rlw R l’/z)e(F/;® 3)": F/,[JL’J, Ceey ,1},,]7

nous considérons f comme une fonction polynome dans I, [1], ¢’est-a-dire
comme une n-cochaine dans le complexe non homogéne C(F,., F,.), et nous
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prenons sa classe de cohomologie 2()€H (F,., F,.). D’apres les définitions des
produits, ¢ est un homomorphisme d’algébres, i condition de restreindre a ¥, le
corps de base de H(F ., F ).

phs

On sait quun polynome non nul & coefficients dans I . peut correspondre a
une fonction polynome nulle dans ce corps. On peut obvier & cet inconvénient
en considérant des polynomes A-réduits, ¢ est-a-dire de degré strictement infé-
rieur & p" par rapport i chacune de leurs indéterminées. Un polynome

Slr .. x,)€F [y, ..o, estcongru i un polynome A-réduit et un seul
[ h 3 AN , o R .
modulo l'idéal (22" — x,, .... 22" —x,). Si /st h-réduit, 2 fTest aussi.

Supposons p impair, et soit, pour un certain 2 &N*,
f o H(F, @ X) = H(F,i, Fu)

I'homomorphisme défint plus haut. Les remarques précédentes permettent

d’établir facilement que les ') h(h =+ 3) éléments

-
S

(\ i)oé[éll, -1 ?(n/)lfgjf;;//) ?(Eiii’)oéi«z i< h
sonl linéatrement indépendants sur F . [les éléments (&) et (v;) sont ceux de
I"énoncé du théoréme]. Nous en déduisons qu’en posant

v(G)=u; (oZLi=h—1) et v(nj)=0b; (1LjLh),

les («;) et les (b;) constituent un systéme de générateurs libres de la ¥ i-algébre
H(F,., F ). Par conséquent, puisque % est quelconque, lafamille d’éléments (£;),ey
et (1,);ex est libre dans (F,QX). Il reste a montrer que les (&) et les (v;;) engen-
drent cette algébre. Or, soit {€eH(F,Q A) représenté par une n-cochaine
S, ... x)€F, |2, .... 2,]. Choisissons A assez grand pour que / soit
h-réduit. Comme toute cochaine du complexe C(I ., F,.) peut étre représentée
par une fonction polynome, I'algébre H(T ., F,.) s’identifie au produit tensoriel
P @, o H(F,Q A). Par conséquent, ¢() est contenu dans la sous-F,-algébre
de H(F ., F,.) engendrée par les o(&:),_.i, et les o(7;), ;.. Autrement dit,

o(O)=¢({"). ot I’ est une somme de monomes en les (&) et les (v;). Nous
pouvons choisir comme représentant de {' la cochaine f'(z,, .... x,), image

canonique dans F,Q A de la somme des monomes correspondants en les (f;),
(g): f' est ainsi A-réduit. La relation ¢({") = ¢({) signifie qu’il existe une
(n— 1)-cochaine g(x,, ..., z,_.), telle que 'on ait

J— ) =0dg (mod(x/;"* Ly ey ',lr’/,'lh — &n)).

Or, puisque f et f’ sont A-réduits, il suftit de prendre g A-réduit pour avoir
J— f'=2g, ce qui prouve que { est dans la sous-algébre de H(F,&® ) engen-
. ae L <
drée par les (5 )yoizns et les (), 2z -
Pour p = 2, le théoréme se démontre de la méme maniére.
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Remarques. — a. Si I'on avait conservé la définition des (v;;) pour p=2, il
aurait fallu introduire les relations v;=2%;_, pour j€N*.

b. Les (%) et les (1) sont des classes de cohomologie primitives de H(F,Q X))
pour p impair. Cette propriété, dont la vérification est immédiate, ne résulte
pas de la démonstration que nous avons donnée, car il nous était indifférent de
savolr si les générateurs (b;) de degré 2 des algébres H(F,., F,.) étaient choisis
primitifs.

phs

1. COHOMOLOGIE DES ANALYSEURS CLASSIQUES. — Désignons par = l'endomor-
phisme de X défini par la multiplication par p. L’analyseur F,&® A s’obtient i
partir de X en « réduisant les coefficients mod p », ¢’est-a-dire en passant au
quotient, et nous avons la suite exacte

LI
(1) 0>A>A>F,QA—o.
Si nous passons a la cohomologie, nous ohtenons la suite exacte (**) :

H(X) — s H(X)
LN /

(2) NS Vo
(HF, @ X)
ou, en tenant compte des degrés,
= By A
(3) s HE(R) - HE () > HA (F, @ X) — HAet () = ..

Lapplication p* est un homomorphisme d’algébres.

Propositiox (12.1). — Pour tout nombre premier p, les éléments non nuls de la
p-composante de H(X) sont d’ordre p.

Démonstration. — 11 suftit de montrer que H(A ) n’a pas d’éléments d’ordre p*.
Or si ZeH(A) est d'ordre p*, '=plelmz*nNoyz* et {'=£o0. Récipro-
quement, si I'>£ oappartient a Im =* N Noy =", il existe { tel que '=pZ et Lest
d’ordre p*.

D’apres la suite exacte (2), la relation Im =* N Noyn*= o équivaut a

ImAnNoyp*=o.

Posons D = p*A; D est un endomorphisme de carré nul du module HF,QA),
et la relation ImAN Noy *= o équivaut 4 NoyD = NoyA. Or nous avons

(4 , ImD c NoyAc NoyD;

ce qui nous conduit i calculer la cohomologie du complexe H(F,Q A) muni de
la différentielle D.

(32) 1l s’agit d’un couple exact au sens de Massey (Ann. Mat., L. 56, 1952, p. 363-396).
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Nous conserverons les notations du théoréme (12.1). Supposons d’abord p
impair. Soit
C=Ey . Gl 0 e N(F, @),

avee 1, <...< €N, j,<...<Jj. €N, ny, ..., n,€N*. Pour calculer AZ, il faut
prendre A€ A tel que {soit la classe de cohomologie de wh, puis calculer la

classe de cohomologic de /~)8/t. Nous pouvons prendre h=/, ... f git... g}
(ou les puissances sont calculées au sens de la multiplication des cochaines),

et nous obtenons [¢f. (3). (4), n° 43|

(':)) Z (— l -/1 o ‘E_l','\-41 7“/.-5.’7/.—04 e :;:ir,‘/};'l: et 7’;",."7
1<
ou nous posons 7, = o. La différentielle D est unc antidérivation de H(F,@ ).
Désignons par E la sous-algébre unitaire de H(F,&) A ) engendrée par les (&)
et les (v);) pour j&€ N*; E est un sous-complexe, et nous avons une décomposition
en somme directe

(6) HF,QA) =L + 7k,
avec ‘
(7) D(5,0)=ED(L)  pour Zek.

Le complexe K avec sa différentielle D donnée par (5) se rattache au « com-
plexe standard » d’une algébre de Lie abélienne de dimension dénombrable sur le
corps ¥, (cf.[2], chap. VIII, § 4 et chap. XIII, §7, ainsi que le lemme (10.1)
ci-dessus).

La différence entre le complexe K et le complexe standard en question est la
suivante : les ¢léments (7;),ey ontici le degré 2 au lieu du degré o, ce qui fait
que la différentielle D est de degre —+1au lleu de —1.

Ccla ne change évidemment rien aux propriétés d’acyclicité du complcxc E,
(ue nous allons rappeler.

I’ augmentation ¢ du complexc E est définie en posant e(1) =1 et e({) =0
pour tout monome C(z1) en les (&), (7;). Définissons 'homotopie s de E en
posant s(1)=o0, et, pour

L Ngr%g

nmLos
f) 511 ‘/f/ g/‘l

avec
J1<<...<Jj,eN, n.€N ar==o0 ou I, np—+ ap> o0 (pour 1 Zk Zgq),
§ s{=o st o;==1I,
(8) ’ )% .
sE=— 7‘/,“11 s/, ”/ﬂjb% : ’/l(,l“/(, St o =o0.

On vérifie sans peine que Ds + sD =1—c¢. Si { ={,+ §,{, € NoyD, avec
L, L€E, {=Dst +:Dst+ €§1+50€C2» d’ou QGNOyA

Soit maintenant p=2. Calculons la différentielle D = p*A du complexe

HF,® ).
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Pour

::;‘g;i‘..,‘g_;f;/eli(172®ﬂ), avec {j<C...<i;€N, Ry, e, g €N
nous obtenons (¢/. n° 44, remarque «)

. Y ) )

( Dz N i tmeaZ2 tweiZmen, T

(9) = — Uk S S iy
V=h =y

=iy

OU NOUS POSONS &, == 0.
La différenticlle D est une dérivation (ue nous pouvons éerire

D :>’ i (;)

i EN*

Délinissons Vaugmentation = de H(F, @A) en posant
S)=1, ()=, ) =o

pour tout monome I(=£1, Eo) en les (£). Délinissons I'homotopie s en posant
s(r)y=ocet

‘ Sit. L itipli=o0 pour 7y, ..., 7,1 CN, ’
(10) ST LG T L T R T pour s, ..., €N, 1 2.

On vérifie facilement que Ds 4 sD =1—z¢. Si {€ NoyD, { =Ds{+ e{et, par
conséquent, {&€NoyA, ce qui achéve de démontrer la proposition (12.1).

Nous noterons JH(Q) la p-composante de H(X). La proposition (12.1)
signifie que la restriction de pa H(A) est un monomorphisme. Comme
AH(F,Q A)c H(A), le noyau de A, c’est-a-dire d’aprés (2) Pimage de v*,
coincide avec le noyau de D.

Nous noterons Z (H(F,® X)) le module des n-cocycles du complexe
H(F, & ) qui sont homogenes de degré total  lorsque I'on attrtbue aux géné-
rateurs &; et n; le degré p‘(pour tout ;€N).

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant qui résume les résultats
obtenus.

TukorkME (12.2). — Pour tous n€N* et r>= 2, le module ij(ﬂ) s'identifie

canoniquement a la somme directe
N n N < J7t 7 <
Z ZH(H(F,® X)) ~H(X).
Jp premier
) ’ . Ve g . e 5 L . - *

PO\UI chague p composante, Uidentification est (101‘mc')c par Uhomomorphisme u* de
(2), et est donc compatible avec la structure multiplicative.

Si maintenant  est un anneau commutatif unitaive quelconque, H(Q Q A)
se calcule suivant la formule de Kiinneth : on obtient canoniquement les suites
Arn. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 33
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exactes qui se décomposent en sommes directes
(11) 0>QQ HNW(A)—>HNQ2®A)— Tor, (2, H: =1 (X)) = o.

Plus simplement, si I'on désigne par ,Q la p-composante de Q (qui est un
idéal) et par Q, I'anneau quotient Q/,Q (p premier), on a la décomposition
valable pour r =

(12) HY (QQ X)) ~ _\: (2, HI () + QR Mi+1 (X)),

2 premier

Dans (11) et (12), les produits tensoriels ainsi que le foncteur Tor, sont
calculés sur 'anneau Z; dans (12) les facteurs Q, Q) ,H”(X) sont obtenus cano-
niquement comme sous-groupes de H:(Q Q@ ).

Les groupes H) () ne s’explicitent pas d'une maniére simple a partir de n
et de 7 : ils dépendent, en effet, des décompositions de Uentier » comme somme
de puissances d'un méme nombre premier.

Aussi est-il plus naturel de se donner un nombre premier p et de chercher
pour quelles valeurs de » les p-composantes ,H'(X) ne sont pas nulles. Les
résultats suivants sont une traduction du théoréme (12.2) pour n=2, 3, 4,
ou nous conservons les notations (f;), (g;) pour les cochaines définies & partir
de pn° 44, (1) et(2)]

(13) JHI(RA)=0 sl r nest pus unc puissunce enticre (>1) de p, si r=—=p', (€N,
JH2(R) ~F, est engendré par la classe du cocycle g;;

(14) LHI(A)=o0 sir n'est pas somme de deux puissances distinctes de p; si r —= p'—+ p/,
oLi<<j, M (A)~F, est engendré par la classe du cocycle fig; — f;g:;

(13) JH}(RA)=o0 sirn’est passomme de deux puissances entiéres (> 1) de p, ou somme
de trois puissances entiéres distinctes; sir =p'+p/, 1Zi=j, ,H (X)~F,
est engendré par la classe du cocycle 8,85

sir=p+pl+ptoLi<j<k, HLR)~F, est engendré par la classe du
cocyele &ififa— i ife=+ Jifjn-

CHAPITRE 1V.
APPLICATIONS DE LA COHOMOLOGIE A L’ETUDE DES LOIS DE GROUPES.
Dans tout ce chapitre il ne sera question que d’analyseurs complets. Les

modules de cohomologie seront définis, conformément au n° 31, pour les ana-
lyseurs incomplets associés.

13. — Obstructions.

416. OBSTRUCTIONS DES BOURGEONS. — Soit A un analyseur. Pour tout f(x, y) € A2,
nous poserons

(l) (l‘f) (.SIZ‘, N 5) :f(f(']/, ."')1 3) ‘»—f(.I’, f()7 ;))7
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et nous désignerons, pour tout »&N*, par (T,.f) (2. y, 5) la composante homo-
géne de degré total » de (I'f) (, y, 7).

DeriNition (13.1). — Soient A un analyseur et f(x, y )€ A*. Nous dirons que [

détermine un r-bourgeon (r € N*) st f vérifie les conditions :
a. (L'f)y(a,y, 5)=o|mod. deg. (r—+1)];
b. f(x,y)=2x+ y (mod. deg. 2).

Le r-bourgeon déterminé par f est constitué par l'ensemble des fonctions con-
grues ¢ f|[mod. deg, (r—+1)].

Le r-bourgeon déterminé par [ sera dit abélien si f(x, y)=f(y, x)
[mod. deg. (r+1)].

Autrement dit, un r-bourgeon est une lo¢ de groupe dans l'analyseur nilpotent
obtenu a partir de A par passage au quotient, en annulant toutes les fonctions
de degré total > r[cf. déf. (3.4)et (5.1)].

On peut choisir un représentant canonique dans chaque classe de fonc-
tions déterminant un méme r-bourgeon : il suffit de prendre la fonction dont
toutes les composantes homogénes de degré total > r sont nulles.

Dermirion (13.2). — Dans un analyseur A, nous dirons qu'un r'-bourgeon
prolonge un r-bourgeon si r'>>.r et si toute fonction qui détermine le r'-bourgeon
détermine le r-bourgeon. Nous dirons de méme qu’une loi de groupe prolonge un
r-bourgeon st elle le détermine.

On est conduit naturellement a la notion de bourgeon et au probléme du
prolongement des bourgeons lorsque 'on cherche a construire une loi de
groupe en calculant successivement ses composantes homogénes pour le degré
total : la somme des composantes homogénes de degré —r doit déterminer un
r-bourgeon, qu’il faut prolonger en un (7 + 1)-bourgeon si 'on veut poursuivre
la construction de la loi de groupe.

Lemme (13.1). — Sotent X un analyseur, f(x,y)€A* une fonction détermi-
nant un r-bourgeon. Alors (U, f) (2, y, z) est un 3-cocycle.

Démonstration. — 1l faut montrer que (SF,H/') (z,y, z t)=o0. Comme
(Lf) e, vy 5) =i f) (o, 0, 5) [mod. deg. (r-+2)],
il revient au méme de montrer que
(0L fy (@, y, 3, 8)=0 [mod. deg. (r+ 2)].
D’aprés la définition (8.1) de &, cette derniére relation s’écrit

(2 (LH O 50— XN (@+0, 50+ f) (2, y+50 —(Lf) (2, y, 54+ 0)
+ (PN (r, 0y, 5)=0 [mod. deg. (r-+2)],
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Comme
Slr, y)=x—+y (mod. deg. 2) et sy (e, y, 5) =0 [mod. deg. r +4-2) ],

“nous pouvons remplacer (2) par la relation équivalente, d’apres la propo-
sition (3. 1),

) (XN (s 50 ) = (BN (fCry )5 35 0) = (L)) (2, f (35 5), 8) — (V) (2, 0, [ (550))
4+ (L) (2, 0,5) =0 [mod. deg. (r—+ 2)].

Développons le premier membre de (3) d’apres la définition (1) de I' /'t nous
obtenons une somme de dix termes, qui se réduisent i huit apres suppression
de deux termes égaux i = f(/(v, y), f(2, 1)), Aprés regroupement, le premier
membre de (3) s’écrit

(4) f(x)f()/af(37 ’))) ‘“f()'7./‘(;7 l))"'f("”) f(f()’7 '3) t))—l_/‘(/()’ :)7 ”"*"/(j(b’f()v :‘))7 l)
— Sz, J(y, 2) =SS (2, ), 5), ) = [(f (2, 0), 5)-

Posons g(x, y)=f(x, y) —ax —y; (4) s"écrit alors
() s JOs Sz 0) = (2, f (S5 2 1) +=8(f (2 [y )5 O) — 825 0)s 2), ).
Comme g(x, y)=o (mod. deg. 2), la proposition (3.1) montre que (),
c¢’est-i-dire le premier membre de (3), est congru a o [ mod. deg. (»+2)].
Lemye (13.2). — Soient X un analyseur, f(x, y) € A* une fonction détermi-
nant un r-bourgeon, h(x, y)€ ;. Posons "= [+ h. Alors
(6) (Lo f) (2505 ) = (Ui f) (2,0, 5) — (90) (2, 5 2).
Démonstration. — Posons, comme précédemment,
flx, yy=ax+y+g(x,y), d’ou glx,y)=o0 (mod. deg. 2).
Nous avons
SISy 00y 3) =1 (@ ) 58 (1 (2, 0), 5) +h(f (2, 0), 2),
d’ou, en appliquant la proposition (3.1),
(7). S @ 005 5) =S (2, 7), 3) + Az, )+ h(z+ ), 5)  [mod. deg. (r+2)].
On établit, de méme,
(8) S, [ >y 3) = Sy f0 2) + Ry 5)+ Az, y +5)  [mod. deg. (r+2)].

Les relations (7) et (8) inpliquent (6).
Grace aux deux lemmes précédents, nous pouvons énoncer la

Prorosiriox (13.1). — L'ensemble des fonctions (V... f) (x, y, z), ot [ par-
court une classe de fonctions déterminant un méme r-bourgeon dans un analy-
seur A, constitue une classe de cohomologie de W), (), que nous appellerons
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Pobstruction du r-bourgeon. Pour qu’un r-bourgeon soit prolongeable en un
(r+1)-bourgeon, il faut et il suffit que son obstruction soit nulle.

Voici un exemple de bourgeon ayant une obstruction non nulle. Dans I'analy-
seur classique a coeflicients entiers mod 2 (¢f. n° 44), la fonction

L/‘("vv )") = x -{—-L)' —+ Z)—’

détermine un 4-bourgeon, car (I'/) (w, y, z) =xy*z*— xy*s", et la classe de
cohomologie représentée par xy?z* n’est pas nulle (avec les notations du n® 44,
of A & 2
elle est égale 4 £,20).
Prorosition (13.2). — Soit A un analyseur. Pour qu’une fonction
S, y)=x+ +a(x,)y),

o a(x, v)€X;, détermine un a-bourgeon, il faut et il suffit que a(z, y) soit
bilinéaire. St a(x, y) est bilinéaire, une condition nécessaire pour que le
2-bourgeon détermuné par [ ait une obstruction nulle est que la fonction
b(x, y)=a(x,y)—a(y, x) soit un crochet de Lie.

Démonstration. — Nous avons, d’aprés le lemme (13.2),

(sz) (1'7 B :) —_ (()a) ('t7 Vs 5) .

d’ou la premiere partie de la proposition. Si a(x, v) est bilinéaire nous

obtenons
(9) TS (2, 3, 5)=ala(w, y), 5) — alzr, a(y, 5)) = Ea) (z, y, 2).

Pour que I'obstruction soit nulle, il est nécessaire, d’aprés le théoréme (9.2),
que antisymétris¢ de I'a soit nul. L'antisymétrisé de I'a apparait comme une
somme de 12 fonctions, a laquelle on peut donner une forme plus simple en
posant b(x, y)=a(x, y)—a(y, x); lantisymétris¢ de I'a s’éerit alors

b(b(x,y), 2)+b(b(y, 2), 2)+b(b(s, x), ¥).

Nous avons ainsi retrouvé la proposition (5.2) sans utiliser identité de
P. Hall. ‘

.

A7. OBSTRUCTIONS DES TRANSMUTATIONS ; PROBLEMES DE PROLONGEMENT.
Lenve (13.3). — Soient X un analyseur, [(x, y)€ A* vérifiant
Sz, vy=az + v (mod. deg. 2), o(z)e G (), a(r)eX) (rx2).

Posons
Je)=o(x)+ a,(x).
Alors
(1) S, vy = [ (@ y) — (dap) (2, v) [mod. deg. (r+1)].
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Démonstration. — Nous avons, par définition (¢f. n* 23, 24),
J¥ (@ 1) =2 (0 @), ¢ ) = 2 (e (@), ¢ (D) + ar(f(9H (@), 61 ()))-
Or [c¢f. prop. (5.4)]

o'W x) = (x) — a,(x) [mod. deg. (r+1)],
d’ow, puisque f(x, y) =2+ ¥ (mod. deg. 2),

S & ) = flo @) o7 o = ap@) — a(y) [mod. deg. (r+1)],
et
(2) Q(f(o = (), o1 () = [%(x, y) — ar(x) —a,(¥) [mod. deg. (r—+1)].

De méme,
(3) wp(f( M a), & (y))) = (0 ¥) [ mod. deg. (7 - 1)].

Les relations (2) et (3) impliquent (1).

Nous sommes maintenant en mesure de formuler les problémes de prolon-
gement des transmutations et des bourgeons.

Soient f(x, y) et g(x, y) deux lois de groupes dans un analyseur X. Pour
démontrer que f et g sont équivalentes, il faut construire o(x)€G () tel que
Je=g[déf. (5.4)]. Sinous transmutons d’abord / par une fonction de GL(),
nous nous ramenons au probléme de I'équivalence restreinte. Ecrivons donc

@) v(x)=—r—+ 2 a;(x), ot a;(w)eA].

220 %

Cherchons a déterminer successivement les fonctions a;(x), et posons
pour r > 2

~ Rl
(5) 9(x)=x -+ Z ().

2L

Supposons choisie la fonction o,; pour que nous puissions prolonger o, ()
en o(x) tel que f*= g, il est nécessaire que

(6) fr=g  mod. deg. (r+1)].

Supposons cette condition remplie. Soit b,.,(x, y) la composante homogene
de degré total (r+41) de g — f*. D’aprés le lemme (13.2), b.., (2, y) est un
a-cocycle et représente, par conséquent, une classe de cohomologie de H;_ ()
que nous appellerons 'obstruction de o, (par rapport aux lois fet g).

Pour quel’on puisse trouvera,.,(x)€ A, ,, telque /¥ " =g[mod. deg. (r+2)|,
il faut et il suffit que I'obstruction de ¢, soit nulle, d’aprés le lemme (13.3).

Si 'obstruction de ¢, est nulle, a,., () est déterminé a I'addition prés d'une
fonction pseudo-linéaire (1-cocycle).

Le prolongement de o, en o,.., peut donc étre impossible (si I'obstruction n’est
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pas nulle) ou indéterminé (si I'obstruction est nulle, mais si H' ,(X)s£0).
Dans ce dernier cas, la nullité des obstructions suivantes peut dépendre du
choix de a,.,(x).

Pour construire une loi de groupe

(7) Sl yy=ua +r+ 2 bi(xy 1), ot b, y)e A},

20 %

nous chercherons de méme a déterminer successivement les fonetions 0;.
Posons, pour 7> 2,
(8) Jrlary ¥y =y e ¥ bl v,

s.ziLr

Chaque /. doit déterminer un r-bourgeon; pour que le prolongement de /.
en f.., soit possible, il faut et il suffit que I'obstruction du r-bourgeon soit
nulle [ prop. (13.1)]. Dans ce cas, b,,,(x, y) est déterminé par f,. a 'addition
prés d’un 2-cocycle. Le probléme peut donc étre de nouveau impossible ou indé-
terminé. S'il est indéterminé, la nullité des obstructions suivantes peut
dépendre du choix de b,.,(x, y), mais elle ne dépend pas de 'addition d'un

a-cobord 4 b, (&, v). En effet, 'addition d’un 2-cobord équivaut a une trans- -

mutation par un élément de G,(Q), d’apreés le lemme (13.3), et deux bour-
geons équivalents sont évidemment tous deux prolongeables ou non prolon-
geables. Plus précisément, on démontre sans peine le résultat suivant :

Lemme (13.4). — Sotent X un analyseur, f(x, y)€A* déterminant un
r-bourgeon, et o(x)€ (). Alors f* détermine un r-bourgeon, et l’on a

(9) I'ife) = L'f)* [mod. deg. (7 + 2)].

En particulier, si o(x)€ G (X). 'y (/%) =11 /.

Du point de vue de I'équivalence et du prolongement des bourgeons, le choix
de b,,, (2, y) ne dépend pas d'un »2-cocycle mais d'une 2-classe de cohomologie.

Ainsi la cohomologie permet-elle de formuler clairement le probléme du
prolongement élémentaire des hourgeons et des transmutations, c’est-a-dire de
la construction d’une composante homogéne supplémentaire des fonctions
cherchées. Mais. comme nous l'avons signalé dans notre introduction, I'étude
globale du systéme des obstructions est heaucoup plus complexe; en particulier,
ce n’est plus un probléme linéaire (cf. | 7). §4).

1h. — Applications aux analyseurs rationnels.

48. THEOREMES GENERAUX ; APPLICATIONS A LA Lol DE Hausporrr. — L'étude des lois
de groupes et de leurs é¢quivalences dans les analyseurs rationnels [déf. (6.2) |
va résulter des considérations du paragraphe 13, et du théoréme fondamental
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sur la cohomologtie des analyseurs rationnels :

Tukorkne (14.1). — Soit X un analyseur’ rationnel. Alors H'(X)=o pour
n=r; H,(Q) s'identifie au module des fonctions n-linéaires antisymétriques de X,
pour tout n€N".

Ce théoréme est une conséquence immédiate des théorémes (9.1), (9.2) et
(10.1).

Treoreme (14.2). — Dans un analyseur rationnel X, tout r-bourgeon est pro-
longeable en une lot de groupe si r >~ 3. Un 2-bourgeon déterminé par
x+y—+a(x, y), oi a(x, y) €A}, est prolongeable en une lov de groupe st et
seulement st la fonction a(x, y) — a(y, x) est un crochet de Lie.

En effet, I'obstruction d'un r-bourgeon est un élément de H;, (). Elle est
donc nulle pour »>.3. Pour r =12, la condition nécessaire de la proposition
(13.2) est suffisante d’aprés le théoréme (9.2).

Tueorime (14.3). — Sotent f(x, y) et g(x, y) deux lots de groupes dans un
analyseur rationnel A. Si f=g (mod. deg. r), r>=3, il existe une fonction
o(x) € G, () et une seule telle que [*= g.

Posons

e, y=x+y+a(z, y) (mod.deg. 2), gz, v) =2+ -+bax,v) (mod.deg. 2),

oua(x,y), b(x, y)€A,. Pour que f et g sotent équivalentes au sens restreint, il

Sfaut et il suffit que a(x, y)—a(y, x)=>0b(x, y)—b(y, ). Pour que f ¢t g
sotent équivalentes, 1l faut et il suffit qu'il existe c(z)€ GL() tel que

clala, y)) — e(aly, ©)) =ble(e), ¢(y)) — b(c(r), ¢()).

Démonstration. — La premiére partic du théoréme résulte de ce que

H?(A)=o0 pour r > 2. Une transmutation de f par une fonction de G, (A
’ /

permet de remplacer a(x, y) par le 2-cocycle canonique qui lui est cohomo-

5 N . , ., I

logue, ¢’est-a-dire par son antisymeétrise -

.

(a(x, y)— a(y, x)). Enfin, siaet b

sont supposés antisymétriques, les lois f'et g sont équivalentes si et seulement
si a est transmuté en b par une fonction de GL(), ce qui démontre la derniére
partie du théoréme.

CoroLLARE. — Dans U'analyseur de Lie rationnel, il existe une lov de groupe et

une seule prolongeant le 2-bourgeon déterminé par x -y —+ ;[:1:, y]. Nous
Uappelons la loi de Hausdorff.

Nous avons ainsi retrouvé les principaux résultats du chapitre II [th. (6.1)
et (7.1)]. L’avantage de la méthode cohomologique est d’expliquer pourquoi
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'on obtient des résultats aussi simples dans le cas des analyseurs rationnels :
parce que les obstructions sont nulles a priori.

49. LoIs UNILINEAIRES DANS LES ANALYSEURS RATIONNELs. — Nous allons étudier
dans les analyseurs rationnels des lois de groupes remarquables que nous appel-
lerons lois unilinéaires i gauche (resp. a droite). Ces lois ont en commun avec
les lois canoniques les deux propriétés suivantes : une loi unilinéaire est
contenue dans le sous-analyseur rationnel engendré par sa composante homo-
géne de degré 2; une loi unilinéaire 4 gauche (resp. a droite) s’obtient comme
image homomorphe de la loi unilinéaire 4 gauche (resp. i droite) universelle,
qui joue le méme role que la loi de Hausdorff pour les lois canoniques.

DermvrioN (14. 1). — Nous dirons qu'une loi de groupe f(x, y) dans un analy-
seur A est unilinéaire @ gauche (resp. a droite) si la fonction f(x, y) —y | resp.
f(x,y) — x| est linéaire par rapport a x (resp. y).

Il nous suffira évidemment d’étudier les lois unilinéaires a gauche.

Lemye (14.1). — Soient A un analyseur, f(x, y) € A* unelot de groupe unili-
néaire & gauche. Désignons par a(x, y) la composante homogéne de degré total 2
de f(x, y). Alors a(x, y) vérifie la relation

(1) (Ta)(x, y, 5) — (Ta) (2, 5, v) =o.
Démonstration. — Soit b(x, y) la composante homogéne de degré 3 de /. Si

nous considérons le 2-bourgeon déterminé par x 4y + a(.x, y), nous avons
[cf. lemme (13.2) et (9), n° 46]

(2) ) (Ya)(z, y, 5)=(9b) (2, ¥, 3).

Or b(x, y) est linéaire en 2 par hypothése, et
(3) (30) (iry vy 3) == (0ub) (ry vy 5) = by y 4+ 5) b2, v) — b, 3),
d’ou évidemment (1).

DermviTioN (14.2). — Soit Q un anneau commutatif unitaire. Nous appellerons
Q-algébre de composition o gauche un Q-module muni d’une opération bilinéaire
notée x, 0 x, vérifiant l'identité

(4) (zyoxy)owy— xyo(xy0xy) — (Lyoay)oxy+ xy0(x502,)==0.

Aux Q-algébres de composition a gauche correspond un analyseur que nous
appellerons I'analyseur de composition i gauche sur Q (cf. n° 21).

Nous définissons de méme, par le procédé exposé au n° 26, Uanalyseur
rationnel de composition & gauche.

Tukorime (14.4). — Soit A lanalyseur rationnel de composition a gauche,
engendré par la fonction bilinéaire x o x, vérifiant (4). Il existe dans A une loi
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de groupe unilinéaire a gauche W (x, v) et une seule qui prolonge le 2-bourgeon
déterminé par x + v + x o y. Dans un analyseur rationnel B, toute loi de groupe
unilinéaire a gauche s'obtient d’une maniére et d’une seule sous la_forme oW (x, y),
ot ¢ est un homomorphisme de A dans 13. Nous appellerons W (x, v) la lot unili-
néaire a gauche universelle dans les analyseurs rationnels.

Démonstration. — Cherchons & calculer successivement les composantes
ai(x, v)de W(x, v), de telle sorte que chaque a;(x, v) soit homogéne de degré
(1,7— 1) parrapporta(x, y), pouri >~ 2; nousdevons prendre a.(x, y) =xoy.
Supposons que la fonction

(5) ol v)y =+ + ai(x, V)

Y

n
\

1

N

”

détermine un r-bourgeon (7>~ 2). Pour calculer a,, .z, v) il faut résoundre
I'équation
(6) (Octpr) (s s 5) = (Ui i) (2, >y 5).

Il est clair que (T',., f;) (@, y, ) est linéaire par rapport 4 2. Convenons de
considérer, dans (6), « comme une constante (cf. n°17) : le probléme devient
alors de représenter le 2-cocycle (T, f,) (z, y, 2) de I'analyseur rationnel A (x)
comme un 2-cobord. L'existence de a,.,(x) pour r>>3 et son unicité pour
r> 2 résultent du théoréeme (14. 1), ou, plus directement, du n° 35. Pour r = o,
c¢’est I'identité (4) vérifiée par a,(x, v) qui assure l'existence de a;(x, y).

Nous avons ainsi démontré I'existence et I'unicité de la loi de groupe unili-
néaire a gauche W' (.z, y) dans 'analyseur A. Indiquons maintenant un procédé
de caleul explicite par récurrence des composantes a, de la loi W. Désignons,
pour tout »>~2, par b.(x, v, =) la composante de (I'.., /) (x, v. 5) qui est
homogéne de degré (1, »— 1, 1) par rapporta (. v, z). D’aprés (6) et Paxiome
(AS), nous avons :

N I .
(7) o (e )= e 3y ).

Pour calculer b,(x, y, z), nous pouvons négliger dans (I'f.) (x, y, 5) les
termes qui sont de degré >~ 2 par rapport a z, et remplacer ainsi (T' /) (x, v, )
par '

f,(z/, )+ s +f',(1 Y)os ——/;(l, Y454+ roes).

Nous obtenons, d’apreés la « formule de Tavlor » (n° 11),

(8) be(x, ¥y 5)=a (2, y)os — En} (),

yolr=20y +11lyos

‘ot hous convenons de considérer x comme une constante (¢’ est-a-dire que nous
.omettons les signes « & — 1] » au bas de l'opérateur D).
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D’aprés (), nous avons done

(9) i (2, ) = ;( a(e, )y — B ar (@, 3’>>'

y>lr—=21y-+11{yoy

Pour r = 2, cette formule donne
(., )) = é((wo)') oy —xo(¥o)));
pour r = 3, nous obtenons apres simplification
wi(x, y) = (I‘;(((-I‘M’) ov)oy —3(xo(yer))oey+a2r,((yory)oy)).

Remarquons que nous n’avions pas besoin de supposer I'analyseur A
rationnel; il suffisait d'imposer la condition un peu plus faible : chaque groupe
additif A7 est un Q,_,-module.

Achevons la démonstration du théoréme (14%.4). Soit f(x, y) une loi de
groupe unilinéaire a gauche dans un analyseur rationnel 8, et ¢(x, y) sa com-
posante bilinéaire. La fonction ¢ vérifie I'identité (4), d’aprés le lemme (14.1);
il existe donc un homomorphisme ¢ et un seul de X dans 8 tel que va,=c.

Posons f'=oW'; nous avons /= f’. Sinon, en effet, nous aurions

S, vy =f"(z,y) +d-(x,y)  [mod. deg. (r+1)],

ou d,(x, y) serait un 2-cocycle non nul, homogéne de degré 1 par rapport a x
et de degré (r — 1) par rapport a y (7>x3). Or cela est impossible puisque le
2-cocycle d, devrait étre un 2-cobord, et, par conséquent, symétrique en x et y.
Le théoréme est done démontré. Remarquons que la formule de récurrence (9)
s'applique encore au calcul des composantes de laloi f(2, v) dans Ianalyseur 83.

Exemples. — a. Soit 88 un analyseur rationnel. Désignons par M le sous-
module de 83! constitué par les fonctions ¢ (x) dont la composante homogéne de
degré 1 est nulle, et munissons M de sa topologie canonique (n° 13). Nous pou-
vons mettre M en correspondance biunivoque avee le groupe G, (), en asso-
ciant a o(x)€M la fonction x + ¢(.r)€ (,(B). Notons par le signe * I'opéra- -
tion de groupe de M qui correspond ainsi a celle de G, ()

(10) (0% W) (2) =d(2)+o(r+d(x)) pourtous o, beM.

Il est clair que o x & — & est une fonction linéaire de o. De plus, la fonction
ox ¢ du couple (¢, §) se décompose en composantes homogénes données par
la « formule de Taylor » (n° 11)

(11) vk b=o+ b+ ¥ Ao, ),

220 =
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ol nous posons

(12) (Ai (o, 0)) () =N D o(x) pour o, beM, 1> o,
-l i1 ()
jeN

Sil'on munit M de Popération bilincaire A,(o, 4), M devient une algebre de
composition @ gauche (sur 7). I’hypothése que B est rationnel, et la topologie
de M permettent de considérer M comme un X-module au sens du n° 15, ou
nous désignons toujours par A l'analyseur rationnel de composition i gauche.

L'opération de groupe x de M peut alors étre définie a partir de la lot de groupe
unilinéaire a gauche unicerselle W' (ix, y)€ A* (c¢f. n°22).

Ces affirmations peuvent étre vérifices directement, en utilisant la relation
(9). On peut aussi montrer qu'une structure de « groupe analytique » (¢/.[5])
unilinéaire & gauche sur un module topologique M peut étre définie a partir de
la loi de groupe unilinéaire i gauche universelle, si 'on impose certaines condi-
tions concernant la multiplication des ¢léments de M par des nombres
rationnels.

b. Nous pouvons appliquer, en particulier, les considérations précédentes a
'analyseur classique rationnel. Les formules se simplifient parce que les opéra-
teurs de Sanov sont remplacés par des opérateurs de dérivation du calcul diffé-
rentiel classique. Nos résultats peuvent étre présentés comme suit.

Dans 'analyseur de Ritt rationnel (¢f. n° 21, ex. ¢), on vérific immédiatement
que la fonction bilinéaire &) .z, satisfait a la relation (4). Il existe donc dans cet
analyseur une loi de groupe unilinéaire a gauche f(x, y) et une seule qui pro-
longe le 2-bourgeon déterminé par & + y + «'y. La formule (g) conduit tres
simplement a 'expression explicite de f(x, y) :

. [
(13) Sl y)=y +2_‘ 7 iyt
ieN

ot nous utilisons des notations usuelles du caleul différentiel. La formule (13)
n’est autre que la formule de Taylor classique | ¢f. (10)].

Remarquons que 'homomorphisme ¢ de Panalyseur rationnel de composi-
tion & gauche dans I'analyseur de Ritt rationnel [défini par o(xox,) =2 2.
n’est pas un monomorphisme. En effet, &, o (@,02,) 5 20 (2, o, ), mais

(o (ayoxy)) = (xyo (2y0.x))) == & x,x).

Nous avons vu plus haut (ex. @) un exemple d’algébre de composition topolo-
gique sur laquelle la loi unilinéaire définit une structure de groupe. Nous
montrerons que la loi unilinéaire permet aussi de construire des germes de
groupes topologiques, comme la loi de Hausdorff. Pour cela, nous indroduirons
une notion générale de « norme » qui précise ce qu'il faat entendre par une
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majoration d’une loi de groupe. Nous nous bornerons 4 étudier le cas du corps
de base réel.

Soit & 'analyseur de Kurosch sur le corps R des nombres réels (n° 21, ex. a)t
Pour tout o= (2,, ..., «,)€N", une fonction f,(x,, ..., x,)ER, sécri-
univoquement comme une combinaison linéaire a coeflicients réels des #,
« monomes » de degré o (**); nous appellerons norme de f,(x,, .... z,) ct
noterons || /|| (@, ..., x,) le monome S(f,) 2 ... 2, ou S(f,) est la somme
des valeurs absolues des cocfficients des k, monomes dans le développement de f,.
Soient f(xy, ..., x,)ER" et, pour tout x€N", [,(x,, ..., x,) sa compo-
sanle homogene de degré 2. Nous appellerons norme de /et noterons

| /1[Gy, « ooy ), ou plus simplement 1] /1], la série formelle @ coefficients réels
posutLfs
(14) W G, ...,‘,c,,)tz all v ooy ) €R[[ gy« oy 2 ]]

et

Nous ordonnons 'ensemble des séries formelles a coeflicients réels en posant

Wl . Q A
2 Ay X3t e Z byxd. . xkn

aEeN” oaeN”
si et seulement si @, = b, pour tout « €N".
On vérifie alors les propriétés suivantes de la norme dans £ :
(15) I2f[[=[%]-Ilf1| pour2€R, fefi,
(16) f+sll =/l + gl pourf, sehir.

St f(wy, ..., x,)ER" et gi( 2y, ..., x,)ER" pour 11 _"m, alors
(17) (o -5 g TNl s [ gml])-

Si fefi” et si Vest le signe d’'un opérateur de Sanov simple [déf. (2.4)],
8 1 i

alors, en considérant 'opérateur D correspondant dans l'analyseur classique

sur R

(18) D=0/

Soit maintenant X un analyseur sur R engendré par une fonction bilinéaire
donnée. Nous pouvons considérer I'épimorphisme correspondant ¢ de £ sur X.
Nous définissons la norme || /|| d'un élément fde A" en posant

(19) /1l = Infl s,

ou la borne inférieure est calculée sur 'ensemble des g€ tels que o(g)=/,.

(%) Les monomes de i sonl définis par récurrence sur leur degré : les x; sont des monomes
(1 ZiZn), et le produit de deux monomes est un monome. L'entier &g est donné par ‘la formule

ko=(2]a|—2)Jay !l cia, ! (Ja|—1) !
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Les relations (15) & (13) sont encore veérifiées dans X. Remarquons cepen-
dant que, dans.ﬁ, Lgl=I1/1-1gl ’alor.s que cette égalité doit étre remplacée
par une inégalité | cas particulier de (17)] dans un analyseur X £ &.

Proposition (14.1). — La norme de la loi de groupe unilinéaire a gauche
W (x, y) prolongeant le 2-bourgeon déterminé par x—+y + xoy dans [’ana-
lyseur de composition a gauche sur R vérifie l'inégalité

¥
(20) W (e, ) [y + Yy,
neN
Il suffit, en effet, de majorer par récurrence les composantes homogeénes de W,
en utilisant la relation (g).

CoroLLAIRE. — Soiz M une algébre de composition a gauche sur R normée et
compléte (c’est-a-dire que M est un espace de Banach vérifiant la condition
|Eoni|| ||| 0| pour &, n€M). Alors la loi de groupe unilinéaire a gauche
(., y) définit dans M une série W (&, ) absolument convergente pour't, €M
et ||v||<1. Un voisinage convenable de o dans M est ainsi transformé en un
germe de groupe topologique.

Dapres la proposition précédente, la transformation & (W(&, 1) —E&—1)
est, pour |7 || <1, un endomorphisme linéaire continu de M, dont la norme
est majorée par |7 | (1— |7 )t Si &)< éa il existe donc un élément v et
un seul dans M tel que W7, &) = o, etlonal|q ||| ]| (x—|&] ) (1 — 2| &|)*.
On peut ainsi calculer les « produits » et les «inverses » des éléments de norme
assez petite, et vérifier les axiomes d'un germe de groupe topologique.

En particulier, si M est une algébre de composition & gauche de dimension
finie sur R, la loi unilinéaire permet d’y définir un germe de groupe de Lie. A
deux algébres de composition non isomorphes peuvent correspondre deux
germes de groupes de Lie isomorphes : par exemple, pour la dimension 1, il
suffit de prendre £ov;=o0 (resp. £ovy="=2v)). Je ne sais pas donner de caracteé-
risation compléte des germes de groupes de Lie qu'on peut définir de cette
manieére.

Remarque. — La majoration de la loi de Hausdorfl @ (., y) démontrée par
Dynkin [ 3] peut s’écrire :

1
[0 )= [ Logtr—etry G

15. — Applications aux lois de groupes de Lie formels.

50. OBSTRUCTIONS; LOIS ET BOURGEONS UNIVERSELS. — Rappelons [déf. 7.2)]
qu'une loi de groupe de Lie formel & ¢ paramétres et a coefficients dans



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 393

I'anneau Q est une loi de groupe dans 'analyseuar 117(Q ®, X) = Q®,I"A,
ot X désigne 'analyseur classique sur Z.

Les problémes de prolongement des bourgeons etdes transmutations peuvent
conduire a des obstructions non nulles, et la connaissance des groupes de
cohomologie est tout a fait insuffisante pour ¢difier une théorie des lois de
groupes de Lie formels. |

La détermination de la cohomologie de 117(Q @ A ) ne présente aucune diffi-
culté de principe. En effet, un sous-complexe normal du complexe réduit
normalisé¢ de la puissance cartésienne 17(Q @ A) [¢f. prop. (11.3)] s'iden-
tifie au produit tensoriel, sur 'anneau Q, de q complexes isomorphes au comple.xe
normalisé de Q @ A (auquel il faut adjoindre une unite). D’apres la formule de
Kianneth, les groupes de cohomologie de T7(Q&Q A) peavent étre caleulés
complétement & partir de ceux de A, que nous connaissons [ th. (12.2)].

Pour déterminer les obstructions éventuelles des bourgeons ou des transmu-
tations, il est commode d'utiliser le théoréme (11.1). Les caleuls du n® 45
[ef. (13), (14), (1D)] conduisent au résultat suivant :

ProrosirioN (15.1). — Quel que soit I’ anneau Q et Uentier q, B (2 QN7 )=0
st r n’est pas une puissance entiére d’un nombre premier ou une somme de deux
puissances entiéres méme d’un nombre premier; W (Q Q"X )=o0 si r n'est pas
une somme de deux ou de trovs puissances entiéres d’'un méme nombre premier.

Si nous laissons de coté le cas des analyseurs rationnels, qui entre dans le
cadre de la théorie classique de Lie, il est naturel de prendre pour anneau de
base  un anneau de caractéristique p (nombre premier). Il est méme parfois
nécessaire de supposer que £ est un corps de caractéristique p algébriquement
clos (ef. [7], § 4). Cependant nous démontrerons au numéro suivant des
résultats valables pour les lois et bourgeons abéliens sur un anneau de base
queleonque. -

Nous omettrons parfois de spécifier que les lois de groupes et les bourgeons
sont considérés dans une puissance cartésienne finie d'un analyseur classique.

Une fonetion F(X,, ..., X,) dans Panalyseur II"(Q Q@ X ) s'identifie a une
famille de ¢ séries formelles sans termes constants en ng indéterminées et a
coefficients dans Q. Ces coefficients seront appelés simplement coefficients de
la fonction ¥

Il nous sera commode d’identifier un r-bourgeon a la fonction qui le déter-
mine et dont les composantes homogenes de degré >>r sont nulles. Nous
pourrons ainsi parler sans ambiguité des coefficients d'un r-bourgeon.

Si Q et Q' sont deux anneaux commutatifs unitaires et ¢ : Q — Q' un homo-
morphisme unitaire, nous désignerons par ¢* I'homomorphisme associé de
N7(QQ A) dans II7(Q'® A); I'image ¢* F d'une fonction F s’obtient en

transformant par ¢ chacun de ses coefficients.



394 MICHEL LAZARD.

DipNimion (15.1). — Une lot universelle de groupe de Lie formel a q para-
metres est constituée par la donnée d’un anneau commutatif unitaire A et d'une
lot ¥(x, y) a q paramétres et a coefficients dans A, possédant la propriété
suivante : pour tout anneau € et toute loi f(x, y) a4 q paramétres et i coefficients
dans Q, il existe un homomorphisme ¢ et un seul de A dans Q tel que f= o*F.
Nous définissons par la propriété analogue correspondante les r-bourgeons uni-
versels, ainsi que les lois de groupes abéliennes universelles et les bourgeons
abéliens universels.

Avant de démontrer Pexistence des lois et bourgeons universels, tirons
quelques conséquences immeédiates de lear définition.

Si nous avons deax lois aniverselles a4 ¢ parametres @ F sur anneau A et )7
sur lannecau A’ il existe un couple d’isomorphismes réciproques o, 4 et un seul
(resp. de Asur A et de A/ sur A) tel que F'=co*I" et I = "I,

L’anneau de base A d'une loi universelle I est engendré par les coeflicients
de F.

Les mémes résultats valent pour les bourgeons universels et pour les lois ou
8
bourgeons abéliens universels.
Démontrons, par exemple, 'existence d'un r-bourgeon abélien universel a ¢
parameétres. Soit, dans analyseur 1I7(Q @ A ), une fonction F(z, y) dont les
composantes homogénes de degré > r sont nulles. Les coefficients de F sont au

r—+ o L. . .
nombre de n:g<< i q>—1>-l’our que F soit un r-bourgeon abélien, il

faut et il suffit que ses n coeflicients annulent une famille de polynomes (P,), <,
qu’on obtient en écrivant que les conditions de la définition (13.1) sont satis-
faites. Prenons I'anneau de polynomes A, en n indéterminées sur 'anneau Z;
soit Fo(z, y)ell"(A,® A) la fonction dont les n coefficients sont précisément
les indéterminées de I'anneau A,; formons le quotient A de A, par l'idéal
engendré par les (P,), ¢, et soit ¢ 'épimorphisme canonique de A, sur A. Il est
clair que o*F,=1F est un r-bourgeon abélien universel a ¢ paramétres et 2
coefficients dans A.

Autrement dit, nous pouvons considérer que les r-bourgeons abéliens a ¢
parameétres constituent une « variété algébrique » sur I'anneau Z. Un bourgeon
universel n’est autre qu'un « point générique » de cette variété.

Ces considérations s’¢tendent aux lois de .groupes. Elles ne présentent
d’intérét que dans la mesure ot I'on sait élucider la structure des lois et bour-
geons universels. Nous ne savons démontrer de résultats valables que dans le
cas abélien.

51. Lois kT BOURGEONS ABELIENS UNIVERSELS . — Nous allons étendre aux lois de
groupes et aux bourgeons abéliens a plusieurs paramatres les résultats de [ 7],
§ 2. Le lemme suivant remplacera le lemme 3 de | 7].
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Lemme (15.1). — Soient A Uanalyseur classique sur L, q un entier >~ 1. Pour
lout anneau commutatif unitaire L, convenons de noter S,(q, Q) le Q-module
constitué par les 2-cocycles G(X,, X,) dans ’analyseur Q@ 11X qui sont homo-
genes de degré total v et symétriques par rapport a X, et X,. Alors :

a. S,(q, ) est un groupe abélien libre de rang g’ 7'\ pour tout r>= o
q srouy 54 \ P =

b. S.(q, Q)=QQ S,(q, L) pour tout r >~ 2 et tout anneau Q.

Démonstration. — Notons 83 (resp. QQ B) le complexe réduit (n° 38) de la
puissance cartésienne II"X (resp. Q Q@ 117X ). Si nous considérons les ¢ compo-
qu’il faut démontrer I'énoncé équivalent 4 celui du lemme pour les 2-cocycles
symétriques dans les complexes réduits 8 (resp. Q@ B). Conformément aux
conventions du paragraphe 11, nous remplacerons un « argument vectoriel »
X; par une famille d’arguments (2, ;, ..., x,:).

Considérons donc un 2- cocycle

Xy, Xo) =@ (Xa,iy oo s Tyay Tyay ov ey Ty ) €(LQRQB)?2

symétrique par rapport a X, et X,. D’apres la proposition (11.3), g est coho-
mologue & un 2-cocycle g’ contenu dans le sous-complexe normal de QR 3.
Comme tout 2-cobord est symétrique, g’ est encore symétrique. D'apreés la défi-
nition du complexe normal, g’ est égal a

C

- /
(1) g"(‘l"y"' Cay Ly Lajay ey Lya) = Z fo (e gy o) + 2 R j (20, 27,0)-

1Zizty 12i<j<£y

Puisque g’ est symétrique, toutes les fonctions /Ay ; (1 = 1< j=q) sont
nulles. Quant aux fonctions hA;(x;,, 2i.), elles s’identifient aux 2-cocycles
symétriques h;(x,, x,) dans analyseur Q @ A.

Supposons d’abord Q =Z. Alors tout 2-cocycle de A’ est symétrique et est
égal 4 un cobord, ou a4 un cobord divisé par p si 7 est une puissance entiére du
nombre premier p [n° 45, (13)]. Par conséquent, tout 2-cocycle symétrique
dans 87 est égal 4 un cobord ¢k (k€B))ou, sir=p’, i la somme d’un cobord S

<« , 1 N
et d’un cobord dwlsep sk, ou

N A A ly
A= S’ ) (n,e’).
| iz y

r4g—1

Or B3 est un groupe abélien libre de r;mg< ) et a pas de 1-cocyeles

non nuls, ce qui établit la premiére partie du lemme.

Pour achever la démonstration, remarquons que nous nous sommes déja
ramenés a U'étade des a-cocveles /iy de (1), ¢est-a-dive au cas ot g =1. Si nous
appliquons les formules (12), (13) et (14) du n” 45, nous voyons que tout

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 4. 34
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s

2-cocycle de degré » dans Q @ X peut s’écrire sous la forme

—

A QB
A‘A
r

(2) 1 2) + 3 bk

dans cette formule, f(2,, x,) est un 2-coeycle de A’, p parcourt 'ensemble des
nombres premiers tels que r=p'+p/ (0o Zi<j), . 1,€Q, ph,=o. Pour
que le cocycle (2) soit symétrique, il faut et il suffit que tous les A, soient nuls,
ce qui établit la seconde partie du lemme.

Pour simplifier nos énonecés qui feront intervenir des « ensembles d'indices »
compliqués, nous poserons la définition suivante.

DernitioN (15.2). — Choisissons une base dans chacun des groupes abéliens
libres S,(q, 1). Les éléments de la base de S,(q, 1) seront notés g;(x, v), avec

r+qg—1

o —

t€l, . L'ensemble d’indices 1, , a q< > éléments. Les différents ensembles

d’indices 1, . seront considérés comme disjoints, et nous poserons

I,= U L, Jg.= U 1.

b 2SS L0

L'ensemble ), est infini dénombrable; les sous-ensembles (1,,), .. de J, en

=

constituent une partition. Le nombre d’éléments d nsemble J, . est égal a
tituent tit Le bre d’él, ts de Uensemble ), . est égal a

(7)==

Lemye (15.2). — Soit Q un anneau commutatif unitaire sans torsion. Alors
tout r-bourgeon abélien a q parameétres et a coefficients dans Q peut étre prolongé
en un (r—+ 1 )-bourgeon abélien a coefficients dans ).

Démonstration. — Soit f,(.x,y)€ll’(Q Q) A )un r-bourgeon abélien. Puisque
Q est sans torsion, nous pouvons identifier Q 4 un sous-anneau de Q"= Q &,Q,
et tdentifier ainsi f, a un r-bourgeon abélien a coefficients dans Q'.

D’aprés le théoréme (14.3), le r-bourgeon abélien f.(x, y) est équivalent,
dans Uanalyseur 11'(Q' Q@ A ), & x+y; il s’agit d'une équivalence au sens des
r-bourgeons, c'est-d-dire [mod deg (7—1)]. Le r-bourgeon f,(x, y) est done
prolongeable en un (r 41 )-bourgeon abélien /"(x, v) a coefficients dans '.

Soit a,(x, y) la composante homogeéne de degré (r—+-1) de f'(x, v);
a. ,(x,y) cest symeétrique en x et y et vérifie la relation

(3) (Otyy) (y 3y 3) = (D fi) (g 0y 3).

Dapres la définition de €', il existe un entier n€ N* tel que na, (.2, y) ait
ses coefficients dans Q. Désignons par Q" I'anneau quotient Q/nQ, par o
I'épimorphisme canonique de Q sur Q", et par a. (2. v) la fonction
o*(na,,(x, v))a coeflicients dans Q". D’aprés (3), a,_, (., v) est un 2-cocycle
acoeflicients dans Q”, symétrique enzet y. Autrement dit, @, ,(x,v)€S,.,(q,Q").
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Nous avons done, d’apres le lemme (15.1),
@) oy (g y) = N X ogi(x, 2, avec 1; €Q" pouriel, .
(€ 1g,r+1

Choisissons des éléments 7; dans Q, tels que ¢(4;) =74, pour tout i€l ,,,.
Nous avons, d’aprés (4),

) <wu =3 naa, y)> —o.
(=] PR
Autrement dit la fonction
. , 1 R
(6) il ) = s ) = = g, )
A=) PRI

a ses coeflicients dans Q. Comme g;(x, y)€S,.,(q, L), a,..,(x, y) est symé-
trique en x et y, et

(Orin) (zy vy 3)Y = (01 1) (&, 3, 5).

Il résulte de (3) que fu(x, y)=/fr(x, ¥)+a.y(x, y) est un (r—+1)-
hourgeon abélien i coeflicients dans Q.

TutoriME (15.1). — Soit F(x, y) une loi de groupe abélienne universelle a q
paramétres et A son anneau de base. Alors on peut choisir une famille (£,), oy d’élé-
ments de A tels que :

a. A s'identifie & ’anneau des polynomes 1| (&:)es, ]

b. SilUon désigne par A, le sous-anneau de A engendré par les coefficients de la
somme ¥,.(x, y) des composantes homogeénes de F(x, y) de degré —Zr, A, s’iden-
{iﬁ'e aZ[(t)e Jrw], et ¥,.(x, y) est un r-bourgeon abélien unz'versel sur U'anneau A,
(pour tout r>>.2).

Démonstration. — 1| suffit évidemment de démontrer le théoréme pour une
loi de groupe universelle que nous allons construire. ”
Formons P'anneau A =7[(&i),q;, ], et désignons, pour tout r=- 2, par A, le
sous-anneau Z[ (&)ey,, |- '
Prenons
Fo(x, y)=w+1r+ 2 Sigi(xy )

i€1g,e

F, est un 2-bourgeon abélien a coefficients dans A,.

Supposons déja construit le r-bourgeon abélien F,(x, y) a ¢ paramétres et a
coefficients dans A,.(r >~ 2). Puisque A, est sans torsion, nous pouvons, d’aprés
le lemme (15.2), choisir un (7 -+ 1)-bourgeon abélien ¥, (x, y) a coefficients
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dans A, qui prolonge F,.(.x, v). Posons

~ ; \ h ¥ .
(7) I i (4 )) =I | ("'7 “') -1 Z Qi,&ri("L‘, ))
iel,,,,-ﬂ

Nous obtenons un (7~ 1 )-bourgeon abélien F,.., i coeflicients dans A, qui
prolonge F,.

Poursuivant notre construction par des choix suceessifs, nous obtenons la loi
de groupe F(x, v) qui prolonge tous les bourgeons F,.(.z, v).

Soit f(a, v) une loi de groupe (resp. un r-bourgeon) i ¢ paramétres el
cocflicients dans un anneau Q. Montrons que pour tout s (resp. s =r) il existe
un homomorphisme g, A;— Q et un seul tel que

(8) ol Fo(e, y)=f(x, ) [mod. deg. (s +1)].

Nous procéderons par récurrence sur s; supposons vérifiée la relation (8),
et s<r si f est un r-bourgeon. Alors ¢ I, (&, y) est un (s 1)-bourgeon
abélien a coeflicients dans Q qui prolonge o) F (2, y). Nous avons done, d’apreés
le lemme (15.1),

~

(9) S, )=l (2, ) + 2 L&, y) [mod. deg. (s + 2)],
. 1€)gs+1

ou les 7, € Q sont univoquement déterminés. 1'homomorphisme o, @ A — Q
doit coincider avec ¢, sur A, et vérifier go\,,ﬂ('cfi) =7, pour tout 1€l ., ce qui
le détermine univoquement. Si /" est une loi de groupe, il existe un homo-
morphisme o : A — Q et un seual tel que ¢*F = f, car ¢ doit prolonger tous les
homomorphismes o,; si /" est un r-bourgeon, il existe un homomorphisme o, :
A, — Q et un seul tel que ¢ F,= /.

Remarquons que, si 'on donne la loi universelle F(x, y) et son anneau de
base A, les éléments (&) doivent étre effectivement choisis. On peut caractériser
aisément le groupe d’automorphismes de A qui correspond aux divers choix
possibles.

Nous pouvons interpréter le théoréme (15.1) de la maniére suivante : toute
loi de groupe (resp. r-bourgeon) f(x, y) i g paramétres et a coefficients dans
un anneau  peut étre mise en correspondance avec une famille (7).,
[resp. (Ai)ies,,] d'éléments de Q que nous appellerons ses coordonnées. Les
coordonnées () de f(x, y) sont des fonctions polynomes (a coeflicients
dans Z) des coeflicients de f(x, ), et les coefficients de f(x, y) sont des
fonctions polynomes (a coeflicients dans Z) de ses coordonnées (;). Les poly-
nomes a coeflicients entiers en question sont indépendants de 'anneau Q et de
lafonetion f/(x, y). Les coordonnées d'une loi de groupe (resp. d'un -bourgeon)
peuvent étre choisies arbitrairement dans un anneau Q. Autrement dit, la
« vartété algébrique sur 7. » des lois de groupes (resp. des r-bourgeons) i ¢



LOIS DE GROUPES ET ANALYSEURS. 399

paramétres est un « espace affine » de dimension infinie dénombrable [resp. de

s

dimension g<<'1;q> —q—Iﬂ.

Les considérations précédentes ne s’¢tendent pas sans modifications aux lois
de groupes et aux bourgeons dans des puissances cartésiennes infintes d’ana-
lyseurs classiques. En effet, nous ne pouvons plus définir de lois de groupes ni
de bourgeons universels (de méme que nous ne pouvons pas parler de « point
générique » dans un espace affine de dimension infinie ou tout point ne peut
avoir qu'un nombre fini de coordonnées non nulles).

Cependant, la méthode que nous avons suivie permet encore d’introduire des
« coordonnées » pour les lois de groupes et les bourgeons a « une infinité de
paramétres ». Un certain sous-enscmble de ces coordonnées doit étre nul; a
cela preés, les coordonnées peuvent étre choisies arbitrairement dans 'annean
de base considéré. Nous laissons au lecteur le soin de préciser ce point, mais
nous énoncerons pour les puissances cartésiennes quelconques d’analyseurs
classiques les deux conséquences suivantes du théoréme (15.1).

Tukorene (15.2). — Soit f(x, y) un r-bourgeon abélien dans une puissance
cartésienne II'(Q @ A) d’un analyseur classique. Alors, quels que sotent Uentier r,
Uensemble 1 et I'anneau de base Q, f(x, y) peut étre prolongé en une loi de groupe
abélienne

Dans le cas ou I est un ensemble fini, cet énoneé équivaut au suivant : une
loi de groupe abélienne universelle & g parametres détermine, pour tout r, un
r-hourgeon abélien universel.

Tutorime (15.3). — Sotent Q, Q' dewr anneaux commutatifs unitaires, ¢ un
épimorphisme de Q sur ', ['(x, y) une lot de groupe abélienne dans une puis-
sance cartésienne II'(Q' Q ) de 'analyseur classique sur Q'. Alors on peut chotsir
une loi de groupe abélienne [(x, y) dans l'analyseur '(QQ X), telle que
vS=r

Autrement dit, on peut « remonter » les coeflicients et les coordonnées de la
loi /' dans P'anneau Q. Ce résultat explique une partie de I'algorithme de
Witt [ 10]; toute loi abélienne de groupe de Lie formel a coefficients entiers
mod p sobtient en réduisant (mod p) les coefficients d'une loi abélienne
coefficients entiers; cette derniére peut toujours étre transmutée en x -y
par une fonetion & coefficients rationnels.
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